6 Flachen

Definition. Es sei n > 0 eine natiirliche Zhal. Ein topologischer Raum X heifit lokal
homdomorph zu R”, falls es zu jedem Punkt x € X eine offene Umgebung U, mit einem
Homd&omorphismus ¢, : U, - R™ gibt.

Bemerkung. Ein Raum X ist genau dann lokal homdomorph zu R”, wenn es zu jedem x €
X eine offenen Umgebung U, sowie ein € > 0, ein ty € R” und einen Hom&omorphismus
¢l Uy = Be(to) gibt. Denn fiir eine offenen Kugel B (to) c R" ist die folgende Abbildung

Piy.e ' R" > Be(tp), s+—to+e

ein Hom6omorphismus, und daher ist dann auch die Komposition zp;ls o ¢! ein Homo-
bl
morphismus.

Beispiel. S' c R? ist lokal homéomorph zum R!.

Abbildung 6.1: Skizze

Es sei x = (cos (27tg) ,sin (27tg)). Dann ist die folgende Abbildung fiir ein (beliebiges)
0 < e <1 eine Einbettung auf eine Umgebung U,

€z

(to—é‘,to-l-é‘) - Sl
t — (cos(2nt),sin (27t))

Also ist fiir jedes 2 € X die Umkehrfunktion ¢/, := (e;) ™' : U, - B (14), bzw. die Kompo-
sition @, = @7, 0y, - : R > U, ein Homéomorphismus wie man ihn fiir den Nachweis der
Eigenschaft fordert.
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Beispiel. Es sei S! x S! ¢ R?2 x R? ¢ R*. Fiir jeden Punkt (z,z') € S' x S! setzen wir
Uz = Up x Uy, und dann ist mit den Funktionen ¢, und ¢,/ aus dem voranstehenden
Beispiel die Abbildung

(Ozypzr) Uy x Uy > RxR

fiir jedes Paar (z.z") ein Homdomorphismus. Der Raum S xS ist also lokal homéomorph
zu R2.

Beispiel. Die 2-Sphére S? ist definiert durch
52 = {(u,v,0) € R? | u? + 02 + w? = 1}

52 ist lokal homomorph zu R2. Um dies zu nachzuweisen, betrachten wir nun die Punkte
N =(0,0,1) und S = (0,0,-1) und folgende Funktion, die sogenannte stereographische
Projektion

¢S:S2\{N}_)R27 (u,v,w)»( “ ) ! )
l-w 1-w

Geometrisch kann man die Abbildung so beschreiben: Einem Punkt X € S?\{N} wird der
Punkt in der (u,v)-Ebene zugeordnet, der sich als Schnittpunkt mit der Verbindungsge-
raden von N und X ergibt.

\\%Sm
‘Cs(x\

Abbildung 6.2: Stereographische Projektion

Wir setzen dann Ug = S2\{N}. Mit der Abbildung @5 sehen wir, dass Ug eine Um-
gebung von S ist, die homéomorph zu R? ist. Ist X € S? beliebig, so konnen wir eine
Drehung ox finden, die X auf S abbildet. Dann ist Ux := QE(I(US) eine Umgebung von
X, die mit ¢x := @g o ox homdomorph auf R? abbildet. Insgesamt haben wir damit
nachgewiesen, dass S? lokal homéomorph zu R? ist.

Definition. Eine Fliche ist ein topologischer Raum, der lokal homdomorph zu R? ist
und sich in einen RY fiir ein N > 2 einbetten lisst.
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Bemerkung. Offensichtlich gilt: Ist X ¢ RY fiir ein N > 2 ein Teilraum, der lokal ho-
moéomorph zu R? ist, so ist X eine Fliache. Klassisch wird eine Fliche ein wenig anders
definiert (vgl. Bonusaufgabe auf Blatt 9)

Beispiel. S x S' c R? x R? = R* und S? c R? sind Flichen.
Beispiel. Betrachte folgende stetige Abbildung
e:RxR — R3
(t,u) +— (sin(27t)(2 +sin(27u)), cos(27t)(2 + sin(27u) ), cos(27u))

Das Bild von e ist homéomorph zum Torus. Einen Homéomorphismus h erhélt durch die
Faktorisierung von e aus folgendem Diagramm

> Janle)

1 R x IR

(W
\ A
S

Ay A
&

(( s (2ml) | i (2ur ) ,(S‘/{M (mu) o (Zew))

S s ¢ r®

Abbildung 6.3: Skizze von Im(e)
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Im Folgenden stellen wir nun einige Flichen durch Skizzen vor.

Beispiel. (Brezelfliche)

Beispiel. (Orientierte) Fliache vom Geschlecht g

g Loeler T

Beispiel. (Orientierte) Fliche vom Geschlecht g mit “abgeschnittener Kappe”.
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Definition. Eine Teilmenge Y c RY fiir ein N heiRt beschrinkt, falls es reelle Zahl R > 0
gibt, so dass Y c Br(0) c RV,

Beispiel. F, c R3 ist beschrinkt.

Fi g 8((0)

Definition. Eine Fliche X heiftt geschlossen, wenn es eine Einbettung von X in einen
RY mit N > 2 gibt, so dass das Bild der Einbettung abgeschlossen und beschrénkt ist

Bemerkung. Obige Eigenschaft ist (nach dem Satz von Heine-Borel) dquivalent dazu ,das
X kompakt ist.

Definition. Es sei A eine Indexmenge und {(X),0,) | A € A} eine Menge von topologi-
schen Raume. Die disjunkte Vereinigung dieser Menge topologischer Rdume 11ycp X, ist
der topologische Raum, dessen zugrundeliegende Menge die disjunkte Vereinigung der
Mengen X ist, und dessen Topologie gegeben ist durch

U c uyp X, ist offen genau dann, wenn U n X, € O, fiir alle A € A

Die Raume X, sind also insbesondere Teilrdume von 1z Xy . Ist A eine endliche Menge,
etwa A ={1,2,...,n}.s0 schreiben wir fiir die zugehorige disjunkte Summe auch

XlLIXQLI---LIXn

Definition. Ein topologischer Raum heifst zusammenhéngend, falls es keine zwei nicht-
leere topologische Raume X; und X5 gibt, so dass X = X; u Xo.

Definition. Ein topologischer Raum heifst wegzusammenhéngend, falls es zu jedem Paar
(zo, 1) von Punkten auis X eine stetige Abbildung w : I - X mit w(0) = zp und
w(l) =z gibt.

Bemerkung. Ist ein topologischer Raum wegzusammenhéingend, so ist er zusammenhén-
gend. Ist X lokal homéomorph zu R, so ist X zusammenhéngend genau dann, wenn X
wegzusammenhéngend ist.
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Satz. Bis auf Homdomorphie gibt es nur abzdhlbar viele zusammenhdngende geschlos-
sene Flichen, die sich in den R® einbetten lassen. Genauer gilt: ist X eine nicht-leere
geschlossene Fliche, so ist X entweder homdéomorph zu S? oder es gibt genau eine natiir-
liche Zahl g > 0, so dass X und Fy homoomorph sind. S? nennt man auch die orientierte
Fliche vom Geschlecht O und schreibt daher fiir die Flache auch Fy. (ohne Beweis)

Im Folgenden wollen wir eine explizite Beschreibung der Flichen geben. Dazu benéti-
gen wir das Konzept der Quotiententopologie.

Definition. (Quotiententopologie) Es sei X ein topologischer Raum und R eine Aqui-
valenzrelation auf X. Sei m : X — X/r die kanonische Projektion auf die Menge der
Aquivalenzklassen. Wir nennen eine Teilmenge U c X/r offen, falls 7! (U) c X offen
ist. Dies definiert eine Topologie auf X/R, die sogenannte Quotiententopologie. X/R heifst
dann der Quotient von X nach R.

Beispiel. Sei X =[0,1] und
R={(xz,y) €[0,1] x[0,1] |z =y oder z=0Ay=1oder x =1Ay =0}

Hier werden 0 und 1 zu einem Punkt in X/R identifiziert. In X/r ist 7 ([0,¢)) fir 0 <t <1
nicht offen, denn 7~ (7 ([0,%))) = [0,¢) u {1} ist nicht offen.

Satz. Es sei X ein topologischer Raum mit einer Aquivalenzrelation R. Ist f: X - Y
eine Abbildung, die mengentheoretisch durch X/r faktorisiert, so ist f genau dann stetig,
wenn die Abbildung f|rR: X|R =Y stetig ist. (ohne Beweis)

Beispiel. Essei X =R, Z = {(z,y) e RxR|x-yeZ}. D.h. x ~ y falls die Differenz eine
ganze Zahl ist. Betrachte

e: R - St
l A
R/Z

e(t) = (cos(2nt),sin(27t))

Die Abbildung ¢/z : R/z — S! ist nach voranstehendem Satz stetig. ¢/z ist sogar ein
Homd6omorphismus.

Abbildung 6.4: Skizze



Beispiel. Die Abbildung f:[0,1] x [0,1] - ([0,1]/r) x ([0.1]/r) =S* x ST ist surjektiv.
Sei S = {(m,y,x’,y’) € (0,11 x[0,1%| f (z,y) = f (x’,y')}. S ist eine Aquivalenzrelation
auf [0,1]%. Dann ist die Abbildung

fls:101)s - ST x §*
stetig. f/s ist sogar ein Homéomorphismus, also gilt:
[0,11%/s2[0.1])/R x [0.1]/R

Wie veranschaulicht man den Quotientenraum?

| -
| 3 -
| NN —

| | ‘ j h AN I‘ xé
| LT 1 ) NN
1 \ \ ‘

N

=

{
h

'\
IhN= g

Abbildung 6.5: [0,1]* ~ [0,1] x [0.1)/r ~ [0.1)/r x [0.1)/R = [0,1]*/s

Beispiel. Sei Ps das in den Einheitskreis (in R?) eingeschriebene regulire Achteck. Wel-
cher Raum entsteht durch nachfolgende Identifizierung?

| | | | | | | | | L .
| 1] 1 ' ' | |
EEEEN NN | | u
7 | LS J %\ | I . | ‘ | | !
g ; | | ; | | | |
- A\ NN\ | |
! | | ‘o RS [ | * ] o)
] | } | ) | ~_f'
= T il | I b4
3 | | 4 | y, / |
[} /y | A | | N
—— S&" i/ i 1 L
7 \ L I
D = | | |
] . | | |
I | ‘ \ | | |

Zwei disjunkte Kopien der zwei Quadrate ergeben nach Identifizierung zwei Tori:

AL NP4 RS VAR S W SNR)
N Y s N

Um die urspriingliche Identizifierung zu veranschaulichen schneiden wir zunéchst das
Achteck einmal diagonal. Wie die nachfolgenden Skizzen zeigen, erhalten wir dann zwei
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Tori, aus denen ein offener Ball herausgeschnitten ist. Das gesuchte Objekt erhalten wir
dann durch eine Identifikation der beiden Kreisrdnder, und es entsteht die Flache F.

) ‘ JO A

Definition. Es sei g > 1 eine natiirliche Zahl. Die orientierte Flache F, vom Geschlecht
g wird als Quotientenraum aus dem reguldren 4g-Eck Pj, mit Ecken im Einheitskreis
definiert. Man erhélt sie, indem man (den Bezeichungen im nachfolgenden Skizze fol-
gend) jeweils die Kanten a; und aj, bzw. b; und b; fiir i = 1..g geméf der dargestellten
Orienierungen miteinander identifiziert.

N PREE
|! ..f] ‘&&N {,'
prammEE, _
ENEEE La!' — TN
x| /j il f"\-—/ [:P\/ e |
11 | || / Vo2 - '/—-..L‘ /
| N by || L /T~ | ™|
2] | 1

Abbildung 6.6: Regelméfiges 4g-Eck / Aus dem regelméfigen 12-Eck ensteht Fj

Die Fliache Fj entspricht einer ,Brezelfliche mit g Lochern”. Jeweils vier benachbarte
Kanten mit paarweise zu identifiziernden Kanten ergeben eine weitere Komponente mit
einem "Loch".

Proposition. Der topologische Raum Fy ist lokal homdomorph zu R2.

Beweis. Wir miissen also nachweisen, dass jeder Punkt = € F; eine offene Umgebung U,
besitzt, die homéomorph zum R? ist. Wir betrachten dazu drei Fille
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Fall 1. 71 () besteht aus genau einem Punkt Z im Innern des 4g-Ecks P,4. Wihle eine
e-Kugel um Z, sodass Be () den Rand von Py4 nicht schneidet. Dann erhalten wir fiir
diese Umgebung Uy := B (&) einen Homéomorphismus
pa = ()t B (3) » B
Dabei ist 9z : R? - B, (%) wie in Bemerkung auf Seite 65 definiert.
L e l ]

JLlle L
x"")| NN AED=NA
P& “ ||
| L

N\
T _k_/'\_/)
4= fv\ \ | L \ -

Abbildung 6.7: 7: Py, - F,

Fall 2. 7' () liegt in der Vereinigung der Kanten, enthilt jedoch keinen Eckpunkt.
Wihle e-Kugeln um die beiden Urbilder %1, s, sodass die e-Kugeln keine Eckpunkte
enthalten. Wenn wir die beiden Randsegmente in B, (Z1) N Py, und B (Z2) N Pyg identifi-
zieren, entsteht eine Umgebung U := 7 (Be (Z1) N Pag U Be (T2) N Pyg), die offensichtlich
homéomorph zu B; (0) im R? ist. Die Umkehrung des Homéomorphismus

V3 i R? > B (8) > Us

liefert einen Homdéomorphismus ¢; := w;l, wie wir ihn fiir den Nachweis der lokalen
Homd&omorphie brauchen.

Abbildung 6.8: Skizze

Fall 3. 7w~ () besteht aus den 4g Eckpunkten ;. Wihle & > 0 so, dass sich die e-Kugeln
um die Eckpunkte nicht schneiden. Dann erhalten wir analog zum zweiten Fall einen
Homdéomorphismus

’(,b@ :RQ iBE (i‘) :> Uj =7T(B€ (i’l) ﬂP4gUBE (52) ﬂP4gU"'UB€ (i'4g) ﬂP4g)

und das Inverse @z := zp;l ist ein Homdomorphismus, wie wir ihn fiir den Nachweis der
lokalen Hombomorphie brauchen..
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Abbildung 6.9: Skizze

Es gibt auch geschlossenen Flichen, die sich nicht in den R? einbetten lassen.

Definition. Sei g > 2. Die unorientierte Fléche F; é vom Geschlecht g erhdlt man aus Py,
wenn man (mit den Bezeichnungen aus der nachfolgenden Skizze) jeweils die Kantenpaare
a; und a} fir ¢ = 1..g miteinander identifiziert.

Abbildung 6.10: Identifizierungsvorschrift

Fiir g = 1 entsteht F| é entsprechend durch eine Identifizierung aus dem Einheitskreis.
| = I i -

; V. p i
[ WP

ﬁ_{j’

Abbildung 6.11: Identifizierungsvorschrift

Satz. Jede zusammenhdingende geschlossene Fliche ist homoomorph zu Fy oder Fé fir
ein geeignetes g. (ohne Beweis)

Satz. Fiir g>1 ist F, nicht in den R3, wohl aber in den R* einbettbar. (ohne Beweis)
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Zur Veranschaulichung von F:

Abbildung 6.12: Veranschaulichung fiir die Fachen F{

™~
P
2N

/
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Abbildung 6.13: F ohne einen offenen Ball ergibt das Mébiusband

| | I
AN |
LS FARWN
! // oo | //! )
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Abbildung 6.14: Der Rand des Mdébiusbandes ist homéomorph zu einer Kreislinie
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Wir sehen damit:

Mébiusband = F} ohne eine offene Kreisscheibe
=[] = Mobiusband u D /-

wobei die Aquivalenzrelation ~ den Rand des Mdbiusbandes mit dem Rand einer Kreis-
scheibe identifiziert.

Wir konstruieren nun eine Einbettung von FY in den R*. Dazu sei eine Einbettung des
Moébiusbandes in den R?® gegeben. Wir identifizieren das Mobiusband mit seinem Bild
im R3. Sei f:S! - R3 die Einbettung von S' auf den Rand des Mobiusbandes M, und
g:S' - R? Standardeinbettung: g (x,%)) = (z,y,0). Weiterhin sei H : R3 x I - R? eine
Isotopie des Raumes R?® mit g = H; o f. Dann ist

F: S'xI - R*
(z,t) = (Hiof(2),1)
eine Einbettung und
D=F(S"'xI)uB;(0)x{1}

ist homGomorph zu einer zweidimensionalen Kreisscheibe im R* Die Vereinigung M x
{0} u D ist dann das Bild einer Einbettung von F7.

O O I O S B B = o I
V<ER NP, ANR NN INED ENENaEY RN

} | | }/'t} L= | 1 ‘A"/ r
N 5 e 77 Z | i -k =V ET

JTT 1 ‘\_'/_— \.,__j| j | 7] T
L INEMEEEREEEEERE NN |
— ! i — i
.).J : | ‘ 1 ! 1 1§.‘/:b'l\ ‘ | ‘ ‘

| BEEEEEEL i hiaaER BEEER

Abbildung 6.16: Veranschaulichung von Fg’ fiir beliebiges g > 2
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Bemerkung. Die Skizzen in den obigen Abbildungen zeigt ein Bild von Fé, das dadurch
ensteht, dass man g Kopien von Fj durch die sogenannte zusammenhénge Summenkon-
struktion zusammenfiigt. Diese Konstruktion geht wie folgt.

Definition. Es seien F' und F' zwei (nicht-leere) geschlossene Flichen, und x € F' und
z' € F' zwei Punkte. Zu den zwei Punkten wihle Umgebungen U, und U, mit Ho-
moomorphismen ¢, : U, — R? und ppr 2 Upr > R2. Fiir die Homéomorphismen gelte
er(z) =0, bzw. @ (2") = 0. Dann ist die zusammenhéngende Summe von F und F’
gegeben durch

F3#F' = (F\p,' (B1(0)) 1 (8" x[0,1]) 1 (F"\¢7 (B1(0))) /-
wobei wir fiir alle v € S! wie folgt Punkte identifizieren: ¢, (v) ~ (v,0), (v,1) ~ ¢} (v).
Die resultiernde Flache héangt bis Hom&omorphie nicht von den getroffenen Wahlen ab.

SAx Lo, =

(v,0) (vn)
& @
? :
x

-

Satz. s gilt Fy#tFy = Fyy, Fi#F), = F!

I~ !/
g+g/} Fg#Fgl :F2

gt (Ubungsaufgabe)

Bemerkung. Eine weitere Moglichkeit, die Flache Fj zu erhalten ist wie folgt:
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