5 Knoteninvarianten

Kochrezept:

Schritt 1: Leite eine Eigenschaft aus einem Knotendiagramm ab.

Schritt 2:  Zeige, dass eine Anderung des Knotendiagramms durch eine Scheibendefor-
mation (im R?) oder eine Reidemeisterbewegung keine Anderung der abge-
leiteten Grofse ergibt.

Definition. Ein Knotendiagramm heifit farbbar, wenn jeder Bogen des Diagramms mit
einer von drei Farben gefarbt werden kann, sodass

i) mindestens zwei Farben auftreten,

ii) an jedem Kreuzungspunkt die zusammentreffenden Farben iibereinstimmen oder
alle verschieden sind.

Beispiel.

i) Spezielles Diagramm fiir den Trivialen Knoten

ii)

Abbildung 5.1: Beispiel 2

— Knotendiagramm ist farbbar.
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Bemerkung. In einer Farbung eines farbbaren Knotendiagramms kommen stets alle drei
Farben vor.

Satz. Die Eigenschaft eines Knotendiagramms farbbar zu sein dandert sich nicht, wenn
dass Knotendiagramm, durch Scheiben-Deformationen (im R?) oder durch Reidemeister-
bewegungen verdandert wird.

Definition. Wir sagen: ein Knoten K heifst farbbar, falls er &quivalent zu einem Knoten
mit einem farbbaren Knotendiagramm ist.

Beweis. (vom obigen Satz)

e cine Scheiben-Deformation in R? #ndert die Eigenschaft eines Knotendiagramms
farbbar zu sein nicht:

Abbildung 5.2: Skizze

e die Reidemeisterbewegung vom Typ I dndern die Eigenschaft genauso nicht:

Abbildung 5.3: Skizze
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e die Reidemeisterbewegung vom Typ II &ndern die Eigenschaft nicht: Dazu betrach-
ten wir zwei Falle:

Fall 1.
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Abbildung 5.4: Skizze
Fall 2.
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Abbildung 5.5: Skizze
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e die Reidemeisterbewegung vom Typ III dndert die Eigenschaft auch nicht:

Fall 1.
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Abbildung 5.6: Skizze
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Fall 2.

L, NERFE
] /4 '
| \ h'e, |rnass
/ ““ btrl.u ‘-‘J‘l’
— o A N | i habes
] \_"“ y/4 NN 72T
i S| i
I 6 l i
Abbildung 5.7: Skizze
Fall 3.
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Abbildung 5.8: Skizze
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Abbildung 5.9: Skizze
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Fall 5.

Abbildung 5.10: Skizze

O

Bemerkung. Im Beweis haben wir mehr bewiesen als notig war. Wir haben auch ge-
zeigt, dass sich die Farbungen des gegebenen Knotendiagramms und die des durch eine
Scheiben-Deformation, bzw. Reidemeisterbewegung, gednderten Knotendiagramms 1:1
entsprechen.

Definition. Fiir einen beliebigen Knoten K definieren wir: ¢ (K) := Anzahl der Farbun-
gen eines Knotendiagramms eines Knotens, der dquivalent zu K ist.

Bemerkung. Ist K ein glatter Knoten mir regulérer Projektion, dessen Knotendiagramme
nicht farbbar sind, so gilt: ¢(K) =0, d.h. K farbbar < ¢ (K) > 1.

Definition. Fiir ein Knotendiagramm D definieren wir die Kreuzungszahl als: Kr (D) := An-
zahl der Kreuzungen (Doppelpunkte) des Knotendiagramms D.

Abbildung 5.11: Beispiel

Definition. Sei K ein Knoten. Dann definiert man die Kreuzungszahl

. D Knotendiagrammen fiir einen
Kr (K) = min {KT (D) ’ zu K #quivalenten Knoten }
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Bemerkunyg.
e Kr (Trivialer Knoten) = 0.
e Ist K nicht dquivalent zum trivialen Knoten, so gilt Kr (K) > 3.

Definition. Eine Briicke in einem Knotendiagramm ist ein Bogen, der mindestens iiber
einen Doppelpunkt lauft.

Abbildung 5.12: Diagramm mit einer Briicke

Definition. Die Briickenzahl in einem Knotendiagramm D ist
br (D) = # Briicken in D.
Fiir einen Knoten K definieren wir die Briickenzahl

br (K) = min {br (D) ‘ D Knotendiagrammen fiir einen }

zu K dquivalenten Knoten

Abbildung 5.13: Kreuzungsénderung

Definition. Die Entknotungszahl eines Knotens ist definiert durch

minimale Anzahl von Kreuzungsdnderungen, die benétigt wird, damit das Diagramm D
nach Durchfiithren der Kreuzungsdnderungen den trivialen Knoten darstellt

e(D) =
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Die Entknotungszahl eines Knotens ist definiert durch

e(K):min{e(D)‘

D Knotendiagrammen fiir einen
zu K aquivalenten Knoten

Bemerkung. Beim Durchlaufen des Knotens ab einem Startpunkt fithre Kreuzungsédnde-
rungen so durch, dass an den Doppelpunkten das Knotendiagramm erst oben herlduft
und beim zweiten Mal unten her.

Abbildung 5.14: Skizze

Man erhilt dann ein Knotendiagramm, dass den trivialen Knoten darstellt. Man kann es
sich so vorstellen, dass man das neue Diagramm ab dem Startpunkt ablauft und dabei
immer weiter in die Zeichenebene hineinlduft und nach Durchlaufen des Diagramms iiber
den Startpunkt wieder nach vorn lauft.

Eine sehr effektive un dauich berechenbare Knoteninvariante ist das sogenannte Jones-
Polynom. Zur Definition bedarf es einiger Vorbereitungen.

Markierungen:

Abbildung 5.15: Markierungen in einem Verschlingungsdiagramm

Eine Markierung vom Typ A an einer Uberkreuzung liegt vor, falls die Markierung beim
Drehen der obenliegenden Strecke auf die untenliegende Strecke im mathematisch posi-
tiven Sinn iiberstrichen wird.
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Eine Markierung vom Typ B an einer Uberkreuzung liegt vor, falls die Markierung beim
Drehen der obenliegenden Strecke auf die untenliegende Strecke im mathematisch nega-
tivem Sinn iiberstrichen wird.

Entwirrung:
] i ‘
ya N\ )
AL D4R TANTEVAR
il 4 LRI
\ o /AR
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R N | | K| )Y
e 4B NPT NSNS
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< H =

Abbildung 5.17: Beispiel

Im Beispiel stellt das neue Diagramm die triviale Verschlingung mit 2 Komponenten dar.

Fiir ein markiertes Verschlingungsdiagramm 7 definieren wir:
a(Z) = # der Markierungen vom Typ A

b(Z) = # der Markierungen vom Typ B
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|Z| = # der Komponenten der Verschlingung nach der Entwirrung

Ein markiertes Verschlingungsdiagramm nennen wir einen Zustand.
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Abbildung 5.19: Zustdnde von V'

Definition. Fiir ein Verschlingungsdiagramm V' definieren wir das Bracketpolynom
(Klammerpolynom) durch

(V)= 3 A42) gb(2) | 4l21-1
z Zustand von v

Fiir ein Verschlingungsdiagramm V ohne Uberkreuzungen definiert man
(V)=d,
wobei r die Anzahl der Komponenten von V ist.
Beispiel. (V) fiir V wie im oberen Beispiel:
(VY = A'B'a@3 '+ A°B2@* '+ A% B>+ Al B!
= ABd®+(A*+B*)d+ AB.
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Notation. O bezeichnet die triviale Verschlingung
St =R, (2,y) = (2,9,0)

Sind V = (K1,Ks,...,K,;) und V' = (K1, Kj,...,K],) zwei glatte Verschlingungen mit
reguliiren Projektionen, deren Bilder im R? sich nicht schneiden, so definieren wir die
Verschlingung V uV’ = (K1, Ko, ..., K, K{,K},...,K.,).

Hilfssatz 1.
i) (O)=1
i) (OuV)=d(V) fallsp(V) + @

iir) Ist X eine Uberkreuzung und sind Vi bzw. Vg die Verschlingungsdiagramme, die
man erhdlt, wenn man die Kreuzung X nach Typ A bzw. Typ B aufiést. Dann gilt:

(V)=A-(Va)+B-(VB) .

Beweis.
i) Definition

ii) Die Zustdnde von V und O u V entsprechen sich 1:1. Bei der Entwirrung eines
Zustandes von OuV erhélt man stets eine Komponente mehr als bei der Entwirrung
des zugehorigen Zustandes von V.

iii)

(V) _ ZAa(Z)Bb(Z)d\Z\—l
Z

Z Au2) gb(2) glzI-1 Z A44(2) gi(2) jlZ]-1

Z mit Z mit
Typ A Typ B
bei X bei X
= Z A. AZ) gh(2") 4l2'-1 Z B. AZ") gb(Z") glZ"|-1
Z mit Z mit
Typ A Typ B
bei X bei X

A-(VA>+B-<VB>,

hierbei ist Z’ der durch Z bestimmte Zustand von V4, und Z” der durch Z be-
stimmte Zustand von Vg.

O]
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Hilfssatz 2. Das Bracketpolynom ist invariant bzgl. Reidemeisterbewegungen vom Typ
I und III, falls man B = A" und d = —A% — A™2 setzt. Fir den Beweis beutzen wir
wDiagrammrechnung”; als Diagrammrechnung schreibt sich Aussage iii) vom Hilfssatz 1:

Al L] e I v
<> =~ <@> LA =D
~l T | | )

N 4

Abbildung 5.20: Aussage iii)

\

Beweis.
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Abbildung 5.21: Typ II

Setzt man fir B= A" und d = —A% - A2 ein, so erhélt man

L]l ey lal Iyl ol [ 4 (5 | A
= _/Jmf -A}—-,-f I-*A’Jfrf/<i 2+« 44 Q4
T T e T T T T T T
L

Abbildung 5.22: Ergebnis
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Abbildung 5.23: Typ III

Definition. (Verdrillungszahl) In einem (orientierten) Verschlingungsdiagramm heifst
eine Uberkreuzung:

e positiv, falls man durch Drehen mit math. pos. Drehsinn zunéchst die obenliegende
orientierte Strecke auf die untenliegende orientierte abbildet.

e negativ, falls man durch Drehen mit math. neg. Drehsinn zunéchst die obenliegende
orientierte Strecke auf die untenliegende orientierte abbildet.

Abbildung 5.24: Beispiele

Die Verdrillungszahl eines Verschlingungsdiagramms V' ist definiert als
w (V) = # pos. Uberkreuzungen — # neg. Uberkreuzungen.
Definition. ((V)):= (V) mit B=A"!, d=-4%-A"?
v (4) = (-A) (V)

heifst Jones-Polynom des Verschlinungsdiagramms V.
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Satz. Jy (A) ist invariant bzgl. Reidemeisterbewequngen vom Typ I, II, III.

Bewets. Invarianz bzgl. der Reidemeisterbewegungen vom Typ II und Typ III ergibt sich
aus Hilfssatz 2, aufgrund der Tatsache, dass sich die Verdrillungszahlen bei Reidemeis-
terbewegungen vom Typ II bzw. Typ III nicht dndern.

Entsteht V aus V durch eine Reidemeisterbewegung vom Typ I, so hat man folgendes
Bild:

= (A+ AT (-A7- A7) (V)
= (A-A-A)((V))
= (FA(VY)

'JUNEEEEEE ‘(9__ 11
AT ANEE ;__ 1%,
| - | ||

1T I

Abbildung 5.26: Nachweis dafiir

Deshalb gilt:

-4 (7))
(~A4)M=D Ay (v))
(-A) (V) = v (A)

Jy (A)

Bemerkung. Jy (A) ist also eine Verschlingungsinvariante.
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Beispiel.

Abbildung 5.27: Skizze

Jv(A) = (A (V)
e A AT (A2 oA (AT) (A% A2) 1 A2 (—A2 - A7)+ A4
(Y )+ (A7) ( )+ A%( )+
ABd? B2d A2d AB
= .=1=Jp(A)
Beispiel.
i B
|
.

Abbildung 5.28: Skizze

Aus den Ubungsaufgaben: ((V7)) = -A4% - A~
~ Jouo (A) = -A* - A* = ((Ou 0))

w(V1) =2
= Jyy (A) = (A) P2 (AT - AT = a2 g0

w(Vz) = -2
> Ty, (A) = (~A)° (AT - A7) = - A0 - A2

o4



Definition.

e Die Umkehrverschlingung einer Verschlingung V' = (Iil,Kg, e , K,) ist gegeben
durch die geordnete Folge der Umkehrknoten V' = (K1, Ko, ..., K,) d.h. alle Durch-
laufrichtungen der einzelnen Knoten von V' werden umgekehrt. Fiir die Umkehr-

verschlingung einer Verschlingung V schreiben wir V.

e Das Spiegelbild V* einer Verschlingung V' ist dadurch definiert, dass man in einem
Verschlingungsdiagramm alle Uberkreuzungen durch Unterkreuzungen (und damit

auch umgekehrt) ersetzt. D.h. in jeder Kreuzung fiihrt man einen Kreuzungswechsel
durch.

Satz. Es gilt

i) Ji7 (A) = Jv (A).

i) Jy« (A)=Jy (A™).
Beispiel. Kleeblattknoten

| |

L e P
S TN T

T !-_Ji'_igq_;lr
ALEY RYRY REEE %11 EVEY Nry il

FrrrrrrrryrrrrrrrrTrd
Abbildung 5.29: Beispiel

Definition. Wir sagen, dass drei Verschlingungen V., V_, Vi bzw. drei Verschlingungs-
aquivalenzklassen [V, ], [V_], [Vo] in Entwirrungsrelation stehen, falls es zugehorige Ver-
schlinungsdiagramme und eine eingebettete Kreisschreibe D c R? gibt, sodass die Ver-
schlingungsdiagramme aufterhalb von D iibereinstimmen und in D wie folgt aussehen:

LT T T [T 1]

\)\i/\\\i /S%

AVEAEVIEERY.4
B l }
ERANN v

Abbildung 5.30: V,, V_, 1}
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Abbildung 5.31: Beispiel

Vi, V_ und Vj stehen in Entwirrungsrelation.

Definition. Eine Entwirrungsinvariante ist eine Funktion
v {Aquivalenzklassen von Verschlingungen} - R,

wobei R ein kommutativer Ring mit 1 ist, so dass

i) es Elemente ay,a_,aq in R gibt, die Inverse bzgl. der Multiplikation besitzen, sodass
fiir Verschlingungen V,,V_, 1}, die in einer Entwirrungsrelation stehen, gilt:

ar -y (Vi) +a--y (Vo) +ao-v (Vo) =0,

ii) v(0) =1 gilt.

Bemerkung. Entwirrungsinvarianten lassen sich ganz hervorragend berechnen.
Im Beispiel oben:

Il
o

a+y (0) +a-v(0) +apy(Ou0)
< ay+a-+apy(Ou0)

< ~v(0Ou0)

=EEY AR NERNA
LAY L]
N T[] &
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T N el TR
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o
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1T
I N
|
~/
Ny
|
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»

Abbildung 5.32: Weiters Beispiel



ayy (Vi) +ary (Vo) +aoy (Vo) =
< ay (Vi) +a-y(OuO)+apy(0) =

©a+fy(V+)+a_(M)+ao-1 =0

ao
ap a_- a4y +a-
N
+ +
2
<~y (H) = Jd0, 8, @

Beispiel. Kleeblattknoten

|| ; ~ | | ! ||

\ / | | | | / \
| i R vay |
NiEE R R AR R R
1=V, HEEENE SN |
1T [ . [ | [
Abbildung 5.33: Skizze
ay(T)+a-y(V-)+ag(Vp) = 0
< ay(T)+avy(O)+apy(H) = 0
ap a— CL%
< a7y (T)+a-v(0)+ap- —a—+a—0+a ol - 0
+ +
a. a: a_. a?
T = ——420_ == _ ==
1) = e T &
L g%, %

Proposition. Das Jones-Polynom V — Jy (A) ist eine Entwirrungsinvariante mit zu-
gehorigem Ring R =7 [A, A‘l] und zugehdorigen Entwirrungskoeffizienen

ay Al

a. = -A™

ag = (A°-A7%)
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Beweis. Mit einer Diagrammrechnung erhalt man:

] ! | [

| AT | N MY, YN
el NN 2 LA Agell ) L)Y [+ 4 A] (<€ Ll
T NANS ' \J \/ W
N — | |
J TANIZ NN L L L ALIN T L Le] La N
2wl U N )12 AL AL )27 + |4 A (] 4
S [\ /| | 7 ‘ | J 1V
N—"""1 | ‘\ 4 | \ | i

Abbildung 5.34: Diagrammrechnung

weiterhin hat man

wVa) = w(Vp)+1
w(Vo) = w(Vp)-1
Insgesamt erhalten wir:
0 = arJ (Vi)+a-J (V) +agd (V)
= AN (A V) + (AT (AP () + (A2 - A7) (- A>‘3w<V°><<v>>
=AY (AP () 4 (-4 (-4) ) ”<<v>> + (A% = A7) (-4) ) (1))

= AN~ A>‘3”<V°><<v+>>( )( ~A)H0) (VL)) 4 (A2 - )(—A>‘3”<V°><<va>>
= AV + ATH(V)) + (A% - A7) (Vo))

I ! | | |
[ | | —,

| 1 1 ] 1 L
\ ! L

sl 2 ™
& ) 2| - P4 )27 = {{{ 122 |
T | / (g

| AT -2 /(- o
| + | KL/ \ 22 + «{f 4
‘ \\,l—-""\l
% ‘ 1"\ K— , "
| AT &Y ()]

| I//
= | 4
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Definition. Eine Entwirrungsinvariante
I: {Aquivalenzklassen von Verschlingungen} - S
heifit universell, wenn es zu jeder Entwirrungsinvariante
v {Aquivalenzklassen von Verschlingungen} - R
einen Ringhomomorphismus ¢ : .5 - R, sodass
Y (V) = (D (V)
gilt.
Satz. Es gibt eine kanonische universelle Entwirrungsinvariante
I: {Aquivalenzklassen von Verschlingungen} -7 [a+, all, a_,a”t, ag, aal] ,
wobei die Entwirrungskoeffizienten durch ay,a_,aq gegeben sind.
(ohne Beweis)
Proposition. FEs gilt fiir die kanonische universelle Entwirrungsinvariante
i) T (V) =I'(V), dh. T (V) (a4,a-,a9) =T (V) (as+,a-,ap),
ii) T (V) (as,a-,a9) =T (V) (a-,a+,ap).

(ohne Beweis)

Beispiel. Das Jones-Polynom erhalten wir aus der kanonischen universellen Entwir-
rungsinvarianten iiber den Ringhomomorphismus

Zlas,a7' a0 ag,a5'] S Z[[4,47]]

-

mit ¥ (ay) = A, ¥ (a_) = -A™, ¢ (ag) = A2 - A72,

Obige Proposition ergibt fiir das Jones-Polynom die uns schon bekannten Formeln
) i (4) = Iy (A),
ii) Jyx (A) =Jy (A_l).

99



Beispiel. Das Alexander-Polynom Ay (t) fiir eine Verschlingung V' erhélt man, wenn
man als Ring R = Z[[t,t7}]] setzt und die Koeffizienten a; = 1, a_ = -1 und ag =
—(t-t71) setzt. Fiir den obigen Kleeblattknoten T erhalten wir aus der fiir die universelle
Entwirrungsinvariante hergeleiteten Formel

2 2
rry - 2=+%_ %

a, ay af
damit das zugehorige Alexander-Polynom durch einsetzen:
_ _p_-1N2 (132
LD ) (D)
1 12 12
21—t

Ar(t)

Beispiel. Das Conway-Polynom Vy (t) fiir eine Verschlingung V' erhélt man, wenn man
als Ring R = Z[[2z,27']] setzt und die Koeffizienten a, = 1, a_ = ~1 und ag = —z setzt.
Fiir den obigen Kleeblattknoten 7' erhalten wir analog zu oben

VT(t) = 1422

Beispiel. Das HOMFLY-Polynom Py (a, z) fiir eine Verschlingung V' erhélt man, wenn
man als Ring R = Z[a,a™},z,27!] setzt und die Koeffizienten a; = a, a_ = —a~! und
ag = —z setzt. Das Jones- und das Conway-Polynom sind Spezialfille des HOMFLY-
Polynoms. Man erhélt die beiden ersten Polynome jeweils durch ersetzung der Variablen:
fiir das Jones-Polynom setzt man a := A% und z = —A? + A72; fiir das Conway Polynom
a=1und z = 2.

Anmerkung zum Begriff der ambienten Isotopie: Bislang haben wir nur ambiente Isoto-
pieklassen von Einbettung betrachtet, da diese genau fiir den Begriff der Aquivalenzklasse
eines Knotens bzw. einer Verschlingung relevant waren. Genauso kann man aber auch
ambiente Isotopieklassen von allgemeinen Abbildunen von einem topologischen Raum in
einen anderen betrachten.

Definition. Ein glatter singuldrer Knoten ist eine stetige Abbildung i : S* - R3, fiir die
folgende Eigenschaften gelten:

e Die Abbildung

c=ioe: R S St - R3
t ~ (cos(t),sin(t)) +~ i(cos(t),sin(t))

ist stetig differenzierbar, und es ist und ¢’ (¢) # 0 fiir alle ¢ € R gilt,

e Jeder Punkt in R3 hat maximal zwei Urbilder in S', und die Anzahl der Punkte
mit genau zwei Urbildern ist endlich,

e Sind ¢,t' € R zwei Elemente, mit ¢(t) = ¢(t), aber e(t) # e(t'), so sind die Rich-
tungsableitungen ¢/(¢) und ¢/(¢") linear unabhéngig.

60



Ein singulirer Knoten ist eine stetige Abbildung S* - R3, die ambient isotop zu einem
singulédren glatten Knoten ist. Analog wie bei (nicht-singuléren) Verschlingungen definiert
man eine singuldre Verschlingung dann als eine endliche geordnete Menge von singularen
Knoten.

Abbildung 5.35: Singulédre Verschlingung mit zwei Doppelpunkten

Wie bei Knoten bzw. Verschlingungen kann man das Konzept der reguldren Projektio-
nen sowie (singulére) Verschlingugnsdiagramme fiir singulére Verschlingungen einfiihren.
Ein solches singulédres Verschlingungsdiagramm weist dann endlich viele Doppelpunkte
auf.

Abbildung 5.36: Singulédres Verschlingungsdiagramm
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Definition. Eine Abbildung
0 {Aquivalenzklassen von singuléren Verschlingungen} — R

in einen Ring R heifst eine singulére Verschlingungsinvariante, falls folgende Diagramm-
rechnungsgleichung gilt:

s(X) = S(AY- $(X)

Bemerkung. Die Menge der Aquivaklenzklasssen von reguliren Verschlingungen bildet ei-
ne Teilmenge der Aquivalenzklassen von singuliren Verschlingungen. Demzufolge liefert
eine singulare Verschklingungsinvariante durch Einschrankung imm er auch eine Ver-
schlingungsinvariante. Der nachfolgednen Satz besagt, dass es - umgekehrt - zu jeder
Verschlingungsinvariante auch genau eine singuldre Verschlingungsinvariante gibt.

Satz. Zu jeder Verschlingungsinvariante
v {Aquz’valenzklassen von singuldren Verschlmgungen} — R

m einen Ring R ¢ibt es genau eine zugehdrige singulire Verschlingungsinvariante, so
dass
(V) =~(V) fir alle (requliren) Verschlingungen

Beweis. Wir definieren die singuldre Verschlingungsinvariante induktiv, und zwar mit
einer Induktion iiber die Anzahl der Doppelpunkte einer Verschlingung.

Induktionsanfang: Besitzt eine singuldre Verschlingung keinen Doppelpunkt, d.h. es han-
delt sich um eine regulére Verschlingung, so setzen wir 6(V') := (V).

Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, dass § schon fiir alle singuléren Verschlingungen
mit bis zu n Doppelpunkten definiert ist. Sei V' nun eine singulére Verschlingung mit
(n + 1) Doppelpunkten. Wir wéhlen nun einen Dopplepunkt P, und bezeichnen das
singuldre Verschlingungsdiagramm, das wir erhalten, wenn wir P durch eine positive
Kreuzung ersetzen mit V+P , und das singulédre Verschlingungsdiagramm, das wir erhalten,
wenn wir P durch eine negative Kreuzung ersetzen mit V”. Wir definieren dann

§(V)=s(VE)-6(VF)
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Die Definition ist unabhingig von der Auswahl des Doppelpunktes P. Denn ist ) ein
weiterer Doppelpunkt, so gilt

s(V)y = s(vl)y-s(vh)

= (5((VEY9) -

S((VEY2)) - (6((vE) - s((vE)%))
= BV - 6<<vQ>+ ) = (6((V2)E) = s((VE)Y)
= S((VOE)-s((VE) = 5((VE)E) + (V)P

= (VAT =s((VE)) - (6((VEE) - 5((VFY)
= S(VE) -8V

O

Beispiel. Wir betrachten nun den singuldren Knoten mit folgendem singuldren Knoten-

diagramm
v-&

Ist +7 eine Verschlingungsinvariante mit einer zugehorigen singuldren Verschlingungsin-
variante ¢ erhalten wir 6(V') wie folgt:

gM=8( &
AL ED) ()
& ()
tx(o) - x (0

)
-y ) + 3(@) =K(Tx)~h’<°)

Beispielsweise erhélt man fiir den Fall, dass « das Jones-Polynom ist:

Jy(A) = Jpa(A) -1= A%+ A2 - A6 1
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Definition. Eine singulédre Verschlingungsinvariante ¢ heifst vom Grad < n fiir ein n e N,
falls 6(V) = 0 fiir alle singuldren Verschlingungen mit mehr als n Doppelpunkten gilt.
Solche Invarianten nennt man allgemein auch Vassiliev-Invarianten.

Beispiel (Satz von Bar-Natan). Fiir jede natiirliche Zahl n ist der Koeffizient von z™ im
Conway-Polynom Vy eine singulére Verschlingungsinvariante vom Grad < n.

Vermutung. Nimmt man alle Vassiliev-Invarianten zusammen, so erhalt man damit eine
vollstandige Knoteninvariante, d.h. sind K und K’ zwei nicht-Aquivalente Knoten, so gibt
es eine natiirliche Zahl n und eine Vassiliev-Invariante 6 vom Grad < n, so dass

S(K) % 8(K").
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