3 Homotopien und Isotopien

Definition. (Teilraumtopologie). Es sei(X, Q) ein topologischer Raum und A c X eine
Teilmenge. Dann bildet die Familie

Os={AnU|Ue0O}

eine Topologie auf A. Sie heifst die Teilraumtopologie.

Beachte dazu:
i) O, ist abgeschlossen bzgl. beliebigen Vereinigungen;

UMAnU)=An|JU; =AnU 0,4
iel iel

—

=UeO

ii) O4 ist abgeschlossen bzgl. endlicher Durchschnitte

N(ANU)=An(U; =AnU € Oy4
iel iel

—

=UeO

mit I endliche Indexmenge.
i) @=An@e0y
——
O
A=AnX €Oy
——
€O

Beispiel. Betrachte S = {(z,y) ¢ R? | |(z,y)| =1} c R? und die Abbildung f: R — S,
gegeben durch f (t) = (cost,sint). Ist diese Abbildung steitg? Nach dem folgenden Satz
muss dafiir nur nachgepriift werden, ob die Abbildung

iof:R—>R? t (cost,sint)
stetig ist, und dies folgt leicht mit Methoden aus der Analysis.

Satz. Es sei A eine Teilmenge eines topologischen Raumes (X,0) und i : A - X be-
zeichne die Inklusion des Teilraumes. Ist (X', Q) ein beliebiger topologischer Raum und
f X" > A eine beliebige Abbildung, so ist f : (X',0) - (A,04) genau dann stetig,
wenn

iof: (X',(’)) - (X,0)
stetig 1st.
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Beweis.

7

=" Sei io f stetig. Sei V € O 4 eine offene Menge in A, d.h. es existiert U € O mit
V =UnA. Dann gilt

(iof) (AnU)
FH(AND)
L)

Also ist fiir jedes V € O4 das Urbild f~! (V') offen.

(io /)" (U)

<= Sei f stetig. Um nachzuweisen, dass ¢ o f stetig ist, reicht es nachzuweisen,
dass ¢ : A & X stetig ist, denn dann ist ¢ o f als Verkniipfung von stetigen
Abbildungen wieder stetig. Sei U € O, dann gilt

it (U)=AnUeOy.

Also ist 4 in der Tat stetig.
O

Definition. Eine Abbildung f : (X’,0") — (X, 0) heift eine Einbettung, falls f ein
Homdéomorphismus auf das Bild f (X') ist.

Zur Anschauung: Unter Verwendung der Abbildung f kann man sich X’ als einen
Teilraum von X vorstellen.

Beispiel.
i) f:[0,1] » R3, t = (cos(t),sin(t),t) ist eine Einbettung.
ii) Es sei f:R? » R eine stetige Abbildung. Dann ist die Abbildung: F : R? - R3,
(z,y) » (2,9, f (z,y)) eine Einbettung. Das Bild von F heifst der Graph von f.
Wie priift man, ob eine Abbildung eine Einbettung ist?

Satz. Eine Abbildung f:(X',0") - (X,0) ist genau dann eine Einbettung, wenn f
injektiv und stetig ist, und weiterhin gilt: Fiir jede offene Menge U’ € O' ist die Bildmenge
FU") offen in f(X") mit der Teilraumtopologie. (ohne Beweis)

Definition. (Produkt und Produktopologie) Es sei (X;,O;) eine Familie von topologi-
schen Raumen, indiziert iiber eine Indexmenge I. Dann bezeichnen wir mit

[1X
iel

die Menge der I-tupel (z;),.; mit x; € X; fiir alle 4inf. Die Menge heifit das Produkt der
X;. Wir versehen es mit zugehorige Topologie, die iiber die folgende Subbasis definiert
wird:

S={prj71(U)|U€(9j und jel},
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wobei prj : [Tie; Xi = Xj, (24);e; — x; die Projektion auf den j-ten Faktor ist. Die
iiber die Subasisbasis definierte Topologie des Produktes heifit Produkttopologie. Den
zugehorigen Raum bezeichnen wir als das Produkt iiber die Familie (X;, O;).

Konvention: Ist I = {ig,1,...,4,} eine endliche Menge, so schreibt man auch

Xio ><)(i1 X"'XXin fir HXl
iel

Beachte: ~ Nach Konstruktion sind die Projektionsabbildungen pr; : [T;c; X; - X stetig.
Beispiel.

e Die Produkttopologie auf R” = R xR x -+ x R stimmt mit der durch die Metrik auf
R™ induzierten Topologie iiberein.

o Ist f:(X',0) - (X,0") eine Abbildung zwischen topologischen Raumen, so ist f
genau dann stetig, wenn die Abbildung

F(X,0) > (X,0) x (X,0) . o' » (. (+'))

eine Einbettung ist. F(X') ¢ X x X’ heift der Graph von f.
(ohne Nachweis)

Satz. Eine Abbildung g : X" — [1;er Xi von einem topologischen Raum (X', O") in den
Produktraum ist genau dann stetig, wenn jede Abbildung

g X L TIX 5 Xj, & o pryog ()
el

stetig ist. (ohne Beweis)
Beispiel. Es sei a e R und f,: R - S! x S! mit
fa (t) = ((cos(t),sin(t)), (cos (at),sin (at))).
fa ist stetig, denn sowohl
prio fo:R—> 8t (cos(t),sin(t))
ist stetig, da die Komposition i o f, : R - S' c R? stetig ist, als auch
prao fo:R =S ¢t (cos(at),sin(at))
ist stetig.

Satz. Ist (X;,0;),; eine Familie von topologischen Riumen und sind A; ¢ X; fiiri el
Teilmengen, so stimmt die Produkttopologie [1;c; Ai, die durch die Teilrdume (A;, Oa,)
definiert ist, mit der Teilraumtopologie von [1;c1 Ai, die durch denn Produktraum [1,cr X;
induziert wird, iberein.
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Definition. (Homotopie) Sind (X', O") und (X, Q) zwei topologische Ridume, so heiftt
eine stetige Abbildung
H:X'"x[0,1] > X

eine Homotopie. Fiir ¢ € [0,1] definieren wir die Einbettungen
i: X' > X'x[0,1], 2"~ (m',t).

Zwei stetige Abbildungen f,g: X’ — X heiflen homotop, falls es eine Homotopie
H:X'x[0,1] > X gibt, sodass: f=Hoigund g=H oiy.

o M—

Abbildung 3.1: graphische Darstellung

Notation. Wir schreiben fiir das Einheitsinterval I = [0,1]. Ist H eine Homotopie, so
setzen wir Hy = H o4, flir t € I. D.h. zwei Abbildungen f und ¢ sind homotop genau
dann, wenn es eine Homotopie h gibt mit Hy = f und H; = g.

Beispiel.

i) H:S'xI >R ((x,y),t) ~ (x,y,t) ist eine Homotopie

Abbildung 3.2: Skizze
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ii) H:S'x 1IR3 fiir a,beR" sei definiert durch

H(((z,y),1) = ((L=t) +ta) -z, ((1-1) + 1) -y, 1)

1

l

| :
T
AN

| |

i
\ |
N .
AN — AL
NN
N =11 L
B N | ]
| HEEN |
Abbildung 3.3: Skizze
iii) H:S'xT—-R3 H(((x,y),t))=(t z,t y,t)
| -2
— Y — i \'_
I |
R ~~ =
IEE SEnrARpT
ﬂ | \ ‘\-/ | l
RN - L\
| | = ¥
A T
Il I | |
U ! \ 1 4

Abbildung 3.4: Skizze

Definition. Es seien (X,0) und (X', O") topologische Rédume. Eine stetige Abbildung
f + X' > X heift nullhomotop, wenn es ein xg in X gibt, so dass f homotop zu der
Abbildung ¢, : X’ - X ist, die alle Punkte in X’ auf x( abbildet.
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Beispiel. Wir betrachten den Raum R3. Das obige Beispiel 4ii) zeigt, dass die Abbildung
Hoiy:S' - R3, (z,9) = (z,y,1) nullhomotop ist.
(H ist eine Homotopie = H o ist homotop zu H oi;.)

Beispiel. Jeder Punkt in S! kann man schreiben in der Form (cos (¢),sin (t)) fiir ein
geeignetes t. Fiir n € Z definieren wir eine Abbildung

fn: St = St (cos(t),sin(t)) = (cos(nt),sin (nt)) .

|| ‘ il [N NN N (™ "= N " AN O I [ I 1 1

7P| | | INEEEEEEERKEANEEREEEEN

AU =N | RN . | gl |

ARNRIN f  WEREY/EPA ?‘«.,_(Ja_

’ [ [~ 1" ‘ w [} | =m——f | ‘

| ; | o Nl | |

Nl T INI AT T T IN A T INLAT

el T T 1] | T
ZZEA ‘ ‘| i | | REEE

_\_;
3
Ve
N
V|
S
<
3
~EEE
3.

,/ | d_il = ‘j,. /

Abbildung 3.5: graphische Darstellung fiir verschiede n

Behauptung. Die Abbildung f,, und f,, sind fiir n # m paarweise nicht homotop.
Nachweis. Wir betrachten dazu die stetige Funktion

e:R - S ¢t (cos(t),sin(t))
Es gilt e(0) = (1,0). Die Abbildung e ist surjektiv und es gilt
e t(e(t)) ={t+2mm|meZ}.

Sei f:8' - S! eine beliebige stetige Funktion. Wir wollen f eine ganze Zahl zuordnen,
den sogenannten Abbildungsgrad deg (f). Dies geht wie folgt.
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Abbildung 3.6: Graphische Darstellung

Wenn wir das Interval [0, 27] durchlaufen, durchliuft das Bild bzgl. e die S* genau einmal
(in mathematisch positiver Richtung), und es gilt e(0) = e(27). Wir betrachten nun das
Bild f((1,0)) = f(e(0)) und wéhlen eine reelle Zahl to, so dass f(e(0)) = e(tp). Wenn wir
den Parameter s von 0 nach 27 laufen lassen, so bewegt sich der Bildpunkt f(e(s)) auf
der S, und wir konnen zu ¢, auf genau eine Weise eine reelle Zahl ¢ in stetiger Abhén-
gigkeit vom Parameter s wihlen, so dass f(e(s)) = e(ts). Es gilt dann tor € e7 (e (tg)),
d.h. tor = to+ 2mm fiir genau ein m € Z. Setze deg (f) := m. Beispielsweise erhélt man fiir
die oben eingefiihrten Abbildungen f,, als Abbildungsgrad deg (f,) = n.

Es gilt nun: Sind f, f’: S* - S* homotop, so ist deg (f) = deg (f"). Heuristisch argumen-
tiert man dazu wie folgt. Sei H : S' x I - S! eine zugehérige Homotopie. Wir betrachten
nun die Abbildungnen H : S' - S, (z,y) = H((x,y),s). Man iiberzeugt sich nun da-
von, dass die Abbildung D : [0,1] —» R, s+~ deg (H;) stetig ist. Da sie nur Werte in der
diskreten Menge Z annimmt, ist D konstant. Also folgt

deg (f) =deg(Ho) =D (0) =D (1) = deg (H;) =deg(g)

Es gilt sogar: Sind f,g: S' - S! stetige Abbildungen mit deg (f) = deg(g), so sind f
und g homotop. (ohne Nachweis)

Satz. Die Eigenschaft zweier stetiger Abbildungen homotop zu sein ist eine Aquivalenz-
relation, d.h. es gilt fiir stetige Abbildungen f,g,h: X' - X

i) Reflexivitat: f ~ f,
ii) Symmetrie: f~g < g~ f,

iit) Transitivitat: f~g,g~h= f ~h.
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Notation. Die Aquivalenzklasse einer stetigen Abbildung f : X’ - X wird mit [f] be-
zeichnet. Sind f und g homotop, so kann man dies also durch [ f] = [g] ausdriicken.

Beweis.

i) Setze H : X' x I - X fest durch H (2',t) = f(2'). Dann gilt Hy(z') = f(2'),
Hy(z")=f (@)= f=F.

ii) Sei H : X' x I - X eine Homotopie mit Hy = f und H; = g, dann definiere
H' : X'"xI - X durch H'(2',t) = H(2',1-t). Dann gilt H) = H; = g und
Hi=Hy=f=g=~f.

iii) Sei H : X’'xI - X Homotopie mit Hy = f, Hy = g und weiterhin sei H': X'xI - X
Homotopie mit H), = g, H{ = h, dann definiere H" : X' x I - X durch

vy [ H(2t) fiir 0
H (x’t)_{H’(x’,Zt—l) fiir 4

H'" ist nach nachfolgendem Lemma stetig und es gilt Hy = Hy = f und H{ = H| =
h= f=h,

O

Beachte: H” wurde so definiert, dass man Einschrinkungen auf A; = X’ x [0, %] und

Ay =X"x [%, 1] benutzt hat. A; und As sind abgeschlossene Teilmengen in X' x [0,1].

Lemma. FEs seien (X',O") und (X, Q) topologische Riume und es seien A}, AL, ..., Al
eine endliche Familie von abgeschlossenen Teilmengen in X' mit der Eigenschaft, dass
X"=U, A} (,abgeschlossene Uberdeckung”). Dann ist eine Abbildung f: X' — X stetig,

wenn alle Einschrankungen f|,, : A, - X stetig sind.

Beweis. Sei B abgeschlossen in X. Dann gilt:
B = fHB)nX

- Fi®nlal
=1

Cs=

(BN A
1

~
I

f71

=

~
Il
—_

4 (B)

Da die f] Al nach Voraussetzung stetig sind und B abgeschlossen ist, ist die Menge
( 1] A;)_l (B) abgeschlossen in A fiir alle = 1,...,n. Nach nachfolgendem technischen
Lemma folgt dann, dass (f|A;)_1 (B) abgeschlossen in X’ sind. Dann ist aber f~! (B) =

- (f|A;)_1 (B) abgeschlossen in X'. O
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Lemma. Sei (X,0) ein top. Raum und A eine abgeschlossene Teilmenge. Sei B c A
eine im Teilraum A abgeschlossene Teilmenge, dann ist B abgeschlossen in X.

Beweis. B ist abgeschlossen in A, d.h. (A\B) ist offen in A, d.h. es gibt eine offene
Menge U in X, sodass A\B=AnU.

Abbildung 3.7: Skizze

Andererseits ist A abgeschlossen in X, d.h. X\A =:V ist offen in X.
AB=AnU=B=An(X\U),

X\A=V=>A4A=X\V.
Also gilt:

X\(UuV) (X\U) n(X\V)
(X\U)n A
AU

= B.

D.h. B ist das Komplement der offenen Menge (U U V') und damit abgeschlossen.
O

Satz. Sind fo, f1: X" - X' und go,g1 : X' - X zwei Paare von homotopen stetigen
Abbildungen, d.h. es gilt fo ~ f1 und go ~ g1, so sind auch gg o fo und g1 o fi homotop
d-h. gio fo=~gio fi.

Notation. Wir definieren dann fiir stetige Abbildungen f: X" - X' und g: X' - X die
Verkniipfung ihrer Homotopieklassen durch

lglo[f]=1g0 f]

Nach obiger Aussage, ist diese Definition mit der Homotopierelation vertréaglich.

Beweis des Satzes. Ist F': X" x I - X' eine Homotopie mit Fy = fo und F; = f1, und
G: X' xI - X eine Homotopie mit G = go und G1 = g1, so ist die Abbildung

H:X"xI- X, H@x",t)=G(F(2",t),t)
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eine Homotopie mit

G(H(2",0),0) = G(Ho(z"),0) = Go(Ho(z")) = go(fo(z")) = go o fo(z"
G(H(2",1),1) = G(Hi(2"),1) = G1(H1(2")) = g1 (f1(z")) = g1 o fr (2"

HO(;UII)

)
Hy(2") )

O

Definition. Zwei topologische Raume X und X’ heifen homotopiedquivalent, falls es
stetige Abbildungen F': X - X’ und g: X’ - X gibt, so dass go f ~idx und fog ~idx.
Wir schreiben dann X ~ X’. Ein Raum X heift kontraktibel, falls er homotopiedquivalent
zum ein Punktraum = ist, also X =~ * gilt.

Beispiel. Es gilt R™ ~ x. Dazu wéhle f : R” - %, » %, und g : * > R" x 0 € R".
Dann ist go f(x) =0 fiir alle z € R” und F:R" x [ - R", (x,t) — zt ist eine Homotopie
mit Fy = go f und Fy = idgn. Weiterhin gilt fog(*) =%, und esist G : ¥ xI — %, (*,t) > *
eine Homotopie mit Go = f o G = id. = G;.

Beispiel. Seien R;, Ry zwei reelle Zahlen mit 0 < Ry < 1 < Ry Wir setzen dann

A={(z,y) eR*| Ry <\/a? +y? < Ry}
Dann gilt S ~ A. Dazu betrachte die Abbildungen

Zz,
f:8' > A, (2,y) > (z,9) und g: A > S, (ﬂw)H>l

Der Nachweis fiir die Homotopiedquivalenz der Raume ergibt sich dann aus den Homo-
topien

H:S'xT- 8", ((z,y),t) = (z,9)
GiAxT= A ((@y)t) o> — )

(1-t) +ty/a? + y?

Definition. Homotopiesiquivalent zu sein erfiillt die Eigenschaften einer Aquivalenzre-
lation, d.h. fiir topologische Raume X, X', X" gilt

i) Reflexivitat: X ~ X.
ii) Symmetrie: X ~ X' < X'~ X.
iii) Transitivitdt: X ~ X/ X'~ X" = X ~ X"

Definition. Eine Homotopie H : X’ x I - X heifit eine Isotopie, wenn jede der Abbil-
dungen H;: X' - X fiir ¢ € [0, 1] eine Einbettung ist.

Beispiel.
e H:8'xI - R3 abeR", H((z,y),t) » ((t+(1-t)a)x, (t+(1-t)b)y,t) ist

eine Isotopie.
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o H:8"xI - R3 H((x,y),t)  (tx,ty,t) ist keine Isotopie, da die Abbildung
Hy: S' > R3 keine Einbettung ist. Zur Erinnerung, eine Einbettung ist eine stetige
Abbildung, die ein Hom&omorphismus auf das Bild ist, d.h. wire Hy eine Einbet-
tung, so miisste die Abbildung Hy : S - Hy (Sl) = {0,0,0} bijektiv, stetig und
offen sein. Ist sie aber nicht!

Definition. Zwei Einbettungen f, g heilen isotop, wenn es eine Isotopie f,g: X' - X
gibt, sodass Hy = f und H; = g gilt.

Lemma. Die Eigenschaft zweier Einbettungen isotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Geht genauso, wie beim entsprechenen Nachweis bei der Homotopie. ]
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