2 Topologische Raume

Definition. Es sei X eine Menge. Eine Familie O von Teilmengen in X heifit Topologie
auf X, falls:

i) Jede Vereinigung von Mengen aus O gehort zu O, d.h. fiir jede Indexmenge I gilt:

UiEO,V’L'EszJUiEO
iel

ii) Jeder endliche Durchschnitt von Mengen aus O gehort zu O, d.h. fiir jede endlcihe
Indexmenge I gilt:

UeO,iel=>U; €O
iel

iii) e O und X €O.
Ein Paar (X, Q) heifit ein topologischer Raum. Die zu O gehorige Teilmengen aus X

heiften offen. Komplemente von offenen Mengen heifsen abgeschlossen. Die Elemente von
X nennen wir Punkte.

Beispiel.

i) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so bilden die im metrsichen Sinne offenen Mengen
in X eine Topologie auf X.

ii) Diskrete Topologie auf einer Menge X: Hier ist O die Familie aller Teilmengen aus
X.

iii) Die Klumpentopologie auf einer Menge X ist gegeben durch O = {@, X}, d.h. @
und X sind die einzigen offenen Mengen.

Bemerkung. Statt zu sagen, welche Mengen in einem topologischen Raum (X, Q) offen
sind (um damit eine Topologie festzulegen), kann man alternativ sagen, welche Mengen
die abgeschlossenen Mengen sind.

A ={A abgeschlossen in (X,0)} < O def. {offene Teilmengen in (X,0)}
A - X\A
X\U <« U

Definition. Eine Familie B von offenen Mengen in einem topologischen Raum (X, O)
heifst Basis der Topologie, falls jede offene Menge von X eine Vereinigung von Teilmengen
in B ist. Eine Familie S von offenen Mengen in X heifst Subbasis der Topologie, falls die
Menge der endlichen Durchschnitte von Teilmengen in S eine Basis der Topologie ist.



Beispiel.

e Die Menge der offenen Intervalle (a,b), a,b € R, bilden eine Basis der Topologie von
R mit der Standardtopologie, d.h. der durch die Metrik d (x,y) = |z — y| induzierten
Topologie (siche Ubungsaufgabe Blatt 2).

e Die Menge der Intervalle (—oc0,b) und (a, c0) fiir a,b € R bilden eine Subbasis der
Topologie von R.

Bemerkung. Ist S beliebige Familie von Teilmengen einer Menge X, so erhalten wir eine
weitere Menge B durch Hinzunahme aller endlichen Durchschnitte von Teilmengen in S.
Weiterhin erhalten wir dann eine Familie O durch Hinzunahme beliebiger Vereinigungen
von Teilmengen aus B. Die Familie O ist dann eine Topologie auf X, B eine Basis der
Topologie und § ist eine Subbasis der Topologie.

Beispiel. Sei X =R als Menge! Sei S = {{0},{1}}.
e Beliebige endliche Durchschnitte von Mengen aus S:

NV X, (0} n {1} = 2, {0}, {1}

1%}
Die Menge dieser Teilmengen definieren wir als die Menge B.

e Beliebige Vereinigungen von Mengen aus B:

(Def)

9 =9, {0}7{1}7{()’1}7)(

Die Menge dieser Teilmengen defineiren wir als die Menge O. Nacj oboger Bemer-
kung ist die Menge O ist dann eine Topologie auf X, B eine Basis dieser Topologie,
und S eine Subbasis dieser Topologie.

Definition. Sei (X, Q) ein topologischer Raum, x € X.

e V c X heilst Umgebung von z, falls es eine offene Menge U c X gibt, so dass
xelUcV . Wirsetzen V() :={V c X |V ist eine Umgebung von z}

e Eine Teilfamilie B (z) c V (x) heikt Umgebungsbasis von x, falls es zu jeder Umge-
bung V von z eine Menge V' € B (x) gibt mit V' c V.
Zum Beispiel: O, = {U c X | U ist offen und x € U} ist eine Umgebungsbasis.

Definition. Sei (X, Q) ein topologischer Raum und A c X.

o z € A heilt innerer Punkt von A, falls A € V(z), d.h. A ist eine Umgebung von
x. Wir setzen A = {x € X |z ist innerer Punkt von A}. A wird mit ,Inneres von A”
bezeichnet. Offensichtlich gilt A c A.



e Ein Punkt x € X heillt Randpunkt von A, falls fir jedes V €V (x) gilt:
VNnA+@und Vn(X\A)+0.

Wir setzen 0A = {x € X | z ist Randpunkt von A}
e Die Menge A={re X |VV eV (z) gilt Vn A+ 2} heifit der Abschluss von A.
Bemerkunyg.
i) A=AUdA, AndA=0
i) X\4=(x\A)
Nachweis.

i) Seiz € A und sei V eine beliebige Umgebung von z (also V € V (). Da z € V folgt
VnAz+@, daAc A Also gilt z € A.
Ist = € DA, so gilt offensichtlich fiir V e V (z): V n A+ @. Also folgt A c A.
Sei z € A. Dann gilt fiir  genau eine der folgenden Eigenschaften:

a) Fiir jede Umgebung V eV (x) gilt V n(X\A4) + &
b) Es gibt eine Umgebung V eV (z) mit Vn (X\A) =@
Im Fall a) ist 2 ein Randpunkt von A. Im Fall b) folgt, dass V ¢ A. Da V eV (x)

ist dann auch A €V (z). Also gilt dann z € A.
Insgesamt gilt also, A = Au dA. Da a) und b) sich ausschliefen gilt weiterhin

AnoA=o.
i) B
A={zxe X |VVeV(z) git VnA=zgo}
X\A = {zeX|3IVeV(r) mit VnA=02)

= {zeX|3VeV(x) mit VcX\A}
= {zeX|X\AeV(2)}
= (X\4)

Bemerkung.

i) A ist die grofte offene Menge, die in A enthalten ist, d.h. ist U offen und U c A,
so gilt U c A.
A= U U
UcA
U offen
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ii) A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt, d.h. ist B abgeschlossen
und A c B, so gilt A c B.
A= () B
AcB
B abg.

Nachweis.

i) Sei U offen und U ¢ A. Dann gilt fiir jeden Punkt z € U, dass U ¢ V (z) und somit
auch A €V (x). x ist also innerer Punkt und es folgt U ¢ A. Da U beliebig war, gilt

U UcA.
UcA
U offen

Andererseits ist A offen, denn ist x € A, so ist & nach Definition innerer Punkt von
A, d.h. A ist eine Umgebung von z, d.h. 3U, offen mit x € U, c A. Also erhalten

wir .
A=J{z}cUYU,c U U.

xeA zeA UcA

U offen

ii) Wir betrachten nun
_ . mit i)
X\A=(X\4) = U U.

UcX\A
U offen

X\( U U)
UcX\A
U offen
N (X\U)
UcX\A
U offen
N B,
AcB
B abg.

X\ (X\4)

wegen X\ (X\A) = 4 folgt also ii).
Definition. In einem top. Raum (X, Q) heifst eine Teilmenge A dicht, falls A=X.

Beispiel. Q liegt dicht in R (mit der Standardtopolgie).
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Stetigkeit von Abbildungen zwischen topologischen Riaumen

Definition. Eine Abbildung f : X — X’ zwischen topologischen Rdumen (X, ) und
(X',0") heifst stetig, falls die Urbilder aller offenen Mengen (X', Q") wieder offen in
(X,0) sind. f heiltt stetig im Punkt xo € X, falls das Urbild einer jeder Umgebung von
f (zo) eine Umgebung von x ist.

Bemerkung. Aquivalent kann man auch sagen: f ist stetig genau dann, wenn f in jedem
Punkt xg € X stetig ist (ohne Beweis).

Bemerkung. Eine Abbildung f: X — X' zwischen topologischen Raumen ist genau dann
stetig, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen sind, denn

teti
U’ offen in (X', O") Fes f7H(U") ist offen in (X,0)
§
A’ = X'\U' abg. £y = L x) o x\ LU st abg.

21 () fHONU) = {w e X | () e X\U'} = X\ {z € X | f () € U"} = X\~ (U")

Satz. Fine Abbildung f: X — X' zwischen top. Rdumen ist genau dann stetig, wenn fiir
eine beliebige Subbasis S’ der Topologie von X' die Mengen f=1(S") offen sind fiir alle
S'eS'.

Beweis.
L= Alle S” € S’ sind offen. Angenommen, f ist stetig, dann gilt f~! (S’) ist offen.
L= Sei B’ die aus S’ entstehende Basis der Topologie auf X’. Dann ist U’ € B’

ein endlicher Durchschnitt
n
U= (5! mit § ¢S’
i=1

Dann gilt: f~1(U") = 1 (N2, S) =N, £71(S)). Da 71 (S!) nach Voraus-
setzung offen sind, folgt
7 (U’) ist offen.

Jede offene Menge von (X', O’) ist die Vereinigung von Mengen aus B’ d.h.
V' e O lasst sich schreiben als V' = U;e; U/ mit U/ € B. Dann gilt

f (V’) =f1! (L% Ui') = LJIf_l (Ui') ist offen in X

= f ist stetig.
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Beispiel. Die Abbildung f : R - R, z ~ 23 ist stetig im Sinne metrischer Réu-
me (Kapitel 1), d.h.: Fiir alle zp € R und zu jedem &£ > 0 existiert ein § > 0 mit
x € Bs(x9) = f(x) € B. (f (x0))e Bs (x0) c fH(B: (f (x0))). Mit den in der Analysis
schon verwendeten Methoden erhilt man daraus, dass die Mengen f~' (B (f (z))) fiir
alle £ > 0 und x € X offen sind.

Da f surjektiv ist, bilden die Mengen {B. (f (z0)) | zo € X} eine Subbasis der Topologie
von R und somit ist f mit dem obigen Satz stetig im Sinne der Definition in Sinne topo-
logischer Rédume (Kapitel 2).

Allgemein gilt:

Satz. Fine Abbildung f: X — X' zwischen metrischen Riumen (X,d) und (X',d") ist
genau dann stetig im Sinne von Kapitel 1, falls sie stetig im Sinne der Definition fir
topologische Raume ist. (Ubungsaufgabe)

Definition. Eine Abbildung f: X — X’ zwischen Mengen X und X' heikt bujektiv, falls
es eine Abbildung g : X' - X gibt, so dass g (f (x)) =z, f(g(z")) = 2’ fiir alle x € X
und z’ € X’ oder anders ausgedriickt go f = idx und f o g =idxs. Die Abbildung g ist
dann durch die Bedingungen eindeutig bestimmt und wird als die Umkehrabbildung von
f bezeichnet. Man schreibt dann f~! fiir die Umkehrabbildung von f.

Lemma. Fs sei f: X - X' eine stetige bijektive Abbildung. Die Abbildung f~' ist genau
dann stetig, wenn f offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

Bewets.
L, Sei U c X offen. Dann ist auch f (U) offen.
Urbild von U bzgl. ! = {2'eX'| f'(2') eU}
= {2 eX | (fof)(a")ef(U)}
= {2'eX'|2'e f(U)}
= f(U) ist offen in X".
= f7! sei stetig und U sei offen in X.

{q:'eX'|3ermit f(x)=$’}

{2/ e X' |3z eU mit f'(f(x))=f"(2")}
{x’eX'|3ermitx:f71 (CL")}

= ffl(X')ﬂUoffeninX.

f )

O]

Definition. Eine Abbildung f : X - X’ zwischen top. Ridumen (X,0) und (X', O")
heifst offen, falls sie offenen Mengen auf offene Mengen abbildet.
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Hom&omorphie

Definition. Eine bijektive Abbildung f : (X,0) - (X',O’) zwischen topologischen
Raumen (X, 0) und (X', O") heit Homoomorphismus, falls sowohl f auch die Umkehr-
abbildung f! stetig ist.

Bemerkung. Mit obigem Lemma ist eine Abbildung f : X — X’ zwischen topologischen
Raumen ein Hom6omorphismus genau dann, wenn f stetig, bijektiv und offen ist.

Satz. Seien (X,0), (X',0") und (X",0") topologische Riume. Die Komposition zweier
stetiger bzw. offener Abbildungen f: X - X' und g: X' — X" ist wieder stetig bzw. offen.

Korollar. Sind f: (X,0) - (X',0") und g: (X',0") - (X",0") Homdoomorphismen,
dann st auch

(g0 f): (X,0) - (X",0")

etn Homéomorphismus.

Beweis. des Satzes: ...... fiir die Stetigkeit: Sei U"” ¢ X" offen.
(9o (W)= (g (U))
| —
offen in X',
da g stetig

[ S ——
offen in x, da f stetig

ist offen in X = (go f) ist stetig.
...... fiir die Offenheit: Sei U c X offen.

(9o f)(U) = g9 (f (1))

[ —
offen in X',

da f offen

[ ——
offen in x, da g offen

ist offen in X = (go f) ist stetig.
O

Definition. Zwei topologische Rdume (X, Q) und (X', O") heifen homdomorph, falls es
ein Homéomorphismus f : (X,0) - (X', O’) gibt. Schreibweise:

(X,0)=(X",0') oder X=X".

Beispiel. Der Teilmenge S! = {(:L‘,y) eR? |22 +94% = 1} c R? ist mit der induzierten

Metrik d((z,y),(2',y")) = \/(3;—96’)2 +(y—-vy')? ein metrischer Raum, also auch ein
topologischer Raum.
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Ebenso ist die Teilmenge Fgp = {(x,y) eR? | (%)2 + (%)2 = 1} fiir a,b € R, a,b > 0 ist mit

der induzierten Metrik d ((x,y), (z',y")) = \/(x —2')*+ (y - y')? eine metrischer Raum,
also auch ein topologischer Raum.

Die Abbildung
f st Eqp, (z,y) = (ax,by)

ist ein Homoéomorphismus. Thre Umkehrabbildung ist

)
a

_ Xz
f 1:Ea,b_)517 (.’L’,y) = (_ %)

e f ist wohldefiniert, da: Ist (z,y) € S' , dann gilt fiir (ax,by):
2 2
DO
a b

= (ax,by) € Egp.
f~! analog

e Stetigkeit von f: (-Tmyn) - (z,y) = f ($n7yn) = (axnabyn) e (aaz,by) =f (a:,y)
—_—— —— | — —
eS1 esSt eEq €byp

Satz. Homdomorphie erfillt die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation.
i) Reflexivitit: Ein topologischer Raum X erfullt X=X, ausfihrlicher: (X,0) = (X, 0).
ii) Symmetrie: Falls X=X', dann gilt auch X'=X.
iii) Transitwitit: Falls X=X" und X'=X", dann gilt auch X=X".
Beweis.
i) idx : (X,0) - (X, O) ist ein Homéomorphismus.

i) Ist f:(X,0) - (X',0") eine Hombomorphismus, dann ist auch f=: (X’,0") —»

(X, 0) ein Homéomorphismus.

iii) Sind f:(X,0) - (X',0") und g : (X', 0") - (X", 0") Hombomorphismen, dann
ist auch go f:(X,0) - (X"”,0") ein Homéomorphismus.

O]

15



	1 Metrische Räume
	2 Topologische Räume
	3 Homotopien und Isotopien



