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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem physikalischen Phinomen der Synchronisation. Der
Begriff Synchronisation kommt aus dem Griechischen und setzt sich zusammen aus ,,syn“(zuam-
men) und ,chronos“(Zeit). Man definiert einen Synchronisationsvorgang als das Angleichen von
bestimmten Vorgingen in endlicher Zeit. Im Alltag begegnen uns vielfiltige Synchronisations-
erscheinungen, z.B. sorgt die Synchronisation von Neuronen im Hypothalamus des Gehirns von
Séugetieren fiir ihren Tag-Nacht-Rhythmus [1] oder aber bei einem Konzert gleicht sich das anféng-
liche Einklatschen des Publikums nach kurzer Zeit zu einem grofien Applaus an. Die Wechselwir-
kung (Kopplung) wihrend eines Synchronsationsvorgangs zwischen den synchronisierenden Ob-
jekten kann auf vielfdltige Weise vorliegen.

Ein wichtiger Fall der Kopplung ist der sogenannte Mean-Field-Fall, bei dem von einer Jeden-
Mit-Jedem-Kopplung ausgegangen wird. In anderen Worten: Jedes Objekt, das am Synchronisa-
tionsvorgag teilnimmt, hat auf eine in der Gruppe einheitliche Weise Kontakt zu den anderen
Teilnehmern. Wenn man einen Schwarm Glithwiirmchen bei Nacht betrachtet, in dem jedes In-
sekt sich iiber Lichtsignale mit den anderen austauscht, und nach anfinglicher Unordnung alle im
gleichen Takt blinken [7], wird deutlich, wie fundamental dieser Fall ist. Es gibt natiirlich noch
weitere Rahmenbedingungen fiir Synchronisationsvorgénge, die ebenfalls ein Bestandteil der Ar-
beit sind. Man kann vom Mean-Field-Fall zu Strukturen iibergehen, in denen nicht alle Mitglieder
einer Gruppe miteinander wechselwirken kénnen. Dies fithrt auf bestimmte Netzwerktopologien
zur Beschreibung der vorhandenen Verbindungen und den damit verbundenen Wechselwirkungen.
Netzwerke sind neben der Synchronisation ein weiteres Thema. Es gibt eine Vielzahl an unter-
schiedlichen Typen mit jeweils charakteristischen Figenschaften und man findet in vielen Bereichen
Anwendungen der Netzwerktheorie. In den Sozialwissenschaften tauchen soziale Netzwerke auf, bei
denen ihre Knotenpunkte Personen oder Organisationen sind und deren Verbindungen soziale In-
teraktionen darstellen. Auch das Internet ist ein globales Netzwerk bestehend aus HTML-Seiten
und deren Verkniipfungen durch Hyperlinks [3].

Bevor man nun die Synchronisation auf unterschiedlichen Netzwerktopologien untersuchen méchte,
benéGtigt man ein Modell, welches die Synchronisation von einer Population von synchronisati-
onsfihigen Objekte beschreibt. Ein sehr einfaches Modell dafiir ist das Kuramoto-Modell. Es wurde
von dem japanischen Physiker Yoshiki Kuramoto 1975 entwickelt und wird heute noch hiufig zur
Beschreibung von biologischen und chemischen Prozessen angewendet [7]. Mithilfe dieses Modells
ist es moglich, die Synchronisationsvorginge in Netzwerken zu beschreiben und charakeristische
Groflen wie die kritische Kopplungsstiirke (s. Kapitel 5.1) festzustellen.

AuBler den drei in der Literatur schon hiufig behandelten Netzwerktypen, das Zufallsnetzwerk,
das skalenfreie Netzwerk und das Small-World Netzwerk, wird noch ein weiteres Netzwerk, das
Minimum-Distanz Netzwerk, betrachtet, da Untersuchungen in [4] gezeigt haben, dass dieser neu
eingefiihrt Typ dem amerikanischen Stromnetzwerk IEEE-300 im Gegensatz zu den anderen &#hnelt.
Dies ist interessant, weil es aufgrund des Ausbaus der erneuerbaren Energien in Deutschland von
hoher Bedeutung ist, die Stromnetze sinnvoll auszubauen, was durch eine gute Netz-Simulation
unterstiitzt werden konnte.

Im ersten Teil werden die vier verschiedenen Netzwerktypen vorgestellt, ihre Eigenschaften kurz
erldutert und ihre Erzeugung implementiert. Unter den Netzwerkarten ist eine besonders fiir die
Beschreibung von realen Stromnetzten geeignet, das Minimum-Distanz Netzwerk, da dessen Para-
meter einem in der Realitit genutzten Stromnetzwerk stark dhneln. Mit dieser Einleitung wird die
Grundlage fiir die nachfolgenden Arbeitsschritte gelegt.

Der zweite Abschnitt fithrt das Phidnomen der Synchronisation in Netzwerken und somit das
Kuramoto-Modell ein, das die Wechselwirkungen und Synchronisationsvorgénge in einem Netz-
werk aus Ostzillatoren beschreibt. Es werden Grundlagen zur Beschreibung von Synchronisations-
vorgingen gelegt und der Mean-Field-Fall kurz erldutert.

Schliefllich wird in Kapitel 5 das Kuramoto-Modell auf die Netzwerke angewendet, um die zeitliche
Entwicklung von Synchronisation unter verschiedenen Randbedingungen zu untersuchen. Aufler-
dem wird noch eine fundamentale Eigenschaft von realen Stromnetzen beriicksichtigt, die bei der
vorherigen Betrachtung der Netzwerke ausgeklammert wurde.



2 Theorie

In diesem Abschnitt werden kurz die wichtigsten Begriffe der Netzwerktheorie eingefiithrt. Mit
diesem Grundwissen lassen sich in den weiteren nachfolgenden Kapiteln die Eigenschaften von
verschiedenen Netzwerktypen verstehen.

2.1 Netzwerke

Ein Netzwerk ist ein Graph G(V, E), der durch seine Kanten V und seine Knoten E festgelegt ist.
Die Knoten u,v € V kénnen durch Kanten e = (u,v) € E verbunden sein. Man unterscheidet,
ob ein Graph gerichtet oder ungerichtet ist. Bei einem gerichteten Graphen wird die Reihenfolge
von Anfangs- und Endknoten beriicksichtigt. Im Gegensatz zum ungerichteten Graphen, bei dem
die Anordnung von Anfangs- und Endknoten ungeordnet ist und man demnach keine festgelegte
Kantenorientierung vorfindet. Es konnen auflerdem gewichtete Graphen definiert werden, deren
Kanten jeweils komplexe oder reelle Zahlen zugeordnet sind, um die Kanten unterschiedlich zu
gewichten.

2.2 Beschreibung von Graphen

Die wichtigsten charakteristischen Gréfen zur Beschreibung von Graphen werden in diesem Kapitel
erlautert.

2.2.1 Adjaszenzmatrix

Man kann Graphen G(V,E) ohne Mehrfachkanten mithilfe von quadratischen n x n-Matrixen
beschreiben. Eine Adjaszenzmatrix A(G) eines Graphen G(V, E) mit n Knoten ist eine n x n-
Matrix, die die Anzahl der Verbindungen zwischen den Knoten im Graphen angibt (s. Abbildung
1). Wenn in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine 1 steht, bedeutet das, dass der i-te Knoten
mit dem j-ten Knoten verbunden ist. Steht eine 0 an der Stelle a;; besteht keine Verbindung
in Form einer Kante zwischen den Knoten. Knoten sollen nicht mit sich selbst verbunden sein,
weshalb auf der Diagonalen einer Adjaszenzmatrix nur Nullen stehen. Die Adjaszenzmatrix eines
ungerichteten Graphen ist symmetrisch und enthélt nur Einsen und Nullen. Bei einem gerichteten
Graphen hingegen wird eine vorhandene gerichtete Kante von A nach B damit beschrieben, dass die
Eintréige nicht symmetrisch sind, sondern nur fiir den Knoten A an der Stelle a4 g das entsprechende
Kantengewicht eingetragen wird.

01 11
1 01 0
A(G) - (a’lj) - 1 1 0 1
1 01 0

Abbildung 1: Links: Ein ungerichteter, ungewichteter Graph G mit vier Knoten und fiinf Kanten.
Rechts: Die dazugehérige Adjaszenzmatrix A(G).



2.2.2 Charakteristische Gréflen von Graphen

Es gibt verschiedene Messgrofien, um einen Graphen zu charakterisieren [4]. Im Folgenden geht
man von einem Graphen G mit n Knoten und seiner Adjaszenzmatrix A(G) aus.

e Der Knotengrad k; (i = 1,2,...,n) gibt die Anzahl der Verbindungen eines Knotens i mit
anderen Knoten j im Graphen an. Er lisst sich durch

k‘i = Z(lij (1)
j=1

berechnen. Man summiert also iiber die Eintréige der zum Knoten ¢ gehorigen i-ten Matrix-
zeile.

e Der durchschnittliche Knotengrad eines Graphen (k) ist die Mittelung iiber alle Knotengrade
k; im Graphen, er betrégt

=3k @)

e Man definiert den lokalen Clusterungskoeffizienten ¢; eines Knotens 4 in einem ungerichteten
Graphen als

(ki(ki —1))/2°

wobei e; die Anzahl der Kanten zwischen den Knoten in dem Cluster ist, das aus dem Knoten
i und seinen niichsten Nachbarn N; besteht. Der Faktor (k;(k; — 1))/2 gibt die maximal
mogliche Gesamtanzahl an Verbindungen zwischen den Knoten im Cluster an. Im gerichteten
Fall wiirde die Zwei im Nenner wegfallen, da im Vergleich zum ungerichteten Fall doppelt so
viele Kanten im Cluster moglich wéren. Der lokale Clusterungskoeffizient beschreibt somit
das Verhiltnis zwischen den tatséchlich vorhandenen Kanten zwischen den Knoten und den
theoretisch maximal moglichen Kanten. Fiir die tatsédchliche Kantenanzahl e; gilt

=Y ‘%k (4)

Vj,ke{N;Mi}

C; =

3)

e Der globale Clusteringskoeffizient

1 n

ist der Mittelwert aller lokalen Clusterungskoeffizienten c¢;. Mit seiner Hilfe ldsst sich ein
MafB fiir die Cliquenbildung bzw. Transitivitéit in einem Graphen definieren und man kann
eine Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dass zwei Nachbarn von einem Knoten 4 ebenfalls
miteinander verbunden sind. Man spricht von einer Clique, wenn alle néchsten Nachbarn
eines Knotens paarweise miteinander verbunden sind. Dies kann man sich im Alltag als eine
Gruppe von Freunden vorstellen, bei der jeder jeden kennt. Ein Beispiel fiir C' = 1 ist ein
Dreieck bei dem alle Knoten miteinander verbunden sind und es damit 3 Kanten gibt, womit
ein Graph aus einer perfekten Clique vorliegt.

e Man definiert zwei weitere Groflen, um Aussagen iiber die Distanzen im Graphen machen
zu konnen. Sei D eine Matrix in der die AuBerdiagonalelemente d;; die kiirzeste Anzahl von
Knoten angeben, die man benétigt, um vom Knoten 7 bis zum Knoten j zu gelangen. Dann
ist der Durchmesser d,.x des Netzwerks, der maximale Abstand zwischen zwei Knoten im
gesamten Graphen, wie folgt definiert

dmax = max dij (6)
2,J



und die charakteristische Weglénge L ist der Mittelwert von allen d;;

1
L=, 2, b "

Vi,jiiti

Hierbei berechnet man zuerst die mittleren Abstéinde eines jeden Knoten u zu den jeweils
anderen (n—1) Knoten und anschlieend wird der Mittelwert dieser Gréfe iber alle n Knoten
ermittelt.



3 Netzwerke

Dieser Teil der vorliegenden Arbeit beschéftigt sich mit der numerischen Implementierung' von
verschiedenen Netzwerktypen. Es werden ein Zufallsnetzwerk, ein skalenfreies Netzwerk, ein Small
World Netzwerk sowie ein Minimum-Distanz-Netzwerk betrachtet. Damit werden die Grundlagen
fiir die nachfolgenden Teile der Arbeit gelegt, in denen das spéter behandelte Kuramoto-Modell
auf diesen verschiedenen Netzwerktopologien untersucht wird.

3.1 Zufallsnetzwerk

Als erstes wird ein Zufallsnetzwerk erzeugt. Ein Zufallsnetzwerk ist ein Netzwerk bei dem man
eine feste Anzahl von anfangs isolierten Knoten n vorgibt und sie mit der Verbindungswahrschein-
lichkeit 0 < p < 1 iiber Kanten m nacheinander miteinander verbindet. Die maximale Anzahl
von Kanten in einem Zufallsnetzwerk ist mi,a. = n(n — 1)/2, wobei die erwartete Kantenan-
zahl meyp = p(n(n —1)/2) betrigt und der mittlere Knotengrad (k) ~ np ist. Erdés und Rény
beschéftigten sich mit diesem Modell und fanden heraus, dass nahezu jeder Graph {iber einem
bestimmten Wert von p eine bestimmte Eigenschaft ) besitzt, die unter diesem spezifischen p
nicht vorhanden ist, und somit ein Phaseniibergang vorliegt. Diese Eigenschaft, die nach diesem
Phaseniibergang auftritt, kann z.B. ein stark erhohter Clusteringskoeffizient im Netzwerk sein.
In anderen Worten: ,,Viele wichtige Figenschaften von Zufallsgraphen tauchen ziemlich pl6tzlich
auf.” [2].
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Abbildung 2: Die Knotengradwahrscheinlichkeit P(k) eines Zufallsnetzwerks mit p = 0,0015 und
n = 10000 sowie eine Poissonverteilung.

Das Netzwerk wird mithilfe einer Adjaszenzmatrix A dargestellt, wobei jeder Eintrag a;; zufillig
nacheinander mit 1 oder 0 symmetrisch gefiillt wird. Hierbei steht eine O fiir keine Verbindung
zwischen zwei Knoten und eine 1 fiir eine vorhandene Verbindung. Es werden die Knotengrade der
einzelnen Knoten ausgerechnet, indem die Werte in den jeweiligen Spalten i fiir einen Knoten ¢

IMithilfe der Programmiersprache Python 2.7



in der Adjaszentmatrix aufsummiert werden. Anschliefend wird die Knotengradwahrscheinlichkeit
berechnet P(k) = ni/n. Man bestimmt die Anzahl der Knoten nj mit einem bestimmten Kno-
tengrad k£ und setzt sie in Bezug zur Gesamtknotenanzahl n. Zum Schluss wird ein Histogramm,
das die Knotengradwahrscheinlichkeit P(k) gegen die Knotengrade k auftrigt, erstellt. Ein dazu-
gehoriger Poissonverteilungsfit illustriert das charakteristische Verhalten in diesem Netzwerk. Das
Simulationsergebnis eines Netzwerks mit einer Knotenverbindungswahrscheinlichkeit p = 0,0015
und einer Knotenanzahl n = 10000 ist in Abbildung 2 zu sehen.

In [2] wird gezeigt, dass die Verteilung der Knotengrade P(k) von Zufallsnetzwerken einer Pois-
sonverteilung mit

k k

P(k) = e—(’C)Q (8)
k!

folgt. Dies ist ebenfalls in dem gezeigten Histogramm zu erkennen, wodurch das berechnete Netz-

werk als Zufallsnetzwerk mit einem mittleren Knotengrad (k) = np = 15 identifiziert ist.

3.2 Skalenfreies Netzwerk

Als zweites wird ein skalenfreies Netzwerk nach dem Albert-Barabasi-Modell [2] erzeugt. In diesem
Modell werden beim Erzeugen der Adjaszenzmatrix A mit der Linge [ = n zufillig eine geringe
Anzahl von Startknoten ny verbunden. Anschlieflend fiigt man nacheinander n — ng neue Knoten
ein, wobei die neuen Knoten sich mit den alten Knoten mit einer variablen Verbindungswahrschein-
lichkeit p verbinden, die wie folgt definiert ist

plh) = 9)

> k;
j=1

Man erkennt, dass die Verbindungswahrscheinlichkeit p(k;) fiir eine Verbindung zwischen einem
neuen Knoten j und einem schon vorhandenen Knoten ¢ von dem Knotengrad k; und von der
momentanen Gesamtkantenanzahl im Graphen abhéngt. Es wird auch von einer , preferental at-
tachment“gesprochen, da die Knoten sich nicht alle mit einer konstanten gleichen Wahrscheinlich-
keit p’ verbinden, sondern die Wahrscheinlichkeit p(k;) grofer wird, je hoher der Knotengrad des
Knotens ist mit dem sich der neue Knoten verbinden kann und je weniger Knoten im Netzwerk
vorhanden sind. Die anfangs relativ verbindungsreichen ,,populéren® Knoten, werden somit immer
hiufiger wiederverbunden, wohingegen die ,,unpopuléren” Knoten mit wachsender Netzwerkgrofie
immer seltener neue Verbindungen erhalten. Dieses Verhalten findet man z.B. im Internet wieder,
wo beliebte Webseiten mit vielen Hyperlinks mit gréflerer Wahrscheinlichkeit wieder mit neuen
Webseiten verlinkt werden, weil die neuen Webseiten dadurch leichter zu finden sind [2].

Ein skalenfreies Netzwerk zeichnet sich dadurch aus, dass sich die Knotengrade iiber mehrere
Groflenordnungen erstrecken, was bei einem Zufallsnetzwerk wie im vorherigen Abschnitt nicht
der Fall ist. Nach [2] ist die allgemeine Verteilung fiir die Knotengradwahrscheinlichkeit P(k) ein
Potenzgesetz der folgenden Art

P(k) =k (10)

Eine weitere Eigenschaft ist, dass fiir v < 2 das Integral zur Berechnung von (k) = fooo dk - k7
divergiert und somit keine typische Grofle wie der durchschnittliche Knotengrad eines Knotens
existiert. In Abbildung 3 wurde ein Netzwerk mit n = 10000 Knoten und ny = 5 Startknoten
erzeugt und logarithmisch aufgetragen. Man erkennt, dass der Fit mit f(k) = k2% eine gute
Néherung fiir den Simulationsverlauf darstellt und dass es sich somit um ein skalenfreies Netzwerk
nach dem Albert-Barabasi-Modell handelt.
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Abbildung 3: Die Knotengradwahrscheinlichkeit P(k) eines skalenfreien Netzwerks nach dem
Albert-Barabési-Modell mit n = 10000 und ng = 5 sowie ein Fit von f(k) = k=24,

3.3 Small World Netzwerk

Unter einem Small World Netzwerk versteht man ein Netzwerk, das das ,, Kleine-Welt-Phénomen*
aufweist nach dem jeder Knoten durch eine geringe Anzahl an Kanten mit jedem anderen Knoten
verbunden ist. Dieses Phénomen wurde 1967 vom amerikanischen Psychologen Stanley Milgram in
einem Paketlieferung-Experiment untersucht und er fand heraus, dass alle US-Amerikaner durch-
schnittlich {iber 6 Bekanntschaften miteinander in Kontakt standen. In Small World Netzwerken
wéchst die charakteristische Weglénge L etwa mit logn, genauso wie in Zufallsnetzwerken. In ska-
lenfreien Netzwerken hingegen skaliert L mit loglogn. Ein weiteres Merkmal ist der durchschnitt-
lich hohe globale Clusteringskoeffizient C' im Vergleich zu den beiden anderen Netzwerktypen.
Small World Netzwerke werden nach folgendem Prinzip erstellt [10]:

1. Konstruiere eine Ringmatrix mit n Knoten, wobei jeder Knoten mit seinen g néchsten Nach-
barn durch ungerichtete Kanten verbunden ist. Eine Ringmatrix ist eine Adjaszenzmatrix
eines Netzwerks, bei der alle Knoten mit mindestens zwei néchsten Nachbarn verbunden
sind, um auf diese Weise einen Ring zu bilden.

2. Verbinde jeden Konten n; mit 7 = 1, ...,n neu, indem man jede Kante (n;,n;) mit ¢ < j mit
der Wahrscheinlichkeit p wiederverbindet. Das Wiederverbinden erfolgt dadurch, dass man
eine Kante (n;,n;) durch eine Kante (n;,n,) ersetzt, wobei r mit gleichbleibender Wahr-
scheinlichkeit so gewihlt wird, dass es keine Selbstverbindungen (n;, n;) und keine doppelten
Verbindungen zwischen Knoten gibt.

In Abbildung 4 ist die Entwicklung eines Small World Netzwerks mit steigender Verbindungswahr-
scheinlichkeit p dargestellt. Fiir kleine Werte von p verhilt es sich wie ein reguldres, geordnetes
Netzwerk mit hohem globalen Clusteringskoeffizienten C| fiir mittlere Werte wie ein Small World
Netzwerk und fiir p = 1 ist es ein ungeordnetes Zufallsnetzwerk mit geringer charakteristischer
Weglédnge L.
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Abbildung 4: Entwicklungsstufen eines Small World Netzwerks mit steigender Verbindungswahr-
scheinlichkeit p [10].

Das Simulationsergebnis eines Small Netzwerks mit n = 10000 Knoten und p = 0,08 ist in Ab-
bildung 5 zu erkennen. Die Knotengradhiiufigkeit P(k) des Netzwerks wird in Abhingigkeit vom
Knotengrad k logarithmisch aufgetragen. Das Small World Netzwerk wird aber im weiteren Verlauf
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Abbildung 5: Die Knotengradhdufigkeit P(k) eines Small World Netzwerks mit n = 10000 und
p=0,08.

der Arbeit nicht weiter betrachtet.

3.4 Minimum-Distanz Netzwerk

In [4] wird gezeigt, dass die Topologien der drei vorgestellten Netzwerkmodelle, also Zufallsnetz-
werk, skalenfreies Netzwerk und Small World Netzwerk, nicht mit den Topologien von realen
elektrischen Netzwerken {ibereinstimmen. Es werden das amerikanische Stromnetz IEEE 300 und
das Eastern United States Netz mit den Modell-Netzwerken dhnlicher Grofle verglichen und man
kommt zu dem Schluss, dass diese Modelle nicht deren Strukturen und Eigenschaften aufweisen.
Aus diesem Grund wird ein neuer Netzwerktyp eingefiihrt, der niher an die Topologien bekannter
realer Stromnetzwerke heranreicht: das Minimum-Distanz-Netzwerk.
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Bei einem Minimum-Distanz-Netzwerk werden die Kosten, die bei der Erschaffung einer neuen
Verbindung zwischen zwei Knoten entstehen, beriicksichtigt. Ein gutes Beispiel fiir ein solches
Netzwerk ist ein Infrastruktur-System oder eben ein Strommnetz. Hier spielen die Entfernungen
zwischen verschiedenen Zielen eine grofle Rolle, da sie ein bedeutender Faktor fiir die Hohe die
Kosten fiir die Verbindungen sind. Die vorherigen Netzwerkmodelle sind nur geeignet, um Systeme
zu modellieren, bei denen das Problem mit den Kosten und der Entfernung vernachléssigt werden
kann wie z.B. das Internet. Ein Minimum-Distanz Netzwerk wird erstellt, indem man die Anzahl
der Knoten n und die Anzahl der Kanten m zu Beginn festlegt und anschliefend den Graphen
mittels nachfolgendem Algorithmus erzeugt [4]:

Fora=1:n
1. Erzeuge zufillige Koordinatenpunkte (z,, y,) nach einer bestimmten Verteilung.

2. Erzeuge floor(m/n) neue Verbindungen zwischen @ und b, indem man die euklidischen Di-
stanzen zwischen den Punkten berechnet und die am néchsten beieinander liegenden Punkte
jeweils miteinander verbindet.?:
mbin ((zq — )% — (Yo — y»)?) unter der Bedingung, dass b nicht mit a verbunden ist.

3. Erzeuge eine zusitzliche Verbindung vom Punkt a zu einem weiteren nahegelegenen Punkt
b mit der Wahrscheinlichkeit P(n,m):
P(n,m) =m/n — floor(m/n)

In Abbildung 6 ist fiir ein Netzwerk mit n = 5000 Knoten und m = 6000 Verbindungen die
Knotengradhéufikeit P(k) gegen den Knotengrad k logarithmisch aufgetragen. Es wurde fiir die
Verteilung der Koordinatenpunkte eine Gleichverteilung gewé#hlt. Aus der Abbildung ldsst sich
qualitativ entnehmen, dass der mittlere Knotengrad dieses erzeugten Netzwerks etwa den Wert
Zwei hat.
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Abbildung 6: Die Knotengradhéufikeit P(k) eines Minimum-Distanz Netzwerks mit n = 5000 und
m = 6000.

2floor(x) ist eine Abrundungsfunktion
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4 Synchronisation und das Kuramoto-Modell

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit dem Phénomen der Synchronisation und einem
Modell, dem Kuramoto-Modell, zur dessen Beschreibung.

4.1 Synchronisation

Synchronisationsvorgénge kann man im Alltag sehen, wenn sich z. B. ein Publikum bei einem
Konzert nach einer gewissen Zeit einklatscht und schliefllich im selben Rhythmus klatscht oder,
wenn sich nachts das Blinken von verschiedenen Glithwiirmchen angleicht. Man kann Synchroni-
sation als das Angleichen der Rhythmen von selbsterregten Oszillatoren aufgrund ihrer schwachen
Wechselwirkung definieren [9]. Unter selbsterregten Oszillatoren versteht man Objekte, die in ih-
rem eigenen natiirlichen Rhythmus schwingen, wenn sie keinen dufleren Einfliissen ausgesetzt sind.
Dieser Rhythmus kann aufrechterhalten werden, da der Ostzillator iiber eine Energiequelle verfiigt,
die Reibungsverluste ausgleicht. Bei einer Storung des Systems kehrt der Oszillator wieder zu sei-
nem urspriinglichen Rhythmus zuriick, wobei man diese Oszillation als Grenzzyklus bezeichnet.
Die Amplitude ist hierbei stabil und behélt nach einer Stérung ihren urspriinglichen Wert, doch
die Storung der Phase bleibt zeitlich konstant und kann schon durch schwache Wechselwirkun-
gen beeinflusst werden, was die entscheidende Vorrausssetzung fiir Synchronisation darstellt. Diese
schwache Wechselwirkung, die in allen erdenklichen Weisen vorkommen kann, sorgt dafiir, dass sich
die Oszillatoren gegenseitig beeinflussen ohne aber ihre eigenen Rhythmen vollsténdig zu verlieren.
Der Rhythmus einer Oszillation kann durch die Kreisfrequenz w angegeben werden
27

w=2rf= T (11)
wobei f die Frequenz und T die Periodendauer des Systems sind. Das Angleichen der Rhythmen
heif3t, dass sich mindestens zwei mit verschiedenen Frequenzen schwingende Oszillatoren aufgrund
der Wechselwirkung auf eine gemeinsame Frequenz einstellen. Dieser Vorgang ist davon abhéngig,
wie hoch die Kopplungsstéirke K, ein Mafl dafiir wie stark die Oszillatoren miteinander gekoppelt
sind, ist und welche Differenzen ihre natiirlichen Kreisfrequenzen w; untereinander aufweisen.

4.2 Das Kuramoto-Modell

Das in [9] beschriebene von dem japanischen Physiker Yoshiki Kuramoto entwickelte Kuramoto-
Modell beschreibt die Synchronisation in einer Gruppe von N nahezu identischen und schwach
gekoppelten Oszillatoren. Kuramoto ging von einer rein sinusférmigen Interaktion zwischen den
Ostzillatoren aus und seine aufgestellte Differentialgleichung lautet

N
0; =wi+ Y Kysin(0; —6;) mit i=12...,N, (12)

Jj=1

wobei §; die Phase des i-ten Oszillators ist, K;; ein Eintrag in der Kopplungsmatrix K ist, der die
Kopplung zwischen dem j-ten und i-ten Oszillator beschreibt, und w; fiir die Grundfrequenz eines
ungekoppelten Oszillators ¢ steht .

Die Grundfrequenzen w; der einzelnen Ostzillatoren sind verschieden wahlbar. Es kann z.B. w; = 0 Vi
gelten, die Frequenzen kénnen gauflverteilt sein oder sie sind lorentzverteilt mit der Verteilungs-
funktion

gw) = ——5+

ST (13

wobei der Parameter v zu 1 gew#hlt werden kann. In den nachfolgenden Simulationen wird, wenn
nicht anders beschrieben, durchgehend von einer Lorentzverteilung ausgegangen.

4.3 Der Mean-Field-Fall

Die Kopplung Kj;; zwischen idealerweise unendlich vielen miteinander verbundenen Oszillatoren 4
und j ist im Mean-Field-Fall immer gleich stark ausgeprigt und alle Oszillatoren sind miteinander
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gekoppelt. Die Kopplung wird hierbei durch

K
Kij = N (14)
beschrieben. Kuramoto ging in seinem untersuchten Mean-Field-Fall von N = oo Oszillatoren
aus und K ist allgemein eine beliebig gewihlte Kopplungsstirke. Aulerdem sind die natiirlichen
Ostzillatorfrequenzen w; unimodal um ihren Mittelwert nach einer symmetrischen Wahrscheinlich-
keitsfunktion, z.B. nach einer Normalverteilung, verteilt. Im Mean-Field-Fall wird Gleichung (12)
zu

KN
NZ n(f; —6;) mit i=1,2,... N. (15)

Um die Synchronitét einer Gruppe aus Oszillatoren zu beschreiben wird der komplexe Ordnungs-

parameter
N

. 1 .
rel® = N ; el% (16)

eingefiihrt. Sein Betrag 0 < r(t) < 1 gibt die Phasenkohérenz des Systems an und ¢(¢) ist die
mittlere Phase aller Oszillatoren. Man kann sich den komplexen Ordnungsparameter re'® am bes-

Abbildung 7: Darstellung des komplexen Ordnungsparameters mithilfe des komplexen Einheits-
kreises. Die Phasen der Oszillatoren sind als Punkte auf dem Kreis dargestellt. [9]

ten vorstellen, wenn man die Phasen der einzelnen Oszillatoren als Punkte auf dem komplexen
Einheitskreis darstellt. Dann gibt der Ordnungsparameter den Schwerpunkt der Oszillatoren an.
Wenn alle Phasen gleichmifig zwischen [0, 27) verteilt sind, ist sein Betrag r=0 und der Schwer-
punkt liegt genau im Kreismittelpunkt, womit ein inkohérenter Zustand vorliegt. Bei zunehmender
Kohérenz wird der Wert von r immer gréfler und er erreicht bei vollstdndiger Synchronisation die
1, sobald der Pfeil in Abbildung 7 auf dem Kreis liegt und auf den gemeinsamen Phasenpunkt aller
Ostzillatoren zeigt.

Ein interessantes Phdnomen ist die positive Riickkopplung der Kohérenz. Mit einfachen Rechnun-
gen ldsst sich Gleichung 16 zu

N
9:wi+KrZsin(¢—9i) (17)

j=1
umformen. Die Wechselwirkung zwischen den Oszillatoren wird durch ¢(¢) und r(¢) bestimmt.
Da die effektive Kopplungsstéirke K proportional zur Kohérenz ist, kommt es zu einer posit-

vien Riickkopplung, denn mit steigender Kohérenz wird die Kopplung stéarker, wodurch weitere
Oszillatoren sich der kohérenten Gruppe anschliefien [9].
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5 Simulation des Kuramoto-Modells

Das Kuramoto-Modell wird nun auf unterschiedliche Netzwerktypen angewendet. Vom Mean-Field-
Fall ausgehend werden nachfolgend nacheinander drei der in Kapitel 3 behandelten Netzwerke
numerisch untersucht: das Zufallsnetzwerk, das skalenfreie und das Minimum-Distanz Netzwerk.

5.1 Im Mean-Field-Fall

Es wird ein Netzwerk aus einer Population von gekoppelten Oszillatoren simuliert. Die Oszillatoren
mit ihren Grundfrequenzen w; bilden die Knoten und die Kopplungen K;; der Kopplungsmatrix K
stehen fiir die Gewichtung der Kanten im Netzwerk. Im ersten Schritt wird das Kuramoto-Modell
mit einer Jeder-Mit-Jedem-Kopplung im Mean-Field-Fall betrachtet. Kuramotos Differentialglei-
chung erster Ordnung wird mithilfe des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung (s. Anhang)
gelost. Bei der Simulation sind die Anfangsphasen der Oszillatoren 6; zwischen [0, 27) gleichver-
teilt und die Grundfrequenzen besitzen eine Lorentzverteilung nach Gleichung (13) mit v = 1.

Der Verlauf des Betrags des Ordnungsparameters r(t) nach ¢ Zeitschritten wird fiir verschiedene
Werte von K berechnet, um den geséttigten Wert 7o, (K), den r nach theoretisch unendlich vielen
Zeitschritten annehmen wird, zu bestimmen. Es gilt also 7(t — 00) = r. In Abbildung 8 ist
der schmematische Verlauf von r unter und oberhalb der kritischen Kopplungsstiarke K. bei ver-
schiedenen Anfangsbedingungen der Oszillatoren dargestellt. Ab der krititschen Kopplungstéirke
K. findet Synchronisation statt. Dies kann man als Phaseniibergang zwischen dem inkohé#renten
Zustand der Oszillatoren und einem (teilweise) synchronisierten Zustand betrachten. Bei K > K.

r
A

1 cmmsers s oz

K>K,

K<Kc

t

Abbildung 8: Der zeitliche Verlauf der Kohérenz r(t) mit Kopplungsstirken K ober- und unterhalb
der kritischen Kopplungsstirke K. [9].

steigt die Kohérenz r(¢t) vom Anfangswert exponentiell bis zu ihrem Séttigungswert 7o, an und es
wird ein stationdrer Zustand erreicht. Im entgegengesetzen Fall, wenn K < K, ist, verteilen sich
die Phasen der Oszillatoren nach kurzer Zeit iiber den gesamten Einheitskreis mit ro, = 0.

Danach wird ein K-r.-Diagramm wie in Abbildung 9 erstellt, indem man die erreichten r., fiir
verschiedene Kopplungsstarken K auftragt. Man sieht deutlich, dass unterhalb der kritischen Kopp-
lung K. keine Synchronisation stattfindet und ein inkohérenter Systemzustand vorliegt. Erst ober-
halb von K, besteht die Moglichkeit zur (partiellen) Synchronisation. Auflerdem erkennt man, dass
sich bei hohen Kopplungsstéirken nach K. der Verlauf von 7, (K) im Mean-Field-Fall asymptotisch
Too = 1 ndhert. Die kritische Kopplungsstéirke K¢ betriagt im Mean-Field-Fall (fiir eine Herleitung
sei auf [9] verwiesen)

2
K, = —— 18
79(0) (s
mit der Lorentzverteilung aus Abschnitt 4.2 g(w = 0). Die Kohérenz r wird damit zu
K.
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Abbildung 9: Der Verlauf von 7, in Abhiingigkeit von der Kopplungsstirke K [9].

Die Abbildungen 10 bis 11 zeigen die zeitlichen Verldufe der Kohérenz r fiir verschiedene Oszilla-
torpopulationen (N = 100 und N = 1000) mit jeweils fiinf unterschiedlichen Kopplungsstirken K.
Als Zeitschrittweite wurde dt = 0, 2 gew#hlt und die Zeit ¢ wird in Einheiten von dt angegeben. Die
Anfangsphasen sind lorentzverteilt und das Kohérenzmafl nimmt von einem von den Anfangsbe-
dingungen abhingigen Wert 7(0) exponentiell zu, bis es um einen stationiren Wert ro, fluktuiert.
Es lisst sich aufgrund der Abbildungen festhalten, dass die Fluktuationen bei einem festen K mit
steigender Populationsgréfie N abnehmen. Auflerdem sieht man, dass fiir N = 100 der Anstieg bis
zum maximalen , um das der Wert fluktuiert, schneller erfolgt als bei NV = 1000. Die Fluktuationen
kommen durch die endlichen Oszillatorpopulationen zustande. Im Kuramoto-Modell wird von ei-
ner unendlich groflen Oszillatoranzahl ausgegangen, weshalb r im stationdren Zustand idealerweise
einen konstanten Wert r., besitzt.

0.9

ol o1 ) il
0.1 ’M ‘ ‘ \W\" }M ’ \A"‘V

t

Abbildung 10: Der zeitliche Verlauf des Kohérenzmafles r fiir eine Oszillatorpopulation von N =
100 und verschiedene Kopplungsstirken K (blau=0,5; griin=1,5; rot=2,0; hellblau=2,5; lila=3,5).
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Abbildung 11: Der zeitliche Verlauf des Kohérenzmafles r fiir eine Oszillatorpopulation von N =
1000 und verschiedene Kopplungsstirken K (blau=0,5; griin=1,5; rot=2,0; hellblau=2,5; lila=3,5).

In den Abbildungen 12 und 13 ist die stationéire Kohérenz r, fiir verschieden grofie Oszillatorpo-
pulationen (N= 100 und N=1000) in Abhiingigkeit von der Kopplungsstirke K aufgetragen. Die
Systeme wurden fiir jeden K-Wert solange entwickelt, bis sie um r, fluktuierten. Anschlieend
wurde die Simulation mehrere Zeitschritte weiterfortgefiihrt und iiber die dort auftretenden Werte
von r gemittelt, um einen Wert fiir ro, zu erhalten. Bei NV = 100 wird {iber ein Ensemble von 100
Durchldufen gemittelt und bei N = 1000 werden zehn Durchgénge ausgefiihrt und anschlieffend
gemittelt, um Schwankungen in den einzelnen Durchgédngen zu kompensieren.

Zuniichst erkennt man anhand der Abbildungen 12 und 13, dass bei steigender Oszillatoranzahl N
sich der roo (K)-Verlauf dem Mean-Field-Fall mit K.=1,99 immer weiter annéhert. Ein Unterschied
zwischem den endlichen Oszillatorpopulationen mit N=100 und N=1000 und dem Mean-Field-Fall
ist, dass beim letzeren das Kohédrenzmaf} r, fir K < K. verschwindet und r., = 0 gilt, aber bei
den endlichen Populationen ist r, # 0, wobei fiir hohere N der Wert von r, in diesem Bereich
abnimmt und sich der Null ndhert. Der Verlauf der Phasenkohérenz liegt im Mean-Field-Fall un-
ter den Verldufen mit endlichen Populationen [9]. Die Erklérung hierfiir ist, dass sich bei einer
unendlichen Population ro, nur asymptotisch dem Wert ro, = 1 néhert, im Falle einer endlichen
Oszillatoranzahl aber ab einer bestimmten Kopplungsstirke vollstindige Synchronistation, d.h.
oo = 1, auftreten kann, da die Frequenzen der Oszillatoren w; sich in einem abgeschlossenen
Intervall [Wmin, Wmax) befinden. Dies kann man fiir N = 1000 in Abbildung 13 beobachten.

16



0.9 . . . . ! !
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1 |

T'oo
T T T T T

Abbildung 12: Der Verlauf von 7, fiir eine Oszillatorpopulation von N = 100 in Abhéngigkeit von
verschiedenen Kopplungsstirken K (rot) sowie zum Vergleich der Mean-Field-Fall mit K. = 1,99
(blau).
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Abbildung 13: Der Verlauf von r, fiir eine Oszillatorpopulation von N=1000 in Abhéngigkeit von
verschiedenen Kopplungsstirken K (rot) sowie zum Vergleich der Mean-Field-Fall mit K. = 1,99
(blau).
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5.2 Das Kuramoto-Modell auf verschiedenen Netzwerktopologien

In diesem Kapitel der Arbeit wird schlieflich das Kuramoto-Modell auf verschiedenen Netzwerkto-
pologien untersucht. Im vorher betrachteten Mean-Field-Fall ist man von einer Jeder-Mit-Jedem-
Kopplung ausgegangen, weshalb noch keine spezifischen Eigenschaften von unterschiedlichen Netz-
werktypen behandelt wurden. Jetzt werden die im dritten Kapitel vorgestellten Netzwerktypen in
Kombination mit dem Kuramoto-Modell benutzt, um die Dynamik von Synchronisationsvorgéngen
auf verschiedensten Topologien zu simulieren. Bei diesen Simulationen sollen aber nur Netzwerke
beriicksichtigt werden, die eine gewisse Ahnlichkeit zu Stromnetzwerken aufweisen und somit eine
gewisse Synchronisationsfihigkeit besitzen.

In den vorher verwendeten Programmen fiir die Erzeugung der Netzwerke wurde eine fiir Strom-
netzwerke entscheidende Tatsache nicht berticksichtigt: Die Verbindung von einzelnen Clustern zu
einem zusammenhingenden Netzwerk. Reale Stromnetze miissen zusammenhéngend sein, d.h. es
exisiteren keine einzelnen Knoten oder Cluster, die vollstéindig von anderen Knoten oder Clustern
isoliert sind, da der elektrische Strom in der Realitdt zu jedem Knoten von der Quelle hinflieen
konnen muss. Fiir Synchronisationsvorgénge ist es ebenfalls entscheidend, dass es keine isolierten
und somit nicht wechselwirkenden Knoten gibt, da es sonst wegen diesen nie zu einer hohen oder
gar vollstdndigen Synchronisation im Netzwerk kommen kann. Es wird deshalb eine modifizierte
Version des Programms verwendet, die ein zusammenhéngendes Netzwerk gewéhrleistet, damit die
erzeugten Netzwerke realen Energienetzwerken niher kommen und die Synchronisation in solchen
Netzen qualitativ besser untersucht werden kann. AuBerdem ist es nun moglich die Anzahl der
Kanten beim Zufallsnetzwerk und beim Minimum-Distanz Netzwerk anzugeben.

Bei allen Simulationen zur Erstellung der ro, (K )-Diagramme wird eine Population von N = 1000
Ostzillatoren betrachtet, wobei insgesamt 5000 Zeitschritte bei einer Schrittweite von d¢ = 0,025
erfolgen. Die Mittelung zur Bestimmung von 7., wird iiber die letzen 1500 Datenpunkte ausgefiihrt
und ein Ensembe von jeweils zehn Durchgéngen gewéhrleistet geringere Schwankungen. Es erfol-
gen insgesamt drei Durchginge dieser Art mit jeweils anderen Netzwerken, die wiederum zum
finalen r..-Diagramm gemittelt werden, um die Fluktuationen nochmals zu minimieren. Bei den
r(t)-Diagrammen werden die ersten 5000 Zeitschritte eines Durchgangs betrachtet, wobei fiir K
fiinf verschiedene Stirken gewéhlt werden, um das Synchronisationsverhalten sichtbar zu machen.
Die Anfangsfrequenzen sind wie im vorherigen Mean-Field-Fall lorentzverteilt.

5.2.1 Zufallsnetzwerk

Als erstes wird ein Zufallsnetzwerk mit N = 1000 Knoten und m = 1350 Kanten erzeugt, dessen
Verldufe von r(t) und von 7 (K) in den Abbildungen 14 und 15 zu sehen sind. Der r(t) Verlauf
von einem Durchgang wurde fiir fiinf verschiedene Kopplungsstirken K € {1,0;2,0;3,0;5,0;7,0}
aufgetragen.

Anhand der Abbildung 14 erkennt man, dass die Stirke der Kopplung keine groflen Auswirkungen
auf die Geschwindigkeit hat, mit der der stationére Zustand erreicht wird. Auflerdem nehmen die
Schwankungen kontinuierlich fiir steigende Kopplungsstiarken ab. Man sieht, dass beim Vergleich
zwischen K = 1,0 (blau) und K = 3,0 (rot) die Fluktuationen beim hoheren K geringer werden,
und, wenn man K = 3,0 nochmals mit K = 5,0 (helllblau) vergleicht, kommt man zu dem
Schluss, dass die Fluktuationen bei noch héherer Kopplung weiter sinken. Die Hohe der Kohérenz
im stationédren Zustand 7., bei dem Lauf mit K = 7,0 liegt am hochsten und ihr Wert betrigt ca.
oo = 0,7.

In Abbildung 15 werden die iiber die drei Durchgéinge mit jeweils zehn Ensembles gemittelten
oo (K)-Werte fiir verschiedenen Kopplungsstirken graphisch aufgetragen. Zwischen K = 0 und 7,0
steigt 7o (K) exponentiell an und nihert sich einem konstanten Wert, der bei ungefiihr ro, = 0,7
liegt. Das Verhalten der Synchronisation stimmt damit gut mit dem r(¢)-Verlauf aus der vorherigen
Abbildung iiberein.
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Abbildung 14: Der zeitliche Verlauf des Kohdrenzmafes r in einem Zufallsnetzwerk fiir eine Oszilla-
torpopulation von N = 1000 und verschiedene Kopplungsstéirken K (blau=1,0; griin=2,0; rot=3,0;
hellblau=5,0; lila=7,0).
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Abbildung 15: Der Verlauf von 7, fiir eine Oszillatorpopulation von N=1000 in einem Zufallsnetz-
werk in Abhéngigkeit von verschiedenen Kopplungsstéirken K.
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5.2.2 Skalenfreies Netzwerk

Es wird ein skalenfreies Netzwerk nach dem Albert-Barabasi-Modell mit N = 1000 Knoten und fiinf
Startknoten erzeugt und wiederum die zeitlichen Kohérenzverldufe und die stationéren Kohérenz-
Werte in den Abbildungen 16 und 17 aufgetragen.

In Abbildung 16 erkennt man, dass die Zeit zum Erreichen von 7., nicht signifikant von K abhéngt,
was schon beim Zufallsnetzwerk zu beobachten war. Das Ansteigen zum stationéren synchronisier-
ten Zustand beim skalenfreien Netzwerk verliduft wie beim vorherigen Zufallsnetzwerk ebenfalls
nach ca. 100 Zeitschritten. In diesem Fall wird wieder bei steigendem K der Wert von r., grofer.
Der 7o (K)-Verlauf in Abbildung 17 zeigt, dass r. anfangs mit steigender Kopplung stark ex-
ponentiell bis circa K=3,0 ansteigt und sich einem 7,,-Wert um 0,5 ndhert. Es ist demnach ein
dhnliches Verhalten wie beim Zufallsnetzwerk zu beobachten, wobei die Kohiirenzwerte im allge-
meinen beim skalenfreien Fall niedriger liegen und der Anstieg zum konstanten Kohédrenz-Wert
deutlich schneller erfolgt als beim Zufallsnetz. Wieder passen die beide Abbildungen zu diesem
Netzwerktyp gut zusammen.
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Abbildung 16: Der zeitliche Verlauf des Kohérenzmafles r in einem skalenfreien Netzwerk fiir eine
Oszillatorpopulation von N = 1000 und verschiedene Kopplungsstirken K (blau=1,0; griin=2,0;
rot=3,0; hellblau=5,0; lila=7,0).

20



055 I I I I I !
05 B e © ° c
0.45 B ° ° -

0.35 L |

0.25 -
0.2 . -
0.15 -
0.1 ¢ -
0.05 -

Abbildung 17: Der Verlauf von r, fiir eine Oszillatorpopulation von N = 1000 in einem skalenfreien
Netzwerk in Abhéingigkeit von verschiedenen Kopplungsstirken K.

5.2.3 Minimum-Distanz Netzwerk

Zum Schluss wird ein Minimum-Distanz Netzwerk mit N = 1000 und m = 1350 Kanten erstellt
und die Ergebnisse sind in den Abbildungen 18 und 19 zu finden.

Der zeitliche Verlauf von der Kohérenz r in Abbildung 18 zeigt, dass keine wirkliche Synchroni-
sation unter den genannten Bedingungen im betrachteten System stattfindet. Dies ist im starken
Kontrast zu den zwei vorherigen Netzwerktypen, die nach kurzer Zeit unter den gleichen Bedin-
gungen synchronisierten.

Mithilfe von Abbildung 19 kann man das unter diesen Bedingungen unerwartete ., (K)-Verhalten
von einem Minimum-Distanz Netzwerk sehen. Zwischen K=0 und K=3,5 steigt die Kohé&renz
an, doch dann kommt es trotz der mehrfachen Mittelungen zu Schwankungen. Nach K=3,5 fillt
die Kohérenz wieder ab, steigt dann wieder auf einen sehr niedrigen Maximalwert von r = 0,08
an und sinkt erneut, wobei die Schwankungen mit hoherem K wieder geringer werden. Weitere
Simulationen mit Verkleinerungen der Schrittweite d¢ bis auf d¢ = 0,01 und Erhchungen der Kopp-
lungsstiarke K bis auf K = 20,0 fiihrten zu den gleichen inkohdrenten Ergebnissen.

Das Minimum-Distanz Netzwerk verhélt sich demnach vollig anders als das Zufalls- und skalenfreie
Netzwerk. Um zu zeigen, dass es dennoch zur Synchronisation in einem solchen Netzwerk kommen
kann, wird statt lorentzveteilten Anfangsfrequenzen w; eine einheitliche Frequenz von w; = 0 fiir
alle Oszillatoren gewéhlt. Die Simulation umfasst N = 1000 Oszillatoren mit m = 1350 Kanten
nach 10000 Zeitschritten mit einer Schrittweite von dt = 0, 2. Es wird nur ein Durchgang aus einem
Ensemble betrachtet und die Mittelung erfolgt {iber die letzen 1500 r-Werte. Man beobachtet, dass
es aufler bei K = 0 bei allen anderen K-Werten zwischen K = 0 und K = 1,0 zur Synchronisa-
tion kommt. Die Kohérenz ist umso hoher, je hoher die Kopplungsstirke K ist. Demnach ist das
Minimum-Distanz Netzwerk synchronisationsfihig im Fall gleicher Eigenfrequenzen.
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Abbildung 18: Der zeitliche Verlauf des Kohérenzmafles r in einem Minimum-Distanz Netzwerk
fiir eine Oszillatorpopulation von N = 1000 und verschiedene Kopplungsstirken K (blau=1,0;
griin=2,0; rot=3,0; hellblau=>5,0; lila=7,0).
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Abbildung 19: Der Verlauf von r, fiir eine Oszillatorpopulatio n N = 1000 in einem Minimum-
Distanz Netzwerk in Abhéngigkeit von verschiedenen Koppl ngss t rken K.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war die Untersuchung des Verlaufs von Synchronisation auf verschiedenen
Netzwerktopologien. Dazu wurde das Kuramoto-Modell zur Beschreibung der Wechselwirkung der
beteiligten Objekte benutzt und verschiedene Netzwerktypen betrachtet. Durch die Einfiihrung
von Groflen, die die Synchronisationsvorgénge qualitativ beschreiben, konnten schliefilich Aussa-
gen iiber die Vorgénge in den jeweiligen Netzwerken gemacht werden.

Im ersten Kapitel wurden die graphen- und netzwerktheoretischen Grundlagen gelegt, indem die
wichtigsten Groflen zur Beschreibung von Netzwerken eingefithrt wurden. Begriffe wie die Adjas-
zenzmatrix und der Knotengrad k spielten im weiteren Verlauf der Arbeit besonders grofie Rollen.
Das zweite Kapitel handelte von drei grundlegenden Netzwerken, dem Zufallsnetzwerk, dem ska-
lenfreien Netzwerk, dem Small World Netzwerk und dem in [4] neu eingefiithrten Minimum-Distanz
Netzwerk. Die Eigenschaften und Standard-Algorithmen nach [2] und [4] zur Erzeugung dieser
Netzwerke wurden kurz vorgestellt. Anschliefend wurde die Knotengradverteilung P(k) von jedem
Netzwerk untersucht und graphisch aufgetragen. Dabei wurden die Unterschiede zwischen dem
skalenfreien und den anderen Netzwerken besonders deutlich.

Im dritten Kapitel wurde das Phénomen der Synchronisation beschrieben und das Kuramoto-
Modell eingefiihrt. Mithilfe der fundamentalen Wechselwirkungsgleichung des Kuramoto-Modells,
das die Synchronisation von einer Population von Oszillatoren beschreibt, konnte nun der Mean-
Field-Fall betrachtet werden. In dieser Jeder-Mit-Jedem-Kopplung wurde der komplexe Ordnungs-
parameter re'® eingefithrt, dessen Betrag als Ma8 fiir die Phasenkohiirenz verwendet wurde.
Kapitel 4 erlduterte zu Beginn knapp die Grundlagen der nachfolgenden Simulationen. Es wurden
die theoretischen Verldufe des Betrags des Ordnungsparameters r(K) vorgestellt und die kritische
Kopplungstidrke K. definiert. Somit konnte zwischen inkohérenten und partiell synchronisierten
Systemen unterschieden werden und im Verlauf ein Phaseniibergang zwischen diesen Systemen
identifiziert werden. Die Simulationen wurden fiir den Mean-Field-Fall mit N = 100 und 1000
Oszillatoren durchgefithrt. Anhand der Simulationsergebnisse war zu erkennen, dass sich mit zu-
nehmender Oszillatoranzahl die r(K)-Verliufe dem Mean-Field-Fall immer mehr anglichen. Die
Unterschiede zwischen Simulation und Theorie waren zum einen, dass der Verlauf aufgrund endli-
cher Ostzillatorpopulationen teilweise stark fluktuierte und zum anderen, dass er hiufig iiber dem
des Mean-Field-Falls lag, was besonders bei N = 1000 zu erkennen war. Die Fluktuationen nahmen
zwar mit zunehmenden N ab, aber gleichzeitig dauerte es ldnger bis die fiir das System maximale
Phasenkohérenz ro, erreicht wurde.

Im néichsten Abschnitt wurde das Kuramoto-Modell auf unterschiedlichen Netzwerktopologien an-
gewendet. Es wurden insgesamt drei Netzwerke, das Zufallsnetzwerk, das skalenfreie Netzwerk
und das Minimum-Distanz Netzwerk, untersucht, wobei ein modifizierter Erzeugungsalgorithmus
angewandt wurde, der gewdhrleistet hat, dass die Netzwerke zusammenhédngend sind. Zusam-
menhéngende Netzwerke sind deshalb entscheidend, da die Synchronisation durch isolierte Knoten
sinkt und somit niedrige Kohédrenzen zu erwarten sind. Auflerdem spielen im Hinblick auf reale
Stromnetzwerke nur solche kiinstlichen Netzwerke, in denen man von jedem Ort zu allen anderen
Orten gelangen kann, ein Rolle. Die Simulationsergebnisse mit NV = 1000 Ostzillatoren von allen
drei Netzwerken zeigten zwar dhnliche 7, (K)-Verldufe bei denen 7o, mit hoher werdender Kopp-
lungsstéirke K bis zu einem maximalen r.,-Wert ansteigt, aber beim Minimum-Distanz Netzwerk
waren besonders bei hohen Kopplungen Unterschiede in Form von grofien Schwankungen zu se-
hen. Der beobachtete Verlauf der Kohérenz im skalenfreien Netzwerk ist auch in [8] zu finden. Bei
dem Mimimum-Distanz Netzwerk mit lorentzverteilten Anfangsfrequenzen fand, wie in dem r(t)-
Verlauf erkennbar ist, keine wirkliche Synchronisation statt und es waren grofie Fluktuationen im
Bereich des vermuteten konstanten (K )-Maximums zu erkennen. Eine Erhéhung der Kopplungs-
stirke zur Verbesserung der Synchronisation oder eine Verkleinerung der Schrittweite d¢ konnte die
anhand der anderen Simulationsergebnisse aufgestellte Hypothese einer Ann&herung an einen sta-
tiondren Zustand und dem damit einhergehenden auftretenden Phaseniibergang weder bestétigen
noch widerlegen. Ein Minimum-Distanz Netzwerk scheint viel komplexer und schwerer synchro-
nisierbar zu sein als die beiden anderen betrachteten Netzwerktypen. Im Fall einer einheitlichen
Eigenfrequenz w; konnte aber eine deutliche Synchronisation bei diesem Netzwerktyp festgestellt
werden. Weitere Untersuchungen miissten nun die komplexen Synchronisationseigenschaften eines
Minimum-Distanz Netzwerks genauer bestimmen.
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Es wurde in dieser Arbeit zwar kein Small World Netzwerk in Verbindung mit dem Kuramoto-
Modell untersucht, aber in [6] erfolgte es und es wurde ein dhnlicher Verlauf im Small World Fall
wie bei den ersten beiden untersuchten Netzwerktypen gefunden.

Eine Anwendung der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit koénnte bei der Erstellung von neuen
Modellen zur Stromnetzabbildung liegen. Ein erster Schritt wurde in [4] mit der Einfithrung des
Minimum-Distanz Netzwerks getan und nun gilt es dieses zu verbessern und weitere Modelle zu
finden, damit sich die Simulation von Stromnetzwerken stetig weiter an die Realitdt annidhert.
Das Synchronisationsverhalten in Stromnetzen mit Verbrauchern und Produzenten besitzt einen
groflen Einfluss auf die Versorgungssicherheit. Nachfolgend kénnte man Simulationen auf weiteren
modifizierten Netzwerken und mit einem modifizierten Kuramoto-Modell wie in [9], das z.B. die
Knoten als Stromproduzenten oder Verbraucher beschreibt, durchfiihren.

Ausblickend kann man sagen, dass das Thema erneuerbare Energien (EE) so aktuell wie nie zuvor
in Deutschland ist und deshalb die Nachfrage nach neuen, zuverlissigen und effektiven Strom-
netzen einen Hohepunkt besitzt. Nachdem 2011 die Bundesregierung aufgrund der Havarie des
Atomkraftwerks Fukushima Daiichi in Folge der Tsunami-Katastrophe in Japan den Ausstieg aus
der Kernkraft beschlossen hat, war das neue Ziel klar: den Ausbau der EE.

Aber es reicht nicht nur die Erzeugung vom sogenannten Okostrom zu fordern und zu erhohen,
sondern man muss gleichzeitig die Stromnetze ausbauen, um den Strom bei Bedarf regional und
teilweise iiberregional verteilen zu kénnen. Die Stromproduktion durch die Hauptsiulen der EE,
Solarzellen und Windkraftanlagen, schwankt sténdig aufgrund wechselnder Wetterbedingungen,
wodurch es umso wichtiger wird, einerseits den Strom bei Bedarf schnell zum Verbraucher mittels
geeigneter Stromleitungen zu transportieren und andererseits bei niedrigem Verbrauch die elek-
trische Energie in irgendeiner Form zu speichern. Dazu will die Bundesregierung zwischen 2013
und 2022 rund 200 Milliarden Euro in die deutsche Stromversorgung investieren, wobei der groéfite
Teil den EE und dem Netzausbau zugute kommt [5]. Man sieht also, dass die Erforschung der
Synchronisation in Netzwerken eine grofle Rolle spielt.
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Anhang

A.1 Runge-Kutta-Verfahren

Das Runge-Kutta-Verfahren erlaubt es Differentialgleichungen erster Ordnung mittels folgender
Formeln zu 16sen und den Verlauf der Losung Stiick fiir Stiick zu erstellen:

y'(x) = f(z) (20)
y(zo0) = ¥o (21)
Yit1 = Yi + %(lﬁ + 2(kg + k3) + ka) (22)
ki = f(z) (23)

ky = f(x + k- dt/2) (24)

ks = f(z + ko - dt/2) (25)

k‘4 = f(l‘ + k’3 . dt) (26)

mit der Schrittweite dt und der Anfangsbedingung yq.
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