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Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist eine nicht-abelsche Eichtheorie und liefert
die nach heutigem Kenntnisstand richtige Beschreibung der starken Wechselwir-
kung. Da sie eine asymptotisch freie Theorie ist, kann sie im Hochenergiebereich
storungstheoretisch behandelt werden. Bei kleineren Impulsiibertragen versagt die
reine Storungstheorie allerdings, da sie in jeder Ordnung die Quarks und Gluo-
nen als freie, asymptotisch detektierbare Teilchen enthilt, was der Beobachtung
des als ,,Confinement® bezeichneten Phénomens widerspricht, dafy diese nur als sehr
kurzlebige Elementaranregungen oder in gebundener Form als stabile Farbsingulett-

Zustande vorliegen.

Einen Versuch, dieses bisher nicht analytisch beschreibbare, komplexe Verhalten
im Infrarotbereich der Theorie zu behandeln, stellt der Vorschlag von M. Stingl
[STT 96] dar, mit Hilfe der in ¢g* nichtanalytischen Massenskala A eine nichtpertur-
bativ erweiterte iterative Losung zu etablieren, die in Kapitel 1 vorgestellt wird. Bei
der Losung des hierbei auftretenden Selbstkonsistenzproblems auf Basis des Dyson-
Schwinger-Integralgleichungssystems wurde im Fall masseloser Fermionen mit Ny =
2 eine eindeutige reelle Losung fiir die zusammenhingenden und 1-Teilchen- irredu-
ziblen Greenschen Funktionen gefunden, die Confinement in dem Sinne zeigt, daf} die

Propagatoren der elementaren Felder einen raumzeitlich kurzreichweitigen (Reich-

weite ~ 1/A) Charakter aufweisen [DRI 97, KUH 97] bzw. [STI 97, DRI 98].

Aufgabe der vorliegenden Arbeit soll es sein, im Rahmen dieser erweiterten
Storungstheorie eine vom Experiment her gesehen besonders wichtige héhere Kor-
relationsfunktion, ndmlich diejenige des hadronischen elektromagnetischen Stromes,
und hierin insbesondere die Rolle der p-Meson-Resonanz zu untersuchen. Eine we-
sentliche Rolle als Vergleichstheorie kommt dabei der in Kapitel 2 vorgestellten semi-
phdnomenologischen SV Z-Summenregel-Methode zu, die durch indirekten Vergleich
eines semi-empirischen Ansatzes fiir die Resonanzregion mit einer durch die Vaku-
umkondensate parametrisierten A?/¢3-Entwicklung der p-Mesonstrom-Korrelations-
funktion I1£7(q) die ,Bestimmung™ der p-Mesonmasse - genauer: deren Korrelierung

mit den experimentellen Daten fiir die Kondensate - erméoglicht.

Die zentrale, bis zur Zwei-Schleifen-Ordnung zu berechnende Groéfie ist die ha-

dronische Vakuumpolarisation des Photons 11*7(q), die identisch ist mit der Korrela-
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tionsfunktion zweier elektromagnetischer Stréme leichter Quarks. Durch eine Vektor-
dominanzargumentation wird 11*"(¢) in direkte Beziehung zu I14”(q) gebracht und

so eine Analyse der p-Mesonresonanz auf Basis der Kenntnis von I1#7(¢) ermoglicht.

Wichtige allgemeine Forderungen an diese Grofle, wie die Erhaltung der pertur-
bativen Ultraviolettdivergenz und vor allem der Masselosigkeit des Photons, wer-
den dadurch garantiert, dal bei der Konstruktion des nichtperturbativ erweiterten
Photon-Vertex in Kapitel 3 die Erfiilllung der Ward-Takahashi-Identitét tiber die
selbstkonsistente Bestimmung mittels der DS-Gleichungen gestellt wird. Diese Stra-
tegie ermoglicht es, die Schleifenberechnung auf der nichtperturbativen Approxima-
tionsstufe r = 1 mit ihrem noch {iberschaubaren algebraischen Komplexitétsgrad
auszufithren. In dem dadurch definierten Rahmen werden erstmals fiir eine einfache,
aber wichtige Vertexfunktion - die hadronische Vakuumpolarisation des Photons
- sowohl die Korrektur der nichtperturbativen nullten Ordnung durch Zweischlei-
fenbeitrage als auch die fithrende quasi-perturbative Korrektur (der Ordnung e?¢?
mit g = starke Kopplung) berechnet. Daf} diese in der Tat das aus allgemeinen
Uberlegungen erhoffte Verhalten aufweisen - die Korrekturen zum Selbstkonsistenz-
verfahren der nullten Ordnung sind klein, und die quasi-perturbative erste Ordnung
vermittelt eine ,,weiche® Niederenergie-Fortsetzung der logarithmisch singularen rein
perturbativen Strahlungskorrekturen - , darf als wesentliches Resultat der vorliegen-
den Arbeit gelten.

In Kapitel 4 werden die Ein-Loop-Resultate fiir die hadronische Vakuumpola-
risation prasentiert und mittels oben genannter Vektordominanzargumentation ein
Vergleich mit der SVZ-Entwicklung angestellt. Deutlich wird an dieser Stelle, daf} es
nicht moéglich ist, aus den Ergebnissen auf die Existenz einer p-Mesonmasse riickzu-
schlieflen, was die Notwendigkeit einer erweiterten Behandlung deutlich macht. Im
Rahmen dieser Arbeit geschieht diese Erweiterung durch Berticksichtigung der schon
genannten Zwei-Loop-Beitrige, die in Kapitel 5 berechnet werden. Es zeigt sich al-
lerdings, dafl diese in der hier behandelten Form noch nicht die im Hinblick auf ein
SV Z-artiges Verfahren wiinschenswerte Korrektur der Ein-Schleifen-Resultate be-
wirken - ein negatives, aber nicht vorhersehbares und wegen der hohen Komplexitat
der Zwei-Schleifen-Rechnung auch nichttriviales Resultat. Auch bei einer durch die
Padé-Fortsetzung in der laufenden Kopplung approximierten unendlichen Teilsum-
mation der Storungsreihe, wie sie zur direkten Erzeugung von Bindungszustianden
notwendig ist, zeigt sich keine Resonanz. Die Resultate weisen in die Richtung, daf3
ein besserer Kompromifl zwischen selbstkonsistenter Dynamik der transversalen Frei-
heitsgrade und Wahrung der Ward- bzw. Slavnov-Taylor-Identitdten wohl erst auf

héherer Stufe der nichtperturbativen globalen Approximation erzielt werden kann.



Kapitel 1

Eine systematisch erweiterte
Storungstheorie

1.1 Die QCD-Storungstheorie

Die Quantenchromodynamik ist die nach heutigem Kenntnisstand richtige quan-
tenfeldtheoretische Beschreibung der starken Wechselwirkung. Sie ist eine SU(N,)-
Yang-Mills-Theorie mit Ny minimal angekoppelten Quark-Flavours, die im euklidi-
schen Kontinuum definiert ist durch die Lagrangedichte [BEL 91, MUT 87]:

Lole) = GG ()

—I—Q%(WAZL(:E))Z 4 (0" Xa(2))[0"00y + go fape A" (2)]xs()

+ 2 (@) = id 87+ m 8 4 g Ty AL [l (e) - (L1)
f=1
mit G (2) = P AX(2) — 0" A(e) + gofuc AL AX() . (12)
Im Pfadintegralformalismus lassen sich aus dem erzeugenden Funktional
ZelJ,¢ i) = [ DADNDYDDS
exp{ = [ dte(Lp+ AU @) + ()0 (0) + Xae)a(o)

+ 3 (Gt () + in)) )| (13

durch funktionales Ableiten nach den Quellen die Greenschen Funktionen definie-
ren [YND 93]. Von diesen gelangt man mittels einer Reduzibilitdtsanalyse zu den
zusammenhangenden, amputierten und 1-Teilchen-irreduziblen Greensfunktionen,
die auch als (,eigentliche*) Vertex-Funktionen 'y bezeichnet werden. Fiir die QCD

5
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erhdlt man folgenden Satz oberflichlich divergenter Vertizes (Basisvertizes):

Fsdiv = {FVV7FFF7FG(¥7F3V7FFFV7FGGV7F4V} . (14)

Entsprechend der gewéhlten Reihenfolge gelten folgende Bezeichnungen:
{Tyv,Tppr, Tgat sind die Selbstenergien des Gluon-, Quark- bzw. Geistfeldes und
{Tsv,lrrv, Caav, Lav } der Drei-Gluon-, der Quark-Gluon-, der Geist-Gluon- und
der Vier-Gluon-Vertex.

Alle iibrigen Vertexfunktionen sind oberflachlich konvergent und lassen sich in Ab-
hangigkeit von den Basisvertizes durch Skelettgraphenentwicklungen darstellen. Die
Dynamik der Theorie kann durch die Dyson-Schwinger(DS)-Gleichungen [DS 49]
beschrieben werden. Diese sind ein unendliches, hierarchisches System gekoppelter
Integro- Differentialgleichungen:

Py =TV 4+ g20x [Ia,. .., Dvyal, (1.5)

wobei ®x das DS-Funktional im Impulsraum und die nackten Vertizes Fg\?)pert die
nullte stérungstheoretische Ordnung bezeichnen. Die iibliche Stérungstheorie erhélt
man als Potenzreihe im Quadrat der Kopplung durch Iteration von ®x um die

perturbative nullte Ordnung:

Iy = lim ppeert (1.6)
Fg\];)pert _ pert_l_ Z 2pF pert (17)

Die Schleifenintegrale im DS-Funktional ®x bilden UV-Divergenzen aus, die dimen-
sionell regularisiert werden kénnen durch Verringerung der Anzahl der Raum-Zeit-
Dimensionen 4 — D = 4—2¢. Hierdurch wird die nackte Kopplung dimensionsbhehaf-
tet: go — gorg mit einer willkiirlichen, aber festen Massenskala 14. Die Beseitigung
der Divergenzen geschieht im Rahmen eines Renormierungsprozesses, bei dem u.a.
die nackte Kopplung durch eine renormierte ersetzt wird. Im M S-Schema ist diese

Ersetzung gegeben durch:

9o ve" = (I Zu(g*(v);e) (1.8)

mit der Renormierungskonstanten auf Ein-Loop-Niveau:

2
1

Zl)e) =1 LWL oy 1.9

(9°(v);e) (47T)2550+ (9") (1.9)
Hierbei bezeichnet 1 5

den ersten Koeffizienten der -Funktion

(1.11)
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die im dimensionellen Regularisierungsschema die folgende Gestalt besitzt [THO 73]:

Blg(v),e) = —g(v) (e + fo (%)2 + b1 (%)4 + 0(96)) : (1.12)

Unter Ausnutzung der Unabhéngigkeit der nackten Kopplung gy von der Renormie-

rungsskala v gelangt man zu einer Integraldarstellung der Renormierungskonstanten

Ly
o do’
Za(Oé,a’f) = exp (—/0 W) (113)

mit o = %‘ Durch Abspaltung des in ¢ = 0 regularen Anteils
! ! + epalc,€) it (0,e)=0 (1.14)
= epa(a’se)  mit p,(0,¢) = :
dref(o/) + o Amef(0) + o/ P P
ergibt sich:
4 o .
Zola,e) = Zm;;;%exp (—5/0 do/,oa(o/,e)) =0 . (1.15)

Die Differenz zwischen dem in erster Ordnung divergenten perturbativen 7, (1.9)
und dem fiir ¢ = 0 verschwindenden exakten Z, (1.15) ist von der Ordnung o?
und wird durch die nachsthohere Ordnung in o korrigiert [COL 84]. Bei unendlicher
Aufsummation der Stérungsreihe verschwindet die Differenz zwischen perturbativer
und exakter Renormierungskonstante. Dieses bedeutet, dafl die auftretenden Diver-

genzen bei endlicher Stérungsordnung keine Divergenzen der exakten Theorie sind.

1.2 Die spontane Massenskala A

Im Kontext der Kopplungsrenormierung wird durch dimensionelle Transmutation
die renormierungsgruppeninvariante Massenskala A = Agep eingefithrt. In einer
masselosen Theorie ist diese der einzige fundamentale, dimensionsbehaftete Para-
meter und skaliert renormierungsgruppeninvariante Gréflen mit Massendimension

wie beispielsweise das Gluon-Kondensat:
Q] : GG Q) o< AT (1.16)

Aus einer Analyse der Renormierungsgruppengleichung fiir A ergibt sich:

AN (g(v),v) = vPexp (—Z/gf(y) 668//)) (1.17)

: LR :
= v exp (_ﬁo (g(l/)) (14+O(g ))) . (1.18)
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Dieser Gleichung entnimmt man, daf die Potenzreihenentwicklung von A in ¢ iden-
tisch verschwindet mit dem Konvergenzkreis R = 0.

A héngt tiber die frei wéhlbare Grenze ¢, sowie iiber die héheren Betafunktions-
Koeffizienten f,, mit n > 2 vom Renormierungsschema ab und ist erst auf Zwei-
Loop-Niveau bestimmbar. Man kann der Literatur [SCH 96] folgenden gemittelten
Wert fiir A im M S-Schema entnehmen:

AME, ~ 287(£31)MeV . (1.19)

Im Hochenergiebereich findet man durch Losung der RG-Differentialgleichung schlief3-
lich als Darstellung fiir die effektive Kopplung:

7*(Q%) (4#)22 fiir i > 1. (1.20)
Q A?
Boln F

Fir o > 0 (Np < 16) verschwindet diese fiir grofie Impulsskalen bzw. kleine

Abstande, was als asymptotische Freiheit bezeichnet wird.

1.3 Die Systematik der

nicht-perturbativen Erweiterung

Dieser Arbeit zugrunde liegt der Gedanke, dafl die Vertizes I'y -iiber die invers-
logarithmische Abhdngigkeit (1.20) hinaus, die lediglich eine Reparametrisierung der
Storungsreihe darstellt- eine ,echt nichtperturbative® von A besitzen, die aufgrund
der nichtanalytischen Kopplungsabhangigkeit von A (1.18) durch eine stérungstheo-
retische Entwicklung nicht erfafit werden, wohl aber durch rationale Approximanten
in A wiedergegeben werden kann. Dieses wird als Ursache dafiir angenommen, daf3
die Storungstheorie, die zwar ein bewédhrtes Verfahren fiir Prozesse in der QCD
bei hinreichend groflen Energien darstellt, in jeder endlichen Ordnung hingegen die
Quarks und Gluonen als die freien Teilchen der Theorie besitzt. Dieses widerspricht
dem experimentellen Befund, dafl diese nur in gebundener Form als Hadronen be-
obachtet werden. Als Indiz hierfiir mag angefithrt werden, dafl die Berechnung von
Mesonmassen mittels der im folgenden Kapitel vorzustellenden QCD-Summenregeln
basiert auf nichtverschwindenden Vakuumerwartungswerten wie beispielsweise obi-
gem Gluon-Kondensat (1.16).

Ziel dieses Abschnitts ist es, [STI 96] folgend die systematisch erweiterte Storungs-
theorie vorzustellen, die eine solche A-Abhéangigkeit in den Approximanten der Ver-
texfunktionen ansetzt und ein Selbstkonsistenzverfahren hierfiir mittels der Dyson-

Schwinger-Gleichungen auf Basis des g%—Mechanismus formuliert.

Die Vertexfunktionen werden, wie in der iiblichen Stérungstheorie, in eine formale

Potenzreihe in ¢*(v) entwickelt. Diese semikonvergente Entwicklung ist moglich,
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da die skalenabhangige, renormierte Kopplung ¢(v) fiir alle Skalen » hinreichend
klein ist. Wie sowohl phdnomenologische Arbeiten [SS 96] als auch Gitterrechnungen
[LUE 94] zeigen, ist o auch fiir kleine Skalen hinreichend klein. Die Koeffizienten
dieser Entwicklung hdngen jedoch polynomial bzw. rational von der RG-invarianten
Massenskala A ab, die, obwohl sie iiber (1.18) mit g(v) verkniipft ist, formal als

unabhéngiger Parameter behandelt wird.

Die systematische Entwicklung der erweiterten Stérungstheorie formuliert man

als Doppelsequenz:

Py({p}ig(v)iv) = lim lim TR ({p:g(v)iv) (1.21)
P g0 = TR A + 3 0P T (kA (1.2

{p} steht fiir samtliche Impulsabhangigkeiten, der Index p zdhlt die Potenz der
Kopplung und der Index r bezeichnet den Grad der rationalen Approximationsstufe
in A.

Man formuliert folgende physikalischen Randbedingungen fiir die nichtperturbativ

erweiterten Ansatze:

Im formalen Limes A — 0 fiir g* > 0 (,,perturbativer Limes“), der sinnvoll ist, da A
fiir g — 0 aufgrund seiner nichtanalytischen Kopplungsabhingigkeit schneller
als jede Potenz von ¢? verschwindet, miissen die nichtperturbativ erweiterten

Vertexansatze in ihre storungstheoretische Form iibergehen:
PR ({pk A = 050) = TR ({pliv) (1.23)

Beim Hochskalieren aller &ufleren Impulse sollen die nichtperturbativen Vertex-
ansétze der Ordnung p = 0 in die entsprechenden perturbativen Groflen iiber-

gehen (,naive“ asymptotische Freiheit):
Ol A) — TP ({Ap}) fiir A = 00 . (1.24)

Fiir p > 0 ist die asymptotische Freiheit durch Verschwinden der laufenden
Kopplung

7 (Q*) — 0 fir = — o0 (1.25)
sichergestellt (siehe auch (1.20)).

Die Impulsabhéngigkeit der FEQP] soll den Divergenzgrad im Vergleich zur Stérungs-

theorie nicht erhdhen.

Diese physikalischen Randbedingungen schranken die Struktur der Ansétze erheb-
lich ein, da die Erhaltung der perturbativen Renormierbarkeit und die Globalitét
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der Approximation im Impuls -denn die Approximanten sollen in Schleifenintegralen
iiber den gesamten Impulsraum verwendbar sein- eine rationale Impulsabhéngigkeit
und damit auch eine rationale A-Abhangigkeit der nichtperturbativ erweiterten Ver-

texansatze erfordern.

1.4 Der DS-Selbstkonsistenzmechanismus

Die explizite Gestalt der rationalen Approximanten fiir die einzelnen Vertizes wird
im folgenden Abschnitt angegeben werden. Zuvor soll der Selbstkonsistenzmecha-
nismus der Approximantenfolge (1.22) auf Basis der Dyson-Schwinger-Gleichungen
dargestellt werden. In niedrigster perturbativer Ordnung ergibt sich im ersten Ite-

rationsschritt aus (1.5) fiir beliebige Stufe r die Approximation:

9o 2(1) Pl _pbol _ p@pert | o2
o) en [V =TT R O ) e+ 1) - (126)
R,v

Mit e(r + 1) ist der Fehler bezeichnet, der sich aus der endlichen globalen Approxi-
mationsstufe r ergibt und sich nicht wie der Fehler der perturbativen Entwicklung
O(g*(v)) durch einen ,kleinen® Parameter abschétzen 1a8t. Die Gleichung kann nur
an einer endlichen Anzahl von Impulsstiitzstellen erfiillt werden. Diese . Vergleichs-
daten® sind bei rationalen Approximanten grundséitzlich frei wahlbar. In [KUH 97]
und [DRI 97] sind als Vergleichsdaten die Polstellen und Residuen der nichtperturba-
tiven Vertexfunktionen gewahlt worden und sind somit durch die nichtperturbative

Approximation festgelegt.

Die modifizierten Vertexfunktionen héherer, perturbativer Ordnung FEQ’p > erhalt
man durch Iteration um FEQ’O]. In dieser Arbeit werden daher die FEQ’O] als ,,neue
Feynman-Regeln® der Theorie aufgefafit, mit denen sich physikalische Mefigréfien
wie beispielsweise der hadronische Anteil der Vakuumpolarisation des Photons be-

rechnen lassen.

Die Bestimmung der FEQ’O] erfolgt geméfB (1.26) durch explizite Berechnung der
Schleifenintegrale der Dyson-Schwinger-Funktionale im dimensionellen Renormie-
rungsschema. Offenbar ist eine Selbstkonsistenz nur dann moglich, wenn diese Schlei-

g0

fenintegrale den Vorfaktor (H) : des DS-Funktionals ® 5 kompensieren und so Terme

der Ordnung ¢° ausbilden.
Dieses geschieht nach [STI 96] dadurch, daff zunéchst divergente nichtperturbati-

ve Beitrage in @ tatsichlich kopplungs- und divergenzfrei werden (, g%—Mechanismus“).
Voraussetzung ist, dafl die Schleifenintegrale zusatzlich zur Divergenz o é den Fak-
tor (A /1)~ > produzieren. Folglich bilden Terme der linken Seite in Gleichung (1.26),

die einen Beitrag in ¢° liefern, den Faktor

- () L(2) -
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aus. Mittels elementarer Umformungen erhilt man aus (1.18)

(%)_ ) = ao(éllj) exp (/:(y) Wojl)—l—o/) (1.28)

und schliefilich unter Ausnutzung der Integraldarstellung der Renormierungskon-

stanten (1.13): " o
aq oty o
11(e) = = exp (/ pemr a,) . (1.29)

l(e) ist exakt kopplungsunabhéngig und, wie man durch Abspaltung des in ¢ = 0

reguléren Beitrags sieht, fiir ¢ — 0 endlich:

o dre [ Bo ( /al , , )
I = — da'p (o,
() Are dre /By + oy KPR 0 o'pala,e)
- 1
e da po(0,e) =0 . (1.30)

Bo’
Man unterscheidet demnach drei Beitrédge in den Loésungen der Schleifenintegrale

des DS-Funktionals (g—°)2 Dy

4am

Die nichtperturbativen Divergenzen sind dadurch gekennzeichnet, dafl sie im ,,per-

turbativen® Limes A — 0 verschwinden. Diese modifizieren mittels des oben

1

beschriebenen g—Q—Mechanismus“ die nullte Ordnung der Vertexfunktionen

Tk,

Die perturbativen Divergenzen, auf die infolge der Randbedingung (1.23) dieser
exakte Mechanismus nicht angewendet werden darf, bleiben auch im Limes
A — 0 als solche erhalten und werden stérungstheoretisch renormiert. Der
Grund dafiir ist, daf die in allen Ordnungen aufsummierte nackte Kopplung
go ¢ ist (siehe (1.13)) und somit die I-Divergenz kompensiert. Wendet man
diesen exakten Mechanismus jedoch auf die gesamte Theorie an, verschwinden
alle Greens-Funktionen mit mehr als zwei dufleren Beinen. Nach [THO 73]
darf go im perturbativen Rahmen nur in Form seiner Potenzreihe in ¢ mit fiir
¢ — 0 divergenten Koeffizienten behandelt werden, und diese Einschrankung
iibertragt sich auf die erweiterte Theorie wegen der , perturbativen Randbe-

dingung® (1.23).

Die fiir ¢ — 0 endlichen Anteile liefern einen Beitrag in erster Kopplungsordnung
g*(v), d.h. in der Notation von Gleichung (1.22) die Funktionen FEQ’I).

Zur selbstkonsistenten Modifikation der nullten Ordnung FEQ’O] miissen die DS-Integrale

demnach nichtperturbative Divergenzen ausbilden, was nur im Falle der oberflachlich
divergenten Vertexfunktionen (1.4) geschieht.
Diese Selbstkonsistenzbedingung entkoppelt das unendlich hierarchische DS- Glei-

chungssystem und definiert ein endliches Selbstkonsistenz-Gleichungssystem, be-

schrankt auf die sieben Basisvertizes.
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1.5 Anséitze fiir die nichtperturbativ modifizier-

ten Basisvertizes

In [DRI 97] findet man eine vollstdndige Losung des Selbstkonsistenzproblems auf
Ein-Schleifen-Niveau in Landau-Eichung fiir die erste Stufe der rationalen Appro-
ximation (r = 1) mit verschwindenden Fermionmassen (m sy = 0). In [KUH 97]
wird der Fermionsektor des Selbstkonsistenzproblems in beliebiger Stufe r der ra-
tionalen Approximation mit nichtverschwindenden Fermionmassen (s > 0) in
Landau-Eichung behandelt, wobei die Auswertung des algebraischen Koeffizienten-

Gleichungssystems fiir r = 1 erfolgt.

Diese Arbeit wird sich wie [DRI 97] im wesentlichen auf die erste Stufe der ratio-
nalen Approximation (r = 1) beschranken und die Fermionen als masselos (m ) = 0)
annehmen, so daf} in den Ansatzen samtliche nichtperturbativen Massenskalen pro-

portional zu A sind.

In diesem Abschnitt werden, wie in [STI 96] vorgeschlagen, die rationalen Ap-
proximanten des Gluon-Propagators, des Drei-Gluon- und des Quark-Gluon-Vertex
in Stufe » = 1 und die des Fermion-Propagators fiir beliebiges r formuliert. Fir
den Vier-Gluon-Vertex in Stufe r = 1 wird aufgrund seiner komplizierten Gestalt
auf [DRI 97] verwiesen. Der Geist-Sektor erfahrt aufgrund der Divergenzstruktur
in Landau-Eichung auf Ein-Schleifen-Niveau in nullter perturbativer Ordnung keine
nichtperturbativen Modifikationen [DRI 97].

1.5.1 Der Fermion-Propagator

Die Propagatoren mit ungeradem Approximationsgrad r und paarweise komplex-
konjugierten Propagatorpolen beschreiben bei geeigneter Parameterwahl im Gegen-
satz zu Polen bei reellen zeitartigen Impulsquadraten keine massiven Teilchenpole,
sondern intrinsisch kurzlebige Elementaranregungen von Teilchen und Antiteilchen
und entsprechen so der Forderung nach ,,Confinement“ [STT 96].

Der Fermion-Propagator (Flavour f) schreibt sich auf der Stufe r der rationalen

Approximation im euklidischen Impulsraum

[r,0]

r

H (¥ + ’fgz)s)

_ s=1
= o (1.31)

IT &+l +sd))

s=1
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(r+1)/2 AW AW
_ Z ( r,i+ ) T rt— ) (132)

=\ +eY Rl

mit den Residuen:

Ai,f;)i =res,_ o), (S([?)O]) ) (1.33)

Die Fermion-Selbstenergie oder der Zweipunkt-Fermion-Vertex ist das Negativinver-

se des Fermion-Propagators:

m )’
_FFF ( ) % + /irl + Z 2 et ) (134)
s=1 % + 7’25)
fir r = 1,3,5,... mit /ii,ﬁ),/ii,g),/ii,g € R und /ii,f;)s_l_Q = /ii,g)s*,/igz)s_l_?) = /ii,f;)s_l_l* fiir
s=2,4,...,r — 1 sowie /ii,f;)_l_ = /ii,f;)_ .

Der Zusammenhang zwischen den konjugiert-komplexen und den rellen Parametern

ist:
U2 5 4D
H (_lir,% + /ir,s—l—)(_/ir,% + /ir,s—)
P S— firt=1,...,r , (135
H (—/ff«f;)t + ’fgz)s)
o
und es gilt:
r (r+1)/2
EAED D S AN (1.36)
= s=1

Im folgenden wird, soweit keine Mifiverstandnisse moglich sind, der Flavour-Index
(f) weggelassen. Da Fermionmassen vernachléssigt werden, konnen alle massenarti-

gen Koeffizienten als proportional zu A angesetzt werden:

Krlf2 — Wr,l/zA >
/43373 = w,3M? mitw,; ER . (1.37)

Im Falle der ersten Stufe der rationalen Approximation werden, soweit keine Ver-
wechslung moglich ist, die Indizes r = 1 und p = 0 weggelassen. In r = 1 stellt sich

der Fermion-Propagator damit dar als

(# + ro)

O e e (158
oA, A
= S + P (1.39)
mit
A, = M7 4= TR (1.40)

Ko — Ry Ry — K-
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Als Beziehung fiir die Quadrate der Polstellen erhdlt man in r = 1:

1 : 1
/{i = 5(/{% + lig) — /43:2)) + Z(lil + /iz)\//i% - Z(’il - K2)2 . (141)

Folglich schreibt sich die ,,Confinement“-Bedingung, die gekennzeichnet ist durch

einen nichtverschwindenden Imaginarteil:

1
K1+ Ky #0 und k3 > Z(/ﬁ —rg)® . (1.42)

1.5.2 Der Gluon-Propagator

In Landau-Eichung besitzt der Gluon-Propagator eine transversale Lorentz- Tensor-

struktur 1:

D" (k) = ~nAnnann
k
= t"(KYDr(k? it t* (k) = o* R 1.43
= t(k)Dr(k7)  mit (k) =" — —5— (1.43)
und fir r = 1 ist
k2 + UQA2
Dr(k*) =
(k) (k2 + uyg A2) (k% + u_A?)
By B_
= 1.44
L ua A R u A2 (144)
mit Uy — U Uy — U
By=—%* B =% < (1.45)
U_ — u_|_ u_|_ — U_

Fiir die komplex-konjugierten Polstellen in Abhéngigkeit von den reellen Parametern

erhalt man:

1 , 1
U4 = §(U1 + UQ) + Z\/Ug — Z(ul — UQ)2 . (146)
Demnach lautet die gluonische ,,Confinement“-Bedingung:
1
Uz > Z(ul — UQ)2 . (147)

Die Gluon-Selbstenergie ist ebenfalls transversal:

PYv (k) = " (k)Tvv, (K) (1.48)
: A?
mit — FVVT(]CQ) == kz + U1A2 + U3A2m . (149)

Dieser ist im Gegensatz zu dem in [GRI 78] vorgeschlagenen und in [HAB 90] verwendeten
spezielleren Gluon-Propagator fiir us # 0 infrarot-endlich, was von Gitterrechnungen in Landau-

Eichung [MAR 94, GUT 96] bestatigt wird.
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1.5.3 Der Drei-Gluon-Vertex

Die aus technischen Griinden notwendige Vereinfachung des Vier-Gluon-Vertex er-
fordert aus Konsistenzgriinden, dafl wie in der Stérungstheorie angenommen wird,
dafB die Dyson-Schwinger-Gleichungen fiir den Drei-Gluon-Vertex keine Divergenzen

proportional zur symmetrischen Strukturkonstanten d,;. ausbilden [DRI 97, STT 97]:
Pavipe = ifapelav™” (1.50)

Das DS-Selbstkonsistenzsystem ist insofern noch reduziert [STI 96], als in allen &ufle-
ren Beinen transversal projiziert wird, denn die Landau-Eichung ermoéglicht es, ein
geschlossenes DS-Gleichungssystem mit nur transversalen Gluonamplituden aufzu-
stellen. Diese Transversalprojektion bzw. die Projektion durch den transversalen
Gluon-Propagator iiberleben vier unabhéngige Lorentz-Tensorstrukturen. Zudem
werden die Tensoren unterdriickt, die im DS-Funktional des Vier-Gluon-Vertex im-
pulsabhéangige Tensorstrukturen liefern [DRI 97]:

P2
1)
1

141

Dy, 27 (p1, p2, p3) =
3
P3

= 1 (po )82 (p2 )1 (ps) - (M“Q (p1 = p2)"*Fo(pi. p2i p3)

+6"2% (py — ps ) Fo(p3, p3; pi) + 6" (ps — pl)“Qfo(pﬁapf;pﬁ)) (1.51)
mit

Fol(p3.p3;pt) =
A2 A2 A2 A2 A2
1 -
T (P% + upA? * P35+ U2A2) " sz% + uaA? p3 4 uy A2 * xSP% + upA?
A2 A2 A2 A2 A2 A2
2 ;T 2| T ¥ 2 2 2 2 2
p3 + usA 5+ uz A P+ uaA® ps 4+ uaA? p3 4 us A
(1.52)

-|-51?4p% A2

Hierbei ist nicht das allgemeinste Nennerpolynom in p?, p5, p3 gewahlt worden, son-
dern diese Approximante mit beim Umschreiben auf einen Hauptnenner faktori-
sierendem Nenner, um DS-Selbstkonsistenz zu erméglichen. Ein allgemeiner, die
Bosesymmetrie-Forderung erfiillender, vollstandiger Ansatz ist in [BC 80] formu-
liert.
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1.5.4 Der Quark-Gluon-Vertex

Aufgrund der globalen Fichinvarianz besitzt die nichtperturbative Approximante
die gleiche Farbtensorstruktur wie das stérungstheoretische Pendant. In Landau-
Eichung, in der das einlaufende Gluonbein transversal projiziert wird, setzt man

an:

F%%VTZ(pv k,p') =

1 1112
= (5M) PRI ) (153)

Nach [BER 68] besteht die allgemeinste Lorentz-Struktur aus 12 matrixwertigen
Vektoren, von denen 8 die Transversalprojektion beziiglich des Gluonbeins iiberleben

[BC 80]:

FlI/TFVT (pv k, p/) =

l/_l_ A l/_l_ v _I_ A v A _I_ v A2
zZ —_— zZ Z —_———
7 ! ,¢+/<:27 7,;/5’+/<:2 p +/<:27,¢’+/<:2 3 k? 4+ uyA?
A A A2 A A A2
+24 S + 25 ~Y
(;/5 + Ko ,¢’+/<:2) k2 + usA? P+ r2 P4 k2 k? 4 ugA?

(1.54)

Hierbei ist die Impulsstruktur weiter eingeschrankt durch die Forderung, daff die
Schleifenintegrale keine nichtperturbativen Divergenzen ausbilden, welche einen hoher-

en Divergenzgrad als die perturbativen besitzen.

1.6 Losung der Selbstkonsistenzgleichungen

Nach Ausfithrung der Schleifenintegrale der DS-Funktionale erhalt man durch die
Selbstkonsistenzforderung ein gekoppeltes algebraisches Gleichungssystem fiir die
Ansatzparameter der im letzten Abschnitt vorgestellten Basisvertizes wu;,w;, z;, z;,

und der Parameter (; des Vier-Gluonen-Vertex.

Neben der Formulierung der DS-Gleichungen finden sich Details dieser Rech-
nungen? insbesondere fiir den Drei-Gluonen- und Vier-Gluonen-Vertex in [DRI 97],
[STI 97], [DRI 98] und fiir den gesamten Fermionsektor inklusive nichtverschwinden-

der Fermionmassen in beliebiger Stufe r der rationalen Approximation in [KUH 97].

2Ein Losungsversuch mittels vereinfachender Annahmen ist zuvor von [KOE 90, REU 89,
WIG 89] unternommen worden.
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Das gekoppelte Parametergleichungssystem ,,entkoppelt® insofern, als daf} das
Gleichungssystem des Vier-Gluon-Vertex nur iiber zwei Parameterkombinationen
71, Zy der siebzehn Vier-Gluon-Parameter (i,... (17 an den Drei-Gluon-Vertex ge-
koppelt ist. Das entkoppelte Gleichungssystem des Vier-Gluon-Vertex ist linear, aber
tiberbestimmt und wird durch Minimierung der Summe der Fehlerquadrate gelost.
Das Gleichungssystem der restlichen Vertizes ist nichtlinear und unterbestimmt. Zur
Fixierung der Losung werden Nebenbedingungen hinzugenommen. In [DRI 97] ge-
schieht dies durch Hinzunahme der Bewegungsgleichungskondensate, was die bei
héheren r systematisch erweiterbare Methode darstellen diirfte *. In [KUH 97] wird
eine zusétzliche Gleichung herangezogen, die aus der Slavnov-Taylor-Identitét fiir

den Quark-Gluon-Vertex folgt.

« 4

Als Folge des Mechanismus der . kompensierenden Pole “ * entstehen im Rahmen

der nichtperturbativen Erweiterung stellenweise auch Divergenzen, die im Limes
A — 0 nicht verschwinden. Diese werden als Defektterme bezeichnet und als Stérung
der perturbativen Divergenz behandelt. Eine Korrektur dieser Defektterme, die fiir
r =1 in der GroBenordnung der Parameter selbst liegen, ist erst bei einer vollstandi-
gen Losung des SK-Problems in einer héheren Stufe der rationalen Approximation

zu erwarten; bei niedrigem r stellen sie unvermeidliche Approximationsfehler dar.

Beispielsweise erhélt man aus der DS-Gleichung des Fermion-Propagators
—_— = . — (govg)? (1.55)

die Parameter-Selbstkonsistenzgleichungen

Powr = 4wy —4z

60&)3 = 4&)121 — 422 (156)

und aus der DS-Gleichung des Quark-Gluon-Vertex

-

3siehe diesbeziiglich auch [STR 96]
Fiir eine detaillierte Beschreibung siehe [KUH 97, FRO 96].
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+ (gov5)* + (90v%5)

(1.57)
die Parameter-Selbstkonsistenzgleichungen:
3 9 9
UsZy = —U321T3 — —24T
0U3Z4 qUaF1Ts = Eals
9 9
Bouzzs = ZquS - 123904
3 9 9
U3z = —U3Z] — —24X
0uU3Z1 U — A
3 9 s, 9 5 15
UswsZy = —UsWszy — —U3Zy — —W3T1Z2
0U3W3Z2 qUaWas T JUssy — S WaliZs
+Zw3$325 + NF§W3Z3Z5
3 9 9 15
Uswsz) = —UsWsZ) — —U32122 — —W3T12
0U3W321 qUBWasL = JUsZiZy = W3l
5 2
—|—ZW3$324 + NF§W32324 . (158)

Man beobachtet, dafl das gesamte Gleichungssystem skalierbar ist. Neben den Vertex-
Parametern wird auch die Massenskala A reskaliert. Die Ursache fiir diese nichttrivia-
le Reskalierung liegt in der Schemaunabhéngigkeit des Selbstkonsistenzmechanismus
fiir die nullte Ordnung begriindet. Als Skalierungsparameter wird der Drei-Gluon-
Parameter x; # 0 gew&hlt. Da x; = 0 in die triviale und somit perturbative Lésung
fithrt, schrankt diese Wahl den Lésungsraum nicht ein. Fiir 2; > 0 findet man:

2 2
! ;U2 ;U3
Uy = —, Uy = —, Uz = —,
1 1 X7
Lo T3 T4 Is
/ / / /
=1, Ty = — Th = — T, = — Tp = —
2 3 ’ 4 27 5 3
X X X X
1 1 1 1
g b g b
1 — ” 27 20
W = “i Wl = 2 w/_(“)3
1 — ) 2 — ) 3=
VAL V1 T
1 P Z9 P Z3 P Z4 P Z5
1 = Zog = — By = —, Z4— 3y f5 — 5
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Andert man das Vorzeichen des Skalierungsparameters 1 < 0, ergibt sich ein leicht
anderes Skalierungsverhalten der fermionischen Parameter. Diese Losung wird im

spateren allerdings verworfen.
Als Freiheit bestehen bleibt, dafl mit der Parametersatz-Losung

/ / / / / / / / / / / / / (160)
ul,uz,u3,w1,w2,w3,x2,...,:1;5,21,22,23,24,25 .

auch der ,gespiegelte” Parametersatz

L N N TRt A A A A Y S (161)
u17u27u37 wlv wz,w3,x2,...,x5, 217227237 24725 .

eine Losung des SK-Problems darstellt.
Das Spektrum der numerisch méglichen Losungen 18t sich mittels der reskalier-

ten Propagatorpolstellen drei physikalisch unterschiedlichen Situationen zuordnen

1 .
ul, = §(u’1 + uy) £ z\/C: (1.62)

mit der gluonischen Diskriminanten
Cyi=uhy — —(u) — ub)? (1.63)
und

1 .
wy = 5(@1 +wh) +4,/C;  bzw.
1 .
4 = Ll ) - (] i (161)
mit der fermionischen Diskriminanten
1

Cri=wh — Z(wi — w;)Q ) (1.65)

Sind die Diskriminaten C, und C; positiv, dann besitzen die entsprechenden Polstel-
len w/y und W} * nichtverschwindende Imaginirteile und beschreiben kurzlebige

Elementaranregungen (,Confinement®).
Im Falle negativer Diskriminanten sind die Polstellen reell. Zu unterscheiden sind:

Eine Polstelle bei negativem euklidischen, d.h. zeitartigem Minkowskischen
Impulsquadrat: Der entsprechende Propagator beschreibt ein physikali-
sches, asymptotisch detektierbares Teilchen. Dieses widerspricht der ex-
perimentellen Beobachtung des ,Confinement“, stellt aber eine legitime

Loésung des Gleichungssystems dar.
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Eine Polstelle bei positivem euklidischen, d.h. raumartigem Minkowskischen
Impulsquadrat: Der entsprechende Propagator beschreibt ein unphysi-
kalisches Teilchen (Tachyon), ein Teilchen mit imaginidrer Masse. Je-
de Losung, die mindestens eine solche negativ-reelle Propagatorposition
enthalt, wird als unphysikalisch eingestuft.

Bei der Untersuchung des Parameter-Losungsraums beobachtet man, dafl im Falle
eines negativen Vorzeichens des Skalierungsparamters x; < 0 sowohl fiir Ny = 2 als
auch fiir Ny = 6 alle fiir w} gefundenen Loésungen komplex sind und so zu unphysi-
kalischen euklidischen Teilchenpolen fithren. Diese Lésung wird daher verworfen.
Im Bereich 0.3 < w] < 1.2 bzw. fiir den Fall der ,gespiegelten* Losung (1.61) im
Bereich —0.3 > w] > —1.2 finden sich unter den zehn numerischen Losungen fiir
wh zwei reelle. Von diesen beiden ist die negative erneut zu verwerfen, da sie zu
,» Tachyon“-Polpositionen fiihrt. Die positive hingegen stellt die einzige physikalische
Loésung dar, fiir die alle Vertex-Koeffizienten reell sind.

Man findet nun, dafl im Bereich

0.5 <wj <0.9 bzw. —0.5>w] >—-0.9 (1.66)

die Diskriminanten positiv sind und demnach sowohl im Fermion- als auch im Gluon-
Sektor ,,Confinement* zeigen. Dieser Losungsraum 1aft sich nicht in Einklang brin-
gen mit der Erfilllung des Bewegungsgleichungs-Kondensats des Eichfeldes. Statt-
dessen wird ein wj etwa aus der Mitte des Bereichs (1.66) gewdhlt. Da ) in (1.66)
nur schwach um den Wert 0.7 variiert, wird zudem der Einfachheit halber w) = wj

festgelegt und so eine ,typische Losung® definiert.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die ,,gespiegelte® Losung (1.61) als Parametersatz
gewdhlt, da nur ein negatives wj das richtige Vorzeichen des Fermionkondensats in
nullter Ordnung liefert. Zudem wird der Standpunkt bezogen, dafl im Falle masse-
loser Fermionen die Wahl der Flavour-Zahl Nr = 2 der realistischen Situation mit
Np = 6 und unterschiedlich groien Fermionmassen besser entspricht als Ny = 6, da
die Untersuchung des eichinvarianten, renormierten und in fithrender Stérungsord-

nung RG-invarianten Gluon-Kondensats

g*(v)
42

(GEGE ) e (1.67)

zeigt, daB} dieses nur im Fall Np = 2 das richtige Vorzeichen besitzt.
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Np =2 Np =6

wp <0 wp>0 wp <0 wp>0
wy || -0.6749 | 0.6749 -0.5036 0.5036
wh | -0.6749 | 0.6749 -0.5036 0.5036
wh | 0.1202 | 0.1202 0.0479 0.0479
z1 || 0.9561 | -0.9561 03777 | -0.3777
zh 1l -0.9356 | -0.9356 -0.2741 | -0.2741
24 | -0.4282 | -0.4282 -0.5583 | -0.5583
zy || -0.4094 | 0.4094 -0.2108 0.2108
ze || 0.2242 | 0.2242 0.0885 0.0885
uy || -0.3604 | -0.3604 -0.5142 | -0.5142
ul || -0.4884 | -0.4884 0.2207 0.2207
uh || 0.1299 | 0.1299 0.2644 0.2644
x7 || 1.0000 | 1.0000 1.0000 1.0000
xh || -8.7433 | -8.7433 -14.5258 | -14.5258
x4 || 8.9088 | 8.9088 10.8613 | 10.8613
x| -3.2607 | -3.2607 -5.9675 | -5.9675
x| -6.2711 | -6.2711 -11.7466 | -11.7466

Tabelle 1.1: Tabelle der reellen Parameterwerte, die ,,Confinement*
(W) = ) € [<0.9,-0.5] bzw. W) = ! € [0.5,0.9]) zeigen und mit u}>

Bewegungsgleichungskondensat des Geistfeldes zum Verschwinden bringen

!
usy das
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Np =2 Np =6
wp <0 wy; >0 wy; <0 wy; >0
Wi || —0.6749 +10.3467 0.6749 4 ¢ 0.3467 —0.5036 +:0.2189 0.5036 +:0.2189
w' || —0.6749 — 1 0.3467 0.6749 — 1 0.3467 —0.5036 — 2 0.2189 0.5036 —20.2189
ul, || —0.4245 4-20.3547 | —0.4245 +10.3547 —0.1468 +¢0.3597 | —0.1468 + ¢0.3597
u || —0.4245 — 2 0.3547 | —0.4245 — ¢ 0.3547 —0.1468 — 2 0.3597 | —0.1468 — 2 0.3597

Tabelle 1.2: Propagator-Polstellen

1.7 Bemerkungen zu Slavnov-Taylor-Identititen

Die selbstkonsistente Bestimmung der Vertizes mittels der Dyson-Schwinger- Glei-
chungen hatte auf ein vom Vier-Gluon-Vertex formal entkoppeltes, nichtlineares und
unterbestimmtes Gleichungssystem fiir die Vertex-Parameter gefiithrt. Bereits auf
Stufe r = 1 der rationalen Approximation, um so mehr aber in einer (bisher nicht
vollstandig durchgefiithrten) hoheren Approximationsstufe mit einem grofleren Satz
an Parametern, besteht die Notwendigkeit, zusdtzliche Bestimmungs-Gleichungen
zum System der DS-Gleichungen hinzuzunehmen. Dieses kénnen ganz allgemein die
Bewegungsgleichungs-Kondensate sein, die tatsdchlich zur Bestimmung der hier ver-
wendeten Parameter herangezogen wurden, oder aber die Slavnov-Taylor-Identitaten
(STT) [ST 71}, die im folgenden kurz in Zusammenhang mit der erweiterten Storungs-

theorie betrachtet werden.

Beschrankt man sich auf die Impulsstrukturen des Quark-Gluon-Vertex, die bei
den Dreiecksgraphen (siehe etwa Gleichung (1.57)) keine hoheren Divergenzen als
die perturbativen erzeugen, so bilden die Hilfsamplituden in den Slavnov-Taylor-
Identitédten in Landau-Eichung auf Ein-Schleifen-Niveau keine Divergenzen aus. Da
zudem der Geistsektor in Landau-Eichung nicht modifiziert wird, lautet in nullter
Kopplungsordnung und in Landau-Eichung die STI des Quark-Gluon-Vertex ebenso

wie im abelschen Fall:

KTy (0o ke p — k) = Tpp(p — k) — Tip(p) + Olgg) (1.68)

In r = 1 ergibt sich aufgrund von (1.68) der Transversalanteil des Quark-Gluon-
Vertex zu Null (siehe Kap. 3):

Pl (pkep — k) =0 (1.69)
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(Umgekehrt erlaubt also ein nichtverschwindender Transversalanteil bei r = 1 keine
exakte Erfilllung der STI, wie sich in den zitierten Arbeiten bestétigt hat.) Aus der
Fermion-Selbstenergie in Ordnung r (1.34) folgt der Longitudinalanteil des Quark-
Gluon-Vertex, der durch die STI festgelegt ist:

pulr0] R AT ~ 1 N 1
r FFVH(p?kvp k) =7 SZ:;KZS-I—l% n /ir,zsﬁy Zé,_l_ Ky s . (1'70)
Lost man die DS-Gleichung des Fermion-Propagators in Stufe r mit FME?;]VL =0,
so erhdlt man die SK-Gleichungen
4
Rr1l = S Ke1

0

4
’fz,zs-u = %’Qz,zsﬂ ) (1.71)

die offenbar nicht erfiillt sind. Insofern ist man gezwungen, Transversalanteile des
Quark-Gluon-Vertex mitzuberiicksichtigen. In » = 1 gelingt dies nur durch Mitnah-

me des divergenzerh6henden Terms:

1 1
A + p')* 1.72
;¢+/<:2(p p>;¢/+ﬁ;2 (1.72)
Der Transversalanteil schreibt sich in diesem Fall (siehe Kap. 3):
AZl 1 1
| e kip—k)= — —— i — FA*
FFVJ_(p7 » P ) 5 }if—l—/igﬁylf %7)}5/4-/%2
AZ4 1 4 4 1 A2
2 ¢—|—KJ27]¢ ]ﬁgﬁy)ﬁl—klig k‘2—|—UQA2
(1.73)
Aus der DS-Gleichung in » = 1 des Fermion-Propagators ergeben sich dann die
SK-Gleichungen:
4 1
S _A]
K1 60 |:/£1 9 )
2 AT 5 3
Ry = —[/4;3 + Az1(k1 + —/432)] ) (1.74)
Bo 2

Diese Modifikation des Quark-Gluon-Vertex hat zur Folge, dafl sich aus der DS-
Gleichung des Fermion-Propagators Selbstkonsistenzgleichungen ergeben, aus denen
sich ko gewinnen laBt (1.74 statt 1.56 bzw.1.71). Zudem kann auch das ,abelsche®
Diagramm in der Dyson-Schwinger-Gleichung des Quark-Gluon-Vertex in Landau-
Eichung nichtperturbative Divergenzen ausbilden mit der Konsequenz, dafl der Quark-
Photon-Vertex, der in dieser Arbeit im wesentlichen durch die Erhaltung der Ward-
Takahashi-Identitaten definiert wird, durch dessen DS-Gleichung nichtperturbativ
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modifiziert werden kann. Die Etablierung der STI-Erhaltung im Fermion-Sektor
kann ein nachster Schritt im Rahmen der erweiterten Stérungstheorie sein, wird aber
in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Es bleibt festzuhalten, dafl bei Beschrankung
auf Rechnungen niedriger Schleifenzahl die Mitnahme von Termen des Typs (1.72)
ein legitimes provisorisches Mittel sein kann, um unter Beibehaltung der relativen
Einfachheit der r = 1-Approximanten eine Erfilllung wichtiger Nebenbedingungen
wie etwa der STI zu ermoglichen. In héherer Ordnung sollten diese Terme von selbst
unnotig werden.

Die STI fiir den Drei-Gluon-Vertex ['sy mit voller Tensorstruktur lautet in nullter
Kopplungsordnung fiir den k-Kanal in Landau-Eichung und Ein-Schleifen-Niveau:

sy (b, =(p+k),p) = ifecen {FVVT((}? +E))E (p + k) — Ty, (p)1 (P)}

(1.75)

Man beobachtet, dafl die Drei-Gluon-STT im k-Kanal mit obigen Anteilen der Selbst-
energien (1.49) in erster Stufe der rationalen Approximation nicht erfiillt ist. Die
Erhaltung der STI, und zwar aufgrund der Bosesymmetrie-Forderung in allen drei

Kanilen, verlangt eine entsprechend héhere Stufe der rationalen Approximation in

Vi3
3Veiepes

Da demnach keine konsistente Erfiillung der (chromodynamischen) STI durch die
Ansétze in erster Stufe der rationalen Approximation erzielt werden kann, wird daher
auch von dem in dieser Arbeit verwendeten (r = 1)-Ansatz fiir den Quark-Gluon-
Vertex keine Erhaltung der entsprechenden Identitdt verlangt. Hingegen wird die
Ward-Takahashi-Identitdt durch den (r = 1)-Ansatz fiir den Quark-Photon-Vertex
exakt erfiillt sein (Kapitel 3). Insbesondere enthilt dieser Ansatz zunéchst auch eine
Struktur der Form (1.72). Die Formulierung einer systematischen Erhaltung der STI
in Stufe r bis auf Terme hoéherer Stufe der rationalen Approximation, analytisch
exakt oder auf Basis einer vorgegebenen Anzahl von Impuls-Stiitzstellen, steht noch
aus und ist nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Da die oberfachlich divergenten Grundfunktionen nicht eichinvariant sind, be-
steht im Prinzip eine Abhéngigkeit der Parameter w;,u;, z;, z; von der gewihlten
Eichung £. Diese sollte sich jedoch in eichinvarianten Grélen wie dem Fermionkon-
densat 19

90(Ql : qq: Q) = %(wf — 2wiws — 2wawsJA” + O(g*(v)) (1.76)
herausheben. Auf der gegenwértigen Nadherungsstufe ist dies wiederum nicht erfiillt.
Diese Fichparameterabhangigkeit ist demnach als Stérung aufzufassen, die sich als
Folge der globalen aber quantitativ zunachst noch sehr groben Approximation der

echten Vertizes durch die (r = 1)-Ansétze ergibt.



Kapitel 2
QCD-Summenregeln

Ein erprobtes, méchtiges Instrument der QCD ist die Operator-Produkt-Entwicklung
(OPE), die es erméglicht, iiber die Storungstheorie hinausgehend, Eigenschaften
des physikalischen, nichtperturbativen QCD-Vakuums |Q) zu beriicksichtigen. Die
Idee von Shifman, Vainshtein und Zakharov [SVZ 79] war es, die OPE auf Kor-
relationsfunktionen eichinvarianter Stromoperatoren anzuwenden und sich so der
Meson-Resonanzregion von Seiten der asymptotischen Freiheit mit nichtperturbati-
ven Korrekturen der Form [;—j zu nahern. Diese werden parametrisiert durch nicht-

verschwindende Vakuumerwartungswerte wie das Gluon- und das Quark-Kondensat
(O G, 10) = (GG), (9] g9+ 10) = (qg), 2.1)

die im Perturbativen per Definition Null sind und somit den Zusammenbruch der
asymptotischen Freiheit fiir kleiner werdende ¢® erfassen. Ziel ist es, einen Uber-
lappungsbereich zu finden zwischen dieser aus der asymptotisch freien Region kom-
menden Darstellung und einer bei kleinen Energien giiltigen Dispersionsbeziehung
in Abhéngigkeit von Resonanzparametern wie der Mesonmasse, die auf diese Weise

zu bestimmen sind.

Die Darstellung der QCD-Summenregeln in diesem Kapitel bezieht sich im we-
sentlichen auf Mesonen leichter Quarks, speziell das p-Meson. Als Ubersichtsartikel
zu den QQCD-Summenregeln und deren Anwendungen in der Hadronphysik, auch
im Hinblick auf Baryonen und Mesonen mit zumindest einem schweren Quark,
seien [REI 85, REI 83] empfohlen. Eine Fiille weiterer Anwendungen findet sich
in [NAR 89], wiahrend explizite Rechnungen speziell zum p-Meson in [PT 82] aus-

gefiithrt werden.

25
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2.1 Korrelationsfunktion

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist der Strom:

jF = ql(x)rw%(x) : mit [ = 177577%757#7 cee (22)

Im Fall des p = p°-Mesons wihlt man I' = v# und den Strom j* mit den Quanten-
zahlen (I = 1,13 = 0,Y = 0) des Quark-Antiquark-Systems %(ﬂu — dd), aus dem

sich das p-Meson im wesentlichen zusammensetzt:

j;‘(:p) = % su(a)yru(e) — d(x)yrd(e) o . (2.3)

Die Zweipunktkorrelationsfunktion, die durch einen Strom j* induziert wird, ist die

Fouriertransformierte des Vakuumerwartungswertes des zeitgeordneten Produktes

von j#()j,(0):

1 (q) =i [ dae™(QIT{ ()5 (0)H) . (2.4)
Aus der Erhaltung des Stroms j# folgt, da 11#*(q) transversal ist:
"(q) = (¢"¢" — g Mrlq’)
i(e") = ~p=pya | e QTG @OH) (2.5)

Aus der Cauchy-Integralformel fiir TI(¢*) = lr(¢*) und der Wahl eines speziellen
Integrationsweges, der die reelle Achse umgeht und im Unendlichen geschlossen wird,
gewinnt man eine Spektraldarstellung, aus der man weitere durch Ableiten nach ()?

erhélt. Im Fall des p-Mesons benutzt man:
WQ) L = Imiiie)
Q2 nh UGy
Aus dem Optischen Theorem folgt als Beziehung zwischen der Hadron-Produktionsrate
o und Im{I1(¢*)}

(2.6)

4 2
o(ete” — v — Hadronen) = mlm{ﬂ(qz)} ) (2.7)
s
wobei in diesem Kapitel mit a = % die Feinstrukturkonstante bezeichnet wird und
mit a, = % die starke Kopplung. Experimentell gemessen werden Produktionsraten

im Verhéltnis R zur Produktion von Myonpaaren:
4o

" =y —utuT)= 5 (2.8)

_|_

o(e

Mit der Beziehung

o(ete™ — v — Hadronen)
olete” = — ptp”)

R(s) := = 127Im{1l(s)} (2.9)
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erhdlt man fiir (2.6) zu:

dil(—@*) 1 < R(s)
T _m?/o ST o

Im Fall des p-Mesons betrachtet man das iiber der Energie /s aufgetragene Spek-

(2.10)

trum R(s) = R'=!(s), welches dominiert ist durch die Resonanz, die niherungsweise
eine Lorentzkurve um die Masse des p-Mesons beschreibt. Man approximiert das
Spektrum durch eine -Funktion (,narrow width“-Approximation) zuzliglich einem
Kontinuum mit Schwelle s¢ in Form einer ®-Funktion:

127T2m2

R(s) = 5 d(s = m?) + g (1 + O‘?) O(s — s0) - (2.11)

Besitzt man also eine theoretisch begriindete Darstellung von II(¢?), so lassen sich
via Gleichung (2.10) fp2 und mi bestimmen. Im Kontext der QCD-Summenregeln,
die nach ihren Entdeckern auch als SVZ-Summenregeln bezeichnet werden, erhalt

man II(¢*) in Form einer g—j—EntwickIung, die aus der OPE gewonnen werden kann.

2.2 Operator-Produkt-Entwicklung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die auf Wilson [WIL 69] zuriickgehende OPE in ih-
rer Anwendung auf Korrelationsfunktionen von Strémen leichter Quark-Antiquark-

Systeme darzustellen.

Fiir das Produkt zweier beliebiger lokaler Feldoperatoren kann man folgende

Entwicklung ansetzen:
A(x)B(0) = Z Ci(x)N;(x) . (2.12)
J

Hierbei bezeichnen die C; ¢-Funktionen, die fiir + — 0 singulédr werden kénnen und
die N;(x) Operatoren, die fiir # — 0 regulér sind. Finsetzen der Taylorentwicklung
von N;(x) in (2.12) liefert im Limes «* — 0 in fiihrender Ordnung nur Beitrage, die
keinen Faktor z* enthalten:

A()B(0) "< 3" Cue) = 0,(0) - . (2.13)

Dies ist die fiir kurze Distanzen giiltige Wilsonsche Operator-Produkt-Entwicklung,
die im Falle renormierbarer, wechselwirkender Theorien in allen Ordnungen der
Storungstheorie existiert [SYM 97, ZIM 73]. In freien Theorien, die exakt skalenin-

variant sind, wird ein lokaler Operator On(x) bei Dilatationen transformiert gemaf

UT(N)O0,(2)U(N) = OO, (Az) (2.14)
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mit der kanonischen Operator-Dimension d(O) des Operators 0. Anwendung dieser
Skalentransformation auf die Wilson-Entwicklung (2.13) liefert das Skalenverhalten
der Wilson-Koeffizienten:

Co(z) =2 mit A, = —d(0,) + d(A) + d(B) . (2.15)

Im Falle asymptotisch freier, wechselwirkender Theorien ist das Skalenverhalten der
Wilson-Koeffizienten C,(z) fiir @ — 0 ebenfalls im wesentlichen durch (2.15) gege-
ben, allerdings mit von der Renormierungsgruppe vorhergesagten logarithmischen

Korrekturen *.

Die Anwendung der Wilson-Entwicklung (2.13) auf die Korrelationsfunktion (2.4)

liefert als Entwicklung im Fourierraum:

me) = —(D_— / 4P QT {5 (2)1,(0)}1)

q —>oo Z Olk |Q>

[,k=0

m / dPre =0y () . (2.16)

Cux(4?)

{Olk} ist der Satz elementarer oder zusammengesetzter lokaler Operatoren mit
Quantenzahlen des zu entwickelnden Produktes, geordnet nach steigender Mas-
sendimension 2/ und bei gleichem [ durch willkiirliches Abzéhlen k, beginnend
mit OAOD = 1. Letzteres entspricht dem rein perturbativen Anteil der Entwick-

lung.

{Cyx} ist der Satz der Impulsraumkoeffizienten (Wilsonkoeffizienten) der Massendi-
mension —(2/+ 2), die perturbativ berechenbar sind. Sie haben die allgemeine

Form:

1

éz,k(QZ) = W

{ Potenzreihe in ¢*(v) mit von

In(—¢?) abhéingigen Koeﬂizienten}. (2.17)

Q] : O1£(0) : |Q) # 0 sind die Vakuumkondensate fiir skalare, eichinvariante
Operatoren mit Quantenzahlen des Vakuums, deren Werte semi-empirisch zu
ermitteln sind. Im Rahmen der OPE besteht keine Moglichkeit, diese nicht-
perturbativen Gréflen theoretisch zu bestimmen.

Diese Reihenentwicklung kann bei geeigneter Dimension der Operatoren abgebro-
chen werden, da die Operatoren mit kleinster Massendimension bei nicht zu schweren

Quarks die Reihe dominieren. Nach Abschiatzung von [SVZ 79] geniigt es hierbei,

'Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich beispielsweise in [STR, 96].
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1 d=0

MGala d=14
Grran,

%F%%F% d=6
Gl (A")apq5a-T(A")15Gs
mqaw/\Z_angy

b e
Jare G GG,

Tabelle 2.1: vollsténdiger Satz an eichinvarianten Operatoren mit nichtverschwinde-

nen Vakuumerwartungswerten und Massendimension d < 6

Terme bis zur Ordnung [ < 2 mitzunehmen. Da II(¢*) eine mefibare physikalische
Grofle ist, miissen zudem die beitragenden Operatoren eichinvariant sein. Beispiels-
weise ergibt sich fiir die OPE des Stroms (2 2) bis zur Massendimension d = 4
mit noch unbestimmten Wilsonkoeffizienten C]l = Co O,C = Cl o,CG = Cl 1, die

allerdings Tabellen wie in [REI 85] entnommen werden kénnen:

M(¢*) = Cy(q)L + Co(¢*)(Q = maq : |)
+ Co(d®)(Q]: GE G, ) . (2.18)

Durch Einsetzen der Entwicklung (2.16) in (2.10) erhdlt man die ,, Master“-Gleichung
der QCD-Summenregeln

1 o0 R(s) . ‘
=g “eron T dQ2 ,;0 Col@)01: 0@ 1%, (219)

aus der sich die Mesonresonanzparameter gewinnen lassen.

2.3 SVZ-Entwicklung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die wesentlichen Herleitungsschritte der SVZ-Entwicklung
fiir die Korrelationsfunktion (2.4) des p-Mesonstroms (2.3) darzustellen. Ausgangs-
punkt ist die perturbative Entwicklung von IT,(¢?). Die Stromkorrelation (2.5) enthélt,
vom Standpunkt der elementaren Felder betrachtet, eine fermionische Vierpunkt-
funktion (mit paarweise identifizierten Raumzeitpunkten), deren fithrende Ordnung
durch die unverbundenen Anteile gegeben ist. Die Rechnung erfolgt direkt im Min-
kowskischen. Die Anwendung des Wickschen Theorems [WIC 50] liefert als Beitrag
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in O(a,):

v v A ~
H&?Lert(qz) = —--- o T — moo

pP—q pP—q (2.20)

:%%%%%/Wmm%mwwwwwmmMNW@MMMW}+W%@

(2.21)

Mit der Darstellung des kontrahierten Terms

(O1T (i o(2)11;,5(0))]0) = 64,551 (x)

5, dPp S,“’[O](p)e‘ipx- Su,[O](p) = 5[0](p) — L (2.22)
’ (2m)P Y ’ P
ergibt sich dieser zu:
o 2 Nei / dp { 1 G100 )t 1 }
II = — t - d
pert () -7/ mop "Dy -] + (w—d)
1 ¢\, 5 3
= 8?{—+1n(47r)—’y—1n (—; -|-—}—|-O( 2d)
1 q* mi
= —8?11& (—;) + const. + O( 7 ). (2.23)

Konstante Anteile werden weggelassen, da diese bei der spéter folgenden Boreltrans-
formation verschwinden.

[REI 85, REI 83] folgend kann die Darstellung der nichtperturbativen Beitrage
durch Modifikation der perturbativen Propagatoren gewonnen werden, so dafl diese

auch Effekte fiir kleine ¢* beriicksichtigen. Diagrammatisch wird die Modifikation
des Fermionpropagators dargestellt durch:

= - + X  X-— . (2.24)
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Die nichtperturbative Erweiterung ist getragen vom ,ins Kondensat laufenden*

Quark. Diese wird im zweiten Schritt separiert vom perturbativen Anteil, der das

Verhalten fiir grole ¢* beschreibt:

—~ax x4  =(0|:G.a()gs(0):]Q)
= (Qf : G1,0(0)g;,5(0) : Q) + 2*(Q : [04G:,0(0)]gj,5(0) = [2) + ...
(2.25)

Weitere Terme der Entwicklung liefern keinen Beitrag zum Quark-Kondensatterm.
Dieser folgt via (2.24) aus (2.20):

Hp@q(qz) = Cy(uu) + Cd<Jd>

p
U
FYM Y f')/“ Y
o B --=+ (u—d)
U
p
= _; AT /dD 1qx
4D —1)¢? (7 )0,5 (Vi D xe

-{<0|T(u]‘,a(0)w,a(w))|0> (Q : tia(w)up(0) - |€)
(O[T (w1,5(0)ti 0 (2))]0) (2 = g 5 ()10 (0) : IQ>} + (u—d)
1 D d"p —i(p—q)x
:4(D—1)q2/d “’/(%)De v
{1 a)uia(0) 1 19) [159p), ]

HO s Bial@)ia(0) :10) [S0p)] |+ (0= d)

]
(2.26)
Da nur Skalare nichtverschwindende Vakuumerwartungswerte haben, gilt:
(U : 6i,0(0)g;,5(0) = [Q) = da pdi;A (2.27)
Aus der Summation iiber Farb- und Spinorindizes folgt:
A= 500 q(0)(0)  19) = 5 {a) 229
TV AR R = N9 '
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Der nachste Term der Entwicklung (2.25)

(9] + [046i,2(0)]4;,5(0) - [€) (2.29)

ist im Gegensatz zum Quark-Kondensat, auf das dieser Ausdruck zuriickgefiihrt
werden soll, nicht eichinvariant. Die Losung dieses Problems besteht darin, eine

feste Eichung zu wihlen, die (Fock-Schwinger)-Fixpunkt-Eichung:
2" A(x)=0 . (2.30)

Diese ermoglicht es, das Eichfeld A, nach dem Gluon-Feldtensor ,, und seinen

kovarianten Ableitungen zu entwickeln:
1
AL = /0 do a G (ax)z”
1 a 1 x a
= §$0GPM(O) ‘|‘ gl’ $pDaGpM(O) —|— [ . (231)

Entsprechend kann auch bei der Entwicklung der Quarkfelder die gewéhnliche Ab-
leitung 0* durch die kovariante D* ersetzt werden [PT 82, NAR 89]:

[D,:Gi,0(0)]q;,5(0) = [€2)

(Q :[0,6:,0(0)]g; 5(0) : [Q)  — (] :
as(v)ii B (2.32)

{
=

Unter Ausnutzung der Bewegungsgleichung

4Dy — mlg() = 0 (23
1aBt sich nun zeigen: .
B=—=mig) . (2:34)
(2.28) und (2.34) liefern als relevanten Beitrag zum Quark-Kondensat:
(O i (2)ai(0) £ 19) = (aa)ds [d 4 Smaa(995] + . (239)

Hierbei werden neben Beitrdgen zu héherdimensionalen Kondensaten Terme der
Ordnung ?—f(q@ vernachlassigt. Den Quark-Kondensat-Beitrag erhédlt man durch

Einsetzen von (2.35) in (2.26) und Ausfiihrung der Integration:

1 1
Hl)@q(qz) = 5((]2)2

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der weiteren Entwicklungsterme ist der perturba-
tive Beitrag in O(a;). Betrachtet wird der Einfachheit halber die Korrelationsfunk-
tion II(¢*) des Stroms j* =: gy“q : leichter Quarks. Die Korrelationsfunktion des

[ (i) + ma(dd)] . (2.36)
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p-Mesonstroms ergibt sich hieraus durch II,(¢?) = 21(¢?):

H}E}e]rt(qz) =
p=F p—4
d 7 - v
- -7 Loogo o] A
2 2
rP—q p—k
(2.37)
Unter Ausnutzung der Darstellung der Eichfeldkontraktion
OIT (AL ()AL (W))I0) = 16Dz —y)
182 dD—kD[O](k)e““(x_y) (2.38)
(27T)D 124
mit ok
DY (k) — 5} (2.39)

k% +1n
ergibt sich der perturbative Zwel Loop Beitrag zu:

) = 5l [ s [ P

( (
{ P[P p) SO (p — k) SO (p — b + )7 S p + g)7]
7| SPp)y? SO (p — k)7 S (p) 7. SV (p + q)7"]

p = DuS )y S - kSl 240

Die Ausfithrung der Integration, bei der aufgrund der Eichparameterunabhéangigkeit

I
—I—tr{ ol
die Feynmaneichung gewidhlt werden kann, liefert bis auf die Terme, die bei der
spater folgenden Boreltransformation verschwinden:

2
g q
M5 (%) = T 0 (——2) : (2.41)

14

Die nichtperturbative Modifikation erhdlt man, indem die Gluonlinie in analoger

Weise zum Fermion-Propagator (2.24) modifiziert wird
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mit dem ,,ins Kondensat laufenden® Gluon:
~AX X~ = (9 :Ai(y)AZ(Z) S|y (2.43)

Als nichtperturbative Modifikation von Y (¢*), die vom Gluon-Kondensat getra-

pert

gen wird, ergibt sich z.B. aus dem ersten Zwei-Loop-Graphen in (2.37):

. Y . Y
1 BN e ()

(2.44)

Hierbei steht (...) fiir nichtperturbative Terme der Ordnung O(«a;), die ebenfalls
vom perturbativen Anteil separiert werden und Kondensatbeitrdge der Dimension
d = 6 enthalten, auf die spater eingegangen wird. Insgesamt stellt sich der Gluon-
Kondensat-Beitrag dar als:

Hea(q?) =

_2 T 0" T 2t Tu__

(2.45)

Dieser ergibt sich ahnlich wie der perturbative Beitrag (2.40) mit dem Unterschied,
daB das A%(x)AL(y)-Paar nicht kontrahiert wird:

2 D D D
2 9 D D d”ps d”ps d” ps . Apa ary .
{tr{’Y“S[O] (Pl)’YPS[O](pz)’YuS[O](pS)’YAS[O](Pl - Q)}ei(q_p1+p3)y€i(pl_p2)z

i [,YMS[O] (p1)’m5[0] (pz)’y”S[O] (pg)’yAS[O] (p1 — q)} etla=p1+ps)y i(p2—p2)=
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+r 1S (py + )7 S (p3) 1”5 (p2 )7, S ) | ei(”pl‘m)yei(%—m)Z}

(2.46)
Mittels (2.31) ergibt sich der Vakuumerwartungswert zu:
a a 1 v
<Q|A/\(x)Ap(y)|Q> = my Zg[glwg/\p - gupg/\g]<GG> + ... . (247)

Einsetzen von (2.47) in (2.46) liefert nach Ausfithrung der Integration den Gluon-
Kondensat-Beitrag

Hee(q?) = 48(17)2 <%GG> , (2.48)

der scheinbar einen Beitrag in 1. Ordnung in «a; liefert. In Wahrheit wird o vermoge
des g%—Mechanismus waufgegessen®. Bisher sind nur Kondensatbeitrage bis zur Mas-
sendimension d = 4 berlicksichtigt worden. In O(a;) treten zudem noch (d = 6)-
Kondensate auf, von denen zunéchst das Vier-Fermion-Kondensat behandelt wird.

Diagrammatisch stellen sich die Beitrage dar als:

_2 oo 2 Tu__
(2.49)

zuziiglich der invertierten Diagramme. Zum anderen sind dies die Graphen:

(2.50)

In den Graphen (2.49) ersetzt man mittels der ,saturation“-Hypothese [SVZ 79]

(Q = ()35, (y)a5e(2)aza(t) = |92)
~ (O] = @) gsalt) (O] G5, (y)a5()  19)
—(Q : G (2)g5(2) = 1AL = G5 (y)gsalt) = 1) (2.51)

und erhéalt bei Vernachlédssigung der QQuarkmassen den Beitrag:

1 8 B 1
Hr(ﬁ?zq(qz) = §7TO‘S<UU>2 (%)

(2.52)
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Die Diagramme (2.50) und deren Invertierte hingegen lassen sich nicht in bisheriger
Art und Weise mit perturbativen Methoden berechnen, da der Impuls des Gluon-
propagators Null ist. Stattdessen generiert man sowohl die Beitrage (2.50) zum
Vier-Fermion-Kondensat als auch die Beitrage zum gemischten Kondensat (2.54)
durch Entwicklung des ins Kondensat laufenden Quarks (2.25) bis zur vierten Ord-
nung unter Ausnutzung der Bewegungsgleichungen in den niedriger-dimensionalen
Kondensaten. Nach ldngerer Rechnung erhélt man diesen zweiten Vier-Fermion-

Kondensat-Beitrag zu:

16 a 7w

Wil4") = —g7 o @) (2.53)

Die Beitrage des gemischten Kondensats, die sich graphisch darstellen als

addieren sich hierbei zusammen mit deren Invertierten zu Null. Der (d = 6)-Beitrag

lautet damit insgesamt:

W0 (q°) = oy sm(uu)” : (2.55)

Unter Beriicksichtigung aller Beitrége ergibt sich fiir die Korrelationsfunktion des

p-Mesons mit ¢* — Q% = —¢*:

I,(-Q%) = —81? (1 + O‘?) InQ?+ %[mu<uu> + md<67d>] %

2.4 Bestimmung der p-Mesonmasse nach SVZ

Die ,Master“-Gleichung (2.19) mit (2.56) als OPE ergibt nun die gewiinschte Sum-

menregel fiir das p-Meson:

o R(s) 3 o, , . .
/0 ds (s + Q)2 = 2Q2{1 + - + 87 {mu<uu> + md<dd>} @
+2% <%GG> é - %W?’%WW& + . } . (2.57)

Die rechte Seite ist eine gute Niherung fiir groBe Q?, wihrend die linke Seite Giiltig-

keit besitzt im Bereich kleiner @2, in dem die Dominanz des Spektrums durch die

(2.54)
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p-Meson-Resonanz gegeben ist. Ziel ist die Fortsetzung der beiden Losungen in

einen gemeinsamen Uberlappungsbereich, der etwa im Bereich der p-Mesonmasse

Q? ~ 1GeV? liegt. Nach [SVZ 79] gelingt dies durch die Boreltransformation:

Q2 =00, N— 00 F(N) TQQ

Q2 /N=MZ2=endl.

B=  lim -—L4—Q%N( d)N : (2.58)

Mit

@+ = ﬁ([\;ﬂﬁ eI (2.59)

ergibt diese angewandt auf die Master-Gleichung (2.57):

oo 2 3 o - 1
—s/M 5 _
/0 dsR(s)e™*™" = §M2{1 t—+ 4r? [mu<uu> + md<dd>} g
T2 /o 1 48 5, 5 1

Die linke Seite von (2.60) ist offenbar dominiert durch das p-Meson, wihrend die

Entwicklung der rechten Seite dadurch verbessert wird, dafl héhere Terme der W—

Entwicklung mit ﬁ unterdriickt werden.

Die Kondensatwerte entnimmt man beispielsweise [REI 83]. Das Gluon-Kondensat,

das aus dem Charmoniumspektrum gewonnen wird, ist angegeben mit

CEGG>2(MdeQ4. (2.61)
s
Fiir das Quark-Kondensat, das iiber die Strom-Algebra-Relation

(my, + ma){uu + Jd> = —mfrffr (2.62)

mit der Pionzerfallskonstante f, und der Pionmasse m, bestimmt wird, findet man:

m{Gq) =~ —(100MeV)* mit m = my,mg q=u,d
(uu) ~ —(250MeV)* . (2.63)

Mit diesen Werten schreibt sich (2.60)

o0 > 3 as  0.036GeV*  0.025GeVE
—s/M? _ “ ar2 s _
Ad&@e 2M{1+—+ — — }, (2.64)
aus der man eine zweite Summenregel durch Ableiten nach M? erhalt:
o0 > 3 as  0.036GeV*  0.050GeVE
—s/M — Zart s
/0 dssR(s)e 5 M {1 + - . + 5 } : (2.65)

Zunéachst ist auffallig, daB fiir M? ~ (1GeV)? die Terme M ~* und M ~° einen dhnlich
groflen Beitrag liefern. Dies deutet allerdings keinen Abbruch der Entwicklung an,
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sondern diese Anomalitit ist ein Spezialfall der Ordnung M=% und wiederholt sich
nicht in hoheren Ordnungen [SVZ 79]. Setzt man R(s) durch die erweiterte ,narrow
width“-Approximation (2.11) an und teilt nach Integration (2.65) durch (2.64), so

folgt als Ausdruck fiir die Resonanzmasse des p-Mesons:

4 6
(1 n %) [1 B (1 n 3_02) 6_50/M2:| B 0.036 CjeV n 0.050 CZ@V
m? = M? T M M M
P (1 n %) {1 —50/M2} n 0.036 GeV*  0.025GeV®
- ¢ M Mo

(2.66)
Offenbar ist m? relativ unabhingig von der exakten Wahl der laufenden Kopplung

47 1

= A () (2.67)

s

Deren Auswertung fiir Np = 6 an der Stelle M? ~ (1GeV)? mit A* ~ (287MeV )?
ergibt diese zu o, ~ 0.7. Fiir die Kontinuumsschwelle sq wird den experimentellen

Daten von R(s) der ete™-Annihilation der Wert sq ~ 1.5GeV? entnommen.

Als Stabilitatsforderung gilt, dafl sich die p-Mesonmasse m, in Abhéngigkeit von
M? iiber einen gewissen Bereich, der als Uberlappungsbereich der ,,Master“- Glei-
chung gedeutet wird, als konstant erweist. Um einen Eindruck von dieser Stabilitéts-
forderung zu bekommen, wird m, als Funktion von M? fiir unterschiedliche Werte

der Kontinuumsschwelle sy aufgetragen.
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0. 8!
: f1
0.78}
mo. 76/
0.74; f2
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M

Abb.2.1: m = m, als Funktion von M? skaliert in A? fiir unterschiedliche Werte
der Kontinuumsschwelle sq:

fl: 5o = 1.75 GeV?%, 12: 5o = 1.5 GeV?, £3: 59 = 1.25 GeV 2.

Die experimentell bestimmte Masse des p-Mesons m, ~ 770MeV ist als Vergleichs-

wert eingetragen.

Man erkennt, daB sich m,, fiir s >~ 1.5GeV? im Bereich M?* € [0.6,0.8]GeV/? als
konstant ergibt zu:

m, ~ T45MeV . (2.68)

Durch Einsetzen dieses Wertes in (2.64) erhélt man noch fiir das f7 von (2.11):

i
209y 2.69
. (2.69)

(2.68) ist eine recht gute Naherung des der Literatur [CAS 98] entnommenen expe-

rimentellen Werts:

m, &~ (770 £ 0.8)MeV . (2.70)

Abschlieflend sei angemerkt, dafl man auf &hnliche Art und Weise die [ = 0-Stréme
Jh = % s uytu + dytd :und jh = % : 5y*s : behandeln kann, die mit dem w- und ®-

Meson korrespondieren. Zur Bestimmung der A;-Mesonmasse hat man den Isospin

I =1 Axialstrom j) = % Uyt ysu — dy*ysd @ zu betrachten und wird so zu einer

Summenregel gefiithrt, die der des p-Mesons sehr &hnlich ist.



Kapitel 3

Der Quark-Photon-Vertex

Die Ward-Takahashi-Identitaten (WTI) der QED sind exakte Beziehungen zwischen
(1 PI)-Vertex-Funktionen und Propagatoren, die aus der Eichinvarianz der QED
folgen, giiltig in allen Ordnungen der perturbativen Entwicklung [RYD 85]. Ziel
dieses Kapitels ist die Formulierung des Quark-Photon-Vertex in der systematisch

erweiterten Stérungstheorie bis zur ersten Ordnung in der starken Kopplung ¢?, der

die Ward-Takahashi-Identitat erfullt:

p
q -1 -
q" - = —— — ——
p p—9q
P—q
(3.1)
Mit dem Index [v] werden die vollen Vertizes gekennzeichnet. Demnach bezeichnen
p
q
v —
P ep(poasp — ) = -—-- (3.2)
pP—q
den vollen Quark-Photon-Vertex und
St(p) = =p= (3.3)

den vollen Fermion-Propagator.

Die Erhaltung der WTT durch den Quark-Photon-Vertex gewéhrleistet die Erfiillung

dreier Randbedingungen durch die hadronische Vakuumpolarisation des Photons:
(eoyg)zﬂuu[v](q) _ (GOVS)QQ?ch}/)[U](q)

40
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[v]

(3.4)

d%p . f el g
= (eovo)foch/ Wtr{v SOOIl (90,0 — @) S{H (P — C])}

Hierbei bezeichnet H?}')[U](q) den Beitrag eines Quark-Flavours. Da Fermionmassen
vernachlassigt werden, ist dieser allerdings flavourunabhéngig. Der Argumentation
aus Kapitel 1.6 folgend wird Ny = 2 gewihlt, d.h. es werden nur u- und d-Quarks
mit den Ladungen @, = % und Qg = —% beriicksichtigt. Aus ch =3y ch = g folgt:

Vv 5 v (v
1w tg) = 51 a) (3.6)

Die zu erfiillenden Randbedingungen sind die Transversalitdt der hadronischen Va-
kuumpolarisation, die Erhaltung der perturbativen Renormierbarkeit und die Mas-

selosigkeit des Photons.
Man weist nach, daf} als Folge der WTT der Longitudinalanteil q:—gyﬂ“”der Vaku-

umpolarisation verschwindet:

dPp
Iz v ov] M[UL B [+] B }

= [ G510 (i~ sy ) - 9)
—0 . (3.7)

H“”[”](q) ist demnach rein transversal; d.h. im Euklidischen gilt:

WV
metliq) = (W—q?)nﬂv](qw ,
q
1
HT[U](qz) = (D_l)(SMUHMU[U](Q) . (38)

Es ist unter anderem Gegenstand der Untersuchungen von Kap. 4 und Kap. 5 nach-

zuweisen, dafl die Erfilllung der WTT durch F“Eg;(p,q,p — ¢) die Erhaltung der

perturbativen Renormierbarkeit und die der Masselosigkeit des Photons garantiert.

Da die Erhaltung dieser Randbedingungen fiir die hier behandelten Fragen Vor-
rang hat vor der Frage der DS-Selbstkonsistenz, wird im Gegensatz zu den STI, die
durch die nichtperturbativ erweiterten Ansétze verletzt sind, die WTT als Konstruk-
tionsprinzip iiber die selbstkonsistente Bestimmung mittels der DS-Gleichungen ge-
stellt.
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3.1 Randbedingungen

3.1.1 Perturbative Divergenz der Vakuumpolarisation

Die Erhaltung der perturbativen Renormierbarkeit im Rahmen der systematisch
erweiterten Storungstheorie erfordert, dafl die perturbative Divergenz, die nachfol-
gend bis Ordnung O(g¢*) berechnet wird, durch H“”[l’l)(q) nicht verletzt ist. Die
Berechnung des Ein-Loop-Beitrags mit m;'s =0

Qch de
W) = 3 i[5 - )]}

D—-1J (2n)
p
p p
S — - (3.9)
P (3.10)
liefert im Regularisierungsschema M .S den divergenten Anteil:

I . 3.11
T dw(q) (47‘(‘)2 3 ( )

Aus dem Zwei-Loop-Beitrag mit m;'s =0

o Q7 Nf—l/(de /(dD PP )

Trert ™D 1 2 2m)P ) (2m)P
-{tr [5[0](17)%5[0] (p — k)" S p — k + )y S p + q)7"]
+tr[ SO (p)y SO (p — k)7 S (p)7S O p + )]
+r[5Ep — gy 5T p)y? S — k) S )]
p—k

O
e~

"1(3.12)

erhilt man die Divergenz der Kopplungsordnung e2g2. Die Propagator-Insertion er-
gibt mit endlichen (m? = 0)-Beitridgen in Abhangigkeit vom QCD-Eichparameter ¢:
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p—k

5
=3

s
e~

m2=0

p—k

@ Aﬂ——l/* /'de (5M__(1_§)M%A)trhw¢vw¢-—%»w¢vwm — )

D-1 K [P k2(p — q)2(p — k)?
Q? N3—1§(q )1 F8(=14e)’T(1—e)’T(=142¢) (3.13)
3—2 2 C(4m)iz el'(3 —3¢) '
Die Vertex-Insertion liefert den Beitrag:
p—k
7" 7"
p—q p—k—q m?=0

Q} N2—1 1 d" [ d"k [, (p—k)(p—k)
:D—fl P /( D/ D(5 —(1=9 (p—k)? )
tr{y By A =4 — )}
P*RA(p — q)*(k — q)*(p — k)?

{§4(—1 +e)T(1 —¢)’

_ @ -1
3—2¢ 2 (4m)t-2
(5 (3—=2e)T(1 —e)l(e)*  4(—446c+e*)I(=1+2)
(2 —2¢) ['(3 — 3¢)
16(—1 4+ )°’T(1 — &)’T(—1 + 2¢) }
el'(3 — 3¢)

Graphen mit Countertermen niedrigerer Ordnung ergeben sich aufgrund der Erhal-

) —48((3) + O(e)

+(1 =9

(3.14)

tung der WTI zusammen zu Null:

2 U "

SR doo b o= ds -—- =0 .(3.15)
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An dieser Stelle ist zu betonen, daf} in Landau-Eichung sowohl das DS-Funktional des
inversen Quark-Propagators als auch das des Quark-Photon-Vertex bei verschwinde-
nen Fermionmassen keine perturbativen Divergenzen ausbildet, woraus folgt, daf} in
Landau-Eichung die Counterterm-Graphen fiir sich genommen verschwinden. Ins-
gesamt erhdlt man als masseunabhéngigen Anteil zur Photon-Selbstenergie einen
Beitrag, der, wie fiir ein abelsches Fichfeld zu erwarten, zum einen eichunabhéingig
ist und zum anderen keine Divergenz der Form iln (Z—z) ausbildet, welche nicht

durch einen lokalen Counterterm beseitigt werden koénnte '

m 2 ¢ N 1|2 @\, !
Il pert(q Vm2=0 = (47T)4Qf 5 g—|-4 —vE + In(47) —In 2 —I-g (55 — 48((3))4+0(e)
(3.16)
Zudem ist zu beachten, daf} sich in H[Tl]pert(qz) | m2—o zufélligerweise die -Divergenzen

gegenseitig wegheben.

3.1.2 Masselosigkeit des Photons

In diesem Abschnitt wird die Erhaltung der Masselosigkeit des Photons durch den
perturbativen Beitrag zur hadronischen Vakuumpolarisation bei massiven Fermion-
propagatoren bis zur Ordnung g2 nachgerechnet. Der Flavour-Index wird dabei un-
terdriickt. Aus der Invertierung der Dyson-Schwinger-Gleichung des inversen Pho-
tonpropagators gewinnt man als Darstellung des vollen Propagators in Abhangigkeit

von seiner Selbstenergie:

v 1 1 a“q”
D¢y = (om — LT + et (3.17)
¢ ) @+ g

Demnach garantiert

lim (g% =0 (3.18)

9%>—0

die Masselosigkeit des Photons, deren Erfiillung auf Ein-Loop-Niveau leicht nachzu-

weisen ist:
P
D—-1J (2m)P p+m p+m
¢°=0
P—9q
= 0 . (3.19)

Auf Zwei-Loop-Niveau sind wiederum zwei Beitrdge zu berechnen. Als Beitrag zu

H[l]

Tpert(0), der sich aufgrund der Propagator-Insertion ergibt, ist zu berechnen:

'Eine sehr ausfiihrliche Darstellung der Rechnungen fiir & = 0 findet man in [IZ 80].
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p—k

i N2 -1 dPk e 1
:DQ—fl / / (W_u_g) k?)ﬁ

1 1 i 1
{ ¢+m ey e ¢+m7¢+m}
@ m 1 dPk Te" (p,ky g = 0)
- D-—1 / / l [p? + m2]Pk2[(p — k)% + m?]
T pert(p7k7q =0) ]
72 + m2P[R2P[(p — k)2 + m?]

—(1-9)

(3.20)

mit den Spuren

Telh (pkog=0) = 4D*m*+m? (42 — D)2+ D)(pk) +8(—2 — 2D + D*)p?)
+4(2 = D)(=2 4 D)(pk)p* +4(=2 4+ D)*(p*)*
(3.21)
Tel (p. kg =0) = ADm'k* —m? (=4(2 + D)(pk)k* + 8(2 + d)(pk)* + 8(1 — D)p*k?)
—4(2 = D)k*(pk)p® — 8(=2 + D)(pk)*p* — 4(2 — D)K*(p*)*
(3.22)

Diese und alle weiteren in dieser Arbeit benétigten Spuren sind mit dem unter
Mathematica implementierten Programm Tracer.m tiberpriift worden, das man als
Freeware-Version von der Homepage Mathematica.com beziehen kann. Der Zwei-
Loop (¢ = 0)-Beitrag, der sich aus der Vertex-Insertion ergibt, lautet:

p—k

p—k—q 19°=0

QF N:—1 g d% d°k [\, E ke 1
T D-1 2 /(ZW)D/(ZW)D((S _(1_5)?)5

'tr{ Lo 1 ) 1 o1 }
T F—Ftm K tm fim
o Qf N2 _1 de l pert(p7k q:())

- D-—1 / / [p? 4+ m?2]2k2[(p — k)% + m?]?
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Tr;?/grt(p7 k? q = 0) ] (3 23)

T O R+
mit
Tr)t. (p,k,q=0) = m*4D(2 — D)

+m? (—4(D — 2)%k* + 32(pk) — 16D(pk) + 8D*(pk) — 32p* + 8D(2 — D)p?)

+16(D — 2)(pk)? = A(D = 4)(D = 2)p*k* = 16Dp* (pk) + 8D*p*(pk) +4D(2 — D)(p*)*

(3.24)

Tr;)/;,t(p, k,qg=0)=—m*'"(=2+ D)k
—m? (AD(K*)? + 8(2 + D)(pk)k* + 32(pk)* + 8(=2 + D)p*k?)
—A(=2+ D)(K*)’p" = 8(2 = D)F*(pk)p” — 4(=2 + D)k*(p*)’
(3.25)
Mittels der in Anhang B formulierten Rekursionsbeziehungen 1483t sich zeigen, daf3
die Masselosigkeit des Photons durch H[Tl’plg,,t(qz) erhalten bleibt:

p—k

P (=8+ 14D —TD*+ D*)(=3+D—-¢& 1 ,
=@ (V-1 (=54 D) (-3+ D) 2 Him)
(3.26)

Das Basisintegral A,y ist in (A.3) definiert.

3.2 Photon-Vertex in O (o)

3.2.1 Selbstkonsistenz durch WTI

Der allgemeinste Ansatz in erster Stufe der rationalen Approximation fiir den Quark-
Photon-Vertex lautet:

A A
Te (p k. p— = A
rep(Pok.p—q) v Zl(¢+@7 715—%4-/432)
A A
bt f—d +m

1
+ [535(2}? —q)" + 24(1“] A

+25
1 1
P +E P —q + ke

(3.27)
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Aus der WTI (3.1), analytisch in [r = 1, p = 0] geschrieben als
¢"Tpp(p ksp — @) = Upp(p — q) = Trr(p) (3.28)

mit der Fermion-Selbstenergie in r =1

Lpr(p) = — [}5 + K1 + /f@] (3.29)

gewinnt man den Longitudinalanteil des Quark-Photon-Vertex F%FP”, der durch die
WTT festgelegt ist:

b+ P —d +re

, 1 1
(1_ﬁ3,¢+ﬁz(j,¢—(j+ﬁsz
_ © fo_ g2 1 H 1
- (7 g +m27¢—¢+ﬁz)

n
= qMFFFP”

Trr(p—q) —Trr(p) = ¢ +’f§( ; : )

(3.30)

Indem die nichtperturbative Modifikation in (3.27) auf einen Hauptnenner gebracht

wird

[P kp —q) — "

1 1 L
_A 5 [ — 4 2+ 2520 — )" + g
B )+ 6 ] - |
| 1 1
— A K93 ~ ] — z Hl2z Az =2y b ———
¢+/<:2{p[ St B ¢ =g ] M 250k + AZ 217‘1}¢_¢+/<;2 ’

(3.31)

kann man durch Vergleich mit dem Longitudinalanteil (3.30) die Koeffizientenbezie-
hungen finden, die die Erhaltung der WTI erméglichen:

—251 —|— 23 - 0
L. . .
5% +z24 = —2
A(leliz + Agg) == —lig . (332)

Insbesondere gilt folglich Z; = 0. Damit ergibt sich der die WTI-respektierende
Quark-Photon-Vertex:
1 1 1 1
I (p, k,p—q) = v —K3 # —AZ Ftraltg] ———
rrp(pok,p—q) =7 vyt ey g 1;¢+K2[q 7¢]¢_¢+/§2
(3.33)
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Hierbei bezeichnet

K _ - _ 51; Iz H ;
Depp, (pok.p—q) A o lq +7(1]¢ -
A1 1

den Transversalanteil des QQuark-Photon-Vertex.

3.2.2 Selbstkonsistenz durch DS-Gleichung

Die Bethe-Salpeter-resummierte DS-Gleichung des Photon-Vertex auf Ein-Loop-
Niveau lautet in diagrammatischer Schreibweise mit Beriicksichtigung kompensie-

render Pole:

(3.35)
Der Longitudinalanteil des Quark-Photon-Vertex F%FP” zieht sich in Landau-Eichung,
wie bereits der perturbativen Divergenzstruktur entnommen werden kann, nicht mit-
tels des DS-Selbstkonsistenz-Mechanismus an. Folglich wird auch FE?I%DII ausschlief3-
lich durch die WTT festgelegt. Eine DS-Selbstkonsistenz kann erst unter Hinzunahme
der (p+ p')* Lorentz-Strukturen im Quark-Gluon-Vertex oder durch Mitnahme der
Zwei-Loop-Beitrage der DS-Gleichung des Quark-Photon-Vertex (3.35) ermoglicht

werden.

Nachfolgend wird gezeigt, dafl der DS-Selbstkonsistenzformalismus fiir den Trans-
versalanteil des Photon-Vertex F%FPL in Landau-Eichung auch Terme ausbildet, die
fiir A — 0 nicht verschwinden. Die vor dem Hintergrund der Erhaltung der pertur-
bativen Divergenz auf Zwei-Loop-Niveau notwendige D5-Selbstkonsistenz fithrt in

erster Stufe der rationalen Approximation in die triviale Lésung z; = 0:

A A A A
= (govg)*(—2 1+z + ) + =z
(g0175)7( 1){n1,n§3=i l ' (Z" + K2 —Kp, T K2 2}/5 + Ko —Kp, + Ko

.\ .\ A, A LA A
—_— | Z Z A
iy, +uy \ 0 NP Ry —Ra, + A2 P+ Ky —F, + K2
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1 dPk b a 1 a
- (ke ™ P n2 Loowg u na
A/<2w>Dl O e un g F T2 Y Wﬁw—w%]
ll_l_ ( A N A )—I— A A
z z
"\ ket R P+ D F 2P — + o

L R B e R e et
— | Z Z zZ
—Up, + Uy ° 4—/<:n3+/<:2 P —q + kK2 5—/<:n3+/<:2,¢—(j+/<:2

(3.36)

Hierbei bezeichnen

A

a = Cl_|_ = —a_ =
K_ — /i_|_

1

die Residuen von:
A A? 9

Die Anwendung des g%—Mechanismus auf alle divergenten Beitrage liefert zuziiglich

zur nichtperturbativen Modifikation von F%FPL Modifikationen, die nicht mit A — 0

gegen Null gehen und daher zum Verschwinden gebracht werden miissen:

(b 0~ + 50— ) g [ e

P+ 22 2
. —/IE@%(’VW —47") m [Zg - %Zgl } : h (3.39)

' 36

=72

Diese Art von Termen ist auch in anderen Untersuchungen gefunden worden [DRI 97,
KUH 97] und rithrt daher, dafl der durch Beriicksichtigung kompensierender Pole
wentscharfte® (in Gleichung (3.35) gepunktete) Gluonaustausch fiir niedrige r nicht
den richtigen perturbativen Grenzwert besitzt. Man zeigt nun leicht, dafl die er-

sten beiden Bedingungen auch z — 22 = 0 implizieren und somit die triviale
3
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Losung z; = 0 die einzige Losung der Selbstkonsistenz-Gleichung ist. Um Stérungen
der perturbativen Divergenz auf Zwei-Loop-Niveau zu vermeiden, wird der Quark-

Photon-Vertex nur in Form seines Longitudinalanteils angesetzt:

F;‘F'P(}%(LP_Q) = Fg‘Fpll(p7Q7p_Q)
1 1
— g2 Iz
P tr P —d +

I

= v (3.40)

3.3 Photon-Vertex in O ()

Die Exfiilllung der WTT in niedrigster Ordnung der perturbativen Entwicklung impli-
ziert im Rahmen der erweiterten Stérungstheorie, anders als im Rahmen der gew6hn-
lichen Stérungstheorie, nicht die Erhaltung der WTT in hoherer ¢?-Ordnung. Es
besteht daher fiir die hier behandelte Fragestellung die Notwendigkeit, den Quark-
Photon-Vertex auch in O(g?) durch die Erhaltung der WTT zu definieren. Struktu-
ren, die durch die WTT nicht festgelegt sind, treten entsprechend der Argumentation
im vorangegangenen Abschnitt nicht auf. In der DS-Gleichung des Quark-Photon-
Vertex (3.35) ersetzt man den Ein-Loop-Graphen durch denselben ohne kompen-
sierende Pole. Dieser ist als rein formaler Graph zu betrachten, der nicht durch

Schleifenberechnungen, sondern tiber die WTI (3.1) zu definieren ist:

(1,1]

e O

Bt D B

+ O

%)

(3.41)
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Hierbei stellt der Ausdruck in den eckigen Klammern [...] den in O(g3) endlichen
Quark-Photon-Vertex-Beitrag dar. (3.41) beschreibt die Entwicklung in erweiter-

ter Storungstheorie mit dem in Landau-Eichung rein nichtperturbativen Vertex-
Subtraktionsgraphen:

F;‘[;‘]P ------ - @ T - > ______

, 1 1

= —K # 3.42
P tra P —d + (3.42)
Der inverse Fermionpropagator in Ordnung ¢* lautet:
-1 [1,1]~1
——— = —— + O(g8)
-1
= —=—  — (o) +0(g)
-1
=—— (90’ -~ | + O(g)
(3.43)
Hierbei bezeichnet der Ausdruck in eckigen Klammern |[...] den in O(g3) endlichen

Quark-Propagator-Beitrag mit der in Landau-Eichung rein nichtperturbativen Pro-
pagatorsubtraktion:

—— -
_ p—— —_———— — ——
FE

- (m + ﬁ%) . (3.44)
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Einsetzen der Entwicklungen (3.41) und (3.43) in die WTT (3.1) liefert:

qu 7}

-1 -1
— —q— — —1—) + (—G—F[c] —— —<-F[F]F-<—)
p —_

P—q

+(g0r5)° @ (3.45)

Da fiir die Approximanten in Stufe [r = 1,p = 0] und die Subtraktionsgraphen die
WTT erfiillt sind, gewinnt man aus (3.45) die Definitionsgleichung fiir

F%FP[ 1)(}77 qp—q):

(3.46)
Die Selbstenergie ¥(p) des Quarkpropagators ergibt sich mit den Vertex- und Pro-

pagatoransitzen aus Kapitel 1 zu

:W/ Pk ((W_k“k”)l By B H A A
(2m)P k2 E24+u A2 B2+ u A2 = +ky P —H 4k
. A A A - A
{”21(35 éém”w ) NIRRT
A2 . . , A A , A
TR [Z‘””V +Z4(¢ . *Ww)*% y %+ﬁz”

|
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A
_ oW 4 C@i} I 3.47
T+l (3.47)
mit den Koeffizienten
OV = By (A + 2140) + by (23A; + z4a:)
02(2) == B]‘ (ZlAZ + Zgai) + b]‘ (Z4A2 + Z5ai) (348)
und dem Fermion-Selbstenergie-Basisintegral:
dPk kA ke 1 1
) = / g ) v 3.49
0= [ s (- ) e = (3.49)
Mittels der Beziehungen
1 1 1 1
- =q" 7 7 (3.50)
pP—H—d+r P —Ft+r Pt Pt
1 N 1 1 N 1
b—d+rm F—F—d+m Ftm F-F+n
1 1 1 1 1 1
b A @ © A
= +
B e N B Y N R e R e L
(3.51)
erhélt man aus (3.46, 3.47 und 3.49) den g3-Beitrag des Quark-Photon-Vertex
Prpp M (prap —q) = --
WTT
(1) (2)
= Y 1 mar—9+ 1 (pap— )
ij=%
(3.52)
mit den Quark-Photon-Vertex-Basisintegralen:
1 dPk kA ke 1 1 1
JAAR _ :/ s _ A n P
i (P,a,p—q) 2P T vy U it e ey
(3.53)

(2)
1L (p.g,p—q) =

A dPk kAP 1 1 1
/ 5 — o o o
P +r2) (2m)P k2 )R 4w\ =tk -~ ki

A i I A 2 1 1 \ 1
+ / 0 — ol ot ol
P+t (2m)P k2 )R+ uiN o —f +ret = — o+
(3.54)
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Zu verifizieren bleibt noch, dafl die iiber die WTTI definierte Vertex-Subtraktion zu-
gleich die nichtperturbative Modifikation der nullten Ordnung durch den ebenfalls
tiber die WTTI definierten Einschleifen-Beitrag des Quark-Photon-Vertex (3.52) dar-
stellt:

N LOWR) = (90%)’ - )

/ WTI

Mittels der Divergenzen der Vertex-Integrale

1)
L (pasp—aq) = O
2 1,1 (AN A 1
0 ap—q) = 2_<_) 3, z + O("13.56
] (pqp Q) (47_[_)2905 % K¢+/€27¢_¢+ 5 ( I )
und Ausfithrung des Grenzwertes
1,1 (AN 1
M(e) = 2 (—) = — 3.57
D=zl TR (357)
wird man zu der Forderung
4A
ki = —(r121 — 22\) (3.58)

Bo

gefithrt. Diese stellt gerade die durch die Parameter erfiillte zweite Selbstkonsistenz-

gleichung (1.56) des Fermion-Propagators dar.



Kapitel 4
Ein-Loop-Selbstenergie

In diesem Kapitel wird der Ein-Loop-Beitrag in Stufe r = 1 der rationalen Approxi-
mation zur hadronischen Vakuumpolarisation des Photons H[TI’O](QZ) berechnet 1. Al-
le Vertizes und Propagatoren sind, soweit nicht anders gekennzeichnet, die der Stufe
r = 1. Im Sinne einer Vektordominanzargumentation wird im zweiten Abschnitt ein
Vergleich mit der SVZ-Entwicklung der Korrelationsfunktion des p-Mesonstroms
angestellt. Hierbei wird untersucht, inwieweit die durch den QQC' D-Summenregel-
Mechanismus vermittelte indirekte Verbindung zur Resonanzregion von Il einen

Riickschluf auf eine p-Mesonresonanz zuléft.

Selbstverstédndlich kann eine Stérungsrechnung endlicher Ordnung - ebenso wie
eine endliche Bornsche Néherung in der Streutheorie - niemals Bindungs- oder Re-
sonanzpole beschreiben; dazu ist stets eine unendliche Partialsummation erforder-
lich, die einen Fredholmschen Nenner erzeugt. Auch beim SV Z-Verfahren wird ja
das Resonanzphidnomen nicht theoretisch generiert, sondern durch semiempirische
Fitformeln wie Gleichung (2.11) hineingesteckt. Es ist aber sinnvoll und von Inter-
esse, zu fragen, ob der dort versuchte Briickenschlag von der Resonanz- zur (OPE-
verbesserten) perturbativen Region bei Verwendung von Elementen der erweiterten
Stérungstheorie besser funktioniert, indem er etwa eine groBere Uberlappungsregi-
on oder eine verringerte Abhingigkeit von Parametern wie sy oder &hnlichem ent-

wickelt.

4.1 Ein-Loop-Beitrag

Fiir die Entwicklung des Transversalanteils der hadronischen Vakuumpolarisation

bis auf Terme der Ordnung O(g3) erhilt man in erster Stufe der rationalen Appro-

'Dieser war bereits in der Arbeit [MEY 94] Gegenstand der Untersuchung als eine der hadroni-
schen Korrekturen in Ordnung «? des T-Matrix-Elements der Myonpaarbildung (p~pF|[T|e~et).
Da hier die Wahl des Vertex nach anderen Gesichtspunkten erfolgt, 1st die Rechnung jedoch erneut
durchzufithren.

35
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ximation: P
Mgy = --2- =15 % +0 () ()
mit P
P
() = %) =--1- (e~
p—q
2N,
_ Q?N 1 A
- D-— tr{ﬁy (Z" + Ky l"‘|"f—)
e )
i 3l¢—l—/<;2 P —d +r2| \Pp—d +rp P —d +r_
= Q?Nc(A+[(’f+7/f+)‘|‘A—[(’f—v’f—)) : (42)

Als Folge der Erhaltung der WTT (3.1) tritt nur das Ein-Loop-Selbstenergie-Basisintegral

Ir, k) = D1—1/(;l:fD”{7M¢ —lmw,;zﬁ —; +/<;} (4.3)

auf, das nur in der oberen bzw. unteren komplexen minkowskischen ¢},-Ebene einen

Verzweigungsschnitt besitzt, nicht aber das Integral [(k4,x_), dessen Verzweigungs-
schnitt in der gesamten ¢3;-Ebene mit einer hebbaren Singularitat in Im(q?) = 0
verlauft [MEY 94]. Mit den Basis-Integralen aus Anhang A findet man als Losung

r(¢*) = Ura(¢®) + HTreg(qz) (4.4)

mit der Ein-Loop-Selbstenergie-Divergenz im M S Regularisierungsschema (3.11)

74, (q*) = H[To]dm(Q) (4.5)

und dem reguldren Beitrag
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QIN. .4 5
HTreg(QQ)_ (4;_)2 2§ ‘I’g E+1H(47T)
2 2 2 2 1+ 1—|—4%
—Ay m(%)+4(%)+(1-2%) 1445 L
‘ ‘ T\t 145
2 2 2 2 1+ 1—|—4i;
A 1n(%)+4(%)+(1—2%) 14+4=1n - } :
1 1 1 —144/1+45

(4.6)

wobei v schon zur Vereinfachung auf den Wert A gesetzt ist. Die Randbedingung
der Masselosigkeit des Photons ist aufgrund der Proportionalitit zu ¢? erfiillt. Die
Divergenz wird im Rahmen der Renormierung der Photon-Selbstenergie beseitigt.

Hierbei fithrt man die renormierte elektromagnetische Kopplung e ein
(eor5)? = (ev®)*Z, (4.7)
mit der M S-Kopplungs-Renormierungskonstanten auf Ein-Loop-Niveau:

e 41

Z =14 N—_21
HRTTSEEE

+ O(e*). (4.8)
Fiir die renormierte Vakuumpolarisation gilt lr,., = Ilr,., , da die endlichen In-
tegralbeitrdge in dieser Arbeit bereits in ihrer Form nach Durchfithrung des Grenz-
wertes ¢ — 0 angegeben sind. Im Hinblick auf die spater folgende numerische Aus-

wertung wird hierbei die Massenskala v auf A gesetzt.

Auch im Falle beliebiger Approximationsstufe r kann der Anteil der hadronischen
Vakuumpolarisation H[Trl’lo](qz) bestimmt werden, der sich als Konsequenz der Erhal-
tung der WTT ergibt. Ausgehend von dem Fermion-Propagator in Stufe r (1.32)

wird mittels der WTI der Longitudinalanteil des Quark-Photon-Vertex festgelegt:

1
%‘I”iQs ¢_¢+/§25

piro ]FFP(pv q,p— Z ’f25+1 (4.9)

Wiederum treten nur die Integrale (4.3) mit zwei gleichen Massenparametern auf
und man erhalt:

(7’—|—1 /2
H[TII ]( Z 7’75+[ Koty K, t-I-) + A, t—[(ﬁr,t—yﬁr,t_)) . (410)

Aus 202 (A, ip + A.i) = 1 folgt, daBl die H[Trl’l?gm(qz) gleich der perturbativen
Divergenz ist und an der Proportionalitidt I(k,«) o< ¢* erkennt man, dafl die Mas-
selosigkeit des Photons gewéhrleistet bleibt.
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Abb.(4.1) zeigt die numerische Auswertung von Ilr,,(¢*) fiir den

(Np = 2,w; < 0)-Parametersatz im Vergleich zur perturbativen Losung

Q7N ,4( 5 q*
= = - — In(4r) —In | — 4.11
m?:O (47'[')2(] 3 —I_ 3 VE —I_ H( 7T) n A2 ? ( )

ert( 2
77 (q°)

die eine Entwicklung von Ilr,,(¢?) fiir grofe euklidische Impulse darstellt. In Abb.
(4.2) erkennt man anhand der in der Literatur zum Teil tiblicheren Darstellung
H/Treg(QQ) = HT%"Q((JZ)) besser, wie das Resultat (4.6) die perturbative Losung kor-
rigiert. Dies ist natiirlich, zumindest der Richtung nach, der Effekt, den man sich
generell von der Verwendung einer nichtperturbativ erweiterten Stérungsmethode
erhofft, ndmlich die (quasi)-perturbativen Korrekturen insbesondere im Infrarotbe-

reich zu verringern.

__ P
0. —— \ |
R — — — P _pert
~
0. S
N
N
Pi
N
AN
0.1 .
N\
N\
_0.2| \
0 10 20 30 40 50
S
Abb.4.1: Aufgetragen ist [Tl;;%(q2 iiber s := K—z



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 59

__ Pi

0.1}

0. 08}

1

Pi 0. 06 \
0. 04
0. 02}

— — _ Pi_pert

.0l @) 2
Abb.4.2: Aufgetragen ist — iiber s := {5.

4.2 Vergleich mit SVZ-Entwicklung

Setzt man in der hadronischen Selbstenergie des Photons 11/(q) = t**(q)Ilz(q?)
(4.1) fiir den vollen Photon-Vertex die Bewegungsgleichung im Photonkanal ein, die
die fermionische T-Matrix enthalt, so stellt sich die Selbstenergie als T-Matrix dar,
deren dufleren Beine paarweise an einem nackten Photon-Vertex mit amputiertem
Photonbein geschlossen werden, was im Ortsraum dem paarweisen Zusammenziehen
der Raum-Zeit-Punkte entspricht. Die hadronische Selbstenergie des Photons, die
demnach identisch mit der Korrelationsfunktion zweier elektromagnetischer Strome

ist, ergibt sich bei Anwesenheit zweier Flavoursorten in Abhangigkeit der Stréme

ipo=raar s (4.12)

| . 2 1

Jua = 2 Qpdf mit Qu=3,Qu=—3 (4.13)
u,d

schlielich zu:
1 » . .
r(q?) = 5 [ dPac™(QIT{j(a)j4(0)}1)

_ E%j_EgQi/deawuuT{ﬁgwﬁ«m}wn L (414)
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Die Zweipunktkorrelationsfunktion des p-Mesonstroms

. . ) 1 1
gy = Z(Jf]j: mit O, = §,Cd =-3 (4.15)
u,d

lautet hingegen:

() = g [P (O () A0)9)

_ ﬁZC;C?/deeiq9”<Q|T{jJ%(x)jJ%(0)}|Q> . (4.16)

Da Fermionmassen vernachldssigt werden, ist (Q|7{j}(x)75(0)}|Q) keine Funktion
des Flavours. Ausgehend von der hadronischen Vakuumpolarisation erhalt man als

Beitrag des p-Mesons demnach

Hp(qz) = ZPHT(QQ) (4.17)
mit dem Reskalierungsfaktor
2
g, =l _ 9 (4.18)
Zu,d Qf 10

der einen zahlenwertigen Eindruck von der Dominanz des hadronischen Anteils bei
zwel Flavoursorten durch das p-Meson vermittelt. Fine Unterscheidung zwischen

den Beitridgen des p-Mesonstroms und des w-Mesonstroms
1 _
Ju = 5° uytu 4 dy*d (4.19)

mit der w-Mesonmasse m,, = 7T82MeV ~ m, = 77T0MeV ist auf diese Weise aller-
dings nicht moglich.

Ziel ist es, II7(q?) in [;—j zu entwickeln und mittels (4.17) einen Koeffizientenver-
gleich mit der SVZ-Entwicklung (2.56) des p-Mesonstroms, die im folgenden mit

2V = 2 dlAQJ 4.20
P - q Z 7 ( ° )
J

¢
bezeichnet ist, anzustellen.

Die der OPE entsprechende g—j—EntwickIung von II,(¢*) lautet

lNc A2 A2 2 A2 3
Hp(q2) = deiv + (ZT)QQZ{CO + 01? + ¢ (?) + c3 (?) + ... } (4,21)

mit von In (2—;) abhéngigen Koeffizienten ¢

415 A?
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¢ = -8 (A_|_w3_ + A_wz)
A2
¢y = +4 (1 —2In (|w|2—2)) (A_|_wi + A_w4_) — 161 (A_|_w4_ — A_w4_)
q
32 (2 A? 64 .
Cc3 = ? (g + In (|W|2?)) (A_|_CU3_ + A_CUG_) + ?Z%@ (A_|_w3_ — A_CUG_)
(4.22)
und
I, 400 = Z117 44 (4.23)
unter Verwendung von wy =: |w|e mit:
lw| = Vwiws +ws
\/w:a - i (w1 - w2)2
tan(p) = 2 (4.24)

Wi+ w2
Da es kein eichinvariantes Kondensat der Massendimension zwei gibt, ist der erste
nichtperturbative Entwicklungskoeffizient der SVZ-Entwicklung d; = 0. Diese Be-
dingung ist durch den ersten Entwicklungskoeffizienten ¢; = 8 (wj — ws3) der Reihe
(4.21) verletzt. Auf Ein-Loop-Niveau kann eine Losung dieses Problems darin beste-
hen, auf die selbstkonsistente Bestimmung des Transversalanteils des Photon-Vertex
mit Z; = 0 zu verzichten und stattdessen 2z, aus der Bedingung ¢; = 0 zu gewinnen.
Der Beitrag der Photon-Selbstenergie I, (¢*), der aus diesem nichtverschwinden-

den Transversalanteil '} (3.34) folgt, lautet

2N Q5N dPp i A A_
ra(@) = ~555 [ g (¢ Tt +/<:_)
AL 1 Ay A
| 2 gm0 O = )]
= —Q? NCA%aQ [F(kgrig) = (Tsgomn) + Tk ki) + T (k)] (4.25)

mit dem Ein-Loop Selbstenergie-Basisintegral:
. 1 dPp 1 1 1
(ki Kkj) = / t { # - — g 7} . (4.26
(li KJ]) D—1 (27T)Dr 7¢+li22[7¢ ¢7]¢—¢—|—li] ( )

Auch dieses kann in Abhéngigkeit von den Basisintegralen aus Anhang A geschlossen

dargestellt werden:
lri(q®) = U7i(e?)
= —foNciﬁ_)z{ =" (R4 B ey + 1Bl y00)
+ (k4 + ) {qz + (kg — ’f—ﬂ B s

=) (A%, - A ) | (427
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Da II7,(¢*) endlich ist fiir ¢ — 0, wird bei der Bildung der Gesamtpolarisation
(4.30) die perturbative Divergenz nicht gestort. Durch explizite Auswertung der
Basisintegrale fiir ¢> = 0 erkennt man zudem, daff 7, (0) = 0 ist und somit die
Masselosigkeit des Photons nicht verletzt wird. Aus II, (¢*) = Z,l7(¢*) gewinnt

man die folgende g—j—EntwickIung 2

INe . A? A2\ Az’
HPJ_(QQ) = - (Zw)z qzzl{CJ_,o + CJ_,1? +cip (?) +cigs (?) + ... } (4.28)

mit den Koeflizienten

CJ_70 = 0

ci1 = 8wy +w-)
A2

cia = +4In (|w|2—2) {Bwi’_ + 5wiw_ + Bwiw? + 3w?_’}
q

1
+81p—— {3@1 + Zwi’_w_ + 2w, + 3@4_}
Wy — W

—2 {wi’_ + wiw_ + w+w3 + w?

A2
ci1z = —16In (|w|2?) {wi + 2wiw_ + 3wiw’ 4 3wiw? + 2w + wi}

, 1
—321p———

6 5 4 2 3 3 2 4 5 6
T— (w_l_—l—w_l_w_—I—w_l_w_—l—w+w_—|—w+w_—|—w+w_—|—w_)

4
—5 (o +wo) (11w} +9wfw_ + Me?w? + 9wpw® +11wt) . (4.29)

Damit erhdlt man als neue Gesamtentwicklung der Korrelationsfunktion des p-

Mesonstroms in erweiterter Stérungstheorie:

HP(QQ) = Hp(q2)+HpJ_(92) 4
2 E] Az)]
2 Ty ([ (4.30)
mit N
6]‘ = 7C (C]‘ + 51&,;‘) . (431)

Aus der Bedingung ¢; = 0 1a8t sich nun z; bestimmen:

2
" W3 — Wy
= — . 4.32
o w1 + wo ( )
In Ubereinstimmung mit den Vorhersagen der OPE hingen die Koeffizienten
¢; = ¢ (¢%) fir 7 € {2,3} im Gegensatz zu den zahlenwertigen SVZ-Entwicklungs-

koeffizienten d; der SVZ-Entwicklung explizit vom Impuls iiber In (2—;) ab.

?Diese zusammen mit (4.21) stellt eine leicht korrigierte Form der Entwicklung in [MEY 94]
dar.
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In der SVZ-Entwicklung besteht zunéchst eine implizite Impulsabhingigkeit iiber
die laufende Kopplung a,(¢?) der Form In~" (1;—22), die allerdings durch Auswertung
von ay(¢*) an dem festen Impuls ¢ = 1GeV? vor Ausfithrung der Boreltransforma-
tion unterdiickt wird. Dies motiviert dazu, die Koeffizienten ¢;(g¢?) an einem festen

Impuls ¢y auszuwerten, der die Gleichungen

&(q*) L
(]47T)2 =d; mit j€{2,3} (4.33)
mit
dy = 0.067 und ds = —1.138 (4.34)

moglichst gut erfiillt. Die nichttriviale Beobachtung ist die, dafl der naherungsweise
Giiltigkeitsbereich der Gleichungen (4.33), [;—j < 0.10, eine brauchbare Konvergenz
bzw. Semikonvergenz der Entwicklung (4.30) erwarten 1a8t. Der Auswertepunkt ¢

fiir die Koeffizienten wird durch die Minimierung des relativen Fehlerquadrates fest-

o [[@pe) ] [@e@ 7]
a(cﬁ){[ & I

ds
der sich hierdurch zu g = 3.28A =~ 1GeV ergibt. Mit ¢;,,, = ¢; (%2%) erhélt man

als naherungsweise Entwicklung fiir die Korrelationsfunktion des p-Mesonstroms in

gelegt
2

_|_

erweiterter Storungstheorie

q¢ J1 3 q 1. A 1. A
Hp(qz) R 87T2 {g — VE —I_ 1n(47f—) —I_ g - ln (P) —I— 502;% (? _|_ 503fit ? ,

(4.36)

aus der im folgenden mittels des Mechanismus der QCD-Summenregeln die p-Meson-

masse bestimmt wird. Aus Gleichung (2.10), die sich hier in der Form

I, (q%)
L/Oods R(S) — _d( q2q ) (4 37)
1272 Jo (s +¢?)? dg? '

schreibt, ergibt sich unter Verwendung der Entwicklung (4.36) die (2.19) entspre-

chende ,Master“-Gleichung:

Mittels Boreltransformation und Ableitung derselben folgen zwei Summenregeln

o0 ) 3 1 At 1 AS
—s/M ~ C
/0 dSR(S)@ / = §M2{1 + 502)%W + ZCSHtW} ’
o0 ) 3 1 At 1 AS
/ dssR(s)e_s/M = —M4{1 — =¢ — =¢ } \
0

2 SRS VR LS VT (4.59)
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aus denen man unter Verwendung der erweiterten ,narrow width® Approximation
(2.11) fiir R(s) auf eine Gleichung fiir die p-Mesonmasse schliefit:

so\ _=o 1_ A* 1_ AS
e U 3R) T g g

m? = P R U e v (4.40)
R S VO R T
mit . .
C2piy C3su
=0.07 d =—0.06 . 4.41
(i) " iy A

Abb.(4.3) zeigt die Auswertung der Gleichung (4.40) im Bereich M? € [7,10]A* =

[0.6,0.8]GeV?, der im Rahmen der SVZ-Entwicklung als Uberlappungsbereich ge-
deutet wird. Gegeniiber Abb. (2.1) ist die Abweichung fiir kleiner werdende M?
als Folge des deutlich zu kleinen Wertes fiir Z’%;; auffillig, mit der Konsequenz,
daB sich kein dhnlich iiberzeugendes Plateau in M? ausbildet. Als Ursache kommt
zum einen die Wahl der niedrigen Approximationsstufe r = 1 in Frage. Eine Un-
tersuchung in dieser Richtung erfordert aber zunachst die Losung des vollstandigen
Selbstkonsistenzproblems in einer héheren Stufe r. Besonders im Vergleich zur SV Z-
Entwicklung in Kapitel 2 kommt als weitere Ursache die Beschrankung auf den Ein-
Loop-Beitrag zur Vakuumpolarisation in Frage. Es wird Gegenstand der Untersu-
chungen von Kapitel 5 sein, in welcher Form Zwei-Loop-Korrekturen beriicksichtigt
werden koénnen und welchen Einflufl diese in Hinblick auf die Interpretation einer

p-Meson-Resonanz ausiiben.

0.76/
0. 74!
0.72!
M oo.7] fl
0.68!

0. 66/ f3

7 7.5 8 8.5 9 9.5 10
NP

Abb.4.3: m =m, in GeV als Funktion von M? skaliert in A? fiir unterschiedliche
Werte der Kontinuumsschwelle sg:

fl: 5o = 1.75 GeV?%, 12: 5o = 1.5 GeV?, £3: 59 = 1.25 GeV 2.



Kapitel 5
Zwei-Loop-Selbstenergie

Gegenstand diese Kapitels ist die Berechnung der hadronischen Vakuumpolarisation

des Photons in der sytematisch erweiterten Storungstheorie bis zu Ordnung g3:

p
i) = -

P—q

= 13+ 0 () (5.1)
Ausgangspunkt sind die Entwicklungen bis O(g3) des Quark-Photon-Vertex (3.41)

und des Fermionpropagators, die aus (3.43) gewonnen wird: .

(1,1]

——— = —e— +0(g)
= e—e—
+ ——— | (9015)’ — —il | ——— 1+ O(g)

(5.2)

Damit ergibt sich die Entwicklung der hadronischen Vakuumpolarisation des Pho-

tons bis auf Terme der Ordnung O (g3):

65
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I
T I— ()

5.1 Die Counterterm-Graphen

Zunichst erfolgt die Berechnung der Counterterm-Diagramme in (5.3). Aufgrund
des Verschwindens der perturbativen Divergenzen der DS-Funktionale auf Ein-Loop-
Niveau in Landau-Eichung des inversen Quark-Propagators und des Quark-Photon-

Vertex tragen keine perturbativen Counterterme bei. Aus der Fermion-Propagator-

Subtraktion

[]
*- * 7+. *




KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 67

= - (Mmﬁ AR iﬁ_) (;;zﬂ fm iy ﬁ_ﬁ—) 7
(5.4)

erhédlt man dessen Anteil an der Vakuumpolarisation zu

_ 2 d"p } 1 1 A, A

e )
Pt B —d R\ —d +rr P —od e
= Q?Nc (Ai/i-l-j(/i-l-vli-l-vli-l-) + Az—/i—j(/i—vli—vli—)

‘|‘A+A—/<l+j(’f+a Koy ko) + A+A—’f—j(’f—a Kt /f+))
(5.5)

mit dem einzigen zusétzlichen Ein-Loop-Basisintegral, das durch Berechnung der

Counterterme entsteht:

. 1 dP L] I 1
[(lii,/i]‘,li]‘) = D—l/(QW)Dtr{V l¢ —|—/<;Z'l¢ —|—/<;]'7 l¢ _¢ —|—/<;]‘} . (56)

Den Beitrag der Vertex-Subtraktion erhdlt man zu:

oo wle L _ _
e p

o dp L Ay A_
N Qch/ (%Dtr{v (zf Trr P +f<:-)

[’i‘z’ﬁ j@v“ﬁ —(11+f<:z] (zé —§++/<:+ Ty —;LM-)}
= —QINA A T my) = T ) =I5 m) + 1)}

(5.7)
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Mit den Integraldarstellungen aus Anhang 1 erhalt man als geschlossene Darstellung

fiir die Summe der Counterterme:

1—[[1,0)c

ule]
Lrrp

= Q?Nc (2 [Ai/i+f(/<;+,/<;+,/i+) + AQ_KJ_[A(KJ_,KJ_,KJ_)}

/<;_—|—/<;_|_[
/i_—/i_|_

+A A I(ky ky) — I(K_, li_)]) : (5.8)

Da I(x, k, x) konvergent ist und I(k, x) eine masseunabhingige Divergenz ausbildet,
verschwindet die Gesamtdivergenz der Counterterm-Diagramme. Die perturbative
Divergenz ist demnach nicht verletzt. Da I (&, &) proportional zu ¢? ist (A.14), bleibt

als Nachweis der Erhaltung der Masselosigkeit zu zeigen, dafl auch j(/i,/i,/i) fiir
q* — 0 verschwindet. In der Tat ist nach (A.5):

n 8 1
[(’iv K, ’i)(qz = 0) = g’i _2’43214{3,/1} + W

=0 . (5.9)

5.2 Zwei-Loop-Graphen

5.2.1 Formulierung der Zwei-Loop-Graphen

Der Zwei-Loop-Graph, der sich aus der Insertion der Propagator-Selbstenergie ¥(p)
(3.47) ergibt, lautet:

Q2 N o1 A% [ L Ay A
D1 2 /<2w>D”{7 (¢+fs++¢+ﬁ-)2(p)

[Aw i R S —¢1+ﬂ—]}
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o QF N1
S D—-1 2

> (09, AL +CFanAL) I, (7)) (5.10)

27]777‘1 7n2
27]777‘1 7n2::l:

mit den Koeflizienten CZ»(;/Z) aus (3.48). Die strukturelle Vereinfachung ist hierbei
vollig analog zum Ein-Loop-Beitrag eine Konsequenz der Parameterbeziehungen, die
sich aufgrund der Erhaltung der WTI durch I'}. -, ergeben. Um zu einer einfacheren

Darstellung zu gelangen wird die abkiirzende Schreibweise

()Y statt / /de (5.11)

eingefithrt. Mit dieser schreibt sich das Zwel—Loop—Propagator—Integral:

[i};,nl,m (q2) = [Zp;lnl N2 (q ) - [2}.;2711 n2(q2) (512)

mit

1 1 1 1 1
S i U S N S H S R 1
63yn1, n2(q ) <<k2 —I-Uj/\z " ﬁ ‘|‘/<Jn17 % _,175 ‘|‘/fi7 % —I_/imﬁy % _¢ +/in2 >>

1 1 1 1

Binonl@®) = At U e v ! v

Den zweiten Zwei-Loop-Graphen erhalt man durch Insertion von F“[ 2 (P, ¢, p—q)

(3.52):

wTI

L@y N o P A A
= D_-1 2 /(QW)DZLT{V (ﬁ + Ky +,¢ ‘|‘/<J_)
» A A_
F%FP[ )(pv%p_Q) (% _¢+—|—/<;++¢ _¢ ‘I'/i—)}
Qf N2

= D Z { Z AnlAWQ[ZV]anl n2(q2)

n ,n2=:|:

—I_Cl(j) Z An2 [zvjanl n2( 2) —I_ Clnl an2 [zv;bnl n2(q2)}

ny,ny= +

(5.14)

Die Zwei-Loop-Vertex-Integrale sind:
L @) = Lo (6) = 1 (6

%,J,m1,n2 2,7,m1,12 %,J,m1,n2

Vi \%
[ZV‘;bnl n2(q2) = [Z',‘;;Zl,ng(qz) - [’L'j;zl,ng (qz) (515)

ﬁ—l_/im ¢_¢+/€n2

b

(5.13)
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mit
1 1 1 1 1
[Vl,a 2 — 1 { H A H A }

1 S N
R PE o s Ul S s S Sy B U

- 1 1
[ij;nl,nz(qz) = << 'Ifé VM'

kﬂ“+uﬂﬂ”{wﬁ+ﬁm P =¥+
1 1
¥ b

e ¢ ¢+ﬁm
TR TR e e
(= Ty R O e UBR
@) = St (e e P

1 1 1 1
t{“ @ A A} 7
<<k2+ujA2r £y eyt st e ey e )

Vo 2y d I 1
Bttt = G e T e et )

= (ot )

k2 [k + u;A2] V—d +nn b tnn §—F +n
(5.16)
In Abhéngigkeit von obigen Integralen kann der gesamte Zwei-Loop-Beitrag der
hadronischen Vakuumpolarisation dargestellt werden durch:
Q% N?2—-1

H[7171)(q2) = L e Z C Anl An2 [QIZP] ni, n2( ) + [Zvjanl ng(qz)}

D - 1 2 2]n1 ny= :l:

—I_ Z C anl {A (ZIZP] ni,n2 (q2) —I_ 12%77117712((]2)) —I_ an2 [Zv;bnl n2(q2)} }
i,j,nl,ng +
(5.17)

Nach Ausfithrung der Spuren ergeben sich die [ J/m n, als Summen iiber Integrale,

die von den Impulsen nur noch iiber deren Skalarprodukte abhéangen.

Propagator-Integrale

Trf}%nz (p7 kv Q)
P ] [0 — 0 ] B+ A2 (0 — )2+

I3 0 (@) = <<[
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mit der Spur:

T 213717‘1 ng(p7k7Q)

=4

{3 = ra) V6 = )7 = 2 = = )|

2 2
D%k, K i

+

{(D —2) (2linllin2 + DrZ_ + Dlinllii) — 2Dk, liz} p*
— (D= 2) (26, K, + Dr2, ) (k) = (D = 2)6, 5, (k)
+ (D =2)[=D (knybi + in ) + (D = 2)kn, £, ] (Pg)
+ (D=2 [(P") = P*(pa) — P*(Pk) — P*(kq)]
_I_

2(D — 2)*(pk)(pg)} - (5.19)

T an n2(p7k Q) >>
P2 [ w2, (0 — @) k2 K2 (82 A [(p = k)2 o+
(5.20)

133 10 (0") = <<[

mit der Spur:

T (ka) = {3 = V5 — = B — ) 0~ )
=—4 { — Dty k2 KK+ (4/%1/%2 + 2Dﬁi2) (pk)?

— (2linllin2 + Dli?w) (pk)k* — (D — 2)kip, kin, K (kq)

= 2D = 2)fn,fn, () (k)

{—Zﬁnlliw — D/i?12 — (D = 2)kp, ki + 264, liz} p2k?

(D — 2) [~ K, Finy + Eny Ki + Finy i) K2 (pq)

(D —2)| — p*k2(pk) — 2p* (pk)? — p*k*(kq) + 2p* (pk) (kq)

—(p*)*k* + 2k (pk)(pq) — A(pk)* (pq) + pzkz(pq)}}

(5.21)

+ + +

Vertex-Integrale

vt (P ks )
Pt [0 = 07 4 st ] [B2 4 etk — )2 + 2] (0 — 02 + A2
(5.22)

))

mit der Spur:

o) = oy = ra) 7 =) O —d =) —f = na) |
=4 { —D(D — 2)kp, kin, K?

K3

—(D —2)%kp kb — 2(D + 1)k, r:(pk)
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+ {(D — 22K, Fomy + 2Dk, K } (kq)

+ {(D —2) %k, ki — (D* — 6D + 4)/4;712/@} (pq)

—(D = 2)*kIp* — (D — 2)%k,, kiq?

+4(D = 2) [~ (pk)* + (p)(kq) + (pk))(pg) — 4(pq)(kq)]

H(D = 2)(D = 4) [=p*k* + p*(kq) + K*(pg) — (pk)*] } -
(5.23)

V2,a
Tri,zl,NQ (p7 k? Q)

P [0 = 02 4 2[R ][O — @) 2 (p = K2 (0 — )2 + A2
(5.24)

e () = | ))

mit der Spur:

T k) = 1 s G ) k) =) () —d )}
=—4 { (D — 2)kp, Ky K (k2 2(pk) + p2)

Db, finy (K*)? — [=2Dkp, Ky + 280, + finy )] K (pk)
+4 {linllim — Kpy Ki — KnyKi + liﬂ (pk)?
— (Dt Ky + 260, ki) K2 (kq)
+ {Z(D — 2Ky Kny + 2Dk, ki — 2(D — 2)Kny ki — 4/4;22} (pk)(kq)
—2(D — 2)k,, ki(kq)® 4+ (D — 4) (/4;711/43712 + /4;22) pPk?
+2 (i, + #iny )0 — Di?| p(pk)
+ {—(D — DEp kny — 2(D — Dkp ki + 2(D — 2)kp ki + 4/4;22} p*(kq)
+Dx}(p")* = 2(D = 2)kn, K:(p)* + (D = 2)kn, k¢
—2(D — 2k, ki(ph)q* + (D — 2)kp, kik*q* + 4D — 2)k,, k:(pq) (kq)
+ {4/4;711/4;712 — (D =2)kp ki + (D — ) kpyri — (D — 4)2/4322} k*(pq)
=k, 4 A i+ 2(D = 2)62] (pk)(pg)
+ {(D — 2k, ki — Dk, — DK } *(pq)
+H(D —2) (k)% — 2p*k2(pk) — p*k*(kq)

+2p%(pk)kg — 2p* (kq)® + (p?)*h

—(p*)(kq) — (K*)*(pq) + 2k*(pk)(pq)
+2k*(pg)(kq) — k*p*(pa) + 20 (pq)(kq)
—2k%(pg)* — K2(pk)q* + 20°k*q* — p*(pk)d?]} (5.25)

)
1 Trizlan pvkvq
e (@)= i (P ) N (5.26)

[p2 + K%Q} {(p —q)? + ﬁ%l} {kz + uy‘Az} {(p —k)* + /fﬂ
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mit der Spur:

ot pbea) = —tr{3 (6 —d =) 7 (= 1) 6 — = r0)7
=4 { D? Ky i, K
+(pk) [=D(D = 2)k,, + (D = 2)%k, |
—(kq)(D — 2)*k,
+p? [D(D = 2)k,, — (D = 2)*k, + D(D — 2)r]
+(pg) [(D =2k, = D(D = 2)i] }
(5.27)

Vo 2 T zvnl n2(p7k Q)
L = 5.28
27]7n17n2(q ) << {pz n /437212} {(p ) n /4; }kz {kz Iy Az} {(p _ k)2 n /fﬂ >> ( )

mit der Spur:

Trpike) = —tr{o" (b = =)0 = k) 6~ F =)
= —4 { —kleinllimlii
+E*(pk) [(D — 2)kn, — Dk, ]
+(pk)*2 [ Dk, — (D — 2)k,,]
—k*(kq)(D — 2)kn, + (pk)(kq)2(D — 2)#,,
+p*k? [Dip, + (D — 2)kp, — (D — 2)5]
+1(pa)(D = 2) (=#n, +50) | (5.29)

5.2.2 Berechnung der Zwei-Loop-Graphen

Zur Auswertung der Integrale (5.18),(5.20), (5.22) und (5.24) sind nach Partial-
bruchzerlegung

1 1 1 1
- —— | ik =k (p—k) 530
RIS (kf [k2 +ujA2}) (p=F) (5.30)

Zwei-Loop-Integrale mit m;? € {x%,x*,uy A%, u_A*} der folgenden Gestalt zu be-
rechnen:
( (P*) (K2) (pq)™ (kq)* (pk)* )
2+ m3] " [p2 4+ m3) ™[R+ m] [(p — )2 + md] [k — @)+ m3] " [(p — k)2 + m]
(5.31)

mit
Propagator-Integrale : ajo=a11=1Va10=0,a11=2, ay=0 |,

Vertex-Integrale : ayjo=1, 91 =0, ay=1 |,
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61 S a1.0 + a1 + 1, 64 S Q4 + 1 sonst 62 S 2 . (532)

Die Integrale (5.31) werden durch einen Reduktions-Mechanismus, dhnlich dem in
Anhang B fiir Zwei-Loop-Integrale ohne dufleren Impuls, auf einen Satz von Basis-
integralen zuriickgefiithrt. Zum einen treten Produkte von Ein-Loop-Integralen auf,

die in Anhang A angegeben sind

bt
]

Y

Amy = (

( 1
72+ m3|"[(p = 9)? + m3]

B{a7m1}7{17m2} 5 (533)

zum anderen die Zwei-Loop-Basisintegrale, die in Anhang C auf numerisch zu be-

rechnende Feynmanparameterintegrale zuriickgefithrt werden

|
oyt iny = [(p— @)+ m3] " [k2 + m3] [(p — k)2 + m3] !
v = : )
tp el N e md][(p— @)+ m3] [k 4+ m3][(p— k)2 +md]

Fimiy {1,ma} {1ma} {1ma} {1ms} =
1

il e+ [t a7 + ] o= a + ] [lo = ]

(5.34)
und die (¢* = 0)-Zwei-Loop-Basisintegrale, die in Anhang B angegeben sind:

Kiomb it iims) = Jamit(tmah (1,ms} (@& = 0)
1

ﬁw+@FW+mM@—w+m§

}>> (5.35)

mit o € {1,2}.

Im ersten Reduktionsschritt werden die Skalarprodukte unterschiedlicher Impulse
kiky € {pq, pk} und im Fall der Vertex-Integrale auch ki1ky = kq ersetzt:

hyky = % (K7 + k2 +m? = [(ky — k2)? +m?])

(kiks)? = —%(klkz)[(kl — ky)? + ]

1
+3 (K + k3 +m? = [(ky — k2)? + m?]) (K} + k3 +m?) (5.36)
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mit den jeweiligen Massenquadraten m? € {m3, m3, m2}.

Im zweiten Schritt erfolgt die Ersetzung der Impulsquadrate durch die entsprechen-

den Nennerfaktoren:
K = {kz + m%} —m3
(k2)2 = k? [kz + m%} — m% [kz + m%} + m%
Pt = [pz + mﬂ - m% . (5.37)

Im Fall der Propagator-Integrale ist zudem zu ersetzen

P2 = [P+ md| [+ md] = md [t md] = md[pt + mi] + mimd
() = P[P+ mi| [P+ m3] = (m} 4 md) [P+ mi] [+ ]
+ mi[p? + m3| + mi(md + m}) [p? 4 mi] — mim] (5.38)

und im Fall der Vertex-Integrale:

0 = ] = ] (539

Nach Kiirzung der Nennerfaktoren [pz + mﬂ, ey [(p — k) + mg} und im Fall der

Propagator-Integrale mit m} # m2 auch nach der Partialbruchzerlegung

1 1 1 1

verbleiben in der Entwicklung der Integrale (5.31) neben den Basisintegralen (5.33),
(5.34) und (5.35) Schleifenintegrale mit zunachst nicht weiter reduzierbaren Zahler.
Diese werden im dritten Reduktionsschritt auf die Basisintegrale zuriickgefithrt. Die
meisten hiervon lassen sich durch Variablentransformation oder Ausnutzung einfa-

cher Symmetrien wie beispielsweise

( L )
[(p = @) + m3][(k = )2 + m3] [(p — k)2 + m2|

P+
= e ypryll
{p + m3} {k + m4} [(p - k) + m5}
= (qz - m?)))I({l,mg)},{l,m;;},{l,mg)} + A{Lm}A{Lms)} (5.41)

umwandeln. Die iibrigen teilen sich auf in zwei Typen von Spezialintegralen. Zum
einen sind dies die Integrale mit Z&hlerstrukturen, die mit den bisherigen Stan-

dardmethoden nicht weiter reduziert werden kénnen (Typ 1). Die Grundtypen mit
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a1 =0,1,2 und oy = 0,1 lauten:

kq

F{O&?’,?élfig,m2},{1,m3},0,{1,m5} = N 5 5 . )
[Pz + ml} [kz + mz} [(p —q)*+ mS} [(p — k) + m5}
2
,0,0,0, p
()1,{()1?7732(}),{1,m3},{a4,m4},{1,m5} = < 5 5 5 5 5 NEZ 5 5 >>
12+ m3] [(p — )2 + m3] [(k — )2+ m3] ™ |[(p — k)2 + m2]
(5.42)
Die Spezialintegrale von Typ 2 sind Zwei-Schleifenintgrale, deren Zahler bereits
vollstandig ausreduziert sind, die sich aber dennoch durch die Basisintegrale aus
Anhang A und C darstellen lassen:
0,0,0,0,0 = 1
{Q,Tn1},{1,TfLQ},{l,ml},O,{l,mg)} 2 ?
2+ mi] (k2 m3][(p — )2+ m3] [(p — k)2 4 md]
1
F070707070m m m = << >> ?
Gl cmioon = e e T v
1
FO’O’O’O’Om - =
oot = s [k
(5.43)

Der Algorithmus zur Reduzierung auch solcher Typen von Schleifenintegralen wurde
von Tarasov [TAR 96] entwickelt. Die obigen Bezeichnungen der Zwei-Loop-Integrale
folgen der dort eingefiihrten allgemeinen Notation:

Fﬁl ,52,83,84,085

{a1,m1}{o2,mo} {as,ma} {oa,mal {os,ms}

( _ _ (p*)7 (k)7 (pQ)iS(kQ)B4 (pk)” _ _
2+ md] R ] (= @)+ md] |k — )2 4 md] (o — )2 mE]

(5.44)

Die Implementierung dieses Algorithmus unter Mathematica, allerdings im Minkow-
skischen, findet man als Freeware-Version TA RCER.nb auf der Homepage Mathema-
tica.com. Die Darstellung dieser Integrale in Abhangigkeit von den Basisintegralen
ist im Anhang D angegeben.

Der vollsténdige Rekursionsmechanismus zur Riickfithrung aller Zwei-Loop-Integrale
(5.31) und somit auch des Zwei-Loop-Beitrags (5.17) zur hadronischen Vakuumpo-
larisation auf die Basisintegrale (5.33), (5.34) und (5.35) wird in der regelbasierten
Computersprache Mathematica implememtiert und ausgefithrt. Man kann den Zwei-
Loop-Beitrag schlieilich wie folgt darstellen:
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2 2
1), 2 Qy N2—1
11 = —
{ Z C Anl An2HT 1 1)2 ,JaM1 T2 (q2)
7 ] 1,12
b a
' Z Ci(jQ)anlan2 (HT[I’l)i,j,nl,ng(qz) + ﬁQHT[Ll)i,j,nl,ng(qz)) } (545)
2,7,11,12
mit den Basisgrofien
HT[I’l)i,j,nl,ng(QQ) = 21213] 1, 712( ) —I_ [Z‘/:;nl no (qz) ?
b

HT[Ll)i,j,nl,nz(qz) = HT[l 1)2 VRO n2( ) + [Zv;bnl n2(q2) ’ (546)

die im Anhang E angegeben sind.
Zum Nachweis der Erhaltung der Masselosigkeit des Photons auf Zwei-Loop-

Niveau muf gezeigt werden, daf} die Gleichungen

=2, 0, (0) = L5, 0, (0)

2,J,m1,n1 2,J,m1,n1

HT[I 1) (0) —I_ /inl HT[I 1)2 ] ng,n1 (0)
\%: \%: \%: \%:
= [Z]bnl nl(o) —I_ [Z]bnl 712(0) —I_ [Z]bng nl(o) —I_ [Z]bng 712(0)

Z]?’Lan

(5.47)

erfiilllt sind, aus denen H[Tl’l)(()) = 0 folgt. Der Nachweis gelingt mit dem im Anhang
B formulierten zweistufigen Reduktionsverfahren zur Lésung der [ J/m (@7 = 0)-
Integrale, das ebenfalls in Mathematica implementiert und ausgefiihrt wird. Die
(¢* = 0)-Integrale werden hierbei zuriickgefiihrt auf die analytisch bekannten Ein-
Loop-Integrale Ay, .1 und das (¢ = 0)-,Master*-Integral K, (1,ms},{1,ma} » fliT
das ebenfalls eine analytische Darstellung gefunden werden kann. Die zu (5.47) bei-

tragenden Groéflen sind in Anhang F angegeben.

Da die I-Integrale fiir A — 0 die perturbative Gestalt annehmen, kann man aus
der Darstellung des Zwei-Loop-Selbstenergie-Beitrages (5.17) und der Ausfithrung
der Koeffizienten-Summen

Z CZJAnl 712_202] = 1 9

1,7,m1,m2==% 1,5=%
Yo an A, = D anan,, = 0 (5.48)
ny,ma==% ny,ma==%

allgemein schlieflen, dafl die perturbative Divergenz (3.16) erhalten ist. In der Tat
beobachtet man in Abb.(5.1), dafl neben dem exakten Verschwinden der 6% Diver-

genz der Koeffizient des é divergenten Beitrags fiir grofe ¢* gegen denjenigen der
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perturbativen Divergenz konvergiert, der das Grenzverhalten fiir grofie euklidische

Impulse darstellt:

H[TM)dm(qz) >0 H[Tl]fzzt(qz)_ 1 202 1L
TS ICA U (5.49)
0
Pi -0.0002!
- 0. 0004/ PRI’ _2L
-0.00067 20 40 . 60 _ _ _ Pi' pert

Abb.5.1: Koeffizient der é Divergenz im Vergleich zur perturbativen Divergenz

Zum Studium der Modifikation der nichtperturbativen nullten Ordnung durch

den divergenten nichtperturbativen Zwei-Loop-Beitrag

1 A % pert c Vil d 2
9= (—) M, i (6) = g (H[Tl’l)dw(qz) ~ Ty (qz)) =g (47) Y (@)
Az 2
(5.50)
wird diese in Abb.(5.2) im Vergleich zum Counterterm-Beitrag H[Tl’o)c(qz) (5.8) und

=1
dem nichtperturbativen Ein-Loop-Beitrag H[Tl’o]mg(qz) = H[Tl’o]reg (¢*) iiber s = 7\_22

aufgetragen. Abb.(5.3) kann man entnehmen, dafi sich die Zwei-Loop-Korrektur
fast vollstindig mit dem Counterterm-Beitrag weghebt und sich vom numerischen

Standpunkt nur eine minimale Korrektur der nichtperturbativen nullten Ordnung

(=2 =1 =2
0 ") = T () + T () (5:5)
durch (472
=2 T
M7, (0%) = 5 () 4 () (5.52)

Bo
ergibt.
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— Pi 1L
Pi e
— _Pi_2L
-0.2

=1
Abb.5.2: Der Ein-Loop-Beitrag H[Tl’o]reg im Vergleich zur Zwei-Loop-Korrektur

(AtBLOPH[%J)npdw und dem Counterterm-Beitrag 157"
— P _1L
N — — - Pi_ges
0.1 N —
N
A
0 N
Pi
-0. 1
-0. 2}

‘ . (1,052 . . [1,0/=1
Abb.5.3: Aufgetragen ist 1137, im Vergleich zu II7

reg
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Abb.(5.4) zeigt die numerische Auswertung des endlichen ¢*-Beitags TI7[1Y(g?),

reg

der fiir grofie euklidische Impulse in die perturbative Losung HT[l]pert(qz) (3.16)

reg

konvergiert.
oF
-0.02;
-0.04;
Pi

-0. 06¢

-0. 08¢

-0.1¢

H[l,l) 2
Abb.5.4: Aufgetragen ist TTZ%(q ) (gepunktet) iiber s := 7\_22 gegen die entsprechende

perturbative Grofle (durchgezogene Linie).

Die Korrektur der perturbativen Lésung im Infrarotbereich erkennt man deutli-
cher noch in Abb. (5.5), in der H/Treg(QQ) = HT%%@Z) mit der entsprechend definierten
perturbativen Losung aufgetragen ist. Dabei ist zu beachten, dafl das perturbative
Resultat fiir s — 0 die {ibliche logarithmische Singularitat besitzt, wahrend das
nichtperturbativ korrigierte fiir s — 0 einem in der Figur nicht mehr darstellbaren,
aber endlichen Wert zustrebt.
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or
- 0. 00025¢
- 0. 0005}
Pi -0.00075}
-0. 001}
-0.00125;
-0. 0015} » | | | | |
0 20 40 . 60 80 100
Abb.5.5: Aufgetragen ist w (gepunktet) iiber s := £ gegen die entsprechende

perturbative Grofle (durchgezogene Linie).

5.3 Auswertung der Ergebnisse

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist erneut Gleichung (4.17), welche die p-Meson-
Korrelationsfunktion zur Vakuumpolarisation in Beziehung setzt:
9
10

Die direkte Beobachtung von Resonanzen im Minkowskischen erfordert, wie schon

Hp(qz) = ZPHT(QQ) mit 7, = (5.53)

betont, eine unendliche Teilsummation von Graphen, wie sie beispielsweise von der
Bethe-Salpeter-Gleichung fiir die Ty-Amplitude geleistet wird. Eine Alternative stellt
die Padéfortsetzung in der laufenden Kopplung ¢* dar. Fiir die Korrelationsfunktion
des p-Mesons erhélt man:

= = =
M) = )+ T )
(

(=2

q°))’
(¢%)
mit dem als Fredholmnenner aufzufassenden

A(QQ) _ Hp[1,0]1:2(q2) . ngp[1,1)l:2(q2) ‘ (5.55)

Da der tatséchliche Kopplungswert fiir kleine ¢? nicht bekannt ist, wird in Abb. (5.6)
der Fredholmnenner A(s) iiber sy = —q3 fiir unterschiedliche Werte der Kopplung

[1,0]

Pade (Hp
5.54
age Qe (5.54)

g* aufgetragen.
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1.4,
1.2}

1!

Del t a 0- 81
0.6;
0.4}
0.2
-15 -12.5 -10 -57.5 -5 -2.5 0
ADb.5.6: Fredholmnenner A(s) iiber sy = —g2 von unten nach oben fiir aufstei-

gende Werte der Kopplung ¢* = {2.5,5,7.5,10}

In der betreffenden Region der Fredholmdeterminanten bilden sich keine Minima
oder gar Nullstellen aus. Es mufl demnach die Konsequenz gezogen werden, daf
die im Rahmen dieser Arbeit gewonnen Ergebnisse fiir die Vakuumpolarisation bei

kleinen Energien keinen Riickschlufl auf eine p-Meson-Resonanz zulassen.

Im folgenden soll untersucht werden, ob sich durch indirekten Vergleich der Re-

=2
sonanzregion mit H[Tlreli (¢*) analog zur SV Z-Methode bei hoheren Energien eine

p-Meson-Resonanz andeutet. Fiir die Vakuumpolarisation
=2 =2 =2
Wrl (@) =100 (@) + g1y (47) (5.56)

wird (4.21) und (4.28) folgend eine fiir groBe ¢* giiltige A Entwicklung mit In (%)—

q2
abhéngigen Koeffizienten angesetzt:

[Lp), 2 2 M1.p) q* np A
HT}Zi(q):q { o " hl(p)—l-co’p -I-cl’p?

A2 2 2 A2 2
+ 0’2[149) (?) In (%) i 0[214?) (?)
A2 3 qz A2 3
+ (?) In (F) + (?) } . (5.57)

Die Verwendung der SV Z-Methode bietet sich an, da sie einen durch die Borel-

transformation vermittelten Vergleich der Resonanzregion mit dem tief euklidischen
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Sektor ermoglicht, von dem man sich erhofft, dal die nichtperturbativ erweiterte
Storungstheorie hier eher als fiir kleine ¢* bereits in r = 1 eine quantitativ gute

Approximation darstellt. Gegeniiber einer rein numerischen Behandlung bietet das

Verfahren nach Bestimmung der Koeffizienten cEl’p ) und c;»[l’p ) den Vorteil der ana-
lytischen Durchfiihrbarkeit und der gréfleren Transparenz auch im Hinblick auf die

Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen des urspriinglichen SV Z-Mechanismus.

Es sei an dieser Stelle betont, dafl daher zwar auch in dieser Arbeit die semiem-
pirische Resonanzkurve mit einer A?/g%-Entwicklung verglichen wird, jetzt aller-
dings grundsatzlich der Vorteil besteht, keine empirisch anzupassenden Kondensate
mehr ausfithren zu miissen. Tatsachlich stellt der Ansatz (5.57) gegeniiber der SV Z-
Entwicklung noch eine Erweiterung dar, die aufler in den perturbativen Termen keine

)

logarithmischen Abhdngigkeiten besitzt, ist aber fiir H[Tl’l vom theoretischen Stand-
punkt aus betrachtet auch nicht der allgemeinste moégliche Ansatz, da dieser zusétz-
lich In? (%)—Abhéngigkeiten besitzen kann. Der Ansatz (5.57) bietet aber gerade
neben dem, bei geeigneter Koeffizientenwahl, sehr guten Erfassen des Kurvenver-
laufs die Moglichkeit, den SV Z-Mechanismus inklusive der Boreltransformation zur
indirekten p-Meson-Resonanz-Untersuchung anwenden zu kénnen. (Abhangigkeiten
q2

P) mit p > 2 lassen sich i.a. nicht analytisch transformieren).

[1.p)

vom Typ In? (

)

Die Koeffizienten ¢; ™’ und cg[l sind aus den perturbativen Resultaten bekannt.

Man benétigt in diesem Zusammenhang nur die Beziehung

1[1,0) M1y 1 Qs
—Z, (" + M) = = (1 + ?) . (5.58)
Die nichtperturbativen Koeffizienten cEl’p) und c;[l’p) erhdlt man durch eine Standard-

fitroutine in Abhéngigkeit vom Intervall, in dem die Funktion approximiert werden
soll. Fiir das Intervall K—z € [4,100] erhdlt man die Werte:

A0 = —0.03845 Y = 40.03007 LMY = +0.01543

A0 = 000913 " = —0.03845 |

LD 4002446 Y = 43.32721 Y = —1.00926

A = —042815 M = —5.47545 (5.59)

Die Entwicklung (5.57) wird wie in Gleichung (4.37) mit einem Ansatz fiir die Reso-

nanzregion, der die p-Mesonmasse als Parameter enthélt, gleichgesetzt. Durch Bor-
eltransformation B (2.58) wird ein Uberlappungsbereich in K—z E> ]\[{—22 der beiden
Seiten der Gleichung geschaffen. Wie beim SV Z-Mechanismus wird die laufende
Kopplung erst nach Ausfithrung der Boreltransformation ausgewertet.

Die Boreltransformation kann durch die inverse Laplacetransformation £~ dax-

gestellt werden:

= ele (b= [ () () o
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Bf(g?) = %F (#) . (5.61)

Hiermit findet man die zweite neben (2.59) benétigte Beziehung:

pln(g®) _ 1 1 L)
B(C]?)B_(6—1)!(1+2+'”+6—1 7E+1(M))(M2)6 . (5.62)

Dem SV Z-Mechanismus (4.37) ... (4.40) folgend erhdlt man fiir die p-Mesonmasse

(2= (1= g) ] sz
mi = M? us

(1 + %) {1 _ 6_50/M2} + 87T2pr2(M2)
T

(5.63)

mit

AOT) = [(_1 +9B)c; — CQ] (Z\/}—ZQ)Q + [(_g +E)c; — e+ %0/2] (A/}—Z)S
(g)(5) () B ()

rr) = a(55) = [F+ e -] (35) -5 #wn-a] (5)

2 2\ 2 2 2\ 3
q A q A

1,0)

mit

¢ = cE —|—47Tozsc£»1’1) ,

¢ = c;»[l’o)—|—47rozsc;[1’1) . (5.65)

k3

Setzt man die Kopplung zunéchst auf Null, um die quasi-perturbativen Korrekturen
der Ordnung ¢g? abzuschalten, so erhélt man eine m,(M?)-Abhingigkeit, die auch
bei Variation des Approximationsintervalls stabil bleibt. In Abb.(5.7), die den durch
die Boreltransformation vermittelten Uberlappungsbereich der ,Master“-Gleichung
(4.37) zeigt, ist m, gegen M? speziell fiir den Koeffizientensatz (5.59) aufgetragen.
Interessanterweise ahnelt der Verlauf dem in Abb.(4.3), obwohl hier keinerlei Fit an
phdnomenologische Daten vorgenommen wurde. Insbesondere stimmt der Grofien-
bereich, in dem die Kurven verlaufen, (man beachte den unterdriickten Nullpunkt)
erneut sehr gut mit dem tatsichlichen Bereich in Abb.(2.1) {iberein. Ein Plateau al-
lerdings, das den Riickschlufl auf eine p-Mesonresonanz zulassen wiirde, bildet sich

nicht aus.
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0. 86/

0. 84/ i1
0. 82! f2
m :

0.8}

0. 78!
; f3

0.76) —
7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

M

Abb.5.7: m = m, in GeV als Funktion von M? skaliert in A? fiir unterschiedliche
Werte der Kontinuumsschwelle sg:

fl: 5o = 1.75 GeV?%, 12: 5o = 1.5 GeV?, £3: 59 = 1.25 GeV 2.

Die Erwartung, dafl die Zwei-Loop-Beitrage die gewiinschte Korrektur fiir kleine
M? liefern, bestitigt sich nicht. Vielmehr zeigt sich, dal zum einen m,(M?) von
der Wahl des Approximationsintervalls abhdngt und zum anderen die Korrektur des
Kurvenverlaufs in Abb.(5.7) durch die Zwei-Loop-Beitrage in keinem Fall klein ist.
Da dies aus physikalischer Sicht zu keinem sinnvollen Ergebnis fithrt, muf} auf eine

graphische Darstellung verzichtet werden.

Die Vertexfunktionen in erweiterter Stérungstheorie kann man auffassen als Fort-
setzungen der perturbativen Vertizes aus dem tief euklidischen Sektor in den Bereich
kleinerer Energien. Qualitativ sind sie bereits in Stufe r = 1 globale Approximan-
ten der eigentlichen Vertizes, quantitativ ist allerdings zu erwarten, daf} sie erst mit
steigendem Approximationsgrad r brauchbare Naherungen hin zu immer kleineren
Energien darstellen. Es besteht daher die begriindete Hoffnung, daf} eine Korrektur
des Kurvenverlaufs in Abb. (5.7) durch Erhéhung des Approximationsgrades r bei
Beibehaltung der Fin-Loop-Ordnung erreicht werden kann.

Bei der Behandlung der Zwei-Loop-Terme war der Erfilllung der Ward-Identitéten
oberste Prioritdt eingeraumt worden. Vor dem Hintergrund, dafl hiermit die FErhal-
tung der perturbativen Divergenz und der Masselosigkeit des Photons garantiert
ist, erscheint dies als naheliegender und vertretbarer Ansatz. Das Scheitern im Hin-
blick auf die Untersuchung der p-Meson-Resonanz legt allerdings den Schlufl nahe,
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daf} besonders die Behandlung der Zwei-Loop-Beitriage eine hohere rationale Appro-
ximationsstufe erfordert, mit der die Ward-Identitdten sukzessive mit steigendem

Approximationsgrad besser erfiillt werden kénnen.



Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Versuch unternommen,im Rahmen einer nichtperturbativ
erweiterten Stérungstheorie einen Mechanismus zu etablieren, der die Untersuchung

der p-Meson-Resonanz ermoglicht.

Hierbei zeigten die Ein-Loop-Resultate fiir die Vakuumpolarisation bereits eine
vielversprechende Fortsetzung der rein perturbativen Groéfle aus dem tief euklidi-
schen Sektor hin zu kleineren Impulsiibertrdgen. Dennoch konnte auf deren Basis
durch indirekten Vergleich mit einem phdanomenologischen Ansatz fiir die Resonanz-
region im Sinne von Shifman, Vainshtein und Zakharov noch kein Riickschlufl auf

die Existenz einer p-Meson-Resonanz gezogen werden.

Die Mitnahme der Zwei-Loop-Beitrage hat vor allem die Frage aufgeworfen,
in welcher Form die Ward-Takahashi-Identitaten (WTI) zu behandeln sind, deren
Erfillung die Erhaltung der perturbativen Divergenz und der Masselosigkeit des
Photons garantiert. In dieser Arbeit wurde anstelle der vollstdndigen Entwicklung
des Zwei-Loop-Beitrages durch Dyson-Schwinger-Iteration die exakte Erfiilllung der
WTTI in erster Stufe der rationalen Approximation umgesetzt. Auffélligstes Resultat
ist, daf} sich nur eine minimale Modifikation der nichtperturbativen nullten Ordnung
aufgrund der Zwei-Loop-Beitrédge ergibt. Ebenso wie diese nullte Ordnung zeigt auch
die quasi-perturbative Korrektur erster Ordnung die erwartete ,,weiche* analytische
Fortsetzung der nur im Hochenergiebereich giiltigen rein perturbativen Losung hin
zu kleineren Energien. Jedoch war weder der Versuch der direkten ,,Beobachtung®
der p-Meson-Resonanz mittels Padé-Fortsetzung erfolgreich, noch konnte durch Ver-
gleich mit dem SV Z-Ansatz fiir die Resonanzregion auf die Resonanz geschlossen

werden.

Eine Verbesserung der Resultate hinsichtlich der Untersuchung der p-Meson-
Resonanz ist nur durch Beriicksichtigung einer héheren Stufe r der rationalen Ap-
proximation zu erwarten, was eine entsprechende vollstandige Lésung des Selbst-
konsistenzproblems verlangt. Da hierbei die Anzahl der Vertexparameter mit r°
anwichst, wihrend die Anzahl der Selbstkonsistenzgleichungen nur mit r? steigt
[KUH 97], konnen und miissen weitere Randbedingungen einbezogen werden. Ne-
ben der zu erwartenden quantitativ besseren Fortsetzung hin zu kleineren Energien

ermoglicht dieses, die Zwei-Loop-Beitrage durch Dyson-Schwinger-Iteration zu be-

87
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stimmen und dabei mit steigendem Approximationsgrad r die WTI nicht exakt,

aber schrittweise besser zu erfiillen.



Anhang A
Ein-Loop-Basisintegrale

Im Rahmen der dimensionellen Regularisierung wird man beim Auswerten der Feyn-
manintegrale nach Einfithrung der Feynman-Parametrisierung auf die Standardfor-

mel der euklidischen D-dimensionalen Impulsraumintegration gefiihrt:

a, 2 _ dD (p )
ly"(m?) = /(2#) B p? + m2)°
L TR r(a=8-8) ;2w
(4m )07 F (DT (a) ) - (A

2

Alle endlichen Anteile werden in ihrer Form nach dem Grenziibergang ¢ — 0 ange-
geben. Die durch den Renormierungsprozess eingefithrte Massenskala v wird auf A

gesetzt. Der divergente Anteil bildet mit der vor die Integrale gezogenen willkiirli-

9 A —2e
chen Massenskala v/5® den Faktor (%) aus.

Dieser geht im Falle einer perturbativen Divergenz im Rahmen des Renormierungs-

(%) - — (%) - —1 . (A.2)

Im Falle einer nichtperturbativen Divergenz liefert dieser Faktor zusammen mit der

prozesses iiber in

starken Kopplung ¢2 eine Modifikation der nullten Ordnung in ¢*.
In dieser Arbeit werden speziell die Integrale Ay, ., = 15°(m?), o € {1,2,3}

verwendet:

Ay = ——t Lp-oepoy 1 () =100 (TN e 1 o)
N e e T L Mlaz) e
(A.3)
I 1, _. 1 m2
Apmy = (4#)22/\ + In)? l 7E+1n(47r)—|-1n(/\2)]—|-(’)(5) ) (A.4)
1 1

89
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Das zweite und ansonsten einzige Ein-Loop-Basisintegral ist:

dPp 1
B{al,ml}{az,mz} :/ an a3 (A6)
(2m)P [ +m3| " (0 — @)* + m3]
Es werden folgende Spezialfille benétigt:
11, 5 re
Bumpumy = G527 Bl
Bumizmy = Bilaom - (A7)
Die reguldren Anteile stellen sich dar als:
e 1 ¢
B{lf]mﬁ{l,mz} = (47-[-)2 {’yE — 1H(47T) —1In (F)
o\ 1 h o\ 14
my g2 g2 my g2 a2
1o (A—) 5 T (A—) s
2 2 2 2\ 2
my | g my Ny
*‘J”Q(T?) (%)
W) (m w2 (m w22
1+¢1+2(q—+q—2)+(q——q—2) - (F-%)
In 5 }
m? | m2 m?  m2\? m2  m2)?
(—1+¢1+2(q—2+q—2)+(q—2—q—2) ) -(F-%)
(A.8)

Im Fall gleicher Massen vereinfacht sich dies zu:

reg 1 m2

1 1442
+ 1—|—4(m—22)1n L+ () } : (A.9)
K —14/1+4(%)
Ny o | L4144 (%)
B{Q?m}{l,m} - (4%)2{q2\/@1n . 1_|_4(7;1_22) } . (A.10)

Mit diesem Satz an ,eigentlichen® Basisintegralen &8t sich nun eine andere Klasse
von Basisintegralen darstellen, aus denen man mittels Linearkombination die Lésung
der hadronischen Vakuumpolarisation auf Ein-Loop-Niveau und die Subtraktions-

graphen der Zwei-Loop-Beitrige erhilt:

[(ry, ) = D 1— 1 / (;iwatr{ﬁwlff -i/i+wl’5 - (/fl‘|‘ ’i—}
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1
= D1 {Q(D - 2)((]2 + lii + /<J2_) - 4D/<J_|_/<;_} B{17H+}{17H—} - 2(D - 2) (A{L/ﬂ} + A{l,ﬁ_})
4, 1 .1 Ky Ko\
= — AT 142 = - = 1" - Al
3(] (47‘[‘)2 c ( + ( q q) ) + (’i-l-v/i ) ’ ( )

(A.12)

Man beachte hier besonders, dafl sowohl divergenter als auch reguldrer Anteil den

Gesamtfaktor ¢* ausbilden. Im Fall gleicher Massen vereinfacht sich dieser Ausdruck:

4 1 — 61 re
[(/ivli) = §q2(4ﬂ.)2/\ : g—l'[ g(ﬁvli) )

(A.13)

| 2

4 5 2 2
[7’69(/437/43) — ng{ — Vg —|—1H(47T) + g —1In (%) —4 (q )
2 2 L4/ 445
(=22 ) 1445 : L (AL14)
q q —1—|—,/1—|—4:—2

Das folgende Integral I tritt bei der Berechnung der Ein-Loop-Selbstenergie nur in
Kombinationen auf, in denen sich die Divergenzen wegheben, so dafl keine Trennung

von konvergenten und divergenten Anteilen vorgenommen werden mufl:
. 1 dPp 1 1 1
e
(li-l-/i) D—1 (27T)Dr7¢—|—li+2(7¢ ¢7)¢—¢—|—/§_
= —2(kp — =) (Afigy — Apiasy) = 2(5s +62) [+ (5 — 520 By
(A.15)

Das Integral j(/i,/i,/i) ist das einzige zusédtzliche Ein-Loop-Integral, das bei der
Berechnung der Subtraktionen auftritt. Es bildet keine Divergenz aus:

SRS PR
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1
= ﬁ{llli ((D — 2)(]2 — 4/4;2) B{27H}{17H} + 8&3{17,1}{17,1} — 4/4;(D — 2)14{27,1}}
= §/<; (q2 — 2/4;2) BY + B — A+ L . (A.16)
3 {2,rH1,x} {1,r}H{1,x} {2,x} (47-[-)1
Im Fall unterschiedlicher Massen gilt:
. 1
(ki1 k5) = ———(I(rj, rj) = I(ris 7)) (A.17)

/ij—/ii



Anhang B

(¢ = 0)-Rekursionsmechanismus

Dargestellt wird ein Reduktionsmechanismus zur Losung von Zwei-Loop-Selbstenergie-

Integralen ohne aufleren Impuls:
« {17, (pk), (P)2, P2 (Ph), (pk)?, p*k?, p*(pk)? |
{pz + /4;72“}&1'1 [p2 + /4;7212}%2 {kﬂam [k2 + u]‘/\z}OQQ [(p — k)2 + /4322}

mit aq 1,022 = lyazy € {0,1};a12,a3 € {1,2}. Zu beachten ist, dal die Zahler-

struktur p*(pk)? nur zusammen mit oy, = 2 auftritt. Zundchst werden diese in

&) (B

einem mehrschrittigen Reduktionsverfahren auf die Basisintegrale

1
0y B.2
e (B.2)
1

K{al7m1}7{a27m2}7{a37m3} = << {p2 N mﬂal {kz N m%}az {(p B k)2 N m%} a3 >>

Afamy =

(B.3)

reduziert mit {m, my, Mo, mg} € {linl s Koy s Kis ujAz} im nichtperturbativen Fall und
mit m = my = ms, my = 0 im perturbativen.

Im ersten Schritt ersetzt man:
(k) = 3 [ 402~ =17 (B.4)
Im Fall o = 1 ist (pk)? allerdings zu ersetzen durch:
(pk)? — i P+ k= (p— k)] [+ K2+ R (B.5)

wobei die Differenz auf ein aus Symmetriegriinden verschwindendes Integral fiihrt.
Es bleiben folgende Integraltypen zu reduzieren, die von den Impulsen nur noch

iiber deren QQuadrate abhangen:
{w e (- }
|:p2 _I_ /i727‘11|a1.1 |:p2 _I_ K%2i|al.2 |:k21|0‘2.1 |:k2 _I_ u]A21| 2.2 |:(p . k)z _I_ /i221|

7)) (B.6)
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mit
i <o ta; e<lagtoaat+l; <o (B.7)

Im Fall 75 = ag; + ags + 1 ist zu ersetzen:
(k)2 = [k + A2k — kA
= B+ (P4 (p— k)?) — KA (B.8)
Durch die anschlieBende Ersetzungen
Bo= K+ ujAﬂ — u;A?
SO
K;m} — K2
K2+ w2, = k2 [P+ 2] = w2 [ R |+ 2R,
Y= e et] - (2 ) [P,
+3nd, [+ 2 | + 268 62 (B.9)

‘4
_|_

(-
po=|p
i

werden die Zahler der Integrale vollstdndig ausreduziert und es verbleiben Integrale

der Form:

1
<< |:p2 —|— /{727‘1:|a1.1 |:p2 —|— /i727‘2i|0ll.2 |:k21|0f2.1 |:k‘2 —|— ujA2i|0l2.2 |:(p . k‘)2 —|— /4322

}a3>> (B.10)

mit aq.1, 2.1, a2, a3 € {0,1} und a3, € {0,1,2}
Im letzten Schritt des ersten Reduktionsabschnittes werden diese Integrale durch
Partialbruchzerlegung auf die Basisintegrale A, 1 und Ko, mi1 fas,mo ) {as,ms} ZUriick-

gefiithrt. Im nichtperturbativen Fall zerlegt man zunéchst:

1 1 1 1
kz{kz—l—uj/\ﬂ - u;\? (ﬁ_ [kiz-l-uj/\?}) . (B.11)

Fiir k,, # K,, ist zudem zu ersetzen:

1 ! 1
2+ sz ][+ ] RE s \[p2s2] o2 s2)]
1 1 1
el el e ]
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Im zweiten Reduktionsabschnitt werden ihrerseits die Ko, i1 {as,mo}{as,ms} Tedu-
ziert auf die analytisch bekannten Ay, .3 und ein (q=0)-,,Master“-Integral K1 m,},11,ms},{1,ms}>
fiir das ebenfalls eine analytisch geschlossene Form gefunden werden kann. Ausge-

nutzt wird hierbei

I({al7m1}7{a27m2}7{07m3} = A{alvml}A{%Jw} (B.13)

und entsprechende Gleichungen fiir ay = 0 bzw. ay = 0. Der Rekursionsalgorithmus

lautet [DT 93]:
i 1
[X{al7m1},{a2,m2},{a3,m3} = m

{ [ozz (mf — m32) (m12 —my® + m32) + as (mf — mf) (m12 + my? — m32)

—|—D7nl2 (_m12 4 m22 4 m32) + (041 — 1))\] [({al_17m1}7{a27m2}7{a37m3}

—I_Ome% (m% - mg —I_ m?),) {I({al—l,ml},{a2+1,m2},{a3—1,m3} - I({al—2,m1},{a2+1,m2},{a3,Tn3}}

—I_Of,?)m?)) (m% —I_ mg - m?&) {[({al—l,ml},{aQ—l,mQ},{ozg—l—l,mg} - I({al—2,m1},{aQ,mQ},{ag-I—l,mg}} }
(B.14)
mit
A=-2 (m%m% +mim3 + m%m%) + (m‘l1 +mj + mg) . (B.15)
Das am einfachsten zu berechnende Integral dieser Klasse ist allerdings K3 1,1, 11,m51 {1,ma}-

Mittels Feynmanparametrisierung ergibt sich

’ 111 m?
K2 m f1,ma} {1ms} = m = + g 1 —2y5 —2In .

2 2

m m2 m )
—t 27% - QFYE + 21H2 (4_7_:) + 2(27E — 1) In (4_7_:) - 2]{2,m1}7{1,m2}7{1,m3}(q2 = 0)} ’

3

mit dem Feynmanparameterintegral:

. 1 L 1—y m2/m}  mi/m?
2 2/ 3/
Jzon}rma) e} (@ = 0) = | da | - dy ;o [ +y ( P .
(B.17)
Fiir dieses findet man z.B. in [HOO 85] als Losung:
1. m3, m?
f2mi) (mo) (1ma) (@ = 0) =14+ =In —21n —2
J{2miy{1ma} {1, 3}((] ) + 9 nm% nm%

2 2 2 -9 2 -9 2
e G {Li? ( 2 2 m22 ) + Liz ( 2 2 m32 )
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+112( —2m? )_%112( —2m3 )
—In —In
4 m? —m2 —m2— VX 4 m? —m2 —m2— VX
i (m_g) [m (m% —m3 4+ m3 + ﬁ) T (m% +m3 —mi — ﬁ)] N lﬁz}
4 ms3 m%—m%—l—m%—\/x m%—l—m%—m%—l—\/x 6
(B.18)
Durch Umkehrung von (B.14) erhalt man noch:
Ky f1,ma) {1ma) = lmf)\K{z,ml},{Lm},{ng}
+m? (m2 —mit mz) (A A — A A )
2 1 2 3 {l,ml} {2,m2} {l,mg,} {2,7)12}
+W@(Wﬁ-+"€-—"@)(A{mm}Ammu}—'Aﬂmwy4mmmﬂl/
[)\ — Dm% (—mf + m% + m%)
(ot =) (= k) = o = ) o+ 03 = )|
(B.19)

Im perturbativen Fall vereinfacht sich die Darstellung des (¢ = 0)-,, Master“-Integrals

erheblich:
D—-2 1 ,

2D —3)ym2 (B.20)

Ky a0000,m) = —



Anhang C

Zwei-Loop-Basisintegrale

Mit Hilfe der Feynmanparametrisierung werden die Schleifenintegrale in dimensio-
neller Regularisierung D = 4—2¢ auf mehrdimensionale Feynmanparameterintegrale

zuriickgefithrt:
1 [(ar +as+...+ o)

D' Dy? ... Do T(aq)l(ag)...T(ay)

a1—1, as— 1 an—1

/ldx”_Q/ld:z;”_3.../ld:1; . Y2 - (C.1)
0 1 0 2 0 n— {lel —|—y2D2‘|‘---ynDn}al+a2+w+an

mit

y1=1—x1, yo=a1(l—x2), ... Y1 =a1... Cpa(l=Tp_1), Yo =a122...2,41

(C.2)
Im Gegensatz zu den Einschleifenintegralen bleibt bei den Zweischleifenintegralen
im allgemeinen eine Feynmanparameterintegration %—divergent. Die typische Form
ist:

/d:z;:z; bD/zf (x) mit «>0;b6=0,1 (C.3)

mit einer an der oberen Integrationsgrenze x = 1 analytischen Funktion fp. Das
Integral ip(a,b) wird regularisiert, indem das divergente Verhalten des Integranden

an der oberen Grenze abgezogen wird:

Iolx)  fp(1) fD() fo(1) (C.4)

1—=z 1—=z 1—=z
=:Fp(z)
folz) — fo(1) | fp(l) | Fp(z)—fp(1)
(1—a2)2 (1—:1:)2+1—:1;+ 1 —a ' (C.5)

Unter Ausnutzung der Integraldarstellung der Fulerschen Betafunktion erhédlt man:

in(a,1) = fDuf(;gi)aE;Z” + [ daat (= 2P Ep () (C6)
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P +a)l(1=D/2) . T(1+aT(2=D/2)
@ta—Dnp) TPWTRET D)

_I_/Ol dl’l‘a(l _ x)2—D/2FD(x) — le(l) ) (07)

1l —2a

ip(a,0) = fp(1)

Die O(e)-Beitrage der Zweischleifenintegrale werden in Form numerisch auswertba-

rer Feynmanparameterintegrale angegeben.
1
PR L PR Il
(p—q)*+ m3} {k + ml} {(p —k)* + m2}
_ I(=1+2¢) [ 2}1—25 ¢ I =)’ I'(1 +¢)
C (4m)E-29) A2T(2 —2e)T(3+¢)
1

+rﬂ‘%¥m—@%@ +(rﬂkk+rﬂkjru+wwwu—@

J{tmat {Lma ) (Lo} 2= [

A? 2—-2a)(2+¢) A? A? ['(142e)'(2—¢)

2 1 2 2 1 2 1 m?

q q ms my 2

—2 —/ / drdy(l —y)l 1 —y)— 1l —y)—= _ 1 ——=

m2 1ot 11—y q* 1 m?2 1m?
+A—§’/O/dedy 1n[y(1—y)ﬁ+1—y+y(——§+——§)]

Yy 3 Il —xms  xm3
—I—m—%/1 /1 dxdy ! In lx(l—x)y(l—y)i—l—x(l—x)l_—ym—g’—l—x—l—(l—x)m—%]
A? Jo Jo l—=z m3 y m? m3
—I—m—%/l/ldajdyllnlx(l—x)y(l—y)i—l—x(l—x)l_—ym—‘z’—l—xm—%—l—l—x])}
A? Jo Jo x m3 y m3 m3
(C.8)

! )
(p— ) +m3] [k + m3][(p — £)? + m3]
CT(2e) g2 [ [m2]TF T(1—2)T(e)
 (4m)a-2e) [A } { lﬁ] (2 —22)T(2 +¢)

1 1 1 — 2 1 P 1m?
—25/ / dxdy yln [y(l—y)q_z‘Fl—y‘Fy(—m_;‘l'_m_g)]}
o Jo y m3 1l —axms xmj

J2mat {1m b {1me) 1= (( [

Vitmap tma) tma 1my = 92 +m3] [(p — )2+ m3] [k + m3][(p — k)2 + mi]

[(25) roo1-2¢ ) T(1—¢2)T(e)
 (4m) A {F(Q “ 2502+ )
(12 [l avm -0 G+ 0o

1 2 2 2
+2€2/0 dy In’ [y(l —nLiq —y)ﬂiry@])

A? A? A?
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1 r1 gl z yQZﬁ 1om3 + 1mi
—25/ / / dxdydz In|z4(1-2) A22 L=z A7 — A2 m2] }
0 JoJo b=z vl =&+ (1 -y +u5?
(C.10)
Der %—Beitrag
1 2 2 2
.U q m m
Uy moy (€°) = /0 dyn [y(l Yt l-yo+ yA—fl (C.11)
kann auch in analytisch geschlossener Form angegeben werden:
. 1 q*
v 2
o) =~ 0 (35)
m2 m2 m m
A2 2 A2 2
2 2 2 2\ 2
my 2 my My
*‘J”Q(W?) (%7
2
m2 m2 m2 m2\ 2 m2 m2\ 2
(1o 3+ (-5)) - (-3
In 5 }
m m2 m2 m2 2 m2 m2 2
(Vi) (F-8)) - -3)
(C.12)
I3 . 10,0000} _
{1,T)’L1},{1,mg},{l,T)’L3},{1,T)’L4},{1,T)’L5} T {1,T)’L1},{1,mg},{l,T)’L3},{1,T)’L4},{1,T)’L5} -
1

]l ][ — 07+ ] [0 — 7 + ] [lp = 2 ]

1 1 111 opt
:(47T)4P/0/0/O/Odilhdl'zdyldyz%
2

[(yl(l — aay2)[L = ya(L = way2)] + @1 [yryaea(l — 22) = pi(1 = waa)[1 = y1(1 — wa)]]) %

2 2 -1
ms m? m2
+Y1Y2 (1'2—/\2 + (1 - l’z)v + o F) + (1 —ay) ((1 — yl)ﬁyl(l — y2)—/\2) ]
(C.13)

Mechanismen zur Entwicklung der Schleifenintegrale in ¢* oder aber q% vor Ausfithrung
der Feynmanparametrisierung findet man in [F'T 94] bzw. in [DT 93]. Zu berechnen
bleiben in diesem Falle Schleifenintegrale ohne &ufleren Impuls, fiir die ein Berech-
nungsalgorithmus angegeben wird (siehe auch Anhang B). Zudem wird in diesen
Arbeiten der Konvergenzbereich der Entwicklungen in Abhéngigkeit der reellen Mas-

senquadrate studiert.



Anhang D
Zwei-Loop-Spezialintegrale

Aufgelistet werden alle Spezialintegrale, die beim Reduktionsprozefl in Kapitel 5.2
benétigt werden.
0,0,0,0,0 _
F{Z,ml},{l,mQ},{l,ml},O,{l,mg)} -
B (=24 d) (m1® = m2® — m5) Aoy Bty (1m0}
2mi? (me? = 2mamg + me? + ms?) (me? + 2mymg + mo? + ms?)

_ (_2 —I_ d) <m12 —I_ m22 —I_ m52) A{17m5}B{17m1}7{17m1}
2my? (mi? — 2myma + me? + ms?) (mi? 4+ 2myme + mo? + ms?)

_I_ (_8 + Sd) <2m12 + qz) J{17m5}7{1,m2}7{1,m1} _I_ 2 <m12 + q2) J{27m1}7{17m5},{1,m2}
2my2q* (4mi* + ¢*) q? (4mi? + ¢?)

+my? (2m16 — dmytmo? 4 2my tmg? + Amytms® + AmyPmg ms®
2miims?t — 3m14q2 + 2m12m22q2 + m24q2 + 6m12m52q2
+2maimsq* + mste® — mi*qt + maPt + m52f]4) :

J(2ma Y (1,ms ) {1,m1}
m1? (m1? — 2mymg + ma? + ms?) (m1? + 2mymg + me? + ms?) % (4m1? + ¢?)

—m52 (2m16 — 4m14m22 + 2m12m24 + 4m14m52 + 4m12m22m52

+2my 2 ms? — 3m14q2 — 6m12m22q2 + m24q2 — 2m12m52q2
+2my*ms*¢* + mste® — mi*qt — ma?qt — m52q4) :
J{2,ms} {1ma} {11}
m1? (m1? — 2mymg + ma? + ms?) (m1? + 2mymg + me? + ms?) % (4m1? + ¢?)

(=2+d) 2m1® + ¢%) K{1 s} {100} {101}
2m42¢? (4mi? + ¢?)

—( - 22m16 + 6dm16 + 20m14m22 - 4dm14m22 + 2m12m24 - 2dm12m24

—20m14m52 + 4dm14m52 + 4m12m22m52 - 4dm12m22m52 + 2m12m54 — 2dm12m54

100
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—4mitg® + dmit 4 2miPmae?® 4 2mat P — dmate?
—2my*ms>q® + dma*ms’q® — 2dma*ms ¢ + 2mstq — dms? ) ‘

Vit m {,m ) {1,ma ) {1,m1 )}
2my? (ms? — 2mymg + m2? + ms?) (m1? + 2mymg + ma? + ms?) (dm1? + ¢?)

(D.1)
0,0,0,0,0 _
F{l,0},{1,m2},{1,m3},0,{1,m5} -
_A{17m2}B{17m3}7{170} _I_ A{17m5}B{17m3}7{170}
ma? + ms? mao? + ms?
(_8 + 3d> J{l,m5}v{1,m3}v{1,m2} 2m22 <m22 B m32 + m52 + (]2) J{2,m2},{1,m5},{1,m3}
(=24 d) (ms — q) (m3 + q) (=2 + d) (m2? + ms?) (m3 — ¢) (m3 + q)
CAms T oy me) (ma) 2m5% (m2° + ma® + ms® = ¢%) T(o ) (1ma) (1,m0)
(=2 +d) (m3 —q) (m3 + q) (=24 d) (m2? + ms?) (m3 — q) (m3 + q)
_1({17m5}7{17m2}7{170} (D.2)
(m3 —q) (m3 + q)
0,0,0,0,0 _
F{Q,O},{l,mQ},{l,mg},O,{l,m5} -
(_2 + d)zA{l,mQ}A{l,mg} (_2 + d)zA{l,mg}A{l,mg)}

d (my? + ms?) (ms — q)*(ma +q)°  d(ma? +ms?)* (ms — q) (m3 + q)

(_2 + d)zA{17m3}A{17m5}
d (ma? + ms?) (ms — ¢)* (ms + ¢)°

—I—( — 3dmytms? + dPmatms? + Ama?mst — dma?ms? — 6dma?ms?ms? + 2d3my?ms?ms?
—dms*ms? — 3dms?ms? + d*ms?ms? — 3dm24q2 + d2m24q2
—8m22m32q2 + 2dm22m32q2 — 6dm22m52q2 + 2d2m22m52q2 + 2dm32m52q2
—3dms'® + d*mstq? 4+ 4maPqt — dmaPqt — dm52q4) :
Ao} Biima ), 1.0}
d(my? +ms2)’ (ms — q)*(ms + q)*

—( — 3dmy*ms? + d®>mytms? 4+ dmg?mst — 6dma?ms®ms? + 2d3my ms?ms?
—4mstms? + dmstms? — 3dms?ms? + d*msims? — 3dm24q2 + d2m24q2
—2dm22m32q2 — 6dm22m52q2 + 2d2m22m52q2 + 8m32m52q2 — 2dm32m52q2
—3dms*¢® + d*ms*q® + dmy¢* — 4ms ¢t + dm52f]4) :

Af1ms )} Blima} (1,0}
d(ms? + ms?)*(ms — ¢)* (ms + q)°

+ (—8 + Sd) (dm24m32 - 6m22m34 + 2dm22m34 + 2dm22m32m52
+6mstms? — 2dmstms? + dmsimst + dmate? — dmate?

—|—1277122mg,2q2 — 4dm22m32q2 + 8m22m52q2 — 2dm22m52q2 — 12m32m52q2 + 4dm32m52q2
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+4mstq® — dmsq? — 6ma’q* + 2dmy* gt + 6msqt — 2dm52q4) :

S msy (1,ma} {1,ma}
(=2 + d) d(ma? + m52)* (ms — ¢)°(ms + ¢)°

—|—2m22 (dm26m32 — 12m24m34 + 4dm24m34 + 4m22m36 — dm22m36

2 4 4 4

+3dmotmsims? — 12mo?mstms? + 4dmy?mstms? — dms®ms? + 3dmy?ms?ms
+dms*ms® + 4ma°¢* — dmo’¢* + 12ma*ms®e® — ddmatms®?
—12m22m34q2 + 3dm22m34q2 + 12m24m52q2 — 3dm24m52q2 + 3dm34m52q2
—|—1277122m54q2 — 3dm22m54q2 — 12m32m54q2 + 4dm32m54q2 + 4m56q2 — dm56q2
—|—12m22m32q4 — 3dm22m32q4 + 12m22m52q4 — 4dm22m52q4 — 3dm32m52q4
+12mstq? — ddmstq* — 4my*¢® + dmy?¢® + dm52q6) :

J(2,ma} {1,ms),{1,ms}
(=2 + d) d(m2? + ms2)’ (ms — ¢) (ma3 + q)°

—8m32 (m24m32 - 3m22m34 + dm22m34 + 2m22m32m52
+3matms? — dmatms® + ma®mst + mat® + 6maima’e® — 2dmy*mste?
+2mg*ms’q® — 6maims®q® + 2dms*ms gt
—I-m54q2 _ 3m22q4 + dm22q4 + 3m52q4 _ dm52q4) .
S 2ima} {1.ms} {1.ma)
(=24 d) d(ma? + ms2)* (m3 — ¢)°(ms + q)°

0,0,0,1,0 _
0,{1,m2},{1,m3},0,{1,ms} —

_ A sy Ama Amay | Ao} Ams)
6 6 3
N (=6ma? + 2dmy? — 3ms? + dms? — 3ms® + dms? — 2% + dg?) T (1 me ) (1ms} (1mo)
3(—244d)
2my? (m5” 4 4%) J(2,m0}, (1ms) {1ma)
3(—244d)
m3® (3m2® + ms® +3m5% — ¢%) J 3 ma) (1ms) (1ma)
3(—244d)
ms? (3m22 + 3ms? + ms? — f]2) J{z,m5},{1,m3},{1,m2}
3(—244d)

(D.4)

FO,O,O,I,O _
{Lml}7{17m2}7{17m3}707{17m5} -

CApmyAme) N Afm AN ms)

4m12 4m12

(m12 + m3? — 92) A{17m2}B{1,m3},{1,m1}
4m12
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(m12 + m3* — f]2) A{l,m5}B{1,m3}7{17m1}
+ 2
4m1
N (=2my? 4+ dmy? — 8my? + 3dmy? — 8ms? + 3dms?) S msy (1,ma} {1,ma}
4 (—2 —|— d) m12
m22 (m22 - 77”632 + 77”652 + f]2) J{Q,T)’LQ},{I,T)’L5},{1,T)’L3}
2 (—2 —|— d) m12
77”632 (m22 + m52) J{z,mg,},{l,mg)},{LmQ}
(—2 + d) m12
m52 <m22 —I_ m32 —I_ m52 - q2) J{27m5},{1,m3},{1,m2}
2 (—2 —|— d) m12
(m12 ‘|‘ m22 + m52) I({ng)},{l,TrLQ},{l,ml}
4m12

(ma? 4+ mo® + ms?) (m1? + ms® = ¢*) Vit ) (1,maed (Lo} {1ms}
2

_I_

4m1

(D.5)

0,0,0,1,0 _
{27m1}7{17m2}7{17m3}707{17m5} -

( — 24my % + 8dm4® + 32mytmse? — 8dmytmae? — 8myimat — 32mytms? + 8dmytms?
—16m12ma?ms? — 8mi?ms? — dmi 1 + dmite? + 4mi?ma?¢? — dmat¢?
—4miPmsie? — 2dmams?q® — dmste? ) .

Al Ama)
8mi? (m1? — 2mymy + m2? + ms?) (m1? + 2mymg + ma? + ms?) (4m1? + ¢?)

—|—(8m16 — 48mytmo? + 16dmy*ma? + 8my2me? + 16m*ms? + 16my2my?ms?
+8mims* + dmitq® — 8mi*ma¢? + 2dmi*ma’q® + dmyt?
+2dmi*ms?q? + 2dmy*ms’e® + dm54f]2) :
Ay A ms)
8mi? (m1? — 2mymy + m2? + ms?) (m1? + 2mymg + ma? + ms?) (4m1? + ¢?)

_ (_2 —I_ d) <m12 —I_ m22 —I_ m52) A{17m2}A{17m5}
4ma? (mi? = 2mimg + ma? + ms?) (m1? + 2mimg + mo? + ms?)

2 4

—|—(8m18 - 16m16m22 + 8m14m24 + 16m16m52 + 16m14m2 m52 + 8m14m5

—|—24mle2 — 6dmle2 — 32m14m22q2 + 4dm14m22q2 + 8m12m24q2 + 2dm12m24q2
+32m1tms2g? — ddmitms?g? + 16me2mems2¢® + 4dmy 2 meims?¢?
+8my*mste® + 2dmiPmste? + A4mitqt — dmytet — AmyPmatqt
+dmaytq* + 4miPms?qt + 2dma*msPqt + dm54f]4) :

Aoy Bir iy (1ma)
8myt (m1? — 2myma + me? 4+ ms?) (1?2 4 2mimg + ma? + ms?) (4mi? + ¢?)

2 4

- (8m18 - 16m16m22 + 8m14m24 + 16m16m52 + 16m14m2 m52 + 8m14m5
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+8m1%¢% + 2dm1%q* — 48matma2q? + 12dmy ma?q® + 8mamate® 4 2dmy*mytg?
+16my msq® + 4dmytms®q® + 16myma’mse? + 4dmy*my mst gt
+8my mstq® 4 2dmi*ms?e® + dmit* — 8myPma? gt + 2dm P ma gt + dmyte?
+2dmyi ms?qt + 2dmo*mstqt + dm54f]4)

Afms} By f1,m13
8mit (m1? — 2mymg + mo? 4+ ms?) (ma? 4 2mymg + ma? + ms?) (4m1? + ¢?)

+ (—8 + Sd) ( - 4m14 + 2dm14 + 4m12m22 + 2dm12m22 + 4m12m52 + 2dm12m52

J1msy (1,ma} {1,m0}
(—2 —|— d) m14 (4m12 —|— (]2)

—2mi%¢* + dmi*¢* + dma*d* + dm52f]2) 3

-I-( —2my* + dmy? + 6myPma? + dmyPma® + 6myims? + dmytms®

J02my {1,ms ) {1,ma}
2 (=24 d)ym? (4my? + ¢?)

—2m2q* +dm2q* + dm2P¢* + dm52f]2)

—|—7TL22 (4m18 + 2dm18 — 4m16m22 — 2dm16m22 — 4m14m24 — 2dm14m24

—|—4m12m26 + 2dm12m26 + 12m16m52 + 6dm16m52 + 8m14m22m52 + 4dm14m22m52

4 4 2 4

—|—12m12m2 m52 + 6dm12m2 m52 + 12m14m54 + 6dm14m54 + 12m12m2 m54 + 6dm12m22m5
+4m 2ms® 4 2dm 2 ms® + 16m1%¢? — 3dm %¢* — 16mitma2¢? — dmitma2¢? + 3dmi mat¢?
+dm2®q* + 16m1*ms*¢* + 3dmi*ms*¢® + 10dmi*ma’ms?¢* + 3dmy*ms*¢?
+7dmi?*ms*e? + 3dma*mstq® + dms®e® + Ama gt — dmitgt — AmPmy¢?
+dmatq* + 4miPmsPqt + 2dma*ms* gt + dm54f]4) :

J{2,ma} {1ms b {1,m1}
4 (=24 d)ymi* (m1? — 2mymae + m2? + ms?) (m1? + 2mymg + mo? + ms?) (4my? + ¢?)

—m52( — 12m1% + 2dmy® 4 28m1%my? — 2dm%my? — 20my me? — 2dmytmy?

+4my 2 mo® 4 2dm 2ms® — 20m%ms? + 6dm ®ms? — 24mytmaims? 4+ 4dmy g ims?
+12m2matms? 4+ 6dmyimaytms? — 4mytmst + 6dmytmst + 12m2meimst + 6dmy Fmaims?
+4m 2ms® 4 2dmiims® — 4mi%¢? — 3dm ¢ + 40mtme?q? — 9dmytmy2g?

—4m12m24q2 — 5dm12m24q2 + dm26q2 — 8m14m52q2 — 5dm14m52q2

—8m12m22

ms’q? — 6dmi*ma*ms’q* 4 3dma*ms?q?
—dmy*mste® — dmiPmste® + 3dma*mstq? + dms®q? — dmytq?
241

—|—8m12m22q4 - 2dm12m2 - dm24q4 - 2dm12m52q4 — 2dm22m52q4 — dm54q4) .

J(2,ms},{1,m0) {1,m1}
4(=2+d)my* (my? = 2mama + ma? + ms?) (my? + 2myma + ma? + ms?) (4mi? + ¢?)

—|—( - 20m18 + 6dm18 - 12m16m22 + 2dm16m22 + 36m14m24 - 6dm14m24

—4Am%ms® — 2dm®ms® — 44m®ms? + 10dm®ms? + 8my*me?ms? — 4dmi*mo’ms?
17my 17my 1 Mms 1 Mms 1 Mg ms 1 M2 ms

4 4 2 4

—12m12m2 m52 - 6dm12m2 m52 - 28m14m54 + 2dm14m54 - 12m12m22m54 - 6dm12m2 mey
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—4my?ms® — 2dmi?ms® — 4m1%¢% + dmi%¢* — Amitma?q? + dmitma?g?
+8miimate? — dmiimate® — dmob¢® — 8mitms?¢ + dmitms?e?
+am metmse? — 2dmaima?mstq? — 3dmatms?q? — 4miPmste?

4

—dmy*ms q2 — 3dm22m54q2 — dms® q ) .

K1 msy (1ma) {1,my}
8mit (m1? — 2mymg + mo? 4+ ms?) (ma? 4 2mymg + ma? + ms?) (4m1? + ¢?)

—|—(8m110 — 8m18m22 — 8m16m24 + 8m14m26 + 24m18m52
—|—16m16m22m52 + 24m14m24m52 + 24m16m54 + 24m14m22m54 + 8m14m56
—|—24mlgq2 — 6dmlgq2 + 8m16m22q2 — 2dm 6m22q2 — 40m14m24q2 + 6dm14m24q2

+8m12mob¢? + 2dmi maCq? + 56m1%ms2¢? — 10dmy S ms2q? + ddmqtma?ms?q?

4 4 2

+24my mytms? q + 6dmy?mytms q + 40m,? ms g — 2dmytms? q

+24m1*ma mste® + 6dmi*mamste® + 8my*ms¢? + 2dma*ms®q® + 4m4°¢* — dmy°¢*

2¢* — dmi*ma®qt — 8miPma ¢ + dmiPmatt 4+ dmoS¢?

+8mitmstgt — dmitmsqt — AmiPmatmst et + 2dmy P mamst gt

+4my tmaq

+3dmy*ms2qt + 4mPmste* + dmy?mstet 4+ 3dmaimst gt + dm56f]4) .

Vit m {,m ) (1ma) {1,ms)
8mi? (m1? — 2mymy + m2? + ms?) (m1? + 2mymg + ma? + ms?) (4m1? + ¢?)

(D.6)

1,0,0,0,0
0{1 T)’LQ} {1 m3}0{1 T)’L5}

Afmay A 1ma) N Al ma )y A1ms) N Al ma )y A1ms)

3 3 3
n (—6my? + 2dmy? — 18m3? + Tdms? + 6ms? — 2dms® — 2¢* + dg¢?) S msy (1,ma} {1,ma}
3(—2+4d)
+2m22 (ma? 4 3ms® — 3ms? + ¢2) Jyzm1 (1ms} (1,5}
3(—2+44d)
—I— _4m32 (m3 - q) (m3 —I_ q) J{27m3}7{17m5},{1,m2}
3(—2+44d)
+2m52 (—3m22 — 3ms® + ms* — ‘]2) J12,msd {1,ms} {1,ma}
3(—2+d)
(D.7)
1,0,0,0,0
0 {1 T)’LQ} {1 mg} {1 T)’L4} {1 T)’L5}
A Amg N A ma 3 A ms)
2m42 2m42
L (ma? ma? + 8) Ay Bang fumgy | (22t 4 ma = 07 ) A Bruma f1ma)
2m42 2m42

(=8ms® 4 3dms® — 2my® + dmys® + 8ms® — 3dms*) J (1 m.y {1,ms}, (1m0}
2 (—2 + d) m42
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2m22 (m3 - m5) (m3 + m5) J{Q,mQ},{l,mg)},{l,mg)}
(=24 d) my?
2

ms? (—m22 + m3? — ms? — f]2) J(2maY {1,ms} {1,ma}

(24 d)my?
—ma® +m5% = ¢*) J{2m0) {1,ms ) {1,m0)
(24 d)my?

(ms? +ma® — m5%) K1), (1,mad {1,ms)
2

_I_

ms? (—m22

2m4

106

2.2 22 22 4 22 22 2 2 2 2 2 2
—(m2m3 + mo my” —m3 my” + ma — me msT — ma ms +m3f]—m4f]—m5f])'

Vi ma fma) {1,ma ), {1,ms)

2m42

(D.8)



Anhang E
Zwei-Loop-Basisgrofien

Angegeben werden die in (5.46) definierten Zwei-Loop-Vakuumpolarisations-Basisgrofen.

7u besseren Ubersicht wird eine andere Notation gewihlt:

{/iz /iz : 7ujA2} — {m%,m%,mf,m?} . (El)

ny? ng? /in,

Im Falle der Grofie H[Tl’l)a(qz) muf unterschieden werden, ob m; = ms oder my; # my
ist.

1,1)@
H[T ){i,j,l,l}(q2) =

2( -2+ d)z( -1+ d) (8m14 + 8mi3m; + 77112(]2 — mizq2 + mquz) .

At miy AL ma
mlz(ml +m; — mj) (m1 +m; + mj) (477112 + qz)

—2( -2+ d) (4m16 — 8dm % + 12m1°m; — 16dmy°m; + 12my*m;? — 8dmy*m; 2 + 4my®m;> — 4m14mj2

—|—8dm14mj2 + 12m13mimj2 — 24dm13mimj2 + 8d2m13mimj2 — dm14q2 + m13miq2 — 2dm13miq2

+3m1?m;g” — 2dmi*mi?q® 4+ 3mim P — 2dmim®q® + mitq? — dmitq? — 2mi?m;%q® + 4dmiPmy?g?

_dzmlzmquz . mlmimquz . 3mi2mj2q2 + 4dmi2mj2q2 . dzmizmquz + 2mj4q2 _ 3dmj4q2 4 dij‘lq?) .
Af1ma Af1,my)

m1?(my + m; —my)m;® (my + m; + my) (4my? + ¢?)

—2( -2+ d) (m13 — m12m; + 2dmy%m; — bmym;? + 4dmym? — 3mS + 2dm;>
—mlmjz + 7mimj2 — Sdmimj2 + 2d2mimj2) .

Apmay Ams)
m; (m1 +m; — mj)mj2<m1 +m; + mj)

-2(—-2+4d) (16m16 — 24dm;® — 16dm1°m; — 16m1*m;” + 8dm1*m;” + 16my *m;”

—8dm14mj2 + 18m14q2 — 26dm14q2 + 6d2m14q2 + 12m13miq2
—20dm13miq2 + 4d2m13miq2 — 6m12mi2q2 + 6dm12mi2q2 — 2d2m12mi2q2

—|—6m12mj2q2 — 6dm12mj2q2 + 2d2m12mj2q2 +2my2¢* — 3dm, % ¢*

107
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+d*mi%¢* — 2m 2 ¢t + 3dm;2 ¢t — dPmitgt + 2m gt — 3dm; 2t 4+ dzm q )

Afma Brimay im0
mi2(my +m; —my ) (ma + m; 4+ my) (4mi? + ¢2)

—1—4( — 24 d)A{lyml}B{l,m,},{l,m,}

—2( — 6my? + 2dmy? + 4mym; — Admim; — 6m? + 2dm? + 4m;? — 2dm;? — 14 + 9dg® — d2¢ ) .
Bi1,m ), {1,m Biim) {1,ma)

2( — 39my® + 24dmy® — 64my " m; + 48dmy "m; — 48my5m;>

+32dm1%m;? — 32m1°m;S 4+ 16dmy > m; — 16mytmy* + 8dmy*m;* + 64m16mj2 — 56dm16mj2

2 2

—|—8d2m16mj2 + 32dm15mimj2 — 16d2m15mimj2 + 48m 1 m; mjz — 4Odm14mi mjz

—|—8d2m14mi2mj2 — 32m14mj4 + 32dm14m] — 8d2m14m — 22m1

—|—26dml6q2 — 6d2ml6q2 — 52m15miq2 + 56dmy° miq —12d%m4° miq — 44m14mi2q2

—|—40cl771147m2(]2 — 8d2m14mi2q2 — 20m13mi3q2 + 16dm13mi3q2 — 4d2m13m'3q2 — 6m12mi4q2

—|—6dm12mi4q2 — 2d2m12mi4q2 + 34m14mj2q2 — 44dm14mj2q2 + 16d2m14m 202 — odPmy* m; q
—16m13mimj2q2 + 48dm13mimj2q2 — 28d2m13mimj2q2

—|—4d3m13mimj2q2—|— 18m12mi2m]2 2 _ 24dm,? mlzm] q + 12d%m,? mlzm] q
ijzqz — 12m12mj4q + 18dmy m]4q2 — 10d*m, ? m; 147

+2d3m, 2 m; q 2m14q4 + 3dm14q4 — d2m14q — 6m13miq

—2d%m1%m;

+7dm,3 miq — 2d2m13miq4 — 8m12mi2q4 + 8dmlzml2 1 2d%mytm; q — 6mym;> q + 7dm1m23q4
—2d2m1m'3q4 —2mtqt + 3dm;tqt — d*mytet 4 6my 2 m; 2¢* — 11dm,? m; 24t
+6d%m, 2 m; q — d3m12mj2q4 + 2m1mimj2q4 — dmlmimj2q4 + 6mi2mj2q4 — 11dmi2mj2q4

+6d%m;? m; 2t —d mizmj2q4 — 4mj4q4 + Sdmj4q4 —bd m]4q4 + d®m 4 4) .

Bi1,m, 1 {1,m1)
my 2 (my 4 mg —my Jmy?(ma +m; +my) (4mi? 4 ¢?)
3{1,m,},{1,m,})

mimjz

+A{1,mj}(
—2(2m12mi +92m;3 — 4mimj2 + Qdmimjz + 2m1q2 — dmlqz) .

F1m ) {1,me), {1,ma),{1,mai),{1,0)

2
m;

+2(m; — mi)z(ml + mi)z(lez +2m;? + 2¢° — dqz) '

—2(2m16 —2mytm? = 2my tmt 4 2my S — 8m14mj2 + 2dm14mj2 + 4m13mimj2
—4dm13mimj2 — 8m12mi2mj2 + 4dm12mi2mj2 + 4m1mi3mj2 — 4dm1mi3mj2

—8mi4mj2 + Qdmi4mj2 + 10m12mj4 — 4dm12mj4 — 4m1mimj4 + 4dm1mimj4
—|—10mi2mj4 — 4dmi2mj4 — 4mj6 + Qdmj6 + 2m14q2 — dm14q2 —4m 2mizq2 + Qdmlzmizqz
+2m;tq? — dmitq® — 16m,? m; 2¢% + 9dm,? m; q —d*m,? m; q + 16m1mlm] q°
—14dm1mimj q + 242 mym;my; q — 16m;° m; q + 9dm;? m; q 2 _ d’m;? m; q —1—16mj4q2
Flimiy {1 ma {1 mad {1 ma} {1m;)

2
m;

—IOdmj4q2 + dzmj4q —4my 20t ¢ 2dm; 24 ) .

=2( = 2+ d) (my = mi) (1 + my)
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(8m16mi — 8mytm® + 477115(]2 — 4m14miq2 + 6dm14miq2 — 4m13mi2q2
—4m *mi®¢” + 2dm*mi ¢ 4+ mi gt — miPmig® + dmPmigt — maomiet — mPet 4+ dmi® ¢ ) :

K{1mi (1,mi3,41,0)
my2m;m;2q? (4m12 + qz)

—1—2( -2+ d) (Smllomi + 16m1°m;% — 8m®m;3 — 32m17mi4 — 8my%m;® + 16m1°m; % + 8m14mi7

—32m18mimj2 + Sdmlsmimjz — 32m17mi2mj2 — 16dm16mi3mj2

4 5mj2 + 8dm14mi5mj2 + 4Om16mimj4

mj4 + 4Om14mi3mj4 — 16dm14mi3mj4 — 16m14mimj6

2

mjz —39my'my
2

+ — 32m,°m,
—16dm16mimj4 + 16m1°m;

—|—8dm14mimj6 + 4m19q2 + 4m18miq2 + 6dm18miq2 — 12m17mi2q2 + 12dm17mi2q
—20m16mi3q2 + 2dm16mi3q2 — 4m15mi4q2 — Sdmlsmi4q2 + 12m14mi5q2 — 6dm14mi5q2
—|—12m13mi6q2 — 4dm13mi6q2 + 4m12mi7q2 — Qdmlzmi7q2 — 8m17mj2q2 — 28dm16mimj2q2

2

6d2m16mimj2q2—24m15mi m] q — 32m,tm; m] q + 16dmy*m; mquz

—4d%my? m?’m] q? — 16m°m; m 2¢% — 16m % m; m] 247 + 12dmy *m; m 247

—92d%m;? mf’mj q + 4my® m; q + 4my? m;m; q + 14dm;? m;m; q 2 _Ad*myt mimj4q2—|—

4m13mi2mj4q2 + 4dm13mi2mj4q2 + 20m1%2m;3m '4q2

—18dm12mi3mj4q2 + 4d2m12mi3m 4% — 8my? mlm] q

+8dmy *mym;®q% — 2d*mi mym;®q® + miTgt + mi Cmygt + dmySmig®

20t — 5mytm3 gt + dmytmB et — mPmtg?

7 4

—3ml‘r’m'2 4—1—2dm15m2
+3my12m; gt — dmi?m® ¢t + 3mym; ¢t — 2dmym; ¢t + m ¢t — dm; "¢ — 2myPmy g

4 3 2

—5dm, mimj2q4—|—d2m1 mimj q — 6my°m; " my q

—|—2dm13mi2mj2q4 — 8m12mi3mj2q4 + 4dm12mi3mj2q4

4 4

mj2q4 + 2dmym; mj2q4 — 4mi5mj2q4 + 5dmi5mj2q4

3

—4mim;
—d*m;®my 2t 4+ miPmitet + mytmymy et + dmy P mymyt et myomtmyte?
+5mmytet — TdmPmite* + 2d*miPmytet — 2mim;Oqt + 3dmym;®q* — dzmimj6q4) .
Ki1m,y A1mi,{1mi)
my2m; (m1 +m; — mj)mjz(ml +m; + mj)q2 (4m12 + qz)

—|—2(m1 — ml) ( — 64m1 m; + 24dmy"m; — 64m1%m;” + 24dmSm;® + 64my°m;® — 24dmy®m;>

+64mytm;* — 24dmy st — 3277116(]2 + 12dml6q2 — 48m15miq2 + 40dm15miq2 — 6d2m15miq2
—32m14mi2q2 + 32dm14mi2q2 — 6d2m14mi2q2 + 64m13m — 40dm*m; 3q2 + 6d%m3m; q
—|—32m12mi4q2 — 28dm12mi4q2 + 6d2m12mi4q2 — 8m14q4 + 3dmy* q —12m43 miq
—|—14dm13miq4 — 3d2m13miq4 — 8m12mi2q4 + 12dm12mi2q4 — 3d2m12mi2q4 + 16m1mi3q4
J{1ma3 41,ma}11,0)
my2m;m;2¢? (4m12 + qz)

—14dm1mi3q4 + 3d2m1mi3q4 + 8mi4q4 — 11dmi4q4 + 3d2mi4q4)

—2( — 64m1®m; + 24dm:®m; + 128m1°m;® — 48dm1 ®m;® — 64my*m;® + 24dmi*m;® + 192m; m;m;?
ijz + 176dm15mi2mj2 — 48d2m15mi2mj2
3

—136dm16mimj2 + 24d2m16mimj2 —128m,°m;

—|—192m14mi3mj2 — 136dm14mi3mj2 + 24d%my *m; mjz — 128m14mimj4 + 112dm14mimj4

—24d2m14mimj4 — 3277117(]2 + 12dm17q2 — 16m16miq2 + 28dm16miq2 — 6d2m16miq2
—|—16m15mi2q2 — Sdmf’mizq2 + 96771147712'3(]2 — 72dm14mi3q2 + 12d2m14mi3q2 — 32m13mi4q2
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5

—|—12dm13mi4q2 — 32m12mi5q2 + 28dmy%m; q2 — 6d2m12mi5q2 + 32m15mj2q2 — 12dm15mj2q2

—|—208m14mimj2q2 — 204dm14mimj2q2 + 62d2m14mimj2q2 — 6d3m14mimj2q2
ijzqz + 196dm13mi2mj2q2 — 92d2m13mi2mj2q2 + 12d3m13mi2mj2q2

+96my 2m; m] q — 116dm,*m; m] q 2 4 46d%m % m; m] q 2 _6d%my%m; Sm] q

—96m4>m;

—64m, 2 mimj q + 88dm4? m;m; q 2 _ 40d%m,? m;my; q 2 4 6d3m,? m;my; q —8m15q4—|—3dm15q4
—4m14miq4 + 11dm14miq4 — 3d2m14miq4 + 4m13mi2q4 — 2dm13mi2q4 + 24m12mi3q4
—26dm12mi3q4 + 6d2m12mi3q4 — 8m1mi4q4 + 3dm1mi4q4 — Smf’q4 + lldmf’ 4 3d2mi5q4

—|—8m13mj2q4 — 3dm13mj2q4 + 52m12mimj2q — 63dm, mzm]2q4 + 24d%my % my m; q

—3d3m12mimj2q4 — 24m1mi2mj2q4 + 57dm1mi2mj q — 34d2m1mi2mj2q4 + 6d3m1mi2mj2q4
—|—24mi3mj2q4 — 41dmi3mj2q4 + 20d2mi3mj2q4 — 3d3mi3mj2q4 — 16mimj4q4
J{1my 3 {1,ma} {1,ma}

my2m;m;2¢? (4m12 + qz)

+30dm;m;*q* — 17d*mym;*q* + 3d3mimj4q4)

—|—4(m1 — ml) (8m17mi +8m1%m;? — 8my®m;® — 8mytmt + 4ml6q2 + 12m15miq2 — Qdmlsmiqz
27 = 12m°m % + 2dm Pmi g — 4miPmitq® 4 2dmy Pmytg?
+5my gt + 4miPmigt — 2dm P mig® + 5mytmiqt — 2dmy PmiPet — dmymSg?
J{2,m1},{1,m:3,{1,0)

m;m;2g? (4m12 + qz)

+16m1*tm;2¢? — 2dmq*m;

—|—2dm1mi3q4 — 2mi4q4 + Qdmi4q4 + m12q6 )

—1—4( — 8m®m; + 16m%m;® — 8my*m;® + 24m16mimj2 — 8dm16mimj2 — 16m15mi2mj2

—|—16dm15mi2mj2 + 24m14mi3mj2 — 8dm14mi3mj2 — 16m14mimj4 + 8dm14mimj4 — 4m17q2
—8m16miq2 + 2dm16miq2 — 4m15mi2q2 + 28m14mi3q2 — 4dm14mi3q2 — 8m13mi4q2
—4m12mi5q2 + 2dmlzm'5q2 + 4m15mj2q2 + 32m14mimj2q2

—18dm; mzm]2q2—|—2d2m1 m;my; q — 16m%m; m] q 2 4 28dmy®m; m] q
—4d®my3m;? m] q + 12my mZSmj q° — 10dm, mi?’mquz—i—demlzmiSmj q —8m12mimj4q2
+8dm, 2 mimj q 2 _2d%m,*? mimj4q2 —5m15q4—|—m14miq4—|—2dm14miq4

—mPmi2 gt 4+ 9my Pm 3t — ddm?mPet — 2mimtet — 2m P gt + 2dm gt

+my3 m; q + 11my mimj2q4 — 10dm12mimj2q4 + 2d2m12mimj2q4 — 6m1mi2mj2q4

—|—12dm1mi2mj2q4 — 4d2m1mi2mj2q4 + 6mi3mj2q4 — Sdmi?’mqu4 + 2d2mi3mj2q4 — 4mimj4q4
J{2m1} {1,m,){1,m:}

m;m;2q? (4m12 + qz)

—|—6dmimj4q4 — 2d2mimj4q4 —mi®g° + m12miq6)

—|—4(m1 — ml)ml (8m17mi + 8m16mi2 — 8m15mi3 — 8m14mi4 + 8ml6q2 — 8m15miq2 — Qdmlsmiqz

2 2 2

¢* — 2dm*m;? ¢ — 8mi*m2¢® + 2dmPmi? ¢ — 4myPmite? + 2dmy P myte?
+2m1%g* — 10mi®mig® + 3dmi®mig* — 5mi*mi%¢* + 3dmi *mi*¢* — 2mym; B¢

—Amtmy;

+dmim;®q*

—mtqt 4+ dmitq* — 2mimiq® + dmimig® — mi2¢® 4 dm;?¢° ) :
J{2,mi3,{1,m1},{1,0}

m12mj2q2 (4777,12 + qZ)

—4m; (Smllomi + 16m1°m;% — 8my ¥y — 32m17mi4 — 8m1%m;® + 16m°m; % + 8m14mi7
—32m18mimj2 + Sdmlsmimjz — 32m17mi2mj2 — 16dm16mi3mj2 — 32m15mi4mj2

—32m14mi5mj2 + 8dm14mi5mj2 + 4Om16mimj4 — 16dm16mimj4 + 16m15mi2mj4
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—|—40m14mi3mj4 — 16dm14mi3mj4 — 16m14mimj6 + 8dm14mimj6 + 8m19q2 — Qdmlsmiqz

2q2 — 4dm17mi2q2 — 12m16mi3q2 + 2dm16mi3q2 + Sdmlsmi4 24 8my 4mi5q2

6q2 — 4dm13ml 24 4my m;q2 2dm1%m; 7 2

2

—20m17mi
—|—2dm14m'5q2 +12m%m; —16m;” m; q
m; 242 — 24my mZSm] q°

mj q? — 16m, mf’mj q

—8my° m;my; q — 4dmy mzm]2q2—2d2m1 m;my; q — 48m°m;

—8dm, mi?’mj q 2 4+ 4d?mytmy3 4

—|—12dm12mi5mj2q2 — 2d2m12mi5mj2q2 + 8m15mj4q2 + 48m14mimj4q2 — 34dm14mimj4q2
2mj4q2 —|—4dm13mi2mj4q2
3

mj q — 16my3m;

—|—4d2m14mimj4q2 + 4mq3m;
—|—20m12mi3mj4q2 — 18dmy*m; mj4q2 + 4d2m12mi3mj4q2
—8m12mimj6q2 + Sdmlzmimj6q2 — 2d2m12mimj6q2 + 2m17q4
—8m1 °mig* + 3dmi ®mygt — 17mi "my " + 6dmi "mi g + matmy g
+dmi*m? ¢t + 12mi®mit ¢ — 4dmiPmit ¢t + 6m*m ¢
7 4

— 3dmi’m;°¢* + 3mim;°¢*

dm'7 4 4my 5mj2q4 + 14m14mimj2q4 — 15dm14mimj2q4

+3d%m* m'm] q — 16m%m; m] q 4+ 2dm, mzzmj2q4

—18my*m; m] q + 14dmy % m; mj q —2d2m12mi3mj2q4—4m1mi4mj2q4—|—Qdmlmi4mj2q4

_Qdmlmz f] +m;'q

—4m;® m; q + 5dm;° m; q — dzmismj2q4 + 2m13mj4q4 + 20m12mimj4q4 — 23dm12mimj4q4
+6d%m, 2 m;my; q + mlmizmj4q4 + 5mi3mj4q4 — 7dmi3mj4q4 + 2d2mi3mj4q4 — Qmimj6q4
+3dmimj6q4 - dzmz’mj6q4 —2my*miq® 4 dmi*mig® — 3miPm;%¢® + 2dmiPmi2¢® + myimiP¢®
+3mym*q® — 2dmyim*¢® + mi®¢® — dmi®¢® + dmiPmym;2¢°

226 326
m;“q° — 3m;°m;q

—4dm12mimj2q6 + dzmlzmimj2q6 —mym;

—|—4dmi3mj2q —d*m;? m; 20+ 2mzmj4q6 — 3dmimj4q6 + dzmimj4q6) .
J2mi) {1,m) {1,ma)

my2(my + mi —my)my?(my 4+ mi + my) ¢ (4mi 2 + ¢2)

—4 (Smllomi + 16m1°m;% — 8m®m;3 — 32m17mi4 — 8my%m;® + 16m1°m; % + 8m14mi7
—32m18mimj2 + Sdmlsmimjz — 32m17mi2mj2 — 16dm16mi3mj2 — 32m15mi4mj2
—32m14mi5mj2 + 8dm14mi5mj2 + 4Om16mimj4 — 16dm16mimj4 + 16m15mi2mj4

3

—|—40m14mi3mj4 — 16dmy m; mj4 — 16m14mimj6 + 8dm14mimj6 + 4m19q2 — 4m18miq2

—Qdmlgmiqz — 28m17mi2q2 — 4dm17m 24?2 — 59m,%m;3 2 + 2dm16m23 ? _52my ml4q2
—|—8dm15mi4 Z_19m 4mi5q2—|—2dm14mi q + 12my mi6q2 — 4dmq3m;°® q + 4my m/q2
—2dm12m27 —8my " m; q + 8my® m;m; q2—|—4dm16mimj2q2

—2d2m16m2 q — 8my°m; m] q + 16dm,°m; m] q

—|—4Om14mi3mj q° — 32dm, mi?’nlqu2 + 4d%my? mi?’mj q° — 16m13mi4mj2q2 — 16m12mi5mj2q2

—|—12dm12mi5m'2q2—2d2m12m m; q + 4m4° m; q + 4my? m;my; q —10dm14mimj4q2

+4d%*m; mlm] q + 4my mlzm] q + 4dmy3m; m] q + 20mq mZSmj q2 — 18dm12mi3mj4q2
+4d%mi % m; Sm] q — 8my? m;my; q + 8dm4? mimj q —2d2m12mimj6q2
—3m1 q — 13my miq4 + 3dm16miq4 — 23m15mi2q4 + 6dm15mi2q4 — 29m14mi3q4

4 4 4

—|—9dm14mi3q4 — 25m13mi4q4 + 12dm13m2 — Tmy2m;° 4 + 5dm12mi5q4 + 3m1mi6q

—Qdmlmi6q4 + mi7q4 — dmi7q4 + 2m15mj q + 14mq mimj2q4 — 13dm14mimj2q4 + 3d2m14mimj2q4

—|—2m13mi2mj2 LS 6dm13mi2mj2q4 + 22m, 2m;>

+6d%my%m; 3m q 4m1mi4mj2q4 + Qdmlmi4mj2q4 — 4mi5mj2q4 + 5dmi5mj2q4

mj2q4 — 24dm12mi3mj2q4
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—dzmismj2q4 + m13mj4q4 — 7m12mimj4q4 + 7dm12mimj4q4

—2d2m12mimj4q4 + mlmizmj4q4 + 5mi3mj4q4 — 7dmi3mj4q4 + 2d2mi3mj4q4 — Qmimj6q4
—|—3dmimj6q4 — dzmimj6q4 — m15q —3my? qu + dmy* qu —dmy3m; q

+2dm®m;*¢® — 4m1*mi®¢° + 2dmi*m;®¢® — 3mim;*¢° + 2dmim;*q® — m;®¢® + dm;®¢°
+m1®m;?¢® + 3miPmym;?q® — 4dmiPmym;2e® + dPmamym;?e® + mim;®m;?¢°

—|—3mi3mj2q6 — 4dmi3mj2q6 + dzmi?’mqu6

— Qmimj4q6 + 3dmimj4q6 — dzmimj4q6) .
J{2mi} {1mi{1,ma )

my 2m; (my + m; —my) (my +m; +my) g2 (4my 2 + ¢2)

+2(m1 — my) (ma + my) (4m13 + dmym;® + 2miq® — dmig® + 2mig” — dmiqz) :
Vitma ) d1,mad {1,mi},{1,0}

mym;?

_2(m1 — ml) (m1 + ml) (4m12mi +4m;® + 2myiq® — dmig® + 2miq® — dmiqz) .
Vitmi} {1,mid {1,ma},{1,0}

mimjz

—1—2( -1+ d) (m1 — ml) (m1 + ml) ( —24m,° — 8mytm;? — 20m14q2 + 6dm14q2
—4m1*m;%¢® + 2dmi?m;?¢® — 2m ¢t + dmi 2t — 2m%¢* + dmi?¢* ) :

Vi1, mi) {1,m0,{1,0},{1,m)
mi2m;2? (4mi 2 + ¢2)

-2(—-1+4d) ( — 24my "0 — 48m1 my; — 8m1®my® + 32m1 Tmy® + 24m % myt 4+ 16my P m;
+8mytm,® + 96m18mj2 — 24dm18mj2 — 64m16mi2mj2 + 16dm16mi2mj2 — 32m14mi4mj2
—|—8dm14mi4mj2 — 56m16mj4 + 16dm16mj4 — 16m15mimj4 + 4Om14mi2mj4 — 16dm14mi2mj4

—16m14mj6 + 8dm14mj6 — 2077118(]2 + 6dmlgq2 — 4Om17miq2 + 12dm17miq2 — 4m16mi2q2

4 2

—|—2dm16mi2q2 + 32m15mi3q2 — Sdmlsmiqu + 20m14ml — 6dmy m;? 2 + 8m13mi5q2

—4dm13mi5q2 + 4m12mi6q2 — 2dmy 2mi6q2 + 80m16mj q° — 44dmy mquz + 6d2m16mj2q2

—|—8m15mim] q — 48mytm; m] q + 32dm;y mlzm'2q2—4d2m14mi2mj2q2

2 2

—|—8m13mi3m] — 16my°m; m] q + 12dmy%m; m] q

—2d2m12mi4mj q —52my? m; q + 30dmy* mj q —4d2m14mj4q2 — 16m13mimj4q2

—|—4dm13mimj4q2 + 20m12mi2 4 2 — 18dm, mzzm 4q2 + 4d%my? mZZm]Aq2

—8m12mj6q2—|—8dm12mj6q2—2d2m1 m; q —2my° q 4 dm,® q —4m15miq4—|—2dm15miq4

—2m14mi2 4y dm14m'2q4 + 2m12m'4q4 — dmlzrm4 4y 4m1mi5q4 — Qdmlmi5q4

—|—2mi —dm;® q +8my? m] q — 6dmy* m; q T dPmyt m; q —4m13mimj2q4

E 4 — 8mym; m q + 4dmy%m; m] q —4m1mi3mj2q4—|—2dm1mi3mj2q4—8mi4mj2q4

+2dm;3 m'm]
2 2,4 4 2.4 4
+6dm;* m; 20t — d®my? m; 20t —2m,? m; Yt + dmy? m; Yt + 10m; m; ¢ — 9dm;"m;"q
Vit ma (1 mad {1my} 41,mi)
my + m; — mg)m;? (my 4+ mi + my) (4mi? + ¢°)

+2d%m;? m; 4t —4m q* —|—4dm ¢t — d®m 6 4)~ 5
m1<

—2(4m15 — 4mym;t = 4m12mimj2 + 4dm12mimj2 + 12m1mi2mj2 — 4dm1mi2mj2 — 8m1mj4 + 4dm1mj4

+2m1¢? — dmi®¢® + 2miPmig® — dmi®mig® — 2mim? g + dmami?e® — 2miPe? + dmiPq?
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Vima omad 41mag 41,m,
2

—|—6m1mj2q2 — 3dm1mj2q2 + Qmimquz — dmimquz)
mim;

—2( —4mytm; + 4m;® + 12m12mimj2 — 4dm12mimj2 — 4m1mi2mj2 + 4dm1mi2mj2 — Smimj4
+4dmym;* — 2mi%¢* + dmi®¢® — 2mi®miq® + dmimig® + 2mam;?q’
—dmlmizq2 + Qmi?’q2 — dmi?’q2 + 2m1mj2q2 — dmlmqu2 + 6mimj2q2 — 3dmimj2q2) .

Vit m u,mid f1mi 41,m)
2

m;m;

1,1)% 1,1)%
H[T )i,j,1,2(q2) + H[T )i,j,Z,l(qz) =

2 Aftmar Afma

(m1 — mMs )mz

s A myAnmgy

mi (m1 — mz)

4(=2 + d) 4(=2+ d)

Afm Afmsy

my (m1 — ma) m;

—2(=24d) (=3m;% + myma + mim; — mam; + 2m;% — 4m;? + 2dm;?
j J 2

Af1,ma} A1, m;)

(m1 — my ) mamy

+2 (=24 d) (myms — 3ma? — mymy; + mam; + 2m;2 — 4m; % + 2dm;?
j J 2

Afmy Afymgy

—2(=2+4d)(my +ma +2my) p—
i1

Bi1,m, 1 {1,m1)
my (m1 - mz)

+A{1,m,} (—2 (—2 =+ d) (—4m12 _ 2(]2 + qu )

Bi1,ms) {1,m1)

+2(—-2+ d)2 (m12 — 2myms + my? + qz)
mims

B
—2(=24d) (=4my? — 2¢° + dg?) el el

ms (—my + my)

+4 (=2 +d) A1y Biamay 41,ma)
+4 (=2 +d) A1 o) Biamay 41,ma)

—4( —2my? + dmi? = 2mimy — 2ms? + dms? + 2mim; — 2dmym; + 2mam;
—2dmam; — 6m;2 + 2dm;% + 4mj2 — Qdmj2 — 14q2 + 9dq2 — d2q2 ) .

B1,ma) {1,m Biim) {1,mi)

Bi1,m, 1 {1,m1)
my (m1 — ma) m;

—|—A{1ymj} (2 (m12 —m;2+ Qmjz — dmjz) (4m12 + 2q2 — dqz) 3

B ma mi
=2 (=24 d) (mims — mim; — mamy; +m;* — 2m;? + dm;?) (m1? — 2mims + mo® + ¢%) Zlmal i) 5 !
mimam;

B{1,ma} {1,ma}

ms (—my + ma) m;

+2 (m22 —m;% + Qmjz — dij) (4m22 + 2q2 — dqz) 5
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B{l,m,},{l,m,})

-2 (4m1m2mi + 4m;3 — Smimjz + 4dmimj2 + 2m1q2 — dm1q2 + 2m2q2 — dmzqz) 3
mgim;

+2 (my — my) (—ma + my) (— 2m12ms? — 2mPm; + dmi®m; — dmiPmam; — dmimstm; — 2ms>m;

+dms2m; — Amymem;? — 2mym;® — 2mam;S — 2myt — 2m1m2q2

+dmimag® — 2mim;q® + dmym;g® — 2mam;q® + dmam;q®

Comi?q® 4+ dmig? ) F{1,ml},{1,m,},{l,;h},{l,m,},{l,o}

mj
—2(2m13m23 + 2mitmam; — dmytmam; — 2m S msimy + dmiPmstm;
—9m12msm; + dmiims3m; + 2mymstm; — dmyimastm; — 2mytm;?
+dmitm? — 2m3mam;? + 6my2ma®m;? — 2dmy Fms?m? — 2mymsSm;?
—9motm;? + dmstm? + 2m 3 my® — dmi®m;® — 2my Pmam,
+dmi mam;2 — 2mimsim® + dmims®m + 2ms2m;% — dmo®m,;?
—9miimt + 2mymem;t — 2mstmt 4+ 2m; % — 2m13m2mj2 — 4m12m22mj2

—|—2dm12m22

mjz — 2m1m23mj2 + 6m13mimj2 — 6dm13mimj2 + d2m13mimj2
—4m12m2mimj2 + 4dm12m2mimj2 — dzmlzmzmimjz — 4m1m22mimj2 + 4dm1m22mimj2
—dzmlmzzmimjz + 6m23mimj2 — 6dm23mimj2 + d2m23mimj2 — 8m1m2mi2mj2
—|—4dm1m2mi2mj2 + 2m1mi3mj2 — Qdmlmi?’mjz + 2m2mi3mj2 — Qdmzmi?’mjz

—8mi4mj2 + Qdmi4mj2 + 4m12mj4 — Qdmlzmj4 + 2m1m2mj4

—|—4m22mj4 — Qdmzzmj4 — 2m1mimj4 + 2dmﬂnﬂn74 — 2m2mimj4

—|—2dm2mimj4 + IOmizmj4 — 4dmi2mj4 — 4mj6 + Qdmj6 + 2m12m22q2

—dmi*mo?q® — 2my mi% g + dmi®mi g — 2ma?my? g 4 dms?mi? g

—|—2mi4q2 — dmflq2 — 4m12mj2q2 + Qdmlzmquz — 8m1m2mj2q2

—|—5dm1m2mj2q2 — dzmlmzmquz — 4m22mj2q2 + Qdmzzmquz + 8m1mimj2q2
—7dm1mimj2q2 + dzmlmimquz + 8m2mimj2q2 — 7dm2mimj2q2 + dzmzmimquz
—16mi2mj2q2 + 9dmi2mj2q2 — dzmizmqu2 + 16mj4q2 — 10dmj4q2

Frimay 11,mi) 41ma) {1,mi) 41,m5)
mjz

+d2mj4q2 _ 4mj2q4 n Qdmj2q4 )

2, 2 3 3
+2 (my — my) (—ma + my) (— 2mi°ma” — 2mi°m; +dmi°my
—dmi mam; — dmimsim; — 2ms®m; + dmoSmy — dmymam;? — 2mim;>

—2mam;® — 2m;* — 2myimag® + dmimag® — 2mimiq® + dmym; ¢’

F1ma) {1,mi),{1,m0),{1,mi},{1,0}

2
m;

—2mam;q® + dmam;q® — 2m; ¢ + dm; g )

-2 (2m13m23 + 2mytmam; — dmytmam; — 2myPme?m;
+dmi®ma?m; — 2miime®my; + dmiims3m; + 2mymetm; — dmimstmy;

2m; % — 2dmi2ms?m;?

3

—9mytm? 4 dmytms? — 2my B mamy? + 6my Zme
—9myma’m;? — 2metm? + dmatm? + 2ma P my® — dmyPmy
—9m12mam;® + dmi2mam;® — 2myms2m;S + dmymsm;2 + 2my3m;3

—dmsm;® — 2m?mt + 2mymamy® — 2mo iyt + 2my % — 2mePmam,?
j
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ijz + Qdmlzmzzmjz — 2m1m23mj2 + 6m13mimj2 — 6dm13mimj2

—4m12m2
—|—d2m13mimj2 — 4m12m2mimj2 + 4dm12m2mimj2 — dzmlzmzmimjz — 4m1m22mimj2
—|—4dm1m22mimj2 — dzmlmzzmimjz + 6m23mimj2 — 6dm23mimj2 + d2m23mimj2
—8m1m2mi2mj2 + 4dm1m2mi2mj2 + 2m1mi3mj2 — Qdmlmi?’mjz + 2m2mi3mj2
—Qdmzmi?’mjz — 8mi4mj2 + Qdmi4mj2 + 4m12mj4 — Qdmlzmj4

—|—2m1m2mj4 + 4m22mj4 — Qdmzzmj4 — 2m1mimj4 + 2dmﬂnﬂn74 — 2m2mimj4
—|—2dm2mimj4 + IOmizmj4 — 4dmi2mj4 — 4mj6 + Qdmj6 + 2m12m22q2

—dmi*mo?q® — 2my mi% g + dmi®mi g — 2ma?my? g 4 dms?mi? g

—|—2mi4q2 — dmflq2 — 4m12mj2q2 + Qdmlzmquz — 8m1m2mj2q2

—|—5dm1m2mj2q2 — dzmlmzmquz — 4m22mj2q2 + Qdmzzmquz + 8m1mimj2q2
—7dm1mimj2q2 + dzmlmimquz + 8m2mimj2q2 — 7dm2mimj2q2 + dzmzmimquz
—16mi2mj2q2 + 9dmi2mj2q2 — dzmizmqu2 + 16mj4q2 — 10dmj4q2

Frimay {1,md 41ma} {1,mi) 41,m5)
mjz

Fd?mytq? — Amy%qt + 2dmy%q? )

K{1mi (1,mi3,41,0)
my (mq — ma) mym;

—2 (=24 d) (my —mi)*(my 4+ my)” (my — ma + 2m;) 5

2 K{1miy {1,msa} (1,0}
(m1 — ma) mam;m;

—2(=2+4d)(my —mz—Qmi)(mz—mi)z(m2+mi) 2

2(=2+d) (m1 — m; —mj) (m1 — m; + my)

(m13 —my2ma + 4mi2m; — 2myimamy; + Smym;? — mam; 2 4 2mS — 4mimj2 + Qdmimjz)

Kiymiy 1,ma {1,mi)
ma (mq — ma) mym;?

—2(=2+d) (m2 —my —my) (ma —m; +m;)
( — (mlmzz) + mo® — 2mymam; + 4mstm; — mym;? + bmam;? + 2m;S — 4mimj2 + Qdmimjz)

K1 m;y 41,ma,1,ma)
(m1 — my ) mam;m;?

+2 (my — my) ( — 8m13may + 3dmi®ma + 6myZmam; — dmyimam; — 2myma®m;

J{1,me ) {1,m1),{1,0)

mymam;m;?

+dmyma?m; + 8mymam;? — 2dmymam; 2 — 8m;t + 3dmi4)

+2 (ma — my) ( — 8mima® + 3dmyims® — 2my%mam; + dmy mam; + 6myms®m; — dmyms’m;

J{1,me) {1,ms),{1,0)

mymam;m;?

+8mymam;? — 2dmimam;? — 8m;t + 3dmi4)

—2( — 8mytma + 3dmitma + 14m P mam; — 4dmiPmam; — 2my2ma®m; + dmyima’m;
+2m 2mam;? — dmyEmam;? + 2myimam;? — dmyms®m;? — 8mymam;S

+2dmimam;® — 8mym;* + 3dmym;* + 8m;® — 3dm;® + 8m12m2mj2

—3dm12m2mj2 + 4m1m2mimj2 — 5dm1m2mimj2 + dzmlmzmimjz + 8m1mi2mj2

—3dm1mi2mj2 — 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 — 3d2mi3mj2 + 16mimj4
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I, m my
—l4dm;m;* + 3d2mim]’4) {Lmj}ril;n,;,l{lz, 1
112 M

—2( — 8myma? + 3dmyms® — 2m12mam; + dmyPmetm; + 14mima>m;
—Admyms>m; + 2my mam;? — dmiimam;? + 2mims?m;? — dmyms?m;?
—8mymam;® 4 2dmyimam;® — 8mamy* 4+ 3dmamy* + 8m;® — 3dm;®

—|—8m1m22mj2 — 3dm1m22mj2 + 4m1m2mimj2 — 5dm1m2mimj2 + dzmlmzmimjz
—|—8m2mi2mj2 — 3dm2mi2mj2 — 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 — 3d2mi3mj2

J{1,my 41,m ) {1ma)
mymam;m;?

—|—16mimj4 — 14dmimj4 + 3d2mimj4)

J12,ma ), {1,mi},{1,0}

maom;m;?

+4my (m1 — my) (m13m2 + mymam;® + 2m;* 4+ mymag? )

—4m, (m14m2 — mPmam; + miZmom;? — mimom;S + 2mym;t — 2m;° — mlzmzmjz + mlmzmimjz

2

—2mimy mjz + 6mi3mj2 — Qdmi?’mjz — 4mimj4 + Qdmimj4 + m12m2q2 — mlmzmiqz) .

J{2,mi3,{1,m;),41,mi}

mom;m;?

J12,ma} {1,mi},{1,0}

mym;m;?

+4mg (ma — m;) (m1m23 + myimam;® + 2m;* + mymag? )

—4ms (m1m24 — m1m23mi + mlmzzmiz — mlmzmi?’ + 2m2mi4 — me’

—mlmzzmjz + mlmzmimjz — 2m2mi2mj2 + 6mi3mj2 — Qdmi?’mjz
4 4 2 2 2
—4m;m;” + 2dm;m;” + mime©qT — mimamgq ) .

J{2,may,{1,m;) 41,mi

mym;m;?

J12,mi) {1,m0),{1,0)

mymam;?

+4 (mg —my) my (2m13m2 +mtm ot mizqz)

J12,mi) {1,ms},{1,0)

mymam;?

3 2 2 4 2 2
+4 (m2 — mi) m; (2myms® + ma®mi® + mi* + mig?)
—4m; (2m14m2 —2my3mam; + mi®m;? — miimd + mymt — my®
—2m12m2mj2 + 2m12mimj2 — dmlzmimjz + 2m1m2mimj2 — mlmizmjz

3.2 3.2 4 4 2 2
+3m;"m; T —dm"m;T — 2mymyT + dmymyT +mam; g

J{2,m ) 41,m3{1,ma}
mymam;?

mi®q® + 2mim;tq® — dmimquz)

—4m; (2m1m24 — 2mymsm; + mam? — metmyS + mamt — my

5

—2m1m22mj2 + 2m1m2mimj2 + 2m22mimj2 — dmzzmimjz — mzmizmjz
3.2 3.2 4 4 2 2

+3m;"m; T —dmm;T — 2mym;T + dmymyT 4+ mam; g

J{2,m ) 41,m}{1,ms}

mymam;?

_mi?’qz + Qmimquz — dmﬂnquz)
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2

—4 (m14m2 — mymam; — mi®m;% — myPmem;? + my?

3 3

m;~ + mymam;
4 5 2 2 2 2 2 2 2
+mim;T —myT — myTmem; —2my m;m; + dmy m;m;T + mpmom;m;

—mlmizmjz + 3mi3mj2 — dmi?’mj2 — Qmimj4 + dmimj4 — m12m2q2

J{2,m;3 41,m 3 {1,ma}
mimsaimm;

2 2 2 3 2 2 2 2 2
+mymamiqT — mim;TqT +mTqT — 2mymyTgT + dmim;Tg )
—4 (m1m24 — m1m23mi — mlmzzmiz — m23mi2 + mlmzmi?’

+ma?mi® + mamy* —m;® — m1m22mj2 + mlmzmimj2

—2m22mimj2 + dmzzmimjz — mzmizmjz + 3mi3mj2 — dmi?’mj2
4 4 2 2 2 2 2
—2m;m;” 4+ dm;m;" — mima~q” + mimam;qT — mam;q

J{2,m;3,{1,m3,{1,ms}

mimaimg

+mi®q% — 2mim;*q® + dmimquz)

=2 (ma — my) (2m12m22 — dmi®my? — Amimy® — 2my? + dimy?
—AmiZmam; + 2dmi mom; — 2dmims?m; — 2my2m; 2 + dmq?m;?

+4mymam;? — 2dmimam;? — 6ms?m;? + dma’m;? — dmam;

Vi1,ma) {1,m1),{1,m:},{1,0)

mom;?

—2my?¢? + dma?q? — dmam;¢® + 2dmam;q® — 2m;2q? + dm;* ¢’ )

=2 (my —my) ( —2myt + dmy? — Am3me + 2mtme? — dmyPms? — 2dmy Pmam;
—Amyms’m; + 2dmymsm; — 6my2m;? + dmy?m 2 4+ dmymam;?
—2dmymam;® — 2mam;? + dms?m;? — 4mym;® — 2mlzq2 + dmlzq2

Vi1,mi1,{1,ma) {1,m:},{1,0}

mym;?

—4mimiq® + 2dmimiq® — 2mi%¢* + dm;*q? )

=2 (my —my) (4m12m2mi + 2dmymam;? + 4ms?m; % — 2dma?m;? + 8mym;

—2dmym;> — Amam;® + 2dmam;S + 4m;t + 2mlzq2 — dmlzq2

Vi1,m,),{1,mi),{1,m1),{1,0)

mimjz

+4mimig® — 2dmimiq® + 2mi%¢® — dm;*q? )

=2 (ma — my) (4m1m22mi + 4mqZm;? — 2dmi%m;? + 2dmyimam;? — Amyim;

+2dmim;> + 8mam;® — 2dmom;® + 4m;t + 2mzzq2 — dmzzq2

Vi1,m,),{1,mi),{1,ms)},{1,0}
2

+4mom;q® — 2dmomiq® + 2m;%¢* — dm;*¢? )
mgim;

Vi1,mi),{1,m1),{1,0},{1,m:)

ma (mq — ma) m;?

—2(my — mi)z(ml + mi)2 (4m12 +2¢% — dqz)

—2(ma — mi)z(mz + mi)2 (—2m12 + dmi? — 2dmims — 2ms? + dms? — 2¢% + dqz)

Vi1,ma) {1,m11,{1,0},{1,m:)
2

(m1 — my ) mamy

+2 (m1 — my — my) (m1 — my +my) (mi? + 2mim; + my® — 2my% + dm;?)

Vi v
2 2 2 {l,ml},{1,m1},{1,m]},{1,m,}
(4my? + 297 — dg*) == (1 — ) 2
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+2 (my — m; — my) (ma — m; + myj) (ma? + 2mam; + m;* — 2m;”* + dm;?)

‘/{17m2}7{17m1}7{17mj}7{17m1}

(—2m12 +dmi? — 2dmims — 2ms? + dms? — 2q2 + dqz) (m P
1— M2 2M;

+2(my — mi)z(ml + mi)2 (—2m12 + dmi? — 2dmims — 2ms? + dms? — 2¢% + dqz)
Vi1, mi} {1,ma},{1,0},{1,m,}

my (my — ma) m;?

Vi1,ma),{1,m2),{1,0},{1,m;}

ms (—my + ma) m;?

—2(ma — mi)z(mz + mi)2 (4m22 +2¢% — dqz)

=2 (mq —m —my ) (mq —my +my) (ma® + 2mam + my® — 2m;? + dm;?)

‘/{17m1}7{17m2}7{17mj}7{17m1}

(—2m12 +dmi? — 2dmims — 2ms? + dms? — 2q2 + dqz) 3
my (m1 — ma) m;

+2 (mo — m; —mj) (ma — m; + m;) (m22 + 2mamy; + m;t — Qmjz + dij) (4m22 +2¢% — dqz)
‘/{17m2}7{17m2}7{17mj}7{17m1}

ms (—my + ma) m;?

+2 (2m12m23 —dmi?ma® — dmyma® — 2ms® + dms® — 6myma m;
+3dm12ma?my; + dmymaSm; — 2dmymsSm; + 2matm; — dmatmy + 2my Zmam;?
—dmy Zmam;? + dmyms®m;? — 6maSmy? + dmePm;? + 2myim® — dmy Pm;S

—Amymam;® 4 2dmymam;® + 2ma?m® — dma m + dmam;t — 6m12m2mj2

2 2 32
m;© 4+ 18mo°m;

—|—3dm12m2mj2 — 12m1m22mj2 + 10dm1m22mj2 — 2d%myms
—13dm23mj2 + 2d2m23mj2 — 2m12mimj2 + dmlzmimjz + 4m1m2mimj2
—Qdmlmzmimjz + 2m22mimj2 — 3dm22mimj2 — 12m2mi2mj2 + 4dm2mi2mj2
—|—8m2mj4 — 4dm2mj4 — 2m23q2 + dm23q2 — 2m22miq2 + dmzzmiq2
+2mam; g% — dmam;2¢® + 2m2q% — dm;®¢® — 6mam;?¢®

2 2) ‘/{17m2}7{17m1}7{17ml}7{17mj}

—|—3dm2mj2q2 — Qmimquz + dmy;m;=q 3
maimn;

—1—2( —2m1® + dmi® — 4mytms + 2mPme? — dm3ms? + 2mytm;

—dmy m; + 4mPmam; — 2dm P mam; — 6my2ma®m; + 3dmyimaim; — 6my3m;?
+dmi®m;? + Amy Pmam;? + 2mymsimt — dmymsim;? + 2mq 2m® — dmyim;3
—Amymam;® 4 2dmymam;® 4 2mam;® — dms?m;S + dmym;t + 18m13mj2
—13dm13mj2 + 2d2m13mj2 — 12m12m2mj2 + 10dm12m2mj2 — 2d2m12m2mj2
—6m1m22mj2 + 3dm1m22mj2 + 2m12mimj2 — 3dm12mimj2 + 4m1m2mimj2
—Qdmlmzmimjz — 2m22mimj2 + dmzzmimjz — 12m1mi2mj2 + 4dm1mi2mj2
—|—8m1mj4 — 4dm1mj4 — 2m13q2 + dm13q2 — 2m12miq2

+dmi*miq® 4 2mimi?¢® — dmimi? ¢+ 2miPq7 — dm;® ¢
Vitmi} {1,ma} A1mad {1,ms1

mym;?

—6m1mj2q2 + 3dm1mj2q2 — Qmimquz + dmimquz)

2

—2( — 4m3mam; + 4my mam; 2 — 2dmimem;? — Amyima®m;? + 2dmyms2m;?
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II

T

—8my2m;S + 2dmyPmS 4 dmymam;® 4+ 4ma?m® — 2dms?m;®

+aAmym;t = 2dmym;t — 4mam;® + 2dmam;* + 4m;® + 8m12mimj2
—4dm12mimj2 + 4m1m2mimj2 + 8m1mi2mj2 — Sdmlmizmjz + 2d2m1mi2mj2
—12m2mi2mj2 + 12dm2mi2mj2 — 2d2m2mi2mj2 — Smimj4 + 4dmimj4
—2m1%¢* + dmi3¢® — 2mi®miq” + dmi®mig® + 2mim; g

—dmim;®¢® +2m;°¢* — dm;®q® + 2mym;*q® — dmim; e’

Vit m 1,mid f1,mi ) 41,m)
mimjz

—|—6mimj2q2 — 3dmimj2q2)

—2( — Amyms>m; — 4myPmam;? + 2dmimem;? + Amyimsa®m;? — 2dmyms2m;>

+4my 2m2 — 2dmy i 4 dmymam® — 8matm® + 2dms?m;S

—Amym;t 4+ 2dmymgt + Amam;t — 2dmam;t + 4m;° + 4m1m2mimj2
—|—8m22mimj2 — 4dm22mimj2 — 12m1mi2mj2 + 12dm1mi2mj2 — 2d2m1mi2mj2
—|—8m2mi2mj2 — Sdmzmizmjz + 2d2m2mi2mj2 — Smimj4 + 4dmimj4 — 2m23q2
+dms?q® — 2momiq® + dma?miq® + 2mam;®q® — dmam; ¢

+2m3¢% —dm¢* + 2m2mj2q2 — dmzmqu2 + 6mimj2q2 — 3dmimj2q2) .
Vitm) {tmd {1.ma) {1,m;)

mimjz

1,1) 1.1)b
[ )m‘,1,2(92) + H[T )i,j,Q,l(qz) =

Afm AL ma N

_2(—2 =+ d)2 (m1 + mz) -~ (ml — mz)

2(—=2+d)? (my + my)

(m1 — mz) mo

+(=2+d) (m1 + ma2) (—3m12 + mymo + mym; — mam; + 2m; — 4mj2 + Qdmjz)

— (=24 d) (m1 + ma) (m1m2 — 3ms? — mym; + mam; + 2m;° — 4mj2 + Qdmjz)

AfmaAfumy

+ (=2 +d) (m1 + m2) (m1 + ma2 + 2m;) 5

mgim;
Biimiy {1,m1)
my (m1 - mz)

+A1 m ( — (=24 d) (m1 +m2) (—4mi* — 2¢* + dg* )

Bi1,ms) {1,m1) n

+(=2+d)” (my 4 ma) (my? = 2mymy 4+ ms® + ¢%)
mims

B ma mao
(=24 d) (m1 + ms) (—4my? — 2¢° +dg?) el

(ml - mz) ma

—2(=24+d) (m1 +m2) A ;1 Biam, ) {1,ma)

Al ma1 Af,ma)

119

Af1my Afm;y

my (my — ma) my

2

Af1may Afm;)

(m1 — ma) mam;

2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGROSSEN 120

—2(=24+d) (m1 +m2) Ap ;o Biam, ) {1,mi}

+2 (my + m2) ( —2my? + dmi? — 2mymy — 2ms? + dms? + 2mym; — 2dmym; + 2mam; —

2dmaym; — 6m;® + 2dm? + dm;? — 2dm;? — 1467 + 9dg” — &% ) Bt oy (1m0 Bima) 1m0

Biimiy {1mi)
ma (mq — ma) m;?
— (=24 d) (m1 + ma) (m1m2 — mym; — mam; + M2 — Qmjz + dij) (m12 — 2myms + my? + qz)
Bii,may {1,m1}

mymam;?

+A m;) ( (m1 +ma) (m1? —m;® + 2m;* — dm;?) (4mi® + 2¢° — dg?)

B1,ma) {1,ms)
(m1 — ma) mam;

— (my + ma2) (m22 —m;Z+ Qmjz — dmjz) (4m22 +2¢% — dqz) 5

— (my + ma2) (4m1m2mi + 4m;3 — Smimjz + 4dmimj2 + 2mig? — dmi¢? 4 2maqg? — dmzqz)
B{Lmz},{l,mz})

m;m;?
+2mg (my — m;) (ma — my) (— 2myims? — 29mi3m; + dmi2m; — dmyZmam; — dmyms’m; — 2msSmy
+dms2m; — Amymem;? — 2mym;® — 2mam;S — 2myt — 2m1m2q2 + dm1m2q2
—2mimiq® + dmimsq® — 2mamig® + dmamiq® — 2m;%q* + dm;*q’ ) :

F1m ), {1,me),{1,ma),{1,mi},{1,0)
2

m;

—2ms ( —2m1%ms® — 2my tmamy + dmytmam; + 2mi i ma?my — dmimsetm;

+2m12mo3my — dmiims®m; — 2myimstm; + dmyimatm; + 2mytm;?

—dmi*m; 2+ 2m P mam;? — 6my Zme?mi? 4 2dmy 2me?m;?

32 + 2matmy? — dmatmy? — 2my 2 my® + dmaPmy + 2my Pmam,

3

+2myms
—dmyZmem;® + 2mima?m;® — dmims?m® — 2ma3m® + dms®my
+2mim;t — 2mymem;t + 2ms?mt — 2m, % + 2m13m2mj2
—|—4m12m22mj2 — Qdmlzmzzmjz + 2m1m23mj2 — 6m13mimj2 + 6dm13mimj2

—d2m13mimj2 + 4m12m2mimj2 — 4dm12m2mimj2 + dzmlzmzmimjz

—|—4m1m22mimj2 — 4dm1m22mimj2 + dzmlmzzmimjz

—6m23mimj2 + 6dm23mimj2 — d2m23mimj2 + 8m1m2mi2mj2 — 4dm1m2mi2mj2 — 2m1mi3mj2

—|—2dm1mi3mj2 — 2m2mi3mj2 + 2dmam;>

mjz + 8mi4mj2 — 2dmi4mj2 — 4m12mj4

—|—2dm12mj4 — 2m1m2mj4 — 4m22mj4 + Qdmzzmj4 + 2m1mimj4 — Qdmlmimj4

—|—2m2mimj4 — Qdmzmimj4 — IOmizmj4 + 4dmi2mj4 + 4mj6 — Qdmj6

—2my?ma?¢® + dmiima? g + 2my?mig? — dmyPmi?g? 4 2ma?m; ¢’

—dmzzmizq2 — 2mi4q2 + dmflq2 + 4m12mj2q2 — Qdmlzmquz + 8m1m2mj2q2 — 5dm1m2mj2q2
—|—d2m1m2mj2q2 + 4m22mj2q2 — Qdmzzmquz — 8m1mimj2q2 + 7dm1mimj2q2
—dzmlmimquz — 8m2mimj2q2 + 7dm2mimj2q2 — dzmzmimquz

—|—16mi2mj2q2 — 9dmi2mj2q2 + dzmizmqu2 — 16mj4q2 + 10dmj4q2

F my m mo m m;
—d?m;tq? + Am; %t — 2dmy%q? ) {1,m1} 41, z},{ml,'2 }ALmi} {1,my}
j
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=2my (mg — my;) (—ma + my) (— 2myims? — 29mi3m; + dmiPm; — dmqmam; — dmyms’m;
—9mo3my; 4+ dma®my — Amymam;? — 2mym;S — 2mam;S — 2m;?

—2mimag® + dmimag® — 2mimiq® + dmim;q®

Fmoy {1,mid {1,ma} {1,mi),{1,0}

2
m;

—2mam;q® + dmam;q® — 2m; ¢ + dm; g )

—2my ( —2m1%ms® — 2my tmamy + dmytmam; + 2mi i ma?my — dmimsetm;

+2m12mo3my — dmiims®m; — 2myimstm; + dmymatm; + 2mytm;? — dmqtm;?

2 2 3

+2m3mam;? — 6my maim;? + 2dmiZma i mi? + 2mymaSm? + 2metm? — dmatmy?

—9m13m;® + dmi3m;2 + 2m Pmam;® — dmy Pmam;® + 2myms?m;S — dmymsim;>
—9mo3m;® + dms3m; 2 + 2m i myt — 2mymemyt + 2mstmt — 2m,°®

ijz + 2m1m23mj2 — 6m13mimj2

—|—2m13m2mj2 + 4m12m22mj2 — 2dmy*my
—|—6dm13mimj2 — d2m13mimj2 + 4m12m2mimj2 — 4dm12m2mimj2 + dzmlzmzmimjz
—|—4m1m22mimj2 — 4dm1m22mimj2 + dzmlmzzmimjz — 6m23mimj2 + 6dm23mimj2
—d2m23mimj2 + 8m1m2mi2mj2 — 4dm1m2mi2mj2 — 2m1mi3mj2 + Qdmlmi?’mjz

—9mam;> 4

mjz + Qdmzmi?’mjz + 8mi4mj2 — Qdmi4mj2 — 4m12mj4 + Qdmlzmj
—2m1m2mj4 — 4m22mj4 + Qdmzzmj4 + 2m1mimj4 — 2dmﬂnﬂn74 + 2m2mimj4
—Qdmzmimj4 — IOmizmj4 + 4dmi2mj4 + 4mj6 — Qdmj6 — 2m12m22q2
+dmi®ma?q® + 2mim? g — dma?mi?q® 4 2mo®mi? g — dma myg?
—2mi4q2 + dmflq2 + 4m12mj2q2 — Qdmlzmquz + 8m1m2mj2q2
—5dm1m2mj2q2 + dzmlmzmquz + 4m22mj2q2 — Qdmzzmquz — 8m1mimj2q2
—|—7dm1mimj2q2 — dzmlmimquz — 8m2mimj2q2 + 7dm2mimj2q2
—dzmzmimquz + 16mi2mj2q2 — 9dmi2mj2q2 + dzmizmqu2 — 16mj4q2
Fima} {1 mad {1 ma} {1 ma} {1m5)
m;?

—|—10dmj4q2 — d2mj4q2 + 4mj2q4 — Qdmj2q4 )

K{1mi3 41,ma3.41,01
ma (mq — ma) mym;?
2 Wimi {1,ma3,{1,0)
(m1 — ma) mam;m;?

(=2 + d) (my + ma) (mq —mq)*(my + my)? (my — my + 2m;)

(=2 4 d) (my 4+ ma) (my — ma — 2m;) (ms — m;)* (ma + my)
— (=24 d) (m1 + m2) (m1 — m; — my) (M1 — m; + my)
(m13 —my2ma + 4mi2m; — 2myimamy; + Smym;? — mam; 2 4 2mS — 4mimj2 + Qdmimjz) .

Kiymiy 1,ma {1,mi)
ma (mq — ma) mym;?

+ (=2 4+ d) (m1 + ma) (ma — my — my) (ma — m; +my)
(— (mlmzz) + mo® — 2mymam; + 4mstm; — mym;? + bmam;? + 2m;S — 4mimj2 + Qdmimjz) .

Ki1m;3 41,ma,{1,ma)
(m1 — my ) mam;m;?

— (my + ma) (my — my)

( — 8my3ma + 3dmi®ma + 6mimam; — dmy imam; — 2myms®m; +
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J{1 me) {1,ma),{1,0)

mymom;m;?

dmyma?m; + 8mymam;? — 2dmymam;2 — 8m;* + 3dmi4)

— (m1 4+ m2) (ma — my) ( — 8myms® + 3dmyms® — 2my Pmam; + dmyimam; + 6myms®m;

J{1,me} {1,ma),{1,0)

mymam;m;?

—dmyms?m; + 8mymam;® — 2dmimam;? — 8m;t + 3dmi4)

+ (my + m2) ( — 8mytma + 3dmytma + 14m3mam; — 4dmiPmam; — 2mi%ms’m;
+dmi?ma?m; + 2myimam;? — dmyZmam;? + 2myms®m;? — dmymsm;? — 8mymam;®
+2dmimam;® — 8mym;* + 3dmym;* + 8m;® — 3dm;® + 8m12m2mj2

—3dm12m2mj2 + 4m1m2mimj2 — 5dm1m2mimj2 + dzmlmzmimjz

—|—8m1mi2mj2 — 3dm1mi2mj2 — 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 — 3d2mi3mj2

CJum iy Ama A1 may

mymam;m;?

—|—16mimj4 — 14dmimj4 + 3d2mimj4)

+ (my + m2) ( — 8myima® + 3dmyms® — 2myPmam; + dmyPmsim; + 14mima>m;
—Admyms>my; + 2mq mam;? — dmyZmam;? + 2myma’m;? — dmyimsim;?
—8mymam;® 4 2dmyimam;® — 8mamy* 4+ 3dmamy* + 8m;® — 3dm;®

—|—8m1m22mj2 — 3dm1m22mj2 + 4m1m2mimj2 — 5dm1m2mimj2 + dzmlmzmimjz
—|—8m2mi2mj2 — 3dm2mi2mj2 — 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 — 3d2mi3mj2

CJimitima nmad
mymam;m;?

—|—16mimj4 — 14dmimj4 + 3d2mimj4)

J12,ma ), {1,mi},{1,0}

mom;m;?

—2mq (mq + ma) (mg — my) (m13m2 + mymam;® + 2m; + mimag? )

4 3 2 2 3 4 5
+2my (my + my) (m1 ma — My mam; + my mam;” — mymam;” + 2mym;T — 2my

2 2

mjz + 6mi3mj2 — Qdmi?’mj

J{2,miy {1,m;3,{1,m)
mom;m;?

—mlzmzmjz + mlmzmimjz — 2mimy

—4mm;* + 2dmm;* + my mag® — m1m2miq2)

J12,ma} {1,mi},{1,0}

mym;m;?

3 2 4 2
—2ms (mq + ma) (ma — m;) (mam2® + mimam;® + 2m;* + mimag® )

4 3 2 2 3 4 5
+2my (my + my) (mlmz —myma m; +mymo m;T — mymom;” + 2mom;” — 2m;
—mlmzzmjz + mlmzmimjz — 2m2mi2mj2 + 6mi3mj2 — Qdmi?’mjz

J{2,ma3 {1,m;3,{1,mi}
2

4 4 2 2 2
—4m;m;” + 2dm;m;” + mime©qT — mimamgq )
mym;m;

J12,mi) {1,m0),{1,0)

mymam;?

=2 (m1 + ma) (m1 — my) m; (2ma°ms + ma?my? + mi* + mi%q?)

J12,mi) {1,ms},{1,0)

=2 (my 4+ ma) (ma2 — m;) my (2m1m23 +maimi? 4+ mit+ mizqz) 3
mimam;

2

4 3 32 3 4 5
+2 (my + ma) my (27711 mz — 2mi mam; +mytmgT — myTm” +mamgT —my

—2m12m2mj2 + 2m12mimj2 — dmlzmimjz + 2m1m2mimj2 — mlmizmjz
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—|—3mi3mj2 — dmi?’mjz — Qmimj4 + dmimj4 + mlmizq2

J{2,m} 41,mi3,{1,ma)

mymam;?

3 2 2 2 2 2
—m; q” 4 2mym;tq” — dmym; q)
4 3 32 2 3 4 5

+2 (my + ma) my (lemz —2mims ~m; + me~m;T — meTmy” + mom;T — my

—2m1m22

mjz + 2m1m2mimj2 + 2m22mimj2 — dmzzmimjz — mzmizmjz
—|—3mi3mj2 — dmi?’mjz — Qmimj4 + dmimj4 + mzmizq2
J{2,mi} {1,m5} {1,m2}

mymam;?

—mi®q” + 2mim;*¢* — dmimquz)

4 3 3,2 2 2 2 3
+2 (m1 + my) (m1 Mg — Mmy“Mmam; — M1~ m;~ —my mam;” + my m;

3 4 5 2 2 2 2 2 2
+mimem;” +mim;T — myT — My mam; —2my m;m; + dmy m;m;

—|—m1m2mimj2 — mlmizmjz + 3mi3mj2 — dmi?’mjz — Qmimj4

2 2 2 2 2
maq” + mimemiq- — mim;q

J{2,m;3{1,m},{1,m1}
mimsaimm;

—|—dmimj4 —my

+mi®q% — 2mim;*q® + dmimquz)

4 3 22 32 3
+2 (m1 + my) (mlmz —myms m; — mymo m;T — ma m;” + mymom;

2

3 4 5 2
+m2"m;” +mem;T —my — mims

mjz + mlmzmimjz — 2m22mimj2
—|—dm22mimj2 — mzmizmjz + 3mi3mj2 — dmi?’mj2 — Qmimj4 + dmimj4

—myma®q® + mymamiq® — mam;i?q® +mi®¢® — 2mym;*¢” + dmimquz) :

J{2,m;} 11,mi} {1,ms}

mimaimg

(my + ma) (ma — m;) (2m12m22 —dmi®my? — 4mymy® — 2mat + dmy? — Amy Pmam;
+2dm1 mom; — 2dmims®m; — 2my2m;? + dmyim? + Amymam;? — 2dmymam;?
—6ma?m;? + dma’mi? — dmam;® — 2mzzq2 + dmzzq2 — 4m2miq2

+2dmamiq® — 2m;*¢* + dm;*q* ) :

Vi1,ma) {1,m1),{1,m:},{1,0)

mom;?

+ (my + ma) (mg —my) ( —2myt + dmyt = Am 3 me + 2my P me? — dmyims?
—2dmy  mam; — dmyma’m; + 2dmimam; — 6my2m; 2 + dmy imy?
+4mymam;® — 2dmimam;? — 2msim; % + dms?m;? — 4mym;®

—2my %% + dmi2q* — dmimyg? + 2dmim; g — 2mi? g + dmi?q? ) :

Vi1,mi) {1,ma),{1,m:},{1,0}
2

mim;

+ (m1 + ma) (m1 — my) (4m12m2mi + 2dmymam;® + 4ms?m;*
—2dms?m;? + 8mym;® — 2dmym;® — 4mam;> + 2dmam;>
+4m;* + 2mi ¢ — dmi*¢” + Amimig® — 2dmymig”® + 2mq” — dmi*q° ) :

Vi1,m ), {1,m), {1,m1},{1,0}

mimjz
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— (m1 4+ m2) (ma — my) ( — dmymsim; — dmq2m;? + 2dmyim;?
—2dmymam;? + dmym;® — 2dmym;® — 8mamy® + 2dmam;
—4m;* = 2my?¢% 4+ dma?q® — dmamig® + 2dmamig® — 2m;*¢* + dm;*q’ ) :

Vi1,m ), {1,m),{1,m2),{1,0}
2

m;m;

+ (m1 + ma) (mq — mz’)z(ﬂh + mi)2 (4mi? + 2¢* — dg?) -

Vi1, mi) {1,m0,{1,0},{1,m)
2

my (my — ma) my

+ (m1 + ma) (mg — mz’)z(mz + mi)2 (=2m1® + dmy® — 2dmims — 2ms” + dms” — 2¢° + dg?) -

Vi1,ma) {1,m11,{1,0},{1,m:)
2

(m1 — my ) mamy

— (m1 + ma) (M1 —m; —my) (mq — my; + my) (m12 +2mimy; + my;’ — Qmjz + dij) (4m12 +2¢7 — dqz) .

‘/{17m1}7{17m1}7{17mj}7{17m1}
2

my (m1 — ma) m;

— (m1 + ma) (my —m; —my) (ma — my; + my) (m22 + 2mamy; + m;? — Qmjz + dij)
(—2m12 +dmi? — 2dmims — 2ms? + dms? — 2q2 + dqz) .
Vit ma) f1mad {1,m), 1m0

(m1 — ma) mam;?

— (my1 4+ m2) (my — mi)z(ml + mi)2 (—2m12 +dmi? = 2dmims — 2mo? + dmo? — 2¢° + dqz) .
Vi1,mi) {1,ma),{1,0},{1,m:)

my (my — ma) m;?

Vi1,ma),{1,ma),{1,0),{1,m;}

(m1 — my ) mam;?

—(m1 + ma) (Mg — mz’)z(mz + mi)2 (4m»? + 2¢* — dg?)

+ (m1 + ma) (m1 — m; —my) (my — my; + my) (m12 +2mimy; + my;’ — Qmjz + dij)

‘/{17m1}7{17m2}7{17mj}7{17m1}

(—2m12 +dmi? — 2dmims — 2ms? + dms? — 2q2 + dqz) 3
my (m1 — ma) m;

+ (M1 + mo) (ma —m; —my) (ma — m; +myj) (ma? + 2mam; +m;* — 2m;* + dm;?)

Vi v
2 2 2 {l,mQ},{1,m2},{1,m]},{1,m,}
<4m2 + 2(] - dq ) (ml — Mo ) mzmjz

— (m1 + mz) (2m12m23 — dm12m23 — 4m1m24 — 2m25 + dm25

—6my2ma?m; + 3dmi ma?m; + dmymaSmy — 2dmymaSm; + 2mstmy
—dmstm; + 2myZmam;? — dmyimam;? + dmymsim? — 6ma®m? + dmaSm;?
+2m12m;® — dmi?m;® — Amymam;® + 2dmyimam;® + 2msy2m;S — dms?m;?

+Amam;t — 6m12m2mj2 + 3dm12m2mj2 — 12m1m22mj2 + 10dm1m22mj2 — 2d2m1m22mj2
—|—18m23mj2 — 13dm23mj2 + 2d2m23mj2 — 2m12mimj2 + dmlzmimjz

—|—4m1m2mimj2 — Qdmlmzmimjz + 2m22mimj2 — 3dm22mimj2 — 12m2mi2mj2 + 4dm2mi2mj2
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—|—8m2mj4 — 4dm2mj4 — 2m23q2 + dm23q2 — 2m22miq2
+dma?miq® 4 2mam;?¢* — dmam;?¢? + 2mi2q% — dmi®¢? — 6mam; ¢’

Vit ma} 1,may 1,m} {1m;)
2

—|—3dm2mj2q2 — Qmimquz + dmimquz) .
maimn;

— (my + ma2) ( —2m1® + dmi® — 4mytms + 2m3me? — dmiPms? + 2mytm;
—dmy m; + 4mPmam; — 2dm P mam; — 6my2ma®m; + 3dmyimaim; — 6my3m;?
+dmi®m;? + Amy Pmam;? + 2mymsimt — dmymsim;? + 2mq 2m® — dmyim;3
—Amymam;® 4 2dmymam;® 4 2mam;® — dms?m;S + dmym;t + 18m13mj2
—13dm13mj2 + 2d2m13mj2 — 12m12m2mj2 + 10dm12m2mj2 — 2d2m12m2mj2

—6m1m22mj2 + 3dm1m22mj2 + 2m12mimj2 — 3dm12mimj2 + 4m1m2mimj2
—Qdmlmzmimjz — 2m22mimj2 + dmzzmimjz — 12m1mi2mj2 + 4dm1mi2mj2 + 8m1mj4

—4dmim;* — 2mi%¢” + dmi’¢® — 2mi?miq® + dmimig® + 2mimiq’
—dmlmizq2 + Qmi?’q2 — dmi?’q2 — 6m1mj2q2 + 3dm1mj2q2
Vitma) d1,ma} 1mad {1,m;}

mym;?

—Qmimquz + dmimquz)

— (my + ma2) (4m13m2mi —4myimam;? + 2dmiimam;? + 4myims?m;? — 2dmyms 2 m;>

+8my2m;2 — 2dmy 2 mi® — Amymam;® — 4ms?m® + 2dms?m;3

—Amym* 4 2dmym®t + dmamt — 2dmam;t — 4m,® — 8m12mimj2
—|—4dm12mimj2 — 4m1m2mimj2 — 8m1mi2mj2 + Sdmlmizmjz — 2d2m1mi2mj2
—|—12m2mi2mj2 — 12dm2mi2mj2 + 2d2m2mi2mj2 + Smimj4 — 4dmimj4
+2m1%¢* — dmi ¢ + 2miPmig® — dmi®mig® — 2mim;*q”

+dmim;?q® — 2m;2q* + dm;®q® — 2mim;?q® + dmim;*q?

Vit m u,mid f1mi 41,m)
mimjz

—6mimj2q2 + 3dmimj2q2)

+ (my + m2) ( — dAmyms>m; — 4myZmam;? + 2dmy Pmem;? + Amima?m;? — 2dmyms?m;?

+4my2m2 — 2dmy 2 mi® 4 Amymam;® — 8ma?m® + 2dms?m;3

—Amym;t 4+ 2dmymgt + Amam;t — 2dmam;t + 4m;° + 4m1m2mimj2
—|—8m22mimj2 — 4dm22mimj2 — 12m1mi2mj2 + 12dm1mi2mj2 — 2d2m1mi2mj2
—|—8m2mi2mj2 — Sdmzmizmjz + 2d2m2mi2mj2 — Smimj4 + 4dmimj4

—2ms2q” + dmo®q® — 2maPmyg® + dma mig® + 2mam;*q”

—dmom;*q® +2m;%¢* — dm;®¢* + 2mam;?¢? — dmom;?q’

Vit mi u,mid {1,me) 1,m5)
mimjz

—|—6mimj2q2 — 3dmimj2q2)

(E.4)



Anhang F
Zwei-Loop-(¢*> = 0)-Basisgrofien

Angegeben werden die Propagator- und Vertexbeitrige fiir ¢* = 0, aus denen sich
die Zwei-Loop-Vakuumpolarisations-Basisgrofen (5.46) zusammensetzen. Es wird

die Notation aus Anhang E gewéhlt. Im Falle des Nachweises H[Tl’l]zmlm(()) =0
muf} unterschieden werden, ob die Massenparameter m; und my gleich oder un-
gleich sind.

_2['],3]‘,1,1(0) = ['Vam(o) =

T Z7j7
4(=2+d)(-1+4d)
( —2myt + dmyt + 4mBmy + 12me2m? — 2dmy ?m? + Amym; S — 2mt + dmt
—2m12mj2 + 4m1mimj2 — Qmizmjz + 4mj4 — dmj4)

A maAf,ma

(my = mi = my) (my +m; —my)” (m1 —my; +mj ) (m1 +my; +m; )

2

+4(=24+d)(-1+4d)
(m16 + 2my Pmy 4+ mytmy? — mytmt = 2mymy® — m°
—5m14mj2 + dm14mj2 — 4m12mi2mj2 — 4m1mi3mj2 + 5mi4mj2 — dmi4mj2

2,4 2,4 424 6 6
+7mi " m;" — 2dmy“m;” — 2myim;m; m; m; Im;° + dm; )

Af1my Afm;y

(m1 —m; —my) (m1 +m; — mj)zmjz (m1 — m; +my) (m1 + m; + my)

2

—4(=2+d)(-1+4d)
(m16 + 2mPm; + my st — my 2t = 2mam® — m® — 5m14mj2 + dm14mj2

+4my Pmim;® 4 4myPmimy? + bmitmg® — dmitmg® 4 mg*myt
+2m1mimj4 — 7mi2m]’4 + Qdmizm]A + 3mj6 — dmj6)
Aymi Afm;)

(m1 —m; —my) (m1 +m; — mj)zmjz (m1 —m; +my) (m1 +m; + mj)2

126
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K{1,m1,{1,m.},{1,0)
2

—4(=2+4d) (=1 +d) (mi* +m;?)

mj
4(=1+4d) ( —2m1® + dmy® — dmy "y + 2dmy T my + 4myPmg® — 2dmy ®m; 3
+4Amy tmt — 2dmytmt + Amy P m® — 2dmedm® — dmamy T + 2dmym;”

—9m;® + dm;® + 12m16mj2 — 8dm16mj2 + d?m;y "

2

mjz — 4m15mimj2 — 20m14mi2mj2

4

—|—8dm14mi2mj2 — &Pmytmy mjz — 8m13mi3mj2 — 20my’m; mjz

—|—8dm12mi4mj2 — dzmlszmjz — 4m1mi5mj2 + 12mi6mj2 — Sdmi6mj2

—|—d2mi6mj2 — 12m14mj4 + 8dm14mj4 — d2m14mj4 — 4m13mimj4 + 2dm13mimj4

—|—48m12mi2mj4 — 20dm12mi2mj4 + 2d2m12mi2mj4 — 4m1mi3mj4 + Qdmlmi?’mj4
—12mi4mj4 + Sdmi4mj4 — dzmi4mj4 — 4m12mj6 + 4dm12mj6

— dzmlzmj6 + 12m1mimj6
—4dm1mimj6 — 4mi2mj6 + 4dmi2mj6 — dzmizmj6 + 6mj8 — 5dmj8 + dzmjg)

Ki1m;y 11,miy,{1,m1}

(m1 —m; —my) (m1 +m; — mj)zmjz (m1 —m; +my) (m1 +m; + mj)2

(F.1)

—2 (15,1,2(0) + [{;‘,2,1(0)) = [2"31,1,2(0) + [i‘,/]q@,l(o) =

+4 (=24 d)(-1+4d) (m1m2 — mym; + mam; — m;° + mjz) At m A ma

(m1 — ma) (mq + ma) (m1 + m; — my) (mq + m; + my)

4(=24+d)(-1+4d) (m1m2 + mym; — mam; — m;° + mjz) At mar A ma

(m1 — ma) (mq + ma) (ma + m; — my) (ma 4+ m; + my)

+4(=1+4d) (m13m2 + 2miZmamy; 4+ my2mt + mymemy? + 2mymS + mt — 2m12mj2

—|—dm12mj2 — mlmzmjz — 2m1mimj2 + dmlmimjz + 2m2mimj2 — dmzmimjz —

Af1my Afm;y

3mim;? + dmiim;? 4 2m;t — dm'4)
! ! ! 7/ (my —my) (my + ma) (my + my — my) my? (my + m; +my)

2

+4(=1+4d) (— mims> — 2mimsim; — mymam;? — ma?m;? — 2mam;S

4 2
—m; + mimam;

—|—2m22mj2 — dmzzmj2 — 2m1mimj2 + dmlmimjz + 2m2mimj2 — dmzmimjz + 3mi2mj2
Afrmay Af1,m;)

(m1 — ma) (M1 4+ ma) (ma + m; —my;) m;? (ma + my; + my)

—dmizmjz — 2777,]'4 =+ dmj4)

4 (—2 =+ d) (—1 =+ d) (m1m2 — miz =+ mjz) A{l,m,}A{l,mj}

(M1 + m; —my) (ma +m; —my) (m1 + myi +my) (ma + m; +my)

4(=1+d)(my —my) (my + my) (m1m2 + miz) K{1,m1,{1,m.},{1,0)

(m1 — mo) (M1 + ma) m;?

+4 (—=1+d) (ma —m;) (ma + m;) (m1m2 + miz) K1,m1,{1,ma),{1,0)

(m1 — mo) (M1 + ma) m;?
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+4(=1+4d) (m15m2 + 2mitmomy; + mytm? 4+ 2m 2 m® — 2my Pmam,®

—mymom;t — 2mym;® — m; % — 4m13m2mj2 + dm13m2mj2 + 4m13mimj2

2mj2 _ dmlszmjz

—dm13mimj2 — 2m12m2mimj2 + dmlzmzmimjz + 4mq 2m;

—|—dm1m2mi2mj2 + 4m1mi3mj2 — dmlmi?’mjz — 2m2mi3mj2 + dmzmi?’mjz + 4mi4mj2

—dmi4mj2 — 2m12mj4 + dmlzmj4 + 3m1m2mj4 — dmlmzmj4 — 2m1mimj4

—|—dm1mimj4 + 2m2mimj4 — dmzmimj4 — 5mi2mj4 + Qdmizmj4 + 2mj6 — dmj6) .
Kiymiy 1,ma {1,mi)

(m1 — ma) (m1 4+ ma) (my + my — my) m;? (my + m; +my)

—4(-1+4d) (m1m25 + 2mymaetmy; 4+ matm? — 2myima?m;3 + 2msy3m; 3

3 3

—mymom;t — 2mam;® — m;® — 4mim, mjz + dmyims mjz — 2m1m22mimj2

—|—dm1m22mimj2 + 4m23mimj2 — deSmimjz + dmlmzmizmjz + 4m22mi2mj2

ijz — 2m1mi3mj2 + dmlmi?’mjz + 4m2mi3mj2 — dmzmi?’mjz

—dmy?m;

+4mi4mj2 - dmi4mj2 + 3m1m2mj4 - dmlmzmj4 - 2m22mj4 + dmzzmj4 + 2m1mimj4

—dmlmimj4 — 2m2mimj4 + dmzmimj4 — 5mi2mj4 + Qdmizmj4 + 2mj6 — dmj6) .
Ki1,m; 1 01,mid {1,ma)

(m1 — ma) (M1 4+ ma) (ma + m; —my;) m;? (ma + my; + my)

(F.2)

ma (2151(0) + 151,5(0)) + iy (2155,(0) + 1724(0))

= ]i‘,/;b‘,m(o) + [z",/;b‘,m(o) + [z",/;b‘,z,l(o) + [z",/;b‘,z,z(o) =
—4(-2+4d) ( —4mit + dmit 4 3m P my — dmi3me — mPmy — dm3my + myi Zmam;
+dmiZmam; + 5my2mi? — dmyim? — 3mimam;? 4+ dmyimom;? + mym;® + dmym;®
—mam;® — dmam;S — m;t + 5m12mj2 — dmlzmjz — 3m1m2mj2 + dmlmzmjz
—mlmimjz — dmlmimjz + mzmimjz + dmzmimjz + Qmizmjz — mj4) .

Afm Af,ma

(my —my) (my — mi — my) (my + mi —my) (my — m; + my) (my + m; + m;)

—4(-2+4d) ( — 3myims® + dmyms® 4+ 4ma* — dmat — myma?m; — dmyims?m; + moSm;
+dmo3m; + 3mymam;? — dmymam;? — bma?m;? + dmam;? + mim;S + dmym;®
—mam;® — dmam;® + m;t + 3m1m2mj2 — dmlmzmjz — 5m22mj2 + dmzzmj2
—mym;m;© — dmim;m; MaM;m; mam;m;~ — 2m; m; m;~) -
]2d ]2_1_ ]2—|—d ]222]2_1_ ]4

Al ma1 Af,ma)

(my —my) (my — mi — my) (my + mi — my) (my — mi + my) (mz + m; + m;)

—|—4( —m®may + dmi®my 4+ miPma? — dmiPms? — mi®my? + dmi Pmy?

2 2

+3my fmam;? — 3dmy mam; 2 — 2my3mae?m? + 2dmy P matmy? 4+ 2mPmt — 2dmy Smy?
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—3my Zmam;t + 3dmiPmom;* + mimaimt — dmyoms?mt — mym € 4+ dmym;©

+mam;® — dmom;® + 2m15mj2 — dmlsmjz + 4m14m2mj2 — 3dm14m2mj2

2 2

—9m13my mjz + 2dm3ms mjz — 2m14mimj2 — dm14mimj2 + d2m14mimj2

—|—2m12m22mimj2 + dmlzmzzmimjz — dzmlzmzzmimjz — 14m13mi2mj2 + 10dm13mi2mj2

—2d2m13mi2mj2 — 4m12m2mi2mj2 + Qdmlzmzmizmjz + 10m1m22mi2mj2 — Sdmlmzzmizmjz

—|—2d2m1m22mi2mj2 — 2m12mi3mj2 — dmlzmi?’mjz + dzmlzmi?’mjz + 2m22mi3mj2

—|—dm22mi3mj2 — dzmzzmi?’mjz + 4m1mi4mj2 — 3dm1mi4mj2 + dmszmj2
—4m13mj4 + 2dm13mj4 — 5m12m2mj4 + 3dm12m2mj4 + mlmzzmj4

—dmlmzzmj4 + 2m12mimj4 + dmlzmimj4 — dzmlzmimj4 — 2m22mimj4

2mimj4 — 5m1mi2mj4 + 3dm1mi2mj4 — 3m2mi2mj4

—dmzzmimj4 + d%*ms
—|—dm2mi2mj4 + 2m1mj6 — dmlmj6 + 2m2mj6 — dmzmj6)

Af1my Afm;y

(m1 — ma) (m1 + ma) (m1 — m; —my) (M1 + m; —my) my? (my —m; +my) (my +my; +my)

—1—4( —my2ms® 4+ dmyPms® — mima® + dmims® 4+ 2ms” — 2dms” + 2m1 % maSmy? — 2dmy 2msSm;

4 2 4 2 5.2 5 2 2 4 2 4
+3mims m;” — 3dmimsTm;* — bmo’my; 7 4+ bdms’m;” — my“momy;” + dmqmam;

—3mymsim;t 4 3dmyms?m;t + AmaSmyt — ddms®myt + mom® — dmym;® — mam;®

3 Smjz — dm1m24mj2 — 6m25mj2 + 5dm25mj2

—2m12m22mimj2 — dmlzmzzmimjz + dzmlzmzzmimjz

4

+dmam;® + 2my ms mjz — 2dmi*my

—|—2m24mimj2 + dm24mimj2 — d®my mimjz — 10m12m2mi2mj2 + Sdmlzmzmizmjz

—2d2m12m2mi2mj2 + 4m1m22mi2mj2 — Qdmlmzzmizmjz + 14m23mi2mj2 — 10dm23mi2mj2

smjz _ dmlzmi?’mjz + d2m12mi3mj2

mjz — dzmzzmi?’mjz — 4mym;?

—|—2d2m23mi2mj2 — 2my i my

—|—2m22mi3mj2 + dms?m;3 mjz + 3dm1mi4mj2
—dmszAmj2 — mlzmzmj4 + dmlzmzmj4 + 3m1m22mj4 — dmlmzzmj4 + 6m23mj4 — 4dm23mj4

2mimj4 + 5m1mi2mj4

—|—2m12mimj4 + dmlzmimj4 — dzmlzmimj4 — 2m22mimj4 — dmzzmimj4 + d*my
—3dm1mi2mj4 + 3m2mi2mj4 — dmzmizmj4 — 2m1mj6 + dmlmj6 — 2m2mj6 + dmzmj6) .

Af1may Afm;)

(m1 — ma) (m1 + ma) (m2 — m; —my) (ma + m; — my) my? (ma —m; +my) (m2 + m; +my)

—4( —2m1tms® 4 2dmytms® + 4mytme®mi? — 4dmy tmsm;? + 4my Pms’m;?
—Admy?ms"m;? = 2mytmamyt + 2dmy tfmamy® — 8my tmsdmyt + 8dm Pmamy?

—9mo®myt + 2dmsPmt + Amy Pmem;® — 4dm P mam;® + 4ms3m,®

—4dms3m; % — 2mam;® + 2dmom;® — 2m14m23mj2 + dm14m23mj2
—d%my ms? 4 4mj2 _ d2m13m24mj2 —|—4m12m25mj2
2mimj2 + 2d2m14m22mimj2 — 4m12m24mimj2

2 3 2 3
m;~ — 6mi"ma"m;~ 4+ bdm;"my

—4dm12m25mj2 — 4m14m22mimj2 — 2dmiYm,

2

—2dm12m24mimj2 + 2d*m, m24mimj2 — 2m14m2mi2mj2 + dm14m2mi2mj2 — d2m14m2mi2mj2

—|—12m13m22mi2mj2 — 10dm13m22mi2mj2 + 2d2m13m22mi2mj2 — 4m12m23mi2mj2 + 6dm12m23mi2mj2
—|—2d2m12m23mi2mj2 — 6m1m24mi2mj2 + 5dm1m24mi2mj2 — d2m1m24mi2mj2 + 4m25mi2mj2
—4dm25mi2mj2 + 16m12m22mi3mj2 + Sdmlzmzzmi?’mjz — 8d2m12m22mi3mj2 — 6m13mi4mj2

3 4

—|—5dm13mi4mj2 — d®m3my mjz + 8my2mam;*

mjz — 6dm12m2mi4mj2 + 2d2m12m2mi4mj2
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—|—12m1m22mi4mj2 — 10dm1m22mi4mj2 + 2d2m1m22mi4mj2 — 10m23mi4mj2 + 9dm23mi4mj2

—d?ms3m;* 5mj2 — Qdmlzmismjz + 2d2m12mi5mj2 — 4m22mi5mj2 — Qdmzzmismjz

6

mjz — 4m12mi

—|—2d2m22mi5mj2 — 6m1mi6mj2 + 5dm1mi6mj2 — d*mym; mjz + 2m2mi6mj2

—3dm2mi6mj2 — dzmzmﬁmjz + 4m14m2mj4 — 3dm14m2mj4 + d2m14m2mj4

2.4 2.3 4 2.3 4
m;~ 4+ 4mi*mo my;T — 2dmy Tma m;

mj4 — 5dm1m24mj4 + d2m1m24mj4 — 2m25mj4

mimj4 + Sdmlzmzzmimj4 — 8d2m12m22mimj4

ij4 + 2d2m13mi2mj4 — 4my? mam;?

2

—|—12m13m22mj4 — 10dm13m22mj4 + 2d%my3ms

2.2 3 4 4
+2d"my " mae"m;" + 6mima

—|—2dm25mj4 + 16m1 2ms?

4 2 2,4
m;~ + ddmy“mam;“m;
4

—|—12m13mi2mj4 — 10dmy3m;
mj4 + 8m12mi3mj4 + 4dm12mi3mj

mj4 + 4dm22mi3mj4 — 4d2m22mi3mj4 + 18m1mi4mj4

—|—8m23mi2mj4 — 6dm23mi2mj4 + 2d%my3m;
—4d2m12mi3mj4 + 8mam;3
—15dm1mi4mj4 +3d%m, mi4mj4 + 6m2mi4mj4 — 3dm2mi4mj4 + 3d2m2mi4mj4

—6m13mj6 + 5dm13mj6 — d2m13mj6 — 8m12m2mj6 + 6dm12m2mj6 — 2d2m12m2mj6

2 2 6

—12m1m22mj6 + 10dmims mj6 —2d%myms mj6 — 2m23mj6 + dmz?’mj

—d2m23mj6 — 4m12mimj6 — Qdmlzmimj6 + 2d2m12mimj6 — 4m22mimj6

2 2

—Qdmzzmimj6 + 2d%ms mimj6 — 18m1mi2mj6 + 15dm1mi2mj6 — 3d%mym; mj6

—10m2mi2mj6 + 7dm2mi2mj6 — 3d2m2mi2mj6 + 6m1mj8 — 5dm1mj8
8) 1
(m1 +my —my) (=ma2 +m; —my)

—|—d2m1mj8 + 4m2mj8 — 3dm2mj8 + dzmzmj

Afmy A,y

(1 —my; —my) (ma 4 my — mj)my? (my —my +mg) (ma + m; +my) (=ma 4+ m; +my) (mg +m; + my)

4 (=14 d) (m1 —m;) (m1 4+ m;) (mimo + m2) K{1m} {1,m1}.{1,0}

(ma1 4+ ma) m;?

4 (=14 d) (my —my) (ma + my) (mima 4 2ma® — mi?) Ki1 m.3 {1,m.}.{1,0}

(ma1 4+ ma) m;?

7

g g 7.9 2 7.2 79
-1-4(—(7711 ms) + dmi®my 4+ my 'mo® — dmy “me® — my m® + dmy my

+4my S mom;? — 4dmy Smam; 2 — 3my®ma?m;? + 3dmi P ma?my? + 3m P mt — 3dmy Pmy?

—6my fmam;t + 6dmytmam* + 3m3metmyt — 3dm 3 ms?myt — 3my 3 m,® + 3dm3m;®

+4my Pmam;® — 4dmiPmam;® — mims?m® + dmyms?m® + mym;® — dimym;®

—mam;® + dmam;® — 8m17mj2 + 6dm17mj2 — d2m17mj2 + m16m2mj2

—2dm16m2mj2 + 3m15m22mj2 — Qdmlsmzzmjz + dzmlsmzzmjz — 4m16mimj2 — 7dm16mimj2

—|—3d2m16mimj2 — 2d2m15m2mimj2 + 4m14m22mimj2 + 3dm14m22mimj2 — d2m14m22mimj2

—3m15mi2mj2 — m14m2mi2mj2 + 2dmy*mam;? ijz — 4dm13m22mi2mj2

Smjz + 4d2m13m2mi3mj2 — 2m12m22mi3mj2

4mj2 n d2m13mi4mj2 _ mlzmzmi4mj2

4

2 3,2
m; < 4+ 8my"mo m;
—|—2m14mi3mj2 + 10dm14mi3mj2 —4d%my*my

3

—2dmy %ms?m; mjz + 16m13mi4mj2 — 10dm:>m;

2 2 5 2
m;© 4 2my m;”m;

mjz — 2d2m1m2mi5mj2 — 2m22mi5mj2 — dmzzmismjz

—|—2dm12m2mi4mj2 — llmlmzszmjz + 6dm1m22mi4mj2 — &myms?m;
—3dm12mi5mj2 + d*my*m;®
—|—d2m22mi5mj2 — 5m1mi6mj2 + 4dm1mi6mj2 + mzmﬁmjz — Qdmzmﬁmjz

5. 4 5. 4 25 4 4 4 3.2 4
+18my m;" — 13dmy " my;~ + 2d°my " m;~ + 3my " mamy” — 9myTme T m;

2 3 2

+7dmi3ms mj4 —2d%m13ms mj4 + 2m14mimj4 + 10dm14mimj4 — 4d2m14mimj4

2.3 4 2, 2 4 2,2 4 32 4 3,2 4
+4d mi " mam;m;” — 2myTme T mymy T — 2dmy Tme T mymy T — mitmTmy T — dmytmgTm;
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Smj4 + 6dm12mi3mj4

mj4 — 2d2m22mi3mj4

—|—2m12m2mi2mj4 + 7m1m22mi2mj4 — 3dm1m22mi2mj4 — 4my 2y
—9d%my 2 m;? 3 3
4

mj4 + 4d2m1m2mi3mj4 + 4ms?m; mj4 + 2dms’m;

4

+9mym; mj4 — 6dm1mi4mj4 + 3mamy mj4 — 12m13mj6 + 8dm13mj6 — d2m13mj6

—5m12m2mj6 + Qdmlzmzmj6 + 5m1m22mj6 — 4dm1m22mj6 + dzmlmzzmj6
—|—2m12mimj6 — 3dm12mimj6 + dzmlzmimj6 — 2d2m1m2mimj6 — 2m22mimj6
—dmzzmimj6 + dzmzzmimj6 — 7m1mi2mj6 + 4dm1mi2mj6 — 5m2mi2mj6
—|—2dm2mi2mj6 + 2m1mj8 — dmlmjg + 2m2mj8 — dmzmjg) .
K{tms} (1,ma {1,m)
(my —ma) (my +ma) (my —m; —my) (my +m; —my)mi2 (my —m; +my) (my +m; +my)
1 2 1 2 1 1 J 1 1 J J 1 1 J 1 1 J

—1—4( —miPma’ 4 dmiims’ — mime® + dmyims® + 2ms® — 2dms® + 3my2ms’m;?

25 2 6,2 6,2 7.2 72 2 3 4
=3dmi mo"m;” + dmyms m;” — ddmims myt — Tms 'my;” 4+ Tdms 'm;* — 3m1“mo"my

4 4 2 6

+3dm1?ma myt — 6mymstmyt + 6dmymatm;®* 4+ 9ma®myt — 9dms®myt + mytmam;

—dmy Zmam;® + 4myms?m; — ddmyms?m;® — bmedm;® + 5dma3m;® — mym;®

+dmim;® + mom;® — dmam;® — 3m12m25mj2 + Qdmlzmzsmjz — dzmlzmzsmjz

—|—5m1m26mj2 — 4dm1m26mj2 + 2m27mj2 + d2m27mj2 — 4m12m24mimj2 — 3dm12m24mimj2
—|—d2m12m24mimj2 + 2d2m1m25mimj2 + 4m26mimj2 + 7dm26mimj2 — 3d2m26mimj2

—8m12m23mi2mj24dm12m23mi2mj2 — 5m1m24mi2mj2 + 4dm1m24mi2mj2 + 9ms°m; mjz
—6dm25mi2mj2 + 2m12m22mi3mj2 + Qdmlzmzzmi?’mjz — 4d2m1m23mi3mj2

3 Smjz + 4d2m24mi3mj2 + llmlzmzmi4mj2 — 6dm12m2mi4mj2

2

—2mstm;®m;? — 10dma*m;
J

—|—d2m12m2mi4mj2 — 5m1m22mi4mj2 + 4dm1m22mi4mj2 — 10m23mi4mj2 + 4dm23mi4mj2

4 5mj2—|—dm12mi5mj2 —dzmlzmismjz—|—2d2m1m2mi5mj2
mjz + 3dm22mi5mj2 — dzmzzmismjz + 5m1mi6mj2 — 4dm1mi6mj2

2.3 2 2
—d*mo"m; m;T 4 2myTm;

—9my?m;®

—mzmi6mj2 + Qdmzmﬁmjz + 9m12m23mj4 — 7dm12m23mj4 + 2d2m12m23mj4

—9m1m24

mj4 + 6dm1m24mj4 — 12m25mj4 + 7dm25mj4 — 2d2m25mj4 + 2m12m22mimj4
+2dm12m22mimj4 — 4d2m1m23mimj4 — 2m24mimj4 — 10dm24mimj4 + 4d2m24mimj4
—7m12m2mi2mj4 + 3dm12m2mi2mj4 — 6m1m22mi2mj4 + 4dm1m22mi2mj4 + 5m23mi2mj4

2 Smj4 — Qdmlzmi?’mj4 + 2d2m12mi3mj4 — 4d2m1m2mi3mj4

3 4

—3dms>m; mj4 — 4myim;

3 3

+4ms?m; mj4 — 6dma?m; mj4 + 2d%ma’m; mj4 — 9m1mi4mj4 + 6dm1mi4mj
—3m2mi4mj4 — 5m12m2mj6 + 4dm12m2mj6 — dzmlzmzmj6 + 7m1m22mj6 — 4dm1m22mj6
—|—10m23mj6 — 6dm23mj6 + d?ms3

mj6 + 2m12mimj6 + dmlzmimj6
—dzmlzmimj6 + 2d2m1m2mimj62m22mimj6 + 3dm22mimj6 — dzmzzmimj6
—|—7m1mi2mj6 — 4dm1mi2mj6 + 5m2mi2mj6 — Qdmzmizmj6
—2m1mj8 + dmlmjg — 2m2mj8 + dmzmjg) .
Ki1mj) (1,mi) {1,ma)
(m1 — ma) (m1 + ma) (m2 — m; —my) (ma + m; — my) my? (ma —m; +my) (m2 + m; +my)

(F.3)
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