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EinleitungDie Quantenhromodynamik (QCD) ist eine niht-abelshe Eihtheorie und liefertdie nah heutigem Kenntnisstand rihtige Beshreibung der starken Wehselwir-kung. Da sie eine asymptotish freie Theorie ist, kann sie im Hohenergiebereihst�orungstheoretish behandelt werden. Bei kleineren Impuls�ubertr�agen versagt diereine St�orungstheorie allerdings, da sie in jeder Ordnung die Quarks und Gluo-nen als freie, asymptotish detektierbare Teilhen enth�alt, was der Beobahtungdes als "Con�nement\ bezeihneten Ph�anomens widerspriht, da� diese nur als sehrkurzlebige Elementaranregungen oder in gebundener Form als stabile Farbsingulett-Zust�ande vorliegen.Einen Versuh, dieses bisher niht analytish beshreibbare, komplexe Verhaltenim Infrarotbereih der Theorie zu behandeln, stellt der Vorshlag von M. Stingl[STI 96℄ dar, mit Hilfe der in g2 nihtanalytishen Massenskala � eine nihtpertur-bativ erweiterte iterative L�osung zu etablieren, die in Kapitel 1 vorgestellt wird. Beider L�osung des hierbei auftretenden Selbstkonsistenzproblems auf Basis des Dyson-Shwinger-Integralgleihungssystems wurde im Fall masseloser Fermionen mitNF =2 eine eindeutige reelle L�osung f�ur die zusammenh�angenden und 1-Teilhen- irredu-ziblen Greenshen Funktionen gefunden, die Con�nement in dem Sinne zeigt, da� diePropagatoren der elementaren Felder einen raumzeitlih kurzreihweitigen (Reih-weite � 1=�) Charakter aufweisen [DRI 97, KUH 97℄ bzw. [STI 97, DRI 98℄.Aufgabe der vorliegenden Arbeit soll es sein, im Rahmen dieser erweitertenSt�orungstheorie eine vom Experiment her gesehen besonders wihtige h�ohere Kor-relationsfunktion, n�amlih diejenige des hadronishen elektromagnetishen Stromes,und hierin insbesondere die Rolle der �-Meson-Resonanz zu untersuhen. Eine we-sentlihe Rolle als Vergleihstheorie kommt dabei der in Kapitel 2 vorgestellten semi-ph�anomenologishen SV Z-Summenregel-Methode zu, die durh indirekten Vergleiheines semi-empirishen Ansatzes f�ur die Resonanzregion mit einer durh die Vaku-umkondensate parametrisierten �2=q2E-Entwiklung der �-Mesonstrom-Korrelations-funktion ���� (q) die "Bestimmung\ der �-Mesonmasse - genauer: deren Korrelierungmit den experimentellen Daten f�ur die Kondensate - erm�ogliht.Die zentrale, bis zur Zwei-Shleifen-Ordnung zu berehnende Gr�o�e ist die ha-dronishe Vakuumpolarisation des Photons ���(q), die identish ist mit der Korrela-3



Einleitung 4tionsfunktion zweier elektromagnetisher Str�ome leihter Quarks. Durh eine Vektor-dominanzargumentation wird ���(q) in direkte Beziehung zu ���� (q) gebraht undso eine Analyse der �-Mesonresonanz auf Basis der Kenntnis von ���(q) erm�ogliht.Wihtige allgemeine Forderungen an diese Gr�o�e, wie die Erhaltung der pertur-bativen Ultraviolettdivergenz und vor allem der Masselosigkeit des Photons, wer-den dadurh garantiert, da� bei der Konstruktion des nihtperturbativ erweitertenPhoton-Vertex in Kapitel 3 die Erf�ullung der Ward-Takahashi-Identit�at �uber dieselbstkonsistente Bestimmung mittels der DS-Gleihungen gestellt wird. Diese Stra-tegie erm�ogliht es, die Shleifenberehnung auf der nihtperturbativen Approxima-tionsstufe r = 1 mit ihrem noh �ubershaubaren algebraishen Komplexit�atsgradauszuf�uhren. In dem dadurh de�nierten Rahmen werden erstmals f�ur eine einfahe,aber wihtige Vertexfunktion - die hadronishe Vakuumpolarisation des Photons- sowohl die Korrektur der nihtperturbativen nullten Ordnung durh Zweishlei-fenbeitr�age als auh die f�uhrende quasi-perturbative Korrektur (der Ordnung e2g2mit g = starke Kopplung) berehnet. Da� diese in der Tat das aus allgemeinen�Uberlegungen erho�te Verhalten aufweisen - die Korrekturen zum Selbstkonsistenz-verfahren der nullten Ordnung sind klein, und die quasi-perturbative erste Ordnungvermittelt eine "weihe\ Niederenergie-Fortsetzung der logarithmish singul�aren reinperturbativen Strahlungskorrekturen - , darf als wesentlihes Resultat der vorliegen-den Arbeit gelten.In Kapitel 4 werden die Ein-Loop-Resultate f�ur die hadronishe Vakuumpola-risation pr�asentiert und mittels oben genannter Vektordominanzargumentation einVergleih mit der SVZ-Entwiklung angestellt. Deutlih wird an dieser Stelle, da� esniht m�oglih ist, aus den Ergebnissen auf die Existenz einer �-Mesonmasse r�ukzu-shlie�en, was die Notwendigkeit einer erweiterten Behandlung deutlih maht. ImRahmen dieser Arbeit geshieht diese Erweiterung durh Ber�uksihtigung der shongenannten Zwei-Loop-Beitr�age, die in Kapitel 5 berehnet werden. Es zeigt sih al-lerdings, da� diese in der hier behandelten Form noh niht die im Hinblik auf einSV Z-artiges Verfahren w�unshenswerte Korrektur der Ein-Shleifen-Resultate be-wirken - ein negatives, aber niht vorhersehbares und wegen der hohen Komplexit�atder Zwei-Shleifen-Rehnung auh nihttriviales Resultat. Auh bei einer durh diePad�e-Fortsetzung in der laufenden Kopplung approximierten unendlihen Teilsum-mation der St�orungsreihe, wie sie zur direkten Erzeugung von Bindungszust�andennotwendig ist, zeigt sih keine Resonanz. Die Resultate weisen in die Rihtung, da�ein besserer Kompromi� zwishen selbstkonsistenter Dynamik der transversalen Frei-heitsgrade und Wahrung der Ward- bzw. Slavnov-Taylor-Identit�aten wohl erst aufh�oherer Stufe der nihtperturbativen globalen Approximation erzielt werden kann.



Kapitel 1Eine systematish erweiterteSt�orungstheorie1.1 Die QCD-St�orungstheorieDie Quantenhromodynamik ist die nah heutigem Kenntnisstand rihtige quan-tenfeldtheoretishe Beshreibung der starken Wehselwirkung. Sie ist eine SU(N)-Yang-Mills-Theorie mit NF minimal angekoppelten Quark-Flavours, die im euklidi-shen Kontinuum de�niert ist durh die Lagrangedihte [BEL 91, MUT 87℄:LE(x) := 14 G��a (x)G��a (x)+ 12�0 (��A�a(x))2 + (�� ��a(x))[��Æab + g0 fabA� (x)℄�b(x)+ NFXf=1 � i(f)(x)h� i�= Æij +m(f)0 Æij + g0T ija �A�a(x)i j(f)(x) (1.1)mit G��a (x) = ��A�a(x)� ��A�a(x) + g0fabA�b (x)A�(x) : (1.2)Im Pfadintegralformalismus lassen sih aus dem erzeugenden FunktionalZE [J; �; ��; �; ��℄ := Z DAD�D��D D � exp�� Z d4x�LE +A�a(x)J�a (x) + ��a(x)�a(x) + ��a(x)�a(x)+Xf ���i(f)(x) i(f)(x) + � i(f)(x)�i(f)(x)��� (1.3)durh funktionales Ableiten nah den Quellen die Greenshen Funktionen de�nie-ren [YND 93℄. Von diesen gelangt man mittels einer Reduzibilit�atsanalyse zu denzusammenh�angenden, amputierten und 1-Teilhen-irreduziblen Greensfunktionen,die auh als ("eigentlihe\) Vertex-Funktionen �N bezeihnet werden. F�ur die QCD5



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 6erh�alt man folgenden Satz ober�ahlih divergenter Vertizes (Basisvertizes):�sdiv := f�V V ;�F �F ;�G �G;�3V ;�F �FV ;�G �GV ;�4V g : (1.4)Entsprehend der gew�ahlten Reihenfolge gelten folgende Bezeihnungen:f�V V ;�F �F ;�G �Gg sind die Selbstenergien des Gluon-, Quark- bzw. Geistfeldes undf�3V ;�F �FV ;�G �GV ;�4V g der Drei-Gluon-, der Quark-Gluon-, der Geist-Gluon- undder Vier-Gluon-Vertex.Alle �ubrigen Vertexfunktionen sind ober�ahlih konvergent und lassen sih in Ab-h�angigkeit von den Basisvertizes durh Skelettgraphenentwiklungen darstellen. DieDynamik der Theorie kann durh die Dyson-Shwinger(DS)-Gleihungen [DS 49℄beshrieben werden. Diese sind ein unendlihes, hierarhishes System gekoppelterIntegro- Di�erentialgleihungen:�N = �(0)pertN + g20�N [�2; : : : ;�N+2℄ ; (1.5)wobei �N das DS-Funktional im Impulsraum und die nakten Vertizes �(0)pertN dienullte st�orungstheoretishe Ordnung bezeihnen. Die �ublihe St�orungstheorie erh�altman als Potenzreihe im Quadrat der Kopplung durh Iteration von �N um dieperturbative nullte Ordnung:�pertN = limp!1�(p)pertN ; (1.6)�(p)pertN = �(0)pertN + pXp0=1 g(�)2p0�(p0)pertN : (1.7)Die Shleifenintegrale im DS-Funktional �N bilden UV-Divergenzen aus, die dimen-sionell regularisiert werden k�onnen durh Verringerung der Anzahl der Raum-Zeit-Dimensionen 4! D = 4�2". Hierdurh wird die nakte Kopplung dimensionsbehaf-tet: g0 ! g0�"0 mit einer willk�urlihen, aber festen Massenskala �0. Die Beseitigungder Divergenzen geshieht im Rahmen eines Renormierungsprozesses, bei dem u.a.die nakte Kopplung durh eine renormierte ersetzt wird. Im MS-Shema ist dieseErsetzung gegeben durh: g20 �2"0 = g2(�)�2"Z�(g2(�); ") (1.8)mit der Renormierungskonstanten auf Ein-Loop-Niveau:Z�(g2(�); ") = 1� g2(�)(4�)2 1"�0 +O(g4) : (1.9)Hierbei bezeihnet �0 = 113 NC � 23NF (1.10)den ersten KoeÆzienten der �-Funktion�(g) := � dg(�)d� ; (1.11)



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 7die im dimensionellen Regularisierungsshema die folgende Gestalt besitzt [THO 73℄:�(g(�); ") = �g(�)0�"+ �0  g(�)4� !2 + �1 g(�)4� !4 +O(g6)1A : (1.12)Unter Ausnutzung der Unabh�angigkeit der nakten Kopplung g0 von der Renormie-rungsskala � gelangt man zu einer Integraldarstellung der RenormierungskonstantenZ�: Z�(�; ") = exp � Z �0 d�04�"f(�0) + �0! (1.13)mit � = g2(�)4� . Durh Abspaltung des in " = 0 regul�aren Anteils14�"f(�0) + �0 =: 14�"f(0) + �0 + "��(�0; ") mit ��(0; ") = 0 (1.14)ergibt sih: Z�(�; ") = 4�"=�04�"=�0 + � exp��" Z �0 d�0��(�0; ")� "!0�! 0 : (1.15)Die Di�erenz zwishen dem in erster Ordnung divergenten perturbativen Z� (1.9)und dem f�ur " = 0 vershwindenden exakten Z� (1.15) ist von der Ordnung �2und wird durh die n�ahsth�ohere Ordnung in � korrigiert [COL 84℄. Bei unendliherAufsummation der St�orungsreihe vershwindet die Di�erenz zwishen perturbativerund exakter Renormierungskonstante. Dieses bedeutet, da� die auftretenden Diver-genzen bei endliher St�orungsordnung keine Divergenzen der exakten Theorie sind.1.2 Die spontane Massenskala �Im Kontext der Kopplungsrenormierung wird durh dimensionelle Transmutationdie renormierungsgruppeninvariante Massenskala � � �QCD eingef�uhrt. In einermasselosen Theorie ist diese der einzige fundamentale, dimensionsbehaftete Para-meter und skaliert renormierungsgruppeninvariante Gr�o�en mit Massendimensionwie beispielsweise das Gluon-Kondensat:h
j : G��a G��a : j
i / �4 : (1.16)Aus einer Analyse der Renormierungsgruppengleihung f�ur � ergibt sih:�2(g(�); �) = �2 exp �2 Z g(�)g1 dg0�(g0)! (1.17)= �2 exp0�� 1�0  4�g(�)!2 (1 +O(g2))1A : (1.18)



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 8Dieser Gleihung entnimmtman, da� die Potenzreihenentwiklung von � in g2 iden-tish vershwindet mit dem Konvergenzkreis R = 0.� h�angt �uber die frei w�ahlbare Grenze g1 sowie �uber die h�oheren Betafunktions-KoeÆzienten �n mit n � 2 vom Renormierungsshema ab und ist erst auf Zwei-Loop-Niveau bestimmbar. Man kann der Literatur [SCH 96℄ folgenden gemitteltenWert f�ur � imMS-Shema entnehmen:�MSQCD � 287(�31)MeV : (1.19)ImHohenergiebereih �ndet man durh L�osung der RG-Di�erentialgleihung shlie�-lih als Darstellung f�ur die e�ektive Kopplung:�g2(Q2) � (4�)2�0 ln Q2�2 f�ur Q2�2 � 1: (1.20)F�ur �0 > 0 (NF < 16) vershwindet diese f�ur gro�e Impulsskalen bzw. kleineAbst�ande, was als asymptotishe Freiheit bezeihnet wird.1.3 Die Systematik derniht-perturbativen ErweiterungDieser Arbeit zugrunde liegt der Gedanke, da� die Vertizes �N -�uber die invers-logarithmishe Abh�angigkeit (1.20) hinaus, die lediglih eine Reparametrisierung derSt�orungsreihe darstellt- eine "eht nihtperturbative\ von � besitzen, die aufgrundder nihtanalytishen Kopplungsabh�angigkeit von � (1.18) durh eine st�orungstheo-retishe Entwiklung niht erfa�t werden, wohl aber durh rationale Approximantenin � wiedergegeben werden kann. Dieses wird als Ursahe daf�ur angenommen, da�die St�orungstheorie, die zwar ein bew�ahrtes Verfahren f�ur Prozesse in der QCDbei hinreihend gro�en Energien darstellt, in jeder endlihen Ordnung hingegen dieQuarks und Gluonen als die freien Teilhen der Theorie besitzt. Dieses widersprihtdem experimentellen Befund, da� diese nur in gebundener Form als Hadronen be-obahtet werden. Als Indiz hierf�ur mag angef�uhrt werden, da� die Berehnung vonMesonmassen mittels der im folgenden Kapitel vorzustellenden QCD-Summenregelnbasiert auf nihtvershwindenden Vakuumerwartungswerten wie beispielsweise obi-gem Gluon-Kondensat (1.16).Ziel dieses Abshnitts ist es, [STI 96℄ folgend die systematish erweiterte St�orungs-theorie vorzustellen, die eine solhe �-Abh�angigkeit in den Approximanten der Ver-texfunktionen ansetzt und ein Selbstkonsistenzverfahren hierf�ur mittels der Dyson-Shwinger-Gleihungen auf Basis des 1g2 -Mehanismus formuliert.Die Vertexfunktionen werden, wie in der �ublihen St�orungstheorie, in eine formalePotenzreihe in g2(�) entwikelt. Diese semikonvergente Entwiklung ist m�oglih,



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 9da die skalenabh�angige, renormierte Kopplung g(�) f�ur alle Skalen � hinreihendklein ist. Wie sowohl ph�anomenologishe Arbeiten [SS 96℄ als auh Gitterrehnungen[LUE 94℄ zeigen, ist � auh f�ur kleine Skalen hinreihend klein. Die KoeÆzientendieser Entwiklung h�angen jedoh polynomial bzw. rational von der RG-invariantenMassenskala � ab, die, obwohl sie �uber (1.18) mit g(�) verkn�upft ist, formal alsunabh�angiger Parameter behandelt wird.Die systematishe Entwiklung der erweiterten St�orungstheorie formuliert manals Doppelsequenz:�N (fpg; g(�); �) = limr!1 limp!1�[r;p℄N (fpg; g(�); �) ; (1.21)�[r;p℄N (fpg; g(�); �) = �[r;0℄N (fpg; �) + pXp0=1 g(�)2p0�[r;p0)N (fpg; �; �): (1.22)fpg steht f�ur s�amtlihe Impulsabh�angigkeiten, der Index p z�ahlt die Potenz derKopplung und der Index r bezeihnet den Grad der rationalen Approximationsstufein �.Man formuliert folgende physikalishen Randbedingungen f�ur die nihtperturbativerweiterten Ans�atze:Im formalen Limes �! 0 f�ur g2 > 0 ("perturbativer Limes\), der sinnvoll ist, da �f�ur g2 ! 0 aufgrund seiner nihtanalytishen Kopplungsabh�angigkeit shnellerals jede Potenz von g2 vershwindet, m�ussen die nihtperturbativ erweitertenVertexans�atze in ihre st�orungstheoretishe Form �ubergehen:�[r;p)N (fpg; � = 0; �) = �(p)pertN (fpg; �) : (1.23)Beim Hohskalieren aller �au�eren Impulse sollen die nihtperturbativen Vertex-ans�atze der Ordnung p = 0 in die entsprehenden perturbativen Gr�o�en �uber-gehen ("naive\ asymptotishe Freiheit):�[r;0℄N (f�pg; �) �! �(0)pertN (f�pg) f�ur �!1 : (1.24)F�ur p > 0 ist die asymptotishe Freiheit durh Vershwinden der laufendenKopplung �g2(Q2) �! 0 f�ur Q2�2 !1 (1.25)sihergestellt (siehe auh (1.20)).Die Impulsabh�angigkeit der �[r;p℄N soll den Divergenzgrad imVergleih zur St�orungs-theorie niht erh�ohen.Diese physikalishen Randbedingungen shr�anken die Struktur der Ans�atze erheb-lih ein, da die Erhaltung der perturbativen Renormierbarkeit und die Globalit�at



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 10der Approximation im Impuls -denn die Approximanten sollen in Shleifenintegralen�uber den gesamten Impulsraum verwendbar sein- eine rationale Impulsabh�angigkeitund damit auh eine rationale �-Abh�angigkeit der nihtperturbativ erweiterten Ver-texans�atze erfordern.1.4 Der DS-SelbstkonsistenzmehanismusDie explizite Gestalt der rationalen Approximanten f�ur die einzelnen Vertizes wirdim folgenden Abshnitt angegeben werden. Zuvor soll der Selbstkonsistenzmeha-nismus der Approximantenfolge (1.22) auf Basis der Dyson-Shwinger-Gleihungendargestellt werden. In niedrigster perturbativer Ordnung ergibt sih im ersten Ite-rationsshritt aus (1.5) f�ur beliebige Stufe r die Approximation:(� g04��2�N h�[r;0℄N i )R;� = �[r;0℄N � �(0)pertN +O(g2(�); e(r + 1)) : (1.26)Mit e(r+ 1) ist der Fehler bezeihnet, der sih aus der endlihen globalen Approxi-mationsstufe r ergibt und sih niht wie der Fehler der perturbativen EntwiklungO(g2(�)) durh einen "kleinen\ Parameter absh�atzen l�a�t. Die Gleihung kann nuran einer endlihen Anzahl von Impulsst�utzstellen erf�ullt werden. Diese "Vergleihs-daten\ sind bei rationalen Approximanten grunds�atzlih frei w�ahlbar. In [KUH 97℄und [DRI 97℄ sind als Vergleihsdaten die Polstellen und Residuen der nihtperturba-tiven Vertexfunktionen gew�ahlt worden und sind somit durh die nihtperturbativeApproximation festgelegt.Die modi�ziertenVertexfunktionen h�oherer, perturbativer Ordnung �[r;p>0℄N erh�altman durh Iteration um �[r;0℄N . In dieser Arbeit werden daher die �[r;0℄N als "neueFeynman-Regeln\ der Theorie aufgefa�t, mit denen sih physikalishe Me�gr�o�enwie beispielsweise der hadronishe Anteil der Vakuumpolarisation des Photons be-rehnen lassen.Die Bestimmung der �[r;0℄N erfolgt gem�a� (1.26) durh explizite Berehnung derShleifenintegrale der Dyson-Shwinger-Funktionale im dimensionellen Renormie-rungsshema. O�enbar ist eine Selbstkonsistenz nur dann m�oglih, wenn diese Shlei-fenintegrale den Vorfaktor � g04��2 des DS-Funktionals �N kompensieren und so Termeder Ordnung g0 ausbilden.Dieses geshieht nah [STI 96℄ dadurh, da� zun�ahst divergente nihtperturbati-ve Beitr�age in �N tats�ahlih kopplungs- und divergenzfrei werden (" 1g2 -Mehanismus\).Voraussetzung ist, da� die Shleifenintegrale zus�atzlih zur Divergenz / 1" den Fak-tor (�=�0)�2" produzieren. Folglih bilden Terme der linken Seite in Gleihung (1.26),die einen Beitrag in g0 liefern, den Faktor�(") = � g04��2 1" ���0��2" (1.27)



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 11aus. Mittels elementarer Umformungen erh�alt man aus (1.18)���0��2" = �1�(�) exp Z �(�)�1 d�04�"f(�0) + �0! (1.28)und shlie�lih unter Ausnutzung der Integraldarstellung der Renormierungskon-stanten (1.13): �(") = �14�" exp Z �(�)�1 d�04�"f(�0) + �0! : (1.29)�(") ist exakt kopplungsunabh�angig und, wie man durh Abspaltung des in " = 0regul�aren Beitrags sieht, f�ur "! 0 endlih:�(") = �14�" 4�"=�04�"=�0 + �1 exp��" Z �10 d�0��(�0; ")�"!0�! 1�0 ; da ��(0; ") = 0 : (1.30)Man untersheidet demnah drei Beitr�age in den L�osungen der Shleifenintegraledes DS-Funktionals � g04��2�N :Die nihtperturbativen Divergenzen sind dadurh gekennzeihnet, da� sie im "per-turbativen\ Limes � ! 0 vershwinden. Diese modi�zieren mittels des obenbeshriebenen " 1g2 -Mehanismus\ die nullte Ordnung der Vertexfunktionen�[r;0℄N .Die perturbativen Divergenzen, auf die infolge der Randbedingung (1.23) dieserexakte Mehanismus niht angewendet werden darf, bleiben auh im Limes� ! 0 als solhe erhalten und werden st�orungstheoretish renormiert. DerGrund daf�ur ist, da� die in allen Ordnungen aufsummierte nakte Kopplungg0 / " ist (siehe (1.13)) und somit die 1" -Divergenz kompensiert. Wendet mandiesen exakten Mehanismus jedoh auf die gesamte Theorie an, vershwindenalle Greens-Funktionen mit mehr als zwei �au�eren Beinen. Nah [THO 73℄darf g0 im perturbativen Rahmen nur in Form seiner Potenzreihe in g2 mit f�ur" ! 0 divergenten KoeÆzienten behandelt werden, und diese Einshr�ankung�ubertr�agt sih auf die erweiterte Theorie wegen der "perturbativen Randbe-dingung\ (1.23).Die f�ur " ! 0 endlihen Anteile liefern einen Beitrag in erster Kopplungsordnungg2(�), d.h. in der Notation von Gleihung (1.22) die Funktionen �[r;1)N .Zur selbstkonsistentenModi�kation der nullten Ordnung �[r;0℄N m�ussen die DS-Integraledemnah nihtperturbative Divergenzen ausbilden, was nur imFalle der ober�ahlihdivergenten Vertexfunktionen (1.4) geshieht.Diese Selbstkonsistenzbedingung entkoppelt das unendlih hierarhisheDS- Glei-hungssystem und de�niert ein endlihes Selbstkonsistenz-Gleihungssystem, be-shr�ankt auf die sieben Basisvertizes.



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 121.5 Ans�atze f�ur die nihtperturbativ modi�zier-ten BasisvertizesIn [DRI 97℄ �ndet man eine vollst�andige L�osung des Selbstkonsistenzproblems aufEin-Shleifen-Niveau in Landau-Eihung f�ur die erste Stufe der rationalen Appro-ximation (r = 1) mit vershwindenden Fermionmassen (m(f) = 0). In [KUH 97℄wird der Fermionsektor des Selbstkonsistenzproblems in beliebiger Stufe r der ra-tionalen Approximation mit nihtvershwindenden Fermionmassen (m(f) > 0) inLandau-Eihung behandelt, wobei die Auswertung des algebraishen KoeÆzienten-Gleihungssystems f�ur r = 1 erfolgt.Diese Arbeit wird sih wie [DRI 97℄ im wesentlihen auf die erste Stufe der ratio-nalen Approximation (r = 1) beshr�anken und die Fermionen als masselos (m(f) = 0)annehmen, so da� in den Ans�atzen s�amtlihe nihtperturbativen Massenskalen pro-portional zu � sind.In diesem Abshnitt werden, wie in [STI 96℄ vorgeshlagen, die rationalen Ap-proximanten des Gluon-Propagators, des Drei-Gluon- und des Quark-Gluon-Vertexin Stufe r = 1 und die des Fermion-Propagators f�ur beliebiges r formuliert. F�urden Vier-Gluon-Vertex in Stufe r = 1 wird aufgrund seiner komplizierten Gestaltauf [DRI 97℄ verwiesen. Der Geist-Sektor erf�ahrt aufgrund der Divergenzstrukturin Landau-Eihung auf Ein-Shleifen-Niveau in nullter perturbativer Ordnung keinenihtperturbativen Modi�kationen [DRI 97℄.1.5.1 Der Fermion-PropagatorDie Propagatoren mit ungeradem Approximationsgrad r und paarweise komplex-konjugierten Propagatorpolen beshreiben bei geeigneter Parameterwahl im Gegen-satz zu Polen bei reellen zeitartigen Impulsquadraten keine massiven Teilhenpole,sondern intrinsish kurzlebige Elementaranregungen von Teilhen und Antiteilhenund entsprehen so der Forderung nah "Con�nement\ [STI 96℄.Der Fermion-Propagator (Flavour f) shreibt sih auf der Stufe r der rationalenApproximation im euklidishen ImpulsraumS[r;0℄(f) (p) = �p [r;0℄= rYs=1(p= + �(f)r;2s)(r+1)=2Ys=1 (p= + �(f)r;s+)(p= + �(f)r;s�) (1.31)



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 13= (r+1)=2Xt=1 0� A(f)r;t+p= + �(f)r;t+ + A(f)r;t�p= + �(f)r;t�1A (1.32)mit den Residuen: A(f)r;t� := resp==��(f)r;t� �S[r;0℄(f) � : (1.33)Die Fermion-Selbstenergie oder der Zweipunkt-Fermion-Vertex ist das Negativinver-se des Fermion-Propagators:��FF [r;0℄(f) (p) = p= + �(f)r;1 + rXs=1 (�(f)r;2s+1)2(p= + �(f)r;2s) ; (1.34)f�ur r = 1; 3; 5; : : : mit �(f)r;1 ; �(f)r;2 ; �(f)r;3 2 R und �(f)r;2s+2 = �(f)r;2s�; �(f)r;2s+3 = �(f)r;2s+1� f�urs = 2; 4; : : : ; r � 1 sowie �(f)r;s+ = �(f)r;s��.Der Zusammenhang zwishen den konjugiert-komplexen und den rellen Parameternist:�2r;2t+1(f) = (r+1)=2Ys=1 (��(f)r;2t + �(f)r;s+)(��(f)r;2t + �(f)r;s�)rYs=1s6=t (��(f)r;2t + �(f)r;2s) f�ur t = 1; : : : ; r ; (1.35)und es gilt: �(f)r;1 + rXs=1 �(f)r;2s = (r+1)=2Xs=1 (�(f)r;s+ + �(f)r;s�) : (1.36)Im folgenden wird, soweit keine Mi�verst�andnisse m�oglih sind, der Flavour-Index(f) weggelassen. Da Fermionmassen vernahl�assigt werden, k�onnen alle massenarti-gen KoeÆzienten als proportional zu � angesetzt werden:�r;1=2 = !r;1=2� ;�2r;3 = !r;3�2 mit !r;i 2 R : (1.37)Im Falle der ersten Stufe der rationalen Approximation werden, soweit keine Ver-wehslung m�oglih ist, die Indizes r = 1 und p = 0 weggelassen. In r = 1 stellt sihder Fermion-Propagator damit dar alsS(p) = (p= + �2)(p= + �+)(p= + ��) (1.38)= A+p= + �+ + A�p= + �� (1.39)mit A+ = �2 � �+�� � �+ ; A� = �2 � ���+ � �� : (1.40)



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 14Als Beziehung f�ur die Quadrate der Polstellen erh�alt man in r = 1:�2� = 12(�21 + �22)� �23 � i(�1 + �2)s�23 � 14(�1 � �2)2 : (1.41)Folglih shreibt sih die "Con�nement\-Bedingung, die gekennzeihnet ist durheinen nihtvershwindenden Imagin�arteil:�1 + �2 6= 0 und �23 > 14(�1 � �2)2 : (1.42)1.5.2 Der Gluon-PropagatorIn Landau-Eihung besitzt der Gluon-Propagator eine transversale Lorentz- Tensor-struktur 1: D�� (k) = �k= t��(k)DT (k2) mit t��(k) = Æ�� � k�k�k2 ; (1.43)und f�ur r = 1 ist DT (k2) = k2 + u2�2(k2 + u+�2)(k2 + u��2)= B+k2 + u+�2 + B�k2 + u��2 (1.44)mit B+ = u2 � u+u� � u+ ; B� = u2 � u�u+ � u� : (1.45)F�ur die komplex-konjugierten Polstellen in Abh�angigkeit von den reellen Parameternerh�alt man: u� = 12(u1 + u2)� isu3 � 14(u1 � u2)2 : (1.46)Demnah lautet die gluonishe "Con�nement\-Bedingung:u3 > 14(u1 � u2)2 : (1.47)Die Gluon-Selbstenergie ist ebenfalls transversal:���V V (k) = t��(k)�V VT (k2) (1.48)mit � �V VT (k2) = k2 + u1�2 + u3�2 �2k2 + u2�2 : (1.49)1Dieser ist im Gegensatz zu dem in [GRI 78℄ vorgeshlagenen und in [H�AB 90℄ verwendetenspezielleren Gluon-Propagator f�ur u2 6= 0 infrarot-endlih, was von Gitterrehnungen in Landau-Eihung [MAR 94, GUT 96℄ best�atigt wird.



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 151.5.3 Der Drei-Gluon-VertexDie aus tehnishen Gr�unden notwendige Vereinfahung des Vier-Gluon-Vertex er-fordert aus Konsistenzgr�unden, da� wie in der St�orungstheorie angenommen wird,da� die Dyson-Shwinger-Gleihungen f�ur den Drei-Gluon-Vertex keine Divergenzenproportional zur symmetrishen Strukturkonstanten dab ausbilden [DRI 97, STI 97℄:�3V ���ab = ifab�3V ��� : (1.50)Das DS-Selbstkonsistenzsystem ist insofern noh reduziert [STI 96℄, als in allen �au�e-ren Beinen transversal projiziert wird, denn die Landau-Eihung erm�ogliht es, eingeshlossenes DS-Gleihungssystem mit nur transversalen Gluonamplituden aufzu-stellen. Diese Transversalprojektion bzw. die Projektion durh den transversalenGluon-Propagator �uberleben vier unabh�angige Lorentz-Tensorstrukturen. Zudemwerden die Tensoren unterdr�ukt, die im DS-Funktional des Vier-Gluon-Vertex im-pulsabh�angige Tensorstrukturen liefern [DRI 97℄:�3VT �1�2�3(p1; p2; p3) =�p3�3 p2�2 p1�1�3VT= t�1�1(p1)t�2�2(p2)t�3�3(p3) �  Æ�1�2(p1 � p2)�3F0(p21; p22; p23)+Æ�2�3(p2 � p3)�1F0(p22; p23; p21) + Æ�3�1(p3 � p1)�2F0(p23; p21; p22)! (1.51)mit F0(p22; p23; p21) =1 + x1  �2p22 + u2�2 + �2p23 + u2�2!+ x2 �2p22 + u2�2 �2p23 + u2�2 + x3 �2p21 + u2�2+x4 �2p21 + u2�2  �2p22 + u2�2 + �2p23 + u2�2!+ x5 �2p21 + u2�2 �2p22 + u2�2 �2p23 + u2�2 :(1.52)Hierbei ist niht das allgemeinste Nennerpolynom in p21; p22; p23 gew�ahlt worden, son-dern diese Approximante mit beim Umshreiben auf einen Hauptnenner faktori-sierendem Nenner, um DS-Selbstkonsistenz zu erm�oglihen. Ein allgemeiner, dieBosesymmetrie-Forderung erf�ullender, vollst�andiger Ansatz ist in [BC 80℄ formu-liert.



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 161.5.4 Der Quark-Gluon-VertexAufgrund der globalen Eihinvarianz besitzt die nihtperturbative Approximantedie gleihe Farbtensorstruktur wie das st�orungstheoretishe Pendant. In Landau-Eihung, in der das einlaufende Gluonbein transversal projiziert wird, setzt manan: �l1l2F �FVT �a(p; k; p0) = �p0p k �F �FVT= �12�a�l1l2 t��(k)��F �FVT (p; k; p0) : (1.53)Nah [BER 68℄ besteht die allgemeinste Lorentz-Struktur aus 12 matrixwertigenVektoren, von denen 8 die Transversalprojektion bez�uglih des Gluonbeins �uberleben[BC 80℄:��F �FVT (p; k; p0) =� + z1  �p= + �2� + � �p= 0 + �2!+ z2 �p= + �2� �p= 0 + �2 + z3� �2k2 + u2�2+z4 �p= + �2� + � �p= 0 + �2! �2k2 + u2�2 + z5 �p= + �2� �p= 0 + �2 �2k2 + u2�2 :(1.54)Hierbei ist die Impulsstruktur weiter eingeshr�ankt durh die Forderung, da� dieShleifenintegrale keine nihtperturbativenDivergenzen ausbilden, welhe einen h�oher-en Divergenzgrad als die perturbativen besitzen.1.6 L�osung der SelbstkonsistenzgleihungenNah Ausf�uhrung der Shleifenintegrale der DS-Funktionale erh�alt man durh dieSelbstkonsistenzforderung ein gekoppeltes algebraishes Gleihungssystem f�ur dieAnsatzparameter der im letzten Abshnitt vorgestellten Basisvertizes ui; !i; xi; zi;und der Parameter �i des Vier-Gluonen-Vertex.Neben der Formulierung der DS-Gleihungen �nden sih Details dieser Reh-nungen2 insbesondere f�ur den Drei-Gluonen- und Vier-Gluonen-Vertex in [DRI 97℄,[STI 97℄, [DRI 98℄ und f�ur den gesamten Fermionsektor inklusive nihtvershwinden-der Fermionmassen in beliebiger Stufe r der rationalen Approximation in [KUH 97℄.2Ein L�osungsversuh mittels vereinfahender Annahmen ist zuvor von [KOE 90, REU 89,WIG 89℄ unternommen worden.



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 17Das gekoppelte Parametergleihungssystem "entkoppelt\ insofern, als da� dasGleihungssystem des Vier-Gluon-Vertex nur �uber zwei ParameterkombinationenZ1; Z2 der siebzehn Vier-Gluon-Parameter �1; : : : �17 an den Drei-Gluon-Vertex ge-koppelt ist. Das entkoppelte Gleihungssystem des Vier-Gluon-Vertex ist linear, aber�uberbestimmt und wird durh Minimierung der Summe der Fehlerquadrate gel�ost.Das Gleihungssystem der restlihen Vertizes ist nihtlinear und unterbestimmt. ZurFixierung der L�osung werden Nebenbedingungen hinzugenommen. In [DRI 97℄ ge-shieht dies durh Hinzunahme der Bewegungsgleihungskondensate, was die beih�oheren r systematish erweiterbare Methode darstellen d�urfte 3. In [KUH 97℄ wirdeine zus�atzlihe Gleihung herangezogen, die aus der Slavnov-Taylor-Identit�at f�urden Quark-Gluon-Vertex folgt.Als Folge des Mehanismus der "kompensierenden Pole \ 4 entstehen im Rahmender nihtperturbativen Erweiterung stellenweise auh Divergenzen, die im Limes�! 0 niht vershwinden. Diese werden als Defektterme bezeihnet und als St�orungder perturbativen Divergenz behandelt. Eine Korrektur dieser Defektterme, die f�urr = 1 in der Gr�o�enordnung der Parameter selbst liegen, ist erst bei einer vollst�andi-gen L�osung des SK-Problems in einer h�oheren Stufe der rationalen Approximationzu erwarten; bei niedrigem r stellen sie unvermeidlihe Approximationsfehler dar.Beispielsweise erh�alt man aus der DS-Gleihung des Fermion-Propagators��1 = ��1 � (g0�"0)2 � (1.55)die Parameter-Selbstkonsistenzgleihungen�0!1 = 4!1 � 4z1 ;�0!3 = 4!1z1 � 4z2 (1.56)und aus der DS-Gleihung des Quark-Gluon-Vertex���F �FV = 	�3siehe diesbez�uglih auh [STR 96℄4F�ur eine detaillierte Beshreibung siehe [KUH 97, FRO 96℄.



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 18+ (g0�"0)2 
 + (g0�"0)2 �(1.57)die Parameter-Selbstkonsistenzgleihungen:�0u3z4 = 94u3z1x3 � 94z4x4�0u3z3 = 94u3x3 � 94z3x4�0u3z1 = 94u3z1 � 94z4x1�0u3!3z2 = 94u3!3z21 � 94u3z22 � 152 !3x1z5+54!3x3z5 +NF 23!3z3z5�0u3!3z1 = 94u3!3z1 � 94u3z1z2 � 152 !3x1z4+54!3x3z4 +NF 23!3z3z4 : (1.58)Man beobahtet, da� das gesamte Gleihungssystem skalierbar ist. Neben den Vertex-Parametern wird auh die Massenskala � reskaliert. Die Ursahe f�ur diese nihttrivia-le Reskalierung liegt in der Shemaunabh�angigkeit des Selbstkonsistenzmehanismusf�ur die nullte Ordnung begr�undet. Als Skalierungsparameter wird der Drei-Gluon-Parameter x1 6= 0 gew�ahlt. Da x1 = 0 in die triviale und somit perturbative L�osungf�uhrt, shr�ankt diese Wahl den L�osungsraum niht ein. F�ur x1 > 0 �ndet man:�02 = x1�2 ; (1.59)u01 = u1x1 ; u02 = u2x1 ; u03 = u3x21 ;x1 = 1; x02 = x2x21 ; x03 = x3x1 ; x04 = x4x21 ; x05 = x5x31 ;Z 01 = Z1x1 ; Z 02 = Z2x21 ;!01 = !1px1 ; !02 = !2px1 ; !03 = !3x1 ;z1 = z1px1 ; z02 = z2x1 ; z03 = z3x1 ; z04 = z4px13 ; z05 = z5x21 :



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 19�Andert man das Vorzeihen des Skalierungsparameters x1 < 0, ergibt sih ein leihtanderes Skalierungsverhalten der fermionishen Parameter. Diese L�osung wird imsp�ateren allerdings verworfen.Als Freiheit bestehen bleibt, da� mit der Parametersatz-L�osung(u01; u02; u03; !01; !02; !03; x02; : : : ; x05; z01; z02; z03; z04; z05) (1.60)auh der "gespiegelte\ Parametersatz(u01; u02; u03;�!01;�!02; !03; x02; : : : ; x05;�z01; z02; z03;�z04; z05) (1.61)eine L�osung des SK-Problems darstellt.Das Spektrum der numerish m�oglihen L�osungen l�a�t sih mittels der reskalier-ten Propagatorpolstellen drei physikalish untershiedlihen Situationen zuordnenu0� = 12(u01 + u02)� iqCg (1.62)mit der gluonishen DiskriminantenCg := u03 � 14(u01 � u02)2 (1.63)und !0� = 12(!01 + !02)� iqCf ;bzw.!0�2 = 12(!012 + !022)� !03 � (!01 + !02)iqCf (1.64)mit der fermionishen DiskriminantenCf := !03 � 14(!01 � !02)2 : (1.65)Sind die Diskriminaten Cg und Cf positiv, dann besitzen die entsprehenden Polstel-len u0� und !0�2 nihtvershwindende Imagin�arteile und beshreiben kurzlebigeElementaranregungen ("Con�nement\).Im Falle negativer Diskriminanten sind die Polstellen reell. Zu untersheiden sind:Eine Polstelle bei negativem euklidishen, d.h. zeitartigem MinkowskishenImpulsquadrat: Der entsprehende Propagator beshreibt ein physikali-shes, asymptotish detektierbares Teilhen. Dieses widerspriht der ex-perimentellen Beobahtung des "Con�nement\, stellt aber eine legitimeL�osung des Gleihungssystems dar.



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 20Eine Polstelle bei positivem euklidishen, d.h. raumartigem MinkowskishenImpulsquadrat: Der entsprehende Propagator beshreibt ein unphysi-kalishes Teilhen (Tahyon), ein Teilhen mit imagin�arer Masse. Je-de L�osung, die mindestens eine solhe negativ-reelle Propagatorpositionenth�alt, wird als unphysikalish eingestuft.Bei der Untersuhung des Parameter-L�osungsraums beobahtet man, da� im Falleeines negativen Vorzeihens des Skalierungsparamters x1 < 0 sowohl f�ur NF = 2 alsauh f�ur NF = 6 alle f�ur !03 gefundenen L�osungen komplex sind und so zu unphysi-kalishen euklidishen Teilhenpolen f�uhren. Diese L�osung wird daher verworfen.Im Bereih 0:3 � !01 � 1:2 bzw. f�ur den Fall der "gespiegelten\ L�osung (1.61) imBereih �0:3 � !01 � �1:2 �nden sih unter den zehn numerishen L�osungen f�ur!03 zwei reelle. Von diesen beiden ist die negative erneut zu verwerfen, da sie zu"Tahyon\-Polpositionen f�uhrt. Die positive hingegen stellt die einzige physikalisheL�osung dar, f�ur die alle Vertex-KoeÆzienten reell sind.Man �ndet nun, da� im Bereih0:5 � !01 � 0:9 bzw. � 0:5 � !01 � �0:9 (1.66)die Diskriminanten positiv sind und demnah sowohl im Fermion- als auh imGluon-Sektor "Con�nement\ zeigen. Dieser L�osungsraum l�a�t sih niht in Einklang brin-gen mit der Erf�ullung des Bewegungsgleihungs-Kondensats des Eihfeldes. Statt-dessen wird ein !01 etwa aus der Mitte des Bereihs (1.66) gew�ahlt. Da !02 in (1.66)nur shwah um den Wert 0:7 variiert, wird zudem der Einfahheit halber !02 = !01festgelegt und so eine "typishe L�osung\ de�niert.Im Rahmen dieser Arbeit wird die "gespiegelte\ L�osung (1.61) als Parametersatzgew�ahlt, da nur ein negatives !01 das rihtige Vorzeihen des Fermionkondensats innullter Ordnung liefert. Zudem wird der Standpunkt bezogen, da� im Falle masse-loser Fermionen die Wahl der Flavour-Zahl NF = 2 der realistishen Situation mitNF = 6 und untershiedlih gro�en Fermionmassen besser entspriht als NF = 6, dadie Untersuhung des eihinvarianten, renormierten und in f�uhrender St�orungsord-nung RG-invarianten Gluon-Kondensatsg2(�)4�2 hG��a G��a iren (1.67)zeigt, da� dieses nur im Fall NF = 2 das rihtige Vorzeihen besitzt.



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 21NF = 2 NF = 6!01 < 0 !01 > 0 !01 < 0 !01 > 0!01 -0.6749 0.6749 -0.5036 0.5036!02 -0.6749 0.6749 -0.5036 0.5036!03 0.1202 0.1202 0.0479 0.0479z01 0.9561 -0.9561 0.3777 -0.3777z02 -0.9356 -0.9356 -0.2741 -0.2741z03 -0.4282 -0.4282 -0.5583 -0.5583z04 -0.4094 0.4094 -0.2108 0.2108z05 0.2242 0.2242 0.0885 0.0885u01 -0.3604 -0.3604 -0.5142 -0.5142u02 -0.4884 -0.4884 0.2207 0.2207u03 0.1299 0.1299 0.2644 0.2644x01 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000x02 -8.7433 -8.7433 -14.5258 -14.5258x03 8.9088 8.9088 10.8613 10.8613x04 -3.2607 -3.2607 -5.9675 -5.9675x05 -6.2711 -6.2711 -11.7466 -11.7466Tabelle 1.1: Tabelle der reellen Parameterwerte, die "Con�nement\(!02 = !01 2 [�0:9;�0:5℄ bzw. !02 = !01 2 [0:5; 0:9℄) zeigen und mit u012 = u03 dasBewegungsgleihungskondensat des Geistfeldes zum Vershwinden bringen



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 22NF = 2 NF = 6!01 < 0 !01 > 0 !01 < 0 !01 > 0!0+ �0:6749 + i 0:3467 0:6749 + i 0:3467 �0:5036 + i 0:2189 0:5036 + i 0:2189!0� �0:6749 � i 0:3467 0:6749 � i 0:3467 �0:5036 � i 0:2189 0:5036 � i 0:2189u0+ �0:4245 + i 0:3547 �0:4245 + i 0:3547 �0:1468 + i 0:3597 �0:1468 + i 0:3597u0� �0:4245 � i 0:3547 �0:4245 � i 0:3547 �0:1468 � i 0:3597 �0:1468 � i 0:3597Tabelle 1.2: Propagator-Polstellen1.7 Bemerkungen zu Slavnov-Taylor-Identit�atenDie selbstkonsistente Bestimmung der Vertizes mittels der Dyson-Shwinger- Glei-hungen hatte auf ein vom Vier-Gluon-Vertex formal entkoppeltes, nihtlineares undunterbestimmtes Gleihungssystem f�ur die Vertex-Parameter gef�uhrt. Bereits aufStufe r = 1 der rationalen Approximation, um so mehr aber in einer (bisher nihtvollst�andig durhgef�uhrten) h�oheren Approximationsstufe mit einem gr�o�eren Satzan Parametern, besteht die Notwendigkeit, zus�atzlihe Bestimmungs-Gleihungenzum System der DS-Gleihungen hinzuzunehmen. Dieses k�onnen ganz allgemein dieBewegungsgleihungs-Kondensate sein, die tats�ahlih zur Bestimmung der hier ver-wendeten Parameter herangezogen wurden, oder aber die Slavnov-Taylor-Identit�aten(STI) [ST 71℄, die im folgenden kurz in Zusammenhangmit der erweiterten St�orungs-theorie betrahtet werden.Beshr�ankt man sih auf die Impulsstrukturen des Quark-Gluon-Vertex, die beiden Dreieksgraphen (siehe etwa Gleihung (1.57)) keine h�oheren Divergenzen alsdie perturbativen erzeugen, so bilden die Hilfsamplituden in den Slavnov-Taylor-Identit�aten in Landau-Eihung auf Ein-Shleifen-Niveau keine Divergenzen aus. Dazudem der Geistsektor in Landau-Eihung niht modi�ziert wird, lautet in nullterKopplungsordnung und in Landau-Eihung die STI des Quark-Gluon-Vertex ebensowie im abelshen Fall:k���F �FV (p; k; p � k) = �F �F (p � k) � �F �F (p) +O(g20) : (1.68)In r = 1 ergibt sih aufgrund von (1.68) der Transversalanteil des Quark-Gluon-Vertex zu Null (siehe Kap. 3):��[1;0℄F �FV ?(p; k; p � k) = 0 : (1.69)



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 23(Umgekehrt erlaubt also ein nihtvershwindender Transversalanteil bei r = 1 keineexakte Erf�ullung der STI, wie sih in den zitierten Arbeiten best�atigt hat.) Aus derFermion-Selbstenergie in Ordnung r (1.34) folgt der Longitudinalanteil des Quark-Gluon-Vertex, der durh die STI festgelegt ist:�� [r;0℄F �FV k(p; k; p � k) = � � rXs=1 �22s+1 1p= + �r;2s� 1p= 0 + �r;2s : (1.70)L�ost man die DS-Gleihung des Fermion-Propagators in Stufe r mit �� [r;0℄F �FV ? = 0,so erh�alt man die SK-Gleihungen�r;1 = 4�0�r;1 ;�2r;2s+1 = 4�0�2r;2s+1 ; (1.71)die o�enbar niht erf�ullt sind. Insofern ist man gezwungen, Transversalanteile desQuark-Gluon-Vertex mitzuber�uksihtigen. In r = 1 gelingt dies nur durh Mitnah-me des divergenzerh�ohenden Terms:� 1p= + �2 (p+ p0)� 1p= 0 + �2 : (1.72)Der Transversalanteil shreibt sih in diesem Fall (siehe Kap. 3):��F �FV ?(p; k; p � k) = � �z12 1p= + �2 (�k= � k= �) 1p= 0 + �2� �z42 1p= + �2 (�k= � k= �) 1p= 0 + �2 �2k2 + u2�2 :(1.73)Aus der DS-Gleihung in r = 1 des Fermion-Propagators ergeben sih dann dieSK-Gleihungen: �1 = 4�0��1 � z12 �� ;�23 = 4�0��23 + �z1(�1 + 32�2)� : (1.74)Diese Modi�kation des Quark-Gluon-Vertex hat zur Folge, da� sih aus der DS-Gleihung des Fermion-Propagators Selbstkonsistenzgleihungen ergeben, aus denensih �2 gewinnen l�a�t (1.74 statt 1.56 bzw.1.71). Zudem kann auh das "abelshe\Diagramm in der Dyson-Shwinger-Gleihung des Quark-Gluon-Vertex in Landau-Eihung nihtperturbative Divergenzen ausbilden mit der Konsequenz, da� der Quark-Photon-Vertex, der in dieser Arbeit im wesentlihen durh die Erhaltung der Ward-Takahashi-Identit�aten de�niert wird, durh dessen DS-Gleihung nihtperturbativ



KAPITEL 1. EINE SYSTEMATISCH ERWEITERTE ST �ORUNGSTHEORIE 24modi�ziert werden kann. Die Etablierung der STI-Erhaltung im Fermion-Sektorkann ein n�ahster Shritt im Rahmen der erweiterten St�orungstheorie sein, wird aberin dieser Arbeit niht weiter verfolgt. Es bleibt festzuhalten, da� bei Beshr�ankungauf Rehnungen niedriger Shleifenzahl die Mitnahme von Termen des Typs (1.72)ein legitimes provisorishes Mittel sein kann, um unter Beibehaltung der relativenEinfahheit der r = 1-Approximanten eine Erf�ullung wihtiger Nebenbedingungenwie etwa der STI zu erm�oglihen. In h�oherer Ordnung sollten diese Terme von selbstunn�otig werden.Die STI f�ur den Drei-Gluon-Vertex �3V mit voller Tensorstruktur lautet in nullterKopplungsordnung f�ur den k-Kanal in Landau-Eihung und Ein-Shleifen-Niveau:k�1�3V �1�2�3123 (k;�(p+ k); p) = if123(�V VT ((p + k)2)t�2�3(p + k)� �V VT (p2)t�2�3(p)) :(1.75)Man beobahtet, da� die Drei-Gluon-STI im k-Kanal mit obigen Anteilen der Selbst-energien (1.49) in erster Stufe der rationalen Approximation niht erf�ullt ist. DieErhaltung der STI, und zwar aufgrund der Bosesymmetrie-Forderung in allen dreiKan�alen, verlangt eine entsprehend h�ohere Stufe der rationalen Approximation in�3V �1�2�3123 .Da demnah keine konsistente Erf�ullung der (hromodynamishen) STI durh dieAns�atze in erster Stufe der rationalen Approximation erzielt werden kann, wird daherauh von dem in dieser Arbeit verwendeten (r = 1)-Ansatz f�ur den Quark-Gluon-Vertex keine Erhaltung der entsprehenden Identit�at verlangt. Hingegen wird dieWard-Takahashi-Identit�at durh den (r = 1)-Ansatz f�ur den Quark-Photon-Vertexexakt erf�ullt sein (Kapitel 3). Insbesondere enth�alt dieser Ansatz zun�ahst auh eineStruktur der Form (1.72). Die Formulierung einer systematishen Erhaltung der STIin Stufe r bis auf Terme h�oherer Stufe der rationalen Approximation, analytishexakt oder auf Basis einer vorgegebenen Anzahl von Impuls-St�utzstellen, steht nohaus und ist niht Gegenstand dieser Arbeit.Da die oberf�ahlih divergenten Grundfunktionen niht eihinvariant sind, be-steht im Prinzip eine Abh�angigkeit der Parameter !i; ui; zi; xi von der gew�ahltenEihung �. Diese sollte sih jedoh in eihinvarianten Gr�o�en wie dem Fermionkon-densat g20h
j : �qq : j
i = 12�0 (!31 � 2!1!3 � 2!2!3)�3 +O(g2(�)) (1.76)herausheben. Auf der gegenw�artigen N�aherungsstufe ist dies wiederum niht erf�ullt.Diese Eihparameterabh�angigkeit ist demnah als St�orung aufzufassen, die sih alsFolge der globalen aber quantitativ zun�ahst noh sehr groben Approximation derehten Vertizes durh die (r = 1)-Ans�atze ergibt.



Kapitel 2QCD-SummenregelnEin erprobtes, m�ahtiges Instrument der QCD ist die Operator-Produkt-Entwiklung(OPE), die es erm�ogliht, �uber die St�orungstheorie hinausgehend, Eigenshaftendes physikalishen, nihtperturbativen QCD-Vakuums j
i zu ber�uksihtigen. DieIdee von Shifman, Vainshtein und Zakharov [SVZ 79℄ war es, die OPE auf Kor-relationsfunktionen eihinvarianter Stromoperatoren anzuwenden und sih so derMeson-Resonanzregion von Seiten der asymptotishen Freiheit mit nihtperturbati-ven Korrekturen der Form �2q2 zu n�ahern. Diese werden parametrisiert durh niht-vershwindende Vakuumerwartungswerte wie das Gluon- und das Quark-Kondensath
j : G��a Ga�� : j
i � hGGi; h
j : �qq : j
i � h�qqi; (2.1)die im Perturbativen per De�nition Null sind und somit den Zusammenbruh derasymptotishen Freiheit f�ur kleiner werdende q2 erfassen. Ziel ist es, einen �Uber-lappungsbereih zu �nden zwishen dieser aus der asymptotish freien Region kom-menden Darstellung und einer bei kleinen Energien g�ultigen Dispersionsbeziehungin Abh�angigkeit von Resonanzparametern wie der Mesonmasse, die auf diese Weisezu bestimmen sind.Die Darstellung der QCD-Summenregeln in diesem Kapitel bezieht sih im we-sentlihen auf Mesonen leihter Quarks, speziell das �-Meson. Als �Ubersihtsartikelzu den QCD-Summenregeln und deren Anwendungen in der Hadronphysik, auhim Hinblik auf Baryonen und Mesonen mit zumindest einem shweren Quark,seien [REI 85, REI 83℄ empfohlen. Eine F�ulle weiterer Anwendungen �ndet sihin [NAR 89℄, w�ahrend explizite Rehnungen speziell zum �-Meson in [PT 82℄ aus-gef�uhrt werden. 25



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 262.1 KorrelationsfunktionAusgangspunkt der Untersuhungen ist der Strom:j� =: �qi(x)�ijqj(x) : mit � = 1; 5; �; 5�; : : : : (2.2)Im Fall des � � �0-Mesons w�ahlt man � = � und den Strom j� mit den Quanten-zahlen (I = 1; I3 = 0; Y = 0) des Quark-Antiquark-Systems 1p2(�uu� �dd), aus demsih das �-Meson im wesentlihen zusammensetzt:j�� (x) = 12 : �u(x)�u(x)� �d(x)�d(x) : : (2.3)Die Zweipunktkorrelationsfunktion, die durh einen Strom j� induziert wird, ist dieFouriertransformierte des Vakuumerwartungswertes des zeitgeordneten Produktesvon j�(x)j�(0): ���(q) = i Z d4xeiqxh
jTfj�(x)j�(0)gj
i : (2.4)Aus der Erhaltung des Stroms j� folgt, da� ���(q) transversal ist:���(q) = (q�q� � g��q2)�T (q2) ;�T (q2) = � i(D � 1)q2 Z dDxeiqxh
jTfj�(x)j�(0)gj
i: (2.5)Aus der Cauhy-Integralformel f�ur �(q2) � �T (q2) und der Wahl eines speziellenIntegrationsweges, der die reelle Ahse umgeht und imUnendlihen geshlossen wird,gewinnt man eine Spektraldarstellung, aus der man weitere durh Ableiten nah Q2erh�alt. Im Fall des �-Mesons benutzt man:�d�(�Q2)dQ2 = 1� Z 10 dsImf�(s)g(s+Q2)2 : (2.6)Aus demOptishen Theorem folgt als Beziehung zwishen der Hadron-Produktionsrate� und Imf�(q2)g�(e+e� !  ! Hadronen) = (4��)2s Imf�(q2)g ; (2.7)wobei in diesem Kapitel mit � = e24� die Feinstrukturkonstante bezeihnet wird undmit �s = g24� die starke Kopplung. Experimentell gemessen werden Produktionsratenim Verh�altnis R zur Produktion von Myonpaaren:�(e+e� !  ! �+��) = 4��23s : (2.8)Mit der BeziehungR(s) := �(e+e� !  ! Hadronen)�(e+e� !  ! �+��) = 12�Imf�(s)g (2.9)



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 27erh�alt man f�ur (2.6) zu:�d�(�Q2)dQ2 = 112�2 Z 10 ds R(s)(s+Q2)2 : (2.10)Im Fall des �-Mesons betrahtet man das �uber der Energie ps aufgetragene Spek-trum R(s) = RI=1(s), welhes dominiert ist durh die Resonanz, die n�aherungsweiseeine Lorentzkurve um die Masse des �-Mesons beshreibt. Man approximiert dasSpektrum durh eine Æ-Funktion ("narrow width\-Approximation) zuz�uglih einemKontinuum mit Shwelle s0 in Form einer �-Funktion:R(s) = 12�2m2�f2� Æ(s�m2�) + 32 �1 + �s� ��(s� s0) : (2.11)Besitzt man also eine theoretish begr�undete Darstellung von �(q2), so lassen sihvia Gleihung (2.10) f2� und m2� bestimmen. Im Kontext der QCD-Summenregeln,die nah ihren Entdekern auh als SVZ-Summenregeln bezeihnet werden, erh�altman �(q2) in Form einer �2q2 -Entwiklung, die aus der OPE gewonnen werden kann.2.2 Operator-Produkt-EntwiklungZiel dieses Abshnittes ist es, die auf Wilson [WIL 69℄ zur�ukgehende OPE in ih-rer Anwendung auf Korrelationsfunktionen von Str�omen leihter Quark-Antiquark-Systeme darzustellen.F�ur das Produkt zweier beliebiger lokaler Feldoperatoren kann man folgendeEntwiklung ansetzen: A(x)B(0) =Xj Cj(x)Nj(x) : (2.12)Hierbei bezeihnen die Cj -Funktionen, die f�ur x! 0 singul�ar werden k�onnen unddie Nj(x) Operatoren, die f�ur x! 0 regul�ar sind. Einsetzen der Taylorentwiklungvon Nj(x) in (2.12) liefert im Limes x� ! 0 in f�uhrender Ordnung nur Beitr�age, diekeinen Faktor x� enthalten:A(x)B(0) x�!0� Xn Cn(x) : Ôn(0) : : (2.13)Dies ist die f�ur kurze Distanzen g�ultige Wilsonshe Operator-Produkt-Entwiklung,die im Falle renormierbarer, wehselwirkender Theorien in allen Ordnungen derSt�orungstheorie existiert [SYM 97, ZIM 73℄. In freien Theorien, die exakt skalenin-variant sind, wird ein lokaler Operator Ôn(x) bei Dilatationen transformiert gem�a�U+(�)Ôn(x)U(�) = �d(Ôn)Ôn(�x) (2.14)



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 28mit der kanonishen Operator-Dimension d(Ô) des Operators Ô. Anwendung dieserSkalentransformation auf die Wilson-Entwiklung (2.13) liefert das Skalenverhaltender Wilson-KoeÆzienten:Cn(x) = x��n mit �n = �d(Ôn) + d(A) + d(B) : (2.15)Im Falle asymptotish freier, wehselwirkender Theorien ist das Skalenverhalten derWilson-KoeÆzienten Cn(x) f�ur x! 0 ebenfalls im wesentlihen durh (2.15) gege-ben, allerdings mit von der Renormierungsgruppe vorhergesagten logarithmishenKorrekturen 1.Die Anwendung der Wilson-Entwiklung (2.13) auf die Korrelationsfunktion (2.4)liefert als Entwiklung im Fourierraum:�(q2) = � i(D � 1)q2 Z dDxeiqxh
jTfj�(x)j�(0)gj
iq2!1� 1Xl;k=0h
j : Ôl;k(0) : j
i �i(D � 1)q2 Z dDxeiqxCl;k(x)| {z }~Cl;k(q2) : (2.16)fÔl;kg ist der Satz elementarer oder zusammengesetzter lokaler Operatoren mitQuantenzahlen des zu entwikelndenProduktes, geordnet nah steigender Mas-sendimension 2l und bei gleihem l durh willk�urlihes Abz�ahlen k, beginnendmit Ô0;0 = 1 . Letzteres entspriht dem rein perturbativen Anteil der Entwik-lung.f ~Cl;kg ist der Satz der ImpulsraumkoeÆzienten (WilsonkoeÆzienten) der Massendi-mension �(2l+2), die perturbativ berehenbar sind. Sie haben die allgemeineForm: ~Cl;k(q2) = 1(q2)l+1 � � Potenzreihe in g2(�) mit vonln(�q2) abh�angigen KoeÆzienten�: (2.17)h
j : Ôl;k(0) : j
i 6= 0 sind die Vakuumkondensate f�ur skalare, eihinvarianteOperatoren mit Quantenzahlen des Vakuums, deren Werte semi-empirish zuermitteln sind. Im Rahmen der OPE besteht keine M�oglihkeit, diese niht-perturbativen Gr�o�en theoretish zu bestimmen.Diese Reihenentwiklung kann bei geeigneter Dimension der Operatoren abgebro-hen werden, da die Operatoren mit kleinster Massendimension bei niht zu shwerenQuarks die Reihe dominieren. Nah Absh�atzung von [SVZ 79℄ gen�ugt es hierbei,1Eine ausf�uhrlihe Darstellung �ndet sih beispielsweise in [STR 96℄.



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 291 d = 0m�q�q� d = 4G��a Ga���q��q��q��q� d = 6�q��(�a)��q��q�(�a)ÆqÆm�q��� �a2 qG��afabG��a Gb��G��Tabelle 2.1: vollst�andiger Satz an eihinvarianten Operatoren mit nihtvershwinde-nen Vakuumerwartungswerten und Massendimension d � 6Terme bis zur Ordnung l � 2 mitzunehmen. Da �(q2) eine me�bare physikalisheGr�o�e ist, m�ussen zudem die beitragenden Operatoren eihinvariant sein. Beispiels-weise ergibt sih f�ur die OPE des Stroms (2.2) bis zur Massendimension d = 4mit noh unbestimmten WilsonkoeÆzienten ~C1 � ~C0;0; ~Cq � ~C1;0; ~CG � ~C1;1, dieallerdings Tabellen wie in [REI 85℄ entnommen werden k�onnen:�(q2) = ~C1 (q2)1 + ~Cq(q2)h
j : m�qq : j
i+ ~CG(q2)h
j : G��a Ga�� : j
i : (2.18)Durh Einsetzen der Entwiklung (2.16) in (2.10) erh�alt man die "Master\-Gleihungder QCD-Summenregeln112�2 Z 10 ds R(s)(s +Q2)2 = � ddQ2 1Xl;k=0 ~Cl;k(Q2)h
j : Ôl;k(0) : j
i ; (2.19)aus der sih die Mesonresonanzparameter gewinnen lassen.2.3 SVZ-EntwiklungZiel dieses Abshnittes ist es, die wesentlihenHerleitungsshritte der SVZ-Entwiklungf�ur die Korrelationsfunktion (2.4) des �-Mesonstroms (2.3) darzustellen. Ausgangs-punkt ist die perturbative Entwiklung von ��(q2). Die Stromkorrelation (2.5) enth�alt,vom Standpunkt der elementaren Felder betrahtet, eine fermionishe Vierpunkt-funktion (mit paarweise identi�zierten Raumzeitpunkten), deren f�uhrende Ordnungdurh die unverbundenen Anteile gegeben ist. Die Rehnung erfolgt direkt im Min-kowskishen. Die Anwendung des Wikshen Theorems [WIC 50℄ liefert als Beitrag



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 30in O(�s):�[0℄�;pert(q2) =�pup � q �� Æ + ��pdp� q �� � (2.20)= i(�)i;j(�)k;l4(D � 1)q2 Z dDxeiqx�h0jT (uj;�(x)�uk;�(0))j0i h0jT (ul;�(0)�ui;�(x))j0i� + (u! d) :(2.21)Mit der Darstellung des kontrahierten Termsh0jT (ui;�(x)�uj;�(0))j0i = iÆ�;�Siju;[0℄(x)= iÆ�;� Z dDp(2�)DSiju;[0℄(p)e�ipx; Su;[0℄(p) � S[0℄(p) = 1p= (2.22)ergibt sih dieser zu:�[0℄�;pert(q2) = � Ni4(D � 1)q2 Z dDp(2�)D�trh�S [0℄(p)�S[0℄(p � q)i + (u! d)�= 18�2 (1" + ln(4�)�  � ln � q2�2!+ 53) +O(m2u;dq2 )= � 18�2 ln � q2�2!+ onst:+O(m2u;dq2 ) : (2.23)Konstante Anteile werden weggelassen, da diese bei der sp�ater folgenden Boreltrans-formation vershwinden.[REI 85, REI 83℄ folgend kann die Darstellung der nihtperturbativen Beitr�agedurh Modi�kation der perturbativen Propagatoren gewonnen werden, so da� dieseauh E�ekte f�ur kleine q2 ber�uksihtigen. Diagrammatish wird die Modi�kationdes Fermionpropagators dargestellt durh:� �! �= � + � : (2.24)



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 31Die nihtperturbative Erweiterung ist getragen vom "ins Kondensat laufenden\Quark. Diese wird im zweiten Shritt separiert vom perturbativen Anteil, der dasVerhalten f�ur gro�e q2 beshreibt:� = h
j : �qi;�(x)qj;�(0) : j
i= h
j : �qi;�(0)qj;�(0) : j
i+ x�h
j : [���qi;�(0)℄qj;�(0) : j
i+ : : : : (2.25)Weitere Terme der Entwiklung liefern keinen Beitrag zum Quark-Kondensatterm.Dieser folgt via (2.24) aus (2.20):��;�qq(q2) = Cuh�uui + Cdh �ddi=��pu �� � +��pu �� � + (u! d)= � i4(D � 1)q2 (�)i;j(�)k;l Z dDxeiqx��h0jT (uj;�(0)�uk;�(x))j0i h
j : �ui;�(x)ul;�(0) : j
i+h0jT (ul;�(0)�ui;�(x))j0i h
j : �uk;�(x)uj;�(0) : j
i� + (u! d)= 14(D � 1)q2 Z dDx Z dDp(2�)D e�i(p�q)x��h
j : �ui;�(x)uj;�(0) : j
i h�S[0℄(p)�ii;j+h
j : �ui;�(x)uj;�(0) : j
i h�S[0℄(p)�ii;j � + (u! d) :(2.26)Da nur Skalare nihtvershwindende Vakuumerwartungswerte haben, gilt:h
j : �qi;�(0)qj;�(0) : j
i = Æ�;�ÆijA : (2.27)Aus der Summation �uber Farb- und Spinorindizes folgt:A = 112 h
j : �q(0)q(0) : j
i � 112 h�qqi : (2.28)



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 32Der n�ahste Term der Entwiklung (2.25)h
j : [���qi;�(0)℄qj;�(0) : j
i (2.29)ist im Gegensatz zum Quark-Kondensat, auf das dieser Ausdruk zur�ukgef�uhrtwerden soll, niht eihinvariant. Die L�osung dieses Problems besteht darin, einefeste Eihung zu w�ahlen, die (Fok-Shwinger)-Fixpunkt-Eihung:x�A�(x) = 0 : (2.30)Diese erm�ogliht es, das Eihfeld A� nah dem Gluon-Feldtensor G�� und seinenkovarianten Ableitungen zu entwikeln:Aa� = Z 10 d� � Ga��(�x)x�= 12x�Ga��(0) + 13x�x�D�Ga��(0) + : : : : (2.31)Entsprehend kann auh bei der Entwiklung der Quarkfelder die gew�ohnlihe Ab-leitung �� durh die kovariante D� ersetzt werden [PT 82, NAR 89℄:h
j : [���qi;�(0)℄qj;�(0) : j
i ! h
j : [D��qi;�(0)℄qj;�(0) : j
i= Æ��(�)ijB : (2.32)Unter Ausnutzung der Bewegungsgleihung[i�D� �m℄ q(x) = 0 (2.33)l�a�t sih nun zeigen: B = i12D m h�qqi : (2.34)(2.28) und (2.34) liefern als relevanten Beitrag zum Quark-Kondensat:h
j : �qi;�(x)qj;�(0) : j
i = 112 h�qqiÆ�� �Æij + iDmx�(�)ij�+ : : : : (2.35)Hierbei werden neben Beitr�agen zu h�oherdimensionalen Kondensaten Terme derOrdnung m2q2 h�qqi vernahl�assigt. Den Quark-Kondensat-Beitrag erh�alt man durhEinsetzen von (2.35) in (2.26) und Ausf�uhrung der Integration:��;�qq(q2) = 12 1(q2)2 hmuh�uui+mdh �ddii : (2.36)Ausgangspunkt f�ur die Herleitung der weiteren Entwiklungsterme ist der perturba-tive Beitrag in O(�s). Betrahtet wird der Einfahheit halber die Korrelationsfunk-tion �(q2) des Stroms j� =: �q�q : leihter Quarks. Die Korrelationsfunktion des



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 33�-Mesonstroms ergibt sih hieraus durh ��(q2) = 2�(q2):�[1℄pert(q2) =��p�kp kp�q p�k�q�� � +  ! pp�kp kp�q �� " + #$p�qp p�k pk �� % :(2.37)Unter Ausnutzung der Darstellung der Eihfeldkontraktionh0jT (Aa�(x)Ab�(y))j0i = iÆabD[0℄�� (x� y)= iÆab Z dDk(2�)DD[0℄��(k)eik(x�y) (2.38)mit D[0℄��(k) = 1k2 + i�n� g�� + (1� �) k�k�k2 + i�o (2.39)ergibt sih der perturbative Zwei-Loop-Beitrag zu:�[1℄pert(q2) = g2(D � 1)q2 Z dDk(2�)D Z dDp(2�)DD[0℄��(k)� �trhS[0℄(p)�S[0℄(p� k)�S[0℄(p� k + q)�S[0℄(p+ q)�i+trhS[0℄(p)�S[0℄(p� k)�S[0℄(p)�S[0℄(p + q)�i+trhS[0℄(p � q)�S [0℄(p)�S[0℄(p � k)�S[0℄(p)�i� : (2.40)Die Ausf�uhrung der Integration, bei der aufgrund der Eihparameterunabh�angigkeitdie Feynmaneihung gew�ahlt werden kann, liefert bis auf die Terme, die bei dersp�ater folgenden Boreltransformation vershwinden:�[1℄pert(q2) = � �s16�3 ln � q2�2! : (2.41)Die nihtperturbative Modi�kation erh�alt man, indem die Gluonlinie in analogerWeise zum Fermion-Propagator (2.24) modi�ziert wird& �! '= ( + ) (2.42)



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 34mit dem "ins Kondensat laufenden\ Gluon:* = h
j : Aa�(y)Aa�(z) : j
i : (2.43)Als nihtperturbative Modi�kation von �[1℄pert(q2), die vom Gluon-Kondensat getra-gen wird, ergibt sih z.B. aus dem ersten Zwei-Loop-Graphen in (2.37):+, �� -�! ./ �� 0 + (: : :)=12 �� 3 + 45 �� 6 + (: : :) :(2.44)Hierbei steht (: : :) f�ur nihtperturbative Terme der Ordnung O(�s), die ebenfallsvom perturbativen Anteil separiert werden und Kondensatbeitr�age der Dimensiond = 6 enthalten, auf die sp�ater eingegangen wird. Insgesamt stellt sih der Gluon-Kondensat-Beitrag dar als:�GG(q2) =78 �� 9 +:;�� < +=> �� ? :(2.45)Dieser ergibt sih �ahnlih wie der perturbative Beitrag (2.40) mit dem Untershied,da� das Aa�(x)Ab�(y)-Paar niht kontrahiert wird:�GG(q2) = � ig28(D � 1)q2 Z dDy Z dDz Z dDp1(2�)D Z dDp2(2�)D Z dDp3(2�)D h
j : Aa�(y)Aa�(z) : j
i� �trh�S [0℄(p1)�S[0℄(p2)�S[0℄(p3)�S[0℄(p1 � q)iei(q�p1+p3)yei(p1�p2)z+trh�S[0℄(p1)�S [0℄(p2)�S[0℄(p3)�S[0℄(p1 � q)iei(q�p1+p3)yei(p2�p3)z



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 35+trh�S[0℄(p1 + q)�S[0℄(p3)�S[0℄(p2)�S[0℄(p1)iei(q+p1�p3)yei(p3�p2)z� :(2.46)Mittels (2.31) ergibt sih der Vakuumerwartungswert zu:h
jAa�(x)Aa�(y)j
i = 14D(D � 1)y�z&[g�&g�� � g��g�& ℄hGGi + : : : : (2.47)Einsetzen von (2.47) in (2.46) liefert nah Ausf�uhrung der Integration den Gluon-Kondensat-Beitrag �GG(q2) = 148(q2)2 ��s� GG� ; (2.48)der sheinbar einen Beitrag in 1: Ordnung in �s liefert. In Wahrheit wird �s verm�ogedes 1g2 -Mehanismus "aufgegessen\. Bisher sind nur Kondensatbeitr�age bis zur Mas-sendimension d = 4 ber�uksihtigt worden. In O(�s) treten zudem noh (d = 6)-Kondensate auf, von denen zun�ahst das Vier-Fermion-Kondensat behandelt wird.Diagrammatish stellen sih die Beitr�age dar als:�A �� B + CD�� E (2.49)zuz�uglih der invertierten Diagramme. Zum anderen sind dies die Graphen:FG �� H + IJ �� K + LM �� N :(2.50)In den Graphen (2.49) ersetzt man mittels der "saturation\-Hypothese [SVZ 79℄h
j : �qA�a(x)�qB�b(y)qC(z)qDÆd(t) : j
i' h
j : �qA�a(x)qDÆd(t) : j
ih
j : �qB�b(y)qC(z) : j
i�h
j : �qA�a(x)qC(z) : j
ih
j : �qB�b(y)qDÆd(t) : j
i (2.51)und erh�alt bei Vernahl�assigung der Quarkmassen den Beitrag:�(1)�q�qqq(q2) = 89��sh�uui2 1(q2)3 : (2.52)



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 36Die Diagramme (2.50) und deren Invertierte hingegen lassen sih niht in bisherigerArt und Weise mit perturbativen Methoden berehnen, da der Impuls des Gluon-propagators Null ist. Stattdessen generiert man sowohl die Beitr�age (2.50) zumVier-Fermion-Kondensat als auh die Beitr�age zum gemishten Kondensat (2.54)durh Entwiklung des ins Kondensat laufenden Quarks (2.25) bis zur vierten Ord-nung unter Ausnutzung der Bewegungsgleihungen in den niedriger-dimensionalenKondensaten. Nah l�angerer Rehnung erh�alt man diesen zweiten Vier-Fermion-Kondensat-Beitrag zu: �(2)�q�qqq(q2) = �1681 �s�(q2)3 h�uui2 : (2.53)Die Beitr�age des gemishten Kondensats, die sih graphish darstellen alsOP �� Q +RS�� T +UV �� W(2.54)addieren sih hierbei zusammen mit deren Invertierten zu Null. Der (d = 6)-Beitraglautet damit insgesamt: ��q�qqq(q2) = 5681�s�h�uui2 1(q2)3 : (2.55)Unter Ber�uksihtigung aller Beitr�age ergibt sih f�ur die Korrelationsfunktion des�-Mesons mit q2 ! Q2 = �q2:��(�Q2) = � 18�2 �1 + �s� � lnQ2 + 12hmuh�uui+mdh �ddii 1Q4+ 124 ��s� GG� 1Q4 � 11281 �s�h�uui2 1Q6 + : : : : (2.56)2.4 Bestimmung der �-Mesonmasse nah SVZDie "Master\-Gleihung (2.19) mit (2.56) als OPE ergibt nun die gew�unshte Sum-menregel f�ur das �-Meson:Z 10 ds R(s)(s+Q2)2 = 32Q2�1 + �s� + 8�2hmuh�uui+mdh �ddii 1Q4+2�23 ��s� GG� 1Q4 � 89627 �3�sh�uui2 1Q6 + : : :� : (2.57)Die rehte Seite ist eine gute N�aherung f�ur gro�e Q2, w�ahrend die linke Seite G�ultig-keit besitzt im Bereih kleiner Q2, in dem die Dominanz des Spektrums durh die



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 37�-Meson-Resonanz gegeben ist. Ziel ist die Fortsetzung der beiden L�osungen ineinen gemeinsamen �Uberlappungsbereih, der etwa im Bereih der �-MesonmasseQ2 ' 1GeV 2 liegt. Nah [SVZ 79℄ gelingt dies durh die Boreltransformation:B̂ � limQ2!1;N!1Q2=N=M2=endl: 1�(N)(�Q2)N  ddQ2!N : (2.58)Mit B̂(Q2 + s)�� = 1�(�) 1(M2)� e�s=M2 (2.59)ergibt diese angewandt auf die Master-Gleihung (2.57):Z 10 dsR(s)e�s=M2 = 32M2�1 + �s� + 4�2hmuh�uui +mdh �ddii 1M4+�23 ��s� GG� 1M4 � 44881 �3�sh�uui2 1M6 + : : :� : (2.60)Die linke Seite von (2.60) ist o�enbar dominiert durh das �-Meson, w�ahrend dieEntwiklung der rehten Seite dadurh verbessert wird, da� h�ohere Terme der 1(M2)� -Entwiklung mit 1�(�) unterdr�ukt werden.Die Kondensatwerte entnimmtman beispielsweise [REI 83℄. Das Gluon-Kondensat,das aus dem Charmoniumspektrum gewonnen wird, ist angegeben mit��s� GG� ' (340MeV )4 : (2.61)F�ur das Quark-Kondensat, das �uber die Strom-Algebra-Relation(mu +md)h�uu+ �ddi = �m2�f2� (2.62)mit der Pionzerfallskonstante f� und der Pionmasse m� bestimmt wird, �ndet man:mh�qqi ' �(100MeV )4 mit m = mu;md; q = u; d ;h�uui ' �(250MeV )3 : (2.63)Mit diesen Werten shreibt sih (2.60)Z 10 dsR(s)e�s=M2 = 32M2�1 + �s� + 0:036GeV 4M4 � 0:025GeV 6M6 � ; (2.64)aus der man eine zweite Summenregel durh Ableiten nah M2 erh�alt:Z 10 dssR(s)e�s=M2 = 32M4�1 + �s� � 0:036GeV 4M4 + 0:050GeV 6M6 � : (2.65)Zun�ahst ist au��allig, da� f�urM2 ' (1GeV )2 die TermeM�4 undM�6 einen �ahnlihgro�en Beitrag liefern. Dies deutet allerdings keinen Abbruh der Entwiklung an,



KAPITEL 2. QCD-SUMMENREGELN 38sondern diese Anomalit�at ist ein Spezialfall der Ordnung M�6 und wiederholt sihniht in h�oheren Ordnungen [SVZ 79℄. Setzt man R(s) durh die erweiterte "narrowwidth\-Approximation (2.11) an und teilt nah Integration (2.65) durh (2.64), sofolgt als Ausdruk f�ur die Resonanzmasse des �-Mesons:m2� =M2�1 + �s� � �1� �1 + s0M2� e�s0=M2�� 0:036GeV 4M4 + 0:050GeV 6M6�1 + �s� � h1� e�s0=M2i+ 0:036GeV 4M4 � 0:025GeV 6M6 :(2.66)O�enbar ist m2� relativ unabh�angig von der exakten Wahl der laufenden Kopplung�s = 4��0 1ln �M2�2 � : (2.67)Deren Auswertung f�ur NF = 6 an der Stelle M2 ' (1GeV )2 mit �2 ' (287MeV )2ergibt diese zu �s ' 0:7. F�ur die Kontinuumsshwelle s0 wird den experimentellenDaten von R(s) der e+e�-Annihilation der Wert s0 ' 1:5GeV 2 entnommen.Als Stabilit�atsforderung gilt, da� sih die �-Mesonmasse m� in Abh�angigkeit vonM2 �uber einen gewissen Bereih, der als �Uberlappungsbereih der "Master\- Glei-hung gedeutet wird, als konstant erweist. Um einen Eindruk von dieser Stabilit�ats-forderung zu bekommen, wird m� als Funktion von M2 f�ur untershiedlihe Werteder Kontinuumsshwelle s0 aufgetragen.
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f3Abb.2.1: m � m� als Funktion von M2 skaliert in �2 f�ur untershiedlihe Werteder Kontinuumsshwelle s0:f1: s0 = 1:75GeV 2, f2: s0 = 1:5GeV 2, f3: s0 = 1:25GeV 2.Die experimentell bestimmte Masse des �-Mesons m� � 770MeV ist als Vergleihs-wert eingetragen.Man erkennt, da� sih m� f�ur s0 ' 1:5GeV 2 im Bereih M2 2 [0:6; 0:8℄GeV 2 alskonstant ergibt zu: m� ' 745MeV : (2.68)Durh Einsetzen dieses Wertes in (2.64) erh�alt man noh f�ur das f2� von (2.11):f2�4� ' 2:2 : (2.69)(2.68) ist eine reht gute N�aherung des der Literatur [CAS 98℄ entnommenen expe-rimentellen Werts: m� � (770 � 0:8)MeV : (2.70)Abshlie�end sei angemerkt, da� man auf �ahnlihe Art und Weise die I = 0-Str�omej�! = 12 : �u�u+ �d�d : und j�� = 13 : �s�s : behandeln kann, die mit dem !- und �-Meson korrespondieren. Zur Bestimmung der A1-Mesonmasse hat man den IsospinI = 1 Axialstrom j�A1 = 12 : �u�5u � �d�5d : zu betrahten und wird so zu einerSummenregel gef�uhrt, die der des �-Mesons sehr �ahnlih ist.



Kapitel 3Der Quark-Photon-VertexDie Ward-Takahashi-Identit�aten (WTI) der QED sind exakte Beziehungen zwishen(1 PI)-Vertex-Funktionen und Propagatoren, die aus der Eihinvarianz der QEDfolgen, g�ultig in allen Ordnungen der perturbativen Entwiklung [RYD 85℄. Zieldieses Kapitels ist die Formulierung des Quark-Photon-Vertex in der systematisherweiterten St�orungstheorie bis zur ersten Ordnung in der starken Kopplung g2, derdie Ward-Takahashi-Identit�at erf�ullt:q� �p � qp q ��F �FP = �p �1 � �p � q �1 :(3.1)Mit dem Index [v℄ werden die vollen Vertizes gekennzeihnet. Demnah bezeihnen�� [v℄F �FP (p; q; p� q) = �p � qp q ��F �FP (3.2)den vollen Quark-Photon-Vertex undS[v℄(p) = �p (3.3)den vollen Fermion-Propagator.Die Erhaltung der WTI durh den Quark-Photon-Vertex gew�ahrleistet die Erf�ullungdreier Randbedingungen durh die hadronishe Vakuumpolarisation des Photons:(e0�"0)2��� [v℄(q) = (e0�"0)2Q2f���(f)[v℄(q) 40



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 41= (e0�"0)2��p(f)p� q(f) ��F �FP� � (3.4)= (e0�0)2Q2fN Z dDp(2�)D tr��S[v℄(f)(p)��F �F P [v℄(f)(p; q; p� q)S[v℄(f)(p� q)� :(3.5)Hierbei bezeihnet ���(f)[v℄(q) den Beitrag eines Quark-Flavours. Da Fermionmassenvernahl�assigt werden, ist dieser allerdings avourunabh�angig. Der Argumentationaus Kapitel 1.6 folgend wird NF = 2 gew�ahlt, d.h. es werden nur u- und d-Quarksmit den Ladungen Qu = 23 und Qd = �13 ber�uksihtigt. Aus Q2f �Pf Q2f = 59 folgt:��� [v℄(q) = 59���(f)[v℄(q) : (3.6)Die zu erf�ullenden Randbedingungen sind die Transversalit�at der hadronishen Va-kuumpolarisation, die Erhaltung der perturbativen Renormierbarkeit und die Mas-selosigkeit des Photons.Man weist nah, da� als Folge der WTI der Longitudinalanteil q�q�q2 ���der Vaku-umpolarisation vershwindet:q� Z dDp(2�)D tr��S [v℄(p)�� [v℄F �FP (p; q; p� q)S[v℄(p� q)�= Z dDp(2�)D tr��S[v℄(p) 1S[v℄(p) � 1S[v℄(p � q)!S[v℄(p� q)�= 0 : (3.7)��� [v℄(q) ist demnah rein transversal; d.h. im Euklidishen gilt:��� [v℄(q) =  Æ�� � q�q�q2 !�T [v℄(q2) ;�T [v℄(q2) = 1(D � 1)Æ����� [v℄(q) : (3.8)Es ist unter anderem Gegenstand der Untersuhungen von Kap. 4 und Kap. 5 nah-zuweisen, da� die Erf�ullung der WTI durh ��[1;1)F �FP (p; q; p � q) die Erhaltung derperturbativen Renormierbarkeit und die der Masselosigkeit des Photons garantiert.Da die Erhaltung dieser Randbedingungen f�ur die hier behandelten Fragen Vor-rang hat vor der Frage der DS-Selbstkonsistenz, wird im Gegensatz zu den STI, diedurh die nihtperturbativ erweiterten Ans�atze verletzt sind, die WTI als Konstruk-tionsprinzip �uber die selbstkonsistente Bestimmung mittels der DS-Gleihungen ge-stellt.



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 423.1 Randbedingungen3.1.1 Perturbative Divergenz der VakuumpolarisationDie Erhaltung der perturbativen Renormierbarkeit im Rahmen der systematisherweiterten St�orungstheorie erfordert, da� die perturbative Divergenz, die nahfol-gend bis Ordnung O(g2) berehnet wird, durh ��� [1;1)(q) niht verletzt ist. DieBerehnung des Ein-Loop-Beitrags mit mf 0s = 0�[0℄T pert(q2) = Q2fND � 1 Z dDp(2�)D�trh�S[0℄(p)�S[0℄(p� q)i�= 	
pp� q �� � (3.9)(3.10)liefert im RegularisierungsshemaMS den divergenten Anteil:�[0℄T div(q) = Q2fN(4�)2 43q21" : (3.11)Aus dem Zwei-Loop-Beitrag mit mf 0s = 0�[1℄T pert = Q2fD � 1N2 � 12 Z dDk(2�)D Z dDp(2�)DD[0℄��(k)��trhS[0℄(p)�S[0℄(p� k)�S[0℄(p� k + q)�S[0℄(p+ q)�i+trhS[0℄(p)�S [0℄(p� k)�S[0℄(p)�S [0℄(p+ q)�i+trhS[0℄(p� q)�S[0℄(p)�S[0℄(p� k)�S[0℄(p)�i�=�p�kp kp�q p�k�q�� Æ + �� pp�kp kp�q �� � + ��p�qp p�k pk �� �(3.12)erh�alt man die Divergenz der Kopplungsordnung e20g20. Die Propagator-Insertion er-gibt mit endlihen (m2 = 0)-Beitr�agen in Abh�angigkeit vom QCD-Eihparameter �:



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 43�� pp�kp kp�q �� � ����������m2=0 = ��p�qp p�k pk �� � ����������m2=0= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D  Æ�� � (1� �)k�k�k2 ! trf�p= �(p= � k= )�p= �(p= � q= )g[p2℄2 k2(p � q)2(p� k)2= � Q2f3� 2" N2 � 12 � (q2)1�2 "(4�)4�2" 8 (�1 + ")3 �(1 � ")3 �(�1 + 2 ")"�(3 � 3 ") : (3.13)Die Vertex-Insertion liefert den Beitrag:��p�kp kp�q p�k�q�� � ����������m2=0= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D  Æ�� � (1� �)(p � k)�(p � k)�(p � k)2 !trf�p= �k= �(k= � q= )�(p= � q= )gp2k2(p� q)2(k � q)2(p� k)2= Q2f3� 2" N2 � 12 (q2)1�2"(4�)4�2"(1"4 (�1 + ") �(1 � ")3 " (3� 2") �(1� ")�(")2�(2 � 2")2 � 4 (�4 + 6"+ "2) �(�1 + 2")�(3 � 3") !� 48�(3) +O(")+(1� �)16(�1 + ")3�(1 � ")3�(�1 + 2")"�(3� 3") ) : (3.14)Graphen mit Countertermen niedrigerer Ordnung ergeben sih aufgrund der Erhal-tung der WTI zusammen zu Null:�� ��  + !" �� #+ $% �� & + '( �� ) = 0 : (3.15)



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 44An dieser Stelle ist zu betonen, da� in Landau-Eihung sowohl das DS-Funktional desinversen Quark-Propagators als auh das des Quark-Photon-Vertex bei vershwinde-nen Fermionmassen keine perturbativen Divergenzen ausbildet, woraus folgt, da� inLandau-Eihung die Counterterm-Graphen f�ur sih genommen vershwinden. Ins-gesamt erh�alt man als masseunabh�angigen Anteil zur Photon-Selbstenergie einenBeitrag, der, wie f�ur ein abelshes Eihfeld zu erwarten, zum einen eihunabh�angigist und zum anderen keine Divergenz der Form 1" ln � q2�2 � ausbildet, welhe nihtdurh einen lokalen Counterterm beseitigt werden k�onnte 1:�[1℄T pert(q2)jm2=0 = q2(4�)4Q2fN2 � 12 "2"+4 �E + ln(4�)� ln q2�2!!+13 (55 � 48�(3))+O(")# :(3.16)Zudem ist zu beahten, da� sih in �[1℄T pert(q2)jm2=0 zuf�alligerweise die 1"2 -Divergenzengegenseitig wegheben.3.1.2 Masselosigkeit des PhotonsIn diesem Abshnitt wird die Erhaltung der Masselosigkeit des Photons durh denperturbativen Beitrag zur hadronishen Vakuumpolarisation bei massiven Fermion-propagatoren bis zur Ordnung g20 nahgerehnet. Der Flavour-Index wird dabei un-terdr�ukt. Aus der Invertierung der Dyson-Shwinger-Gleihung des inversen Pho-tonpropagators gewinnt man als Darstellung des vollen Propagators in Abh�angigkeitvon seiner Selbstenergie:D�� [v℄(q2) =  Æ�� � q�q�q2 ! 1q2 +�[v℄T (q2) + 1q2� q�q�q2 : (3.17)Demnah garantiert limq2!0�[v℄T (q2) = 0 (3.18)die Masselosigkeit des Photons, deren Erf�ullung auf Ein-Loop-Niveau leiht nahzu-weisen ist:*+pp� q �� , ����������q2=0 = Q2fND � 1 Z dDp(2�)D tr�� 1p= +m� 1p= +m�= 0 : (3.19)Auf Zwei-Loop-Niveau sind wiederum zwei Beitr�age zu berehnen. Als Beitrag zu�[1℄T pert(0), der sih aufgrund der Propagator-Insertion ergibt, ist zu berehnen:1Eine sehr ausf�uhrlihe Darstellung der Rehnungen f�ur � = 0 �ndet man in [IZ 80℄.



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 45-. pp�kp kp�q �� / ����������q2=0 = 01p�qp p�k pk �� 2 ����������q2=0= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D  Æ�� � (1� �)k�k�k2 ! 1k2�tr�� 1p= +m� 1p= � k= +m� 1p= +m� 1p= +m�= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D " TrP1pert(p; k; q = 0)[p2 +m2℄3k2[(p� k)2 +m2℄�(1� �) TrP2pert(p; k; q = 0)[p2 +m2℄3[k2℄2[(p� k)2 +m2℄# (3.20)mit den SpurenTrP1pert(p; k; q = 0) = 4D2m4 +m2 �4(2 �D)(2 +D)(pk) + 8(�2 � 2D +D2)p2�+4(2 �D)(�2 +D)(pk)p2 + 4(�2 +D)2(p2)2 ; (3.21)TrP2pert(p; k; q = 0) = 4Dm4k2 �m2 ��4(2 +D)(pk)k2 + 8(2 + d)(pk)2 + 8(1 �D)p2k2��4(2 �D)k2(pk)p2 � 8(�2 +D)(pk)2p2 � 4(2 �D)k2(p2)2 :(3.22)Diese und alle weiteren in dieser Arbeit ben�otigten Spuren sind mit dem unterMathematia implementierten Programm Traer.m �uberpr�uft worden, das man alsFreeware-Version von der Homepage Mathematia.om beziehen kann. Der Zwei-Loop (q = 0)-Beitrag, der sih aus der Vertex-Insertion ergibt, lautet:34p�kp kp�q p�k�q�� 5 ����������q2=0= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D  Æ�� � (1� �)k�k�k2 ! 1k2�tr�� 1p= +m� 1p= � k= +m� 1p= � k= +m� 1p= +m�= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D" TrV1pert(p; k; q = 0)[p2 +m2℄2k2[(p� k)2 +m2℄2



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 46�(1� �) TrV2pert(p; k; q = 0)[p2 +m2℄2[k2℄2[(p� k)2 +m2℄2# (3.23)mitTrV1pert(p; k; q = 0) = m44D(2 �D)+m2 ��4(D � 2)2k2 + 32(pk) � 16D(pk) + 8D2(pk) � 32p2 + 8D(2 �D)p2�+16(D � 2)(pk)2 � 4(D � 4)(D � 2)p2k2 � 16Dp2(pk) + 8D2p2(pk) + 4D(2 �D)(p2)2 ;(3.24)TrV2pert(p; k; q = 0) = �m44(�2 +D)k2�m2 �4D(k2)2 + 8(2 +D)(pk)k2 + 32(pk)2 + 8(�2 +D)p2k2��4(�2 +D)(k2)2p2 � 8(2 �D)k2(pk)p2 � 4(�2 +D)k2(p2)2 : (3.25)Mittels der in Anhang B formulierten Rekursionsbeziehungen l�a�t sih zeigen, da�die Masselosigkeit des Photons durh �[1;1℄T pert(q2) erhalten bleibt:2 �67 pp�kp kp�q �� 8 ����������q2=0 = � 9:p�kp kp�q p�k�q�� ; ����������q2=0= Q2f �N2 � 1� (�8 + 14D � 7D2 +D3) (�3 +D � �)(�5 +D) (�3 +D) 1m2A2f1;mg :(3.26)Das Basisintegral Af1;mg ist in (A.3) de�niert.3.2 Photon-Vertex in O ��0s�3.2.1 Selbstkonsistenz durh WTIDer allgemeinste Ansatz in erster Stufe der rationalen Approximation f�ur den Quark-Photon-Vertex lautet:��F �FP (p; k; p� q) = � + ~z1  �p= + �2� + � �p= � q= + �2!+~z2 �p= + �2� �p= � q= + �2+ � ~z312(2p � q)� + ~z4q��� 1p= + �2 1p= � q= + �2 :(3.27)



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 47Aus der WTI (3.1), analytish in [r = 1; p = 0℄ geshrieben alsq���F �FP (p; k; p � q) = �F �F (p� q)� �F �F (p) (3.28)mit der Fermion-Selbstenergie in r = 1�F �F (p) = � "p= + �1 + �23p= + �2# (3.29)gewinnt man den Longitudinalanteil des Quark-Photon-Vertex ��F �FPk, der durh dieWTI festgelegt ist:�FF (p� q)� �FF (p) = q= + �23  1p= + �2 � 1p= � q= + �2!= q= � �23 1p= + �2 q= 1p= � q= + �2= q�  � � �23 1p= + �2� 1p= � q= + �2!=: q���F �FPk : (3.30)Indem die nihtperturbative Modi�kation in (3.27) auf einen Hauptnenner gebrahtwird��F �FP (p; k; p � q)� �= � 1p= + �2(~z1 [�(p= � q= + �2) + (p= + �2)�℄ + ~z2�� + ~z312(2p � q)� + ~z4q�) 1p= � q= + �2= � 1p= + �2(p�[�2~z1 + ~z3℄ + q�[�12 ~z3 + ~z4℄ + �[2~z1�2 + �~z2℄� ~z1�q=) 1p= � q= + �2 ;(3.31)kann man durh Vergleih mit dem Longitudinalanteil (3.30) die KoeÆzientenbezie-hungen �nden, die die Erhaltung der WTI erm�oglihen:�2~z1 + ~z3 = 0�12 ~z3 + ~z4 = �~z1�(2~z1�2 + �~z2) = ��23 : (3.32)Insbesondere gilt folglih ~z4 = 0. Damit ergibt sih der die WTI-respektierendeQuark-Photon-Vertex:��F �FP (p; k; p�q) = ���23 1p= + �2� 1p= � q= + �2��~z1 1p= + �2 [q� + �q= ℄ 1p= � q= + �2 :(3.33)



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 48Hierbei bezeihnet��F �FP?(p; k; p � q) = ��~z1 1p= + �2 [q� + �q= ℄ 1p= � q= + �2= ��~z12 1p= + �2 [�q= � q= �℄ 1p= � q= + �2 (3.34)den Transversalanteil des Quark-Photon-Vertex.3.2.2 Selbstkonsistenz durh DS-GleihungDie Bethe-Salpeter-resummierte DS-Gleihung des Photon-Vertex auf Ein-Loop-Niveau lautet in diagrammatisher Shreibweise mit Ber�uksihtigung kompensie-render Pole:<��F �FP = =� + (g0�"0)2 >��� ��� ������ :(3.35)Der Longitudinalanteil des Quark-Photon-Vertex ��F �FPk zieht sih in Landau-Eihung,wie bereits der perturbativen Divergenzstruktur entnommenwerden kann, niht mit-tels des DS-Selbstkonsistenz-Mehanismus an. Folglih wird auh �[1;1)F �FPk ausshlie�-lih durh die WTI festgelegt. Eine DS-Selbstkonsistenz kann erst unter Hinzunahmeder (p+ p0)� Lorentz-Strukturen im Quark-Gluon-Vertex oder durh Mitnahme derZwei-Loop-Beitr�age der DS-Gleihung des Quark-Photon-Vertex (3.35) erm�oglihtwerden.Nahfolgend wird gezeigt, da� der DS-Selbstkonsistenzformalismus f�ur den Trans-versalanteil des Photon-Vertex ��F �FP? in Landau-Eihung auh Terme ausbildet, dief�ur � ! 0 niht vershwinden. Die vor dem Hintergrund der Erhaltung der pertur-bativen Divergenz auf Zwei-Loop-Niveau notwendige DS-Selbstkonsistenz f�uhrt inerster Stufe der rationalen Approximation in die triviale L�osung ~z1 = 0:(g0�"0)2?p�q � p�k�� � p�q�k�pk � ������ ?= (g0�"0)2(�~z1)( Xn1;n2;n3=� "1 + z1  �p= + �2 + ���n2 + �2!+ z2 �p= + �2 ���n2 + �2+ 1�un1 + u2  z3 + z4  �p= + �2 + ���n2 + �2!+ z5 �p= + �2 ���n2 + �2!#



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 49� 1� Z dDk(2�)D "t��(k) bn1k2 + un1�2� an2p= � k= + �n2 12 (�q= � q= �) an3p= � q= � k= + �n3 #"1 + z1  ���n3 + �2 + �p= � q= + �2!+ z2 ���n3 + �2 �p= � q= + �2+ 1�un1 + u2  z3 + z4  ���n3 + �2 + �p= � q= + �2!+ z5 ���n3 + �2 �p= � q= + �2! #) :(3.36)Hierbei bezeihnen a := a+ = �a� = ��� � �+b := b+ = �b� = 1u� � u+ (3.37)die Residuen von: �p= + �2S(p) bzw. �2k2 + u2�2DT (k2) : (3.38)Die Anwendung des 1g2 -Mehanismus auf alle divergenten Beitr�age liefert zuz�uglihzur nihtperturbativen Modi�kation von ��F �FP? Modi�kationen, die niht mit �! 0gegen Null gehen und daher zum Vershwinden gebraht werden m�ussen:���F �FP?= �43 1�0 ~z1� (12 (�q= � q= �) "z21 � 1u23z24#| {z }!=0+ �p= + �2 12 (�q= � q= �) + 12 (�q= � q= �) �p= � q= + �2! "z1z2 � 1u23 z4z5#| {z }!=0+ �p= + �2 12 (�q= � q= �) �p= � q= + �2 "z22 � 1u23 z25#| {z }!= 3�04 ) : (3.39)Diese Art von Termen ist auh in anderen Untersuhungen gefunden worden [DRI 97,KUH 97℄ und r�uhrt daher, da� der durh Ber�uksihtigung kompensierender Pole"entsh�arfte\ (in Gleihung (3.35) gepunktete) Gluonaustaush f�ur niedrige r nihtden rihtigen perturbativen Grenzwert besitzt. Man zeigt nun leiht, da� die er-sten beiden Bedingungen auh z22 � 1u23 z25 = 0 implizieren und somit die triviale



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 50L�osung ~z1 = 0 die einzige L�osung der Selbstkonsistenz-Gleihung ist. Um St�orungender perturbativen Divergenz auf Zwei-Loop-Niveau zu vermeiden, wird der Quark-Photon-Vertex nur in Form seines Longitudinalanteils angesetzt:��F �FP (p; q; p� q) = ��F �FPk(p; q; p� q)= � � �23 1p= + �2� 1p= � q= + �2 : (3.40)3.3 Photon-Vertex in O (�s)Die Erf�ullung der WTI in niedrigster Ordnung der perturbativen Entwiklung impli-ziert imRahmen der erweiterten St�orungstheorie, anders als imRahmen der gew�ohn-lihen St�orungstheorie, niht die Erhaltung der WTI in h�oherer g2-Ordnung. Esbesteht daher f�ur die hier behandelte Fragestellung die Notwendigkeit, den Quark-Photon-Vertex auh in O(g2) durh die Erhaltung der WTI zu de�nieren. Struktu-ren, die durh die WTI niht festgelegt sind, treten entsprehend der Argumentationim vorangegangenen Abshnitt niht auf. In der DS-Gleihung des Quark-Photon-Vertex (3.35) ersetzt man den Ein-Loop-Graphen durh denselben ohne kompen-sierende Pole. Dieser ist als rein formaler Graph zu betrahten, der niht durhShleifenberehnungen, sondern �uber die WTI (3.1) zu de�nieren ist:A��F �FP = B��F �FP [1;1℄ +O(g40)= C� + (g0�"0)2 D +O(g40)=E��F �FP + 266666664 (g0�"0)2F �G��[℄F �FP 377777775+O(g40) :(3.41)



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 51Hierbei stellt der Ausdruk in den ekigen Klammern [: : :℄ den in O(g20) endlihenQuark-Photon-Vertex-Beitrag dar. (3.41) beshreibt die Entwiklung in erweiter-ter St�orungstheorie mit dem in Landau-Eihung rein nihtperturbativen Vertex-Subtraktionsgraphen:H��[℄F �FP = I��F �FP �J�= ��23 1p= + �2� 1p= � q= + �2 : (3.42)Der inverse Fermionpropagator in Ordnung g2 lautet:K�1 = L[1;1℄�1 +O(g40)= M�1 � (g0�"0)2 N +O(g40)=O�1 � 266666664(g0�"0)2 P � Q�[℄F �F 377777775+O(g40) :(3.43)Hierbei bezeihnet der Ausdruk in ekigen Klammern [: : :℄ den in O(g20) endlihenQuark-Propagator-Beitrag mit der in Landau-Eihung rein nihtperturbativen Pro-pagatorsubtraktion:R�[℄F �F = S�1 �T�1= � �1 + �23p= + �2! : (3.44)



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 52Einsetzen der Entwiklungen (3.41) und (3.43) in die WTI (3.1) liefert:q� 266666664U��F �FP + (g0�"0)2V �W��[℄F �FP 377777775= 0B�Xp �1 �Yp� q �11CA + 0B�Zp�[℄F �F �[p�q�[℄F �F 1CA+(g0�"0)2 0BBBBBBB�\p�qp�q �℄pp 1CCCCCCCA : (3.45)Da f�ur die Approximanten in Stufe [r = 1; p = 0℄ und die Subtraktionsgraphen dieWTI erf�ullt sind, gewinnt man aus (3.45) die De�nitionsgleihung f�ur��F �FP [1;1)(p; q; p� q):q� �̂������������WTI :=_p�qp�q � p̀p :(3.46)Die Selbstenergie �(p) des Quarkpropagators ergibt sih mit den Vertex- und Pro-pagatorans�atzen aus Kapitel 1 zu�(p) =a= � Z dDk(2�)D  Æ�� � k�k�k2 !" B+k2 + u+�2 + B�k2 + u��2# " A+p= � k= + �+ + A�p= � k= + �� #(� + z1  �p= � k= + �2� + � �p= + �2!+ z2 �p= � k= + �2� �p= + �2+ �2k2 + u2�2 "z3� + z4  �p= � k= + �2� + � �p= + �2!+ z5 �p= � k= + �2� �p= + �2# )



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 53= Xi;j=��C(1)ij + C(2)ij �p= + �2�I�ij(p= ) (3.47)mit den KoeÆzientenC(1)ij = Bj (Ai + z1ai) + bj (z3Ai + z4ai)C(2)ij = Bj (z1Ai + z2ai) + bj (z4Ai + z5ai) (3.48)und dem Fermion-Selbstenergie-Basisintegral:I�ij(p= ) = Z dDk(2�)D  Æ�� � k�k�k2 ! 1k2 + uj�2� 1p= � k= + �i� : (3.49)Mittels der Beziehungen1p= � k= � q= + �i � 1p= � k= + �i = q� 1p= � k= + �i� 1p= � k= � q= + �i ; (3.50)1p= � q= + �2� 1p= � k= � q= + �i � 1p= + �2� 1p= � k= + �i= q�" 1p= + �2� 1p= � k= + �i� 1p= � k= � q= + �i + 1p= + �2� 1p= � q= + �2� 1p= � k= � q= + �i#(3.51)erh�alt man aus (3.46, 3.47 und 3.49) den g20-Beitrag des Quark-Photon-Vertex��F �FP [1;1)(p; q; p� q) =b�������������WTI= Xi;j=�C(1)ij I�(1)ij (p; q; p� q) + C(2)ij I�(2)ij (p; q; p� q)(3.52)mit den Quark-Photon-Vertex-Basisintegralen:I�(1)ij (p; q; p�q) = Z dDk(2�)D  Æ�� � k�k�k2 ! 1k2 + uj�2� 1p= � k= + �i� 1p= � k= � q= + �i�(3.53)I�(2)ij (p; q; p� q) =�p= + �2 Z dDk(2�)D  Æ�� � k�k�k2 ! 1k2 + uj�2� 1p= � k= + �i � 1p= � k= � q= + �i �+ �p= + �2 Z dDk(2�)D  Æ�� � k�k�k2 ! 1k2 + uj�2� 1p= � q= + �2� 1p= � k= � q= + �i� :(3.54)



KAPITEL 3. DER QUARK-PHOTON-VERTEX 54Zu veri�zieren bleibt noh, da� die �uber die WTI de�nierte Vertex-Subtraktion zu-gleih die nihtperturbative Modi�kation der nullten Ordnung durh den ebenfalls�uber die WTI de�nierten Einshleifen-Beitrag des Quark-Photon-Vertex (3.52) dar-stellt:�[℄F �FP +O(g20) = (g0�"0)2d�������������WTI : (3.55)Mittels der Divergenzen der Vertex-IntegraleI�(1)ij (p; q; p� q) = O("0) ;I�(2)ij (p; q; p� q) = 1(4�)2g20 1" ���0��2" 3�i �p= + �2� 1p= � q= + �2 +O("0)(3.56)und Ausf�uhrung des Grenzwertes�(") = 1(4�)2g20 1" ���0��2" "!0�! 1�0 (3.57)wird man zu der Forderung �23 = 4��0 (�1z1 � z2�) (3.58)gef�uhrt. Diese stellt gerade die durh die Parameter erf�ullte zweite Selbstkonsistenz-gleihung (1.56) des Fermion-Propagators dar.



Kapitel 4Ein-Loop-SelbstenergieIn diesem Kapitel wird der Ein-Loop-Beitrag in Stufe r = 1 der rationalen Approxi-mation zur hadronishen Vakuumpolarisation des Photons �[1;0℄T (q2) berehnet 1. Al-le Vertizes und Propagatoren sind, soweit niht anders gekennzeihnet, die der Stufer = 1. Im Sinne einer Vektordominanzargumentation wird im zweiten Abshnitt einVergleih mit der SVZ-Entwiklung der Korrelationsfunktion des �-Mesonstromsangestellt. Hierbei wird untersuht, inwieweit die durh den QCD-Summenregel-Mehanismus vermittelte indirekte Verbindung zur Resonanzregion von �T einenR�ukshlu� auf eine �-Mesonresonanz zul�a�t.Selbstverst�andlih kann eine St�orungsrehnung endliher Ordnung - ebenso wieeine endlihe Bornshe N�aherung in der Streutheorie - niemals Bindungs- oder Re-sonanzpole beshreiben; dazu ist stets eine unendlihe Partialsummation erforder-lih, die einen Fredholmshen Nenner erzeugt. Auh beim SV Z-Verfahren wird jadas Resonanzph�anomen niht theoretish generiert, sondern durh semiempirisheFitformeln wie Gleihung (2.11) hineingestekt. Es ist aber sinnvoll und von Inter-esse, zu fragen, ob der dort versuhte Br�ukenshlag von der Resonanz- zur (OPE-verbesserten) perturbativen Region bei Verwendung von Elementen der erweitertenSt�orungstheorie besser funktioniert, indem er etwa eine gr�o�ere �Uberlappungsregi-on oder eine verringerte Abh�angigkeit von Parametern wie s0 oder �ahnlihem ent-wikelt.4.1 Ein-Loop-BeitragF�ur die Entwiklung des Transversalanteils der hadronishen Vakuumpolarisationbis auf Terme der Ordnung O(g20) erh�alt man in erster Stufe der rationalen Appro-1Dieser war bereits in der Arbeit [MEY 94℄ Gegenstand der Untersuhung als eine der hadroni-shen Korrekturen in Ordnung �2s des T-Matrix-Elements der Myonpaarbildung h���+jT je�e+i.Da hier die Wahl des Vertex nah anderen Gesihtspunkten erfolgt, ist die Rehnung jedoh erneutdurhzuf�uhren. 55



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 56ximation:�[v℄T (q2) = efpp � q ��F �FP� g = �[1;0℄T (q2) +O �g20� (4.1)mit�T (q2) � �[1;0℄T (q2) =hipp� q ��F �FP� j= Q2fND � 1 Z dDp(2�)D tr��S(p)��F �FP (p; q; p � q)S(p� q)�= Q2fND � 1 Z dDp(2�)D tr��  A+p= + �+ + A�p= + ��!"� � �23 1p= + �2� 1p= � q= + �2# A+p= � q= + �+ + A�p= � q= + ��!�= Q2fN (A+I(�+; �+) +A�I(��; ��)) : (4.2)Als Folge der Erhaltung derWTI (3.1) tritt nur das Ein-Loop-Selbstenergie-BasisintegralI(�; �) := 1D � 1 Z dDp(2�)D tr�� 1p= + �� 1p= � q= + �� (4.3)auf, das nur in der oberen bzw. unteren komplexen minkowskishen q2M -Ebene einenVerzweigungsshnitt besitzt, niht aber das Integral I(�+; ��), dessen Verzweigungs-shnitt in der gesamten q2M -Ebene mit einer hebbaren Singularit�at in Im(q2) = 0verl�auft [MEY 94℄. Mit den Basis-Integralen aus Anhang A �ndet man als L�osung�T (q2) = �T div(q2) + �T reg(q2) (4.4)mit der Ein-Loop-Selbstenergie-Divergenz im MS Regularisierungsshema (3.11)�T div(q2) = �[0℄T div(q) (4.5)und dem regul�aren Beitrag



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 57�T reg(q2) = Q2fN(4�)2 q243( + 53 � E + ln(4�)�A+0BB�ln �2+�2!+ 4 �2+q2 !+  1 � 2�2+q2 !vuut1 + 4�2+q2 ln0BB� 1 +r1 + 4�2+q2�1 +r1 + 4�2+q2 1CCA1CCA�A�0BB�ln �2��2!+ 4 �2�q2 !+  1 � 2�2�q2 !vuut1 + 4�2�q2 ln0BB� 1 +r1 + 4�2�q2�1 +r1 + 4�2�q2 1CCA1CCA) ;(4.6)wobei � shon zur Vereinfahung auf den Wert � gesetzt ist. Die Randbedingungder Masselosigkeit des Photons ist aufgrund der Proportionalit�at zu q2 erf�ullt. DieDivergenz wird im Rahmen der Renormierung der Photon-Selbstenergie beseitigt.Hierbei f�uhrt man die renormierte elektromagnetishe Kopplung e ein(e0�"0)2 = (e�")2Ze (4.7)mit der MS-Kopplungs-Renormierungskonstanten auf Ein-Loop-Niveau:Ze = 1 +N e2(4�)2 43 1" +O(e4): (4.8)F�ur die renormierte Vakuumpolarisation gilt �T ren = �T reg , da die endlihen In-tegralbeitr�age in dieser Arbeit bereits in ihrer Form nah Durhf�uhrung des Grenz-wertes "! 0 angegeben sind. Im Hinblik auf die sp�ater folgende numerishe Aus-wertung wird hierbei die Massenskala � auf � gesetzt.Auh im Falle beliebiger Approximationsstufe r kann der Anteil der hadronishenVakuumpolarisation �[r;0℄Tk (q2) bestimmt werden, der sih als Konsequenz der Erhal-tung der WTI ergibt. Ausgehend von dem Fermion-Propagator in Stufe r (1.32)wird mittels der WTI der Longitudinalanteil des Quark-Photon-Vertex festgelegt:�[r;0℄�F �FP (p; q; p� q) = � � rXs=1 �22s+1 1p= + �2s� 1p= � q= + �2s : (4.9)Wiederum treten nur die Integrale (4.3) mit zwei gleihen Massenparametern aufund man erh�alt:�[r;0℄Tk (q2) = Q2fN (r+1)=2Xt=1 (Ar;t+I(�r;t+; �r;t+) +Ar;t�I(�r;t�; �r;t�)) : (4.10)Aus P(r+1)=2t=1 (Ar;t+ +Ar;t�) = 1 folgt, da� die �[r;0℄Tk;div(q2) gleih der perturbativenDivergenz ist und an der Proportionalit�at I(�; �) / q2 erkennt man, da� die Mas-selosigkeit des Photons gew�ahrleistet bleibt.



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 58Abb.(4.1) zeigt die numerishe Auswertung von �T reg(q2) f�ur den(NF = 2; !1 < 0)-Parametersatz im Vergleih zur perturbativen L�osung�T pertreg (q2)���m2f=0 = Q2fN(4�)2 q243(+ 53 � E + ln(4�)� ln q2�2!) ; (4.11)die eine Entwiklung von �T reg(q2) f�ur gro�e euklidishe Impulse darstellt. In Abb.(4.2) erkennt man anhand der in der Literatur zum Teil �ubliheren Darstellung�0Treg(q2) := �Treg (q2)q2 besser, wie das Resultat (4.6) die perturbative L�osung kor-rigiert. Dies ist nat�urlih, zumindest der Rihtung nah, der E�ekt, den man sihgenerell von der Verwendung einer nihtperturbativ erweiterten St�orungsmethodeerho�t, n�amlih die (quasi)-perturbativen Korrekturen insbesondere im Infrarotbe-reih zu verringern.
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Abb.4.1: Aufgetragen ist �[1;0℄Treg (q2)�2 �uber s := q2�2 .
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Abb.4.2: Aufgetragen ist �[1;0℄Treg (q2)q2 �uber s := q2�2 .4.2 Vergleih mit SVZ-EntwiklungSetzt man in der hadronishen Selbstenergie des Photons ���(q) = t��(q)�T(q2)(4.1) f�ur den vollen Photon-Vertex die Bewegungsgleihung im Photonkanal ein, diedie fermionishe T -Matrix enth�alt, so stellt sih die Selbstenergie als T -Matrix dar,deren �au�eren Beine paarweise an einem nakten Photon-Vertex mit amputiertemPhotonbein geshlossen werden, was im Ortsraum dem paarweisen Zusammenziehender Raum-Zeit-Punkte entspriht. Die hadronishe Selbstenergie des Photons, diedemnah identish mit der Korrelationsfunktion zweier elektromagnetisher Str�omeist, ergibt sih bei Anwesenheit zweier Flavoursorten in Abh�angigkeit der Str�omej�f := : �qf�qf : ; (4.12)j�u;d := Xu;d Qf j�f mit Qu = 23 ; Qd = �13 (4.13)shlie�lih zu:�T (q2) = 1D � 1 Z dDxeiqxh
jTfj�u;d(x)j�u;d(0)gj
i= 1D � 1Xu;d Q2f Z dDxeiqxh
jTfj�f (x)j�f (0)gj
i : (4.14)



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 60Die Zweipunktkorrelationsfunktion des �-Mesonstromsj�� :=Xu;d Cfj�f mit Cu = 12 ; Cd = �12 (4.15)lautet hingegen:��(q2) = 1D � 1 Z dDxeiqxh
jTfj�� (x)j�� (0)gj
i= 1D � 1Xu;d C2f Z dDxeiqxh
jTfj�f (x)j�f (0)gj
i : (4.16)Da Fermionmassen vernahl�assigt werden, ist h
jTfj�f (x)j�f (0)gj
i keine Funktiondes Flavours. Ausgehend von der hadronishen Vakuumpolarisation erh�alt man alsBeitrag des �-Mesons demnah ��(q2) = Z��T (q2) (4.17)mit dem Reskalierungsfaktor Z� = Pu;d C2fPu;dQ2f = 910 ; (4.18)der einen zahlenwertigen Eindruk von der Dominanz des hadronishen Anteils beizwei Flavoursorten durh das �-Meson vermittelt. Eine Untersheidung zwishenden Beitr�agen des �-Mesonstroms und des !-Mesonstromsj! = 12 : �u�u+ �d�d : (4.19)mit der !-Mesonmasse m! = 782MeV � m� = 770MeV ist auf diese Weise aller-dings niht m�oglih.Ziel ist es, �T (q2) in �2q2 zu entwikeln und mittels (4.17) einen KoeÆzientenver-gleih mit der SVZ-Entwiklung (2.56) des �-Mesonstroms, die im folgenden mit�SV Z� = q2Xj dj  �2q2 !j (4.20)bezeihnet ist, anzustellen.Die der OPE entsprehende �2q2 -Entwiklung von ��(q2) lautet��(q2) = �� div + 12N(4�)2 q2(0 + 1�2q2 + 2  �2q2 !2 + 3  �2q2 !3 + : : :) (4.21)mit von ln ��2q2 � abh�angigen KoeÆzienten k0 = +43  53 � E + ln(4�) + ln �2q2 !!



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 611 = �8 �A+!2+ +A�!2��2 = +4 1 � 2 ln j!j2�2q2 !!�A+!4+ +A�!4��� 16i' �A+!4� �A�!4��3 = 323  23 + ln j!j2�2q2 !!�A+!6+ +A�!6��+ 643 i' �A+!6+ �A�!6��(4.22)und �� div = Z��T div (4.23)unter Verwendung von !� =: j!jei' mit:j!j = p!1!2 + !3 ;tan(') = 2 q!3 � 14 (!1 � !2)2!1 + !2 : (4.24)Da es kein eihinvariantes Kondensat der Massendimension zwei gibt, ist der erstenihtperturbative EntwiklungskoeÆzient der SVZ-Entwiklung d1 = 0. Diese Be-dingung ist durh den ersten EntwiklungskoeÆzienten 1 = 8 (!21 � !3) der Reihe(4.21) verletzt. Auf Ein-Loop-Niveau kann eine L�osung dieses Problems darin beste-hen, auf die selbstkonsistente Bestimmung des Transversalanteils des Photon-Vertexmit ~z1 = 0 zu verzihten und stattdessen ~z1 aus der Bedingung 1 = 0 zu gewinnen.Der Beitrag der Photon-Selbstenergie �T?(q2), der aus diesem nihtvershwinden-den Transversalanteil ��F �FP? (3.34) folgt, lautet�T?(q2) = �Q2fND � 1 Z dDp(2�)D tr��  A+p= + �+ + A�p= + ��!"�~z12 1p= + �2 [�q= � q= �℄ 1p= � q= + �2# A+p= � q= + �+ + A�p= � q= + ��!�= �Q2fN�~z12 a2 h~I(�+; �+)� �~I(�+; ��) + ~I(��; �+)�+ ~I(��; ��)i (4.25)mit dem Ein-Loop Selbstenergie-Basisintegral:~I(�i; �j) := 1D � 1 Z dDp(2�)D tr�� 1p= + �i 12 [�q= � q= �℄ 1p= � q= + �j � : (4.26)Auh dieses kann in Abh�angigkeit von den Basisintegralen aus Anhang A geshlossendargestellt werden:�T?(q2) = �regT?(q2)= �Q2fN 4�~z1(�+ � ��)2� � q2 ��+Bregf1;�+gf1;�+g + ��Bregf1;��gf1;��g�+(�+ + ��) hq2 + (�+ � ��)2iBregf1;�+gf1;��g+(�+ � ��) �Aregf1;�+g �Aregf1;��g� � : (4.27)



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 62Da �T?(q2) endlih ist f�ur " ! 0, wird bei der Bildung der Gesamtpolarisation(4.30) die perturbative Divergenz niht gest�ort. Durh explizite Auswertung derBasisintegrale f�ur q2 = 0 erkennt man zudem, da� �T?(0) = 0 ist und somit dieMasselosigkeit des Photons niht verletzt wird. Aus ��?(q2) = Z��T?(q2) gewinntman die folgende �2q2 -Entwiklung 2:��?(q2) = � 12N(4�)2q2~z1(?;0 + ?;1�2q2 + ?;2  �2q2 !2 + ?;3  �2q2 !3 + : : :) (4.28)mit den KoeÆzienten?;0 = 0?;1 = +8(!+ + !�)?;2 = +4 ln j!j2�2q2 ! h3!3+ + 5!2+!� + 5!+!2� + 3!3�i+8i' 1!+ � !� h3!4+ + 2!3+!� + 2!+!3� + 3!4�i�2 h!3+ + !2+!� + !+!2� + !3�i?;3 = �16 ln j!j2�2q2 ! h!5+ + 2!4+!� + 3!3+!2� + 3!2+!3� + 2!+!4� + !5�i�32i' 1!+ � !� �!6+ + !5+!� + !4+!2� + !3+!3� + !2+!4� + !+!5� + !6���43(!+ + !�) �11!4+ + 9!3+!� + 14!2+!2� + 9!+!3� + 11!4�� : (4.29)Damit erh�alt man als neue Gesamtentwiklung der Korrelationsfunktion des �-Mesonstroms in erweiterter St�orungstheorie:~��(q2) := ��(q2) + ��?(q2)= q2Xj=0 ~j(4�)2  �2q2 !j (4.30)mit ~j := N2 (j + ~z1?;j) : (4.31)Aus der Bedingung ~1 = 0 l�a�t sih nun ~z1 bestimmen:~z1 = !3 � !21!1 + !2 : (4.32)In �Ubereinstimmung mit den Vorhersagen der OPE h�angen die KoeÆzienten~j � ~j (q2) f�ur j 2 f2; 3g im Gegensatz zu den zahlenwertigen SVZ-Entwiklungs-koeÆzienten dj der SVZ-Entwiklung explizit vom Impuls �uber ln ��2q2 � ab.2Diese zusammen mit (4.21) stellt eine leiht korrigierte Form der Entwiklung in [MEY 94℄dar.



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 63In der SVZ-Entwiklung besteht zun�ahst eine implizite Impulsabh�angigkeit �uberdie laufende Kopplung �s(q2) der Form ln�1 ��2q2 �, die allerdings durh Auswertungvon �s(q2) an dem festen Impuls q2 = 1GeV 2 vor Ausf�uhrung der Boreltransforma-tion unterd�ukt wird. Dies motiviert dazu, die KoeÆzienten ~j(q2) an einem festenImpuls qfit auszuwerten, der die Gleihungen~j(q2)(4�)2 = dj mit j 2 f2; 3g (4.33)mit d2 = 0:067 und d3 = �1:138 (4.34)m�oglihst gut erf�ullt. Die nihttriviale Beobahtung ist die, da� der n�aherungsweiseG�ultigkeitsbereih der Gleihungen (4.33), �2q2 < 0:10, eine brauhbare Konvergenzbzw. Semikonvergenz der Entwiklung (4.30) erwarten l�a�t. Der Auswertepunkt qfitf�ur die KoeÆzienten wird durh die Minimierung des relativen Fehlerquadrates fest-gelegt �� (q2) 8><>:24 1(4�)2 ~2 (q2)d2 � 1352 + 24 1(4�)2 ~3 (q2)d3 � 13529>=>; = 0 ; (4.35)der sih hierdurh zu qfit = 3:28� � 1GeV ergibt. Mit ~jfit = ~j �q2fit� erh�alt manals n�aherungsweise Entwiklung f�ur die Korrelationsfunktion des �-Mesonstroms inerweiterter St�orungstheorie��(q2) � q28�2(1" � E + ln(4�) + 53 � ln q2�2!+ 12~2fit  �2q2 !2 + 12~3fit  �2q2 !3 ) ;(4.36)aus der im folgenden mittels des Mehanismus der QCD-Summenregeln die �-Meson-masse bestimmt wird. Aus Gleihung (2.10), die sih hier in der Form112�2 Z 10 ds R(s)(s + q2)2 = �d ���(q2)q2 �dq2 (4.37)shreibt, ergibt sih unter Verwendung der Entwiklung (4.36) die (2.19) entspre-hende "Master\-Gleihung:Z 10 ds R(s)(s+ q2)2 = 32( �2q2 !+ ~2fit  �2q2 !3 + 32~3fit  �2q2 !4 ) : (4.38)Mittels Boreltransformation und Ableitung derselben folgen zwei SummenregelnZ 10 dsR(s)e�s=M2 = 32M2�1 + 12~2fit �4M4 + 14~3fit �6M6� ;Z 10 dssR(s)e�s=M2 = 32M4�1� 12~2fit �4M4 � 12~3fit �6M6� ; (4.39)



KAPITEL 4. EIN-LOOP-SELBSTENERGIE 64aus denen man unter Verwendung der erweiterten "narrow width\ Approximation(2.11) f�ur R(s) auf eine Gleihung f�ur die �-Mesonmasse shlie�t:m2� = M21� �1 + s0M2� e� s0M2 � 12~2fit �4M4 � 12~3fit �6M61� e� s0M2 + 12~2fit �4M4 + 14~3fit �6M6 (4.40)mit ~2fit(4�)2 = 0:07 und ~3fit(4�)2 = �0:06 : (4.41)Abb.(4.3) zeigt die Auswertung der Gleihung (4.40) im Bereih M2 2 [7; 10℄�2 =[0:6; 0:8℄GeV 2, der im Rahmen der SVZ-Entwiklung als �Uberlappungsbereih ge-deutet wird. Gegen�uber Abb. (2.1) ist die Abweihung f�ur kleiner werdende M2als Folge des deutlih zu kleinen Wertes f�ur ~3fit(4�)2 au��allig, mit der Konsequenz,da� sih kein �ahnlih �uberzeugendes Plateau in M2 ausbildet. Als Ursahe kommtzum einen die Wahl der niedrigen Approximationsstufe r = 1 in Frage. Eine Un-tersuhung in dieser Rihtung erfordert aber zun�ahst die L�osung des vollst�andigenSelbstkonsistenzproblems in einer h�oheren Stufe r. Besonders im Vergleih zur SV Z-Entwiklung in Kapitel 2 kommt als weitere Ursahe die Beshr�ankung auf den Ein-Loop-Beitrag zur Vakuumpolarisation in Frage. Es wird Gegenstand der Untersu-hungen von Kapitel 5 sein, in welher Form Zwei-Loop-Korrekturen ber�uksihtigtwerden k�onnen und welhen Einu� diese in Hinblik auf die Interpretation einer�-Meson-Resonanz aus�uben.
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Kapitel 5Zwei-Loop-SelbstenergieGegenstand diese Kapitels ist die Berehnung der hadronishen Vakuumpolarisationdes Photons in der sytematish erweiterten St�orungstheorie bis zu Ordnung g20:�[v℄T (q2) = klpp� q ��F �FP� m= �[1;1℄T (q2) +O �g40� : (5.1)Ausgangspunkt sind die Entwiklungen bis O(g20) des Quark-Photon-Vertex (3.41)und des Fermionpropagators, die aus (3.43) gewonnen wird: .n = o[1;1℄+O(g40)=p+q � 266666664(g0�"0)2r �s�[℄F �F 377777775 �t +O(g40) :(5.2)Damit ergibt sih die Entwiklung der hadronishen Vakuumpolarisation des Pho-tons bis auf Terme der Ordnung O (g40): 65



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 66�[1;1℄T (q2) = uvpp�q ��F �FP� w+(g0�"0)2xyp�kp kp�q p�q�k��F �FP��F �FV� ��F �FV z{����������WTI � |}pp�q ��[℄F �FP� ~+(g0�"0)2��pp�kp kp�q ��F �FP���F �FV� � +(g0�"0)2 ��pp�q p�q�k p�qk ��F �FP� ��F �FV � �� ��pp p�q ��F �FP�[℄F �F� � � ��pp�q p�q��F �FP� �[℄F �F �:(5.3)5.1 Die Counterterm-GraphenZun�ahst erfolgt die Berehnung der Counterterm-Diagramme in (5.3). Aufgrunddes Vershwindens der perturbativen Divergenzen der DS-Funktionale auf Ein-Loop-Niveau in Landau-Eihung des inversen Quark-Propagators und des Quark-Photon-Vertex tragen keine perturbativen Counterterme bei. Aus der Fermion-Propagator-Subtraktion� ���[℄F �F ��=� �Ǒ�1 �� � �



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 67= � A+�+ 1p= + �+ +A��� 1p= + ��! A+p= + �+ + A�p= + ��! ; (5.4)erh�alt man dessen Anteil an der Vakuumpolarisation zu���pp p�q ��F �FP�[℄F �F� � = ���pp�q p�q��F �FP� �[℄F �F �= Q2fN Z dDp(2�)D tr(�  A+�+ 1p= + �+ +A��� 1p= + ��! A+p= + �+ + A�p= + ��!"� � �23 1p= + �2� 1p= � q= + �2# A+p= � q= + �+ + A�p= � q= + ��!)= Q2fN A2+�+Î(�+; �+; �+) +A2���Î(��; ��; ��)+A+A��+Î(�+; ��; ��) +A+A���Î(��; �+; �+)! (5.5)mit dem einzigen zus�atzlihen Ein-Loop-Basisintegral, das durh Berehnung derCounterterme entsteht:Î(�i; �j ; �j) := 1D � 1 Z dDp(2�)D tr�� 1p= + �i 1p= + �j � 1p= � q= + �j � : (5.6)Den Beitrag der Vertex-Subtraktion erh�alt man zu:���pp�q ��[℄F �FP� �= Q2fN Z dDp(2�)D tr(�  A+p= + �+ + A�p= + ��!"�23 1p= + �2� 1p= � q= + �2# A+p= � q= + �+ + A�p= � q= + ��!)= �Q2fNA+A��I(�+; �+)� I(�+; ��)� I(��; �+) + I(��; ��)� : (5.7)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 68Mit den Integraldarstellungen aus Anhang 1 erh�alt man als geshlossene Darstellungf�ur die Summe der Counterterme:�[1;0)T (q2) = �2 ��pp p�q ��F �FP�[℄F �F� � � ��pp�q ��[℄F �FP�  = Q2fN 2 hA2+�+Î(�+; �+; �+) +A2���Î(��; ��; ��)i+A+A��� + �+�� � �+ [I(�+; �+)� I(��; ��)℄! : (5.8)Da Î(�; �; �) konvergent ist und I(�; �) eine masseunabh�angige Divergenz ausbildet,vershwindet die Gesamtdivergenz der Counterterm-Diagramme. Die perturbativeDivergenz ist demnah niht verletzt. Da I(�; �) proportional zu q2 ist (A.14), bleibtals Nahweis der Erhaltung der Masselosigkeit zu zeigen, da� auh Î(�; �; �) f�urq2 ! 0 vershwindet. In der Tat ist nah (A.5):Î(�; �; �)(q2 = 0) = 83� "�2�2Af3;�g + 1(4�)2#= 0 : (5.9)5.2 Zwei-Loop-Graphen5.2.1 Formulierung der Zwei-Loop-GraphenDer Zwei-Loop-Graph, der sih aus der Insertion der Propagator-Selbstenergie �(p)(3.47) ergibt, lautet:�[1;1)T;prop(q2) =¡¢pp�kp kp�q ��F �FP���F �FV� £= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D tr(�  A+p= + �+ + A�p= + ��!�(p)"A+ 1p= + �+� 1p= � q= + �+ +A� 1p= + �� � 1p= � q= + �� #)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 69= Q2fD � 1N2 � 12 Xi;j;n1;n2=� �C(1)i;j An1An2 + C(2)i;j an1An2� IPi;j;n1;n2(q2) (5.10)mit den KoeÆzienten C(1=2)i;j aus (3.48). Die strukturelle Vereinfahung ist hierbeiv�ollig analog zum Ein-Loop-Beitrag eine Konsequenz der Parameterbeziehungen, diesih aufgrund der Erhaltung der WTI durh ��F �FP ergeben. Um zu einer einfaherenDarstellung zu gelangen wird die abk�urzende Shreibweisehh: : :ii statt Z dDp(2�)D Z dDk(2�)D � : : : (5.11)eingef�uhrt. Mit dieser shreibt sih das Zwei-Loop-Propagator-Integral:IPi;j;n1;n2(q2) := IP1i;j;n1;n2(q2)� IP2i;j;n1;n2(q2) (5.12)mitIP1i;j;n1;n2(q2) = hh 1k2 + uj�2 tr�� 1p= + �n1 � 1p= � k= + �i� 1p= + �n2 � 1p= � q= + �n2 �ii ;IP2i;j;n1;n2(q2) = hh 1k2hk2 + uj�2itr�� 1p= + �n1 k= 1p= � k= + �ik= 1p= + �n2 � 1p= � q= + �n2 �ii :(5.13)Den zweiten Zwei-Loop-Graphen erh�alt man durh Insertion von ��[1;1)F �FP (p; q; p� q)(3.52):�[1;1)T;vert(q2) =¤¥p�kp kp�q p�q�k��F �FP��F �FV� ��F �FV � ����������WTI= Q2fD � 1N2 � 12 Z dDp(2�)D tr(�  A+p= + �+ + A�p= + ��!��F �FP [1;1)(p; q; p� q) A+p= � q= + �+ + A�p= � q= + ��!)= Q2fD � 1N2 � 12 Xi;j=�(C(1)i;j Xn1;n2=�An1An2IVai;j;n1;n2(q2)+C(2)i;j Xn1;n2=� an1An2IVai;j;n1;n2(q2) + an1an2IVbi;j;n1;n2(q2)) :(5.14)Die Zwei-Loop-Vertex-Integrale sind:IVai;j;n1;n2(q2) = IV1;ai;j;n1;n2(q2)� IV2;ai;j;n1;n2(q2) ;IVbi;j;n1;n2(q2) = IV1;bi;j;n1;n2(q2)� IV2;bi;j;n1;n2(q2) (5.15)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 70mitIV1;ai;j;n1;n2(q2) = hh 1k2 + uj�2 tr�� 1p= + �n1 � 1p= � k= + �i� 1p= � q= � k= + �i� 1p= � q= + �n2 �ii= hh 1(p � k)2 + uj�2 tr�� 1p= + �n1 � 1k= + �i� 1k= � q= + �i� 1p= � q= + �n2 �ii ;IV2;ai;j;n1;n2(q2) = hh 1k2hk2 + uj�2itr�� 1p= + �n1 k= 1p= � k= + �i� �� 1p= � q= � k= + �i k= 1p= � q= + �n2 �ii= hh 1(p � k)2h(p� k)2 + uj�2itr�� 1p= + �n1 (p= � k= ) 1k= + �i� �� 1k= � q= + �i (p= � k= ) 1p= � q= + �n2 �ii ;IV1;bi;j;n1;n2(q2) = hh 1k2 + uj�2 tr�� 1p= + �n1 � 1p= � q= + �n2 � 1p= � q= � k= + �i��ii= hh 1k2 + uj�2 tr�� 1p= � q= + �n1 � 1p= + �n2 � 1p= � k= + �i��ii ;IV2;bi;j;n1;n2(q2) = hh 1k2hk2 + uj�2itr�� 1p= + �n1 � 1p= � q= + �n2 k= 1p= � q= � k= + �ik= �ii= hh 1k2hk2 + uj�2itr�� 1p= � q= + �n1 � 1p= + �n2 k= 1p= � k= + �ik= �ii : (5.16)In Abh�angigkeit von obigen Integralen kann der gesamte Zwei-Loop-Beitrag derhadronishen Vakuumpolarisation dargestellt werden durh:�[1;1)T (q2) = Q2fD � 1N2 � 12 ( Xi;j;n1 ;n2=�C(1)i;j An1An2 h2IPi;j;n1;n2(q2) + IVai;j;n1;n2(q2)i+ Xi;j;n1;n2=�C(2)i;j an1 hAn2 �2IPi;j;n1;n2(q2) + IVai;j;n1;n2(q2)�+ an2IVbi;j;n1;n2(q2)i) :(5.17)Nah Ausf�uhrung der Spuren ergeben sih die IP=Vi;j;n1 ;n2 als Summen �uber Integrale,die von den Impulsen nur noh �uber deren Skalarprodukte abh�angen.Propagator-IntegraleIP1i;j;n1;n2(q2) = hh TrP1i;n1;n2(p; k; q)hp2 + �2n1ihp2 + �2n2ih(p� q)2 + �2n2ihk2 + uj�2ih(p� k)2 + �2i iii(5.18)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 71mit der Spur:TrP1i;n1;n2(p; k; q) = tr�� (p= � �n1) � (p= � k= � �i) � (p= � �n2) � (p= � q= � �n2)�= 4 n D2�n1�2n2�i+ h(D � 2) �2�n1�n2 +D�2n2 +D�n1�i�� 2D�n2�ii p2� (D � 2) �2�n1�n2 +D�2n2� (pk)� (D � 2)2�n1�n2(kq)+ (D � 2) [�D (�n2�i + �n1�i) + (D � 2)�n1�n2 ℄ (pq)+ (D � 2)2 h(p2)2 � p2(pq)� p2(pk) � p2(kq)i+ 2(D � 2)2(pk)(pq)o : (5.19)IP2i;j;n1;n2(q2) = hh TrP2i;n1;n2(p; k; q)hp2 + �2n1ihp2 + �2n2ih(p � q)2 + �2n2ik2hk2 + uj�2ih(p � k)2 + �2i iii(5.20)mit der Spur:TrP2i;n1;n2(p; k; q) = trn� (p= � �n1) k= (p= � k= � �i) k= (p= � �n2) � (p= � q= � �n2)�= �4 ( �D�n1�2n2�ik2 + �4�n1�n2 + 2D�2n2� (pk)2� �2�n1�n2 +D�2n2� (pk)k2 � (D � 2)�n1�n2k2(kq)� 2(D � 2)�n1�n2(pk)(kq)+ h�2�n1�n2 �D�2n2 � (D � 2)�n1�i + 2�n2�ii p2k2+ (D � 2) [��n1�n2 + �n1�i + �n2�i℄ k2(pq)+ (D � 2)h� p2k2(pk) � 2p2(pk)2 � p2k2(kq) + 2p2(pk)(kq)�(p2)2k2 + 2k2(pk)(pq)� 4(pk)2(pq) + p2k2(pq)i) :(5.21)Vertex-IntegraleIV1;ai;j;n1;n2(q2) = hh TrV1;ai;n1;n2(p; k; q)hp2 + �2n1ih(p� q)2 + �2n2ihk2 + �2i ih(k � q)2 + �2i ih(p � k)2 + uj�2iii(5.22)mit der Spur:TrV1;ai;n1;n2(p; k; q) = tr�� (p= � �n1) � (k= � �i) � (k= � q= � �i) � (p= � q= � �n2)�= 4 n �D(D � 2)�n1�n2�2i�(D � 2)2�n1�n2k2 � 2(D + 1)�n2�i(pk)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 72+ h(D � 2)2�n1�n2 + 2D�n1�ii (kq)+ h(D � 2)2�n1�i � (D2 � 6D + 4)�n2�ii (pq)�(D � 2)2�2i p2 � (D � 2)2�n1�iq2+4(D � 2) h�(pk)2 + (pk)(kq) + (pk))(pq)� 4(pq)(kq)i+(D � 2)(D � 4) h�p2k2 + p2(kq) + k2(pq)� (pk)q2i o :(5.23)IV2;ai;j;n1;n2(q2) = hh TrV2;ai;n1;n2(p; k; q)hp2 + �2n1ih(p� q)2 + �2n2ihk2 + �2i ih(k � q)2 + �2i i(p� k)2h(p � k)2 + uj�2iii(5.24)mit der Spur:TrV2;ai;n1;n2(p; k; q) = tr�� (p= � �n1) (p= � k= ) (k= � �i) � (k= � q= � �i) (p= � k= ) (p= � q= � �n2)�= �4 n (D � 2)�n1�n2�2i �k2 � 2(pk) + p2�D�n1�n2(k2)2 � [�2D�n1�n2 + 2(�n1 + �n2)�i℄ k2(pk)+4 h�n1�n2 � �n1�i � �n2�i + �2i i (pk)2� (D�n1�n2 + 2�n1�i) k2(kq)+ h2(D � 2)�n1�n2 + 2D�n1�i � 2(D � 2)�n2�i � 4�2i i (pk)(kq)�2(D � 2)�n1�i(kq)2 + (D � 4) ��n1�n2 + �2i � p2k2+2 h(�n1 + �n2)�i �D�2i i p2(pk)+ h�(D � 4)�n1�n2 � 2(D � 1)�n1�i + 2(D � 2)�n2�i + 4�2i i p2(kq)+D�2i (p2)2 � 2(D � 2)�n1�i(pq)2 + (D � 2)�n1�ip2q2�2(D � 2)�n1�i(pk)q2 + (D � 2)�n1�ik2q2 + 4(D � 2)�n1�i(pq)(kq)+ h4�n1�n2 � (D � 2)�n1�i + (D � 4)�n2�i � (D � 4)2�2i i k2(pq)+ h�4�n1�i + 4�n2�i + 2(D � 2)�2i i (pk)(pq)+ h(D � 2)�n1�i �D�n2�i �D�2i i p2(pq)+(D � 2)h(k2)2p2 � 2p2k2(pk) � p2k2(kq)+2p2(pk)kq � 2p2(kq)2 + (p2)2k2�(p2)(kq)� (k2)2(pq) + 2k2(pk)(pq)+2k2(pq)(kq)� k2p2(pq) + 2p2(pq)(kq)�2k2(pq)2 � k2(pk)q2 + 2p2k2q2 � p2(pk)q2io : (5.25)IV1;bi;j;n1;n2(q2) = hh TrV1;bi;n1;n2(p; k; q)hp2 + �2n2ih(p � q)2 + �2n1ihk2 + uj�2ih(p � k)2 + �2i iii (5.26)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 73mit der Spur:TrV1;bi;n1;n2(p; k; q) = �tr�� (p= � q= � �n1) � (p= � �n2) � (p= � k= � �i) ��= 4 n D2�n1�n2�i+(pk) h�D(D � 2)�n1 + (D � 2)2�n2i�(kq)(D � 2)2�n2+p2 hD(D � 2)�n1 � (D � 2)2�n2 +D(D � 2)�ii+(pq) h(D � 2)2�n2 �D(D � 2)�iio : (5.27)IV2;bi;j;n1;n2(q2) = hh TrV2;bi;n1;n2(p; k; q)hp2 + �2n2ih(p� q)2 + �2n1ik2hk2 + uj�2ih(p� k)2 + �2i iii (5.28)mit der Spur:TrV2;bi;n1;n2(p; k; q) = �tr�� (p= � q= � �n1) � (p= � �n2) k= (p= � k= � �i) k= �= �4 n �k2D�n1�n2�i+k2(pk) [(D � 2)�n2 �D�n1 ℄+(pk)22 [D�n1 � (D � 2)�n2 ℄�k2(kq)(D � 2)�n2 + (pk)(kq)2(D � 2)�n2+p2k2 [D�n1 + (D � 2)�n2 � (D � 2)�i℄+k2(pq)(D � 2) (��n2 + �i)o : (5.29)5.2.2 Berehnung der Zwei-Loop-GraphenZur Auswertung der Integrale (5.18),(5.20), (5.22) und (5.24) sind nah Partial-bruhzerlegung1k2rhk2r + uj�2i = 1uj�2 0� 1k2r � 1hk2r + uj�2i1A ; k2r = k2; (p � k)2 (5.30)Zwei-Loop-Integrale mit m2i 2 f�2+; �2�; u+�2; u��2g der folgenden Gestalt zu be-rehnen:hh (p2)�1(k2)�2(pq)�3(kq)�4(pk)�5hp2 +m21i�1:0hp2 +m23i�1:1hk2 +m22ih(p� q)2 +m23ih(k � q)2 +m22i�4h(p � k)2 +m25iii(5.31)mit Propagator-Integrale : �1:0 = �1:1 = 1 _ �1:0 = 0; �1:1 = 2; �4 = 0 ;Vertex-Integrale : �1:0 = 1; �1:1 = 0; �4 = 1 ;



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 74�1 � �1:0 + �1:1 + 1; �4 � �4 + 1 sonst �i � 2 : (5.32)Die Integrale (5.31) werden durh einen Reduktions-Mehanismus, �ahnlih dem inAnhang B f�ur Zwei-Loop-Integrale ohne �au�eren Impuls, auf einen Satz von Basis-integralen zur�ukgef�uhrt. Zum einen treten Produkte von Ein-Loop-Integralen auf,die in Anhang A angegeben sindAf�;mg = h 1hp2 +m2i� i ;Bf�;m1g;f1;m2g = h 1hp2 +m21i�h(p� q)2 +m22ii ; (5.33)zum anderen die Zwei-Loop-Basisintegrale, die in Anhang C auf numerish zu be-rehnende Feynmanparameterintegrale zur�ukgef�uhrt werdenJf�;m1g;f1;m2g;f1;m3g := hh 1h(p � q)2 +m21i�hk2 +m22ih(p� k)2 +m23iii ;Vf1;m1g;f1;m2g;f1;m3g;f1;m4g := hh 1hp2 +m21ih(p � q)2 +m22ihk2 +m23ih(p� k)2 +m24iii ;Ff1;m1g;f1;m2g;f1;m3g;f1;m4g;f1;m5g :=hh 1hp2 +m21ihk2 +m22ih(p� q)2 +m23ih(k � q)2 +m24ih(p � k)2 +m25iii(5.34)und die (q2 = 0)-Zwei-Loop-Basisintegrale, die in Anhang B angegeben sind:Kf�;m1g;f1;m2g;f1;m3g = Jf�;m1g;f1;m2g;f1;m3g(q2 = 0)= hh 1hp2 +m21i�hk2 +m22ih(p � k)2 +m23iii (5.35)mit � 2 f1; 2g.Im ersten Reduktionsshritt werden die Skalarprodukte untershiedliher Impulsek1k2 2 fpq; pkg und im Fall der Vertex-Integrale auh k1k2 = kq ersetzt:k1k2 = 12 �k21 + k22 +m2 � h(k1 � k2)2 +m2i�(k1k2)2 = �12(k1k2)h(k1 � k2)2 +m2i+14 �k21 + k22 +m2 � h(k1 � k2)2 +m2i� (k21 + k22 +m2) (5.36)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 75mit den jeweiligen Massenquadraten m2 2 fm23;m24;m25g.Im zweiten Shritt erfolgt die Ersetzung der Impulsquadrate durh die entsprehen-den Nennerfaktoren: k2 = hk2 +m22i�m22(k2)2 = k2hk2 +m22i�m22hk2 +m22i+m42p2 = hp2 +m21i�m21 : (5.37)Im Fall der Propagator-Integrale ist zudem zu ersetzen(p2)2 = hp2 +m21ihp2 +m23i�m21hp2 +m23i�m23hp2 +m21i+m21m23 ;(p2)3 = p2hp2 +m21ihp2 +m23i� (m21 +m23)hp2 +m21ihp2 +m23i+ m41hp2 +m23i+m23(m23 +m21)hp2 +m21i�m41m23 (5.38)und im Fall der Vertex-Integrale:(p2)2 = p2hp2 +m21i�m21hp2 +m21i+m41 : (5.39)Nah K�urzung der Nennerfaktoren hp2 +m21i; : : : ; h(p � k)2 +m25i und im Fall derPropagator-Integrale mit m21 6= m23 auh nah der Partialbruhzerlegung1hp2 +m21ihp2 +m23i = 1m21 �m23 0� 1hp2 +m23i � 1hp2 +m21i1A (5.40)verbleiben in der Entwiklung der Integrale (5.31) neben den Basisintegralen (5.33),(5.34) und (5.35) Shleifenintegrale mit zun�ahst niht weiter reduzierbaren Z�ahler.Diese werden im dritten Reduktionsshritt auf die Basisintegrale zur�ukgef�uhrt. Diemeisten hiervon lassen sih durh Variablentransformation oder Ausnutzung einfa-her Symmetrien wie beispielsweisehh p2h(p � q)2 +m23ih(k � q)2 +m24ih(p� k)2 +m25iii= hh p2 + q2hp2 +m23ihk2 +m24ih(p � k)2 +m25iii= (q2 �m23)Kf1;m5g;f1;m4g;f1;m3g +Af1;m4gAf1;m5g (5.41)umwandeln. Die �ubrigen teilen sih auf in zwei Typen von Spezialintegralen. Zumeinen sind dies die Integrale mit Z�ahlerstrukturen, die mit den bisherigen Stan-dardmethoden niht weiter reduziert werden k�onnen (Typ 1). Die Grundtypen mit



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 76�1 = 0; 1; 2 und �4 = 0; 1 lauten:F 0;0;0;1;0f�1;m1g;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g = hh kqhp2 +m21i�1hk2 +m22ih(p � q)2 +m23ih(p � k)2 +m25iii ;F 1;0;0;0;00;f1;m2g;f1;m3g;f�4;m4g;f1;m5g = hh p2hk2 +m22ih(p � q)2 +m23ih(k � q)2 +m24i�4h(p � k)2 +m25iii :(5.42)Die Spezialintegrale von Typ 2 sind Zwei-Shleifenintgrale, deren Z�ahler bereitsvollst�andig ausreduziert sind, die sih aber dennoh durh die Basisintegrale ausAnhang A und C darstellen lassen:F 0;0;0;0;0f2;m1g;f1;m2g;f1;m1g;0;f1;m5g = hh 1hp2 +m21i2hk2 +m22ih(p � q)2 +m23ih(p� k)2 +m25iii ;F 0;0;0;0;0f1;0g;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g = hh 1p2hk2 +m22ih(p � q)2 +m23ih(p � k)2 +m25iii ;F 0;0;0;0;0f2;0g;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g = hh 1hp2i2hk2 +m22ih(p � q)2 +m23ih(p � k)2 +m25iii :(5.43)Der Algorithmus zur Reduzierung auh solher Typen von Shleifenintegralen wurdevon Tarasov [TAR 96℄ entwikelt.Die obigen Bezeihnungen der Zwei-Loop-Integralefolgen der dort eingef�uhrten allgemeinen Notation:F �1;�2;�3;�4;�5f�1;m1g;f�2;m2g;f�3;m3g;f�4;m4g;f�5;m5g =hh (p2)�1(k2)�2(pq)�3(kq)�4(pk)�5hp2 +m21i�1hk2 +m22i�2h(p � q)2 +m23i�3h(k � q)2 +m24i�4h(p � k)2 +m25i�5 ii :(5.44)Die Implementierung dieses Algorithmus unter Mathematia, allerdings im Minkow-skishen, �ndet man als Freeware-Version TARCER.nb auf der HomepageMathema-tia.om. Die Darstellung dieser Integrale in Abh�angigkeit von den Basisintegralenist im Anhang D angegeben.Der vollst�andige Rekursionsmehanismus zur R�ukf�uhrung aller Zwei-Loop-Integrale(5.31) und somit auh des Zwei-Loop-Beitrags (5.17) zur hadronishen Vakuumpo-larisation auf die Basisintegrale (5.33), (5.34) und (5.35) wird in der regelbasiertenComputerspraheMathematia implememtiert und ausgef�uhrt. Man kann den Zwei-Loop-Beitrag shlie�lih wie folgt darstellen:



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 77�[1;1)T (q2) = Q2fD � 1N2 � 12( Xi;j;n1;n2 C(1)ij An1An2�T [1;1)ai;j;n1;n2(q2)Xi;j;n1;n2 C(2)ij an1an2 ��T [1;1)bi;j;n1;n2(q2) + �2�T [1;1)ai;j;n1;n2(q2)�) (5.45)mit den Basisgr�o�en�T [1;1)ai;j;n1;n2(q2) := 2IPi;j;n1;n2(q2) + IVai;j;n1;n2(q2) ;�T [1;1)bi;j;n1;n2(q2) := ��n2�T [1;1)ai;j;n1;n2(q2) + IVbi;j;n1;n2(q2) ; (5.46)die im Anhang E angegeben sind.Zum Nahweis der Erhaltung der Masselosigkeit des Photons auf Zwei-Loop-Niveau mu� gezeigt werden, da� die Gleihungen�2IPi;j;n1;n1(0) = IVai;j;n1;n1(0) ;�n2�T [1;1)ai;j;n1;n2(0) + �n1�T [1;1)ai;j;n2;n1(0)= IVbi;j;n1;n1(0) + IVbi;j;n1;n2(0) + IVbi;j;n2;n1(0) + IVbi;j;n2;n2(0) (5.47)erf�ullt sind, aus denen �[1;1)T (0) = 0 folgt. Der Nahweis gelingt mit dem im AnhangB formulierten zweistu�gen Reduktionsverfahren zur L�osung der IP=Vi;j;n1;n2(q2 = 0)-Integrale, das ebenfalls in Mathematia implementiert und ausgef�uhrt wird. Die(q2 = 0)-Integrale werden hierbei zur�ukgef�uhrt auf die analytish bekannten Ein-Loop-Integrale Af�;mg und das (q = 0)-"Master\-Integral Kf1;m1g;f1;m2g;f1;m3g , f�urdas ebenfalls eine analytishe Darstellung gefunden werden kann. Die zu (5.47) bei-tragenden Gr�o�en sind in Anhang F angegeben.Da die I-Integrale f�ur � ! 0 die perturbative Gestalt annehmen, kann man ausder Darstellung des Zwei-Loop-Selbstenergie-Beitrages (5.17) und der Ausf�uhrungder KoeÆzienten-SummenXi;j;n1;n2=�C(1)i;j An1An2 = Xi;j=�C(1)i;j = 1 ;Xn1;n2=� an1An2 = Xn1;n2=� an1an2 = 0 (5.48)allgemein shlie�en, da� die perturbative Divergenz (3.16) erhalten ist. In der Tatbeobahtet man in Abb.(5.1), da� neben dem exakten Vershwinden der 1"2 Diver-genz der KoeÆzient des 1" divergenten Beitrags f�ur gro�e q2 gegen denjenigen der



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 78perturbativen Divergenz konvergiert, der das Grenzverhalten f�ur gro�e euklidisheImpulse darstellt:�[1;1)T div(q2)q2 q2!1�! �[1℄T pertdiv (q2)q2 = 1(4�)4Q2f(N2 � 1)1" : (5.49)
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Abb.5.1: KoeÆzient der 1" Divergenz im Vergleih zur perturbativen DivergenzZum Studium der Modi�kation der nihtperturbativen nullten Ordnung durhden divergenten nihtperturbativen Zwei-Loop-Beitragg20 1" ���0��2"�[1;1)T npdiv(q2) := g20 ��[1;1)T div(q2)��[1℄T pertdiv (q2)� "!0�! (4�)2�0 �[1;1)T npdiv(q2)(5.50)wird diese in Abb.(5.2) im Vergleih zum Counterterm-Beitrag �[1;0)T (q2) (5.8) unddem nihtperturbativen Ein-Loop-Beitrag �[1;0℄T reg(q2) � �[1;0℄T l=1reg (q2) �uber s = q2�2aufgetragen. Abb.(5.3) kann man entnehmen, da� sih die Zwei-Loop-Korrekturfast vollst�andig mit dem Counterterm-Beitrag weghebt und sih vom numerishenStandpunkt nur eine minimale Korrektur der nihtperturbativen nullten Ordnung�T [1;0℄l=2reg (q2) = �[1;0℄T l=1reg (q2) + �[1;0)T l=2reg (q2) (5.51)durh �[1;0)T l=2reg (q2) = (4�)2�0 �[1;1)T npdiv(q2) + �[1;0)T (q2) (5.52)ergibt.
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Abb.5.2: Der Ein-Loop-Beitrag �[1;0℄T l=1reg im Vergleih zur Zwei-Loop-Korrektur(4�)2�0 �[1;1)T npdiv und dem Counterterm-Beitrag �[1;0)T
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Abb.5.3: Aufgetragen ist �[1;0℄T l=2reg im Vergleih zu �[1;0℄T l=1reg



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 80Abb.(5.4) zeigt die numerishe Auswertung des endlihen g2-Beitags �T [1;1)reg (q2),der f�ur gro�e euklidishe Impulse in die perturbative L�osung �T [1℄pertreg (q2) (3.16)konvergiert.
0 20 40 60 80 100

s

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

Pi

Abb.5.4: Aufgetragen ist �[1;1)Treg (q2)�2 (gepunktet) �uber s := q2�2 gegen die entsprehendeperturbative Gr�o�e (durhgezogene Linie).Die Korrektur der perturbativen L�osung im Infrarotbereih erkennt man deutli-her noh in Abb. (5.5), in der �0Treg(q2) := �Treg (q2)q2 mit der entsprehend de�niertenperturbativen L�osung aufgetragen ist. Dabei ist zu beahten, da� das perturbativeResultat f�ur s ! 0 die �ublihe logarithmishe Singularit�at besitzt, w�ahrend dasnihtperturbativ korrigierte f�ur s! 0 einem in der Figur niht mehr darstellbaren,aber endlihen Wert zustrebt.
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Abb.5.5: Aufgetragen ist �[1;1)Treg (q2)q2 (gepunktet) �uber s := q2�2 gegen die entsprehendeperturbative Gr�o�e (durhgezogene Linie).5.3 Auswertung der ErgebnisseAusgangspunkt der Untersuhungen ist erneut Gleihung (4.17), welhe die �-Meson-Korrelationsfunktion zur Vakuumpolarisation in Beziehung setzt:��(q2) = Z��T (q2) mit Z� = 910 : (5.53)Die direkte Beobahtung von Resonanzen im Minkowskishen erfordert, wie shonbetont, eine unendlihe Teilsummation von Graphen, wie sie beispielsweise von derBethe-Salpeter-Gleihung f�ur die T4-Amplitude geleistet wird. Eine Alternative stelltdie Pad�efortsetzung in der laufenden Kopplung g2 dar. F�ur die Korrelationsfunktiondes �-Mesons erh�alt man:��[1;1℄l=2(q2) = ��[1;0℄l=2(q2) + g2��[1;1)l=2(q2)Pade! (��[1;0℄l=2(q2))2�(q2) (5.54)mit dem als Fredholmnenner aufzufassenden�(q2) = ��[1;0℄l=2(q2)� g2��[1;1)l=2(q2) : (5.55)Da der tats�ahlihe Kopplungswert f�ur kleine q2 niht bekannt ist, wird in Abb. (5.6)der Fredholmnenner �(s) �uber sM = �q2E f�ur untershiedlihe Werte der Kopplungg2 aufgetragen.
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Abb.5.6: Fredholmnenner �(s) �uber sM = �q2E von unten nah oben f�ur aufstei-gende Werte der Kopplung g2 = f2:5; 5; 7:5; 10gIn der betre�enden Region der Fredholmdeterminanten bilden sih keine Minimaoder gar Nullstellen aus. Es mu� demnah die Konsequenz gezogen werden, da�die im Rahmen dieser Arbeit gewonnen Ergebnisse f�ur die Vakuumpolarisation beikleinen Energien keinen R�ukshlu� auf eine �-Meson-Resonanz zulassen.Im folgenden soll untersuht werden, ob sih durh indirekten Vergleih der Re-sonanzregion mit �[1;1℄Treg l=2(q2) analog zur SV Z-Methode bei h�oheren Energien eine�-Meson-Resonanz andeutet. F�ur die Vakuumpolarisation�[1;1℄Treg l=2(q2) = �[1;0℄Treg l=2(q2) + g2�[1;1)Treg l=2(q2) (5.56)wird (4.21) und (4.28) folgend eine f�ur gro�e q2 g�ultige �2q2 -Entwiklung mit ln � q2�2�-abh�angigen KoeÆzienten angesetzt:�[1;p)Tfit (q2) = q2 ( 0[1;p)0 ln q2�2!+ [1;p)0 + [1;p)1 �2q2+ 0[1;p)2  �2q2 !2 ln q2�2!+ [1;p)2  �2q2 !2+ 0[1;p)3  �2q2 !3 ln q2�2!+ [1;p)3  �2q2 !3 ) : (5.57)Die Verwendung der SV Z-Methode bietet sih an, da sie einen durh die Borel-transformation vermittelten Vergleih der Resonanzregion mit dem tief euklidishen



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 83Sektor erm�ogliht, von dem man sih erho�t, da� die nihtperturbativ erweiterteSt�orungstheorie hier eher als f�ur kleine q2 bereits in r = 1 eine quantitativ guteApproximation darstellt. Gegen�uber einer rein numerishen Behandlung bietet dasVerfahren nah Bestimmung der KoeÆzienten [1;p)i und 0[1;p)i den Vorteil der ana-lytishen Durhf�uhrbarkeit und der gr�o�eren Transparenz auh im Hinblik auf dieVergleihbarkeit mit den Ergebnissen des urspr�unglihen SV Z-Mehanismus.Es sei an dieser Stelle betont, da� daher zwar auh in dieser Arbeit die semiem-pirishe Resonanzkurve mit einer �2=q2E-Entwiklung verglihen wird, jetzt aller-dings grunds�atzlih der Vorteil besteht, keine empirish anzupassenden Kondensatemehr ausf�uhren zu m�ussen. Tats�ahlih stellt der Ansatz (5.57) gegen�uber der SV Z-Entwiklung noh eine Erweiterung dar, die au�er in den perturbativen Termen keinelogarithmishen Abh�angigkeiten besitzt, ist aber f�ur �[1;1)T vom theoretishen Stand-punkt aus betrahtet auh niht der allgemeinste m�oglihe Ansatz, da dieser zus�atz-lih ln2 � q2�2�-Abh�angigkeiten besitzen kann. Der Ansatz (5.57) bietet aber geradeneben dem, bei geeigneter KoeÆzientenwahl, sehr guten Erfassen des Kurvenver-laufs die M�oglihkeit, den SV Z-Mehanismus inklusive der Boreltransformation zurindirekten �-Meson-Resonanz-Untersuhung anwenden zu k�onnen. (Abh�angigkeitenvom Typ lnp � q2�2 � mit p � 2 lassen sih i.a. niht analytish transformieren).Die KoeÆzienten [1;p)0 und 0[1;p)0 sind aus den perturbativen Resultaten bekannt.Man ben�otigt in diesem Zusammenhang nur die Beziehung�Z� �0[1;0)0 + 0[1;1)0 � = 18�2 �1 + �s� � : (5.58)Die nihtperturbativen KoeÆzienten [1;p)i und 0[1;p)i erh�alt man durh eine Standard-�troutine in Abh�angigkeit vom Intervall, in dem die Funktion approximiert werdensoll. F�ur das Intervall q2�2 2 [4; 100℄ erh�alt man die Werte:[1;0)1 = �0:03845 ; [1;0)2 = +0:03007 ; 0[1;0)2 = +0:01543 ;[1;0)3 = �0:00913 ; 0[1;0)3 = �0:03845 ;[1;1)1 = +0:02446 ; [1;1)2 = +3:32721 ; 0[1;1)2 = �1:00926 ;[1;1)3 = �0:42815 ; 0[1;1)3 = �5:47545 : (5.59)Die Entwiklung (5.57) wird wie in Gleihung (4.37) mit einem Ansatz f�ur die Reso-nanzregion, der die �-Mesonmasse als Parameter enth�alt, gleihgesetzt. Durh Bor-eltransformation B̂ (2.58) wird ein �Uberlappungsbereih in q2�2 B̂! M2�2 der beidenSeiten der Gleihung gesha�en. Wie beim SV Z-Mehanismus wird die laufendeKopplung erst nah Ausf�uhrung der Boreltransformation ausgewertet.Die Boreltransformation kann durh die inverse Laplaetransformation L�1 dar-gestellt werden:f(q2) := LnF � 1M2�o = Z 10 d� 1M2�F � 1M2� e� q2M2 ; (5.60)



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 84B̂f(q2) = 1M2F � 1M2� : (5.61)Hiermit �ndet man die zweite neben (2.59) ben�otigte Beziehung:B̂ ln(q2)(q2)� = 1(� � 1)!  1 + 12 + : : :+ 1� � 1 � E + ln(M2)! 1(M2)� : (5.62)Dem SV Z-Mehanismus (4.37) : : : (4.40) folgend erh�alt man f�ur die �-Mesonmassem2� = M2�1 + �s� � �1� �1 + s0M2� e�s0=M2�+ 8�2Z�f1(M2)�1 + �s� �h1� e�s0=M2i+ 8�2Z�f2(M2) (5.63)mitf1(M2) = �(�1 + E)02 � 2� �2M2!2 + �(�32 + E)03 � 3 + 1302�  �2M2!3�02 ln q2�2! �2M2!3 � 03 ln q2�2! �2M2!4 + 1203  �2M2!4 ;f2(M2) = 1  �2M2!� �(�1 + E)02 � 2� �2M2!2 � 12 �(�32 + E)03 � 3�  �2M2!3+02 ln q2�2! �2M2!2 + 03 ln q2�2! �2M2!3 (5.64)mit i = [1;0)i + 4��s[1;1)i ;0i = 0[1;0)i + 4��s0[1;1)i : (5.65)Setzt man die Kopplung zun�ahst auf Null, um die quasi-perturbativen Korrekturender Ordnung g2 abzushalten, so erh�alt man eine m�(M2)-Abh�angigkeit, die auhbei Variation des Approximationsintervalls stabil bleibt. In Abb.(5.7), die den durhdie Boreltransformation vermittelten �Uberlappungsbereih der "Master\-Gleihung(4.37) zeigt, ist m� gegen M2 speziell f�ur den KoeÆzientensatz (5.59) aufgetragen.Interessanterweise �ahnelt der Verlauf dem in Abb.(4.3), obwohl hier keinerlei Fit anph�anomenologishe Daten vorgenommen wurde. Insbesondere stimmt der Gr�o�en-bereih, in dem die Kurven verlaufen, (man beahte den unterdr�ukten Nullpunkt)erneut sehr gut mit dem tats�ahlihen Bereih in Abb.(2.1) �uberein. Ein Plateau al-lerdings, das den R�ukshlu� auf eine �-Mesonresonanz zulassen w�urde, bildet sihniht aus.
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Abb.5.7: m � m� in GeV als Funktion von M2 skaliert in �2 f�ur untershiedliheWerte der Kontinuumsshwelle s0:f1: s0 = 1:75GeV 2, f2: s0 = 1:5GeV 2, f3: s0 = 1:25GeV 2.Die Erwartung, da� die Zwei-Loop-Beitr�age die gew�unshte Korrektur f�ur kleineM2 liefern, best�atigt sih niht. Vielmehr zeigt sih, da� zum einen m�(M2) vonder Wahl des Approximationsintervalls abh�angt und zum anderen die Korrektur desKurvenverlaufs in Abb.(5.7) durh die Zwei-Loop-Beitr�age in keinem Fall klein ist.Da dies aus physikalisher Siht zu keinem sinnvollen Ergebnis f�uhrt, mu� auf einegraphishe Darstellung verzihtet werden.Die Vertexfunktionen in erweiterter St�orungstheorie kann man au�assen als Fort-setzungen der perturbativen Vertizes aus dem tief euklidishen Sektor in den Bereihkleinerer Energien. Qualitativ sind sie bereits in Stufe r = 1 globale Approximan-ten der eigentlihen Vertizes, quantitativ ist allerdings zu erwarten, da� sie erst mitsteigendem Approximationsgrad r brauhbare N�aherungen hin zu immer kleinerenEnergien darstellen. Es besteht daher die begr�undete Ho�nung, da� eine Korrekturdes Kurvenverlaufs in Abb. (5.7) durh Erh�ohung des Approximationsgrades r beiBeibehaltung der Ein-Loop-Ordnung erreiht werden kann.Bei der Behandlung der Zwei-Loop-Terme war der Erf�ullung der Ward-Identit�atenoberste Priorit�at einger�aumt worden. Vor dem Hintergrund, da� hiermit die Erhal-tung der perturbativen Divergenz und der Masselosigkeit des Photons garantiertist, ersheint dies als naheliegender und vertretbarer Ansatz. Das Sheitern im Hin-blik auf die Untersuhung der �-Meson-Resonanz legt allerdings den Shlu� nahe,



KAPITEL 5. ZWEI-LOOP-SELBSTENERGIE 86da� besonders die Behandlung der Zwei-Loop-Beitr�age eine h�ohere rationale Appro-ximationsstufe erfordert, mit der die Ward-Identit�aten sukzessive mit steigendemApproximationsgrad besser erf�ullt werden k�onnen.



Zusammenfassung und AusblikIn dieser Arbeit wurde der Versuh unternommen, imRahmen einer nihtperturbativerweiterten St�orungstheorie einen Mehanismus zu etablieren, der die Untersuhungder �-Meson-Resonanz erm�ogliht.Hierbei zeigten die Ein-Loop-Resultate f�ur die Vakuumpolarisation bereits einevielversprehende Fortsetzung der rein perturbativen Gr�o�e aus dem tief euklidi-shen Sektor hin zu kleineren Impuls�ubertr�agen. Dennoh konnte auf deren Basisdurh indirekten Vergleih mit einem ph�anomenologishen Ansatz f�ur die Resonanz-region im Sinne von Shifman, Vainshtein und Zakharov noh kein R�ukshlu� aufdie Existenz einer �-Meson-Resonanz gezogen werden.Die Mitnahme der Zwei-Loop-Beitr�age hat vor allem die Frage aufgeworfen,in welher Form die Ward-Takahashi-Identit�aten (WTI) zu behandeln sind, derenErf�ullung die Erhaltung der perturbativen Divergenz und der Masselosigkeit desPhotons garantiert. In dieser Arbeit wurde anstelle der vollst�andigen Entwiklungdes Zwei-Loop-Beitrages durh Dyson-Shwinger-Iteration die exakte Erf�ullung derWTI in erster Stufe der rationalen Approximation umgesetzt. Au��alligstes Resultatist, da� sih nur eine minimaleModi�kation der nihtperturbativen nullten Ordnungaufgrund der Zwei-Loop-Beitr�age ergibt. Ebenso wie diese nullte Ordnung zeigt auhdie quasi-perturbative Korrektur erster Ordnung die erwartete "weihe\ analytisheFortsetzung der nur im Hohenergiebereih g�ultigen rein perturbativen L�osung hinzu kleineren Energien. Jedoh war weder der Versuh der direkten "Beobahtung\der �-Meson-Resonanz mittels Pad�e-Fortsetzung erfolgreih, noh konnte durh Ver-gleih mit dem SV Z-Ansatz f�ur die Resonanzregion auf die Resonanz geshlossenwerden.Eine Verbesserung der Resultate hinsihtlih der Untersuhung der �-Meson-Resonanz ist nur durh Ber�uksihtigung einer h�oheren Stufe r der rationalen Ap-proximation zu erwarten, was eine entsprehende vollst�andige L�osung des Selbst-konsistenzproblems verlangt. Da hierbei die Anzahl der Vertexparameter mit r3anw�ahst, w�ahrend die Anzahl der Selbstkonsistenzgleihungen nur mit r2 steigt[KUH 97℄, k�onnen und m�ussen weitere Randbedingungen einbezogen werden. Ne-ben der zu erwartenden quantitativ besseren Fortsetzung hin zu kleineren Energienerm�ogliht dieses, die Zwei-Loop-Beitr�age durh Dyson-Shwinger-Iteration zu be-87



Zusammenfassung und Ausblik 88stimmen und dabei mit steigendem Approximationsgrad r die WTI niht exakt,aber shrittweise besser zu erf�ullen.



Anhang AEin-Loop-BasisintegraleIm Rahmen der dimensionellen Regularisierung wird man beimAuswerten der Feyn-manintegrale nah Einf�uhrung der Feynman-Parametrisierung auf die Standardfor-mel der euklidishen D-dimensionalen Impulsraumintegration gef�uhrt:I�;�0 (m2) = Z dDp(2�)D (p2)�[p2 +m2℄�= 1(4�)D=2 � �� + D2 �� ��� � � D2 �� �D2 �� (�) hm2iD2 +��� : (A.1)Alle endlihen Anteile werden in ihrer Form nah dem Grenz�ubergang "! 0 ange-geben. Die durh den Renormierungsprozess eingef�uhrte Massenskala � wird auf �gesetzt. Der divergente Anteil bildet mit der vor die Integrale gezogenen willk�urli-hen Massenskala �2"0 den Faktor � ��0 ��2" aus.Dieser geht im Falle einer perturbativen Divergenz im Rahmen des Renormierungs-prozesses �uber in ���0��2" ! ��� ��2" ! 1 : (A.2)Im Falle einer nihtperturbativen Divergenz liefert dieser Faktor zusammen mit derstarken Kopplung g20 eine Modi�kation der nullten Ordnung in g2.In dieser Arbeit werden speziell die Integrale Af�;mg = I�;00 (m2); � 2 f1; 2; 3gverwendet:Af1;mg = � 1(4�)2 1"��2"m2 + 1(4�)2 "E � ln(4�)� 1 + ln m2�2 !#m2 +O(") ;(A.3)Af2;mg = 1(4�)2 1"��2" + 1(4�)2 "�E + ln(4�) + ln m2�2 !#+O(") ; (A.4)Af3;mg = 1(4�)2 12m2 +O(") : (A.5)89



ANHANG A. EIN-LOOP-BASISINTEGRALE 90Das zweite und ansonsten einzige Ein-Loop-Basisintegral ist:Bf�1;m1gf�2;m2g = Z dDp(2�)D 1hp2 +m21i�1h(p� q)2 +m22i�2 : (A.6)Es werden folgende Spezialf�alle ben�otigt:Bf1;m1gf1;m2g = 1(4�)2 1"��2" �Bregf1;m1gf1;m2g ;Bf1;mgf2;mg = Bregf1;mgf2;mg : (A.7)Die regul�aren Anteile stellen sih dar als:Bregf1;m1gf1;m2g = 1(4�)2(E � ln(4�)� ln q2�2!+ ln m21�2 ! 1 + m22q2 � m21q22 + ln m22�2 ! 1 + m21q2 � m22q22 � 2+12vuut1 + 2 m21q2 + m22q2 !+  m21q2 � m22q2 !2ln2666664  1 +r1 + 2 �m21q2 + m22q2 �+ �m21q2 � m22q2 �2!2 � �m21q2 � m22q2 �2 �1 +r1 + 2 �m21q2 + m22q2 �+ �m21q2 � m22q2 �2!2 � �m21q2 � m22q2 �23777775) : (A.8)Im Fall gleiher Massen vereinfaht sih dies zu:Bregf1;mgf1;mg = 1(4�)2(E � ln(4�) + ln m2�2 !� 2+ vuut1 + 4 m2q2 ! ln2664 1 +r1 + 4 �m2q2 ��1 +r1 + 4 �m2q2 �3775) ; (A.9)Bregf2;mgf1;mg = 1(4�)2( 1q2q1 + 4m2q2 ln2664 1 +r1 + 4 �m2q2 ��1 +r1 + 4 �m2q2 �3775) : (A.10)Mit diesem Satz an "eigentlihen\ Basisintegralen l�a�t sih nun eine andere Klassevon Basisintegralen darstellen, aus denen man mittels Linearkombination die L�osungder hadronishen Vakuumpolarisation auf Ein-Loop-Niveau und die Subtraktions-graphen der Zwei-Loop-Beitr�age erh�alt:I(�+; ��) = 1D � 1 Z dDp(2�)D tr�� 1p= + �+ � 1p= � q= + ���



ANHANG A. EIN-LOOP-BASISINTEGRALE 91= 1D � 1 h2(D � 2)(q2 + �2+ + �2�)� 4D�+��iBf1;�+gf1;��g � 2(D � 2) �Af1;�+g +Af1;��g�= 43q2 1(4�)2��2"1" 0�1 + 2 �+q � ��q !21A + Ireg(�+; ��) ; (A.11)Ireg(�+; ��) = 1(4�)2 q243(0�1 + 2 �+q � ��q !21A �E + ln(4�)� ln q2�2!!+53 + 13  7 �2+q2 + �2�q2 !� 26�+��q2 !+ �2�q2 ln �2�q2 !� �2+q2 ln �2+q2 !� 1 + �2�q2 + �2+q2 � �+��q2 ! " ln �2+q2 !0B�1� �2+q2 + �2�q22 1CA + ln �2�q2 !0B�1 � �2�q2 + �2+q22 1CA�12vuut1 + 2 �2+q2 + �2�q2 ! ln  1 +s1 + 2��2+q2 + �2�q2 �!2 � ��2+q2 � �2�q2 �2 �1 +s1 + 2��2+q2 + �2�q2 �!2 � ��2+q2 � �2�q2 �2#) : (A.12)Man beahte hier besonders, da� sowohl divergenter als auh regul�arer Anteil denGesamtfaktor q2 ausbilden. Im Fall gleiher Massen vereinfaht sih dieser Ausdruk:I(�; �) = 43q2 1(4�)2��2"1" + Ireg(�; �) ; (A.13)Ireg(�; �) = 43q2(� E + ln(4�) + 53 � ln �2�2!� 4 �2q2!� 1� 2�2q2!s1 + 4�2q2 ln0� 1 +q1 + 4�2q2�1 +q1 + 4�2q2 1A) : (A.14)Das folgende Integral ~I tritt bei der Berehnung der Ein-Loop-Selbstenergie nur inKombinationen auf, in denen sih die Divergenzen wegheben, so da� keine Trennungvon konvergenten und divergenten Anteilen vorgenommen werden mu�:~I(�+; ��) = 1D � 1 Z dDp(2�)D tr�� 1p= + �+ 12 (�p= � p= �) 1p= � q= + ���= �2 (�+ � ��) �Af1;�+g �Af1;��g�� 2 (�+ + ��) hq2 + (�+ � ��)2iBf1;�+gf1;��g :(A.15)Das Integral Î(�; �; �) ist das einzige zus�atzlihe Ein-Loop-Integral, das bei derBerehnung der Subtraktionen auftritt. Es bildet keine Divergenz aus:Î(�; �; �) = 1D � 1 Z dDp(2�)D tr�� 1p= + � 1p= + �� 1p= � q= + ��



ANHANG A. EIN-LOOP-BASISINTEGRALE 92= 1D � 1(4� �(D � 2)q2 � 4�2�Bf2;�gf1;�g+ 8�Bf1;�gf1;�g � 4�(D � 2)Af2;�g)= 83� "�q2 � 2�2�Bregf2;�gf1;�g+Bregf1;�gf1;�g�Aregf2;�g + 1(4�)1# : (A.16)Im Fall untershiedliher Massen gilt:Î(�i; �j; �j) = 1�j � �i (I(�j; �j)� I(�i; �j)) : (A.17)



Anhang B(q = 0)-RekursionsmehanismusDargestellt wird ein Reduktionsmehanismus zur L�osung von Zwei-Loop-Selbstenergie-Integralen ohne �au�eren Impuls:hh n1; p2; (pk); (p2)2; p2(pk); (pk)2; p2k2; p2(pk)2ohp2 + �2n1i�1:1hp2 + �2n2i�1:2hk2i�2:1hk2 + uj�2i�2:2h(p� k)2 + �2i i�3 ii (B.1)mit �1:1; �2:2 = 1;�2:1 2 f0; 1g;�1:2; �3 2 f1; 2g. Zu beahten ist, da� die Z�ahler-struktur p2(pk)2 nur zusammen mit �1:2 = 2 auftritt. Zun�ahst werden diese ineinem mehrshrittigen Reduktionsverfahren auf die BasisintegraleAf�;mg = h 1hp2 +m2i� i ; (B.2)Kf�1;m1g;f�2;m2g;f�3;m3g = hh 1hp2 +m21i�1hk2 +m22i�2h(p� k)2 +m23i�3 ii(B.3)reduziert mit nm;m1;m2;m3o 2 n�n1 ; �n2 ; �i; uj�2o im nihtperturbativen Fall undmit m = m1 = m3;m2 = 0 im perturbativen.Im ersten Shritt ersetzt man:(pk) = 12 hp2 + k2 � (p � k)2i : (B.4)Im Fall �3 = 1 ist (pk)2 allerdings zu ersetzen durh:(pk)2 ! 14 hp2 + k2 � (p� k)2i hp2 + k2 + �2i i ; (B.5)wobei die Di�erenz auf ein aus Symmetriegr�unden vershwindendes Integral f�uhrt.Es bleiben folgende Integraltypen zu reduzieren, die von den Impulsen nur noh�uber deren Quadrate abh�angen:hh n(p2)1(k2)2 ((p� k)2)3 ohp2 + �2n1i�1:1hp2 + �2n2i�1:2hk2i�2:1hk2 + uj�2i�2:2h(p� k)2 + �2i i�3 ii (B.6)93



ANHANG B. (Q = 0)-REKURSIONSMECHANISMUS 94mit 1 � �1:1 + �1:2; 2 � �2:1 + �2:2 + 1; 3 � �3 : (B.7)Im Fall 2 = �2:1 + �2:2 + 1 ist zu ersetzen:(k2)2 = hk2 + uj�2ik2 � k2uj�2! hk2 + uj�2i �p2 + (p� k)2�� k2uj�2 : (B.8)Durh die anshlie�ende Ersetzungenk2 = hk2 + uj�2i� uj�2(p� k)2 = h(p � k)2 + �2i i� �2ip2 = hp2 + �2n1i� �2n1(p2)2 = hp2 + �2n1ihp2 + �2n2i� �2n1hp2 + �2n2i� �2n2hp2 + �2n1i+ �2n1�2n2(p2)3 = hp2 + �2n1ihp2 + �2n2i2 � �2�2n2 + �2n1� hp2 + �2n2i2+3�4n2hp2 + �2n1i+ 2�6n2�2n1 (B.9)werden die Z�ahler der Integrale vollst�andig ausreduziert und es verbleiben Integraleder Form:hh 1hp2 + �2n1i�1:1hp2 + �2n2i�1:2hk2i�2:1hk2 + uj�2i�2:2h(p� k)2 + �2i i�3 ii (B.10)mit �1:1; �2:1; �2:2; �3 2 f0; 1g und �1:2 2 f0; 1; 2g .Im letzten Shritt des ersten Reduktionsabshnittes werden diese Integrale durhPartialbruhzerlegung auf die BasisintegraleAf�;mg undKf�1;m1g;f�2;m2g;f�3;m3g zur�uk-gef�uhrt. Im nihtperturbativen Fall zerlegt man zun�ahst:1k2hk2 + uj�2i = 1uj�2 0� 1k2 � 1hk2 + uj�2i1A : (B.11)F�ur �n1 6= �n2 ist zudem zu ersetzen:1hp2 + �2n1ihp2 + �2n2i = 1�2n1 � �2n2 0� 1hp2 + �2n2i � 1hp2 + �2n1i1A1hp2 + �2n1ihp2 + �2n2i2 = 1�2n1 � �2n2 1hp2 + �2n2i2� 1��2n1 � �2n2�2 0� 1hp2 + �2n2i � 1hp2 + �2n1i1A :(B.12)



ANHANG B. (Q = 0)-REKURSIONSMECHANISMUS 95Im zweiten Reduktionsabshnitt werden ihrerseits die Kf�1;m1g;f�2;m2g;f�3;m3g redu-ziert auf die analytish bekanntenAf�;mg und ein (q=0)-"Master\-IntegralKf1;m1g;f1;m2g;f1;m3g,f�ur das ebenfalls eine analytish geshlossene Form gefunden werden kann. Ausge-nutzt wird hierbei Kf�1;m1g;f�2;m2g;f0;m3g = Af�1;m1gAf�2;m2g (B.13)und entsprehende Gleihungen f�ur �1 = 0 bzw. �2 = 0. Der Rekursionsalgorithmuslautet [DT 93℄:Kf�1;m1g;f�2;m2g;f�3;m3g = 1(�1 � 1)m21�(��2 �m21 �m32� �m12 �m22 +m32�+ �3 �m21 �m22� �m12 +m22 �m32�+Dm12 ��m12 +m22 +m32�+ (�1 � 1)��Kf�1�1;m1g;f�2;m2g;f�3;m3g+�2m22 �m21 �m22 +m23� hKf�1�1;m1g;f�2+1;m2g;f�3�1;m3g �Kf�1�2;m1g;f�2+1;m2g;f�3;m3gi+�3m23 �m21 +m22 �m23� hKf�1�1;m1g;f�2�1;m2g;f�3+1;m3g �Kf�1�2;m1g;f�2;m2g;f�3+1;m3gi )(B.14)mit � = �2 �m21m22 +m21m23 +m22m23�+ �m41 +m42 +m43� : (B.15)Das am einfahsten zu berehnende Integral dieser Klasse ist allerdingsKf2;m1g;f1;m2g;f1;m3g.Mittels Feynmanparametrisierung ergibt sihKf2;m1g;f1;m2g;f1;m3g = 12(4�)4( 1"2 + 1"  1� 2E � 2 ln m214� !!+3 + �26 + 22E � 2E + 2 ln2  m214� !+ 2(2E � 1) ln m214� !� 2jf2;m1g;f1;m2g;f1;m3g(q2 = 0)) ;(B.16)mit dem Feynmanparameterintegral:jf2;m1g;f1;m2g;f1;m3g(q2 = 0) = Z 10 dx Z 10 dy1 � yy ln "1 + y  m22=m21x + m23=m211 � x � 1!# :(B.17)F�ur dieses �ndet man z.B. in [HOO 85℄ als L�osung:jf2;m1g;f1;m2g;f1;m3g(q2 = 0) = 1 + 12 ln m22m21 ln m23m21+m21 �m22 �m23p� (Li2  �2m22m21 �m22 �m23 �p�!+ Li2  �2m23m21 �m22 �m23 �p�!



ANHANG B. (Q = 0)-REKURSIONSMECHANISMUS 96+14 ln2  �2m22m21 �m22 �m23 �p�!+ 14 ln2  �2m23m21 �m22 �m23 �p�!+14 ln m22m23!"ln m21 �m22 +m23 +p�m21 �m22 +m23 �p�!+ ln m21 +m22 �m23 �p�m21 +m22 �m23 +p�!#+ 16�2) :(B.18)Durh Umkehrung von (B.14) erh�alt man noh:Kf1;m1g;f1;m2g;f1;m3g = "m21�Kf2;m1g;f1;m2g;f1;m3g+m22 �m21 �m22 +m23� �Af1;m1gAf2;m2g �Af1;m3gAf2;m2g�+m23 �m21 +m22 �m23� �Af1;m1gAf2;m3g �Af1;m2gAf2;m3g� #="��Dm21 ��m21 +m22 +m23�� �m21 �m23� �m21 �m22 +m23�� �m21 �m22� �m21 +m22 �m23� # : (B.19)Im perturbativen Fall vereinfaht sih die Darstellung des (q = 0)-"Master\-Integralserheblih: Kf1;mg;f1;0g;f1;mg = � D � 22(D � 3) 1m2A2f1;mg : (B.20)



Anhang CZwei-Loop-BasisintegraleMit Hilfe der Feynmanparametrisierung werden die Shleifenintegrale in dimensio-neller RegularisierungD = 4�2" auf mehrdimensionale Feynmanparameterintegralezur�ukgef�uhrt:1D�11 D�22 : : :D�nn = �(�1 + �2 + : : :+ �n)�(�1)�(�2) : : :�(�n)Z 10 dxn�21 Z 10 dxn�32 : : : Z 10 dxn�1 y�1�11 y�2�12 : : : y�n�1nfy1D1 + y2D2 + : : : ynDng�1+�2+:::+�n (C.1)mity1 = 1�x1; y2 = x1(1�x2); : : : ; yn�1 = x1 : : : xn�2(1�xn�1); yn = x1x2 : : : xn�1 :(C.2)Im Gegensatz zu den Einshleifenintegralen bleibt bei den Zweishleifenintegralenim allgemeinen eine Feynmanparameterintegration 1" -divergent. Die typishe Formist: iD(a; b) := Z 10 dxxa(1� x)b�D=2fD(x) mit a � 0; b = 0; 1 (C.3)mit einer an der oberen Integrationsgrenze x = 1 analytishen Funktion fD. DasIntegral iD(a; b) wird regularisiert, indem das divergente Verhalten des Integrandenan der oberen Grenze abgezogen wird:fD(x)1 � x = fD(1)1 � x + fD(x)� fD(1)1� x| {z }=:FD(x) (C.4)fD(x)(1� x)2 = fD(1)(1 � x)2 + f 0D(1)1� x + FD(x)� f 0D(1)1 � x : (C.5)Unter Ausnutzung der Integraldarstellung der Eulershen Betafunktion erh�alt man:iD(a; 1) = fD(1)�(1 + a)�(2�D=2)�(3 + a�D=2) + Z 10 dxxa(1� x)2�D=2FD(x) ; (C.6)97



ANHANG C. ZWEI-LOOP-BASISINTEGRALE 98iD(a; 0) = fD(1)�(1 + a)�(1�D=2)�(2 + a�D=2) + f 0D(1)�(1 + a)�(2�D=2)�(3 + a�D=2)+ Z 10 dxxa(1� x)2�D=2FD(x)� f 0D(1)1� x : (C.7)Die O(")-Beitr�age der Zweishleifenintegrale werden in Form numerish auswertba-rer Feynmanparameterintegrale angegeben.Jf1;m3g;f1;m1g;f1;m2g := hh 1h(p� q)2 +m23ihk2 +m21ih(p � k)2 +m22iii= �(�1 + 2")(4�)(4�2") h�2i1�2" ( q2�2 �(1 � ")2�(1 + ")�(2 � 2")�(3 + ")+ "m23�2 #1�2" �(1 � ")2�(")�(2 � 2")�(2 + ") + 0�"m21�2 #1�2" + "m22�2 #1�2"1A �(1 + ")�(")�(1 � ")�(1 + 2")�(2 � ")�2" q2�2 Z 10 Z 10 dxdy(1� y) ln "y(1� y) q2�2 + (1� y)m23�2 + y  11� xm21�2 + 1xm22�2 !#+m23�2 Z 10 Z 10 dxdy1 � yy ln"y(1� y) q2m23 + 1 � y + y  11 � xm21m23 + 1xm22m23!#+m21�2 Z 10 Z 10 dxdy 11 � x ln "x(1� x)y(1� y) q2m21 + x(1� x)1� yy m23m21 + x+ (1� x)m22m21#+m22�2 Z 10 Z 10 dxdy 1x ln "x(1� x)y(1� y) q2m22 + x(1� x)1� yy m23m22 + xm21m22 + 1� x#!)(C.8)Jf2;m3g;f1;m1g;f1;m2g := hh 1h(p� q)2 +m23i2hk2 +m21ih(p � k)2 +m22iii= �(2")(4�)(4�2") h�2i�2" ( "m23�2 #�2" �(1 � ")2�(")�(2 � 2")�(2 + ")�2" Z 10 Z 10 dxdy1 � yy ln "y(1� y) q2m23 + 1 � y + y  11� xm21m23 + 1xm22m23!#)(C.9)Vf1;m4g;f1;m2g;f1;m3g;f1;m1g := hh 1hp2 +m24ih(p � q)2 +m22ihk2 +m23ih(p� k)2 +m21iii= �(2")(4�)(4�2") h�2i�2" ( �(1 � ")2�(")�(2 � 2")�(2 + ") 1� 2" Z 10 dy ln"y(1� y) q2�2 + (1� y)m24�2 + ym22�2 #+2"2 Z 10 dy ln2 "y(1� y) q2�2 + (1� y)m24�2 + ym22�2 #!



ANHANG C. ZWEI-LOOP-BASISINTEGRALE 99�2" Z 10 Z 10 Z 10 dxdydz z1 � z ln24z + (1 � z) y2z q2�2 + 11�x m23�2 + 1x m21�2y(1� y) q2�2 + (1 � y)m24�2 + ym22�2 35)(C.10)Der 1" -Beitragivfm1;m2g(q2) = Z 10 dy ln "y(1� y) q2�2 + (1� y)m24�2 + ym22�2 # (C.11)kann auh in analytish geshlossener Form angegeben werden:ivfm1;m2g(q2) = � 1(4�)2( � ln q2�2!+ ln m21�2 ! 1 + m22q2 � m21q22 + ln m22�2 ! 1 + m21q2 � m22q22 � 2+12vuut1 + 2 m21q2 + m22q2 !+  m21q2 � m22q2 !2ln2666664  1 +r1 + 2 �m21q2 + m22q2 �+ �m21q2 � m22q2 �2!2 � �m21q2 � m22q2 �2 �1 +r1 + 2 �m21q2 + m22q2 �+ �m21q2 � m22q2 �2!2 � �m21q2 � m22q2 �23777775) :(C.12)Ff1;m1g;f1;m2g;f1;m3g;f1;m4g;f1;m5g := F f0;0;0;0;0gf1;m1g;f1;m2g;f1;m3g;f1;m4g;f1;m5g =hh 1hp2 +m21ihk2 +m22ih(p � q)2 +m23ih(k � q)2 +m24ih(p � k)2 +m25iii= 1(4�)4 1�2 Z 10 Z 10 Z 10 Z 10 dx1dx2dy1dy2 y1"�y1(1 � x2y2)[1� y1(1� x2y2)℄ + x1 [y1y2x2(1 � x2)� y1(1 � x2y2)[1� y1(1� x2y2)℄℄� q2�2+y1y2  x2m22�2 + (1� x2)m24�2 + 1� x1x1 m25�2 !+ (1� x1) (1� y1)m21�2 y1(1 � y2)m23�2 !#�1(C.13)Mehanismen zur Entwiklung der Shleifenintegrale in q2 oder aber 1q2 vor Ausf�uhrungder Feynmanparametrisierung �ndet man in [FT 94℄ bzw. in [DT 93℄. Zu berehnenbleiben in diesem Falle Shleifenintegrale ohne �au�eren Impuls, f�ur die ein Bereh-nungsalgorithmus angegeben wird (siehe auh Anhang B). Zudem wird in diesenArbeiten der Konvergenzbereih der Entwiklungen in Abh�angigkeit der reellenMas-senquadrate studiert.



Anhang DZwei-Loop-SpezialintegraleAufgelistet werden alle Spezialintegrale, die beim Reduktionsproze� in Kapitel 5.2ben�otigt werden.F 0;0;0;0;0f2;m1g;f1;m2g;f1;m1g;0;f1;m5g =� (�2 + d) �m12 �m22 �m52�Af1;m2gBf1;m1g;f1;m1g2m12 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52)� (�2 + d) �m12 +m22 +m52�Af1;m5gBf1;m1g;f1;m1g2m12 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52)+(�8 + 3d) �2m12 + q2�Jf1;m5g;f1;m2g;f1;m1g2m12q2 (4m12 + q2) + 2 �m12 + q2� Jf2;m1g;f1;m5g;f1;m2gq2 (4m12 + q2)+m22�2m16 � 4m14m22 + 2m12m24 + 4m14m52 + 4m12m22m52 +2m12m54 � 3m14q2 + 2m12m22q2 +m24q2 + 6m12m52q2+2m22m52q2 +m54q2 �m12q4 +m22q4 +m52q4� �Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m1gm12 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) q2 (4m12 + q2)�m52�2m16 � 4m14m22 + 2m12m24 + 4m14m52 + 4m12m22m52+2m12m54 � 3m14q2 � 6m12m22q2 +m24q2 � 2m12m52q2+2m22m52q2 +m54q2 �m12q4 �m22q4 �m52q4� �Jf2;m5g;f1;m2g;f1;m1gm12 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) q2 (4m12 + q2)�(�2 + d) �2m12 + q2�Kf1;m5g;f1;m2g;f1;m1g2m12q2 (4m12 + q2)��� 22m16 + 6dm16 + 20m14m22 � 4dm14m22 + 2m12m24 � 2dm12m24�20m14m52 + 4dm14m52 + 4m12m22m52 � 4dm12m22m52 + 2m12m54 � 2dm12m54100



ANHANG D. ZWEI-LOOP-SPEZIALINTEGRALE 101�4m14q2 + dm14q2 + 2m12m22q2 + 2m24q2 � dm24q2�2m12m52q2 + 4m22m52q2 � 2dm22m52q2 + 2m54q2 � dm54q2 � �Vf1;m1g;f1;m1g;f1;m2g;f1;m1g2m12 (m52 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2) (D.1)F 0;0;0;0;0f1;0g;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g =�Af1;m2gBf1;m3g;f1;0gm22 +m52 + Af1;m5gBf1;m3g;f1;0gm22 +m52+(�8 + 3d)Jf1;m5g;f1;m3g;f1;m2g(�2 + d) (m3 � q) (m3 + q) + 2m22 �m22 �m32 +m52 + q2� Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m3g(�2 + d) (m22 +m52) (m3 � q) (m3 + q)� 4m32Jf2;m3g;f1;m5g;f1;m2g(�2 + d) (m3 � q) (m3 + q) � 2m52 �m22 +m32 +m52 � q2� Jf2;m5g;f1;m3g;f1;m2g(�2 + d) (m22 +m52) (m3 � q) (m3 + q)�Kf1;m5g;f1;m2g;f1;0g(m3 � q) (m3 + q) (D.2)F 0;0;0;0;0f2;0g;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g =� (�2 + d)2Af1;m2gAf1;m3gd (m22 +m52) (m3 � q)2(m3 + q)2 � (�2 + d)2Af1;m2gAf1;m5gd(m22 +m52)2 (m3 � q) (m3 + q)+ (�2 + d)2Af1;m3gAf1;m5gd (m22 +m52) (m3 � q)2(m3 + q)2+�� 3dm24m32 + d2m24m32 + 4m22m34 � dm22m34 � 6dm22m32m52 + 2d2m22m32m52�dm34m52 � 3dm32m54 + d2m32m54 � 3dm24q2 + d2m24q2�8m22m32q2 + 2dm22m32q2 � 6dm22m52q2 + 2d2m22m52q2 + 2dm32m52q2�3dm54q2 + d2m54q2 + 4m22q4 � dm22q4 � dm52q4� �Af1;m2gBf1;m3g;f1;0gd(m22 +m52)3(m3 � q)2(m3 + q)2��� 3dm24m32 + d2m24m32 + dm22m34 � 6dm22m32m52 + 2d2m22m32m52�4m34m52 + dm34m52 � 3dm32m54 + d2m32m54 � 3dm24q2 + d2m24q2�2dm22m32q2 � 6dm22m52q2 + 2d2m22m52q2 + 8m32m52q2 � 2dm32m52q2�3dm54q2 + d2m54q2 + dm22q4 � 4m52q4 + dm52q4� �Af1;m5gBf1;m3g;f1;0gd(m22 +m52)3(m3 � q)2(m3 + q)2+ (�8 + 3d)�dm24m32 � 6m22m34 + 2dm22m34 + 2dm22m32m52+6m34m52 � 2dm34m52 + dm32m54 + 4m24q2 � dm24q2+12m22m32q2 � 4dm22m32q2 + 8m22m52q2 � 2dm22m52q2 � 12m32m52q2 + 4dm32m52q2



ANHANG D. ZWEI-LOOP-SPEZIALINTEGRALE 102+4m54q2 � dm54q2 � 6m22q4 + 2dm22q4 + 6m52q4 � 2dm52q4� �Jf1;m5g;f1;m3g;f1;m2g(�2 + d)d(m22 +m52)2(m3 � q)3(m3 + q)3+2m22�dm26m32 � 12m24m34 + 4dm24m34 + 4m22m36 � dm22m36+3dm24m32m52 � 12m22m34m52 + 4dm22m34m52 � dm36m52 + 3dm22m32m54+dm32m56 + 4m26q2 � dm26q2 + 12m24m32q2 � 4dm24m32q2�12m22m34q2 + 3dm22m34q2 + 12m24m52q2 � 3dm24m52q2 + 3dm34m52q2+12m22m54q2 � 3dm22m54q2 � 12m32m54q2 + 4dm32m54q2 + 4m56q2 � dm56q2+12m22m32q4 � 3dm22m32q4 + 12m22m52q4 � 4dm22m52q4 � 3dm32m52q4+12m54q4 � 4dm54q4 � 4m22q6 + dm22q6 + dm52q6� �Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m3g(�2 + d)d(m22 +m52)3(m3 � q)3(m3 + q)3�8m32�m24m32 � 3m22m34 + dm22m34 + 2m22m32m52+3m34m52 � dm34m52 +m32m54 +m24q2 + 6m22m32q2 � 2dm22m32q2+2m22m52q2 � 6m32m52q2 + 2dm32m52q2+m54q2 � 3m22q4 + dm22q4 + 3m52q4 � dm52q4� �Jf2;m3g;f1;m5g;f1;m2g(�2 + d)d(m22 +m52)2(m3 � q)3(m3 + q)3 (D.3)F 0;0;0;1;00;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g =�Af1;m2gAf1;m3g6 � Af1;m2gAf1;m5g6 + Af1;m3gAf1;m5g3+��6m22 + 2dm22 � 3m32 + dm32 � 3m52 + dm52 � 2q2 + dq2�Jf1;m5g;f1;m3g;f1;m2g3 (�2 + d)+2m22 �m22 + q2� Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m3g3 (�2 + d)�m32 �3m22 +m32 + 3m52 � q2� Jf2;m3g;f1;m5g;f1;m2g3 (�2 + d)�m52 �3m22 + 3m32 +m52 � q2� Jf2;m5g;f1;m3g;f1;m2g3 (�2 + d) (D.4)F 0;0;0;1;0f1;m1g;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g =�Af1;m1gAf1;m2g4m12 + Af1;m1gAf1;m5g4m12��m12 +m32 � q2�Af1;m2gBf1;m3g;f1;m1g4m12



ANHANG D. ZWEI-LOOP-SPEZIALINTEGRALE 103+�m12 +m32 � q2�Af1;m5gBf1;m3g;f1;m1g4m12+��2m12 + dm12 � 8m22 + 3dm22 � 8m52 + 3dm52�Jf1;m5g;f1;m3g;f1;m2g4 (�2 + d)m12+m22 �m22 �m32 +m52 + q2� Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m3g2 (�2 + d)m12�m32 �m22 +m52� Jf2;m3g;f1;m5g;f1;m2g(�2 + d)m12�m52 �m22 +m32 +m52 � q2� Jf2;m5g;f1;m3g;f1;m2g2 (�2 + d)m12��m12 +m22 +m52�Kf1;m5g;f1;m2g;f1;m1g4m12��m12 +m22 +m52� �m12 +m32 � q2�Vf1;m1g;f1;m3g;f1;m2g;f1;m5g4m12 (D.5)F 0;0;0;1;0f2;m1g;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g =�� 24m16 + 8dm16 + 32m14m22 � 8dm14m22 � 8m12m24 � 32m14m52 + 8dm14m52�16m12m22m52 � 8m12m54 � 4m14q2 + dm14q2 + 4m12m22q2 � dm24q2�4m12m52q2 � 2dm22m52q2 � dm54q2 � �Af1;m1gAf1;m2g8m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2)+�8m16 � 48m14m22 + 16dm14m22 + 8m12m24 + 16m14m52 + 16m12m22m52+8m12m54 + dm14q2 � 8m12m22q2 + 2dm12m22q2 + dm24q2+2dm12m52q2 + 2dm22m52q2 + dm54q2� �Af1;m1gAf1;m5g8m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2)� (�2 + d) �m12 +m22 +m52�Af1;m2gAf1;m5g4m12 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52)+�8m18 � 16m16m22 + 8m14m24 + 16m16m52 + 16m14m22m52 + 8m14m54+24m16q2 � 6dm16q2 � 32m14m22q2 + 4dm14m22q2 + 8m12m24q2 + 2dm12m24q2+32m14m52q2 � 4dm14m52q2 + 16m12m22m52q2 + 4dm12m22m52q2+8m12m54q2 + 2dm12m54q2 + 4m14q4 � dm14q4 � 4m12m22q4+dm24q4 + 4m12m52q4 + 2dm22m52q4 + dm54q4� �Af1;m2gBf1;m1g;f1;m1g8m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2)��8m18 � 16m16m22 + 8m14m24 + 16m16m52 + 16m14m22m52 + 8m14m54



ANHANG D. ZWEI-LOOP-SPEZIALINTEGRALE 104+8m16q2 + 2dm16q2 � 48m14m22q2 + 12dm14m22q2 + 8m12m24q2 + 2dm12m24q2+16m14m52q2 + 4dm14m52q2 + 16m12m22m52q2 + 4dm12m22m52q2+8m12m54q2 + 2dm12m54q2 + dm14q4 � 8m12m22q4 + 2dm12m22q4 + dm24q4+2dm12m52q4 + 2dm22m52q4 + dm54q4�Af1;m5gBf1;m1g;f1;m1g8m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2)+ (�8 + 3d)�� 4m14 + 2dm14 + 4m12m22 + 2dm12m22 + 4m12m52 + 2dm12m52�2m12q2 + dm12q2 + dm22q2 + dm52q2� Jf1;m5g;f1;m2g;f1;m1g8 (�2 + d)m14 (4m12 + q2)+�� 2m14 + dm14 + 6m12m22 + dm12m22 + 6m12m52 + dm12m52�2m12q2 + dm12q2 + dm22q2 + dm52q2� Jf2;m1g;f1;m5g;f1;m2g2 (�2 + d)m12 (4m12 + q2)+m22�4m18 + 2dm18 � 4m16m22 � 2dm16m22 � 4m14m24 � 2dm14m24+4m12m26 + 2dm12m26 + 12m16m52 + 6dm16m52 + 8m14m22m52 + 4dm14m22m52+12m12m24m52 + 6dm12m24m52 + 12m14m54 + 6dm14m54 + 12m12m22m54 + 6dm12m22m54+4m12m56 + 2dm12m56 + 16m16q2 � 3dm16q2 � 16m14m22q2 � dm14m22q2 + 3dm12m24q2+dm26q2 + 16m14m52q2 + 3dm14m52q2 + 10dm12m22m52q2 + 3dm24m52q2+7dm12m54q2 + 3dm22m54q2 + dm56q2 + 4m14q4 � dm14q4 � 4m12m22q4+dm24q4 + 4m12m52q4 + 2dm22m52q4 + dm54q4� �Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m1g4 (�2 + d)m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2)�m52�� 12m18 + 2dm18 + 28m16m22 � 2dm16m22 � 20m14m24 � 2dm14m24+4m12m26 + 2dm12m26 � 20m16m52 + 6dm16m52 � 24m14m22m52 + 4dm14m22m52+12m12m24m52 + 6dm12m24m52 � 4m14m54 + 6dm14m54 + 12m12m22m54 + 6dm12m22m54+4m12m56 + 2dm12m56 � 4m16q2 � 3dm16q2 + 40m14m22q2 � 9dm14m22q2�4m12m24q2 � 5dm12m24q2 + dm26q2 � 8m14m52q2 � 5dm14m52q2�8m12m22m52q2 � 6dm12m22m52q2 + 3dm24m52q2�4m12m54q2 � dm12m54q2 + 3dm22m54q2 + dm56q2 � dm14q4+8m12m22q4 � 2dm12m22q4 � dm24q4 � 2dm12m52q4 � 2dm22m52q4 � dm54q4� �Jf2;m5g;f1;m2g;f1;m1g4 (�2 + d)m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2)+�� 20m18 + 6dm18 � 12m16m22 + 2dm16m22 + 36m14m24 � 6dm14m24�4m12m26 � 2dm12m26 � 44m16m52 + 10dm16m52 + 8m14m22m52 � 4dm14m22m52�12m12m24m52 � 6dm12m24m52 � 28m14m54 + 2dm14m54 � 12m12m22m54 � 6dm12m22m54



ANHANG D. ZWEI-LOOP-SPEZIALINTEGRALE 105�4m12m56 � 2dm12m56 � 4m16q2 + dm16q2 � 4m14m22q2 + dm14m22q2+8m12m24q2 � dm12m24q2 � dm26q2 � 8m14m52q2 + dm14m52q2+4m12m22m52q2 � 2dm12m22m52q2 � 3dm24m52q2 � 4m12m54q2�dm12m54q2 � 3dm22m54q2 � dm56q2� �Kf1;m5g;f1;m2g;f1;m1g8m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2)+�8m110 � 8m18m22 � 8m16m24 + 8m14m26 + 24m18m52+16m16m22m52 + 24m14m24m52 + 24m16m54 + 24m14m22m54 + 8m14m56+24m18q2 � 6dm18q2 + 8m16m22q2 � 2dm16m22q2 � 40m14m24q2 + 6dm14m24q2+8m12m26q2 + 2dm12m26q2 + 56m16m52q2 � 10dm16m52q2 + 4dm14m22m52q2+24m12m24m52q2 + 6dm12m24m52q2 + 40m14m54q2 � 2dm14m54q2+24m12m22m54q2 + 6dm12m22m54q2 + 8m12m56q2 + 2dm12m56q2 + 4m16q4 � dm16q4+4m14m22q4 � dm14m22q4 � 8m12m24q4 + dm12m24q4 + dm26q4+8m14m52q4 � dm14m52q4 � 4m12m22m52q4 + 2dm12m22m52q4+3dm24m52q4 + 4m12m54q4 + dm12m54q4 + 3dm22m54q4 + dm56q4� �Vf1;m1g;f1;m1g;f1;m2g;f1;m5g8m14 (m12 � 2m1m2 +m22 +m52) (m12 + 2m1m2 +m22 +m52) (4m12 + q2) (D.6)F 1;0;0;0;00;f1;m2g;f1;m3g;0;f1;m5g =Af1;m2gAf1;m3g3 + Af1;m2gAf1;m5g3 + Af1;m3gAf1;m5g3+��6m22 + 2dm22 � 18m32 + 7dm32 + 6m52 � 2dm52 � 2q2 + dq2� Jf1;m5g;f1;m3g;f1;m2g3 (�2 + d)+2m22 �m22 + 3m32 � 3m52 + q2�Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m3g3 (�2 + d)+�4m32 (m3 � q) (m3 + q)Jf2;m3g;f1;m5g;f1;m2g3 (�2 + d)+2m52 ��3m22 � 3m32 +m52 � q2� Jf2;m5g;f1;m3g;f1;m2g3 (�2 + d) (D.7)F 1;0;0;0;00;f1;m2g;f1;m3g;f1;m4g;f1;m5g =�Af1;m3gAf1;m4g2m42 + Af1;m4gAf1;m5g2m42+�m22 +m42 + q2�Af1;m3gBf1;m4g;f1;m2g2m42 + ��m22 +m42 � q2 �Af1;m5gBf1;m4g;f1;m2g2m42���8m32 + 3dm32 � 2m42 + dm42 + 8m52 � 3dm52� Jf1;m5g;f1;m3g;f1;m2g2 (�2 + d)m42



ANHANG D. ZWEI-LOOP-SPEZIALINTEGRALE 106�2m22 (m3 �m5) (m3 +m5)Jf2;m2g;f1;m5g;f1;m3g(�2 + d)m42+m32 ��m22 +m32 �m52 � q2�Jf2;m3g;f1;m5g;f1;m2g(�2 + d)m42�m52 ��m22 �m32 +m52 � q2�Jf2;m5g;f1;m3g;f1;m2g(�2 + d)m42+�m32 +m42 �m52�Kf1;m5g;f1;m4g;f1;m3g2m42��m22m32 +m22m42 �m32m42 +m44 �m22m52 �m42m52 +m32q2 �m42q2 �m52q2� �Vf1;m4g;f1;m2g;f1;m3g;f1;m5g2m42 (D.8)



Anhang EZwei-Loop-Basisgr�o�enAngegeben werden die in (5.46) de�nierten Zwei-Loop-Vakuumpolarisations-Basisgr�o�en.Zu besseren �Ubersiht wird eine andere Notation gew�ahlt:f�2n1; �2n2 ; �2ni ; uj�2g ! fm21;m22;m2i ;m2jg : (E.1)Im Falle der Gr�o�e �[1;1)T a(q2) mu� untershieden werden, ob m1 = m2 oder m1 6= m2ist.�[1;1)T afi;j;1;1g(q2) =2�� 2 + d�2�� 1 + d��8m14 + 8m13mi +m12q2 �mi2q2 +mj2q2� �Af1;m1gAf1;migm12�m1 +mi �mj��m1 +mi +mj��4m12 + q2��2�� 2 + d��4m16 � 8dm16 + 12m15mi � 16dm15mi + 12m14mi2 � 8dm14mi2 + 4m13mi3 � 4m14mj2+8dm14mj2 + 12m13mimj2 � 24dm13mimj2 + 8d2m13mimj2 � dm14q2 +m13miq2 � 2dm13miq2+3m12mi2q2 � 2dm12mi2q2 + 3m1mi3q2 � 2dm1mi3q2 +mi4q2 � dmi4q2 � 2m12mj2q2 + 4dm12mj2q2�d2m12mj2q2 �m1mimj2q2 � 3mi2mj2q2 + 4dmi2mj2q2 � d2mi2mj2q2 + 2mj4q2 � 3dmj4q2 + d2mj4q2� �Af1;m1gAf1;mjgm12�m1 +mi �mj�mj2�m1 +mi +mj��4m12 + q2��2�� 2 + d��m13 �m12mi + 2dm12mi � 5m1mi2 + 4dm1mi2 � 3mi3 + 2dmi3�m1mj2 + 7mimj2 � 8dmimj2 + 2d2mimj2� �Af1;migAf1;mjgmi�m1 +mi �mj�mj2�m1 +mi +mj��2�� 2 + d��16m16 � 24dm16 � 16dm15mi � 16m14mi2 + 8dm14mi2 + 16m14mj2�8dm14mj2 + 18m14q2 � 26dm14q2 + 6d2m14q2 + 12m13miq2�20dm13miq2 + 4d2m13miq2 � 6m12mi2q2 + 6dm12mi2q2 � 2d2m12mi2q2+6m12mj2q2 � 6dm12mj2q2 + 2d2m12mj2q2 + 2m12q4 � 3dm12q4107



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 108+d2m12q4 � 2mi2q4 + 3dmi2q4 � d2mi2q4 + 2mj2q4 � 3dmj2q4 + d2mj2q4� �Af1;migBf1;m1g;f1;m1gm12�m1 +mi �mj ��m1 +mi +mj��4m12 + q2�+4�� 2 + d�Af1;m1gBf1;mig;f1;mig�2�� 6m12 + 2dm12 + 4m1mi � 4dm1mi � 6mi2 + 2dmi2 + 4mj2 � 2dmj2 � 14q2 + 9dq2 � d2q2 � �Bf1;m1g;f1;m1gBf1;mig;f1;mig2�� 32m18 + 24dm18 � 64m17mi + 48dm17mi � 48m16mi2+32dm16mi2 � 32m15mi3 + 16dm15mi3 � 16m14mi4 + 8dm14mi4 + 64m16mj2 � 56dm16mj2+8d2m16mj2 + 32dm15mimj2 � 16d2m15mimj2 + 48m14mi2mj2 � 40dm14mi2mj2+8d2m14mi2mj2 � 32m14mj4 + 32dm14mj4 � 8d2m14mj4 � 22m16q2+26dm16q2 � 6d2m16q2 � 52m15miq2 + 56dm15miq2 � 12d2m15miq2 � 44m14mi2q2+40dm14mi2q2 � 8d2m14mi2q2 � 20m13mi3q2 + 16dm13mi3q2 � 4d2m13mi3q2 � 6m12mi4q2+6dm12mi4q2 � 2d2m12mi4q2 + 34m14mj2q2 � 44dm14mj2q2 + 16d2m14mj2q2 � 2d3m14mj2q2�16m13mimj2q2 + 48dm13mimj2q2 � 28d2m13mimj2q2+4d3m13mimj2q2 + 18m12mi2mj2q2 � 24dm12mi2mj2q2 + 12d2m12mi2mj2q2�2d3m12mi2mj2q2 � 12m12mj4q2 + 18dm12mj4q2 � 10d2m12mj4q2+2d3m12mj4q2 � 2m14q4 + 3dm14q4 � d2m14q4 � 6m13miq4+7dm13miq4 � 2d2m13miq4 � 8m12mi2q4 + 8dm12mi2q4 � 2d2m12mi2q4 � 6m1mi3q4 + 7dm1mi3q4�2d2m1mi3q4 � 2mi4q4 + 3dmi4q4 � d2mi4q4 + 6m12mj2q4 � 11dm12mj2q4+6d2m12mj2q4 � d3m12mj2q4 + 2m1mimj2q4 � dm1mimj2q4 + 6mi2mj2q4 � 11dmi2mj2q4+6d2mi2mj2q4 � d3mi2mj2q4 � 4mj4q4 + 8dmj4q4 � 5d2mj4q4 + d3mj4q4� �+Af1;mjg� Bf1;m1g;f1;m1gm12�m1 +mi �mj �mj2�m1 +mi +mj��4m12 + q2��2�2m12mi + 2mi3 � 4mimj2 + 2dmimj2 + 2m1q2 � dm1q2� � Bf1;mig;f1;migmimj2 �+2�m1 �mi�2�m1 +mi�2�2m12 + 2mi2 + 2q2 � dq2� � Ff1;m1g;f1;mig;f1;m1g;f1;mig;f1;0gmj2�2�2m16 � 2m14mi2 � 2m12mi4 + 2mi6 � 8m14mj2 + 2dm14mj2 + 4m13mimj2�4dm13mimj2 � 8m12mi2mj2 + 4dm12mi2mj2 + 4m1mi3mj2 � 4dm1mi3mj2�8mi4mj2 + 2dmi4mj2 + 10m12mj4 � 4dm12mj4 � 4m1mimj4 + 4dm1mimj4+10mi2mj4 � 4dmi2mj4 � 4mj6 + 2dmj6 + 2m14q2 � dm14q2 � 4m12mi2q2 + 2dm12mi2q2+2mi4q2 � dmi4q2 � 16m12mj2q2 + 9dm12mj2q2 � d2m12mj2q2 + 16m1mimj2q2�14dm1mimj2q2 + 2d2m1mimj2q2 � 16mi2mj2q2 + 9dmi2mj2q2 � d2mi2mj2q2 + 16mj4q2�10dmj4q2 + d2mj4q2 � 4mj2q4 + 2dmj2q4 � � Ff1;m1g;f1;mig;f1;m1g;f1;mig;f1;mjgmj2�2�� 2 + d��m1 �mi��m1 +mi�



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 109�8m16mi � 8m14mi3 + 4m15q2 � 4m14miq2 + 6dm14miq2 � 4m13mi2q2�4m12mi3q2 + 2dm12mi3q2 +m13q4 �m12miq4 + dm12miq4 �m1mi2q4 �mi3q4 + dmi3q4 � �Kf1;mig;f1;m1g;f1;0gm12mimj2q2�4m12 + q2�+2�� 2 + d��8m110mi + 16m19mi2 � 8m18mi3 � 32m17mi4 � 8m16mi5 + 16m15mi6 + 8m14mi7�32m18mimj2 + 8dm18mimj2 � 32m17mi2mj2 � 16dm16mi3mj2+� 32m15mi4mj2 � 32m14mi5mj2 + 8dm14mi5mj2 + 40m16mimj4�16dm16mimj4 + 16m15mi2mj4 + 40m14mi3mj4 � 16dm14mi3mj4 � 16m14mimj6+8dm14mimj6 + 4m19q2 + 4m18miq2 + 6dm18miq2 � 12m17mi2q2 + 12dm17mi2q2�20m16mi3q2 + 2dm16mi3q2 � 4m15mi4q2 � 8dm15mi4q2 + 12m14mi5q2 � 6dm14mi5q2+12m13mi6q2 � 4dm13mi6q2 + 4m12mi7q2 � 2dm12mi7q2 � 8m17mj2q2 � 28dm16mimj2q2+6d2m16mimj2q2 � 24m15mi2mj2q2 � 32m14mi3mj2q2 + 16dm14mi3mj2q2�4d2m14mi3mj2q2 � 16m13mi4mj2q2 � 16m12mi5mj2q2 + 12dm12mi5mj2q2�2d2m12mi5mj2q2 + 4m15mj4q2 + 4m14mimj4q2 + 14dm14mimj4q2 � 4d2m14mimj4q2 +4m13mi2mj4q2 + 4dm13mi2mj4q2 + 20m12mi3mj4q2�18dm12mi3mj4q2 + 4d2m12mi3mj4q2 � 8m12mimj6q2+8dm12mimj6q2 � 2d2m12mimj6q2 +m17q4 +m16miq4 + dm16miq4�3m15mi2q4 + 2dm15mi2q4 � 5m14mi3q4 + dm14mi3q4 �m13mi4q4+3m12mi5q4 � dm12mi5q4 + 3m1mi6q4 � 2dm1mi6q4 +mi7q4 � dmi7q4 � 2m15mj2q4�5dm14mimj2q4 + d2m14mimj2q4 � 6m13mi2mj2q4+2dm13mi2mj2q4 � 8m12mi3mj2q4 + 4dm12mi3mj2q4�4m1mi4mj2q4 + 2dm1mi4mj2q4 � 4mi5mj2q4 + 5dmi5mj2q4�d2mi5mj2q4 +m13mj4q4 +m12mimj4q4 + dm12mimj4q4 +m1mi2mj4q4+5mi3mj4q4 � 7dmi3mj4q4 + 2d2mi3mj4q4 � 2mimj6q4 + 3dmimj6q4 � d2mimj6q4� �Kf1;mjg;f1;mig;f1;m1gm12mi�m1 +mi �mj�mj2�m1 +mi +mj�q2�4m12 + q2�+2�m1 �mi��� 64m17mi + 24dm17mi � 64m16mi2 + 24dm16mi2 + 64m15mi3 � 24dm15mi3+64m14mi4 � 24dm14mi4 � 32m16q2 + 12dm16q2 � 48m15miq2 + 40dm15miq2 � 6d2m15miq2�32m14mi2q2 + 32dm14mi2q2 � 6d2m14mi2q2 + 64m13mi3q2 � 40dm13mi3q2 + 6d2m13mi3q2+32m12mi4q2 � 28dm12mi4q2 + 6d2m12mi4q2 � 8m14q4 + 3dm14q4 � 12m13miq4+14dm13miq4 � 3d2m13miq4 � 8m12mi2q4 + 12dm12mi2q4 � 3d2m12mi2q4 + 16m1mi3q4�14dm1mi3q4 + 3d2m1mi3q4 + 8mi4q4 � 11dmi4q4 + 3d2mi4q4� Jf1;mig;f1;m1g;f1;0gm12mimj2q2�4m12 + q2��2�� 64m18mi + 24dm18mi + 128m16mi3 � 48dm16mi3 � 64m14mi5 + 24dm14mi5 + 192m16mimj2�136dm16mimj2 + 24d2m16mimj2 � 128m15mi2mj2 + 176dm15mi2mj2 � 48d2m15mi2mj2+192m14mi3mj2 � 136dm14mi3mj2 + 24d2m14mi3mj2 � 128m14mimj4 + 112dm14mimj4�24d2m14mimj4 � 32m17q2 + 12dm17q2 � 16m16miq2 + 28dm16miq2 � 6d2m16miq2+16m15mi2q2 � 8dm15mi2q2 + 96m14mi3q2 � 72dm14mi3q2 + 12d2m14mi3q2 � 32m13mi4q2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 110+12dm13mi4q2 � 32m12mi5q2 + 28dm12mi5q2 � 6d2m12mi5q2 + 32m15mj2q2 � 12dm15mj2q2+208m14mimj2q2 � 204dm14mimj2q2 + 62d2m14mimj2q2 � 6d3m14mimj2q2�96m13mi2mj2q2 + 196dm13mi2mj2q2 � 92d2m13mi2mj2q2 + 12d3m13mi2mj2q2+96m12mi3mj2q2 � 116dm12mi3mj2q2 + 46d2m12mi3mj2q2 � 6d3m12mi3mj2q2�64m12mimj4q2 + 88dm12mimj4q2 � 40d2m12mimj4q2 + 6d3m12mimj4q2 � 8m15q4 + 3dm15q4�4m14miq4 + 11dm14miq4 � 3d2m14miq4 + 4m13mi2q4 � 2dm13mi2q4 + 24m12mi3q4�26dm12mi3q4 + 6d2m12mi3q4 � 8m1mi4q4 + 3dm1mi4q4 � 8mi5q4 + 11dmi5q4 � 3d2mi5q4+8m13mj2q4 � 3dm13mj2q4 + 52m12mimj2q4 � 63dm12mimj2q4 + 24d2m12mimj2q4�3d3m12mimj2q4 � 24m1mi2mj2q4 + 57dm1mi2mj2q4 � 34d2m1mi2mj2q4 + 6d3m1mi2mj2q4+24mi3mj2q4 � 41dmi3mj2q4 + 20d2mi3mj2q4 � 3d3mi3mj2q4 � 16mimj4q4+30dmimj4q4 � 17d2mimj4q4 + 3d3mimj4q4� Jf1;mjg;f1;mig;f1;m1gm12mimj2q2�4m12 + q2�+4�m1 �mi��8m17mi + 8m16mi2 � 8m15mi3 � 8m14mi4 + 4m16q2 + 12m15miq2 � 2dm15miq2+16m14mi2q2 � 2dm14mi2q2 � 12m13mi3q2 + 2dm13mi3q2 � 4m12mi4q2 + 2dm12mi4q2+5m14q4 + 4m13miq4 � 2dm13miq4 + 5m12mi2q4 � 2dm12mi2q4 � 4m1mi3q4+2dm1mi3q4 � 2mi4q4 + 2dmi4q4 +m12q6 � Jf2;m1g;f1;mig;f1;0gmimj2q2�4m12 + q2�+4�� 8m18mi + 16m16mi3 � 8m14mi5 + 24m16mimj2 � 8dm16mimj2 � 16m15mi2mj2+16dm15mi2mj2 + 24m14mi3mj2 � 8dm14mi3mj2 � 16m14mimj4 + 8dm14mimj4 � 4m17q2�8m16miq2 + 2dm16miq2 � 4m15mi2q2 + 28m14mi3q2 � 4dm14mi3q2 � 8m13mi4q2�4m12mi5q2 + 2dm12mi5q2 + 4m15mj2q2 + 32m14mimj2q2�18dm14mimj2q2 + 2d2m14mimj2q2 � 16m13mi2mj2q2 + 28dm13mi2mj2q2�4d2m13mi2mj2q2 + 12m12mi3mj2q2 � 10dm12mi3mj2q2 + 2d2m12mi3mj2q2 � 8m12mimj4q2+8dm12mimj4q2 � 2d2m12mimj4q2 � 5m15q4 +m14miq4 + 2dm14miq4�m13mi2q4 + 9m12mi3q4 � 4dm12mi3q4 � 2m1mi4q4 � 2mi5q4 + 2dmi5q4+m13mj2q4 + 11m12mimj2q4 � 10dm12mimj2q4 + 2d2m12mimj2q4 � 6m1mi2mj2q4+12dm1mi2mj2q4 � 4d2m1mi2mj2q4 + 6mi3mj2q4 � 8dmi3mj2q4 + 2d2mi3mj2q4 � 4mimj4q4+6dmimj4q4 � 2d2mimj4q4 �m13q6 +m12miq6� Jf2;m1g;f1;mjg;f1;migmimj2q2�4m12 + q2�+4�m1 �mi�mi�8m17mi + 8m16mi2 � 8m15mi3 � 8m14mi4 + 8m16q2 � 8m15miq2 � 2dm15miq2�4m14mi2q2 � 2dm14mi2q2 � 8m13mi3q2 + 2dm13mi3q2 � 4m12mi4q2 + 2dm12mi4q2+2m14q4 � 10m13miq4 + 3dm13miq4 � 5m12mi2q4 + 3dm12mi2q4 � 2m1mi3q4+dm1mi3q4 �mi4q4 + dmi4q4 � 2m1miq6 + dm1miq6 �mi2q6 + dmi2q6 � �Jf2;mig;f1;m1g;f1;0gm12mj2q2�4m12 + q2��4mi�8m110mi + 16m19mi2 � 8m18mi3 � 32m17mi4 � 8m16mi5 + 16m15mi6 + 8m14mi7�32m18mimj2 + 8dm18mimj2 � 32m17mi2mj2 � 16dm16mi3mj2 � 32m15mi4mj2�32m14mi5mj2 + 8dm14mi5mj2 + 40m16mimj4 � 16dm16mimj4 + 16m15mi2mj4



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 111+40m14mi3mj4 � 16dm14mi3mj4 � 16m14mimj6 + 8dm14mimj6 + 8m19q2 � 2dm18miq2�20m17mi2q2 � 4dm17mi2q2 � 12m16mi3q2 + 2dm16mi3q2 + 8dm15mi4q2 + 8m14mi5q2+2dm14mi5q2 + 12m13mi6q2 � 4dm13mi6q2 + 4m12mi7q2 � 2dm12mi7q2 � 16m17mj2q2�8m16mimj2q2 � 4dm16mimj2q2 � 2d2m16mimj2q2 � 48m15mi2mj2q2 � 24m14mi3mj2q2�8dm14mi3mj2q2 + 4d2m14mi3mj2q2 � 16m13mi4mj2q2 � 16m12mi5mj2q2+12dm12mi5mj2q2 � 2d2m12mi5mj2q2 + 8m15mj4q2 + 48m14mimj4q2 � 34dm14mimj4q2+4d2m14mimj4q2 + 4m13mi2mj4q2 + 4dm13mi2mj4q2+20m12mi3mj4q2 � 18dm12mi3mj4q2 + 4d2m12mi3mj4q2�8m12mimj6q2 + 8dm12mimj6q2 � 2d2m12mimj6q2 + 2m17q4�8m16miq4 + 3dm16miq4 � 17m15mi2q4 + 6dm15mi2q4 +m14mi3q4+dm14mi3q4 + 12m13mi4q4 � 4dm13mi4q4 + 6m12mi5q4 � 3dm12mi5q4 + 3m1mi6q4�2dm1mi6q4 +mi7q4 � dmi7q4 � 4m15mj2q4 + 14m14mimj2q4 � 15dm14mimj2q4+3d2m14mimj2q4 � 16m13mi2mj2q4 + 2dm13mi2mj2q4�18m12mi3mj2q4 + 14dm12mi3mj2q4 � 2d2m12mi3mj2q4 � 4m1mi4mj2q4 + 2dm1mi4mj2q4�4mi5mj2q4 + 5dmi5mj2q4 � d2mi5mj2q4 + 2m13mj4q4 + 20m12mimj4q4 � 23dm12mimj4q4+6d2m12mimj4q4 +m1mi2mj4q4 + 5mi3mj4q4 � 7dmi3mj4q4 + 2d2mi3mj4q4 � 2mimj6q4+3dmimj6q4 � d2mimj6q4 � 2m14miq6 + dm14miq6 � 3m13mi2q6 + 2dm13mi2q6 +m12mi3q6+3m1mi4q6 � 2dm1mi4q6 +mi5q6 � dmi5q6 + 4m12mimj2q6�4dm12mimj2q6 + d2m12mimj2q6 �m1mi2mj2q6 � 3mi3mj2q6+4dmi3mj2q6 � d2mi3mj2q6 + 2mimj4q6 � 3dmimj4q6 + d2mimj4q6� �Jf2;mig;f1;mjg;f1;m1gm12�m1 +mi �mj�mj2�m1 +mi +mj�q2�4m12 + q2��4�8m110mi + 16m19mi2 � 8m18mi3 � 32m17mi4 � 8m16mi5 + 16m15mi6 + 8m14mi7�32m18mimj2 + 8dm18mimj2 � 32m17mi2mj2 � 16dm16mi3mj2 � 32m15mi4mj2�32m14mi5mj2 + 8dm14mi5mj2 + 40m16mimj4 � 16dm16mimj4 + 16m15mi2mj4+40m14mi3mj4 � 16dm14mi3mj4 � 16m14mimj6 + 8dm14mimj6 + 4m19q2 � 4m18miq2�2dm18miq2 � 28m17mi2q2 � 4dm17mi2q2 � 52m16mi3q2 + 2dm16mi3q2 � 52m15mi4q2+8dm15mi4q2 � 12m14mi5q2 + 2dm14mi5q2 + 12m13mi6q2 � 4dm13mi6q2 + 4m12mi7q2�2dm12mi7q2 � 8m17mj2q2 + 8m16mimj2q2 + 4dm16mimj2q2�2d2m16mimj2q2 � 8m15mi2mj2q2 + 16dm15mi2mj2q2+40m14mi3mj2q2 � 32dm14mi3mj2q2 + 4d2m14mi3mj2q2 � 16m13mi4mj2q2 � 16m12mi5mj2q2+12dm12mi5mj2q2 � 2d2m12mi5mj2q2 + 4m15mj4q2 + 4m14mimj4q2 � 10dm14mimj4q2+4d2m14mimj4q2 + 4m13mi2mj4q2 + 4dm13mi2mj4q2 + 20m12mi3mj4q2 � 18dm12mi3mj4q2+4d2m12mi3mj4q2 � 8m12mimj6q2 + 8dm12mimj6q2 � 2d2m12mimj6q2�3m17q4 � 13m16miq4 + 3dm16miq4 � 23m15mi2q4 + 6dm15mi2q4 � 29m14mi3q4+9dm14mi3q4 � 25m13mi4q4 + 12dm13mi4q4 � 7m12mi5q4 + 5dm12mi5q4 + 3m1mi6q4�2dm1mi6q4 +mi7q4 � dmi7q4 + 2m15mj2q4 + 14m14mimj2q4 � 13dm14mimj2q4 + 3d2m14mimj2q4+2m13mi2mj2q4 + 6dm13mi2mj2q4 + 22m12mi3mj2q4 � 24dm12mi3mj2q4+6d2m12mi3mj2q4 � 4m1mi4mj2q4 + 2dm1mi4mj2q4 � 4mi5mj2q4 + 5dmi5mj2q4



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 112�d2mi5mj2q4 +m13mj4q4 � 7m12mimj4q4 + 7dm12mimj4q4�2d2m12mimj4q4 +m1mi2mj4q4 + 5mi3mj4q4 � 7dmi3mj4q4 + 2d2mi3mj4q4 � 2mimj6q4+3dmimj6q4 � d2mimj6q4 �m15q6 � 3m14miq6 + dm14miq6 � 4m13mi2q6+2dm13mi2q6 � 4m12mi3q6 + 2dm12mi3q6 � 3m1mi4q6 + 2dm1mi4q6 �mi5q6 + dmi5q6+m13mj2q6 + 3m12mimj2q6 � 4dm12mimj2q6 + d2m12mimj2q6 +m1mi2mj2q6+3mi3mj2q6 � 4dmi3mj2q6 + d2mi3mj2q6 � 2mimj4q6 + 3dmimj4q6 � d2mimj4q6� �Jf2;mjg;f1;mig;f1;m1gm12mi�m1 +mi �mj��m1 +mi +mj�q2�4m12 + q2�+2�m1 �mi��m1 +mi��4m13 + 4m1mi2 + 2m1q2 � dm1q2 + 2miq2 � dmiq2� �Vf1;m1g;f1;m1g;f1;mig;f1;0gm1mj2�2�m1 �mi��m1 +mi��4m12mi + 4mi3 + 2m1q2 � dm1q2 + 2miq2 � dmiq2� �Vf1;mig;f1;mig;f1;m1g;f1;0gmimj2+2�� 1 + d��m1 �mi��m1 +mi��� 24m16 � 8m14mi2 � 20m14q2 + 6dm14q2�4m12mi2q2 + 2dm12mi2q2 � 2m12q4 + dm12q4 � 2mi2q4 + dmi2q4 � �Vf1;m1g;f1;m1g;f1;0g;f1;migm12mj2�4m12 + q2��2�� 1 + d��� 24m110 � 48m19mi � 8m18mi2 + 32m17mi3 + 24m16mi4 + 16m15mi5+8m14mi6 + 96m18mj2 � 24dm18mj2 � 64m16mi2mj2 + 16dm16mi2mj2 � 32m14mi4mj2+8dm14mi4mj2 � 56m16mj4 + 16dm16mj4 � 16m15mimj4 + 40m14mi2mj4 � 16dm14mi2mj4�16m14mj6 + 8dm14mj6 � 20m18q2 + 6dm18q2 � 40m17miq2 + 12dm17miq2 � 4m16mi2q2+2dm16mi2q2 + 32m15mi3q2 � 8dm15mi3q2 + 20m14mi4q2 � 6dm14mi4q2 + 8m13mi5q2�4dm13mi5q2 + 4m12mi6q2 � 2dm12mi6q2 + 80m16mj2q2 � 44dm16mj2q2 + 6d2m16mj2q2+8m15mimj2q2 � 48m14mi2mj2q2 + 32dm14mi2mj2q2 � 4d2m14mi2mj2q2+8m13mi3mj2q2 � 16m12mi4mj2q2 + 12dm12mi4mj2q2�2d2m12mi4mj2q2 � 52m14mj4q2 + 30dm14mj4q2 � 4d2m14mj4q2 � 16m13mimj4q2+4dm13mimj4q2 + 20m12mi2mj4q2 � 18dm12mi2mj4q2 + 4d2m12mi2mj4q2�8m12mj6q2 + 8dm12mj6q2 � 2d2m12mj6q2 � 2m16q4 + dm16q4 � 4m15miq4 + 2dm15miq4�2m14mi2q4 + dm14mi2q4 + 2m12mi4q4 � dm12mi4q4 + 4m1mi5q4 � 2dm1mi5q4+2mi6q4 � dmi6q4 + 8m14mj2q4 � 6dm14mj2q4 + d2m14mj2q4 � 4m13mimj2q4+2dm13mimj2q4 � 8m12mi2mj2q4 + 4dm12mi2mj2q4 � 4m1mi3mj2q4 + 2dm1mi3mj2q4 � 8mi4mj2q4+6dmi4mj2q4 � d2mi4mj2q4 � 2m12mj4q4 + dm12mj4q4 + 10mi2mj4q4 � 9dmi2mj4q4+2d2mi2mj4q4 � 4mj6q4 + 4dmj6q4 � d2mj6q4� � Vf1;m1g;f1;m1g;f1;mjg;f1;migm12�m1 +mi �mj�mj2�m1 +mi +mj��4m12 + q2��2�4m15 � 4m1mi4 � 4m12mimj2 + 4dm12mimj2 + 12m1mi2mj2 � 4dm1mi2mj2 � 8m1mj4 + 4dm1mj4+2m13q2 � dm13q2 + 2m12miq2 � dm12miq2 � 2m1mi2q2 + dm1mi2q2 � 2mi3q2 + dmi3q2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 113+6m1mj2q2 � 3dm1mj2q2 + 2mimj2q2 � dmimj2q2� � Vf1;m1g;f1;m1g;f1;mig;f1;mjgm1mj2�2�� 4m14mi + 4mi5 + 12m12mimj2 � 4dm12mimj2 � 4m1mi2mj2 + 4dm1mi2mj2 � 8mimj4+4dmimj4 � 2m13q2 + dm13q2 � 2m12miq2 + dm12miq2 + 2m1mi2q2�dm1mi2q2 + 2mi3q2 � dmi3q2 + 2m1mj2q2 � dm1mj2q2 + 6mimj2q2 � 3dmimj2q2� �Vf1;mig;f1;mig;f1;m1g;f1;mjgmimj2 (E.2)�[1;1)T ai;j;1;2(q2) + �[1;1)T ai;j;2;1(q2) =4(�2 + d)2Af1;m1gAf1;migm1 (m1 �m2) � 4(�2 + d)2Af1;m2gAf1;mig(m1 �m2 )m2�2 (�2 + d) ��3m12 +m1m2 +m1mi �m2mi + 2mi2 � 4mj2 + 2dmj2� Af1;m1gAf1;mjgm1 (m1 �m2)mj2+2 (�2 + d) �m1m2 � 3m22 �m1mi +m2mi + 2mi2 � 4mj2 + 2dmj2� Af1;m2gAf1;mjg(m1 �m2 )m2mj2�2 (�2 + d) (m1 +m2 + 2mi) Af1;migAf1;mjgmimj2+Af1;mig��2 (�2 + d) ��4m12 � 2q2 + dq2 � Bf1;m1g;f1;m1gm1 (m1 �m2)+2(�2 + d)2 �m12 � 2m1m2 +m22 + q2� Bf1;m2g;f1;m1gm1m2�2 (�2 + d) ��4m22 � 2q2 + dq2� Bf1;m2g;f1;m2gm2 (�m1 +m2)�+4 (�2 + d)Af1;m1gBf1;mig;f1;mig+4 (�2 + d)Af1;m2gBf1;mig;f1;mig�4�� 2m12 + dm12 � 2m1m2 � 2m22 + dm22 + 2m1mi � 2dm1mi + 2m2mi�2dm2mi � 6mi2 + 2dmi2 + 4mj2 � 2dmj2 � 14q2 + 9dq2 � d2q2 � �Bf1;m2g;f1;m1gBf1;mig;f1;mig+Af1;mjg�2 �m12 �mi2 + 2mj2 � dmj2� �4m12 + 2q2 � dq2� Bf1;m1g;f1;m1gm1 (m1 �m2)mj2�2 (�2 + d) �m1m2 �m1mi �m2mi +mi2 � 2mj2 + dmj2� �m12 � 2m1m2 +m22 + q2� Bf1;m2g;f1;m1gm1m2mj2+2 �m22 �mi2 + 2mj2 � dmj2� �4m22 + 2q2 � dq2� Bf1;m2g;f1;m2gm2 (�m1 +m2)mj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 114�2 �4m1m2mi + 4mi3 � 8mimj2 + 4dmimj2 + 2m1q2 � dm1q2 + 2m2q2 � dm2q2� Bf1;mig;f1;migmimj2 �+2 (m1 �mi) (�m2 +mi)�� 2m12m22 � 2m13mi + dm13mi � dm12m2mi � dm1m22mi � 2m23mi+dm23mi � 4m1m2mi2 � 2m1mi3 � 2m2mi3 � 2mi4 � 2m1m2q2+dm1m2q2 � 2m1miq2 + dm1miq2 � 2m2miq2 + dm2miq2�2mi2q2 + dmi2q2 �Ff1;m1g;f1;mig;f1;m2g;f1;mig;f1;0gmj2�2�2m13m23 + 2m14m2mi � dm14m2mi � 2m13m22mi + dm13m22mi�2m12m23mi + dm12m23mi + 2m1m24mi � dm1m24mi � 2m14mi2+dm14mi2 � 2m13m2mi2 + 6m12m22mi2 � 2dm12m22mi2 � 2m1m23mi2�2m24mi2 + dm24mi2 + 2m13mi3 � dm13mi3 � 2m12m2mi3+dm12m2mi3 � 2m1m22mi3 + dm1m22mi3 + 2m23mi3 � dm23mi3�2m12mi4 + 2m1m2mi4 � 2m22mi4 + 2mi6 � 2m13m2mj2 � 4m12m22mj2+2dm12m22mj2 � 2m1m23mj2 + 6m13mimj2 � 6dm13mimj2 + d2m13mimj2�4m12m2mimj2 + 4dm12m2mimj2 � d2m12m2mimj2 � 4m1m22mimj2 + 4dm1m22mimj2�d2m1m22mimj2 + 6m23mimj2 � 6dm23mimj2 + d2m23mimj2 � 8m1m2mi2mj2+4dm1m2mi2mj2 + 2m1mi3mj2 � 2dm1mi3mj2 + 2m2mi3mj2 � 2dm2mi3mj2�8mi4mj2 + 2dmi4mj2 + 4m12mj4 � 2dm12mj4 + 2m1m2mj4+4m22mj4 � 2dm22mj4 � 2m1mimj4 + 2dm1mimj4 � 2m2mimj4+2dm2mimj4 + 10mi2mj4 � 4dmi2mj4 � 4mj6 + 2dmj6 + 2m12m22q2�dm12m22q2 � 2m12mi2q2 + dm12mi2q2 � 2m22mi2q2 + dm22mi2q2+2mi4q2 � dmi4q2 � 4m12mj2q2 + 2dm12mj2q2 � 8m1m2mj2q2+5dm1m2mj2q2 � d2m1m2mj2q2 � 4m22mj2q2 + 2dm22mj2q2 + 8m1mimj2q2�7dm1mimj2q2 + d2m1mimj2q2 + 8m2mimj2q2 � 7dm2mimj2q2 + d2m2mimj2q2�16mi2mj2q2 + 9dmi2mj2q2 � d2mi2mj2q2 + 16mj4q2 � 10dmj4q2+d2mj4q2 � 4mj2q4 + 2dmj2q4 �Ff1;m1g;f1;mig;f1;m2g;f1;mig;f1;mjgmj2+2 (m1 �mi) (�m2 +mi)�� 2m12m22 � 2m13mi + dm13mi�dm12m2mi � dm1m22mi � 2m23mi + dm23mi � 4m1m2mi2 � 2m1mi3�2m2mi3 � 2mi4 � 2m1m2q2 + dm1m2q2 � 2m1miq2 + dm1miq2�2m2miq2 + dm2miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 �Ff1;m2g;f1;mig;f1;m1g;f1;mig;f1;0gmj2�2�2m13m23 + 2m14m2mi � dm14m2mi � 2m13m22mi+dm13m22mi � 2m12m23mi + dm12m23mi + 2m1m24mi � dm1m24mi�2m14mi2 + dm14mi2 � 2m13m2mi2 + 6m12m22mi2 � 2dm12m22mi2�2m1m23mi2 � 2m24mi2 + dm24mi2 + 2m13mi3 � dm13mi3�2m12m2mi3 + dm12m2mi3 � 2m1m22mi3 + dm1m22mi3 + 2m23mi3�dm23mi3 � 2m12mi4 + 2m1m2mi4 � 2m22mi4 + 2mi6 � 2m13m2mj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 115�4m12m22mj2 + 2dm12m22mj2 � 2m1m23mj2 + 6m13mimj2 � 6dm13mimj2+d2m13mimj2 � 4m12m2mimj2 + 4dm12m2mimj2 � d2m12m2mimj2 � 4m1m22mimj2+4dm1m22mimj2 � d2m1m22mimj2 + 6m23mimj2 � 6dm23mimj2 + d2m23mimj2�8m1m2mi2mj2 + 4dm1m2mi2mj2 + 2m1mi3mj2 � 2dm1mi3mj2 + 2m2mi3mj2�2dm2mi3mj2 � 8mi4mj2 + 2dmi4mj2 + 4m12mj4 � 2dm12mj4+2m1m2mj4 + 4m22mj4 � 2dm22mj4 � 2m1mimj4 + 2dm1mimj4 � 2m2mimj4+2dm2mimj4 + 10mi2mj4 � 4dmi2mj4 � 4mj6 + 2dmj6 + 2m12m22q2�dm12m22q2 � 2m12mi2q2 + dm12mi2q2 � 2m22mi2q2 + dm22mi2q2+2mi4q2 � dmi4q2 � 4m12mj2q2 + 2dm12mj2q2 � 8m1m2mj2q2+5dm1m2mj2q2 � d2m1m2mj2q2 � 4m22mj2q2 + 2dm22mj2q2 + 8m1mimj2q2�7dm1mimj2q2 + d2m1mimj2q2 + 8m2mimj2q2 � 7dm2mimj2q2 + d2m2mimj2q2�16mi2mj2q2 + 9dmi2mj2q2 � d2mi2mj2q2 + 16mj4q2 � 10dmj4q2+d2mj4q2 � 4mj2q4 + 2dmj2q4 �Ff1;m2g;f1;mig;f1;m1g;f1;mig;f1;mjgmj2�2 (�2 + d) (m1 �mi)2(m1 +mi)2 (m1 �m2 + 2mi) Kf1;mig;f1;m1g;f1;0gm1 (m1 �m2)mimj2�2 (�2 + d) (m1 �m2 � 2mi) (m2 �mi)2(m2 +mi)2 Kf1;mig;f1;m2g;f1;0g(m1 �m2)m2mimj22 (�2 + d) (m1 �mi �mj) (m1 �mi +mj)�m13 �m12m2 + 4m12mi � 2m1m2mi + 5m1mi2 �m2mi2 + 2mi3 � 4mimj2 + 2dmimj2�Kf1;mjg;f1;mig;f1;m1gm1 (m1 �m2)mimj2�2 (�2 + d) (m2 �mi �mj) (m2 �mi +mj)�� �m1m22�+m23 � 2m1m2mi + 4m22mi �m1mi2 + 5m2mi2 + 2mi3 � 4mimj2 + 2dmimj2�Kf1;mjg;f1;mig;f1;m2g(m1 �m2 )m2mimj2+2 (m1 �mi)�� 8m13m2 + 3dm13m2 + 6m12m2mi � dm12m2mi � 2m1m22mi+dm1m22mi + 8m1m2mi2 � 2dm1m2mi2 � 8mi4 + 3dmi4�Jf1;mig;f1;m1g;f1;0gm1m2mimj2+2 (m2 �mi)�� 8m1m23 + 3dm1m23 � 2m12m2mi + dm12m2mi + 6m1m22mi � dm1m22mi+8m1m2mi2 � 2dm1m2mi2 � 8mi4 + 3dmi4�Jf1;mig;f1;m2g;f1;0gm1m2mimj2�2�� 8m14m2 + 3dm14m2 + 14m13m2mi � 4dm13m2mi � 2m12m22mi + dm12m22mi+2m12m2mi2 � dm12m2mi2 + 2m1m22mi2 � dm1m22mi2 � 8m1m2mi3+2dm1m2mi3 � 8m1mi4 + 3dm1mi4 + 8mi5 � 3dmi5 + 8m12m2mj2�3dm12m2mj2 + 4m1m2mimj2 � 5dm1m2mimj2 + d2m1m2mimj2 + 8m1mi2mj2�3dm1mi2mj2 � 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 � 3d2mi3mj2 + 16mimj4



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 116�14dmimj4 + 3d2mimj4�Jf1;mjg;f1;mig;f1;m1gm1m2mimj2�2�� 8m1m24 + 3dm1m24 � 2m12m22mi + dm12m22mi + 14m1m23mi�4dm1m23mi + 2m12m2mi2 � dm12m2mi2 + 2m1m22mi2 � dm1m22mi2�8m1m2mi3 + 2dm1m2mi3 � 8m2mi4 + 3dm2mi4 + 8mi5 � 3dmi5+8m1m22mj2 � 3dm1m22mj2 + 4m1m2mimj2 � 5dm1m2mimj2 + d2m1m2mimj2+8m2mi2mj2 � 3dm2mi2mj2 � 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 � 3d2mi3mj2+16mimj4 � 14dmimj4 + 3d2mimj4�Jf1;mjg;f1;mig;f1;m2gm1m2mimj2+4m1 (m1 �mi)�m13m2 +m1m2mi2 + 2mi4 +m1m2q2 �Jf2;m1g;f1;mig;f1;0gm2mimj2�4m1�m14m2 �m13m2mi +m12m2mi2 �m1m2mi3 + 2m1mi4 � 2mi5 �m12m2mj2 +m1m2mimj2�2m1mi2mj2 + 6mi3mj2 � 2dmi3mj2 � 4mimj4 + 2dmimj4 +m12m2q2 �m1m2miq2� �Jf2;m1g;f1;mjg;f1;migm2mimj2+4m2 (m2 �mi)�m1m23 +m1m2mi2 + 2mi4 +m1m2q2 �Jf2;m2g;f1;mig;f1;0gm1mimj2�4m2�m1m24 �m1m23mi +m1m22mi2 �m1m2mi3 + 2m2mi4 � 2mi5�m1m22mj2 +m1m2mimj2 � 2m2mi2mj2 + 6mi3mj2 � 2dmi3mj2�4mimj4 + 2dmimj4 +m1m22q2 �m1m2miq2� �Jf2;m2g;f1;mjg;f1;migm1mimj2+4 (m1 �mi)mi �2m13m2 +m12mi2 +mi4 +mi2q2� Jf2;mig;f1;m1g;f1;0gm1m2mj2+4 (m2 �mi)mi �2m1m23 +m22mi2 +mi4 +mi2q2� Jf2;mig;f1;m2g;f1;0gm1m2mj2�4mi�2m14m2 � 2m13m2mi +m13mi2 �m12mi3 +m1mi4 �mi5�2m12m2mj2 + 2m12mimj2 � dm12mimj2 + 2m1m2mimj2 �m1mi2mj2+3mi3mj2 � dmi3mj2 � 2mimj4 + dmimj4 +m1mi2q2�mi3q2 + 2mimj2q2 � dmimj2q2�Jf2;mig;f1;mjg;f1;m1gm1m2mj2�4mi�2m1m24 � 2m1m23mi +m23mi2 �m22mi3 +m2mi4 �mi5�2m1m22mj2 + 2m1m2mimj2 + 2m22mimj2 � dm22mimj2 �m2mi2mj2+3mi3mj2 � dmi3mj2 � 2mimj4 + dmimj4 +m2mi2q2�mi3q2 + 2mimj2q2 � dmimj2q2�Jf2;mig;f1;mjg;f1;m2gm1m2mj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 117�4�m14m2 �m13m2mi �m13mi2 �m12m2mi2 +m12mi3 +m1m2mi3+m1mi4 �mi5 �m12m2mj2 � 2m12mimj2 + dm12mimj2 +m1m2mimj2�m1mi2mj2 + 3mi3mj2 � dmi3mj2 � 2mimj4 + dmimj4 �m12m2q2+m1m2miq2 �m1mi2q2 +mi3q2 � 2mimj2q2 + dmimj2q2�Jf2;mjg;f1;mig;f1;m1gm1m2mi�4�m1m24 �m1m23mi �m1m22mi2 �m23mi2 +m1m2mi3+m22mi3 +m2mi4 �mi5 �m1m22mj2 +m1m2mimj2�2m22mimj2 + dm22mimj2 �m2mi2mj2 + 3mi3mj2 � dmi3mj2�2mimj4 + dmimj4 �m1m22q2 +m1m2miq2 �m2mi2q2+mi3q2 � 2mimj2q2 + dmimj2q2�Jf2;mjg;f1;mig;f1;m2gm1m2mi�2 (m2 �mi)�2m12m22 � dm12m22 � 4m1m23 � 2m24 + dm24�4m12m2mi + 2dm12m2mi � 2dm1m22mi � 2m12mi2 + dm12mi2+4m1m2mi2 � 2dm1m2mi2 � 6m22mi2 + dm22mi2 � 4m2mi3�2m22q2 + dm22q2 � 4m2miq2 + 2dm2miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 �Vf1;m2g;f1;m1g;f1;mig;f1;0gm2mj2�2 (m1 �mi)�� 2m14 + dm14 � 4m13m2 + 2m12m22 � dm12m22 � 2dm12m2mi�4m1m22mi + 2dm1m22mi � 6m12mi2 + dm12mi2 + 4m1m2mi2�2dm1m2mi2 � 2m22mi2 + dm22mi2 � 4m1mi3 � 2m12q2 + dm12q2�4m1miq2 + 2dm1miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 �Vf1;m1g;f1;m2g;f1;mig;f1;0gm1mj2�2 (m1 �mi)�4m12m2mi + 2dm1m2mi2 + 4m22mi2 � 2dm22mi2 + 8m1mi3�2dm1mi3 � 4m2mi3 + 2dm2mi3 + 4mi4 + 2m12q2 � dm12q2+4m1miq2 � 2dm1miq2 + 2mi2q2 � dmi2q2 �Vf1;mig;f1;mig;f1;m1g;f1;0gmimj2�2 (m2 �mi)�4m1m22mi + 4m12mi2 � 2dm12mi2 + 2dm1m2mi2 � 4m1mi3+2dm1mi3 + 8m2mi3 � 2dm2mi3 + 4mi4 + 2m22q2 � dm22q2+4m2miq2 � 2dm2miq2 + 2mi2q2 � dmi2q2 �Vf1;mig;f1;mig;f1;m2g;f1;0gmimj2�2(m1 �mi)2(m1 +mi)2 �4m12 + 2q2 � dq2� Vf1;m1g;f1;m1g;f1;0g;f1;migm1 (m1 �m2)mj2�2(m2 �mi)2(m2 +mi)2 ��2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2�Vf1;m2g;f1;m1g;f1;0g;f1;mig(m1 �m2 )m2mj2+2 (m1 �mi �mj) (m1 �mi +mj) �m12 + 2m1mi +mi2 � 2mj2 + dmj2��4m12 + 2q2 � dq2� Vf1;m1g;f1;m1g;f1;mjg;f1;migm1 (m1 �m2)mj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 118+2 (m2 �mi �mj) (m2 �mi +mj) �m22 + 2m2mi +mi2 � 2mj2 + dmj2���2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2� Vf1;m2g;f1;m1g;f1;mjg;f1;mig(m1 �m2 )m2mj2+2(m1 �mi)2(m1 +mi)2 ��2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2�Vf1;m1g;f1;m2g;f1;0g;f1;migm1 (m1 �m2)mj2�2(m2 �mi)2(m2 +mi)2 �4m22 + 2q2 � dq2� Vf1;m2g;f1;m2g;f1;0g;f1;migm2 (�m1 +m2)mj2�2 (m1 �mi �mj ) (m1 �mi +mj) �m12 + 2m1mi +mi2 � 2mj2 + dmj2���2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2� Vf1;m1g;f1;m2g;f1;mjg;f1;migm1 (m1 �m2)mj2+2 (m2 �mi �mj) (m2 �mi +mj) �m22 + 2m2mi +mi2 � 2mj2 + dmj2� �4m22 + 2q2 � dq2�Vf1;m2g;f1;m2g;f1;mjg;f1;migm2 (�m1 +m2)mj2+2�2m12m23 � dm12m23 � 4m1m24 � 2m25 + dm25 � 6m12m22mi+3dm12m22mi + 4m1m23mi � 2dm1m23mi + 2m24mi � dm24mi + 2m12m2mi2�dm12m2mi2 + 4m1m22mi2 � 6m23mi2 + dm23mi2 + 2m12mi3 � dm12mi3�4m1m2mi3 + 2dm1m2mi3 + 2m22mi3 � dm22mi3 + 4m2mi4 � 6m12m2mj2+3dm12m2mj2 � 12m1m22mj2 + 10dm1m22mj2 � 2d2m1m22mj2 + 18m23mj2�13dm23mj2 + 2d2m23mj2 � 2m12mimj2 + dm12mimj2 + 4m1m2mimj2�2dm1m2mimj2 + 2m22mimj2 � 3dm22mimj2 � 12m2mi2mj2 + 4dm2mi2mj2+8m2mj4 � 4dm2mj4 � 2m23q2 + dm23q2 � 2m22miq2 + dm22miq2+2m2mi2q2 � dm2mi2q2 + 2mi3q2 � dmi3q2 � 6m2mj2q2+3dm2mj2q2 � 2mimj2q2 + dmimj2q2�Vf1;m2g;f1;m1g;f1;mig;f1;mjgm2mj2+2�� 2m15 + dm15 � 4m14m2 + 2m13m22 � dm13m22 + 2m14mi�dm14mi + 4m13m2mi � 2dm13m2mi � 6m12m22mi + 3dm12m22mi � 6m13mi2+dm13mi2 + 4m12m2mi2 + 2m1m22mi2 � dm1m22mi2 + 2m12mi3 � dm12mi3�4m1m2mi3 + 2dm1m2mi3 + 2m22mi3 � dm22mi3 + 4m1mi4 + 18m13mj2�13dm13mj2 + 2d2m13mj2 � 12m12m2mj2 + 10dm12m2mj2 � 2d2m12m2mj2�6m1m22mj2 + 3dm1m22mj2 + 2m12mimj2 � 3dm12mimj2 + 4m1m2mimj2�2dm1m2mimj2 � 2m22mimj2 + dm22mimj2 � 12m1mi2mj2 + 4dm1mi2mj2+8m1mj4 � 4dm1mj4 � 2m13q2 + dm13q2 � 2m12miq2+dm12miq2 + 2m1mi2q2 � dm1mi2q2 + 2mi3q2 � dmi3q2�6m1mj2q2 + 3dm1mj2q2 � 2mimj2q2 + dmimj2q2�Vf1;m1g;f1;m2g;f1;mig;f1;mjgm1mj2�2�� 4m13m2mi + 4m12m2mi2 � 2dm12m2mi2 � 4m1m22mi2 + 2dm1m22mi2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 119�8m12mi3 + 2dm12mi3 + 4m1m2mi3 + 4m22mi3 � 2dm22mi3+4m1mi4 � 2dm1mi4 � 4m2mi4 + 2dm2mi4 + 4mi5 + 8m12mimj2�4dm12mimj2 + 4m1m2mimj2 + 8m1mi2mj2 � 8dm1mi2mj2 + 2d2m1mi2mj2�12m2mi2mj2 + 12dm2mi2mj2 � 2d2m2mi2mj2 � 8mimj4 + 4dmimj4�2m13q2 + dm13q2 � 2m12miq2 + dm12miq2 + 2m1mi2q2�dm1mi2q2 + 2mi3q2 � dmi3q2 + 2m1mj2q2 � dm1mj2q2+6mimj2q2 � 3dmimj2q2�Vf1;mig;f1;mig;f1;m1g;f1;mjgmimj2�2�� 4m1m23mi � 4m12m2mi2 + 2dm12m2mi2 + 4m1m22mi2 � 2dm1m22mi2+4m12mi3 � 2dm12mi3 + 4m1m2mi3 � 8m22mi3 + 2dm22mi3�4m1mi4 + 2dm1mi4 + 4m2mi4 � 2dm2mi4 + 4mi5 + 4m1m2mimj2+8m22mimj2 � 4dm22mimj2 � 12m1mi2mj2 + 12dm1mi2mj2 � 2d2m1mi2mj2+8m2mi2mj2 � 8dm2mi2mj2 + 2d2m2mi2mj2 � 8mimj4 + 4dmimj4 � 2m23q2+dm23q2 � 2m22miq2 + dm22miq2 + 2m2mi2q2 � dm2mi2q2+2mi3q2 � dmi3q2 + 2m2mj2q2 � dm2mj2q2 + 6mimj2q2 � 3dmimj2q2� �Vf1;mig;f1;mig;f1;m2g;f1;mjgmimj2 (E.3)�[1;1)T bi;j;1;2(q2) + �[1;1)T bi;j;2;1(q2) =�2(�2 + d)2 (m1 +m2) Af1;m1gAf1;migm1 (m1 �m2) + 2(�2 + d)2 (m1 +m2) Af1;m2gAf1;mig(m1 �m2)m2+(�2 + d) (m1 +m2) ��3m12 +m1m2 +m1mi �m2mi + 2mi2 � 4mj2 + 2dmj2� Af1;m1gAf1;mjgm1 (m1 �m2)mj2� (�2 + d) (m1 +m2) �m1m2 � 3m22 �m1mi +m2mi + 2mi2 � 4mj2 + 2dmj2� Af1;m2gAf1;mjg(m1 �m2)m2mj2+(�2 + d) (m1 +m2) (m1 +m2 + 2mi) Af1;migAf1;mjgmimj2+Af1;mig�� (�2 + d) (m1 +m2) ��4m12 � 2q2 + dq2 � Bf1;m1g;f1;m1gm1 (m1 �m2)+(�2 + d)2 (m1 +m2) �m12 � 2m1m2 +m22 + q2� Bf1;m2g;f1;m1gm1m2 +(�2 + d) (m1 +m2) ��4m22 � 2q2 + dq2� Bf1;m2g;f1;m2g(m1 �m2)m2��2 (�2 + d) (m1 +m2)Af1;m1gBf1;mig;f1;mig



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 120�2 (�2 + d) (m1 +m2)Af1;m2gBf1;mig;f1;mig+2 (m1 +m2)�� 2m12 + dm12 � 2m1m2 � 2m22 + dm22 + 2m1mi � 2dm1mi + 2m2mi �2dm2mi � 6mi2 + 2dmi2 + 4mj2 � 2dmj2 � 14q2 + 9dq2 � d2q2 �Bf1;m2g;f1;m1gBf1;mig;f1;mig+Af1;mjg� (m1 +m2) �m12 �mi2 + 2mj2 � dmj2� �4m12 + 2q2 � dq2� Bf1;m1g;f1;m1gm1 (m1 �m2)mj2� (�2 + d) (m1 +m2) �m1m2 �m1mi �m2mi +mi2 � 2mj2 + dmj2� �m12 � 2m1m2 +m22 + q2�Bf1;m2g;f1;m1gm1m2mj2� (m1 +m2) �m22 �mi2 + 2mj2 � dmj2� �4m22 + 2q2 � dq2� Bf1;m2g;f1;m2g(m1 �m2)m2mj2� (m1 +m2) �4m1m2mi + 4mi3 � 8mimj2 + 4dmimj2 + 2m1q2 � dm1q2 + 2m2q2 � dm2q2�Bf1;mig;f1;migmimj2 �+2m2 (m1 �mi) (m2 �mi)�� 2m12m22 � 2m13mi + dm13mi � dm12m2mi � dm1m22mi � 2m23mi+dm23mi � 4m1m2mi2 � 2m1mi3 � 2m2mi3 � 2mi4 � 2m1m2q2 + dm1m2q2�2m1miq2 + dm1miq2 � 2m2miq2 + dm2miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 � �Ff1;m1g;f1;mig;f1;m2g;f1;mig;f1;0gmj2�2m2�� 2m13m23 � 2m14m2mi + dm14m2mi + 2m13m22mi � dm13m22mi+2m12m23mi � dm12m23mi � 2m1m24mi + dm1m24mi + 2m14mi2�dm14mi2 + 2m13m2mi2 � 6m12m22mi2 + 2dm12m22mi2+2m1m23mi2 + 2m24mi2 � dm24mi2 � 2m13mi3 + dm13mi3 + 2m12m2mi3�dm12m2mi3 + 2m1m22mi3 � dm1m22mi3 � 2m23mi3 + dm23mi3+2m12mi4 � 2m1m2mi4 + 2m22mi4 � 2mi6 + 2m13m2mj2+4m12m22mj2 � 2dm12m22mj2 + 2m1m23mj2 � 6m13mimj2 + 6dm13mimj2�d2m13mimj2 + 4m12m2mimj2 � 4dm12m2mimj2 + d2m12m2mimj2+4m1m22mimj2 � 4dm1m22mimj2 + d2m1m22mimj2�6m23mimj2 + 6dm23mimj2 � d2m23mimj2 + 8m1m2mi2mj2 � 4dm1m2mi2mj2 � 2m1mi3mj2+2dm1mi3mj2 � 2m2mi3mj2 + 2dm2mi3mj2 + 8mi4mj2 � 2dmi4mj2 � 4m12mj4+2dm12mj4 � 2m1m2mj4 � 4m22mj4 + 2dm22mj4 + 2m1mimj4 � 2dm1mimj4+2m2mimj4 � 2dm2mimj4 � 10mi2mj4 + 4dmi2mj4 + 4mj6 � 2dmj6�2m12m22q2 + dm12m22q2 + 2m12mi2q2 � dm12mi2q2 + 2m22mi2q2�dm22mi2q2 � 2mi4q2 + dmi4q2 + 4m12mj2q2 � 2dm12mj2q2 + 8m1m2mj2q2 � 5dm1m2mj2q2+d2m1m2mj2q2 + 4m22mj2q2 � 2dm22mj2q2 � 8m1mimj2q2 + 7dm1mimj2q2�d2m1mimj2q2 � 8m2mimj2q2 + 7dm2mimj2q2 � d2m2mimj2q2+16mi2mj2q2 � 9dmi2mj2q2 + d2mi2mj2q2 � 16mj4q2 + 10dmj4q2�d2mj4q2 + 4mj2q4 � 2dmj2q4 �Ff1;m1g;f1;mig;f1;m2g;f1;mig;f1;mjgmj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 121�2m1 (m1 �mi) (�m2 +mi)�� 2m12m22 � 2m13mi + dm13mi � dm12m2mi � dm1m22mi�2m23mi + dm23mi � 4m1m2mi2 � 2m1mi3 � 2m2mi3 � 2mi4�2m1m2q2 + dm1m2q2 � 2m1miq2 + dm1miq2�2m2miq2 + dm2miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 �Ff1;m2g;f1;mig;f1;m1g;f1;mig;f1;0gmj2�2m1�� 2m13m23 � 2m14m2mi + dm14m2mi + 2m13m22mi � dm13m22mi+2m12m23mi � dm12m23mi � 2m1m24mi + dm1m24mi + 2m14mi2 � dm14mi2+2m13m2mi2 � 6m12m22mi2 + 2dm12m22mi2 + 2m1m23mi2 + 2m24mi2 � dm24mi2�2m13mi3 + dm13mi3 + 2m12m2mi3 � dm12m2mi3 + 2m1m22mi3 � dm1m22mi3�2m23mi3 + dm23mi3 + 2m12mi4 � 2m1m2mi4 + 2m22mi4 � 2mi6+2m13m2mj2 + 4m12m22mj2 � 2dm12m22mj2 + 2m1m23mj2 � 6m13mimj2+6dm13mimj2 � d2m13mimj2 + 4m12m2mimj2 � 4dm12m2mimj2 + d2m12m2mimj2+4m1m22mimj2 � 4dm1m22mimj2 + d2m1m22mimj2 � 6m23mimj2 + 6dm23mimj2�d2m23mimj2 + 8m1m2mi2mj2 � 4dm1m2mi2mj2 � 2m1mi3mj2 + 2dm1mi3mj2�2m2mi3mj2 + 2dm2mi3mj2 + 8mi4mj2 � 2dmi4mj2 � 4m12mj4 + 2dm12mj4�2m1m2mj4 � 4m22mj4 + 2dm22mj4 + 2m1mimj4 � 2dm1mimj4 + 2m2mimj4�2dm2mimj4 � 10mi2mj4 + 4dmi2mj4 + 4mj6 � 2dmj6 � 2m12m22q2+dm12m22q2 + 2m12mi2q2 � dm12mi2q2 + 2m22mi2q2 � dm22mi2q2�2mi4q2 + dmi4q2 + 4m12mj2q2 � 2dm12mj2q2 + 8m1m2mj2q2�5dm1m2mj2q2 + d2m1m2mj2q2 + 4m22mj2q2 � 2dm22mj2q2 � 8m1mimj2q2+7dm1mimj2q2 � d2m1mimj2q2 � 8m2mimj2q2 + 7dm2mimj2q2�d2m2mimj2q2 + 16mi2mj2q2 � 9dmi2mj2q2 + d2mi2mj2q2 � 16mj4q2+10dmj4q2 � d2mj4q2 + 4mj2q4 � 2dmj2q4 �Ff1;m2g;f1;mig;f1;m1g;f1;mig;f1;mjgmj2(�2 + d) (m1 +m2) (m1 �mi)2(m1 +mi)2 (m1 �m2 + 2mi) Kf1;mig;f1;m1g;f1;0gm1 (m1 �m2)mimj2(�2 + d) (m1 +m2) (m1 �m2 � 2mi) (m2 �mi)2(m2 +mi)2 Kf1;mig;f1;m2g;f1;0g(m1 �m2)m2mimj2� (�2 + d) (m1 +m2) (m1 �mi �mj) (m1 �mi +mj)�m13 �m12m2 + 4m12mi � 2m1m2mi + 5m1mi2 �m2mi2 + 2mi3 � 4mimj2 + 2dmimj2� �Kf1;mjg;f1;mig;f1;m1gm1 (m1 �m2)mimj2+(�2 + d) (m1 +m2) (m2 �mi �mj) (m2 �mi +mj)�� �m1m22�+m23 � 2m1m2mi + 4m22mi �m1mi2 + 5m2mi2 + 2mi3 � 4mimj2 + 2dmimj2� �Kf1;mjg;f1;mig;f1;m2g(m1 �m2 )m2mimj2� (m1 +m2) (m1 �mi)�� 8m13m2 + 3dm13m2 + 6m12m2mi � dm12m2mi � 2m1m22mi +



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 122dm1m22mi + 8m1m2mi2 � 2dm1m2mi2 � 8mi4 + 3dmi4�Jf1;mig;f1;m1g;f1;0gm1m2mimj2� (m1 +m2) (m2 �mi)�� 8m1m23 + 3dm1m23 � 2m12m2mi + dm12m2mi + 6m1m22mi�dm1m22mi + 8m1m2mi2 � 2dm1m2mi2 � 8mi4 + 3dmi4�Jf1;mig;f1;m2g;f1;0gm1m2mimj2+(m1 +m2)�� 8m14m2 + 3dm14m2 + 14m13m2mi � 4dm13m2mi � 2m12m22mi+dm12m22mi + 2m12m2mi2 � dm12m2mi2 + 2m1m22mi2 � dm1m22mi2 � 8m1m2mi3+2dm1m2mi3 � 8m1mi4 + 3dm1mi4 + 8mi5 � 3dmi5 + 8m12m2mj2�3dm12m2mj2 + 4m1m2mimj2 � 5dm1m2mimj2 + d2m1m2mimj2+8m1mi2mj2 � 3dm1mi2mj2 � 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 � 3d2mi3mj2+16mimj4 � 14dmimj4 + 3d2mimj4� � Jf1;mjg;f1;mig;f1;m1gm1m2mimj2+(m1 +m2)�� 8m1m24 + 3dm1m24 � 2m12m22mi + dm12m22mi + 14m1m23mi�4dm1m23mi + 2m12m2mi2 � dm12m2mi2 + 2m1m22mi2 � dm1m22mi2�8m1m2mi3 + 2dm1m2mi3 � 8m2mi4 + 3dm2mi4 + 8mi5 � 3dmi5+8m1m22mj2 � 3dm1m22mj2 + 4m1m2mimj2 � 5dm1m2mimj2 + d2m1m2mimj2+8m2mi2mj2 � 3dm2mi2mj2 � 24mi3mj2 + 17dmi3mj2 � 3d2mi3mj2+16mimj4 � 14dmimj4 + 3d2mimj4� � Jf1;mjg;f1;mig;f1;m2gm1m2mimj2�2m1 (m1 +m2) (m1 �mi) �m13m2 +m1m2mi2 + 2mi4 +m1m2q2 � Jf2;m1g;f1;mig;f1;0gm2mimj2+2m1 (m1 +m2)�m14m2 �m13m2mi +m12m2mi2 �m1m2mi3 + 2m1mi4 � 2mi5�m12m2mj2 +m1m2mimj2 � 2m1mi2mj2 + 6mi3mj2 � 2dmi3mj2�4mimj4 + 2dmimj4 +m12m2q2 �m1m2miq2�Jf2;m1g;f1;mjg;f1;migm2mimj2�2m2 (m1 +m2) (m2 �mi) �m1m23 +m1m2mi2 + 2mi4 +m1m2q2 � Jf2;m2g;f1;mig;f1;0gm1mimj2+2m2 (m1 +m2)�m1m24 �m1m23mi +m1m22mi2 �m1m2mi3 + 2m2mi4 � 2mi5�m1m22mj2 +m1m2mimj2 � 2m2mi2mj2 + 6mi3mj2 � 2dmi3mj2�4mimj4 + 2dmimj4 +m1m22q2 �m1m2miq2�Jf2;m2g;f1;mjg;f1;migm1mimj2�2 (m1 +m2) (m1 �mi)mi �2m13m2 +m12mi2 +mi4 +mi2q2� Jf2;mig;f1;m1g;f1;0gm1m2mj2�2 (m1 +m2) (m2 �mi)mi �2m1m23 +m22mi2 +mi4 +mi2q2� Jf2;mig;f1;m2g;f1;0gm1m2mj2+2 (m1 +m2)mi�2m14m2 � 2m13m2mi +m13mi2 �m12mi3 +m1mi4 �mi5�2m12m2mj2 + 2m12mimj2 � dm12mimj2 + 2m1m2mimj2 �m1mi2mj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 123+3mi3mj2 � dmi3mj2 � 2mimj4 + dmimj4 +m1mi2q2�mi3q2 + 2mimj2q2 � dmimj2q2�Jf2;mig;f1;mjg;f1;m1gm1m2mj2+2 (m1 +m2)mi�2m1m24 � 2m1m23mi +m23mi2 �m22mi3 +m2mi4 �mi5�2m1m22mj2 + 2m1m2mimj2 + 2m22mimj2 � dm22mimj2 �m2mi2mj2+3mi3mj2 � dmi3mj2 � 2mimj4 + dmimj4 +m2mi2q2�mi3q2 + 2mimj2q2 � dmimj2q2�Jf2;mig;f1;mjg;f1;m2gm1m2mj2+2 (m1 +m2)�m14m2 �m13m2mi �m13mi2 �m12m2mi2 +m12mi3+m1m2mi3 +m1mi4 �mi5 �m12m2mj2 � 2m12mimj2 + dm12mimj2+m1m2mimj2 �m1mi2mj2 + 3mi3mj2 � dmi3mj2 � 2mimj4+dmimj4 �m12m2q2 +m1m2miq2 �m1mi2q2+mi3q2 � 2mimj2q2 + dmimj2q2�Jf2;mjg;f1;mig;f1;m1gm1m2mi+2 (m1 +m2)�m1m24 �m1m23mi �m1m22mi2 �m23mi2 +m1m2mi3+m22mi3 +m2mi4 �mi5 �m1m22mj2 +m1m2mimj2 � 2m22mimj2+dm22mimj2 �m2mi2mj2 + 3mi3mj2 � dmi3mj2 � 2mimj4 + dmimj4�m1m22q2 +m1m2miq2 �m2mi2q2 +mi3q2 � 2mimj2q2 + dmimj2q2� �Jf2;mjg;f1;mig;f1;m2gm1m2mi(m1 +m2) (m2 �mi)�2m12m22 � dm12m22 � 4m1m23 � 2m24 + dm24 � 4m12m2mi+2dm12m2mi � 2dm1m22mi � 2m12mi2 + dm12mi2 + 4m1m2mi2 � 2dm1m2mi2�6m22mi2 + dm22mi2 � 4m2mi3 � 2m22q2 + dm22q2 � 4m2miq2+2dm2miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 � �Vf1;m2g;f1;m1g;f1;mig;f1;0gm2mj2+(m1 +m2) (m1 �mi)�� 2m14 + dm14 � 4m13m2 + 2m12m22 � dm12m22�2dm12m2mi � 4m1m22mi + 2dm1m22mi � 6m12mi2 + dm12mi2+4m1m2mi2 � 2dm1m2mi2 � 2m22mi2 + dm22mi2 � 4m1mi3�2m12q2 + dm12q2 � 4m1miq2 + 2dm1miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 � �Vf1;m1g;f1;m2g;f1;mig;f1;0gm1mj2+(m1 +m2) (m1 �mi)�4m12m2mi + 2dm1m2mi2 + 4m22mi2�2dm22mi2 + 8m1mi3 � 2dm1mi3 � 4m2mi3 + 2dm2mi3+4mi4 + 2m12q2 � dm12q2 + 4m1miq2 � 2dm1miq2 + 2mi2q2 � dmi2q2 � �Vf1;mig;f1;mig;f1;m1g;f1;0gmimj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 124� (m1 +m2) (m2 �mi)�� 4m1m22mi � 4m12mi2 + 2dm12mi2�2dm1m2mi2 + 4m1mi3 � 2dm1mi3 � 8m2mi3 + 2dm2mi3�4mi4 � 2m22q2 + dm22q2 � 4m2miq2 + 2dm2miq2 � 2mi2q2 + dmi2q2 � �Vf1;mig;f1;mig;f1;m2g;f1;0gmimj2+(m1 +m2) (m1 �mi)2(m1 +mi)2 �4m12 + 2q2 � dq2� �Vf1;m1g;f1;m1g;f1;0g;f1;migm1 (m1 �m2)mj2+(m1 +m2) (m2 �mi)2(m2 +mi)2 ��2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2� �Vf1;m2g;f1;m1g;f1;0g;f1;mig(m1 �m2 )m2mj2� (m1 +m2) (m1 �mi �mj) (m1 �mi +mj) �m12 + 2m1mi +mi2 � 2mj2 + dmj2� �4m12 + 2q2 � dq2� �Vf1;m1g;f1;m1g;f1;mjg;f1;migm1 (m1 �m2)mj2� (m1 +m2) (m2 �mi �mj) (m2 �mi +mj) �m22 + 2m2mi +mi2 � 2mj2 + dmj2���2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2� �Vf1;m2g;f1;m1g;f1;mjg;f1;mig(m1 �m2)m2mj2� (m1 +m2) (m1 �mi)2(m1 +mi)2 ��2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2� �Vf1;m1g;f1;m2g;f1;0g;f1;migm1 (m1 �m2)mj2� (m1 +m2) (m2 �mi)2(m2 +mi)2 �4m22 + 2q2 � dq2� Vf1;m2g;f1;m2g;f1;0g;f1;mig(m1 �m2 )m2mj2+(m1 +m2) (m1 �mi �mj) (m1 �mi +mj) �m12 + 2m1mi +mi2 � 2mj2 + dmj2���2m12 + dm12 � 2dm1m2 � 2m22 + dm22 � 2q2 + dq2� Vf1;m1g;f1;m2g;f1;mjg;f1;migm1 (m1 �m2)mj2+(m1 +m2) (m2 �mi �mj) (m2 �mi +mj) �m22 + 2m2mi +mi2 � 2mj2 + dmj2��4m22 + 2q2 � dq2� Vf1;m2g;f1;m2g;f1;mjg;f1;mig(m1 �m2 )m2mj2� (m1 +m2)�2m12m23 � dm12m23 � 4m1m24 � 2m25 + dm25�6m12m22mi + 3dm12m22mi + 4m1m23mi � 2dm1m23mi + 2m24mi�dm24mi + 2m12m2mi2 � dm12m2mi2 + 4m1m22mi2 � 6m23mi2 + dm23mi2+2m12mi3 � dm12mi3 � 4m1m2mi3 + 2dm1m2mi3 + 2m22mi3 � dm22mi3+4m2mi4 � 6m12m2mj2 + 3dm12m2mj2 � 12m1m22mj2 + 10dm1m22mj2 � 2d2m1m22mj2+18m23mj2 � 13dm23mj2 + 2d2m23mj2 � 2m12mimj2 + dm12mimj2+4m1m2mimj2 � 2dm1m2mimj2 + 2m22mimj2 � 3dm22mimj2 � 12m2mi2mj2 + 4dm2mi2mj2



ANHANG E. ZWEI-LOOP-BASISGR �OSSEN 125+8m2mj4 � 4dm2mj4 � 2m23q2 + dm23q2 � 2m22miq2+dm22miq2 + 2m2mi2q2 � dm2mi2q2 + 2mi3q2 � dmi3q2 � 6m2mj2q2+3dm2mj2q2 � 2mimj2q2 + dmimj2q2� � Vf1;m2g;f1;m1g;f1;mig;f1;mjgm2mj2� (m1 +m2)�� 2m15 + dm15 � 4m14m2 + 2m13m22 � dm13m22 + 2m14mi�dm14mi + 4m13m2mi � 2dm13m2mi � 6m12m22mi + 3dm12m22mi � 6m13mi2+dm13mi2 + 4m12m2mi2 + 2m1m22mi2 � dm1m22mi2 + 2m12mi3 � dm12mi3�4m1m2mi3 + 2dm1m2mi3 + 2m22mi3 � dm22mi3 + 4m1mi4 + 18m13mj2�13dm13mj2 + 2d2m13mj2 � 12m12m2mj2 + 10dm12m2mj2 � 2d2m12m2mj2�6m1m22mj2 + 3dm1m22mj2 + 2m12mimj2 � 3dm12mimj2 + 4m1m2mimj2�2dm1m2mimj2 � 2m22mimj2 + dm22mimj2 � 12m1mi2mj2 + 4dm1mi2mj2 + 8m1mj4�4dm1mj4 � 2m13q2 + dm13q2 � 2m12miq2 + dm12miq2 + 2m1mi2q2�dm1mi2q2 + 2mi3q2 � dmi3q2 � 6m1mj2q2 + 3dm1mj2q2�2mimj2q2 + dmimj2q2�Vf1;m1g;f1;m2g;f1;mig;f1;mjgm1mj2� (m1 +m2)�4m13m2mi � 4m12m2mi2 + 2dm12m2mi2 + 4m1m22mi2 � 2dm1m22mi2+8m12mi3 � 2dm12mi3 � 4m1m2mi3 � 4m22mi3 + 2dm22mi3�4m1mi4 + 2dm1mi4 + 4m2mi4 � 2dm2mi4 � 4mi5 � 8m12mimj2+4dm12mimj2 � 4m1m2mimj2 � 8m1mi2mj2 + 8dm1mi2mj2 � 2d2m1mi2mj2+12m2mi2mj2 � 12dm2mi2mj2 + 2d2m2mi2mj2 + 8mimj4 � 4dmimj4+2m13q2 � dm13q2 + 2m12miq2 � dm12miq2 � 2m1mi2q2+dm1mi2q2 � 2mi3q2 + dmi3q2 � 2m1mj2q2 + dm1mj2q2�6mimj2q2 + 3dmimj2q2�Vf1;mig;f1;mig;f1;m1g;f1;mjgmimj2+(m1 +m2)�� 4m1m23mi � 4m12m2mi2 + 2dm12m2mi2 + 4m1m22mi2 � 2dm1m22mi2+4m12mi3 � 2dm12mi3 + 4m1m2mi3 � 8m22mi3 + 2dm22mi3�4m1mi4 + 2dm1mi4 + 4m2mi4 � 2dm2mi4 + 4mi5 + 4m1m2mimj2+8m22mimj2 � 4dm22mimj2 � 12m1mi2mj2 + 12dm1mi2mj2 � 2d2m1mi2mj2+8m2mi2mj2 � 8dm2mi2mj2 + 2d2m2mi2mj2 � 8mimj4 + 4dmimj4�2m23q2 + dm23q2 � 2m22miq2 + dm22miq2 + 2m2mi2q2�dm2mi2q2 + 2mi3q2 � dmi3q2 + 2m2mj2q2 � dm2mj2q2+6mimj2q2 � 3dmimj2q2�Vf1;mig;f1;mig;f1;m2g;f1;mjgmimj2 (E.4)



Anhang FZwei-Loop-(q2 = 0)-Basisgr�o�enAngegeben werden die Propagator- und Vertexbeitr�age f�ur q2 = 0, aus denen sihdie Zwei-Loop-Vakuumpolarisations-Basisgr�o�en (5.46) zusammensetzen. Es wirddie Notation aus Anhang E gew�ahlt. Im Falle des Nahweises �[1;1℄T ai;j;n1;n2(0) = 0mu� untershieden werden, ob die Massenparameter m1 und m2 gleih oder un-gleih sind.�2IPi;j;1;1(0) = IVai;j;1;1(0) =4 (�2 + d) (�1 + d)�� 2m14 + dm14 + 4m13mi + 12m12mi2 � 2dm12mi2 + 4m1mi3 � 2mi4 + dmi4�2m12mj2 + 4m1mimj2 � 2mi2mj2 + 4mj4 � dmj4�Af1;m1gAf1;mig(m1 �mi �mj) (m1 +mi �mj)2 (m1 �mi +mj ) (m1 +mi +mj )2+4 (�2 + d) (�1 + d)�m16 + 2m15mi +m14mi2 �m12mi4 � 2m1mi5 �mi6�5m14mj2 + dm14mj2 � 4m12mi2mj2 � 4m1mi3mj2 + 5mi4mj2 � dmi4mj2+7m12mj4 � 2dm12mj4 � 2m1mimj4 �mi2mj4 � 3mj6 + dmj6�Af1;m1gAf1;mjg(m1 �mi �mj) (m1 +mi �mj)2mj2 (m1 �mi +mj) (m1 +mi +mj)2�4 (�2 + d) (�1 + d)�m16 + 2m15mi +m14mi2 �m12mi4 � 2m1mi5 �mi6 � 5m14mj2 + dm14mj2+4m13mimj2 + 4m12mi2mj2 + 5mi4mj2 � dmi4mj2 +m12mj4+2m1mimj4 � 7mi2mj4 + 2dmi2mj4 + 3mj6 � dmj6�Af1;migAf1;mjg(m1 �mi �mj) (m1 +mi �mj)2mj2 (m1 �mi +mj) (m1 +mi +mj)2126



ANHANG F. ZWEI-LOOP-(Q2 = 0)-BASISGR�OSSEN 127�4 (�2 + d) (�1 + d) �m12 +mi2� Kf1;mig;f1;m1g;f1;0gmj24 (�1 + d)�� 2m18 + dm18 � 4m17mi + 2dm17mi + 4m15mi3 � 2dm15mi3+4m14mi4 � 2dm14mi4 + 4m13mi5 � 2dm13mi5 � 4m1mi7 + 2dm1mi7�2mi8 + dmi8 + 12m16mj2 � 8dm16mj2 + d2m16mj2 � 4m15mimj2 � 20m14mi2mj2+8dm14mi2mj2 � d2m14mi2mj2 � 8m13mi3mj2 � 20m12mi4mj2+8dm12mi4mj2 � d2m12mi4mj2 � 4m1mi5mj2 + 12mi6mj2 � 8dmi6mj2+d2mi6mj2 � 12m14mj4 + 8dm14mj4 � d2m14mj4 � 4m13mimj4 + 2dm13mimj4+48m12mi2mj4 � 20dm12mi2mj4 + 2d2m12mi2mj4 � 4m1mi3mj4 + 2dm1mi3mj4�12mi4mj4 + 8dmi4mj4 � d2mi4mj4 � 4m12mj6 + 4dm12mj6 � d2m12mj6 + 12m1mimj6�4dm1mimj6 � 4mi2mj6 + 4dmi2mj6 � d2mi2mj6 + 6mj8 � 5dmj8 + d2mj8�Kf1;mjg;f1;mig;f1;m1g(m1 �mi �mj) (m1 +mi �mj)2mj2 (m1 �mi +mj) (m1 +mi +mj)2 (F.1)�2 �IPi;j;1;2(0) + IPi;j;2;1(0)� = IVai;j;1;2(0) + IVai;j;2;1(0) =+4 (�2 + d) (�1 + d) �m1m2 �m1mi +m2mi �mi2 +mj2�Af1;m1gAf1;mig(m1 �m2) (m1 +m2) (m1 +mi �mj) (m1 +mi +mj)�4 (�2 + d) (�1 + d) �m1m2 +m1mi �m2mi �mi2 +mj2�Af1;m2gAf1;mig(m1 �m2) (m1 +m2) (m2 +mi �mj) (m2 +mi +mj)+4 (�1 + d)�m13m2 + 2m12m2mi +m12mi2 +m1m2mi2 + 2m1mi3 +mi4 � 2m12mj2+dm12mj2 �m1m2mj2 � 2m1mimj2 + dm1mimj2 + 2m2mimj2 � dm2mimj2 �3mi2mj2 + dmi2mj2 + 2mj4 � dmj4� Af1;m1gAf1;mjg(m1 �m2) (m1 +m2) (m1 +mi �mj)mj2 (m1 +mi +mj)+4 (�1 + d)��m1m23 � 2m1m22mi �m1m2mi2 �m22mi2 � 2m2mi3 �mi4 +m1m2mj2+2m22mj2 � dm22mj2 � 2m1mimj2 + dm1mimj2 + 2m2mimj2 � dm2mimj2 + 3mi2mj2�dmi2mj2 � 2mj4 + dmj4� Af1;m2gAf1;mjg(m1 �m2) (m1 +m2) (m2 +mi �mj)mj2 (m2 +mi +mj)+ 4 (�2 + d) (�1 + d) �m1m2 �mi2 +mj2�Af1;migAf1;mjg(m1 +mi �mj) (m2 +mi �mj) (m1 +mi +mj) (m2 +mi +mj)�4 (�1 + d) (m1 �mi) (m1 +mi) �m1m2 +mi2�Kf1;mig;f1;m1g;f1;0g(m1 �m2) (m1 +m2)mj2+4 (�1 + d) (m2 �mi) (m2 +mi) �m1m2 +mi2�Kf1;mig;f1;m2g;f1;0g(m1 �m2) (m1 +m2)mj2



ANHANG F. ZWEI-LOOP-(Q2 = 0)-BASISGR�OSSEN 128+4 (�1 + d)�m15m2 + 2m14m2mi +m14mi2 + 2m13mi3 � 2m12m2mi3�m1m2mi4 � 2m1mi5 �mi6 � 4m13m2mj2 + dm13m2mj2 + 4m13mimj2�dm13mimj2 � 2m12m2mimj2 + dm12m2mimj2 + 4m12mi2mj2 � dm12mi2mj2+dm1m2mi2mj2 + 4m1mi3mj2 � dm1mi3mj2 � 2m2mi3mj2 + dm2mi3mj2 + 4mi4mj2�dmi4mj2 � 2m12mj4 + dm12mj4 + 3m1m2mj4 � dm1m2mj4 � 2m1mimj4+dm1mimj4 + 2m2mimj4 � dm2mimj4 � 5mi2mj4 + 2dmi2mj4 + 2mj6 � dmj6� �Kf1;mjg;f1;mig;f1;m1g(m1 �m2) (m1 +m2) (m1 +mi �mj)mj2 (m1 +mi +mj)�4 (�1 + d)�m1m25 + 2m1m24mi +m24mi2 � 2m1m22mi3 + 2m23mi3�m1m2mi4 � 2m2mi5 �mi6 � 4m1m23mj2 + dm1m23mj2 � 2m1m22mimj2+dm1m22mimj2 + 4m23mimj2 � dm23mimj2 + dm1m2mi2mj2 + 4m22mi2mj2�dm22mi2mj2 � 2m1mi3mj2 + dm1mi3mj2 + 4m2mi3mj2 � dm2mi3mj2+4mi4mj2 � dmi4mj2 + 3m1m2mj4 � dm1m2mj4 � 2m22mj4 + dm22mj4 + 2m1mimj4�dm1mimj4 � 2m2mimj4 + dm2mimj4 � 5mi2mj4 + 2dmi2mj4 + 2mj6 � dmj6� �Kf1;mjg;f1;mig;f1;m2g(m1 �m2) (m1 +m2) (m2 +mi �mj)mj2 (m2 +mi +mj) (F.2)m2 �2IPi;j;1;2(0) + IVai;j;1;2(0)�+m1 �2IPi;j;2;1(0) + IVai;j;2;1(0)�= IVbi;j;1;1(0) + IVbi;j;1;2(0) + IVbi;j;2;1(0) + IVbi;j;2;2(0) =�4 (�2 + d)�� 4m14 + dm14 + 3m13m2 � dm13m2 �m13mi � dm13mi +m12m2mi+dm12m2mi + 5m12mi2 � dm12mi2 � 3m1m2mi2 + dm1m2mi2 +m1mi3 + dm1mi3�m2mi3 � dm2mi3 �mi4 + 5m12mj2 � dm12mj2 � 3m1m2mj2 + dm1m2mj2�m1mimj2 � dm1mimj2 +m2mimj2 + dm2mimj2 + 2mi2mj2 �mj4� �Af1;m1gAf1;mig(m1 �m2) (m1 �mi �mj) (m1 +mi �mj) (m1 �mi +mj) (m1 +mi +mj)�4 (�2 + d)�� 3m1m23 + dm1m23 + 4m24 � dm24 �m1m22mi � dm1m22mi +m23mi+dm23mi + 3m1m2mi2 � dm1m2mi2 � 5m22mi2 + dm22mi2 +m1mi3 + dm1mi3�m2mi3 � dm2mi3 +mi4 + 3m1m2mj2 � dm1m2mj2 � 5m22mj2 + dm22mj2�m1mimj2 � dm1mimj2 +m2mimj2 + dm2mimj2 � 2mi2mj2 +mj4� �Af1;m2gAf1;mig(m1 �m2) (m2 �mi �mj) (m2 +mi �mj) (m2 �mi +mj) (m2 +mi +mj)+4��m16m2 + dm16m2 +m15m22 � dm15m22 �m15mi2 + dm15mi2+3m14m2mi2 � 3dm14m2mi2 � 2m13m22mi2 + 2dm13m22mi2 + 2m13mi4 � 2dm13mi4



ANHANG F. ZWEI-LOOP-(Q2 = 0)-BASISGR�OSSEN 129�3m12m2mi4 + 3dm12m2mi4 +m1m22mi4 � dm1m22mi4 �m1mi6 + dm1mi6+m2mi6 � dm2mi6 + 2m15mj2 � dm15mj2 + 4m14m2mj2 � 3dm14m2mj2�2m13m22mj2 + 2dm13m22mj2 � 2m14mimj2 � dm14mimj2 + d2m14mimj2+2m12m22mimj2 + dm12m22mimj2 � d2m12m22mimj2 � 14m13mi2mj2 + 10dm13mi2mj2�2d2m13mi2mj2 � 4m12m2mi2mj2 + 2dm12m2mi2mj2 + 10m1m22mi2mj2 � 8dm1m22mi2mj2+2d2m1m22mi2mj2 � 2m12mi3mj2 � dm12mi3mj2 + d2m12mi3mj2 + 2m22mi3mj2+dm22mi3mj2 � d2m22mi3mj2 + 4m1mi4mj2 � 3dm1mi4mj2 + dm2mi4mj2�4m13mj4 + 2dm13mj4 � 5m12m2mj4 + 3dm12m2mj4 +m1m22mj4�dm1m22mj4 + 2m12mimj4 + dm12mimj4 � d2m12mimj4 � 2m22mimj4�dm22mimj4 + d2m22mimj4 � 5m1mi2mj4 + 3dm1mi2mj4 � 3m2mi2mj4+dm2mi2mj4 + 2m1mj6 � dm1mj6 + 2m2mj6 � dm2mj6�Af1;m1gAf1;mjg(m1 �m2) (m1 +m2) (m1 �mi �mj) (m1 +mi �mj)mj2 (m1 �mi +mj) (m1 +mi +mj)+4��m12m25 + dm12m25 �m1m26 + dm1m26 + 2m27 � 2dm27 + 2m12m23mi2 � 2dm12m23mi2+3m1m24mi2 � 3dm1m24mi2 � 5m25mi2 + 5dm25mi2 �m12m2mi4 + dm12m2mi4�3m1m22mi4 + 3dm1m22mi4 + 4m23mi4 � 4dm23mi4 +m1mi6 � dm1mi6 �m2mi6+dm2mi6 + 2m12m23mj2 � 2dm12m23mj2 � dm1m24mj2 � 6m25mj2 + 5dm25mj2�2m12m22mimj2 � dm12m22mimj2 + d2m12m22mimj2+2m24mimj2 + dm24mimj2 � d2m24mimj2 � 10m12m2mi2mj2 + 8dm12m2mi2mj2�2d2m12m2mi2mj2 + 4m1m22mi2mj2 � 2dm1m22mi2mj2 + 14m23mi2mj2 � 10dm23mi2mj2+2d2m23mi2mj2 � 2m12mi3mj2 � dm12mi3mj2 + d2m12mi3mj2+2m22mi3mj2 + dm22mi3mj2 � d2m22mi3mj2 � 4m1mi4mj2 + 3dm1mi4mj2�dm2mi4mj2 �m12m2mj4 + dm12m2mj4 + 3m1m22mj4 � dm1m22mj4 + 6m23mj4 � 4dm23mj4+2m12mimj4 + dm12mimj4 � d2m12mimj4 � 2m22mimj4 � dm22mimj4 + d2m22mimj4 + 5m1mi2mj4�3dm1mi2mj4 + 3m2mi2mj4 � dm2mi2mj4 � 2m1mj6 + dm1mj6 � 2m2mj6 + dm2mj6� �Af1;m2gAf1;mjg(m1 �m2) (m1 +m2) (m2 �mi �mj) (m2 +mi �mj)mj2 (m2 �mi +mj) (m2 +mi +mj)�4�� 2m14m25 + 2dm14m25 + 4m14m23mi2 � 4dm14m23mi2 + 4m12m25mi2�4dm12m25mi2 � 2m14m2mi4 + 2dm14m2mi4 � 8m12m23mi4 + 8dm12m23mi4�2m25mi4 + 2dm25mi4 + 4m12m2mi6 � 4dm12m2mi6 + 4m23mi6�4dm23mi6 � 2m2mi8 + 2dm2mi8 � 2m14m23mj2 + dm14m23mj2�d2m14m23mj2 � 6m13m24mj2 + 5dm13m24mj2 � d2m13m24mj2 + 4m12m25mj2�4dm12m25mj2 � 4m14m22mimj2 � 2dm14m22mimj2 + 2d2m14m22mimj2 � 4m12m24mimj2�2dm12m24mimj2 + 2d2m12m24mimj2 � 2m14m2mi2mj2 + dm14m2mi2mj2 � d2m14m2mi2mj2+12m13m22mi2mj2 � 10dm13m22mi2mj2 + 2d2m13m22mi2mj2 � 4m12m23mi2mj2 + 6dm12m23mi2mj2+2d2m12m23mi2mj2 � 6m1m24mi2mj2 + 5dm1m24mi2mj2 � d2m1m24mi2mj2 + 4m25mi2mj2�4dm25mi2mj2 + 16m12m22mi3mj2 + 8dm12m22mi3mj2 � 8d2m12m22mi3mj2 � 6m13mi4mj2+5dm13mi4mj2 � d2m13mi4mj2 + 8m12m2mi4mj2 � 6dm12m2mi4mj2 + 2d2m12m2mi4mj2



ANHANG F. ZWEI-LOOP-(Q2 = 0)-BASISGR�OSSEN 130+12m1m22mi4mj2 � 10dm1m22mi4mj2 + 2d2m1m22mi4mj2 � 10m23mi4mj2 + 9dm23mi4mj2�d2m23mi4mj2 � 4m12mi5mj2 � 2dm12mi5mj2 + 2d2m12mi5mj2 � 4m22mi5mj2 � 2dm22mi5mj2+2d2m22mi5mj2 � 6m1mi6mj2 + 5dm1mi6mj2 � d2m1mi6mj2 + 2m2mi6mj2�3dm2mi6mj2 � d2m2mi6mj2 + 4m14m2mj4 � 3dm14m2mj4 + d2m14m2mj4+12m13m22mj4 � 10dm13m22mj4 + 2d2m13m22mj4 + 4m12m23mj4 � 2dm12m23mj4+2d2m12m23mj4 + 6m1m24mj4 � 5dm1m24mj4 + d2m1m24mj4 � 2m25mj4+2dm25mj4 + 16m12m22mimj4 + 8dm12m22mimj4 � 8d2m12m22mimj4+12m13mi2mj4 � 10dm13mi2mj4 + 2d2m13mi2mj4 � 4m12m2mi2mj4 + 4dm12m2mi2mj4+8m23mi2mj4 � 6dm23mi2mj4 + 2d2m23mi2mj4 + 8m12mi3mj4 + 4dm12mi3mj4�4d2m12mi3mj4 + 8m22mi3mj4 + 4dm22mi3mj4 � 4d2m22mi3mj4 + 18m1mi4mj4�15dm1mi4mj4 + 3d2m1mi4mj4 + 6m2mi4mj4 � 3dm2mi4mj4 + 3d2m2mi4mj4�6m13mj6 + 5dm13mj6 � d2m13mj6 � 8m12m2mj6 + 6dm12m2mj6 � 2d2m12m2mj6�12m1m22mj6 + 10dm1m22mj6 � 2d2m1m22mj6 � 2m23mj6 + dm23mj6�d2m23mj6 � 4m12mimj6 � 2dm12mimj6 + 2d2m12mimj6 � 4m22mimj6�2dm22mimj6 + 2d2m22mimj6 � 18m1mi2mj6 + 15dm1mi2mj6 � 3d2m1mi2mj6�10m2mi2mj6 + 7dm2mi2mj6 � 3d2m2mi2mj6 + 6m1mj8 � 5dm1mj8+d2m1mj8 + 4m2mj8 � 3dm2mj8 + d2m2mj8� 1(m1 +mi �mj) (�m2 +mi �mj) �Af1;migAf1;mjg(m1 �mi �mj) (m2 +mi �mj)mj2 (m1 �mi +mj) (m1 +mi +mj) (�m2 +mi +mj) (m2 +mi +mj)�4 (�1 + d) (m1 �mi) (m1 +mi) �m1m2 +mi2�Kf1;mig;f1;m1g;f1;0g(m1 +m2)mj2�4 (�1 + d) (m2 �mi) (m2 +mi) �m1m2 + 2m22 �mi2�Kf1;mig;f1;m2g;f1;0g(m1 +m2)mj2+4�� �m18m2�+ dm18m2 +m17m22 � dm17m22 �m17mi2 + dm17mi2+4m16m2mi2 � 4dm16m2mi2 � 3m15m22mi2 + 3dm15m22mi2 + 3m15mi4 � 3dm15mi4�6m14m2mi4 + 6dm14m2mi4 + 3m13m22mi4 � 3dm13m22mi4 � 3m13mi6 + 3dm13mi6+4m12m2mi6 � 4dm12m2mi6 �m1m22mi6 + dm1m22mi6 +m1mi8 � dm1mi8�m2mi8 + dm2mi8 � 8m17mj2 + 6dm17mj2 � d2m17mj2 +m16m2mj2�2dm16m2mj2 + 3m15m22mj2 � 2dm15m22mj2 + d2m15m22mj2 � 4m16mimj2 � 7dm16mimj2+3d2m16mimj2 � 2d2m15m2mimj2 + 4m14m22mimj2 + 3dm14m22mimj2 � d2m14m22mimj2�3m15mi2mj2 �m14m2mi2mj2 + 2dm14m2mi2mj2 + 8m13m22mi2mj2 � 4dm13m22mi2mj2+2m14mi3mj2 + 10dm14mi3mj2 � 4d2m14mi3mj2 + 4d2m13m2mi3mj2 � 2m12m22mi3mj2�2dm12m22mi3mj2 + 16m13mi4mj2 � 10dm13mi4mj2 + d2m13mi4mj2 �m12m2mi4mj2+2dm12m2mi4mj2 � 11m1m22mi4mj2 + 6dm1m22mi4mj2 � d2m1m22mi4mj2 + 2m12mi5mj2�3dm12mi5mj2 + d2m12mi5mj2 � 2d2m1m2mi5mj2 � 2m22mi5mj2 � dm22mi5mj2+d2m22mi5mj2 � 5m1mi6mj2 + 4dm1mi6mj2 +m2mi6mj2 � 2dm2mi6mj2+18m15mj4 � 13dm15mj4 + 2d2m15mj4 + 3m14m2mj4 � 9m13m22mj4+7dm13m22mj4 � 2d2m13m22mj4 + 2m14mimj4 + 10dm14mimj4 � 4d2m14mimj4+4d2m13m2mimj4 � 2m12m22mimj4 � 2dm12m22mimj4 �m13mi2mj4 � dm13mi2mj4



ANHANG F. ZWEI-LOOP-(Q2 = 0)-BASISGR�OSSEN 131+2m12m2mi2mj4 + 7m1m22mi2mj4 � 3dm1m22mi2mj4 � 4m12mi3mj4 + 6dm12mi3mj4�2d2m12mi3mj4 + 4d2m1m2mi3mj4 + 4m22mi3mj4 + 2dm22mi3mj4 � 2d2m22mi3mj4+9m1mi4mj4 � 6dm1mi4mj4 + 3m2mi4mj4 � 12m13mj6 + 8dm13mj6 � d2m13mj6�5m12m2mj6 + 2dm12m2mj6 + 5m1m22mj6 � 4dm1m22mj6 + d2m1m22mj6+2m12mimj6 � 3dm12mimj6 + d2m12mimj6 � 2d2m1m2mimj6 � 2m22mimj6�dm22mimj6 + d2m22mimj6 � 7m1mi2mj6 + 4dm1mi2mj6 � 5m2mi2mj6+2dm2mi2mj6 + 2m1mj8 � dm1mj8 + 2m2mj8 � dm2mj8� �Kf1;mjg;f1;mig;f1;m1g(m1 �m2) (m1 +m2) (m1 �mi �mj) (m1 +mi �mj)mj2 (m1 �mi +mj) (m1 +mi +mj)+4��m12m27 + dm12m27 �m1m28 + dm1m28 + 2m29 � 2dm29 + 3m12m25mi2�3dm12m25mi2 + 4m1m26mi2 � 4dm1m26mi2 � 7m27mi2 + 7dm27mi2 � 3m12m23mi4+3dm12m23mi4 � 6m1m24mi4 + 6dm1m24mi4 + 9m25mi4 � 9dm25mi4 +m12m2mi6�dm12m2mi6 + 4m1m22mi6 � 4dm1m22mi6 � 5m23mi6 + 5dm23mi6 �m1mi8+dm1mi8 +m2mi8 � dm2mi8 � 3m12m25mj2 + 2dm12m25mj2 � d2m12m25mj2+5m1m26mj2 � 4dm1m26mj2 + 2m27mj2 + d2m27mj2 � 4m12m24mimj2 � 3dm12m24mimj2+d2m12m24mimj2 + 2d2m1m25mimj2 + 4m26mimj2 + 7dm26mimj2 � 3d2m26mimj2�8m12m23mi2mj24dm12m23mi2mj2 � 5m1m24mi2mj2 + 4dm1m24mi2mj2 + 9m25mi2mj2�6dm25mi2mj2 + 2m12m22mi3mj2 + 2dm12m22mi3mj2 � 4d2m1m23mi3mj2�2m24mi3mj2 � 10dm24mi3mj2 + 4d2m24mi3mj2 + 11m12m2mi4mj2 � 6dm12m2mi4mj2+d2m12m2mi4mj2 � 5m1m22mi4mj2 + 4dm1m22mi4mj2 � 10m23mi4mj2 + 4dm23mi4mj2�d2m23mi4mj2 + 2m12mi5mj2 + dm12mi5mj2 � d2m12mi5mj2 + 2d2m1m2mi5mj2�2m22mi5mj2 + 3dm22mi5mj2 � d2m22mi5mj2 + 5m1mi6mj2 � 4dm1mi6mj2�m2mi6mj2 + 2dm2mi6mj2 + 9m12m23mj4 � 7dm12m23mj4 + 2d2m12m23mj4�9m1m24mj4 + 6dm1m24mj4 � 12m25mj4 + 7dm25mj4 � 2d2m25mj4 + 2m12m22mimj4+2dm12m22mimj4 � 4d2m1m23mimj4 � 2m24mimj4 � 10dm24mimj4 + 4d2m24mimj4�7m12m2mi2mj4 + 3dm12m2mi2mj4 � 6m1m22mi2mj4 + 4dm1m22mi2mj4 + 5m23mi2mj4�3dm23mi2mj4 � 4m12mi3mj4 � 2dm12mi3mj4 + 2d2m12mi3mj4 � 4d2m1m2mi3mj4+4m22mi3mj4 � 6dm22mi3mj4 + 2d2m22mi3mj4 � 9m1mi4mj4 + 6dm1mi4mj4�3m2mi4mj4 � 5m12m2mj6 + 4dm12m2mj6 � d2m12m2mj6 + 7m1m22mj6 � 4dm1m22mj6+10m23mj6 � 6dm23mj6 + d2m23mj6 + 2m12mimj6 + dm12mimj6�d2m12mimj6 + 2d2m1m2mimj62m22mimj6 + 3dm22mimj6 � d2m22mimj6+7m1mi2mj6 � 4dm1mi2mj6 + 5m2mi2mj6 � 2dm2mi2mj6�2m1mj8 + dm1mj8 � 2m2mj8 + dm2mj8� �Kf1;mjg;f1;mig;f1;m2g(m1 �m2) (m1 +m2) (m2 �mi �mj) (m2 +mi �mj)mj2 (m2 �mi +mj) (m2 +mi +mj) (F.3)
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