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v

Mir ist bis heute kein auch noch so kompliziertes
Problem begegnet, das nicht, richtig betrachtet,
noch komplizierter wurde.

Poul Anderson [3]
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Einleitung

Zur Beschreibung der starken Wechselwirkung hat sich — spéitestens mit dem Beweis ih-
rer Renormierbarkeit [39] — die Quantenchromodynamik (QCD) durchgesetzt; diese nach
dem Prinzip der minimalen eichinvarianten Kopplung konstruierte Eichfeldtheorie zur lo-
kalen SU(N¢)-Symmetriegruppe (,,Farbgruppe“) enthélt neben Ng Typen von Fermionen
(,Quark-Flavours“) auch NZ — 1 Eichvektorfelder (,,Gluonen*), deren Selbstwechselwir-
kung die wesentlichen Eigenschaften dieser nicht-abelschen Theorie bestimmt.

Hierzu zéhlen wir vor allem das Verschwinden der effektiven Kopplung bei sehr groflen
Impulsen (bzw. sehr kleinen Absténden) fiir eine nicht zu groe Zahl von Quark-Flavours —
in der Literatur als , Asymptotische Freiheit* bezeichnet [4] [22] — sowie die Nicht-Existenz
von makroskopisch detektierbaren 1-Teilchen-Zustdnden zu den grundlegenden Feldern der
Theorie. Wihrend die erste Eigenschaft eine stérungstheoretische Behandlung typischer
Hochenergie-Prozesse wie der tief-inelastischen Lepton-Nukleon-Streuung erlaubt !, fithrt
die zweite Eigenschaft auf die sogenannte , Confinement“-Hypothese, nach der asympto-
tisch detektierbare Teilchen nur als stabile Farbsingulett-Zustdnde, d. h. ,farbneutral®,
in Erscheinung treten diirfen, wihrend Zustédnde in anderen Farbkanilen nur in Gestalt
kurzlebiger Anregungen zu finden sind 2.

In der rein gluonischen Theorie sowie im Rahmen der ,,Quenching“-N&dherung fiir die
Fermionen haben sich vor allem numerische Methoden im Rahmen der Gitter-Regularisie-
rung bewihrt 3. Ein Versuch eines mehr analytischen Verstindnisses des ,, Confinement“-
Mechanismus in der Kontinuumstheorie mufi dagegen unvermeidlich stets von den (nicht
eichinvarianten) elementaren Vertex-Funktionen ausgehen, da in sich geschlossene dyna-
mische Gleichungen fiir Meson- oder ,,Glue-Ball“-Amplituden, die auf die elementaren
Korrelationsfunktionen keinen Bezug nehmen, nicht existieren.

In dieser Arbeit wird der Versuch unternommen, mit Hilfe der in g2 nichtanalytischen
Massenskala A eine nichtperturbative Erweiterung der Stérungsreihe zu etablieren [14]
[36]. Die Verwendung des Dyson-Schwinger-Integralgleichungssystems fiir die amputier-
ten, zusammenhéngenden und 1-Teilchen-irreduziblen Greenschen Funktionen (,, Vertizes*)
fiihrt in diesem Zusammenhang auf ein Selbstkonsistenzproblem, dessen Losung fundamen-
tale nichtperturbative Eigenschaften der Theorie wie das Auftreten nicht-verschwindender
Vakuumkondensate qualitativ beschreiben kann und auch eine Beschreibung des ,,Con-
finements“ erhoffen 1483t.

Nachdem die entsprechende Analyse der einfachsten gluonischen Vertex-Funktion, der

!So 1Bt sich beispielsweise das einfache Skalenverhalten des Parton-Modells [23] direkt begriinden.

2Obwohl dieses Verhalten im Rahmen von Jet-Experimenten [4] [23] durchaus qualitativ bestitigt wer-
den konnte, steht ein formaler Beweis der Behauptung auf Seiten der Grundlagenforschung zur Zeit noch
aus.

3Mit Hilfe von Hochtemperatur-Entwicklungen und Monte-Carlo-Simulationen lielen sich beispielsweise
die String-Konstante sowie die Massen von Gluon-Bindungszustéinden (,,Glue-Balls“) berechnen [21].
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Gluon-Selbstenergie, in fritheren Arbeiten bereits die enge Verbindung des Selbstkonsi-
stenzproblems zu der Divergenzstruktur der Theorie aufgezeigt hat [32] [36], werden wir
den Schwerpunkt dieser Arbeit auf die Einbeziehung der weiteren oberflichlich divergen-
ten Grundvertizes und insbesondere des sehr komplizierten 4-Gluon-Vertex legen, wobei
die in fritheren Arbeiten [11] [32] erzielten Teilresultate iiberpriift und zum Teil korri-
giert werden. Insbesondere tritt hierbei das im Prinzip schon 1973 beobachtete [7] [16]
Phénomen der ,kompensierenden“ Pole hervor, das die Verwendung eines erweiterten
Begriffs der Irreduzibilitdt nahelegt. Dies fithrt zu Umordnungen der iiblichen Form der
Dyson-Schwinger-Gleichungen, die fiir den recht komplizierten Fall des 4-Gluon-Vertex
hier erstmals angegeben werden. Das eigentliche Ziel dieser Arbeit ist die Aufstellung von
yerweiterten Feynman-Regeln“ d. h. die Bestimmung einer nichtperturbativ erweiterten
nullten Stérungsordnung fiir die oberflichlich divergenten Vertex-Funktionen bei einer un-

terschiedlichen Anzahl von Quark-Flavours .

Die Arbeit besitzt im einzelnen folgende Gliederung:

Nach einer Einfithrung der graphischen Feynman-Regeln werden im ersten Kapitel die
funktionalen Dyson-Schwinger-Gleichungen und Slavnov-Taylor-Identitéten fiir die ober-
flachlich divergenten Vertex-Funktionen formuliert. Zusétzlich stellen wir die bekannten
storungstheoretischen 1-Schleifen-Resultate zusammen, die bei Auswertung der Dyson-
Schwinger-Funktionale in erster nichtperturbativer Iteration d. h. bei Einsetzen der nicht-
perturbativ modifizierten nullten Ordnung als ,,Nebenprodukt* wiederzufinden sind, so-
lange die Ansétze fiir grofle Impulsskalen in die iibliche Stérungsreihe iibergehen. Das erste
Kapitel umfaf3t somit prinzipiell bekanntes Material, das aber erstmalig vollstdndig und
in einer einheitlichen Konvention fiir D euklidische Dimensionen zusammengestellt wird.

Die allgemeinen Eigenschaften der erweiterten Stérungsreihe sowie ihr an Divergen-
zen gebundener Selbstkonsistenzmechanismus [36] werden im zweiten Kapitel vorgestellt.
Nachdem in weiteren Arbeiten zu diesem Thema [17] [37] bereits Modifikationen in belie-
biger Approximationsstufe r behandelt wurden, liegt unser Schwerpunkt auf den Parame-
trisierungen des 4-Gluon-Vertex in Stufe r = 1; dessen komplizierte Struktur wird dabei
erst durch die Auswahl eines reduzierten Satzes von Tensoren, die beziiglich der ersten
Iteration ein abgeschlossenes System bilden, handhabbar.

Die Notwendigkeit der Einfithrung von kompensierenden Mandelstam-Polen im Oktett-
Farbkanal der gluonischen sowie im Triplett-Farbkanal der fermionischen Amplituden und
ihre Bedeutung werden im dritten Kapitel ausfiihrlich diskutiert. Tatséchlich erfordert
eine konsequente Durchfithrung dieses Konzeptes eine Beriicksichtigung der oberflichlich
konvergenten Vertex-Funktionen, deren selbstkonsistente Reproduktion im Rahmen des
Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenzproblems ebenfalls behandelt wird.

Die nachfolgenden vier Kapitel dienen der Zusammenstellung der 1-Schleifen-Resultate
fiir die Vertex-Funktionen bei Berechnung der ersten nichtperturbativen Iteration auf Stufe
r = 1. Ein Residuenvergleich der divergenten Beitrige mit den Ansétzen fithrt schlief3-
lich auf eine begrenzte Anzahl von polynomialen Selbstkonsistenzgleichungen fiir die un-
bestimmten Vertexparameter sowie auf gewisse Stérungen der perturbativen Renormie-
rungskonstanten, die einen bei niedriger Stufe r unvermeidlichen Approximationsfehler
darstellen.

Bei der Suche nach speziellen Losungen der aufgestellten Selbstkonsistenzgleichungen
im Rahmen des achten Kapitels zeigt sich zunéchst die unerwartete und auch begrifflich

4Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf masselose Fermionen; die Einbeziehung nichtverschwindender
Strommassen wird in [17] ausfiihrlich diskutiert.
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bemerkenswerte Tatsache, dafl die divergenten Teile der Dyson-Schwinger-Schleifen die
Koeffizienten des (r = 1)-Approximantensystems nicht vollstindig festlegen, sondern dafl
effektiv eine einparametrige Unterbestimmtheit des Selbstkonsistenzproblems verbleibt.
Bei der weiteren Analyse erweist sich eine Abspaltung des umfangreichen Teilsystems
fiir den 4-Gluon-Vertex als unverzichtbar und aufgrund der geringen Ankopplung an die
iibrigen Gleichungen auch durchaus als sinnvoll; allerdings entstehen so zum einen ein
noch mehr unterbestimmtes Gleichungssystem, das auf eine Hinzunahme von Nebenbe-
dingungen angewiesen ist, und zum anderen ein stark {iberbestimmtes System, das nur
niherungsweise gelost werden kann.

Es ist iiberaus bemerkenswert und angesichts der noch sehr eingeschrankten Form der
(r = 1)-Approximanten v6llig nichttrivial, daf} erstmals Losungen des Selbstkonsistenzpro-
blems existieren, in denen alle dimensionslosen Koeffizienten — und damit die euklidischen
Basisvertizes selber — vollstindig reell sind. Dies ist ein erheblicher Fortschritt gegeniiber
dem noch sehr heuristischen und stark vereinfachten ersten Versuch in [14], wo noch kein
vollstindig reeller Losungssatz gefunden werden konnte. Ebenso bemerkenswert ist die
Beobachtung, da in einem nicht unplausiblen Bereich beziiglich jener einparametrigen
Unbestimmtheit sogar eine Losung existiert, in der beide elementaren 2-Punkt-Funktionen
komplex-konjugierte Polpaare aufweisen und damit kurzlebige Elementaranregungen be-
schreiben, was im Rahmen des hier verfolgten Zugangs ein wesentlicher Bestandteil der
Beschreibung des ,,Confinements* ist.

Fiir eine Uberpriifung der gefundenen Parameterwerte wihlen wir abschlieBend die
eichinvarianten Kondensate der Theorie, deren nichtperturbativer Charakter durch ihre
polynomiale Abhéngigkeit von der Massenskala A sichtbar wird. Hierbei stellt schon die
qualitative Ubereinstimmung fiihrender Beitrige auf niedriger Stufe der rationalen Ap-
proximation einen beachtlichen Erfolg dar.

Der mathematische Anhang dieser Arbeit enthilt neben einer ausfiihrlichen Darstel-
lung des Funktionalintegral-Formalismus und der iiblichen Formelsammlung zur Berech-
nung der Feynman-Graphen eine Subtraktionsmethode, mit deren Hilfe in der masse-
losen Theorie divergente Beitrdge der Feynman-Diagramme ohne die iibliche Feynman-
Parametrisierung berechnet werden kénnen.

Der zweite Anhang beschéftigt sich in knapper Form mit den Vakuumkondensaten der
QCD, die ausfiihrlich in [37] behandelt werden. Dabei stellen wir die divergenten Anteile in
der jeweiligen fiihrenden Schleifen-Ordnung zusammen und formulieren zusétzlich Neben-
bedingungen, die sich aus den Bewegungsgleichungs-Kondensaten ergeben und prinzipiell
zur Fixierung spezieller Losungen des unterbestimmten Gleichungssystems geeignet sind.

Im dritten Anhang werden abschlieBend die iiberaus lédnglichen Resultate zu dem Selbst-
konsistenzproblem des 4-Gluon-Vertex notiert. Wir beschrinken uns hierbei auf die kom-
pakte Form sidmtlicher Selbstkonsistenzgleichungen, deren Anordnung der zugehorigen
Farb- und Lorentz-Struktur entspricht, und die divergenten Anteile der verbleibenden
Integrale, die aufgrund ihres Verhaltens im Limes A — 0 als perturbative Divergenzen zu
behandeln sind.
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Kapitel 1

Grundlagen der Kontinuums-QCD

1.1 Konventionen und Notationen

Wir beginnen mit der Wirkung der Quantenchromodynamik im vierdimensionalen eukli-
dischen Ortsraum [6] [22] [29]:

SelAxndv) = [ de(Lv@) + Lo@) + Le()) (1.1
Hierbei bezeichnen
Lv(e) = — G @) G (@), (12)
Lo(a) = —%(amg @) + (0% (@) D% (). (1.3)
Lp(z) = — ZF tr { &(if) (z) (i’y“D” 9+ m(f)éij ) w(jf) (z) } (1.4)
F=1

die Lagrangedichten des Yang-Mills-Feldes, der kovarianten Eichfixierung mit den Faddeev-
Popov-Geistfeldern sowie der N verschiedenen minimal gekoppelten Fermionfelder (Quark-
Flavours) [41]. Der nicht-abelsche Feldstirke-Tensor des Eichfeldes ist gegeben durch

Gy (x) = OMAL(x) — 0"AG(7) + go fabe Ay () AL (2) (1.5)

wéhrend die kovarianten Ableitungen im Farbraum der adjungierten Darstellung bzw. der
Fundamental-Darstellung durch

Dy, = 06ab0" — go fabe AL (2) (1.6)
und -
. . ij

DI = 5T — g (Ta)” Al (x) (1.7)

definiert sind. Dabei bezeichnet gg den nackten Kopplungsparameter, der sich in vier

Raum-Zeit-Dimensionen als dimensionslos erweist.

Né&heres zu den Strukturkonstanten und den Generatoren der SU(N¢)-Eichgruppe fin-
det man im mathematischen Anhang dieser Arbeit. Die Diracschen vy-Matrizen im Eukli-
dischen erfiillen die Antikommutator-Relation

{7“,7”} = —26".1 . (1.8)
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Die Diracsche Einheitsmatrix wird im folgenden unterdriickt; sie ist im Rahmen der
Feynman-Regeln des folgenden Abschnitts und bei den Ansdtzen des zweiten Kapitels
im Fermionsektor gegebenenfalls zu ergénzen.

Aus dem erzeugenden Funktional
Zp|Jw,onq] = [DADYDXDIDY
exp{ L SE A B] — ju A J,...]} (1.9)

mit dem Funktional der Quellen

JelA, .5, ] = / d*z < JH (z) A (x) + Xa (7) we () + @4 () Xa ()
T szl “’{ (Wf) (@) nlp (@) + Ty (@) b (x)) })

(1.10)

lassen sich im Pfadintegral-Formalismus wie iiblich die Greenschen Funktionen der Feld-
theorie durch funktionales Ableiten nach einzelnen Quellen und anschlielendes Nullsetzen
aller Quellen gewinnen [22] [27]. Fiir die zeitgeordnete, fermionische 2-Punkt-Funktion
(Ortsraum-Propagator) zum Flavour-Typ f erhalten wir beispielsweise:

Sip Uay) = QT @) v, )] 1)
1 < o ) o o
= == ; Zp [J,w,@,n,7
ZE [Oa Oa Oa Oa 0] 577(f)("17) 5ﬁ(]f) (y) b [ ] J=w=0=n=7=0

Man beachte dabei den zusétzlichen Vorzeichenwechsel, der in dem Grassmann-wertigen
Verhalten der Fermionfelder bzw. der zugehorigen Quellen begriindet liegt. Fiir die Defi-
nition weiterer erzeugender Funktionale und Greenscher Funktionen im euklidischen Im-
pulsraum sei wieder auf den mathematischen Anhang dieser Arbeit verwiesen.

Bekanntermafien entwickeln einzelne Greensche Funktionen in vier Dimensionen Ultra-
violett(UV)-Divergenzen, die in Verbindung mit einem Regularisierungsverfahren im Rah-
men eines Renormierungsprozesses zu subtrahieren sind, um den physikalischen Observa-
blen endliche Werte zuweisen zu kénnen [6] [22]. Gegenstand dieser Arbeit sind die ampu-
tierten, zusammenhéngenden und 1-Teilchen-irreduziblen Vertex-Funktionen (,eigentliche
Vertizes®), an denen sich die Divergenzstruktur der Theorie ablesen 148t. Im Rahmen der
QCD erhalten wir folgenden Satz von oberflichlich divergenten Vertizes:

Fsd = {F27f2af2ar3af3af3ar4} (112)

Er besteht im einzelnen aus der Gluon-Selbstenergie, der Geist-Selbstenergie und den
Fermion-Selbstenergien zu jedem Flavour-Typ

Iy =-D ' Ty =-D1 T, = {fg(f) = —S(;)l\f:L...,NF} (1.13)
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(D, D und S(r) bezeichnen die zugehdrigen Propagatoren der Felder) sowie dem 3-Gluon-
Vertex, dem Geist-Gluon-Vertex, den Fermion-Gluon-Vertizes zu jedem Flavour-Typ

Ty = {Typlf=1,....Nr} (1.14)

und dem 4-Gluon-Vertex. Dieser endliche Satz von Funktionen — im folgenden als ,,Basis-
vertizes“ bezeichnet — besitzt Gegenstiicke der perturbativen nullten Ordnung (,nackte
Vertizes®), die sich nach eventuellen Symmetrisierungen direkt an der Wirkung ablesen
lassen:

r©Opert ._ { Fgo)’ fg)), fgo)’ F:())0)’ fgo)’ fgo)’ I11(10) } (1.15)

Die iibrigen, oberfléchlich konvergenten Vertex-Funktionen werden zu einem weiteren (un-
endlichen) Satz zusammengefafit:

FSC = {f4,1_“4,f4,f4,1=“4,F5,...} (116)

Solange nicht die masselose Theorie behandelt wird, sollte auch hier jeder fermionische
Vertex als Satz von Ng verschiedenen Vertex-Funktionen zu den entsprechenden Flavour-
Typen verstanden werden.

Die Dynamik der Theorie 148t sich durch die sogenannten Dyson-Schwinger(D-S)-
Gleichungen beschreiben, die fiir die Vertex-Funktionen ein unendliches, hierarchisch ge-
koppeltes System von nichtlinearen Funktionalgleichungen darstellen:

2

[, = DOpert o ( 4972)2 Or,, [TOPrt T, T, | (1.17)
g2

Iy = (472)2 Q)FSC [F(O)pert’rsd’rsc} (1.18)

Die vereinfachte Notation vernachlissigt alle Orts- oder Impulsabhingigkeiten und In-
dexstrukturen dieser Gleichungen, die im Impulsraum die Form von Integralgleichungen
annehmen. Ihre speziellen Formen fiir die Basisvertizes der QCD werden in graphischer
Notation im dritten Abschnitt dieses Kapitels eingefiihrt.

Abschlieend formulieren wir die iibliche perturbative Losung der Dyson-Schwinger-
Gleichungen. Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit allein divergente Anteile der Dyson-
Schwinger-Funktionale beriicksichtigt werden miissen, beschrinken wir uns hierbei auf die
oberflichlich divergenten Vertizes und unterdriicken die Kennzeichnung (I' = I'yq). Die
Storungsreihen erhilt man als Potenzreihen in dem Quadrat des Kopplungsparameters

rrert = lim I lPlpert
p—0
P 2 !
ert 0)pert g (V) P Nper
p'=1

durch Tteration um die perturbative nullte Ordnung (1.15), wobei I'®)P¢"t die endlichen
Strahlungskorrekturen der p-ten Stérungsordnung bezeichnen. Der erste Iterationsschritt
fiir die Gleichungen lautet beispielsweise:

{ (49722)2 Oy [ TOpert | } = 28 o O (g% (1.20)
R, v



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER KONTINUUMS-QCD

Der Index R bezeichnet das Renormierungsschema !, das aus einem Verfahren zur Regula-
risierung und einer Subtraktionsvorschrift fiir die perturbativen Ultraviolett-Divergenzen
in den Dyson-Schwinger-Funktionalen besteht. In dimensioneller Regularisierung, die so-
wohl die Lorentz-Invarianz wie auch die Eichinvarianz der Theorie respektiert, ist man
gezwungen, eine Massenskala 1 einzufiihren, damit die nackte Kopplung in D = 4 — 2¢
Dimensionen dimensionslos bleibt 2:

go — Govgy (1.21)

Anschlielend wird im Rahmen des Renormierungsprozesses die nackte Kopplung zugun-
sten einer skalenabhéngigen renormierten Kopplung eliminiert (v beliebig!):

gvi = JPw)v* 2z, (92(1/);6) (1.22)
Die Renormierungskonstante Z, ist in der 1-Schleifen-Ordnung durch

Zo (g*(W)ie) = 1 - %ﬂg%(l—i—(’)(e)) + O(g") (1.23)

gegeben, wobei Gy den ersten Koeffizienten der Renormierungsgruppen-Funktion

dg(v)
dv

B(9) = v (1.24)

bezeichnet, fiir die die Storungstheorie in D = 4 Dimensionen folgende Potenzreihe in der
renormierten Kopplung liefert [22]:

9°(v)
(4m)*

Im Rahmen der SU(N¢)-Eichtheorie mit Nr Fermion-Flavours ist der erste Koeffizient
der @B-Funktion durch

g (v)

Blse=0) = ~Boips — 6 + 0(g") (1.25)

11 2
fo = 5 Nc— 3Nr (1.26)

gegeben und besitzt damit fiir No = 3 und Np < 16 ein positives Vorzeichen, wie es
einer asymptotisch freien Theorie entspricht [22]. Wir werden hierauf im letzten Abschnitt
dieses Kapitels zuriickkommen.

1.2 Wirkung und Feynman-Regeln im D-dimensionalen,
euklidischen Impulsraum

Das Wirkungs-Funktional der QCD (1.1) 148t sich mit Hilfe der Formeln zur Fourier-Trans-
formation der Felder 3 unter Beriicksichtigung der Dimensionsbetrachtung (1.21) im D-
dimensionalen euklidischen Impulsraum formulieren, wobei die zum Teil symmetrisierten
Koeffizienten die perturbative nullte Ordnung der Basisvertizes (1.15) im euklidischen
Impulsraum darstellen:

In Verbindung mit der dimensionellen Regularisierung wird meist das M S-Schema bevorzugt.

2Der Massenfaktor v¢ tritt in (1.20) wie in (1.17) und (1.18) nicht explizit auf; er dient dazu, die
Massendimension der Impulsintegrale in den D-S-Funktionalen konstant zu halten (vergleiche (1.48)).

3Wir unterdriicken die in der Literatur iibliche Kennzeichnung von Gréfen im Impulsraum [22].
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SE[A,)_C,XJLW =

1 d"q 0
- 5/(27T)D {62 (q) AL (—q) A2 (q)

1 qul qu2 (0) p1pop
- 6 go VOE / (27T)D / (27T)D I_‘3 aia;a: (qlana —q1 — q2)

Al (@) AG; (a2) A (—a1 — @2)

. i92y25/ qul / qu2 / dP q3 F(O) 1 2 3 ha
24 7070 (emP J (2m)P ) (2m)P a102a304

At (q1) ALZ (q2) ALS (g3) AL (—q1 — @2 — ¢3)

" / (;l;:)qD B e (qQ) Xa1 (—4) Xaz (9)

c [ d°aq AP0 =0) s _ s
+ 90 / (27T)D / (27T)D I_‘3 ajaszas (ql) Xai (ql) Xag (QQ) Aag (_ql _q2)

T Z tr {/ ;lﬂ_)p Tz(f( )ng} ij(‘]) ¢(Jf)(Q)}

Np D
€ d q1 d q2 - (O) iJ ps3
¢(jf) (q2) ALZ (—q1 — q2) } (1.27)

Die ,,nackten“ Vertizes werden im folgenden sowohl in analytischer Form als auch mit den
zugehorigen graphischen Feynman-Regeln angegeben: Die nackten 2-Punkt-Vertizes oder
nackten Selbstenergien stellen das Negativinverse der entsprechenden nackten Propagato-
ren dar (vergleiche (1.13)):

rg@ = —poO-1 ng) _ _po-1 {F(o)

Sy = =S TN =1 Ne Y (128)

Die nackten Propagatoren sind identisch mit den 2-Punkt-Funktionen der entsprechenden
freien Felder und lauten im einzelnen:

v v 1 H
DO ) = b (05— -9 )
Ky a v, b
= ANNNNNNY (1.29)
%
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~ 1
DO, 0" = —dw
ab( ) pg
a b
~ - - — — (1.30)
%
p
S(O) ) (p) = _§u < ) — g < 5 )
) /{)—i-m(f) p2 +m(f)
( (f) J
- < (1.31)
%
b
Die iibrigen nackten Vertizes lauten in analytischer und graphischer Form:
e Nackter 3-Gluon-Vertex: b
Fi(%O) ZZ? (pa q, 7’) = = fabc ( (il (p - Q)p H, G
F6P (g—T) = (1.32)
+ 0P (r — p)”
( P) ) v, b
o Nackter Geist-Gluon-Vertex: e
IV L) = ifaep® = |- (1.33)
Yy
>/b
e Nackter Fermion-Gluon-Vertex: i
o i ij i
Ve = (1) = (1.34)
J
e Nackter 4-Gluon-Vertex:
Ky a o,d
Fl(lo) Zch(lf = = fabnfcdn (5up5uo - 5“65Vp)
- facnfdbn (5#05VP - 5HV5pJ) = (135)
_ WY P Sup SV
fadnfbcn(5 d ag ) b p,C

v,

Die vertikalen Striche kennzeichnen die Amputation der dufleren Beine und werden auch
bei der nachfolgenden graphischen Notation fiir die vollen Vertizes verwendet. Man beachte
auflerdem, dafl der nackte Fermion-Gluon-Vertex (1.34) keine Abhéngigkeit vom Flavour-
Typ und ebenso wie der nackte 4-Gluon-Vertex (1.35) keine Impulsabhéngigkeit besitzt.
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Wir ergénzen schliefflich die graphischen Feynman-Regeln fiir die vollen Propagatoren
und Vertizes:

/’L?a Vab
D! (p) = 6a D" (p) = AaNN\NNY (1.36)
%
p
- < a b
Da (0?) = bap D (p?) = con o= = (1.37)
%
p
S () = §9 Sy () E —— (1.38)
%
p
Mit dem Transversal- und dem Longitudinal-Projektor
v 14 v v pupy
t" (p) = M 1" (p) = M - 2 (1.39)

148t sich der Gluon-Propagator ebenso wie seine nackte Struktur (1.29) beziiglich seiner
Lorentz-Tensorstruktur zerlegen:

D" (p) = t"(p) Dr(p*) + 1" (p) Di(p*) (1.40)

Fiir die vollen Vertizes mit n dufleren Beinen und einige spezielle 4-Punkt-Vertizes wihlen
wir folgende Notation:

1) (n)
L, ot (p1,p2ssbn) = ﬂ : (1.41)
2 3)

(1) (n)

Y
> .
f‘n auzggg:::gz (plap% "'apn) = . (142)
v .
X

2) ®3)

(n)

)
Ty M5 (—pyypa, o) = : (1.43)
@)
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f4 a1a2a3a4 (plap2ap3ap4) = @ (144)

~ lgl4 R
Lyts) aras  (P1:D2,—P3,pa) = @ (1.45)

2) ®3)

1) (4)

= 111513l R
F4(ff/) e (_plap2a _p3ap4) = @ (146)

2) ®3)

Grundsitzlich werden alle Impulse eines Vertex mit n #Hufleren Beinen als einlaufend
gezahlt; unter Beriicksichtigung der Impulserhaltung definieren wir daher:

{p} = {pl,m,---,pn\pl +p2+ ... +pn =0} (1.47)

Allerdings wird jeder Impuls, der zu einem auslaufenden Fermionbein gehort, mit einem
negativen Vorzeichen versehen. Der Grund fiir diese Konvention wird im dritten Kapitel
deutlich werden.

Um die graphische Notation zu vereinfachen, wird die Kennzeichnung der amputierten
Beine in Feynman-Diagrammen, die durch Propagatoren verbundene Vertizes enthalten,
weggelassen. Bei der Umsetzung der analytischen Form in die graphische Notation impli-
ziert jede geschlossene Schleife ein Impulsintegral der Form

qu

e /W : (1.48)

Die tiblichen Symmetriefaktoren fiir geschlossene Schleifen

e 1/(n!) fiir n &quivalente innere Linien ,
e 1/2 fiir jede ,Tadpole“-Schleife ,

e —1 fiir jede geschlossene Geist- oder Fermion-Schleife

werden dagegen ebenso wie Potenzen des nackten Kopplungsparameters in allen Feynman-
Diagrammen der nachfolgenden Dyson-Schwinger-Gleichungen explizit angegeben.
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1.3 Die Dyson-Schwinger-Integralgleichungen fiir die
Basisvertizes

1.3.1 Selbstenergie-Gleichungen

Die exakte Dyson-Schwinger-Gleichung fiir die Gluon-Selbstenergie bzw. den negativ-
inversen Gluon-Propagator lautet in graphischer Notation :

()

|
/N
N~
|
—
I

1 2
+ _2 90
1 2
+ _2 90

,O"s

—gg-M

\*'

Np
- 9% Y @
=

Bei geschlossenen Fermion-Schleifen ist hier wie im folgenden die Spur iiber Spinorin-
dizes und Farbindizes der Fundamental-Darstellung zu bilden. Die 4-Gluon-Amplitude
Ty des 2-Schleifen-Terms ist vollkommen bose-symmetrisch und die einzige amputierte,

(1.49)

4Die analytische Form dieser Gleichung findet sich im mathematischen Anhang dieser Arbeit. Fiir
die Dyson-Schwinger-Gleichungen der iibrigen gluonischen Vertizes verzichten wir auf eine analytische
Darstellung und verweisen auf die vorliegenden Feynman-Regeln.
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zusammenhéingende Greensche Funktion, die sich in Form einer endlichen Skelettgraphen-
Entwicklung durch die Basisvertizes der QCD darstellen 148t. Thre Zerlegung nimmt fol-
gende Form an °:

Ty, = T'y + A478 + A47u + A47t (150)

Die Gestalt der 1-Teilchen-Austauschgraphen Ay s, A4, und A4, findet sich in schema-
tischer Form im mathematischen Anhang. Thre Indizierung nimmt Bezug auf die Mandel-
stam-Variablen der 4-Punkt-Amplituden, die bei der Konstruktion der Anséitze im zweiten
Kapitel ndher erldutert werden. Da der Begriff der 1-Teilchen-Reduzibilitdt im Zusam-
menhang mit den ,,Kompensierenden Polen“ des dritten Kapitels noch modifiziert werden
muf}, werden wir die 4-Gluon-Amplitude in (1.49) erst an jener Stelle ersetzen. Es sei aber
bereits jetzt darauf hingewiesen, dafl die Auswertung von 2-Schleifen-Termen in dieser
Arbeit nicht vorgenommen werden kann.

Bei der Formulierung der exakten Dyson-Schwinger-Gleichungen fiir die iibrigen Selbst-
energien besteht prinzipiell die M&glichkeit, verschiedene Kanile durch die Position des
nackten Vertex innerhalb der Feynman-Graphen auszuzeichnen. Dies entspricht einer Um-
kehrung der Pfeilrichtung und liefert bei Iteration um die perturbative nullte Ordnung be-
kanntermaflen identische Resultate [22][29]. Fiir eine Iteration um eine erweiterte nullte
Ordnung dagegen trifft dies nur zu, falls die Modifikationen der 3-Punkt-Vertizes entspre-
chende Symmetrien besitzen. Wir verweisen an dieser Stelle auf das zweite Kapitel und
beschrianken uns fiir die graphische Darstellung der iibrigen Selbstenergie-Gleichungen je-
weils auf eine der beiden Pfeilrichtungen:

e ) ()

+ g |- -
N .-
(1.51)
(———) - (=)
PR G
(1.52)

5Die schematische Notation unterdriickt alle Index-Strukturen und Impulsabhiingigkeiten.
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1.3.2 Gleichungen fiir die 3-Punkt-Vertizes

Wiéhrend die Integralgleichung fiir die Gluon-Selbstenergie (1.49) aufgrund der Impulser-
haltung effektiv bose-symmetrisch ist, zeichnen die nachfolgenden Gleichungen das von
links einlaufende Bein durch seine Ankopplung an einen nackten Vertex in jedem Dia-
gramm aus. Die exakte Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den 3-Gluon-Vertex lautet in gra-
phischer Notation:

—_

+
DN —
So

+ 1 PERM. (2+— 3)

(1.53)
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Die 4-Punkt-Amplituden 74 s, 7178 und 7_;8 fassen diejenigen Anteile der zugehorigen am-
putierten und zusammenhingenden Greenschen Funktionen zusammen, die im ,horizon-
talen“ Kanal die Eigenschaft der 1-Teilchen-Irreduzibilitit besitzen, und lauten in der
bekannten schematischen Notation:

7178 = I'y + A47u + A47t = Ty — A478 (154)
ﬁ,s = f4 + 1214,11. + 1214,1& = T4 — /1478 (155)
Tastr) = Tagy + Asutn) + Ay = Tay = Ass(y) (1.56)

Auch die 1-Teilchen-Austauschgraphen /NLM und /Ll,i stellen Kombinationen der Basis-
vertizes dar, die in schematischer Form im mathematischen Anhang formuliert werden.

Die 5-Gluon-Amplitude 732 des 2-Schleifen-Terms in (1.53) enthélt von der vollen
5-Gluon-Amplitude nur Terme, die nach Einsetzen keine 1-Teilchen-reduziblen Graphen
liefern, und 148t sich in iiberschaubarer Form graphisch darstellen:

o 0 o0

Bei den Dyson-Schwinger-Gleichungen fiir den Geist-Gluon-Vertex und den Fermion-
Gluon-Vertex sind prinzipiell drei verschiedene Fille zu unterscheiden, die jeweils ver-
schiedene Beine der Vertizes auszeichnen; im Geistsektor formulieren wir jedoch nur die
Gleichung, die das auslaufende Geistbein hervorhebt:

Q-
v >

+ g - |- (1.58)
\*O \Y

Hierbei wird mit der 4-Punkt-Amplitude 7~Z,t ein neuer , horizontaler“ Kanal ausgezeich-
net, der einer inneren Geistlinie entspricht (vergleiche (1.55)):

Tag = Ty + Ay + Ay, = Ty — Agy (1.59)

)

Die anderen beiden Gleichungen fiir den Geist-Gluon-Vertex werden hier nicht im einzelnen
aufgefiihrt, da der gesamte Geistsektor im Rahmen dieser Arbeit nicht modifiziert wird
und sich damit die entsprechenden 1-Schleifen-Resultate mit denjenigen der perturbativen
Iteration als identisch erweisen.
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Im Fermionsektor lautet die erste Form der Dyson-Schwinger-Gleichung zum jeweiligen

Flavour-Typ f:
+ 9 - @ (1.60)

Wiederum zeichnet die 4-Punkt-Amplitude 7_27t einen neuen ,horizontalen“ Kanal aus,
der diesmal einer inneren Fermionlinie entspricht (vergleiche (1.56)):

Tanpy = Tap + Ausy + Asuy = Tupy — Aasp) (1.61)
Die entsprechende Gleichung mit entgegengesetzter Pfeilrichtung liefert — wie bei der

Fermion-Selbstenergie — keine neuen Informationen, falls die Fermion-Gluon-Vertizes in-
variant unter Ladungskonjugations-Transformationen sind (,,C-Invarianz®) [17]:

U(C)(fs(f)(—p,q,p—Q))T (U(C’))_1 = —Typle-prp—a ;

UuE) == iy?4° (1.62)

Die dritte Form der Gleichung zeichnet das Gluonbein aus und ist nur bei Iteration um
die perturbative nullte Ordnung zu (1.60) identisch:

+
I

Q

S

D

| =
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=1

(1.63)

Bei der Bezeichnung der 4-Punkt-Amplituden in (1.63) wurde ausgenutzt, da§ aufgrund
der Geistzahl- und der Fermionzahl-Erhaltung die Amplitude T4 mit dem 4-Punkt-Vertex
I'; iibereinstimmt. Mit Hilfe der Skelettgraphen-Entwicklungen ¢ erhalten wir im einzel-
nen:

Taspy = Tap) = Aasipy = Ta (1.64)
Tasrry = Tagpy — Assrry = Tagrpy — Aaprp) (1.65)

Die Fermionzahl-Erhaltung ist auch dafiir verantwortlich, daf in der 4-Fermion-Amplitude
T, effektiv nur zwei 1-Teilchen- Austauschgraphen existieren. Das negative Vorzeichen des
1-Gluon-Austauschgraphen A47t( sy in (1.65) wird durch die Grassmann-Eigenschaften
der fermionischen Feldvariablen im Rahmen des Funktionalintegral-Formalismus verur-
sacht und korrigiert das ,,falsche“ Vorzeichen des 1-Schleifen-Funktionals, falls die Skelett-
graphen-Entwicklung eingesetzt wird.

Die 5-Punkt-Amplitude 732 des 2-Schleifen-Terms in (1.63) laBt sich analog zu (1.57)
zerlegen und lautet in graphischer Form:

Ebenso wie bei der Gluon-Selbstenergie werden wir uns auch fiir die Gleichungen der 3-
Punkt-Vertizes (1.53) bzw. (1.63) im Rahmen dieser Arbeit auf die 1-Schleifen-Ordnung
beschrinken. Allerdings erlangen die Zerlegungen der 5-Punkt-Amplituden (1.57) und
(1.66) im Zusammenhang mit den ,Kompensierenden Polen“ des dritten Kapitels be-
sondere Bedeutung.

(1.66)

6Ssmtliche Entwicklungen sind in schematischer Form im mathematischen Anhang zusammengestellt.
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1.3.3 Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den 4-Gluon-Vertex

Die Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den 4-Gluon-Vertex — den héchsten oberflichlich di-
vergenten Vertex — verlangt bei weitem den grofiten Aufwand bei der Bestimmung der
1-Schleifen-Divergenzen. Die exakte Gleichung lautet in graphischer Notation:

1 2
+ 59 -

+ 2 ZYKL.PERM. (234)

+_

/ -
e ()
\_’_I
=1

1
+_
690

(1.67)
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Die 5-Punkt-Amplituden 733, 72,3 und 753 sind nicht mit denen aus (1.53) oder (1.63)
zu verwechseln, da ein anderer der zehn moglichen Kanile ausgezeichnet wird. Fiir die
5-Gluon-Amplitude 7533 erhalten wir folgende graphische Zerlegung:

2 ZYKL. PERM.
O ORI

(1.68)

Die anderen beiden 5-Punkt-Amplituden 7~'273 und 7—'273 besitzen dhnliche Entwicklungen,
die sich wie oben am einfachsten durch Modifikation der zugehorigen T5-Amplituden for-
mulieren lassen:

/\ /‘ /\ H
7 g 7 S 4 Z
/\
2 7ZYKL. PERM.
00T
\<(

(1.69)

2 ZYKL. PERM.
O ORI

(1.70)
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Die Zerlegungen der vollen 5-Punkt-Amplituden nach irreduziblen Vertizes und Propaga-
toren sind wieder in schematischer Form im mathematischen Anhang zusammengefafit.
Eine Berechnung der 2-Schleifen-Terme in (1.67) 148t sich erneut im Rahmen dieser Ar-
beit nicht bewiltigen. Wir verzichten daher darauf, die Skelettgraphen-Entwicklung der
amputierten 6-Gluon-Amplitude 733 explizit zu formulieren, und wenden uns kurz der
Bethe-Salpeter-Resummation fiir die 4-Gluon-Amplitude zu.

1.4 Die Bethe-Salpeter-Resummation

Alternativ zu den Dyson-Schwinger-Gleichungen, die eines der gleichberechtigten Beine
auszeichnen, 148t sich fiir die 4-Punkt-Funktionen eine Zerlegung nach Beitrédgen durch-
fithren, die sich beziiglich der Eigenschaft der 2-Teilchen-Reduzibilitédt unterscheiden [15]
[20]. Diese Methode fiihrt auf die sogenannten , Bethe-Salpeter-Gleichungen®, die zwar
ebenfalls eventuelle Bose-Symmetrien nur zum Teil beriicksichtigen, aber dafiir eventuelle
, Crossing“-Symmetrien beziiglich der drei Mandelstam-Variablen respektieren.

Wir formulieren an dieser Stelle exemplarisch die Bethe-Salpeter-Integralgleichung fiir
die in (1.54) eingefiihrte 4-Gluon-Amplitude 7y s :

o A~
- gg IN{S
Nr /LI“ — f) _
- 9 > Ky Tas0)
f=1 (f)

(1.71)

Ahnliche Integralgleichungen lassen sich zusitzlich fiir die iibrigen 7;-Amplituden aufstel-
len, so dafl ein gekoppeltes Gleichungssystem entsteht. Die Schwierigkeit bei der Auswer-
tung dieses — auf den ersten Blick linearen — Gleichungssystems besteht in der Konstrukti-
on der Bethe-Salpeter-Kerne ( K, K sy-++), die sémtliche im horizontalen Kanal 1-Teilchen-
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und 2-Teilchen-irreduziblen Anteile der zugehorigen 4-Punkt-Amplituden zusammenfas-
sen. Wihrend in der Literatur meist eine unendliche Teilsummation dieser Anteile (,,Lei-
ter“-Naherung, , Blasen“-N#herung) vorgenommen wird [12] [20], fithrt eine weitere Re-
duzibilitdtsanalyse jeweils auf eine Zerlegung, die eventuellen ,,Crossing“-Symmetrien der
Vertizes besser entspricht [8] [18]. Diese lautet exemplarisch fiir die 4-Gluon-Amplitude in
schematischer Notation:

Tos = K+ X (1.72)

Ke = My + Xy + X¢ + Ay + AL+ ) B (1.73)

Der vollstdndig bose-symmetrische und ,,crossing“-symmetrische Kern M, besteht aus
den in allen drei Kanilen 1-Teilchen- und 2-Teilchen-irreduziblen Anteilen der 4-Gluon-
Amplitude T und kann bis auf Terme mit drei oder mehr Schleifen durch den nackten
4-Gluon-Vertex Fio)p "t ersetzt werden. Neben den 1-Teilchen-Austauschgraphen tritt in
der Zerlegung (1.73) die Summe aller ,Boxgraphen“ auf; diese enthalten séimtliche An-
teile, die in zwei verschiedenen Kanilen gleichzeitig 2-Teilchen-reduzibel sind, und spielen
fiir die obige Gleichung die Rolle von Uberzihlungskorrekturen. Die Kanal-Amplitude X
fafit die im s-Kanal 1-Teilchen-irreduziblen, aber 2-Teilchen-reduziblen Anteile der zu-
gehorigen 4-Punkt-Amplitude zusammen und besitzt dieselbe partielle Bose-Symmetrie
im horizontalen Kanal wie der entsprechende Bethe-Salpeter-Kern.

Das Auftreten der ,,Crossing“-Partner X,, und X; in dem Bethe-Salpeter-Kern K
macht die versteckte Nichtlinearitdt der gekoppelten Gleichungen deutlich, die das eigent-
liche Problem bei der Auswertung des Bethe-Salpeter-Gleichungssystems darstellt. Wir
beschrinken uns daher im Rahmen dieser Arbeit auf die Anwendung des Prinzips der
,2Kompensierenden Pole“ innerhalb des Bethe-Salpeter-Sektors sowie auf einige allgemei-
ne Uberlegungen zu dem entsprechenden Selbstkonsistenzproblem.

1.5 Slavnov-Taylor-Identitiaten

Als Relikt der Eichsymmetrie der klassischen Lagrange-Dichte, die bekanntermafien durch
die Einfithrung der kovarianten Eichfixierung (1.3) gebrochen wird, besitzt die quan-
tisierte nicht-abelsche Eichtheorie eine Invarianz unter den sogenannten Becchi-Rouet-
Stora(BRS)-Transformationen (siehe Anhang A). Die Auswertung der Invarianz des er-
zeugenden Funktionals unter diesen Transformationen fithrt auf Beziehungen zwischen
den Greenschen Funktionen der Theorie, die man als verallgemeinerte Ward-Identitéiten
oder Slavnov-Taylor(S-T)-Identitdten bezeichnet [2]. Diese wurden fiir die QCD zuerst
von t’Hooft im Jahre 1971 im Zusammenhang mit der Renormierbarkeit von Yang-Mills-
Theorien formuliert [39].

Mit der einfachsten Slavnov-Taylor-Identitét
12 Hmv _ p v
p* Dy (p) = bab € = (1.74)
behilt der Longitudinal-Anteil des Gluon-Propagators seine storungstheoretische Form
nullter Ordnung (siehe (1.40)) bei:

DL (p*) = ]% (1.75)
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Somit tragen allein die transversalen Freiheitsgrade die Dynamik der Theorie, und die
Wahl der Landau-Eichung (£ = 0) erweist sich fiir nachfolgende Rechnungen als plausibel.
Sie ermdoglicht es, ein geschlossenes Dyson-Schwinger-Problem fiir Amplituden mit nur
transversalen Gluonbeinen aufzustellen, fiir die die Anzahl der bené6tigten Tensorstruktu-
ren und invarianten Funktionen sich erheblich reduziert.

Die Slavnov-Taylor-Identitét fiir den (beziiglich des ersten Beins) longitudinal-proji-
zierten 3-Gluon-Vertex lautet:

f2 p2
pYt Ty 2% (o1 o o) % -

— Doz (p2) t"2 (p2) G 0 2 (p2,p1,p3) — Doz (p3) t73 (p3) G 1o 22 (3, p1, p2)

(1.76)
Die Hilfsamplitude G erfiillt die Beziehung
-p" G toe (07,7") = Ty gt (p,r,7")
und 148t sich mit Hilfe des nackten Hilfsvertex v, c
) oﬁ
G(O) (l;ch = — i fabe 01 = (1.77)
»
>
graphisch darstellen: b
= Qﬁ + 9 o
» N\
» N ~g- »
hd b
(1.78)

Die 4-Punkt-Amplitude ﬁ,t ist bereits im Zusammenhang mit der Dyson-Schwinger-
Gleichung fiir den Geist-Gluon-Vertex analysiert worden (siehe (1.59)).

Die Slavnov-Taylor-Identitét fiir den longitudinal-projizierten Geist-Gluon-Vertex lau-
tet:

V3 T v FQ (pQ) V2 T v FQ(pQ)
p33 Fg 01020?3 (pl?anpg) 723 - p22 Fg 0103022 (plap?np?) 722 -
p;3 p;3
Ly (p7) F' crezes (p1,p2,p3)
(1.79)
Um die Hilfsamplitude F graphisch darstellen zu kénnen, definieren wir einen weiteren
Hilfsvertex: c
N
A~ 0) a ’
F( abe T T { fabc = 0 (180)
‘>/
b

Diese Konstruktion stellt formal die , nackte* Struktur der Hilfsamplitude dar und ist im
Gegensatz zu (1.77) nicht mit einem fundamentalen Vertex verkniipft, wie schon die feh-
lende Geistzahl-Erhaltung verdeutlicht. Die Hilfsamplitude F' lautet damit in graphischer
Gestalt:



24 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER KONTINUUMS-QCD

o N
» N b o »
» L, 7
= 0\ T 59 - of
Y
» N ~g- »
Y 4
(1.81)
~ 1 ol
Die 4-Punkt-Amplitude 7, entsteht aus der 4-Punkt-Amplitude T4 durch eine Vertau-
schung zweier Beine 7
=/ =
T4 ajasazay (plap?ap3ap4) = —Ty ajazasay (p1,p3,p2,p4) ) (1-82)

wobei die T 4-Amplitude — analog zu der Entwicklung der T4-Amplitude in (1.65) — fol-
gende Zerlegung nach den Basisvertizes besitzt &:

T, = f4 + /1478 — 1214,1& (183)

Die Slavnov-Taylor-Identitéit fiir den longitudinal-projizierten Fermion-Gluon-Vertex
lautet:

- Ty (p3
Py Ty 12 (—p1.p2, p3) % =

Cip) 2 (p2,m3,—p1) Togpy (p2) — Tagpy (1) Cfy 1" (P13, o)
(1.84)

Mit den nackten Hilfsvertizes

cO k= (Tb)k = Q/i/ (1.85)

b
k
o () = (1.86)

»

>/b

lauten die Hilfsamplituden in graphischer Form:
O/\ (f)
@ - o s
» N\
» > - »
Y Y

(1.87)

"Der Vorzeichenwechsel liegt in dem Grassmann-wertigen Verhalten der entsprechenden Funktio-
nalableitungen (siehe Anhang A.1) begriindet.

8Der 1-Teilchen-Austauschgraph [l4,u existiert aus Griinden der Geistzahl-Erhaltung nicht.
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» N\
» > - »
hd b
(1.88)
Die Fermion-Geist-Amplitude T ; ist durch folgende Identitét festgelegt:
=/ Jt = i
T4(f) aias (plap2ap4a _p3) = - T4(f) aias (plap2a _p3ap4) (189)

Abschlielend formulieren wir (der Vollsténdigkeit halber) die Slavnov-Taylor-Identitét
fiir den (beziiglich des ersten Beins) longitudinal-projizierten 4-Gluon-Vertex:
V1V V3V4 f2(p%)

pql F4 c1cac3Cy (plap2ap3ap4) p2
1

L, “5Y4 (p) 4 po, p3, pa) t (p1 + p2) G acres (=p1 = D2, p1,p2)

3 acscy

+ 2 ZYKL. PERM. (234)
+ Taor(p2) t12 (p2)
< H 52c15332 (P2, p1,P3,P4)
+ G Y, (p2,p1+p3,pa) D(u) Ty 4% (—p1 — ps3, p1,ps3)
v

+ G 1,2 (2, p1+pa,p3) D () Ty 4o (—p1 — pa; p1, pa) )

+ 2 ZYKL.PERM. (234)

(1.90)
Die Hilfsamplitude H erfiillt
=P H G (o) = Ty gl (")
und lautet mit (1.77) in graphischer Form:
= 9 - Q
~
(1.91)

Die 5-Punkt-Amplitude 7' kann analog zu (1.68) oder (1.69) beziiglich der Vertex-
Funktionen und Propagatoren zerlegt werden. Da sich die vorliegende Schleife in (1.91)
mit dem {iblichen ,,Power-counting“ als oberfléichlich konvergent erweist, soll hierauf nicht

weiter eingegangen werden.
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1.6 1-Schleifen-Renormierung und ,,laufende* Kopplung

Die UV-Divergenzen der Greenschen Funktionen, die bei der Auswertung der Dyson-
Schwinger-Funktionale in erster perturbativer Iteration auftreten, nehmen in dimensio-
neller Regularisierung mit D = 4 — 2¢ die Form von Polen im Regularisierungsparameter
e an. Fiir die Basisvertizes der QCD finden wir in [22] folgende perturbative Divergenzen
der 1-Schleifen-Ordnung:

2 2
g v g 1%40% 1 1
ﬁ Q)F2 ((aiazg (p; 6) - ﬁ 5(11(12 (p2(5 2 _p¥p 2)
(TN ¢+ Olaie) (1.92)
g()2 (vivevs) 902 0) v
(470)2 q)rs (a1aza3) ({p};e) = 5 Iy aiaiaz ({p})
(4m) (ar)

' (— 171];70 + %é + ;NF) LI O(g¢; €°) (1.93)

B0, ) (o = T
' (— % — No& + ng) % + O(g9;€%) (1.94)

% (I)f2 (a1a2) (pQ;e) - (49722)2 ~go) aiaz (pQ)
(¥+ %5)% + O(g0;€¢) (1.95)

(497(7))2 (I)fs (‘11@2(:2; ({p}ie) = (4972)2 f:(%O) ala;bz (p1)
' (%5) % + O(gg3€¢) (1.96)
e, M e = s (p e

3N -3 NZ-1 1 40
+ ) ( 5Ne T ToNg E)); + O(go;€)
(1.97)
2 2
90 B (l1l2) (v3) . o Jdo w(0) lilz v3
W T3 (a3) ({pke) = (47)2 Ly as
3N¢ 3Nz -2 1
(S ) -+ Olggi )
C €
(1.98)

Man erkennt sofort, dafl — zumindest in der 1-Schleifen-Ordnung — durch eine einfache
Subtraktion divergenter und in den Impulsen héchstens polynomialer Beitrdge auf Ebene
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der Lagrange-Dichte (,,Counter“-Terme) sémtliche perturbativen Divergenzen beseitigt
werden kénnen. Wihrend diese Methode der Subtraktion in jeder Schleifen-Ordnung die
allgemeine Eigenschaft der Renormierbarkeit schon sicherstellt, wird in der Literatur [6]
[22] als Alternative hiufig die multiplikative Renormierung der Vertex-Funktionen — bzw.

dquivalent dazu der Felder und Parameter der Theorie — gewihlt (g = g(v) = g(®):

A = Z%(g%e) Ak (1.99)
Yo = 23759 X", (1.100)
Xa = Z5"(g% X", (1.101)
Uiy = 2 (ghe (1.102)
Vi = 2 (ghe (1.103)
govs = Z3%(g% e gv)ve (1.104)

¢ = Zs(g%e) €™ (1.105)
mpy = Zm(g*e)m m) (1.106)

Hierbei werden die urspriinglich in der Lagrange-Dichte auftretenden Felder und Parame-
ter als unrenormierte oder ,,nackte“ Groéflen und die divergenten Normierungsfaktoren Z
als Renormierungskonstanten der Felder bzw. Parameter bezeichnet. Aufgrund der Uni-
versalitdt des Kopplungsparameters ist trotz verschiedener Wechselwirkungsterme in der
Lagrange-Dichte nur eine Kopplungs-Renormierungskonstante (1.104) erforderlich [22].
Die Renormierung des Eichparameters (1.105) ist notwendig, da die perturbative Diver-
genz der Gluon-Selbstenergie (1.92) eine rein transversale Lorentz-Struktur besitzt, wie
es die Slavnov-Taylor-Identitét des Gluon-Propagators (1.74) verlangt. Auf dhnliche Wei-
se fingt die Renormierung der Fermionmassen (1.106) die Asymmetrie der perturbativen
Divergenz (1.97) beziiglich Impulsanteil und Massenanteil auf.

Die fiinf unabhéingigen Renormierungskonstanten der SU (N¢)-Eichtheorie mit der Zahl
Np von Quark-Flavours sind in der 1-Schleifen-Ordnung direkt an den divergenten Bei-
trigen der Vertex-Funktionen (1.92 — 1.98) abzulesen und lauten explizit:

Zigh = 1+ (BN Snp v o) + o (aom
Zighg = 1+ s (Be -T2+ 00) + o (1.108)
Zs (g% ¢) 1 — (49;)2%( E‘Nclg +0(e)) + O(g") (1.109)
Zm(g%e) = 1 — (497:)2 %(3]\2732/‘\,;3 +0(e)) + 0(g") (1.110)
Zolghe) = 1 — (49;)2%(13—1NC—§NF +00) + O (L111)
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Wir erinnern daran, dafl die renormierten Parameter sowie die Renormierungskonstan-
ten im Gegensatz zu den nackten Parametern von einer beliebig wéihlbaren Massenskala
v abhingen. Entsprechendes gilt fiir die renormierten Vertex-Funktionen, deren Verhal-
ten unter diesen Skalen-Transformationen durch die Renormierungsgruppengleichungen
beschrieben wird [22] [29]. Durch eine Analyse der zugehérigen Renormierungsgruppen-
Funktionen 148t sich (zumindest asymptotisch fiir grofie Impulse) die Skalenabhingigkeit
der renormierten Parameter bestimmen; so nimmt die effektive Kopplung ¢ als Losung
der Differentialgleichung (1.24) im Hochenergiebereich folgende Gestalt an [4] [22]:

2012\ 92(’/) _ 1 . Q?
g7 (@) = 0, ¢ @ wn > 1 (1.112)
Tty g

Folglich verschwindet die ,,laufende“ Kopplung g fiir grofie Impulsskalen bzw. kleine Ab-
sténde (,,Asymptotische Freiheit®). Im letzten Schritt wurde durch

(4m)? 1
A(g(l/);l/) = yexp{ - W%} (1.113)

die Massenskala A eingefiihrt, die sich aufgrund ihrer Invarianz unter Renormierungsgrup-
pen(RG)-Transformationen als fundamentaler Parameter fiir die nichtperturbative Erwei-
terung der Basisvertizes erweisen wird. Trotzdem stellt die Ausbildung invers-logarith-
mischer Abhéngigkeiten von dem dimensionsbehafteten Parameter A im Rahmen der
Storungsreihe (,,Dimensionelle Transmutation“) [6] nur einen ,schwach nichtperturbati-
ven“ Effekt, d. h. eine Reparametrisierung durch partielle Resummation der formalen
Reihenentwicklung nach g2 dar, wie an der Darstellung der ,,laufenden“ Kopplung (1.112)
abzulesen ist. Der fundamentale Unterschied dieser Entwicklung zu der ,stark nichtper-
turbativen“ Kopplungsstruktur von Grolen wie Vakuumkondensaten oder Bindungspolen
liegt in deren polynomialer oder rationaler Abhéngigkeit von der Massenskala (1.113), bei
der die wesentlich singulidre Kopplungsabhéngigkeit voll zum Tragen kommt.



Kapitel 2

Die erweiterte Storungsreihe und
ihr Selbstkonsistenzproblem

2.1 Die RG-invariante Massenskala A gcp

Obwohl ,,Off-Shell“-Korrelationsfunktionen im allgemeinen sowohl implizit iiber die ,lau-
fende“ Kopplung g2(1/) als auch explizit von der willkiirlich wahlbaren Massenskala v
abhéingen werden, diirfen die aus ihnen abgeleiteten physikalischen Observablen (Teil-
chenmassen, Wirkungsquerschnitte, Zerfallszeiten, ...) diese Skalenabhéngigkeit nicht mehr
aufweisen (,,Renormierungsgruppen(RG)-Invarianz“). Diese Eigenschaft fithrt unter An-
wendung der Kettenregel und bei Beriicksichtigung der Definition der [-Funktion (1.24)
auf folgende Integraldarstellung eines dimensionsbehafteten Parameters !:

AQQCD(Q(V);V; e) = 2 exp{ -2 /gg(u) 5(65/]:6) } (2.1)

1

Diese Massenskala ist zwar invariant unter RG-Transformationen, sie hingt aber iiber die
frei wihlbare Integrationsgrenze g; 2 vom Renormierungsschema R ab und ist erst unter
Beriicksichtigung endlicher Beitrige auf 2-Schleifen-Niveau bestimmbar. Die aktuellsten
Werte zu Agep im MS-Schema sind in [30] zusammengefaBt; wir entnehmen daraus als
arithmetisches Mittel: L

ASGh ~ 287 (+£31) MeV (2.2)

Um die Ubereinstimmung der beiden Ausdriicke (1.113) und (2.1) auf 1-Schleifen-
Niveau zu verifizieren, formulieren wir zunichst die [-Funktion in der regularisierten
Theorie (¢ # 0), berechnen dann das Integral in (2.1) und fithren anschlieflend den Li-
mes ¢ — 0 durch. Differenziert man die Gleichung der Kopplungsrenormierung (1.104)
nach v, so erhilt man folgende Beziehung zwischen der §-Funktion und der Renormie-
rungskonstante Z,:

Bo0)e) = —o) (e+ d dZa(gQ(”)”)) (23)

Zo(g*(v); €) dv

Diese Gleichung nimmt mit (1.23) in D Dimensionen die folgende Gestalt an:

!Die entsprechende Differentialgleichung 18t sich durch Separation der Variablen l16sen. Fiir nihere
Details verweisen wir beispielsweise auf [11] oder [17].
2Die Kopplung g1 entspricht dem Wert der laufenden Kopplung an der Stelle v = A.
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g3

. _ _ 5
Einsetzen von (2.4) in (2.1) liefert unter Mitnahme der beiden fiihrenden Terme:

ﬂ(j;)(if» ]_1/6 !

A(gr;e) — 1 + O(e) fir e - 0 (2.5)

A*(g(v),vie) = VQ[A(91;6)<1+

Diese Form stellt die korrekte Verallgemeinerung der Gleichung (1.113) fiir ¢ > 0 dar.
Benutzt man schliellich die Limes-Darstellung der Eulerschen Konstanten

1 n
lim <1+—> = e , (2.6)
n—00 n

so erhilt man bei Abschalten des Regularisierungsparameters (¢ — 0) bis auf Korrekturen
durch héhere Ordnungen der Kopplung die im vorherigen Kapitel definierte Massenskala
(1.113), die beziiglich der Kopplungsabhingigkeit ein nichtanalytisches Verhalten zeigt.

2.2 Systematische Erweiterung der Basisvertizes

Obwohl die Beziehung (1.113) letztendlich dazu genutzt werden kann, die renormierte
Kopplung zugunsten der RG-invarianten Massenskala zu eliminieren, werden im Rahmen
dieser Arbeit A und g¢? formal als zwei verschiedene Parameter behandelt und die Vertex-
Funktionen wie in der Stérungstheorie als formale Potenzreihe in g?(v)/(4m)% = a;s /7 ent-
wickelt. Voraussetzung dafiir ist, da§ die skalenabhéngige Kopplung g¢(v) fiir alle Skalen
v hinreichend klein ist, so daf eine semikonvergente Entwicklung méglich ist 3. Da A for-
mal von nullter Ordnung ist, d. h. mit allen seinen Ableitungen fiir g — 0 verschwindet,
konnen allerdings die Koeffizienten dieser Entwicklung von A abhéngen.

Eine systematische Erweiterung der Storungsreihe erhélt man durch folgende Doppel-
sequenz:

T ({p};9(v);v) = lim lim TP ({p};g(v)iv)

r—00 P—00
)

0 (phgrin) = TN + X (42) T T (i) (27

Hierbei zahlt der Index ,p“ weiterhin die Potenzen der Kopplung, und der Index ,r“
bezeichnet die Stufe der globalen Approximation in A. Aufgrund ihrer nichtanalytischen
Kopplungsabhiingigkeit verschwindet A fiir g?> — 0 schneller als jede Potenz der Kopp-
lung, so daf3 der formale Limes A — 0 bei endlicher Kopplung sinnvoll ist. Wir fordern
damit folgende physikalisch plausiblen Randbedingungen fiir die nichtperturbativ erwei-
terten Ansétze:

e Sie sollen bei formalem Abschalten der Massenskala in die perturbativen Gegenstiicke

iibergehen:
T ({phA=0;v) = TWP({p};v) (2.8)

Dieser Grenzfall wird als ,,perturbativer Limes* bezeichnet.

3Dies wird durch Gitterrechnungen [19] und phinomenologische Arbeiten [31] durchaus bestitigt.
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e Sie sollen die Eigenschaft der ,naiven“ asymptotischen Freiheit besitzen, d. h. bei
dem Hochskalieren aller duleren Impulse sollen die nichtperturbativen Approximan-
ten der Ordnung p = 0 in die perturbativen nackten Groéflen iibergehen:

ol ((apl;A)  — TOPert (fap})  fiir A — oo (2.9)

Die asymptotische Freiheit der QCD wird im Hochenergiebereich durch das Ver-
halten der laufenden Kopplung (1.112) bzw. durch das positive Vorzeichen von [
sichergestellt.

e Die Impulsabhingigkeit der Vertex-Funktionen soll den Divergenzgrad der Schlei-
fenintegrale im Vergleich zur Stérungstheorie nicht erh6hen, um die perturbative
Renormierbarkeit zu gewéhrleisten. Diese Bedingung sichert auch bei Hochskalie-
rung einer echten Teilmenge von Impulsen fiir alle Vertizes das stérungstheoretische
UV-Verhalten und stellt somit eine Verschirfung der obigen Forderung nach ,,naiver*
asymptotischer Freiheit dar.

Es zeigt sich, dafl die obigen Forderungen die Struktur der Ansdtze schon sehr stark
einschrianken. Die Indexstrukturen erfordern im allgemeinen zunéchst eine Zerlegung der
Vertizes nach Farbtensoren, Lorentz-Tensoren und Lorentz-invarianten Impulsfunktionen,
wobei neben (2.8) die Impulsdimensionen der Vertizes zu beachten sind. Um sowohl die
Erhaltung des perturbativen ,,Power-counting® als auch die Globalitdt der Approximation
beziiglich der Impulse (als Voraussetzung fiir deren Verwendbarkeit in Schleifenintegralen)
zu gewahrleisten, miissen die Ansétze eine rationale Impuls- und damit A-Abhingigkeit
aufweisen; bei mehreren Variablen wird durch den Bezug auf Spektraldarstellungen [14] ei-
ne faktorisierende Nennerstruktur nahegelegt. Obwohl diese rationale Form eine Konstruk-
tion der Ansitze auf beliebiger Approximationsstufe erlaubt, erweist sich fiir nachfolgende
Rechnungen eine partialbruchzerlegte Form als vorteilhafter.

2.3 Der Selbstkonsistenzmechanismus

Bevor wir die Approximanten der Stufe r = 1 fiir einzelne Vertizes explizit angeben, soll
in diesem Abschnitt kurz auf das nichttriviale Selbstkonsistenzproblem dieser Ansétze im
Rahmen der Dyson-Schwinger-Funktionalgleichungen eingegangen werden; es lautet auf
beliebiger Stufe r der Approximation im ersten Iterationsschritt:

2
{ ( 4972)2 Oy [T (Opert, Tlr0l] } = T — 1O + 0(g’(v)) (2.10)
R,v

Die Dyson-Schwinger-Funktionale miissen also die nichtperturbativen Modifikationen der
Ansitze bis auf Fehler der Stérungsordnung ¢? reproduzieren. Aufgrund des globalen Cha-
rakters der Approximation kann dies aber nur eine Ubereinstimmung an einer endlichen
Anzahl n(r) von — prinzipiell frei wihlbaren — Stellen im Raum der Lorentz-invarianten
Impulsvariablen bedeuten. Wihrend in [36] die Zahl der Anpassungsstellen mit der Zahl
der nichtperturbativen Parameter in den Ansétzen gleichgesetzt wurde, legt die faktori-
sierende Nennerstruktur in der partialbruchzerlegten Form der Ansétze folgendes Anpas-
sungsverfahren nahe:
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e Da die Schleifen-Integrale der Dyson-Schwinger-Funktionale immer Polfaktoren in
den Lorentz-invarianten Impulsvariablen der dufleren Beine herausfaktorisieren, er-
fordert eine Selbstkonsistenz, bei der nicht lokal unendlich grofie Fehler auftreten, fiir
verschiedene Vertizes eine Ubereinstimmung der Polpositionen beziiglich gleicharti-
ger Beine. Indem die komplizierteren Vertizes ihre Polpositionen an die einfacheren
Vertizes , herunterreichen® ,besitzen die entsprechenden Parameter der Selbstenergi-
en keine eigenen Bestimmungsgleichungen. Diese fundamentale Unterbestimmtheit
des Selbstkonsistenzproblems ist auf jeder Approximationsstufe  vorhanden und er-
fordert die Hinzunahme weiterer Bedingungen wie Bewegungsgleichungs-Kondensate
oder Slavnow-Taylor-Identitdten, um die Parameter der Polpositionen festzulegen.

e Als weitere Vergleichsdaten wéhlen wir die Residuen an den Polpositionen. Da die
Dyson-Schwinger-Funktionale im allgemeinen nicht die volle Bose-Symmetrie der
nichtperturbativ erweiterten Ansédtze aufweisen, fithrt der Residuenvergleich im all-
gemeinen auf eine Uberbestimmtheit des Selbstkonsistenzproblems, die sich fiir héhe-
re Approximationsstufen immer besser erfiillen 148t. Dieses Problem wird vor allem
bei dem 4-Gluon-Vertex signifikant.

e Kine weitere Anpassung eventueller regulidrer Teile ist nur bei den Selbstenergien
erforderlich, da diese als einzige Vertizes die notwendigen Impulsdimensionen fiir re-
gulére Modifikationen der Ansitze d. h. Beitrige oc A oder oc A? besitzen. Die Wahl
der entsprechenden Stiitzstellen wird hierbei durch die Beibehaltung der perturba-
tiven Renormierbarkeit festgelegt.

Ein Blick auf (2.10) zeigt, dafl die Schleifenintegrale der Dyson-Schwinger-Funktionale
zusitzlich in der Lage sein miissen, den Vorfaktor g2 zu kompensieren, um Terme der
Ordnung ¢° ausbilden zu kénnen. Zur Verifizierung notieren wir zunichst, daf sich bei der
Auswertung der 1-Schleifen-Beitrige durch geschicktes Addieren konvergenter Integrale 4
die Struktur der divergenten Anteile stets auf folgende A-abhingige Grofle reduzieren 148t:

H(g*(w);vie) = 9 1<A(6)>_26 (2.11)

(4m)2 € \ vy

Benutzt man nun die Kopplungsrenormierung (1.22) mit der 1-Schleifen-Version der Re-
normierungskonstanten (1.23) sowie die regularisierte Form der Massenskala (2.5), so er-
weist sich die Kombination (2.11) — bis auf Terme hoherer Ordnung in g2 — als regulir in
dem Regularisierungsparameter e:

L0 = 49 Zugwre (B2) 1

(4m) v €
P00 g (s GD%N T o
- <1_ 7 60) Algis ) <1+ ﬂog%)> =+ 0(g¢)
- () (949
= % (1 + O(g ) (2.12)

“Siehe die Berechnung der Impulsintegrale im mathematischen Anhang.
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Die parallele Produktion von Termen verschiedener Ordnungen in g2 durch 1-Schleifen-
Funktionale 148t eine Entkopplung von Stérungsordnung und Schleifenordnung erkennen.
Eine Klassifizierung der Resultate wird im folgenden durch die Ordnung nach Potenzen von
1/By erreicht, was im Rahmen der Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenz der Schleifenzahl [
entspricht.

Tatséchlich ist die Kombination (2.11) aber sowohl endlich im Limes € — 0 als auch
exakt kopplungsunabhdingig, wie eine Verwendung der Integraldarstellungen fiir die Renor-
mierungskonstante Z, und die Massenskala A zeigt °:

[T = 1 (1 + (’)(e,elne)) (2.13)
Bo

Analysiert man die Herleitung dieser Gleichung im Detail, so beobachtet man das Ver-
schwinden der nackten Kopplung g9 im Limes ¢ — 0 bei Aufsummation aller Stérungs-
ordnungen [39]. Folglich ist der exakte Mechanismus auf nichtperturbative Beitrége zu
beschranken, wiahrend im perturbativen Zusammenhang nur die Entwicklung der Renor-
mierungskonstanten Z, mit — fiir ¢ — 0 divergenten — Koeffizienten verwendet werden
darf [40].

Diese Zweideutigkeit findet sich schon bei der Extraktion der divergenten Beitrige:
Im allgemeinen bildet sich auch in der masselosen Theorie aufler bei ,, Tadpole“-Schleifen
und Vakuumkondensaten nach Anwendung der iiblichen Feynman-Parametrisierung nicht
die ,reine“ A-Potenz, wie sie fiir den 1/g%-Mechanismus (2.13) benétigt wird, sondern
die nichtganze Potenz eines Polynoms P in A und den moéglichen Lorentz-invarianten
Impulsvariablen 6. Um einerseits Korrekturen der nullten Stérungsordnung zu erhalten
und andererseits die perturbative 1-Schleifen-Renormierung beibehalten zu kénnen, sind
zwel Typen von Divergenzen zu unterscheiden bzw. unterschiedlich zu behandeln:

1. Nichtperturbative Divergenzen sind dadurch gekennzeichnet, dafl sie im per-
turbativen Limes (A — 0) verschwinden und von keinen durch eine endliche Ent-
wicklung nach g2 dargestellten GroBen begleitet sind. Die fiir den 1/g?-Mechanismus
notwendige ,,reine“ A-Potenz ist durch folgende Entwicklung zu erhalten:

<7’(p2;/\2(6))>_61 b o) = <&>_26 <M>_El + O

V2 v A2(e) €
_ <¥>_26 <1—e 1n%é\:)(e))> % + O()
- <Al(f)>_26% + O(e%)
(2.14)

Da die globale Approximation feste Anpassungsstellen der Form p? o< A2 bendétigt,
reduziert sich der endliche Anteil der Entwicklung (2.14) auf Logarithmen dimen-
sionsloser Parameter, so daf§ auch die Massenskala A nach Anwendung von (2.13)
nur noch als ganze Potenz im Vorfaktor der Divergenz auftreten kann.

SFiir nihere Details siehe [17] oder [36].
®Fiir eine Beriicksichtigung nichtverschwindender fermionischer Strommassen verweisen wir auf [17].
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2. Perturbative Divergenzen bleiben auch im perturbativen Limes (A — 0) er-
halten und liefern Beitréige, die mit den perturbativen Renormierungskonstanten zu
vergleichen sind. In diesem Fall entwickeln wir den impulsabhingigen Faktor direkt:

<M>_El + 0 = <1—elnw>% + O

2 € 2

+ O(%)
(2.15)

Die gemischten Logarithmen tragen die Impulsabhéngigkeit dieser Entwicklung und
gehen im formalen Limes A — 0 in die iiblichen perturbativen Logarithmen [22]
iiber. Die Berechnung dieser endlichen Anteile kann im Rahmen dieser Arbeit aller-
dings nicht durchgefiihrt werden.

Die Klassifizierung der Divergenzstruktur nach ihrem Verhalten im perturbativen Limes
eroffnet die Moglichkeit, die divergenten Schleifenintegrale durch eine Subtraktionsmetho-
de zu berechnen und im perturbativen Fall anschliefend die A-Potenz zu entwickeln. Diese
Methode wird im mathematischen Anhang dieser Arbeit detailliert vorgestellt.

Da der 1/g*Mechanismus (2.13) eng mit der Divergenzstruktur der Theorie verbunden
ist, 148t sich folgende fundamentale Eigenschaft des Selbstkonsistenzproblems konstatieren:

Das Selbstkonsistenzproblem der modifizierten Ansdtze ist in fiihrender Storungs-
ordnung ohne Entkopplungsndherungen und unabhdngig vom Approximations-
grad v auf die sieben Basisvertizes der Theorie beschrankt.

Obwohl diese Aussage im Zusammenhang mit den ,,Kompensierenden Polen“ des dritten
Kapitels in geringem Mafle modifiziert werden mu8, stellt sie doch die Moglichkeit bereit,
den nichtperturbativen Charakter der oberflichlich divergenten Greenschen Funktionen
in verschiedenen Ordnungen der Schleifenzahl quantitativ zu erfassen. Allerdings ist fiir
eine vollstindige Behandlung selbst in 1-Schleifen-Ordnung die — technisch sehr aufwen-
dige — Einbeziehung des 4-Gluon-Vertex unumggnglich, welche in fritheren Arbeiten zum
Selbstkonsistenzproblem [11] [32] strikt vermieden wurde.

2.4 Ansitze fiir die Basisvertizes in erster Stufe der
rationalen Approximation

Wir formulieren nun die nichtperturbativ modifizierten Ansétze fiir die Basisvertizes, wo-
bei wir uns auf die erste Stufe der rationalen Approximation (r = 1) beschrinken und
den Schwerpunkt auf die Parametrisierung des 4-Gluon-Vertex legen. Auflerdem wéhlen
wir masselose Fermionen (m ) = 0) 7, so daB auch in den Ansitzen simtliche nichtper-
turbativen Massenskalen proportional zu A sind und der Flavour-Index im Fermionsektor
unterdriickt werden kann. Bei der Konstruktion der nichtperturbativen Modifikationen
sind die Impulsdimension des jeweiligen Vertex sowie die Erfiillung der Randbedingungen
des vorherigen Abschnitts zu beachten.

"Die Einbeziehung fermionischer Strommassen aus der Lagrange-Dichte findet sich in [17].
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2.4.1 Modifizierte Propagatoren

Fiir den Gluon-Propagator setzen wir direkt eine transversale Lorentz-Tensorstruktur
an, da aufgrund der zugehorigen S-T-Identitdt (1.74) die Dynamik der Theorie auf den
transversalen Gluonsektor beschriankt bleibt. Aulerdem wihlen wir in erster Approxima-
tionsstufe zwei kompleze Polstellen beziiglich p?, die im Gegensatz zu reellen zeitartigen
Impulsquadraten keine massiven Teilchenpole, sondern kurzlebige Elementaranregungen
beschreiben und somit der Forderung nach ,,Confinement“ entsprechen ®:

DR () = Sup ¢ (p) DY (% A2)

P + usA?

[1,0] ( 2.
Dr 050 (p2 + u+A2) (p2 + u_AQ)

P+ ugA?
(p2 + ulAQ) (p2 + ’U/QAQ) + U3A4

(2.16)

Die beiden komplex-konjugierten Polstellen setzen sich nach dem Wurzelsatz von Vieta
folgendermaflen aus den reellen Parametern zusammen:

1

1
ur = g (up +ug) £ ¢ \/Ug — Z(ul — up)? (2.17)

Ein nichtverschwindender Imaginérteil wird dabei durch die gluonische ,, Confinement“-
Bedingung

1
us > Z (u1 — ’11/2)2 (2.18)

sichergestellt.

Die Gluon-Selbstenergie besitzt als Negativinverses des Gluon-Propagators ebenfalls
eine transversale Struktur und lautet:

Lo B A) = dap 1 (p) TR (0% A%)

Thp (%A% = — (p2 T oup A2 + ugA? H(pQ;AQ)) (2.19)
Dabei wurde der dimensionslose Polfaktor

A2
2,72 o

verwendet, der auch fiir die iibrigen Ansétze im gluonischen Sektor einen wichtigen ,,Bau-
stein“ der nichtperturbativen Modifikationen darstellt.

Fiir den Fermion-Propagator der masselosen Theorie setzen wir in erster Approxi-
mationsstufe (r = 1) zwei Polfaktoren in der Lorentz-invarianten Impulsvariablen p an,

8Fiir nihere Details siche [1] oder [36].
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die sich wegen p -p = —p? durch geeignetes Erweitern des Bruches auf zwei Polfaktoren
beziiglich p? umrechnen lassen:

j) + w9
(j) + w+A) (j) + w_A)

1) + w9
(1) + wlA) (1) + ng) + w3A2

SO (pa) =~ g

— _ §u

(5’7 (j) + wQA) (17 (w1 + wQ)A + p2 - (w1w2 +w3)A2)
(7 ) )

(2.21)
Fiir die Quadrate der Polstellen erhalten wir diesmal die Beziehung
wi = %(w% +wd) —ws + i (wy+ wg)\/wg — i(wl —wy)? (2.22)
wobei die fermionische ,,Confinement “-Bedingung
wr +w2 # 0 5 w3z > %(wl — wy)? (2.23)

sowohl fiir die beiden Polstellen selber als auch fiir deren Quadrate einen nichtverschwin-
denden Imaginérteil sicherstellt, so dal auch im fermionischen Sektor keine asymptotisch
detektierbaren Teilchen beschrieben werden.

Die Fermion-Selbstenergie nimmt als Negativinverses des Fermion-Propagators fol-
gende Form an:

T899 (s A) = 09 (p+ wiA + wsATL(p;A) ) (2.24)
Der dimensionslose Polfaktor im fermionischen Sektor
_ A
I(p;A) = —— 2.25
mh) = (2:29

stellt das Analogon zu (2.20) im gluonischen Sektor dar; beide werden als ,, Bausteine“ fiir
nichtperturbative Modifikationen des Fermion-Gluon-Vertex verwendet, was die faktori-
sierende Nennerstruktur der Ansétze schon bei deren Konstruktion sicherstellt.

2.4.2 Ansitze im Geistsektor

In Landau-Eichung erweisen sich die Impulsintegrale des Dyson-Schwinger-Funktionals
fiir den Geist-Gluon-Vertex als effektiv konvergent, so daf} sich bei diesem Vertex keine
nichtperturbativen Modifikationen der nullten Stérungsordnung selbstkonsistent reprodu-
zieren konnen ?. Damit reduziert sich der Ansatz unabhingig von der Approximationsstufe
r auf die entsprechende nackte Struktur (1.33), und wir setzen an:

MY el () = T s ()

9Der im nichsten Kapitel vorgestellte Mechanismus der , Kompensierenden Pole“ erfordert zwar ei-
ne genauere Analyse des Selbstkonsistenzproblems; diese fiihrt aber unter Beriicksichtigung des Dyson-
Schwinger-Funktionals der Geist-Selbstenergie zu einem identischen Resultat [9].
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Da die Ansétze fiir die {ibrigen Vertizes im gluonischen Sektor eine vollstdndig transversale
Lorentz-Struktur aufweisen werden, wurde auch hier eine Transversal-Projektion durch-
gefiithrt, fiir die sich eine spezielle graphische Notation anbietet:

3)

1)
T il () = i faragas P 1997 (p3) = |- @\/} (2.26)
»
>
(2

Der Geist-Propagator wird in erster Approximationsstufe ebenfalls in seiner nackten
Struktur (1.30) angesetzt:

H(1,0 S 1
D[ ] ab (pQ) = D( ) ab (pQ) = — Oab E (227)
Fiir die Geist-Selbstenergie erhalten wir entsprechend:
(1,0 _ 1l
i w®) = T : @) = P (2.28)

Die Beibehaltung der nackten Strukturen im Geistsektor wird sich erst mit der nachfol-
genden Berechnung des divergenten 1-Schleifen-Beitrags der Geist-Selbstenergie als selbst-
konsistent erweisen; sie ist allerdings wie in fritheren Arbeiten [27] [32] stark an die Wahl
der Landau-Eichung (£ = 0) gebunden.

2.4.3 Modifizierte 3-Punkt-Vertizes

Fiir Tensorfunktionen hoherer Stufe ist im allgemeinen eine Zerlegung nach verschiedenen
Tensorstrukturen durchzufiihren. Bei dem Ansatz fiir den 3-Gluon-Vertex beschrinken
wir uns beziiglich der Farbstruktur auf die antisymmetrischen Strukturkonstanten fqp.
und setzen voraus, dafl wie in der Stérungstheorie die Dyson-Schwinger-Funktionale kei-
ne divergenten Beitrige ausbilden, die proportional zu den symmetrischen Strukturkon-
stanten dgp. sind 10. Dies it sich im Rahmen dieser Arbeit durchaus verifizieren, falls
vergleichbare Tensorstrukturen auch bei dem Ansatz fiir den 4-Gluon-Vertex unterdriickt
werden; es stellt jedoch eine Einschrénkung dar.

Die verbleibende Struktur enthélt im allgemeinsten Fall 14 unabhéngige Lorentz-Tenso-
ren dritter Stufe sowie 6 verschiedene Lorentz-invariante Impulsfunktionen, die zusammen
mit dem Farbtensor die volle Bose-Symmetrie des Vertex sicherzustellen haben. Um nach
Auswertung des gekoppelten Dyson-Schwinger-Systems ein in sich geschlossenes System
von Lorentz-Tensoren zu erhalten, unterdriicken wir im folgenden diejenigen Tensoren, die
in dem D-S-Funktional des 4-Gluon-Vertex (1.67) Beitrége zu impulsabhéngigen Tensor-
strukturen liefern oder eine Transversal-Projektion sémtlicher &ulerer Beine nicht iiberle-
ben, und erhalten !

0Fin Blick auf die Spurrelationen des Anhangs A.2 macht deutlich, daf8 diese Annahme durchaus nicht-
trivial ist.

1 Analog zu der Vernachlissigung symmetrischer Farbstrukturen erweist sich diese Einschrinkung nur
dann als konsistent, falls auch der Ansatz fiir den 4-Gluon-Vertex nur die dimensionslosen Lorentz-Tensoren
des zugehorigen nackten Vertex (1.35) beriicksichtigt.
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TR 222 (D1 A) = =i farazay 17 (p1) £ (p2) £ (p3)

' < 5442 (p1 — p2)*s F5 (o}, 0393 A7)
+ 61214 (py — py) F3% (p3, v 0% A?)
+ 35 (py —p1)™ F50 (v3, pFi 935 A?) ) (2.29)

Man beachte, daf aufgrund der Impulserhaltung (1.47) nur zwei Impulse linear unabhéngig
sind, so daf} sich auch die Zahl der Lorentz-invarianten Impulsvariablen von 6 auf 3 redu-
ziert. Fiir die Konstruktion eines explizit bose-symmetrischen Ansatzes erweist sich aber
die Verwendung aller drei Impulse als vorteilhafter. Die Lorentz-invariante Impulsfunkti-
on F3 besitzt nur eine partielle Permutationssymmetrie unter Vertauschung der ersten
beiden Impulse und reduziert sich im perturbativen Limes auf die Zahl 1, um der ersten
Randbedingung (2.8) zu geniigen. Unter Verwendung der dimensionslosen Polfaktoren zu
jeder invarianten Impulsvariablen
A2

I, = II(p%A%) = —— ; i=1,2,3 2.30
1 (p ) p?—l—ugAQ 1 ( )

lautet die eigentliche rationale Approximante des 3-Gluon-Vertex auf Stufe r = 1:
7:92170] (p%,p%;p%;AQ) =1+ m (HQ +H3) + zo IIoll3 + x4 1Y
+ x5 II; (HQ + Hg) + xz7 11115115 (231)

Eventuelle Modifikationen in Form von inversen Polfaktoren entwickeln im Zusammenhang
mit den ,Kompensierenden Polen“ des néchsten Kapitels bei Auswertung der Dyson-
Schwinger-Funktionale divergente Integrale, deren Divergenzgrad den perturbativen Grad
iibersteigt, und werden daher in Erinnerung an die dritte Randbedingung des Abschnitts
2.2 bei sdmtlichen Ansétzen unterdriickt.

Abschlielend notieren wir die Zerlegung des Ansatzes nach einem der drei Polfaktoren,
die eine fundamentale Eigenschaft der Approximanten in dieser Arbeit darstellt:

Tl 2% (pyA) = BUR 2225 ({phA) + L By 222 ({p}; A)

0,7 ajaszas 1,7 ajaszas
(2.32)

Die entsprechenden Zerlegungen nach einem der anderen beiden Polfaktoren erhilt man
durch zyklische Vertauschungen der drei Beine. In der partialbruchzerlegten Form (2.31)
sind die beiden — beziiglich p12 reguldren — Funktionen Bor und Bpr direkt ablesbar
und werden daher nicht explizit notiert. Wir ergénzen stattdessen eine weitere Zerlegung
der Funktion Bj 7 beziiglich des Polfaktors zu p2, die spiter im Zusammenhang der
,2Kompensierenden Pole“ benéttigt wird:

Bl Dene (phA) = Byp D2 (kM) + T By 202 ()i A)

1,7 ajasas 2T ajazas 3, T ajazas
(2.33)

Die Impulsfunktionen By 7 und B3 7 besitzen nur noch Modifikationen beziiglich p32 und
lassen sich ebenfalls direkt an der partialbruchzerlegten Form des Ansatzes (2.31) ablesen.
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Der Ansatz fiir den Fermion-Gluon-Vertex besitzt eine Farbtensorstruktur, die auf-
grund der globalen Eichinvarianz mit der nackten Struktur (1.34) identisch ist. Weiterhin
erweist sich aufgrund des matrixwertigen Charakters der verbleibenden Tensorfunktion
eine Zerlegung nach Lorentz-Tensoren erster Stufe und invarianten Impulsfunktionen fiir
spéitere Rechnungen als unvorteilhaft, und wir setzen analog zu (2.29) eine transversal-
projizierte Form an:

TP R (k) = (Tu)" e ) A (k) (239)

Die Lorentz-Tensorstruktur der matrixwertigen Impulsfunktion F3 laBt im allgemein-
sten Fall 12 mogliche Strukturen zu [17] [36], die zu einem groflen Teil die Transversal-
Projektion beziiglich des Gluonbeins nicht iiberleben. Wir unterdriicken erneut Tensor-
strukturen, die im Rahmen der ,Kompensierenden Pole“ den Divergenzgrad einzelner
Feynman-Diagramme erhéhen und somit die dritte Randbedingung an unsere Ansitze
verletzen 12.

In der partialbruchzerlegten Form setzen wir eine Kombination aus den bekannten
Polfaktoren fiir die unterschiedlichen Beine und der Diracschen «-Matrix an, wobei die
Invarianz des Vertex unter Ladungskonjugations-Transformationen (1.62) die Zahl der
Parameter weiter reduziert '3 und die entsprechende Impulserhaltung fiir fermionische
Vertizes (—p1 + p2 + ps = 0) zu beachten ist:

-7?9[1701 He ({p};A) = " + 201 (1:[1’7“3 + ’7”31:[2) + 204 Iy"Ily + 210 y*3103
+ 211 (1:[1’)’“3 + ’7”31:[2)1_[3 + 214 "1,

(2.35)

Auch der Ansatz des Fermion-Gluon-Vertex 148t sich nach Polfaktoren zerlegen, wobei
diesmal drei verschiedene Fille zu unterscheiden sind:

Tl i (phn) = BT S (phiA) + T BB () )
_ (/)7[1 0] 1115 ug ({ } A) + H B/[l 0] l1lo NS ({ } A)
_ (/)/[1 ,0] 11lo ug ({p} A) I B//[l 0] l1lo Ms ({ } A) H2

(2.36)

Analog zum modifizierten 3-Gluon-Vertex lassen sich auch diesmal weitere Polzerlegungen
der Teilfunktionen durchfiihren; diese lassen sich erneut direkt an (2.35) ablesen. So findet
sich z. B. derjenige Anteil, der nur noch Modifikationen beziiglich po besitzt, als Funktion
ng in folgender Zerlegung:

B ({phA) = By MR ({phA) + T BRp "R ()l A)

(2.37)

12Dies wird im Abschnitt 3.4 exemplarisch fiir zwei Impulsstrukturen detaillierter beschrieben.

13Diese Symmetrie stellt zusitzlich sicher, daf8 die unterschiedlichen Auszeichnungen durch die Pfeilrich-
tung bei der Formulierung der Dyson-Schwinger-Gleichungen im fermionischen Kanal identische Resultate
liefern.
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Der Anteil, der nur noch die Polstruktur in p enthlt, wird dagegen mit B&T bezeichnet
und tiiber die folgende Polzerlegung definiert:

S = 111 ~/[1,0] 111 =
BRI B () = BRY R (fpy ) + BYRY RS ((p) A) I,

3 3

(2.38)

2.4.4 Parametrisierung des 4-Gluon-Vertex

Der 4-Gluon-Vertex besitzt als Farb- und Lorentz-Tensor vierter Stufe die komplizier-
teste Struktur aller oberflichlich divergenten Vertizes, fiir die ein Selbstkonsistenzpro-
blem der nichtperturbativ erweiterten nullten Stérungsordnung existiert. Obwohl aufgrund
der Impulserhaltung nur drei Impulse und damit sechs Lorentz-invariante Impulsvaria-
blen linear unabhéngig sind, erweist es sich fiir die Konstruktion eines vollstdndig bose-
symmetrischen Ansatzes als vorteilhafter, neben den vier Quadraten der dufleren Impulse
die drei Mandelstam-Variablen

s = (pr+p)? = (—p3—ps)? (2.39)
u = (p1 +p3)2 = (—p2 - p4)2 (2-40)
t = (pr+p1)? = (—p2—p3)? (2.41)

und damit einen redundanten Satz von Impulsvariablen zu verwenden.

Wir fordern auch fiir den 4-Gluon-Vertex eine vollstindig faktorisierende Nennerstruk-
tur, so dafl zundchst eine Partialbruchzerlegung beziiglich der drei Mandelstam-Variablen
durchgefiihrt werden kann:

R[LO] V1V V3l4 7A
F[l,O] V1V2V3Vy ({p},A) _ V4[117«0] V1UaV3 Yy ({p},A) 4 s, ajasazay ({p} )

4, T ajazasaq ai1a2a3aq s+ u2A2
[170] V13 l4 . [170] V1vU3V4 .
Ru,T ai1a2a3a4 ({p}’ A) Rt,T ai1a2a3a4 ({p}’ A)
U+ ug A2 t 4+ ugA2

(2.42)

Die Zahlerstrukturen Ry 7, R, 7 und R;7 der Mandelstam-Pole faktorisieren jeweils in
zwei Seiten des entsprechenden Kanals ' und besitzen dieselbe partielle Bose-Symmetrie
wie die Kanal-Amplituden des Bethe-Salpeter-Sektors. Ihre konkrete Gestalt in erster
Approximationsstufe werden wir erst im dritten Kapitel detaillierter untersuchen.

Wir konstruieren nun einen Ansatz fiir den reduzierten 4-Gluon-Vertex Vj 7, der sich
bei Verwendung der Dyson-Schwinger-Gleichung (1.67) auf 1-Schleifen-Niveau selbstkon-
sistent reproduzieren l&8t. Dazu ist es notwendig, die Vielzahl moglicher Lorentz-Tensoren
(43 im total transversalen Sektor) auf eine kleine Anzahl einzuschrénken, die beziiglich des
Funktionals (1.67) ein abgeschlossenes System bilden. Dies leisten allein die dimensions-
losen Kronecker-Strukturen, die die Lorentz-Tensorstruktur des zugehorigen nackten Ver-
tex (1.35) tragen und auferdem in dem Dyson-Schwinger-Funktional des 3-Gluon-Vertex

Dies ist auch der Grund, weshalb Terme mit mehr als einem der drei Nennerfaktoren in s, v und t
von vornherein weggelassen werden kénnen.
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(1.53) nur die in (2.27) verwendeten Lorentz-Tensoren dritter Stufe erzeugen, so daf auch
diesbeziiglich ein abgeschlossenes System entsteht.

Fiir die Farbstruktur des reduzierten 4-Gluon-Vertex V; 1 setzen wir zunéchst folgende
drei Tensoren vierter Stufe an, die sich durch die Spur iiber zwei oder vier Generatoren
der Eichgruppe darstellen lassen:

W apasas =t { T TaTay Ty } + tr { T, T, Ty T, |} (2.43)
S asasas =t { TosTa 7 { Ty T, } (2.44)
S ipasas = tr { Ty ot { TuTuy b+ tr { T Ty 0 { 10, Ty }

t+tr { Tw, T, } tr { T, Ty } (2.45)

Mit Hilfe der Spurrelationen (A.63) und (A.65) lassen sich (2.43 — 2.45) durch linear
unabhdngige Farbtensoren ausdriicken, die fiir die Projektion einzelner Tensorstrukturen
im Rahmen des Dyson-Schwinger-Systems besser geeignet sind.

Der vollstindig bose-symmetrische und beziiglich aller vier dufleren Beine transversal-
projizierte Ansatz fiir den reduzierten 4-Gluon-Vertex lautet schlieflich:

VI s () = g (pg) 202 (pg) £959 (p) £44 (py)

17
0 1,0
(ri”;i*;zs:s: S <{p};A>) (2.46)
=1

Er enthélt neben der nackten Struktur (1.35) 17 vollstédndig bose-symmetrische und tensor-
wertige Impulsfunktionen W;, die sich aus den dimensionslosen Tensoren und den {iblichen
dimensionslosen Polfaktoren (2.20) fiir die vier Quadrate der dueren Impulse in folgender
Form zusammensetzen:

W s (DB A) 5= 81, (110000 — g grors i g )
. (Hl + IIp + 113 +H4)
+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.47)
Wy s (DB A) 5= 81, (102000 — g gt it ot
- (T T, + TTTy + T T3 + T + T 1T + TI1T; )
+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.48)
Wil bbb (15 ) = S, g, (0411284900 — 2 gissghais 4 gt giiaks )

- (T + TTT — 2110 — 21Tl + T T, + T, 1T )

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.49)
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ajaza3a4

s (5#1#2 SHBIA _ 9 SHIN3 §H2ta | §H1H4 5u2u3)

. (H1H2H3 + I ITo10y + TI IT310, + H2H3H4)

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.50)
S(lglagagm (5#1#25#3#4 _ Q gHIH3 FH2Ma 5#1#45#2#3)
: (H1H2H3H4)

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.51)
5(121%(13(14 (5M1M25M3M4 4 gHIH2 gHBHA 4 §HIR2 5u3u4)

- (LTI, + TTT — 21Tl — 2 TT0 + T 1T, + T, 1T )

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.52)

ajaza3a4

5(2) ( _ Q §HIH2 R | SHIK3 SH2HA | §H1A4 5u2u3)
: (Hl + Il + 113 +H4)

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.53)

5(221(12(13(14 ( _ Q §HIK2 R | SHIK3 SH2HA | §H1A4 5u2u3)

- (T4 TTy + TI3TTy + T Tl + Tl + T Tl + 1Ty

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.54)

5(221(12(13(14 ( _Q §HIH2 R | SHIN3 SH2HA | SR 5u2u3)

(= 2T, — 210311, + T T3 + ToTTy + T Ty + TT,1T;)

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.55)

5(221(12(13(14 ( _ Q §HIH2 R 4 SHIK3 SH2HA | §H1H4 5u2u3)

. (H1H2H3 + IL 1Ty + TI 1310, + H2H3H4)

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.56)
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WE’O] 12111222/;?2;1 ({p};A) = S(leazasm ( _Q §HaH2 §Hala 4 §HAHSGHMA | 5#1#45;12#3)
: (H1H2H3H4)
+ 2 ZYKL. PERM. (234) (2.57)
WA B () 0) 1= S, (3090500 4 2 i)
(= 2T, — 2T030ly + Ty T3 + T, Tly + Tl + Tl,Tl)
+ 2 ZYKL. PERM. (234) (2.58)
WIS (9)30) = Sy, (525505 1 gosgpars 4 gavages)
- (Thy + T, + T + Iy ) (2.59)
WEEO] 12111222/;?2;1 ({p};A) = 5(3(21&2&3&4 (5u1u25u3u4 4 §HHB §h2ka 5#1#45;12#3)
. (H1H2 + II3I0y + I1; 003 + TTo114 + 114104 + H2H3) (2.60)
W1[é70] 12111222/;?2;1 ({p};A) = 5(3(21&2&3&4 (5u1u25u3u4 4 GHHs §h2ka 5#1#45;12#3)
. (H1H2H3 + II 1100, + I1; 11510, + H2H3H4) (261)
WA S (9)30) = S (525505 1 gisgpars 4 gavagis)
- (T LT ) (2.62)
Wl[?()] 12111222/;22;1 ({phA) = 5(3(21&2&3&4 ( _Q §HM2 GHBlA | §H1M2 §l3HA | §H1H2 5u3u4)

JUATER A
+ 2 ZYKL.PERM. (234) (2.63)

Hinsichtlich der Behandlung des zugehdrigen Selbstkonsistenzproblems ist es notwen-
dig, den Ansatz (2.46) nach Farb- und Lorentz-Tensoren sowie Lorentz-invarianten Im-
pulsfunktionen zu zerlegen. Diese Darstellung, der ihre volle Bose-Symmetrie nicht mehr
explizit anzusehen ist, erlaubt durch Anwendung geeigneter Projektionstensoren die Tren-
nung einzelner Tensorstrukturen. Allerdings sind dafiir linear unabhdngige Farbtensoren
einzufiithren, durch die sich die Farbstrukturen (2.43 — 2.45) mit Hilfe der Spurrelationen
des Anhangs A.2 darstellen lassen.
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Von den 15 moglichen Farbtensoren vierter Stufe, die aus den Kronecker-Strukturen
im Farbraum und den Strukturkonstanten der SU(3) gebildet werden kénnen, sind 8
linear unabhingig [24]; von diesen verbleiben bei Vernachldssigung der symmetrischen
Strukturkonstanten aufgrund der Jacobi-Identitét fiinf linear unabhingige Tensoren. Wir
wéhlen als Basissystem folgende Kombinationen, die die partielle Bose-Symmetrie im s-
Kanal besitzen:

Ca (arazazas) = Varas Gazas (2.64)
CB (a1azasas) = Oaias Oasas + ayas Oasas (2.65)
Cc (arazasas) = Oaras Oasas — ayas Oasas (2.66)
Cp (mazazas) = Jarasm fazaam = — farasm fasasm = farasm Jazazm (2.67)
CE (arazasas) = Jarasm fasaam — faraam fazasm (2.68)
Fiir die Lorentz-Struktur wihlen wir folgende drei Kombinationen
L078(u1u2u3u4) — %(wmz H3Ha (2.69)
L+7§N1N2N3N4) — % (5u1u3 Shaks | §hipa 5u2u3) _ %(wum gHsma (2.70)
p ) 1 (gras gams — gais gatss) (2.71)
' 2

die neben einer partiellen Bose-Symmetrie im s-Kanal auch die Eigenschaft von Projekti-
onsoperatoren besitzen [8]:

I (B1p2pzpa) §Hsv2 gHavy Lj (nivovsva) 5ii L, 8(u1u2V3V4)

1,8 s -
(fir 35 = 0,4,-) (2.72)

Durch Entwicklung der tensorwertigen Impulsfunktionen W; (siehe Anhang A.4) er-
halten wir damit folgende Darstellung des reduzierten 4-Gluon-Vertex:

1,0
V4[,T] Zi:i:i:ﬁ ({p}; A) - Z Z C; (a1azasasq)
1=A,. B j=0,+—

. (p1) 1V2H2 (pQ) 1V3ks (pg) {aka (p4) Lj,s(MMMSM) ]—_il(vg]]) (p%’ m’pi; AQ)
(2.73)

Die Lorentz-invarianten Impulsfunktionen Fy (; ;) zum Farbtensor C; und zum Lorentz-
Tensor Ljs besitzen dieselben Symmetrie-Eigenschaften wie die zugehorigen Tensoren
und lauten unter Verwendung geeigneter Hilfsparameter:

fil(’g]]) (p%, ...,pi; AQ) = M0 + Mij1 (Hl + Il + 115 + H4)
+ Mij2 (H1 + Hg) (H3 + H4)
+ i (T — Ty (Thg — Ty )

(

+ 7nija (1112 + H3H4)



2.4. ANSATZE FUR DIE BASISVERTIZES 45

+ Migs (H1H2(H3 +1Ly) + (I + HQ)H3H4)

+ 1 j,6 II1 112113114
(2.74)

Wir notieren folgende Eigenschaften der Hilfsparameter n;;, deren Darstellungen als
Linearkombinationen der fundamentalen Vertexparameter ¢; im mathematischen Anhang
zu finden sind:

e Die Parameter 7; ;3 sind nur fiir antisymmetrische Kombinationen der Tensoren
von Null verschieden; in diesem Fall stellen sie insbesondere den einzigen Beitrag
der nichtperturbativen Modifikationen.

e Die Parameter n; ;o werden durch die Forderung festgelegt, da8 der Ansatz (2.73) im
perturbativen Limes in die transversal-projizierte nackte Struktur (1.35) iibergehen
soll. Dies wird durch folgende Wahl nichtverschwindender Beitriage sichergestellt:

np,—o0 = —3 (2.75a)
neoo = D—1 = 3+ O(e) (2.75b)
NE+0 = —1 (2.75c¢)

Abschlielend formulieren wir analog zu (2.32) die Zerlegung des Ansatzes nach einem
der vier Polfaktoren, dessen Anteile wie iiblich an der partialbruchzerlegten Form (2.74)
direkt abgelesen werden konnen:

V[LO] V1UV3V4 ({p},A) — E[LO] V1V2V3V4 ({p},A) + Hl E[LO] ViVV3ly4 ({p}’A)

4T ajazasaq 0,7 ajazasaq 1,7 ajazaszas

(2.76)

Die Funktion E;r spielt ebenso wie entsprechende Anteile der modifizierten 3-Punkt-
Vertizes eine entscheidende Rolle bei der Einfithrung der ,, Kompensierenden Pole* | die
Thema des néchsten Kapitels sein werden.
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Kapitel 3

Mandelstam-Pole und
,,Confinement*

3.1 Die Mandelstam-Pole des 4-Gluon-Vertex

Im zweiten Kapitel wurde schon detailliert beschrieben, wie die selbstkonsistente Repro-
duktion der modifizierten nullten Stérungsordnung im Rahmen der ersten Iteration der
Dyson-Schwinger-Funktionale erreicht werden kann, indem man unter Verwendung des
1/g*Mechanismus eine Residuenanpassung der Impulsstruktur vornimmt. Wihrend das
Selbstkonsistenzproblem der Selbstenergien damit bereits angegeben werden kann [32] [36],
bedarf die Behandlung der iibrigen Vertizes zusétzlicher Uberlegungen, die schlieBlich auf
einen erweiterten Begriff der 1-Teilchen-Reduzibilitét fithren werden [9] [17]. Dieses Phéno-
men wurde bereits im Jahre 1973 von Cornwall und Norton [7] sowie Jackiw und Johnson
[16] im Rahmen eines abelschen Modells beobachtet.

Aufgrund der Auszeichnung des ersten Beins in jeder Schleife der Dyson-Schwinger-
Funktionale durch einen nackten Vertex ist fiir Vertizes mit drei oder mehr Beinen zunéchst
unklar, auf welche Weise nichtperturbative Modifikationen beziiglich dieses ersten Beins
in 1-Schleifen-Ordnung reproduziert werden koénnen. Vernachldssigt man zum Beispiel
in der D-S-Gleichung des 3-Gluon-Vertex (1.53) die 2-Schleifen-Terme und fiihrt eine
Skelettgraphen-Entwicklung der 74 ;-Amplituden durch, so kénnen Polstrukturen in dem
Quadrat des von links einlaufenden Impulses allein aus den zugehorigen 4-Punkt-Vertizes
stammen. Damit sollte mindestens einer dieser Vertizes eine nichtperturbative Modifi-
kation der nullten Stérungsordnung in Form eines Polterms beziiglich der Mandelstam-
Variablen im horizontalen Kanal besitzen; allerdings ist die selbstkonsistente Reproduk-
tion der Mandelstam-Pole selber durch die entsprechenden D-S-Funktionale der 4-Punkt-
Vertizes fiir oberflichlich konvergente Schleifen-Integrale zunéchst nicht einsichtig.

Wir vernachléssigen daher in diesem Abschnitt den fermionischen Sektor ! und be-
schrinken uns auf die Analyse des 4-Gluon-Vertex, dessen volle Bose-Symmetrie die Struk-
tur der Polterme zusétzlich einschrinkt. Die Einbeziehung der fermionischen Schleifen so-
wie die Einfithrung vergleichbarer Mandelstam-Pole im fermionischen Kanal werden wir
im dritten Abschnitt dieses Kapitels vornehmen. Die Zdhlerstruktur der erforderlichen Pol-
terme — im folgenden als Residuumsfunktionen bezeichnet — faktorisiert aufgrund struktu-

'Da sémtliche Vertizes mit #uferen Geistbeinen in Landau-Eichung keine nichtperturbativen Modifika-
tionen der nullten Stérungsordnung besitzen sollen, spielt der Geistsektor hier keine Rolle.
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reller Eigenschaften der entsprechenden Korrelations-Funktionen beziiglich beider Seiten
eines Kanals 2, so dafl wir unter Beriicksichtigung der partiellen Bose-Symmetrie fiir den
4-Gluon-Vertex folgende Regularitéits-Zerlegung beziiglich des s-Kanals erhalten:

\11[170] Viv2T (p A) \I/[LO] TU3V4 ( A)
1,0] vivevsv. T 1, P2; T D3, P4;
i St (1 A) = Ty A + REG.

(3.1)

Die (beziiglich der s-Variablen) regulidren Beitrége enthalten neben dem reduzierten 4-
Gluon-Vertex V, 1 auch Polterme beziiglich der anderen beiden Mandelstam-Variablen u
und ¢, die aus dem Polterm im s-Kanal durch entsprechende Permutationen der Impulse
und Indizes hervorgehen (siehe(2.42)). Die Impulsfunktionen U7 werden wir, obwohl diese
Pole nichts mit physikalischen Bindungszusténden zu tun haben, als ,, Bethe-Salpeter-Am-
plituden® im Farboktett-Kanal bezeichnen, wie es durch die spéter folgende Analyse der
Bethe-Salpeter-Gleichung (1.71) nahegelegt wird.

Um die nullte Storungsordnung der Bethe-Salpeter-Amplituden in erster Stufe der ra-
tionalen Approximation nadher zu bestimmen, ersetzen wir nun in erster Iteration alle
Propagatoren und Vertizes in der 1-Schleifen-Form des D-S-Funktionals fiir den 3-Gluon-
Vertex (1.53) durch die Ansétze des zweiten Kapitels und bilden auf beiden Seiten der
Gleichung das Residuum an der Stelle p? = —ugA?. Fiihrt man das Fiinfeck als neu-
es graphisches Symbol sowohl fiir den B; r-Anteil des 3-Gluon-Vertex (siehe (2.32)) wie
auch fiir die beiden Bethe-Salpeter-Amplituden W7 ein 2, so erhalten wir in graphischer
Notation folgende Gleichung:

1 2
e GHD
—
pl Xy p?Z—ugA2

(3.2)

Der Grund fiir die Benutzung eines einzigen graphischen Symbols fiir zwei unterschiedliche
Funktionen wird deutlich, falls man bei Vernachlissigung der Fermion-Schleifen sowie der
2-Schleifen-Terme den Residuumsanteil des D-S-Funktionals fiir die Gluon-Selbstenergie
(1.49) in erster Iteration mit der obigen Schleife vergleicht. Wegen der in (3.2) verlangten
Proportionalitét

v = yag - BY ; aceR (3.3)

’Die Strukturtheoreme [42] erfordern zunichst nur die Darstellung der Residuumsfunktionen durch
Summen faktorisierender Terme; allerdings lassen sich Beitréige, die anderen Farb- oder Lorentz-Kanélen
entsprechen, aufgrund einer Normierungsbedingung fiir die Faktoren [8] vernachlissigen.

3In weiteren Arbeiten zu den Mandelstam-Polen [17] [9] wird ein Dreieck als graphisches Symbol
gewahlt; dies sollte aber keine Verwirrung hervorrufen.
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148t sich ndmlich die separable Schleife in (3.2) durch den Residuumsanteil der modifizier-
ten Gluon-Selbstenergie (2.19) ersetzen und wir erhalten folgende Beziehung (ohne Farb-
und Lorentz-Indizes):

1,0 1,0
A2 Bl = —usA?ag BYY) (3.4)
Damit kénnen wir die Proportionalitédtskonstante ablesen:
1
= — — 3.5
ag ” (3.5)

Wir stellen fest, dafl die Existenz von Mandelstam-Polen in dem 4-Gluon-Vertex eng mit
einer nichtverschwindenden Polstruktur der modifizierten Gluon-Selbstenergie (2.19) ver-
kniipft ist (ug # 0). AuBerdem erzwingt deren transversale Lorentz-Struktur die vollstéindi-
ge Transversal-Projektion der Bethe-Salpeter-Amplituden, so dafl die Residuumsfunktion
R, 1 folgende Gestalt annimmt (P := p; + ps = —p3 — pa):

V1V lV3V4 vivg 1 g ov3Vy
Rop e (1 A) = Big! D (opei &) (= —) %7 (P) Bl 700, (b, pai A)

s, T ajazaszas 1,7 ajasm us 1,7 masas

(3.6)

Man beachte, dal der entsprechende Beitrag des 4-Gluon-Vertex im perturbativen Limes
nicht verschwindet und somit eine Verletzung der Randbedingung des perturbativen Limes
vorliegt, die einen auf niedriger Stufe r nicht vermeidbaren Approximationsfehler darstellt.

In Hinblick auf die graphische Darstellung der D-S-Funktionale in erster Iteration ist es
niitzlich, eine spezielle graphische Notation fiir die Mandelstam-Pole der nullten Ordnung,
die wir im folgenden auch als ,,Schatten-Pole“ bezeichnen werden, einzufiihren:

,Q v, b
1wt (p) ) :

= 3.7
uz p? + ug A2 — ( )

p

Im Gegensatz zu den wohlbekannten Mandelstam-Polen im Farbsingulett-Kanal, die
durch Aufsummation endlicher Stérungskorrekturen im Rahmen der iiblichen Stérungs-
theorie (z. B. , Leiter“-Summation) entstehen [15] [20] und durchaus gebundene Zustéinde
(,,Glue-ball-states“) beschreiben konnen, sind die obigen Residuen im allgemeinen nicht
positiv definit und stellen damit ein unphysikalisches Artefakt der nichtperturbativen Mo-
difikationen dar. Allerdings ist fiir eine physikalische Interpretation der Polterme das Ver-
halten der vollen 4-Gluon-Amplitude 7, entscheidend, so dafl auch die zugehorigen 1-
Teilchen-Austauschgraphen beriicksichtigt werden miissen.

“ der inneren Linien

3.2 ,,Entschirfung
Ersetzt man bei den 1-Teilchen-Austauschgraphen der 4-Gluon-Amplitude (1.50) in er-
ster Iteration die vollen Gluon-Propagatoren und 3-Gluon-Vertizes durch die entsprechen-
den Ansétze der modifizierten nullten Ordnung, so tritt in jedem Kanal lings der Aus-
tauschlinie neben dem komplexen Polpaar effektiv auch ein reeller Pol in der Mandelstam-
Variablen auf, da die Propagator-Nullstelle nur einen Polfaktor der modifizierten 3-Gluon-
Vertizes herauskiirzt. Dieser Pol wiirde aber in dieser Form ein physikalisches d. h. asymp-
totisch detektierbares Teilchen der Masse us A? im Farboktett-Kanal parametrisieren und
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steht daher in Widerspruch zu der postulierten Form (1.29) des transversalen Gluon-
Propagators. Beriicksichtigt man jedoch die Mandelstam-Pole des 4-Gluon-Vertex mit
(3.5), so wird der reelle Pol wegen

At v
(pQ + ugAQ) (pQ + u+A2) (pQ + u_AQ) us (pQ + ugAQ)
1 1 ugA?* — (p2 + ulAQ) (p2 + ugAQ) — ugA?
us (p2 + ugAQ) ( (p2 + UlAQ) (p2 - ugAQ) + uzA* )

1 (p2 + U1A2)

u3 (pQ + u+A2) (pQ + u_AQ)

(3.8)

in der Summe der beiden reduziblen Terme gerade kompensiert, und die volle 4-Gluon-
Amplitude T, besitzt nur noch die echten Propagator-Pole. Aufgrund dieses Verhaltens
werden die Mandelstam-Pole in fritheren Arbeiten [11] [17] auch als ,Kompensierende
Pole“ bezeichnet. Diese exakte Kompensation wurde ebenfalls in [7] und [16] erstmals
beobachtet. Sie gewinnt in der QCD besondere Bedeutung, da es hier — im Rahmen der
A-erweiterten Stérungsmethode — ein wichtiger Teil der Beschreibung des ,, Confinements*
ist, dal die Propagatoren ausschliefilich komplex-konjugierte Polpaare aufweisen, wihrend
der bei r =1 einzige ,,Schatten-Pol“, bliebe er unkompensiert stehen, eine zur Beschrei-
bung massiver Teilchen geeignete Singularitét auf der reellen Achse erzeugen wiirde.

Um den Kompensations-Mechanismus bei der Formulierung der Feynman-Regeln be-
riicksichtigen zu konnen, fithren wir eine neue Notation fiir die Summe der beiden redu-
ziblen Graphen ein, die wir als ,entschirfte“ Linie bezeichnen wollen [35]:

1,0 1,0

G S

Die Notation der ,punktierten“ Vertizes in (3.9) deutet an, daB nur die Bj p-Anteile
der modifizierten Vertizes von der Subtraktion betroffen sind und somit die Einfiihrung
eines neuen ,,Propagators® fiir die entschirften Linien nicht ausreicht, um die ,,Schatten-
Pole“ in Skelettgraphen-Entwicklungen zu beriicksichtigen. Die graphische Darstellung
(3.9) zeigt zudem, dafl der Begriff der 1-Teichen-Reduzibilitét, der als Grundlage fiir die
Skelettgraphen-Entwicklungen der Greenschen Funktionen dient, im Rahmen der nicht-
perturbativ erweiterten Storungsreihe unzureichend ist und einer Erweiterung beziiglich
der ,,Schatten-Pole“ bedarf.
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3.3 Verallgemeinerung fiir oberflichlich konvergente
Vertizes

Eine Einbeziehung der Fermion-Schleifen in den Formalismus der kompensierenden Po-
le bereitet keine Schwierigkeiten, falls auch fiir den oberflichlich konvergenten 4-Punkt-
Vertex I_“47T eine Polstruktur im gluonischen Kanal angesetzt wird. Beriicksichtigt man
zusétzlich die D-S-Gleichung im fermionischen Kanal, so ist auch hier eine Polstruktur
in der entsprechenden fermionischen Impulsvariablen zu fordern, die mit der bekannten
Ladungskonjugation-Symmetrie (1.62) auf folgenden Ansatz fiihrt:

=[1,0] 111 1,0] Tvsv.
f[l,O] l1la v3vy ({ } A) _ \I][T } s :n( — P1,D2; A) \I/[T ] ;;334 (p3ap4; A)
4,T asaqy PS5 = (—p1 + p2)2 + uzA2

= 1[1,0] 11é v 1,0] ila v
+\I//1“[ PO pypy A) OO (g s A)
b1 —p3+wal
= 1[1,0] 11é v 1,0] ils v
+\I/T[ PO pypas ) O () pgi )
p1—pa+wA
(3.10)

Unter Verwendung der Polzerlegung (2.36) setzen wir diesmal

o = vag - By (3.11)

um auch in T} eine Entschirfung des 1-Gluon-Austauschgraphen vornehmen zu kénnen.
Auflerdem fiihrt eine kurze Analyse der fermionischen Kanéle auf die Identitdten

v = ar - By (3.12)
w0 = ar - B (3.13)

mit einer neuen Proportionalitdtskonstanten, die analog zum gluonischen Kanal durch
Abspaltung einer Selbstenergie-Schleife bestimmt werden kann:

1
- - = 3.14
ap w1 (3.14)

Die Definition eines entsprechenden , Schatten-Pols“ im fermionischen Kanal lautet:

1 .. — A { J
- L bred = (3.19
wg  p*twiA «
p

Erneut ist die Einfithrung der Mandelstam-Pole im fermionischen Kanal nur bei einer
nichtverschwindenden Polstruktur der modifizierten Fermion-Selbstenergie (2.24) sinnvoll
(ws # 0); sie verhindert zudem erneut, daf§ die modifizierte nullte Stérungsordnung des
4-Punkt-Vertex (3.10) im Limes A — 0 verschwindet. Fiir die ,,Entschérfung” der 1-Fer-
mion-Austauschgraphen wihlen wir diesmal folgende graphische Notation:
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O~ - =8

=20 o

Da der 1/ g>-Mechanismus des zweiten Kapitels, der fiir die selbstkonsistente Repro-
duktion der modifizierten nullten Stérungsordnung zwingend notwendig ist, an divergente
Integrale gebunden ist, stellt sich die Frage, wie die Mandelstam-Pole der oberflachlich
konvergenten Vertizes zu reproduzieren sind. Dieses Problem ist zu l6sen, falls zusétz-
liche Polstrukturen in den Vertizes mit fiinf oder mehr Beinen identifiziert werden, die
in Anzahl und Gestalt exakt den mdoglichen 1-Teilchen-Austauschgraphen der zugehori-
gen T-Amplituden entsprechen und deren selbstkonsistente Reproduktion mit derselben
Methode behandelt werden kann.

Um das Prinzip zu demonstrieren, wihlen wir exemplarisch die Dyson-Schwinger-
Gleichung des 4-Punkt-Vertex I'y im fermionischen Kanal

O -

und fiihren analog zu (1.68 — 1.70) eine Skelettgraphen-Entwicklung der 7:'-Amplitude
durch. Hierzu setzen wir in I's fiir jeden 1-Teilchen-Austauschgraphen der vollen Ti-
Amplitude (siehe Anhang A.1) einen entsprechenden Beitrag mit kompensierenden Polen
an, deren Prisenz wiederum durch Residuenbildung beziiglich des linken Beins in (3.17)
bzw. in den entsprechenden Gleichungen der anderen Kanile erschlossen werden kann.
Somit verbleiben offene Polstrukturen in denjenigen Kanilen, die aufgrund der Reduzibi-
litdts-Eigenschaft in der Definition von 7'5 herausgenommen wurden 4, wihrend in den
iibrigen Kanilen die Entschirfung der inneren Linien zu beobachten ist . Beriicksichtigt
man nur die separablen Terme, die kompensierende Pole beziiglich einer Mandelstam-
Variablen des 4-Punkt-Vertex enthalten, so 148t sich durch

(3.17)

(ngl) [F(O)pert’ 1-1[170] _ (D%l:l) [F(O)pert’ F[LO] + KONV. (318)

ein divergentes Teilfunktional definieren, das in erster Iteration und in 1-Schleifen-Ordnung
folgende Typen von Feynman-Graphen enthilt:

*Vergleiche (1.68 — 1.70).

5Die Feynman-Graphen ohne kompensierende Pole sind wie in der Stérungstheorie oberflichlich kon-
vergent, falls die nichtperturbativen Modifikationen — wie in der dritten Randbedingung des Abschnitts
2.2 gefordert — den Divergenzgrad der Schleifen nicht erhéhen.



3.3. VERALLG. FUR OBERFLACHLICH KONVERGENTE VERTIZES

(D%jl) [F(O)pert’r[l,ﬂ]} _ Z (D%z (1112)((:::;1)) ({p};A(e);e)
i=a,..,f
(4)

1)

= @ ) 3)

\/ 2)
(4)

1)

ARG AR

)
+ 1 PERM. (3¢—4)

(4)

+ 1 PERM. (3¢—4)
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(3.19b)

(3.19¢)

(3.19d)
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(4)

+ !1 (3) (3.19¢)

o8

(2)
+ 1 PERM. (3+—4) (3.191)

Die ,,dreieckigen® Vertizes in den 1-Schleifen-Graphen (3.19a) und (3.19b) beschreiben
die Teilfunktionen des modifizierten Fermion-Gluon-Vertex, wie sie in den Polzerlegungen
(2.36 — 2.38) eingefiithrt wurden.

Nach einem Residuenvergleich beziiglich einer der Mandelstam-Variablen faktorisiert
jeweils dieselbe Impulsfunktion B;r in dem entsprechenden Kanal nach rechts heraus.
Damit sind die verbleibenden 1-Schleifen-Terme zu den Residuenanteilen der 1-Schleifen-
Funktionale fiir die 3-Punkt-Vertizes identisch und liefern bis auf Korrekturen der Ordnung
g% gerade die nichtperturbativen Modifikationen der nullten Stérungsordnung fiir den 4-
Punkt-Vertex T'y. Wir gelangen also zu folgendem fundamentalen Prinzip:

Die nichtperturbativen Modifikationen der nullten Storungsordnung fiir die ober-
flachlich konvergenten Vertizes, die in Form wvon Polstrukturen in den zu-
gehorigen Mandelstam-Variablen angesetzt werden, lassen sich bereits durch
die Losung des Selbstkonsistenzproblems fiir die Basisvertizes ohne weitere Zu-
satzbedingungen selbstkonsistent reproduzieren.

Somit bleibt die zentrale Aussage des zweiten Kapitels, nach der das Selbstkonsistenz-
problem der Ansitze fiir die modifizierte nullte Stérungsordnung auf die Basisvertizes
der Theorie beschrinkt bleibt, im Kern richtig, sofern die Vertizes im Sinne einer er-
weiterten, auch die ,,Schatten-Pole“ einschliefenden Irreduzibilitit definiert werden. Es
werden insbesondere keine neuen Feynman-Regeln fiir die oberflichlich konvergenten Ver-
tizes benotigt. Allerdings erweist es sich als vorteilhaft, in Verbindung mit dem Begriff der
erweiterten 1-Teilchen-Reduzibilitét analog zum modifizierten 4-Gluon-Vertex (2.42) redu-
zierte Vertizes einzufiithren und so sémtliche Mandelstam-Pole schon bei der Formulierung
der Dyson-Schwinger-Funktionale zu beriicksichtigen.
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Eine Einbeziehung der 2-Schleifen-Terme in jeder Dyson-Schwinger-Gleichung ist eben-
falls moglich, wie die Formulierung der Mandelstam-Pole in der 732-Amplitude (1.57)
und ein Vergleich des separablen Terms in der ersten Iteration des Dyson-Schwinger-
Funktionals fiir den 3-Gluon-Vertex (1.53) mit dem 2-Schleifen-Beitrag der Gluon-Selbst-
energie (1.49) exemplarisch zeigen. Wir erinnern jedoch daran, daf§ im Rahmen dieser Ar-
beit eine Berechnung der 2-Schleifen-Terme in den D-S-Funktionalen nicht durchgefiihrt
werden kann.

Man beachte, dafl die kompensierenden Pole keineswegs ,,erfunden® oder ,angepafit®
werden, um die Eliminierung unphysikalischer Pole zu erreichen. Vielmehr werden durch
niedrigere D-S-Gleichungen, ndmlich die der Selbstenergien oder 3-Punkt-Vertizes, bereits
ihre Residuen eindeutig festgelegt; dafl sie sich dann als ,kompensierend“ fiir die Aus-
tauschgraphen erweisen, ist ein nichttriviales Resultat und demonstriert einen Aspekt der
inneren Konsistenz des hier betrachteten Verfahrens.

3.4 Folgerungen fiir die nichtperturbativen Modifikationen

Im zweiten Kapitel wurden bei der Formulierung der Ansétze fiir die modifizierte nullte
Storungsordnung eventuelle impulsabhéngige Tensorstrukturen des Fermion-Gluon-Vertex
sowie inverse Polfaktoren fiir jeden Vertex mit drei oder mehr Beinen ausgeschlossen,
um den Divergenzgrad der Feynman-Diagramme gegeniiber der Stérungstheorie nicht zu
erhdhen. Diese Argumentation griindet sich auf die Beobachtung, dafl die Kompensation
der reellen Pole wihrend der Entschérfungsprozedur (3.8) mit einem ,, Verschlucken® von
jeweils einem Polfaktor der beteiligten Vertizes verbunden ist und somit bei der iiblichen
Impulsabzihlung zur Bestimmung des oberflachlichen Divergenzgrades [6] [22] beriicksich-
tigt werden mus.

Um diese Situation zu verdeutlichen, wihlen wir exemplarisch eines der vollstdndig
entschérften Diagramme fiir den 4-Punkt-Vertex I'y, dessen Impulsintegrale im vorheri-
gen Abschnitt aufgrund der dritten Randbedingung an die nichtperturbativ modifizierten
Ansitze als oberflichlich konvergent notiert wurden:

(1)
@ 3) (3.20)

Aus solchen Diagrammen, in denen mehrere entschiirfte Linien an Vertizes der modi-
fizierten nullten Stérungsordnung koppeln, resultieren die stiarksten Einschrinkungen an

(4)

2)
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die nichtperturbativen Modifikationen. Wir beschéftigen uns zunéchst mit dem Ansatz des
Fermion-Gluon-Vertex; entsprechende Einschrinkungen fiir die Vertizes im gluonischen
Sektor lassen sich in dhnlicher Weise begriinden.

Zwei weitere Beitridge der ersten Approximationsstufe (r = 1) fiir den Ansatz des
Fermion-Gluon-Vertex (2.35), die, obwohl sie eine Transversal-Projektion der dufleren
Gluonbeine iiberleben, im zweiten Kapitel unterdriickt wurden, sind durch folgende Struk-
turen gegeben (—p1 +p2 +p3 = 0):

X H1 ]# HQHg N (321)

1= _ _ _
x (/%(Hw“ +9M102) + (I + 7“H2)/%) I (3.22)
Beide Strukturen entsprechen der Forderung nach Ladungskonjugations-Invarianz (1.62)
und besitzen eine ausreichende Anzahl von Polfaktoren, so dafl ihr Verschwinden im Limes
A — 0 gesichert ist. Es sei in diesem Zusammenhang erwihnt, daf§ ein Produkt von
zwei fermionischen Polfaktoren zusammen mit der zweiten Tensorstruktur aufgrund der
Identitat

1:[1 (171 +1)2) 1:[2 = A(ﬁl + 1:[2) - 2 ngﬁlﬁQ (323)

keine neue Struktur darstellt und daher bei der Auswahl moglicher weiterer Impulsstruk-
turen nicht aufgenommen wurde.

Beriicksichtigt man die Subtraktionsvorschrift zur ,,Entschiarfung” der inneren Fer-
mionlinien, so existieren Beitréige, bei denen eventuell vorhandene fermionische Polfakto-
ren aus (3.21) und (3.22) in dem mittleren der drei Vertizes innerhalb der Schleife (3.20)
»geschluckt® werden, wihrend eventuelle gluonische Polfaktoren von diesem Vertex aus
der Schleife herausfaktorisieren. Folglich sind die beide Beitrége als linear im Integrati-
onsimpuls zu zdhlen und liefern — im Gegensatz zur Storungstheorie — eine logarithmische
Divergenz, die nach den Randbedingungen des Abschnitts 2.2 vermieden werden sollte.

Auch Modifikationen in Form von inversen Polfaktoren sind mit dieser Argumentation
im fermionischen Sektor auszuschlieffen, wie die Identitét

171 ’y“ﬁg = Aﬁl_l ’y“ﬁg - ’LUQAI:IQ (324)

zeigt. Im gluonischen Sektor sind Modifikationen dieser Form aufgrund dhnlicher Uber-
legungen auszuschlieffen. Wir werden hierauf nicht weiter eingehen, sondern stattdessen
abschlielend das Konzept der , kompensierenden“ Pole und ,,entschirften® Linien auf die
Bethe-Salpeter-resummierten Gleichungen anwenden.

3.5 Erweiterung der Bethe-Salpeter-Resummation

Die im ersten Kapitel formulierte Bethe-Salpeter-Gleichung (1.71) enthilt zunéchst weder
»Schatten-Pole* noch ,entschérfte* innere Linien, so dafl auch der Begriff der 2-Teilchen-
Reduzibilitdt einer neuen Interpretation bedarf. Dies geschieht mit Hilfe der Einfiihrung
von im erweiterten Sinne irreduziblen Bethe-Salpeter-Kernen K, und Ky ¢ sowie der for-
malen Ersetzung der Propagatoren durch die entsprechenden ,entschérften* Linien und

5Diese sind zusitzlich 2-Teilchen-irreduzibel beziiglich zweier ,,Schatten-Pole“ oder einer Gluonlinie
und eines ,,Schatten-Pols“.
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fithrt auf folgende Gleichung der ersten Iteration ':

(3.25)

Die Geist-Gluon-Amplitude 718 und der zugehdrige Bethe-Salpeter-Kern K in der vol-
len Bethe-Salpeter-Gleichung (1.71) enthalten in Landau-Eichung nur die perturbative
nullte Ordnung in Gestalt der 1-Geist-Austauschgraphen (vergleiche (1.55)), so dafl die
Geist-Schleife durch insgesamt vier perturbative ,,Box*“-Graphen ersetzt werden kann; das
zweifache Auftreten jeder der beiden Permutationen wird dabei durch die Uberzihlungs-
korrekturen des Bethe-Salpeter-Kerns IC; ausgeglichen.

Entsprechende Gleichungen fiir die tibrigen 4-Punkt-Amplituden enthalten ebenfalls
nur entschirfte innere Linien und komplettieren das gekoppelte Gleichungssystem der
modifizierten Bethe-Salpeter-Resummation. Man beachte, dafl jede der Amplituden ne-
ben den entschirften Austauschgraphen in den vertikalen Kanilen noch den kompen-
sierenden Pol im horizontalen (gluonischen) Kanal enthélt; dieser liefert aufgrund seiner
Faktorisierungs-Eigenschaft eine homogene Gleichung, die als die iibliche Gleichung fiir die
Bethe-Salpeter-Amplituden (im Farboktett-Kanal) identifiziert werden kann und gleichzei-
tig den Residuumsanteil einer resummierten Gleichung fiir den 3-Gluon-Vertex darstellt.

"Wir unterdriicken den Index, der die vollstéindige Transversal-Projektion der Amplituden kennzeichnet,
und ersetzen die Summe iiber alle Fermion-Flavours durch den Gewichtungsfaktor Np.
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Die entsprechende Faktorisierungs-Eigenschaft existiert auch im fermionischen Kanal, wo-
durch eine resummierte Gleichung fiir den Fermion-Gluon-Vertex in diesem Kanal entsteht.

Obwohl die Bethe-Salpeter-Gleichungen eventuelle Symmetrien der 4-Punkt-Amplitu-
den aufgrund ihrer impliziten ,,Crossing“-Eigenschaften besser respektieren als die Dyson-
Schwinger-Gleichungen, erweist sich eine Auswertung des zugehorigen Selbstkonsistenz-
problems als schwierig, da Ansétze fiir die Bethe-Salpeter-Kerne in nullter Stérungsord-
nung wegen deren geringerer Symmetrie noch komplizierter zu konstruieren wiren als
diejenigen fiir den voll bose-symmetrischen I'y 7-Vertex bzw. den zugehérigen reduzierten
Vi, r-Vertex . Wir werden daher die resummierten Gleichungen im Rahmen dieser Arbeit
nicht weiter verfolgen.



Kapitel 4

1-Schleifen-Resultate fiir die
Selbstenergien

Wir beginnen nun damit, die modifizierten Dyson-Schwinger(D-S)-Funktionale in erster
Iteration zu berechnen und die Selbstkonsistenzgleichungen aufzustellen, die durch Anwen-
dung des Selbstkonsistenzmechanismus (2.13) und einen Vergleich mit den nichtperturba-
tiv erweiterten Ansétzen entstehen. Dazu werden im folgenden die vollen Propagatoren
und Vertex-Funktionen durch ihre Gegenstiicke der ersten Approximationsstufe ersetzt
und anschlieflend die Impulsintegrale in dimensioneller Regularisierung berechnet. Hierbei
wéhlen wir die Landau-Eichung (§ = 0), wie es durch die Slavnov-Taylor-Identitét fiir
den Gluon-Propagator (1.74) nahegelegt wird, und beschrinken uns auf die divergenten
Anteile der 1-Schleifen-Integrale, da der Selbstkonsistenzmechanismus (2.13) vollsténdig
an die Divergenzen gebunden ist. Aufgrund der rationalen Impulsstruktur der nichtper-
turbativ erweiterten Ansétze sind die Standardtechniken der Storungstheorie (Feynman-
Parametrisierung, Symmetrische Integration,...) anwendbar [22] [28], so daf auf Details zu
den Rechnungen verzichtet werden kann.

4.1 Das D-S-Funktional der Geist-Selbstenergie

Bevor wir das Selbstkonsistenzproblem der Gluon-Selbstenergie rekapitulieren, sollen der
Vollsténdigkeit halber die Resultate des Geistsektors in Landau-Eichung kurz notiert wer-
den. Eine Analyse des D-S-Funktionals fiir den Geist-Gluon-Vertex (1.53) zeigt, daf sich
auf dem 1-Schleifen-Niveau wegen des geringen Divergenzgrades fiir £ = 0 keine Diver-
genzen ausbilden !. Somit sind eventuelle Modifikationen des Geist-Gluon-Vertex nicht
selbstkonsistenzfihig, und der Vertex ist in erster Iteration der Funktionale durch seine
(transversal-projizierte) perturbative nullte Ordnung zu ersetzen.

Es bleibt zu priifen, ob die Ersetzung des vollen Geist-Propagators durch den nackten
Geist-Propagator (2.21) innerhalb des hierarchisch gekoppelten Dyson-Schwinger-Systems
konsistent ist. Dazu berechnen wir die divergenten Beitrige der Geist-Selbstenergie in
erster Iteration und stellen fest, ob sich neben der perturbativen 1-Schleifen-Divergenz
weitere nichtperturbative Divergenzen ausbilden, die bei Benutzung des 1/g?-Mechanismus
(2.13) Korrekturterme zur nullten Stérungsordnung darstellen wiirden.

Das Dyson-Schwinger-Funktional der Geist-Selbstenergie reduziert sich in erster Itera-

'Fiir Details siehe [9].
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tion auf folgende Schleife (p = py = —p1):

Py (a102) [F(O)pert’r[m]] - D, e (pQ;A(G);G)
1) (2)
-} - m
N <"

Bei der Ersetzung des vollen Geist-Gluon-Vertex durch seine (transversal-projizierte) nack-
te Struktur wurde die graphische Notation des zweiten Kapitels (2.26) verwendet, um ihn
von dem nackten Vertex auf der linken Seite in (4.1) zu unterscheiden; allerdings sind in
dieser Schleife beide Strukturen aufgrund des Transversal-Projektors der inneren Gluon-
linie in Landau-Eichung effektiv identisch.

Da die nichtperturbative Massenskala A durch den modifizierten Gluon-Propagator in
die obige Schleife (4.1) eingeht und trotz des Transversal-Projektors innerhalb der Schleife
eine logarithmische UV-Divergenz vorliegt, sind nichtperturbative Divergenzen prinzipiell
nicht auszuschlieBen. Wir erhalten aber mit Hilfe der im mathematischen Anhang darge-
stellten Subtraktionsmethode nur den folgenden divergenten Beitrag, der im perturbativen
Limes nicht verschwindet (N¢ = 3):

q)f‘z (ar1a2) (p;A(e); 6) = 5(11(12 i() (pQ;AQ(G); 6) )
T (pQ;AQ(e);e) = %pQ <%0€)>_26 % + O(Y) (4.2)

Entwickelt man den A-abhingigen Faktor nach (2.15), so stimmt der divergente Anteil in
(4.2) fiir £ = 0 und N¢ = 3 mit dem perturbativen Resultat (1.95) iiberein. Damit ist die
Wahl eines unmodifizierten Geist-Propagators in erster Stufe der rationalen Approxima-
tion durchaus konsistent, falls die Landau-Eichung gewéhlt wird.

Die eigentliche Ursache fiir das Fehlen nichtperturbativer Beitridge bei der Auswertung
der Geist-Gluon-Schleife (4.1) ist damit verkniipft, dafl bei einem Fehlen nichtperturbati-
ver Modifikationen des Geist-Gluon-Vertex der Divergenzgrad der Schleifen-Integrale nicht
ausreicht, um ein ,,Herausfaktorisieren“ nichtperturbativer Propagator-Parameter zu be-
wirken; dazu wére eine quadratische Divergenz notwendig, die allein bei den Impulsin-
tegralen der Gluon-Selbstenergie (oder den Vakuumkondensaten) vorliegt. Somit ist das
Fehlen nichtperturbativer Modifikationen im Geistsektor bei Wahl der Landau-Eichung
(& = 0) auf 1-Schleifen-Niveau und in beliebiger Stufe r der rationalen Approximation
zu rechtfertigen.

4.2 Divergente Beitrige der Gluon-Selbstenergie

Die 1-Schleifen-Divergenzen der Gluon-Selbstenergie wurden in der Landau-Eichung in
fritheren Arbeiten [32] [36] bereits berechnet. Allerdings liefert eine Kontrolle der Resultate
mit den Methoden des mathematischen Anhangs einige Korrekturen 2, so daf wir die
vollstédndigen Ergebnisse des Dyson-Schwinger-Funktionals noch einmal zusammenstellen.

2Dies betrifft sowohl die ,, Tadpole“-Schleife wie auch die geschlossene Fermion-Schleife.
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Das Funktional aus (1.49) enthélt unter Vernachlidssigung der 2-Schleifen-Terme in

erster Iteration folgende vier Feynman-Graphen (p = ps = —p1):
(=1 0)pert 1,0 _ (1) (niv2) . .
(I)F2 [p( )P ,F[ ]} — Z (I)F2 (a103) (p,A(e), e)
i=a,..,d

>

;WO )
5 @ (4.3a)

n % (4.3b)
S N @)
- b 7 g (4.3¢)
~ 7
\> -

1) 2)
e @ (430

Die Verwendung des transversal-projizierten nackten Geist-Gluon-Vertex (2.26) in der
Geist-Schleife (4.3c) gewihrleistet die transversale Lorentz-Tensorstruktur im perturbati-
ven Limes; weiterhin erscheint vor der Fermion-Schleife (4.3d) wie in (3.25) der Faktor
Npr anstelle der Summe iiber alle Flavour-Typen.

Eine Auswertung der Impulsintegrale mit den iiblichen perturbativen Methoden liefert
in Landau-Eichung folgende divergenten Beitrige fiir die obigen vier Feynman-Graphen
(N¢ = 3):

(DF2 ((2:2 (p§A(€);€) = Jgpay 7 (p)
25 ,

|: Zp + (9371—9U1)A2

+ <(§x1 — gm)p + (9375 — 9z4uq ) A2> H(p23A2) ]

(4.4a)
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128 % T 27 A € —2e 1
q)Fz Ealmz (p;A(f); f) = 5(11(12 o Zul A? < V(O)> E + O( ) (4.4b)
(I)(C) (vi12) ViU 1 5 (Ale) ! 0
I's (alag) (p7 A(f)a 6) = 5@1(12 t (p) Zp < v ) E + O(f ) (44C)

@ (V1V2 (p,A(f),f) — 5a1a2 tV1V2 (p) NF

T2 (aia2)

2
. |:— §p2 + (22()74 — 22()71(11)1 — wg) + 211)3) A2

2
+ < — Zz10p” + (221,4 — 2211 (w1 —w2) + 221,011)3) A2> IT (p% A?) ]

3
' <A(€)>_261 + O

140] €

(4.4d)

Tatséchlich enthilt das Resultat der ,, Tadpole“-Schleife (4.4b) wegen
= B () + 1 ()

auch einen Longitudinal-Anteil, der eine Stérung der S-T-Identitét (1.74) auf 1-Schleifen-
Niveau darstellt. Da aber Longitudinal-Anteile der Lorentz-Tensoren in den Ansétzen der
3-Punkt-Vertizes nicht beriicksichtigt werden, beschranken wir uns in dieser Arbeit auf
den transversalen Sektor der Gluon-Selbstenergie.

4.3 Selbstkonsistenz im transversalen Sektor

Das Selbstkonsistenzproblem der transversalen Gluon-Selbstenergie lautet nach (2.10) in
erster Iteration und erster Stufe der rationalen Approximation (r = 1):

2
{ —(572)2 q)r27T [F(O)pert’r‘[l,o]} } — F[2177j(“)] _ Fg?% + 0 (92(1/)) (45)
R,v

Das vollstdndige Dyson-Schwinger-Funktional 148t sich nach einer Transversal-Projektion
der #uBeren Beine ? folgendermaflen zerlegen:

0 0) o, ey (B A€ PP 0) = G 00 ()

(Tor (#e0@1€) + TGH A% Tur (57 Alelie) )
(4.6)

Ein Vergleich mit der transversal-projizierten Summe der obigen 1-Schleifen-Divergenzen
(4.4a — 4.4d) liefert fir die beiden skalaren, quadratisch divergenten Integrale der Zerle-
gung (4.6) folgende Resultate:

3 Aufgrund der Impulserhaltung ist hier eigentlich nur ein Transversal-Projektor erforderlich. Dies trifft
fiir die iibrigen Vertizes nicht mehr zu.
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13 2
IO,T (p27 A(G), 6) = |: <7 — gNF> p2 + <9-'1:1 — 9’11/1

+ Np (22074 — 22()71(11)1 — w2) + 2w3)> A? ]

.<&>_261 + @(60)

140 €
(4.7)
15 5 2
TiT (pQ; Ale); e) = [ <7$1 g §NFZLO> p° + <9375 — 9z4uq
+ Np (22174 — 22171(11)1 — w2) + 221,0“)3)) A? ]
A —2¢ 1
< (€)> i O(GO)
1%40] €
(4.8)

Das erste Integral enthilt die perturbative 1-Schleifen-Divergenz, die aber erst nach Auf-
stellung der Selbstkonsistenzgleichungen extrahiert werden soll. Nach Multiplikation mit
dem Kopplungsfaktor gZ/(4m)? erhalten wir bei einem Vergleich der Residuen beider
Seiten von (4.5) an der Stelle p? = —usA? die Selbstkonsistenzgleichung

2
4 _ 9o 2 2. .
—ugA* = (4m)? N T r (p ; Ale); e)

die sich wegen (2.13) bei Abschalten des Regularisierungsparameters (€ — 0) weiter aus-
werten 1afit:

: (4.9)

p2=—ug A2

1 15 5
uz = %< 7%11@ — Z.T4U2 — 95 + 9x4uq

2
+ NF ( — gZLO’U/Q - 22170’11)3 +2Zl71(w1 - w2) - 22174) )

(4.10)

Fiir eine Anpassung des verbleibenden regulédren Teils fithren wir zunéchst folgende Zer-
legung mit einem beliebig wéihlbaren, dimensionslosen Parameter v durch:

Tor (p?) + T (p%; A?) Iy 1 (p?)

= Tor(p?) + TE%A?) (Tur (1) — Tur (—ush?) ) + (0% A?) Tyr (—usA?)

= Jo,r (p?)
= Jor (0®) — Jor (—vA?) + Jor (—vA?) + II(p* A?) T 7 (—uah?)

=: Ko (p%)

(4.11)
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Ein Vergleich mit dem Ansatz fiir die Gluon-Selbstenergie (2.19) liefert als Selbstkonsi-
stenzgleichung fiir den reguléiren Anteil

2

Cu A2 — 90 2. Ale): 4.12
w T Jor (PiA@se) | (412)
die fiir ¢ — 0 folgendermaflen lautet:
1 13 2 33 5 9
Uy = %<—(7—§NF)’U—7.T1+Z.T4+ZU1
2
+ Np ( — 2204 + 3710 + 22p1(w1 —wa) — 2w3) )

(4.13)

Die zweite Selbstkonsistenzgleichung enthilt noch den willkiirlichen Parameter v. Dieser
kann aber durch die Forderung nach perturbativer Renormierbarkeit festgelegt werden:
Das logarithmisch divergente Restintegral

Ko, (pQ;A(e);e) = (? — ;Np) (p2 +vA2) <%0€)>_26% + O(GO) (4.14)

stimmt nur fir v = 0 mit dem perturbativen 1-Schleifen-Resultat (1.92) iiberein 4, so

dafl auch die zweite Selbstkonsistenzgleichung keine willkiirliche Anpassungsstelle mehr
enthilt.

4.4 Selbstkonsistenz der Fermion-Selbstenergie

Das Selbstkonsistenzproblem der Fermion-Selbstenergie lautet analog zu (4.5) in erster
Stufe der rationalen Approximation (r = 1):

2
h_ P, [p©pert, plLo] = 9 -1 + 0(s*w)) (4.15)
(47T)2 ’ R,v
Das Dyson-Schwinger-Funktional der Fermion-Selbstenergie enthélt in erster nichtpertur-
bativer Iteration nur ein Feynman-Diagramm (p = ps = —p1):
P, [F(O)pﬂ’t’p[lﬁ]} = (I)f2 (ht2) (p;A(e);e)

) @
N @ (4.16)

“Die nichtganze Potenz der Massenskala A wird wieder nach (2.15) entwickelt.
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Eine Auswertung der Impulsintegrale liefert analog zur Gluon-Selbstenergie sowohl re-
gulidre Terme als Polstrukturen beziiglich der Lorentz-invarianten Impulsvariablen fiir fer-
mionische Linien. Die entsprechende Zerlegung des Dyson-Schwinger-Funktionals lautet:

O, M (pA(e)e) = gt <fo (s A)e) + T (pA) T (p;A(f);e)>

(4.17)

Die beiden linear divergenten Impulsintegrale Zy und Z; besitzen dabei mit ¢ = 0 und
N¢ = 3 folgende divergenten Anteile:

To (piA(©:e) = (4wr — 4201) A <AV(O€)>_26 Tt o) (4.18)
7 (p;A(e);e) = (420,111)1 — 42074)/\ <AV(0€)>_26 % + O(e%) (4.19)

Wir stellen fest, dafl die divergenten Anteile der Integrale im Gegensatz zur Gluon-
Selbstenergie diesmal iiberhaupt keine Impulsabhéngigkeit mehr besitzen. Dies entspricht
der Tatsache, dafl die perturbative Renormierungskonstante der Selbstenergie masselo-
ser Fermionen (1.97) in Landau-Eichung verschwindet, und es erleichtert die Analyse des
Selbstkonsistenzproblems. Nach Multiplikation mit dem Kopplungsfaktor gZ/(4m)? liefert
ein Residuenvergleich mit dem nichtperturbativ erweiterten Ansatz des zweiten Kapitels
(2.24) die Selbstkonsistenzgleichung

2 90 =
wyA® = (47T)2A11(p;/\(6);6) L_wQA : (4.20)

die sich bei Abschalten des Regularisierungsparameters (e — 0) wegen (2.13) auf die
folgende einfache Gleichung reduziert:

wg = i(420,11111 - 420,4)
Bo
(4.21)
Die Anpassung des regulidren Anteils an einer beliebigen Stelle p = —vA 148t sich in
diesem Fall direkt ausfiihren; die Selbstkonsistenzgleichung
2
90 7
wi A = To (p; Ale); e ‘ 4.22
famp D (P AO5e) | (1.2)

ist von der Wahl der Anpassungsstelle v v6llig unabhéngig und nimmt wegen (2.13) fiir
€ — 0 folgende einfache Gestalt an:

w1 = %(411)1 — 42071)

(4.23)

Damit ist das Selbstkonsistenzproblem der modifizierten Selbstenergien bzw. Propaga-
toren auf 1-Schleifen-Niveau abgeschlossen, und wir kénnen uns den Dyson-Schwinger-
Funktionalen der modifizierten 3-Punkt-Vertizes zuwenden.
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Kapitel 5

1-Schleifen-Resultate fiir den
3-Gluon-Vertex

Einzelne Anteile des modifizierten Dyson-Schwinger-Funktionals fiir den 3-Gluon-Vertex
wurden bereits in [11] berechnet. Allerdings wurden weder Geist- noch Fermion-Schleifen
beriicksichtigt, so dafl die aufgestellten Selbstkonsistenzgleichungen noch unvollstéindig wa-
ren. Aus diesem Grund werden wir simtliche 1-Schleifen-Resultate der Dyson-Schwinger-
Gleichung in Landau-Eichung (£ = 0) wiederholen und anschlieBend die Selbstkonsistenz-
gleichungen im transversalen Sektor aufstellen. Obwohl sich sdmtliche Approximanten auf
eine vollsténdig transversal-projizierte Lorentz-Tensorstruktur beziehen, erweist sich das
Dyson-Schwinger-Funktional wegen der Existenz eines nackten Vertex in jeder Schleife
nicht automatisch als transversal-projiziert. Dies erdffnet zusétzlich die Moéglichkeit, mit-
tels einer Longitudinal-Projektion beziiglich des von links einlaufenden Beins eine erste
Analyse der Slavnov-Taylor-Identitét (1.76) durchzufiihren.

5.1 Feynman-Graphen in erster Iteration

Wir berechnen zunichst die modifizierten 1-Schleifen-Integrale, indem wir — analog den
Selbstenergien — die vollen Propagatoren und Vertizes in (1.53) durch ihre Gegenstiicke
der rationalen Approximation ersetzen. Die Beriicksichtigung kompensierender Pole der
4-Punkt-Amplituden 74, und 7_278 liefert dabei sowohl separable Terme im horizontalen
Kanal wie auch entschirfte ,Dreiecks“-Diagramme, die nach den erweiterten Feynman-
Regeln des dritten Kapitels auszuwerten sind. Unter Vernachléssigung der 2-Schleifen-
Terme erhalten wir folgende graphische Zerlegung des D-S-Funktionals (1.53):

=1 or 7 12814
B [romr 0a] =S ) 1 (Ao
T =a,..,g
(3)
1)
) 1

kky @)
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Die beiden Permutationen von (5.1c) liefern identische Beitrége, was sich am einfachsten
durch Vertauschung der inneren Linien und Ausnutzung der Bose-Symmetrie des nackten
3-Gluon-Vertex verifizieren 1a8t. Fiir die perturbative Geist-Schleife wird die graphische
Notation des transversal-projizierten Geist-Gluon-Vertex (2.26) benutzt, und die Fermion-
Schleifen besitzen wie in (4.3d) den Gewichtungsfaktor Np .

Wir verzichten erneut auf Details zu den Berechnungen der Schleifen-Integrale und
formulieren nur die divergenten Beitrége der obigen Feynman-Graphen (N¢ = 3):

O ey ((PVA(e) = #2 (pa) #7292 () 9% (ps)

T's (aiaza3

15 5 2 1 v
: < (_ —r1 + _-'134) p_l — 95 + 9x4uq ) — IT; BE&Q] allaza: ({p}vA)

2 4 A2 us
A —2e
( (f)> Lo
140] €
(5.2a)
b 1Z4R1% . 125415 Yz
O () (1A €) = farasa 27 (p2) £ (ps)

. l (romr = o) (= 24 (o - o) (T 1n)
+ (;1—2(2 + le—zC:% - 1—2(&3 - %49) H2H3> ]

. <&>_26 1 + O

1Z0) €
(5.2b)
) (e ({PYM(€)i€) = i farasas 2 (p2) £ (p3)
3 1 1
' o)V SHap — 4+ —(22+ =
[ (p2 —ps)™ 072 ( 2 T u (1 + 5mum)

— <§x4 - ui wag - gml’s - 33343?5)) (HQ +H3)

+ pyt 6t uig (%3«’13«’2 - %3?1375 + imﬂ?s) (HQ - Hs)

1 /7 1
+ plli2 oHs1 ( 3 — u_g (§-T% - 5%1%4)

1 /7 1
+ <3$4 — u_g (5.%1.%5 — 5%4%5)) HQ
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1 /1 )
+ <3$4 — u_g (5.7?1.7?2 + 5.7?1.7?5)) II3
1 /1 )
2 - (= Y,.2
+ <3a:4 ” (2322325 + 23:5)> 11,113 )
1 (7 1

v 2
+ pi® ok ( -3+ w Dt 53?13?4)

2

1,7 1
- Y (L 1|
<3a:4 ” (2331325 23243?5)) 3
1,1 5
_ 2 - (= Y,.2
<3a:4 - (2x2x5+2x5)> H2H3> ]

' <A(€)>_261 + O

1 /1 5
- <3$4 T (53?13?2 + —3?13?5)) IL;

1%40] €
(5.2¢)
O (s (hAie) = i forasas
45 9 9
Vol V1 Spovs o U3 SUIW *0 < <
t22(p2)(p2523 p2512)<8+(2$1+8$4)ﬂ2>
45 9
V3 125} U3V _ V1 vl - e <
e o =g 0) (4 Gove g ma) |
Ale)\ * 1
( (6)> 2+ o)
140] €
(5.2d)
(I)Fs 8122223; ({p}; Ae); f) = 0 fayagas t7 (p1) t7212 (p2) 312 (p3)
1
. < (pa — p3)"L 62K 4 (pg — p1)H2 6MH £ (py — po)H® G112 ) o
Ale)\ * 1
< (6)) Lo o
140 €
(5.2¢)

O () (ol Aleie) = 29 (py) 22 (py) £ (pg) N

: < Z10i2 2214 + 2211(w1 — w2) — 221 0w3 w I BYY 1725 ({p}; A)

1,7 ajasas

MOV L o
(5.2f)
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q)%‘i) E:i:z:z)) ({p}; A(e); 6) = i fajasay g (pQ) grens (p3) Np

(=5 mahe = G - gpgoonn) (maemy

. <&>_261 + @(60)

(5.2g)

Man beachte, daf§ die Summe der Fermion-Schleifen keine Beitrige mit einer symmetri-
schen Farbstruktur ( o< dgpe ) ausbildet, so dafl sich die entsprechende Einschrinkung der
Ansétze als konsistent erweist. Wie erwartet besitzen die verschiedenen Beitrige — mit
Ausnahme der (rein perturbativen) Geist-Schleife — keine volle Bose-Symmetrie, sondern
allenfalls eine partielle Permutationssymmetrie beziiglich der rechten beiden Beine. Ob
dies allerdings zu einer Uberbestimmung im Rahmen des Selbstkonsistenzproblems im
transversalen Sektor fithrt, wird der néchste Abschnitt zeigen.

5.2 Selbstkonsistenz im transversalen Sektor

Das Selbstkonsistenzproblem fiir den 3-Gluon-Vertex lautet im transversalen Sektor mit
der schematischen Notation des zweiten Kapitels:

2

— g er s

{ (473)2 Or, 1 [r(o)p t’rh,o]} } — p:[;})] _ F:(),O)T ! (92(,/)) (5.3)
R,v

Das vollstindig transversal-projizierte Dyson-Schwinger-Funktional soll also die nichtper-
turbativen Modifikationen des Ansatzes (2.29) bis auf endliche Terme der Ordnung g2 re-
produzieren. Nach Durchfiihrung der Transversal-Projektionen erhalten wir fiir die Summe
der 1-Schleifen-Beitréige (5.2a — 5.2g) unter Beriicksichtigung der Impulserhaltung folgende
Zerlegung nach Lorentz-Tensoren und Polstrukturen:

£PIV (1) 1P2V2 () 1P3Y5 (ps) (I)F&T ((Zigz:z; ({p}; Ale); e)

= P (py) tP2H2 (po) tP3H3 (p3)

1 1,0
[ B () T (0

+ 1 fajazas ( (p2 — p3)i** oH2Hs <IQ,T (A(e); e) + (Hg + Hg) Iy (A(e); e)

+ IIsIIg I47T (A(G), 6) )
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+ ph® gHsm <IS,T (A(f); 6) + IIy Zg,1 (A(G); 6)
+ 13 Zr 1 (A(f); 6) + I3 Zg v (A(G); 6) )
+ pi? gk < — Isr (A(f); 6) — Iy Ir 7 (A(G); 6)

— 103 Tg 7 (A(e); e) — 1bll3 Zg 1 (A(€)§ 6) ) ) ]
(5.4)

Neben dem bekannten Integral Z; 7 (4.8) treten in dieser Zerlegung sieben weitere Inte-
grale auf, deren divergente Anteile folgendermaflen lauten:

17 1., 1 2 12
o) = (—+ = - ~ SN+ —ZSN
Tor (Ae)se) < Tt . (=3 + 2x1x4) g VP + 3 pzm)

'<A(€)>_261 + O

W

(5.5)

9 15 1 /1 3 1
Isr (A(G); f) = < VA T w (1331352 — 51T — 13?4355)

2 1 2

— s Nrpz19 + — 5 Nr2p1211
3 w3 3

.<&>_261 + @(60)

€

(5.7)

'<A(€)>_261 + O

W

1 /7 1 45 15
Is,1 (A(f);f) = <3$4 T (5331335 — 5354335) + 1—6C1 — EC7

1 4

4
- N - — = 2012
+3 F 21,0 ws 3 F 20,1 1,1)

'<A(€)>_261 + O

140] €

(5.9)
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9 15 1 /1 5 45 15
Ir 7 (A(f)af) = < - §-T1 + §$4 — u—g (§$1$2 + §$1$5) + EQ — E@
4 1 4
— - ——-N
+ 3 F 21,0 ws 3 F20,121,1>
Ale)\ > 1
( (€)> -+ 0
140] €
(5.10)
1 /1 5 45 45
. _ 2 _ ~ (= .2 ik -
s, (A(e),e) = <3a:4 ” (2x2x5 + 2x5) + 16 G2 + 16 3
15 15 4, 14 )
— — (g — — — — — =N
16 (8 16 Go + 3 VP 210 ws 3 FZ21]
Ale)\ 1
: ( (€)> -+ 0
140] €
(5.11)
Nach Residuenbildung an der Stelle pZ = —usA? faktorisiert die Funktion By auf

beiden Seiten von (5.3) heraus und die selbstkonsistente Reproduktion dieser Funktion
wird schon durch die bekannte Selbstkonsistenzgleichung der Gluon-Selbstenergie (4.10)
sichergestellt 1.

Fiir die Selbstkonsistenz des By r-Anteils ist aufgrund der Impulsabhéngigkeit des In-
tegrals Z; v analog zur Anpassung der regulidren Funktion der Gluon-Selbstenergie der
Beitrag der bei p? = —usA? reguliiren Restterme von (5.2a) und (5.2f) zu beachten, den
wir exemplarisch fiir eine Impulsstruktur des ersten Lorentz-Tensors formulieren 2:

X
LI Zyr + —— IGILI0 Zy 7 (p)
U3A

— T 2y _ A2 T A2
= I3 <I4,T + w2 IT; (ILT (p1) — i1 (—u2A )) + A2 Il Zi 7 (—u2A ))

= Jar
(5.12)

Eine wichtige Eigenschaft dieser Zerlegung ist die Tatsache, daf} sich wegen der linearen
Struktur des Integrals Z; 7 beziiglich p? die Impulsabhéingigkeit der Divergenz von Jy 1
exakt herauskiirzt und somit wie bei der Fermion-Selbstenergie ein weiterer Residuenver-
gleich beziiglich der anderen beiden Impulsquadrate keine Subtraktion der obigen Form
mehr benottigt. Dies trifft auch auf sémtliche andere Impulsstrukturen zu, so daf} fiir die
Aufstellung der entsprechenden Selbstkonsistenzgleichungen die Wahl der Anpassungsstel-
len keine Rolle spielt.

Ein Residuenvergleich des 1-Schleifen-Funktionals mit dem By 7-Anteil der nichtper-
turbativ erweiterten nullten Ordnung (2.32) liefert nach Multiplikation mit dem Kopp-
lungsfaktor g3/(4m)? folgende fiinf Selbstkonsistenzgleichungen 3:

'Diese Argumentation erzwang in dem Abschnitt 3.1 gerade die Einfithrung der Mandelstam-Pole.

2Die Abhingigkeiten der Integrale von der Massenskala A sowie vom Regularisierungsparameter e sind
hierbei ohne Bedeutung.

3Wir unterdriicken von nun ab die Kennzeichnung der Stellen im Raum der Lorentz-invarianten Im-
pulsvariablen.
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g2
—za At = oA Ty

Gy A Tar (A(i¢) (5.13)
205 A% = (49722)2/\4 Js.r (Me)se) (5.14)
2 A2 = (49722)2/\2 Js.r (Me)se) (5.15)
204A? = (49722)2/\2 To.r (Me)se) (5.16)
20142 = (49722)2/\2 Jrr (Me)se) (5.17)

Diese Gleichungen ergeben nach Anwendung des 1/g?-Mechanismus (2.13) im Limes ¢ — 0
folgende Bedingungen fiir die dimensionslosen Parameter:

1 3 2 1 2 15 5
12 2 5 12,
+ Np (u—ggzLolﬁ + 521,0 - w_352171) )
(5.18)
1/3, 1,1 5 5 15 5 45
5 = %( 2™ ?3(1952”55 + g0+ gmer - qaaen) + 55 (G4 Gs)
15 12 2 5 12,
(5.19)
1< 9. .15 1 (1 o125 + oys)
1 = —( = 24 i — | =x122 — 97125 + T4
' Bo e T AV e
12 2 12
+ Np (u—ggzmxs + 3710 — w—3§2’0,13171) )
(5.20)
1/3 1,37 3 45 15
T %< 53;4 — u_g(zx1$5— 5.%43?5) + 3—241 - 3_247
12 2 12
+ Np (u—3§21,0$5 T 3710 ~ w—3§20,121,1) )

(5.21)
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T = L a:+15w—1(31w$+5xw—5xx)+45C
=g 10T gt T o (Tt s — g nat 3501

15 12 2 12
_ 2 No(—2 . _ Lz
32C7 + Np (ug 321072 + 3210 "™ 320,121,1) )
(5.22)

Neben diesen nichtperturbativen Beitrigen existieren zwei Restintegrale, die aufgrund
der fehlenden Bose-Symmetrie unterschiedliche divergente Anteile besitzen:
5
2 )
< (a;l + 8x1%4 43:4)

17 2

1
N il
1 3 F +

u3
12

U33

i

Jo.r (A(f); 6)

1
F21,0T4 + —

w33

37

_7$

2
F 20,1 )
—2e¢ 1

-+ 0@

€

Afe)

W

(5.23)

Is.r (A(f); 6) 2 4 33?1354)

1 4

w33

Np 21071 —

)

Im Gegensatz zu dem Restintegral der Gluon-Selbstenergie lassen sich beide Divergenzen
nicht durch eine geeignete Wahl der Anpassungsstellen auf die reine perturbative Form
bringen. Die parameterabhéngigen Anteile stammen ausschliellich aus Feynman-Graphen,
die einen kompensierenden Pol im horizontalen Kanal oder eine ,,entschirfte“ innere Linie
in den vertikalen Kanélen besitzen, und stellen Stérungen der perturbativen Renormie-
rungskonstanten fiir den 3-Gluon-Vertex dar (vergleiche (1.93)). Der Grund hierfiir liegt
in dem schon erwdhnten Umstand, dafi die entsprechenden Terme auf niedriger Stufe r
nicht den richtigen perturbativen Limes besitzen konnen. Es ist allerdings zu erwarten,
dafl auf hoheren Stufen der Approximation immer mehr Parameter der nichtperturbativen
Modifikationen zu den an Zahl konstant bleibenden Nebenbedingungen beitragen werden
und somit ein Verschwinden der Stérungen immer leichter zu bewerkstelligen sein wird.

Wl 7/

2
F 20,1 )

—251
)

€

Afe)

o (5.24)

Abschliefend kommen wir auf das Problem der Uberbestimmung durch die mangeln-
de Bose-Symmetrie des Dyson-Schwinger-Funktionals zuriick: Die zweifach vorhandene
Selbstkonsistenzgleichung fiir den Parameter x; wird gerade dadurch ausgeglichen, dafl
der Parameter x7 als einziger Parameter der nichtperturbativen Modifikationen des 3-
Gluon-Vertex nur in dem zugehérigen Bj r-Anteil (siehe (2.32)) auftritt, der bereits iiber
das Selbstkonsistenzproblem der Gluon-Selbstenergie reproduziert werden kann. Damit
besitzt der Parameter 7 keine eigene Selbstkonsistenzgleichung; er geht allenfalls bei der
Auswertung der ,entschirften Feynman-Graphen in das Gleichungssystem ein.
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5.3 Erste Analyse der S-T-Identitét

Das Auftreten eines nackten Vertex in jedem Beitrag des 1-Schleifen-Funktionals erméglicht
trotz vollstdndig transversal-projizierter Ansétze eine erste Analyse der S-T-Identitéit des
3-Gluon-Vertex (1.76). Dazu fithren wir neben der Transversal-Projektion beziiglich der
rechten beiden Beine eine Longitudinal-Projektion beziiglich des linken Beins durch und
erhalten diesmal folgende Zerlegung:

P () 19 () B ) ({0} Ae)se)
= i fayasaz 7 (p2) 7 (p3)
, l (0 — p2) grams <127T (A(@)se) + (T +10s) Ty (A(e)s )
+ 105 Zyr (A(e); ) )
st (- (s (0 - )

+ p% GH2ts (HQ — Hg) 197[, (A(G), 6) ]
(5.25)

Wir notieren zunéchst, dafl eventuelle Polstrukturen im Quadrat des ersten Impulses we-
gen der zugehorigen transversalen Lorentz-Struktur eliminiert werden. Die Impulsstruktur
der letzten Zeile kommt durch einen Beitrag des gluonischen , Dreiecks“-Graphen (5.1c)
zustande, der bei der Transversal-Projektion des vorherigen Abschnitts eliminiert wurde.
Der divergente Anteil des zugehdrigen Integrals Zg 7 lautet:

9 9 1 1 1
197[, (A(G),G) = < — Z.Tl — E$4 + u_g (.Tl.TQ — 5%1%5 + Z.T4.T5) )
A\ > 1 0
: S+ 0
(Gv) =+ o

(5.26)

Beriicksichtigt man zusétzlich die — entsprechend projizierte — nackte Struktur des 3-
Gluon-Vertex (1.32), so 148t sich die Zerlegung (5.25) mit der — entsprechend projizierten
— Slavnov-Taylor-Identitdt (1.76) vergleichen, die fiir unmodifizierte Geist-Vertizes in 1-
Schleifen-Ordnung folgende Form annimmt *:

i 1 () 1 (ps) Ty, (002 () MO )

= —1 fa1a2a3 tr2v2 (pQ) trsvs (p3) 6v2vs

“In Landau-Eichung kann die Hilfsamplitude G ebenfalls durch ihre nackte Struktur ersetzt werden.
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(5.27)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung wurden die perturbativen Divergenzen der 2-Punkt-
Vertizes sowie die nichtperturbativ erweiterte Struktur der Gluon-Selbstenergie eingesetzt.
Bilden wir das Produkt der beiden perturbativen Renormierungskonstanten und subtra-
hieren die nackte Struktur, so stimmt das Resultat mit dem perturbativen Anteil des
Integrals Zo v in (5.25) iiberein (vergleiche (5.5)).

Eventuelle Polstrukturen beziiglich p? treten auch in (5.27) nicht auf, was durch feh-
lende Modifikationen im Geistsektor verursacht wird. Ein Vergleich der Tensorstrukturen
zwischen (5.25) und (5.27) liefert sofort folgende einfache Bedingung fiir die Integrale

(4972)2 A? <IG,T (A(f);ﬁ) —Inr (A(f);€)> = 0, (5.28)

die im Limes ¢ — 0 auf folgende Gleichung fiir die Parameter der nichtperturbativen
Modifikationen fiihrt:

1 /9 9 1 /1 1
% <§$1 + §$4 + u_g (5.7?1.7?2 —x1x5 + 5.%4.7?5)) = 0 (5.29)
Fiir einen Vergleich der iibereinstimmenden Tensorstruktur §*2”3 liegt es nahe, erneut
einen Residuenvergleich an den {iblichen Stellen der Impulsvariablen durchzufithren. Dazu
sind folgende Identitéten der Impulsstrukturen niitzlich:

(p? - pf) LI = —A? (T~ 1T (5.30)
(p7 —pf) (Mo+T05) = _AQ(E_;_%) (5.31)

Man beachte, daf§ die neue Impulsstruktur in (5.31) nur auf einer Seite der S-T-Identitét
erscheint, da der Ansatz (2.31) inverse Polfaktoren nicht beriicksichtigt. Unter Verwen-
dung der beiden Identitéiten liefert ein Residuenvergleich an der Stelle pf = —uA? oder
p? = —uyA? diesmal eine Bedingung an die Parameter, die im Gegensatz zum Selbst-
konsistenzproblem des transversalen Sektors diejenigen Stellen, auf die die anderen beiden
Impulsquadrate gesetzt werden, explizit enthélt. Somit 148t sich durch eine geeignete Wahl
dieser Stellen die Bedingung fiir beliebige Parameterkombinationen immer erfiillen. Ent-
sprechendes gilt fiir die Stérung der perturbativen Divergenz, so dafl einzig die Gleichung
(5.29) im Rahmen der Losung des gekoppelten Selbstkonsistenzproblems zu einer Ein-
schrankung der Losungsmannigfaltigkeit genutzt werden kénnte.

Es ist klar, daf§ der hier vorgenommene Test der S-T-Identitét {iber die Longitudinal-
Projektion nackter Vertizes in einer nichtresummierten D-S-Gleichung der seiner Natur
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nach ,pessimistischste® ist und bei jeder (z. B. auch einer rein numerischen) Behandlung
dieser Gleichung gewisse Fehler liefern wird, denn die Longitudinal- Anteile der nichtpertur-
bativ erweiterten Vertizes, die fiir die Erfiilllung der Identitdt hauptséichlich zustindig sind
und die bei nicht-Landauscher Eichfixierung auch mitberechnet werden miifiten, erhalten
hierbei iiberhaupt keine Gelegenheit, in Aktion zu treten. Es ist dies einer der Punkte, bei
denen man sich durch die Verwendung der Bethe-Salpeter-resummierten Gleichungen den
grofiten Fortschritt erhoffen darf.



Kapitel 6

1-Schleifen-Resultate fiir den
Fermion-Gluon-Vertex

6.1 Feynman-Graphen im fermionischen Kanal

In erster Iteration erhalten wir bei Vernachlidssigung der 2-Schleifen-Terme folgende gra-
phische Zerlegung des Dyson-Schwinger-Funktionals im fermionischen Kanal (1.60):

(I)és(zzl) [F(O)pert’r[l,O]} _ Z @é(;) (lhl2) (Vs% ({p};A(e);e)

(a3
i=a,b,c

®3)

1)
S =

(6.1b)

_l’_
% @

ey
(6.1c)

+
% %
.

2)
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Jedes der drei Diagramme enthélt genau einen der kompensierenden Pole des 4-Punkt-
Vertex 'y, wobei sich in den vertikalen Kanilen analog zum 3-Gluon-Vertex in Verbindung
mit den beiden zugehorigen 1-Teilchen-Austauschgraphen ,,entschérfte” innere Linien aus-
bilden.

Eine Auswertung der obigen Diagramme mit iiblichen perturbativen Methoden fiithrt
in der Landau-Eichung auf folgende divergente Beitrége (N¢ = 3):

I(a) (I1l2) (v v
(I)fg)) (ll2) Eazg (p;A(e);e) = 33 (py)
1 - _
(s - 4z ) o T BT (i)
)" o
140] €
(6.2a)
1) (hla) (v hiz
) U (A = (T) T )
9 19 9 19 _
. < 1 u_g 12170.%1 + (12071 - u_g Zzl,l-Tl) I,
9 19 9 19 _
+ (1334 T 121,0355) I3 + (120,1354 T 121,1355) 113 )
: <—A(€)>_26 Ty O ()
140] €
(6.2b)
I(c) (l1l2) (v
O M (g Aee) = O() (6.2¢)

Die Tatsache, daf§ der divergente Anteil des ,abelschen“ Diagramms (6.2c) wie in der
Storungstheorie in Landau-Eichung verschwindet, ist vergleichbar mit dem Verhalten der
Vertex-Renormierungskonstanten in der QED, deren Divergenz sich als proportional zum
Eichparameter erweist [22]. Fiir die iibrigen divergenten Beitréige liegt bereits eine trans-
versale Lorentz-Tensorstruktur vor, so dafl fiir die nachfolgende Analyse des Selbstkonsi-
stenzproblems im fermionischen Kanal keine weitere Projektion mehr notwendig ist.

6.2 Selbstkonsistenz im fermionischen Kanal

Das Selbstkonsistenzproblem fiir den Ansatz (2.34) lautet in schematischer Notation:

2

g I er 1, _

{ —(47_?)2 q)f‘&T [F(O)p t,F[LO]} } = 1":[))1719] _ F:())?% + 0(92(1/)) (6.3)
R,v

Die Indizierung ,, I des Funktionals kennzeichnet den fermionischen Kanal und wurde be-
reits bei der Formulierung der 1-Schleifen-Beitrige verwendet. Die Summe der divergenten
Anteile (6.2a — 6.2c) 148t sich analog zum 3-Gluon-Vertex nach Polstrukturen zerlegen,
wobei wegen (1.8) die Reihenfolge der matrixwertigen Faktoren zu beachten ist:
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Of O (phAere) = 1 (py)

[ T B (k) T (A0 )

+ (Tas)lll2 yH3 < T, (A(e); e) + 1y Z3 (A(e); e)
+ 113 j4(A(€); 6) + ﬁgHg j5 (A(G), 6) ) ]

(6.4)

Neben dem bekannten Integral Z; (4.19) der Fermion-Selbstenergie wurden vier weitere
Integrale benutzt, deren divergente Anteile folgendermaflen lauten:

B(n0) = (F-55mem) - (B0) L+ 0@

w) e (6.5)
B0 = (G- g ian) - () Lo
na0re) = (fr- o) - (5 Lo
I e T I O IR

Nach Residuenbildung an der Stelle p; = —wqA kiirzt sich diesmal die Funktion BLT
auf beiden Seiten der Gleichung (6.3) heraus, und die erste Selbstkonsistenzgleichung der
Fermion-Selbstenergie (4.21) sichert bereits die Reproduktion aller Terme, die Polstruk-
turen in der Impulsvariablen p; besitzen.

Da der divergente Anteil des zugehorigen Integrals Z; (4.19) ebenso wie die der iibrigen
Integrale (6.5 — 6.8) keine Impulsabhéngigkeiten aufweist, wird die Subtraktionsmethode
des vorherigen Kapitels (5.12) im fermionischen Kanal des Fermion-Gluon-Vertex nicht
benotigt. Ein direkter Koeffizientenvergleich beziiglich der Impulsstrukturen des B, OT
Anteils entspricht damit einem weiteren Residuenvergleich und fiihrt auf drei weitere
Selbstkonsistenzgleichungen:

2171 A3 = (4972)2 A3 j5 (A(G), 6) (69)
217() A2 = (4972)2 A2 j4 (A(G), 6) (610)
1A = (4972)2 A Ty (A(e)se) (6.11)
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Nach Anwendung des 1/g?-Mechanismus (2.13) erhalten wir im Limes € — 0:

z = 1 (92 Ty4 — 1 92 X )
1,1 = 5o \1 0,124 = - ALITS
(6.12)
1 (9 19 )
z = —(-z4 — —=2z102
1,0 5o\ 3% = 4 7T
(6.13)
1 (9 19 )
2 = —(=-201 — ——211%
0,1 Go\ 3701 T oA
(6.14)

Zusitzlich finden wir wiederum eine Stérung der perturbativen Renormierungskonstan-
ten (1.97) in dem Integral Z,, das als einziges im perturbativen Limes iiberlebt. Ein Blick
auf ihren divergenten Anteil (6.5) zeigt, dafl ein exaktes Verschwinden dieser Storung allein
durch die Forderung nach einem Verschwinden der Parameter z1p oder z; zu erreichen
ist. Dies deutet bereits an, dafl Storungen der perturbativen Divergenzen in niedriger Stufe
der rationalen Approximation unvermeidlich sind, falls man nicht auf die triviale Losung
des Selbstkonsistenzproblems, d. h. das Verschwinden aller nichtperturbativer Parameter,
zuriickfallen moéchte. Wir werden spéter darauf zuriickkommen.

6.3 Feynman-Graphen im gluonischen Kanal

Das Dyson-Schwinger-Funktional im gluonischen Kanal (1.63) — gekennzeichnet durch die
Indizierung ,, /1% — liefert in erster Iteration bei Vernachlidssigung der 2-Schleifen-Terme
folgende graphische Zerlegung, die nach Entwicklung der 4-Punkt-Amplituden erneut so-
wohl die kompensierenden Pole im horizontalen Kanal wie auch die Entschirfung der
Austauschgraphen in den vertikalen Kanilen beriicksichtigt !:

II (1=1) or 11(i) (lal2) (vs)
(I)f3 [F(O)p t’F[LO]] — ;Z ) (I)f3 (a:) ({p};A(e);e)
2)
. ®3)
N 1,0 p(1,0
- S - Bl Bl (6.15a)

\\/ 1)

'Die Geist-Schleife in (1.63) liefert wegen des Fehlens nichtperturbativer Modifikationen im Geistsektor
keine 1-Schleifen-Beitrage.
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2)

1 1 PERM.
_ . 1
+ ¥ f Ly (6150
(1)
(2)
3)
- Np - By Bl'Y (6.15¢)

2)

®3)

+ H (6.15d)

1)

Das ,,abelsche“ Diagramm (6.15d) beriicksichtigt ein zusétzliches Vorzeichen in der Ent-
wicklung der 74 s-Amplitude (1.65) sowie das Nichtauftreten des Faktors Ny durch die
Flavourzahl-Erhaltung bei jedem Fermion-Gluon-Vertex.

Die Berechnung der Impulsintegrale mit den iiblichen perturbativen Methoden liefert
in der Landau-Eichung folgende divergente Beitriige (N¢ = 3):

II(a 1112 1% V.
O M (A@r)) = ()

15 5 i 1
. ( (— -1+ —374) LI 925 + 914Uy ) = I3 BE&Q] itz e ({ph A)

2 4 A2
' <A(€)>_261 + O

140 €
(6.16a)
II1(b) (I112) (v3) l1l2
Or,” M (A = (Tu)
9 19 2 V3 9 19 T V3 IZB
: ( (Z - w—gzzo,l) 72+ (120,1 - w—3120,120,4) (H1’Y + v H2)

9, 19 5\ - Al > 1 0

+ (12071 — w—312074) Hl’y H2 ) . <V—O> E + O(G )

(6.16Db)
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II(c) (lil2) (v v
q) ( (lal2) Eaz)) (p; A(e); 6) = trahs (p3) Np
) p% [1 0] l1l2 Ms
' < So0Th — 2eys + 2aa(wn — w) — 221w ) — 13 B; : ({ph;A)

' <A<e>>‘25 L ow

140 €

(6.16¢)

d) (Lil2) (v
O B (i A(eie) = O() (6.16d)

Wir stellen fest, dafl das entschérfte abelsche Diagramm (6.15d) erneut nur endliche Bei-
triage besitzt. AuBlerdem ist das entschérfte nicht-abelsche ,Dreiecks“-Diagramm (6.15b)
trotz entsprechend projizierter Ansétze diesmal nicht von sich aus transversal-projiziert;
diese Situation ist vergleichbar mit der des 3-Gluon-Vertex und erméglicht wiederum eine
erste Analyse der S-T-Identitét (1.84) durch eine Longitudinal-Projektion der 1-Schleifen-
Beitriage beziiglich des Gluonbeins.

6.4 Selbstkonsistenz im gluonischen Kanal

Zunéchst formulieren wir das Selbstkonsistenzproblem im gluonischen Kanal in der tibli-
chen schematischen Notation:

2 17 er =
{—(4973)2 Op, p [POrert, plLO] } = Tip - T + 0(6*() (6.17)
R,v

Die Indizierung ,I7“ fiir die Kennzeichnung des gluonischen Kanals wurde bereits bei
der Formulierung der 1-Schleifen-Beitrége verwendet. Die Summe der divergenten Anteile
(6.16a — 6.16d) 148t sich analog zum 3-Gluon-Vertex nach Polstrukturen zerlegen:

7 (pg) D, P (P A@e) = 0 (py)

1
[ _ u 1 B[l 0] Uil NS ({p} A) H3 IlT(p37A( ),6)

N (Tas)lll2 < A3 T (A(e);e) + (ﬁwus +’)’”3ﬁ2) 7 (A(e);e)

+ I y#31, I (A(e); e) ) ]
(6.18)
Wie iiblich féllt der Anteil, der mit dem Integral Z;  der Gluon-Selbstenergie (4.8) ver-
kniipft ist, nach Residuenbildung beziiglich p32 aus der Gleichung heraus. Die divergenten

Anteile der iibrigen drei Integrale in (6.18) sind fiir die Selbstkonsistenz des Bp r-Anteils
verantwortlich und lauten im einzelnen:
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L) = (3122 (A9 4 oW (6.19)
e = (G- gfam) - (51 1 0@ o
L(a@e) = (98- =92 - (AT Lo e

Die weitere Vorgehensweise zur Herleitung der Selbstkonsistenzgleichungen im gluonischen
Kanal entspricht der Behandlung des 3-Gluon-Vertex, wobei die Zerlegung des Fermion-
Gluon-Vertex nach dem gluonischen Polfaktor in (2.36) bei der Residuenbildung verwendet
werden muf. Nach Einfiihrung neuer Integrale durch die bekannte Subtraktionsvorschrift
(5.12), z. B.

21,4

jg = jg + m H3 (Il,T (pg?) — Il,T (—’U/QAQ)) y (622)

erhalten wir die folgenden beiden Gleichungen:

2074 A2 = (4972)2 A2 jg (A(G), 6) (623)
w1h = ¢ 4972)2 A Jr (Ae)se) (6.24)

Die Anwendung des 1/g>-Mechanismus (2.13) liefert im Limes € — 0 zwei weitere Selbst-
konsistenzgleichungen:

179, 19, 21,4 (15 5 2
204 = E(sz R u—3(7$1 — % —NF52170)>
(6.25)
; B 1<9z _1922 —Zl’l(ISx—Sx—N2z ))
0,1 = 3\ 1 0,1 ws 4 0,120,4 us \2 1 % F3210
(6.26)
Im perturbativen Limes verbleibt das Integral Jg mit folgendem divergenten Beitrag:
= ‘ B 9 19, 21,0 (15 5 2
jG (A(f), 6) = < Z — w—3 Z 2071 — u—3(7$1 — Z.T4 — NFgZL()) )
Ale)\ 721
: <ﬂ> =+ 0 (6.27)
140] €

Die Stérung der perturbativen Renormierungskonstanten (1.93) ist verschieden von dem
Resultat des fermionischen Kanals (6.5) und l&8t sich ebenfalls auf héheren Stufen der
rationalen Approximation besser zum Verschwinden bringen.
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Bemerkenswerterweise stimmt die Zahl der Selbstkonsistenzgleichungen fiir den Fermion-
Gluon-Vertex bei Beriicksichtigung beider Kanile mit der Anzahl nichtperturbativer Pa-
rameter iiberein, obwohl der Parameter zp; zwei unterschiedliche Gleichungen besitzt.
Dies hingt damit zusammen, daf§ die Impulsstruktur des Parameters z; 4 beziiglich je-
des Kanals schon durch die entsprechenden Propagator-Gleichungen selbstkonsistent re-
produziert werden kann. Ob dieser Mechanismus allerdings auch im Zusammenhang des
4-Gluon-Vertex die fehlende Bose-Symmetrie des Funktionals ausgleichen kann, bleibt ab-
zuwarten.

6.5 Erste Analyse der S-T-Identitét

Eine Longitudinal-Projektion der 1-Schleifen-Beitrdge im gluonischen Kanal liefert eine
Zerlegung, die Polstrukturen beziiglich p2 nicht mehr enthlt:

o 0, MU (k) = (1)

[ j)g j@ (A(G), 6) + (1:[11)3 + 1)31:[2) j'y (A(G), 6)

+ 1:[11)3 1:[2 jg (A(G), 6) ]
(6.28)
Die S-T-Identitdt des Fermion-Gluon-Vertex nimmt mit der perturbativen 1-Schleifen-

Divergenz der Geist-Selbstenergie (1.95) und dem Ansatz der ersten Approximationsstufe

fiir die Fermion-Selbstenergie (2.24) folgende Form an 2:

s Ty 0 (A = - (1)

bo=p) (1+ 25 + Oa%e))

T+ awz A (ﬁQ_ﬁl)

+ O (gél)
(6.29)

Aufgrund der Impulserhaltung (—p; + p2 + ps = 0) gelten folgende Identitéten fiir die
Polstrukturen der fermionischen Impulsvariablen:

M pslly = —A (T —T) (6.30)
M p3+p3lly = A(fhl:[g_l—ﬁflﬁg) (6.31)

Fiihrt man einen Residuenvergleich zwischen (6.28) und (6.29) an der Stelle p1 = —waA
durch, so ist aufgrund der neuen Impulsstruktur in (6.31) erneut wichtig, auf welche Stelle

’Die Hilfsamplituden in (1.84) besitzen in der Landau-Eichung erneut keine divergenten Beitrige und
konnen durch ihre nackten Strukturen ersetzt werden.
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die Impulsvariable po gesetzt wird 3. Bei einer geeigneten Wahl dieser Stelle ist es némlich
analog dem 3-Gluon-Vertex stets moglich, sowohl die nichtperturbativen Modifikationen
an die S-T-Identitdt anzupassen als auch die Stérung der perturbativen Divergenz in der
1-Schleifen-Ordnung zum Verschwinden zu bringen.

Ein alternativer Weg zur Behandlung der S-T-Identitdt im Fermionsektor wurde in
[17] eingeschlagen, wo ein direkter Koeffizientenvergleich beziiglich verschiedener Impuls-
strukturen zu zwei unterschiedlichen Nebenbedingungen sowie zu einer anderen Stérung
der perturbativen Renormierungskonstanten fithrt. In diesem Fall gehen die Anpassungs-
stellen wie im Selbstkonsistenzproblem des transversalen Sektors nicht in die entspre-
chenden Gleichungen ein, so dafl diese zu einer Auswahl spezieller Losungen des unter-
bestimmten Selbstkonsistenzproblems genutzt werden kénnen. Allerdings bendtigt man
zur Anwendung dieses Verfahrens im Rahmen des Selbstkonsistenzproblems die Subtrak-
tionsvorschrift (4.11) zur Anpassung regulérer Beitrége nicht, so dafl in diesem Fall viele
Selbstkonsistenzgleichungen eine neue Gestalt annehmen. Aus diesem Grund werden wir
im Rahmen dieser Arbeit auf die alternative Behandlung und damit iiberhaupt auf die
Einbeziehung der S-T-Identitidten bei der Auswahl spezieller Losungen verzichten.

6.6 Erginzung: Kurze Zwischenbilanz

Bevor wir uns dem Selbstkonsistenzproblem des 4-Gluon-Vertex zuwenden, fassen wir an
dieser Stelle einige wichtige Eigenschaften der polynomialen Selbstkonsistenzgleichungen
der Selbstenergien und 3-Punkt-Vertizes zusammen, die bei der Bestimmung spezieller
Losungen im Rahmen des achten Kapitels eine entscheidende Rolle spielen werden. So kann
zunichst bestétigt werden, was bereits bei der Beschreibung des Anpassungsverfahrens im
Rahmen des Abschnitts 2.3 formuliert wurde: Indem die héheren Vertizes ihre Polpositio-
nen an die niedrigen Vertizes ,herunterreichen“ , stimmen zwar sdmtliche Polpositionen
der nichtperturbativen Modifikationen (beziiglich gleichartiger Beine) iiberein; gleichzei-
tig existieren aber keine eigenen Bestimmungsgleichungen fiir die zugehtrigen Parameter
ue und wsy, wodurch das fundamentale Problem eines Informationsdefizits bei alleiniger
Verwendung der Dyson-Schwinger-Integralgleichungen deutlich wird. Eine Verbesserung
dieser Situation ist auch bei Verwendung der Bethe-Salpeter-resummierten Gleichungen
nicht zu erwarten, obwohl deren Funktionale alle Impulsstrukturen der modifizierten Ver-
tizes in symmetrischer Weise reproduzieren kénnen.

Das Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenzproblem der verallgemeinerten Feynman-Regeln
fiir die Selbstenergien und 3-Punkt-Vertizes liefert also insgesamt 2-2+2-5 = 14 gekoppelte
nichtlineare Gleichungen fiir 2 -3 4+ 2 -5 = 16 Vertexparameter, wobei die Ankopplung
an die verallgemeinerte Feynman-Regel des 4-Gluon-Vertex nur durch einen schmalen
,Flaschenhals“ in Gestalt der beiden folgenden Parameter-Kombinationen erfolgt:

U = oG- oG (6.32)
B = pGt G - G~ (6.33)

Somit existiert effektiv eine vierparametrige Unterbestimmtheit des Gleichungssystems,
die zur Bestimmung spezieller Losungen fiir die Vertexparameter die Verwendung von

3Offensichtlich liefert eine Residuenbildung beziiglich der anderen Impulsvariablen p» aus Symmetrie-
griinden dieselben Resultate, wobei die Anpassungsstelle von p1 eingeht.
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Zusatzinformationen erforderlich macht. Zwei solche Bedingungen werden nach obiger Ar-
gumentation stets bendtigt; zwei weitere kommen hinzu, sofern man sich von der sehr
komplizierten Selbstkonsistenzrechnung fiir den 4-Gluon-Vertex ,,abkoppeln“ mdochte. Es
bieten sich hierzu zunichst die Stérungen der perturbativen Renormierungskonstanten
an, deren Anzahl sich bei Berticksichtigung beider Kanéle des Fermion-Gluon-Vertex mit
dem Unterbestimmtheitsgrad des Gleichungssystems deckt. Allerdings wurde bereits in
Abschnitt 6.2 erkannt, dal die Forderung nach einem exakten Verschwinden der Stérung
in (6.5) nur durch das Verschwinden der relevanten Parameter x; oder zio zu erfiillen
ist; beide Losungen fithren schlieflich zu der trivialen Losung d. h. dem Verschwinden aller
nichtperturbativen Modifikationen im fermionischen Sektor.

Fiir eine Uberpriifung der entsprechenden Bedingungen im gluonischen Sektor be-
schriinken wir uns auf die rein gluonische Theorie (Ng = 0) * und notieren wegen (5.23)
und (5.24) als notwendige Bedingungen fiir die Parameter:

5
22 4 8xy1y — in <0
37
— 73:% + 3x124 L 0
Die Auflésung der zweiten Gleichung nach z4 fithrt auf
1 37
Ty = Fl’l )

setzt man dies aber in die erste Gleichung ein, so folgt

< 403) i
1 144) ~

und damit das Verschwinden beider Parameter:

7 = x4 = 0 (6.34)
Durch (6.34) wird gleichzeitig erreicht, dafi die kompensierenden Pole, die fiir das Auftreten
der Storungen iiberhaupt verantwortlich sind, im perturbativen Limes verschwinden und
somit auch der Ansatz des 4-Gluon-Vertex (2.42) diese Eigenschaft besitzt. Allerdings zeigt
eine detaillierte Analyse des entsprechend ausgewerteten Gleichungssystems, dafl diese
Einschriankung — sogar die Forderung nach einem Verschwinden des Parameters x; allein
— letztendlich auf die triviale Losung fiihrt, die bei der Einfithrung der kompensierenden
Pole bereits ausgeschlossen werden mufte.

Eine weniger ,,scharfe Bedingung erhilt man durch die Forderung nach einer Symme-
trisierung der perturbativen Renormierungskonstanten. Diese Forderung wird auf hoheren
Stufen der rationalen Approximation ebenfalls asymptotisch zu erfiillen sein; sie fiihrt
auf eine quadratische Gleichung fiir den Quotienten der beiden Parameter, die zwei reelle
Losungen folgender Gestalt besitzt (x) := x4/x1):

33
5
Diese Symmetrisierungs-Bedingung gentigt allerdings nicht, um die Unterbestimmtheit des

polynomialen Gleichungssystems vollstindig auszugleichen ®, so daf selbst bei ihrer Ver-
wendung weitere Zusatzinformationen benétigt werden. Diese sind beispielsweise durch

Ty =1 Vv 2 = (6.35)

1Eine genauere Analyse zeigt, daB fiir Nr # 0 qualitativ dieselben Resultate zu erwarten sind.
®Die Einbeziehung der entsprechenden Bedingung im Fermionsektor im Fall von Nr # 0 #ndert diese
Situation nicht.
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die verschiedenen Bewegungsgleichungs-Kondensate der Theorie gegeben, deren Bedin-
gungen an die Parameter der nichtperturbativ erweiterten Anséitze im Rahmen des zwei-
ten Anhangs formuliert werden. Diese Wahl ist besonders vorteilhaft, da die zugehorigen
Identitdten die Polpositionen us und wo explizit enthalten ®. Eine detailliertere Analyse
der Selbstkonsistenzgleichungen im achten Kapitel wird schliellich zeigen, dafl eine sol-
che Eigenschaft der Nebenbedingungen tatsidchlich unumgdnglich ist, sofern im Rahmen
einer Theorie mit masselosen Fermionen spezielle Losungen des Selbstkonsistenzproblems
gefunden werden sollen.

SFiir eine solche Eigenschaft miissen die zugrundeliegenden Feynman-Graphen mindestens einen quadra-
tischen Divergenzgrad besitzen, da allein hoher divergente Impulsintegrale in der Lage sind, die Parameter
der Nennerfaktoren in den Zihler zu transportieren. Dies wird in der Landau-Eichung aufler durch die
Schleifen der Gluon-Selbstenergie nur durch die Schleifen der Vakuumkondensate geleistet.
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Kapitel 7

Das Selbstkonsistenzproblem des
4-Gluon-Vertex

Bei der Analyse des Selbstkonsistenzproblems fiir die nichtperturbativ modifizierte nullte
Ordnung des 4-Gluon-Vertex (2.42) gehen wir analog der Behandlung der 3-Punkt-Vertizes
vor und formulieren zunichst graphisch die 1-Schleifen-Beitrége des zugehorigen Dyson-
Schwinger-Funktionals (1.67) in erster Iteration. Hierbei lassen sich zwei Gruppen von
Feynman-Graphen unterscheiden:

L= [F(O)pert,F[l,O]} - Yy [F(O)pET’t’F[l,O] L el [F(O)pm’rp,oq

(7.1)

Der erste Teil dieser Zerlegung besteht aus allen Anteilen, die eine innere Linie der Form
(3.7) mit einem Polfaktor beziiglich einer der drei Mandelstam-Variablen der 4-Punkt-
Funktion enthalten; dieses Teilfunktional ist fiir die selbstkonsistente Reproduktion der
kompensierenden Pole in (2.42) verantwortlich und wird im ersten Abschnitt dieses Kapi-
tels behandelt. Das zweite Teilfunktional bildet dagegen die Grundlage fiir das anschlielen-
de Selbstkonsistenzproblem des reduzierten 4-Gluon-Vertex V41, das diesmal die Gestalt
eines linearen Gleichungssystems in den Vertexparametern (; annimmt.

Eine zusétzliche Analyse der S-T-Identitdt (1.90) ist analog dem 3-Gluon-Vertex iiber
eine Longitudinal-Projektion der Summe aller 1-Schleifen-Beitrége zwar moglich; auf sie
wird aber aufgrund der komplizierten Tensorstruktur in dieser Arbeit verzichtet.

7.1 Erste Abspaltung separabler Terme

Von der durchaus langwierigen Analyse des Terms @gjl) diskutieren wir hier aus Platz-
griinden nur das Endstadium, wobei sich die Verwendung der graphischen Elemente, die
im dritten Kapitel eingefiihrt wurden, als besonders hilfreich erweist. Beriicksichtigt man
siamtliche Mandelstam-Pole der 5-Punkt-Vertizes I's und I's — ihre Existenz 148t sich
analog dem dritten Kapitel wiederum bereits aus den entsprechenden Vier- und Drei-
Punkt-Gleichungen erschlieflen — , so enthalten die Skelettgraphen-Entwicklungen der zu-
gehorigen 7Ts-Amplituden (1.68 — 1.70) ebenso wie die Entwicklung der 74 sAmplitude
(1.54) sowohl separable Terme als auch entschirfte 1-Teilchen-Austauschgraphen. In er-
ster nichtperturbativer Iteration erhalten wir folgende 1-Schleifen-Beitréige:
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(I)Sijl) [P(O)pert’r[l,o]} _ Z (I)(i) (vivavsva) ({p};A(e);e)
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i - 0/7"7f
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~ Np - Bﬂ”

+ 2 ZYKL.PERM. (234) (7.2¢)

()
oo

(2)
+ 5 PERM. (234) (7.2f)

(4)

In den beiden Graphen (7.2b) und (7.2e), die jeweils zwei reduzible Stellen in Gestalt
kompensierender Pole besitzen, wird erneut die graphische Notation des dritten Kapitels
fiir den Bj p-Anteil in der Zerlegung der Bj p-Funktion (2.33) verwendet .

Jeweils eine von drei Permutationen der obigen Feynman-Graphen iiberlebt eine Resi-
duenbildung beziiglich einer der drei Mandelstam-Variablen, so daf} die zugehorige Funk-
tion Bjr nach rechts herausfaktorisiert. Ein Vergleich mit den 1-Schleifen-Beitrégen des
3-Gluon-Vertex (5.1a — 5.1g) identifiziert die verbleibenden Graphen als diejenigen Terme,
die nach der Residuenbildung dieser Beitrége beziiglich eines der rechten beiden Beine ent-
stehen und den entsprechenden By r-Anteil des nichtperturbativ modifizierten 3-Gluon-
Vertex reproduzieren. Somit wird die selbstkonsistente Reproduktion der Mandelstam-
Pole in dem Ansatz fiir den 4-Gluon-Vertex (2.42) wie bei den oberflichlich konvergen-
ten Vertizes schon durch die Selbstkonsistenzgleichungen der Gluon-Selbstenergie und des
3-Gluon-Vertex geleistet. Dies ist durchaus einsichtig, da der Ansatz fiir die Residuums-
funktionen (3.6) bekanntermaflen keine neuen Parameter enthilt und folglich keine eigenen
Selbstkonsistenzgleichungen erfordern sollte.

7.2 Weitere Feynman-Graphen der ersten Iteration

Nach Abspaltung der separablen Terme verbleiben in der 1-Schleifen-Ordnung sieben wei-
tere Typen von Feynman-Graphen, die fiir das Selbstkonsistenzproblem des reduzierten
4-Gluon-Vertex Vj 7 eine Rolle spielen. Hinzu kommen verschiedene Permutationen der

Man beachte, dafl die graphische Notation der ,, Dreiecke® in anderen Arbeiten zu den kompensierenden
Polen [17] [36] die entsprechenden Bi r-Anteile selber darstellt.
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geschlossenen Geist-Schleifen, die wie bei der Gluon-Selbstenergie und dem 3-Gluon-Vertex
einen wichtigen Beitrag zur perturbativen Renormierungskonstante liefern. Eventuell vor-
handene kompensierende Pole liegen im folgenden allenfalls in dem Quadrat des von links
einlaufenden Impulses vor und sichern wie iiblich die selbstkonsistente Reproduktion des
E; p-Anteils in der Pol-Zerlegung des Ansatzes (2.37).

Insgesamt erhalten wir folgende 1-Schleifen-Beitréige des zweiten Teilfunktionals in der
Zerlegung (7.1):
(I=1) (i) (v1vavsra)
Gy, [rOr O] = 3T By e ((Ph A e)

(a1a2a3a4
i=a,..,h

(3) (7.3a)

- 1,0
= 5 BLT]

(4)

)
+ 2 ZYKL.PERM. (234) (7.3b)

(4)

)
+ 2 ZYKL.PERM. (234) (7.3¢)
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(1)
n ()
(2)

+ 5 PERM. (234) (7.3h)

(4)

Fiir die perturbative Geist-Schleife wurde erneut die Notation (2.26) verwendet, um die
fehlende Transversal-Projektion der Schleife beziiglich des ersten Beins zu betonen. Die
Permutations-Algebra sichert zwar fiir jeden 1-Schleifen-Term die schon frither erwihnte
,Crossing“-Symmetrie; diese stellt aber im Vergleich zu der vollen Bose-Symmetrie des
nichtperturbativ erweiterten Ansatzes (2.46) eine wesentliche Einschréinkung dar.

Aufgrund der schwachen logarithmischen Divergenz der Impulsintegrale erweist sich
die im Anhang vorgestellte Subtraktionsmethode bei der Berechnung der 1-Schleifen-
Divergenzen als besonders niitzlich; leider sprengt die Formulierung der einzelnen diver-
genten Anteile der 1-Schleifen-Beitrige (7.3a — 7.3h) den Rahmen dieser Arbeit. Diese
werden aber — in Landau-Eichung und fir No = 3 — fiir den interessierten Leser in [10]
zusammengestellt. Wir beschrinken uns hier auf die Zusammenfassung der wichtigsten
Eigenschaften der Resultate:

e Die Kontraktion der Farbtensoren liefert jeweils auch Beitrige zu den drei Kronecker-
Strukturen im Farbraum der adjungierten Darstellung, die bei Aufsummation al-
ler Terme im Gegensatz zur Storungstheorie nicht verschwinden. Insbesondere ge-
schieht dies auch, falls entsprechende Strukturen in dem Ansatz fir Vyr (2.46)
vernachléssigt werden, so daf} eine Beschrinkung auf die antisymmetrischen Struk-
turkonstanten fu5. keine konsistente Wahl gewesen wéire. Weiterhin entwickelt die
Summe aller 1-Schleifen-Beitrége keine Farbstrukturen, die die symmetrischen Struk-
turkonstanten dgp. enthalten ?; also bilden die fiinf linear unabhingigen Farbtenso-
ren (2.64 — 2.68) beziiglich der ersten Iteration der gekoppelten Dyson-Schwinger-
Gleichungen ein abgeschlossenes System.

e Neben eventuellen Transversal-Projektoren bleibt die Lorentz-Tensorstruktur der
Resultate ebenfalls auf die dimensionslosen Kronecker-Strukturen beschriankt, so
dafl trotz Unterdriickung einer grofien Anzahl von Lorentz-Tensoren in dem An-
satz fiir Vi (2.46) in erster Iteration der Dyson-Schwinger-Gleichungen beziiglich
der Lorentz-Tensoren ein abgeschlossenes System entsteht. Als Basistensoren fiir

2Ein Blick auf die Spur-Relation (A.65) fiir die geschlossene Fermion-Schleife zeigt, dafl dieses Resultat
durchaus nichttrivial ist.
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die Formulierung der 1-Schleifen-Resultate bieten sich die bekannten Kombinatio-
nen (2.69 — 2.71) an, die aufgrund ihrer Projektions-Eigenschaften bei der Trennung
verschiedener Tensorstrukturen niitzlich sind.

e Der Mangel an Bose-Symmetrie — verursacht durch die Auszeichnung des von links
einlaufenden Beins — erzeugt zum Teil neue Kombinationen der Polfaktoren bzw. Im-
pulsstrukturen mit eingeschrankter Symmetrie, die — ebenso wie die Jacobi-Identitéit
der Farbtensoren in (2.67) — die Verwendung der urspriinglichen Form des Ansatzes
fir Var (2.46) bei einem Residuenvergleich erschwert. Aus diesem Grund wurde
im zweiten Kapitel die Zerlegung des Ansatzes nach linear unabhéingigen Tensoren
sowie Lorentz-invarianten Impulsfunktionen durchgefiihrt.

7.3 Selbstkonsistenz fiir V,

Das Selbstkonsistenzproblem des reduzierten d. h. beziiglich der Mandelstam-Variablen
reguléren 4-Gluon-Vertex V, 7 im vollsténdig transversalen Sektor lautet in der bekannten
schematischen Notation:

Uil e o] | P i of)

Die weitere Herleitung der Selbstkonsistenzgleichungen fiir die Vertexparameter (; ent-
spricht der Behandlung der 3-Punkt-Vertizes und erfordert nach einer Transversal-Projek-
tion beziiglich des linken Beins zunéchst die {ibliche Zerlegung der 1-Schleifen-Resultate
nach Tensor- und Impulsstrukturen:

IV (1) 17272 (pg) P37 (p3) tP474 (py) (I)V47T ((:isjgz:i)) ({p}; A(e); e)

= P (p1) P12 (pQ)tPSHS (pg) {Paka (p4)

1 1,0
l T uzA? ELT] ey ({0} M) T Iy r (p%;A(e);e)

+ A Z A Z Ci (a1azazas) Lj78(u1u2ugu4)

: <Ii7j70 (A(©)s€) + Iz Zi i1 (A(e)se)
+ (Tl +104) Zijp (A(e)i€) + (T3 = T) Zia (Ale)se)
+ Ty (T3 + T04) Tija (A(e)se) + T (Tiy —H4) Tijs (Ae)se)
+ T30 T 6 (Ae);€) + TaTlslly 7, 57 (A ) ]

(7.5)

Nach Residuenbildung an der Stelle pZ = —uA? kiirzt sich diesmal die Funktion Eqvr
auf beiden Seiten der Gleichung (7.4) heraus, so dafl die selbstkonsistente Reprodukti-
on der Polstrukturen in pZ wie gewohnt durch die erste Selbstkonsistenzgleichung der



98 KAPITEL 7. DAS SELBSTKONSISTENZPROBLEM DES 4-GLUON-VERTEX

Gluon-Selbstenergie (4.10) gesichert ist. Die Zerlegung (7.5) enthilt auBlerdem zu jeder
Kombination der Farbtensoren C; und Lorentz-Tensoren L; s acht verschiedene Integra-
le, wobei die — beziiglich Vertauschung des dritten und vierten Beins — antisymmetrischen
Impulsstrukturen nur fiir partiell bose-antisymmetrische Kombinationen der Tensoren (z.
B. C4 mit L_ ) nichtverschwindende Beitrége besitzen; fiir diese Kombinationen stellen
sie insbesondere die einzigen Beitrige dar, so dafl die effektive Zahl der Integrale schlief$lich
8-6+47-2 =062 betragt.

Eine vollstdndige Herleitung sémtlicher Selbstkonsistenzgleichungen sprengt den Rah-
men dieser Arbeit; wir wihlen daher an dieser Stelle exemplarisch eine Impulsstruktur
des Farbtensors C4 und des Lorentz-Tensors Lo, aus, um die weitere Vorgehensweise zu
demonstrieren. Der divergente Anteil des Integrals Z4 7 lautet beispielsweise (N¢ = 3):

45 9 27
Zao, (A(f);f) = <27$i + ZMCQ + 1354(3 + 18z4(6 — 73?4(8 + 27z4(9
27 27 1
— 272412 + —x4C1a — —x4C17 — — (543?4332
2 2 us
45 97 97 1,
+ Z$5C4 — 73?5(10 + 7355(15) + u—§27l’5l’7>
A —2¢
. <ﬂ> -4 @(60)
140] €
(7.6)

Die Riickwirkung des Polanteils fithrt mittels der bekannten Subtraktionsmethode (5.12)
auf das neue Integral
— 14,06 2y _ A2
Jao7 = Zaor + A2 IT; (L,T (p7) — L1 (—u2A )) ; (7.7)
das schliefilich nach Projektion der zugehorigen Tensoren und einem Residuenvergleich
mit dem umformulierten Ansatz (2.73) auf folgende Selbstkonsistenzgleichung fithrt:

2
6 _ 90,6 .
maos A’ = 5 A0 Taor (Ae)ie) (78)
Fiir die endgiiltige Form der Bedingung an die Parameter der nichtperturbativ erweiter-
ten Ansitze benotigen wir neben dem 1/g%-Mechanismus (2.13) die Darstellungen der
Hilfsparameter 7; jx durch die fundamentalen Vertexparameter (;, die dem mathemati-
schen Anhang zu entnehmen sind. Wir verwenden fiir (7.8) die Identitéten

3 3

= - — 7.9

14,05 5 Cio + 5 C15 (7.9)
3 3

NA406 = — 5(11 + 5(16 (7.10)

und multiplizieren die Gleichung (7.8) mit u3 und dem ersten Koeffizienten der 8-Funktion,
um eine vollstdndig polynomiale Gestalt zu erhalten. In Hinblick auf die spdtere Matrix-
Notation der Selbstkonsistenzgleichungen isolieren wir aulerdem die Inhomogenitdt und
erhalten folgende Gleichung fiir die Parameter der nichtperturbativ erweiterten Ansétze:
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9 45
ZU§$4(5C2 + {3+ 80 —6¢ + 120 — 12(12 + 6(14 — 6(17) - ZU3$5C4

3 27 45 15
+ (5 Bouj + ?U3$5) (Clo - C15) + (Z usTL — o UsT4 — Np U32‘1,o) (Cn - Cm)

= —2Tuizd + Sduswer? — 27 xiay

(7.11)

Samtliche 54 Gleichungen des 4-Gluon-Vertex, die durch den iiblichen Residuenvergleich
der Impulsstrukturen entstehen, sind in dieser Form im Anhang C aufgelistet; sie stel-
len ein stark iiberbestimmtes, lineares Gleichungssystem fiir die Vertexparameter (; dar,
das selbst bei bekannten Parametern der Propagatoren und 3-Punkt-Vertizes keinesfalls
exakt erfiillt werden kann, sondern stattdessen mit Hilfe einer Optimierungs-Methode zu
behandeln ist.

Analog zu den 3-Punkt-Vertizes existieren zusdtzlich acht divergente Beitriage, die im
perturbativen Limes nicht verschwinden und zum Teil die vollsténdig bose-symmetrische
Divergenz der perturbativen Renormierungskonstanten (1.94) enthalten. Deren Stérungen,
die auf erster Stufe der rationalen Approximation durchaus noch die gleiche Gréfienord-
nung aufweisen konnen, sind an den divergenten Anteilen der Integrale J; ;o mit

» — » Mi,j5,1 2y _ _ 2
Tgo = Tijo + o 53 T (Tur @) = Tur (-ued?) ) (7.12)
abzulesen; eine vollstdndige Auflistung aller perturbativen Divergenzen fiir den reduzierten
4-Gluon-Vertex V, 7 findet sich in dem Anhang C.2 im Anschlufl an die Formulierung der
Selbstkonsistenzgleichungen.
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Kapitel 8

Analyse der
Selbstkonsistenzgleichungen

Wir beginnen nun mit der Suche nach speziellen Losungen des gekoppelten Selbstkonsi-
stenzproblems, d. h. nach diskreten Kombinationen reeller Parameterwerte, die simtliche
Selbstkonsistenzgleichungen simultan erfiillen. Die divergenten Beitrige von Ordnung g2,
die im perturbativen Limes nicht verschwinden und somit Stérungen der perturbativen
Renormierungskonstanten darstellen, werden in Erinnerung an die Zwischenbilanz des
sechsten Kapitels im folgenden nicht berticksichtigt. Da fiir hohere Stufen der rationa-
len Approximation die Anzahl dieser Divergenzen konstant bleibt und gleichzeitig immer
mehr nichtperturbative Parameter zu den Stérungen beitragen, ist deren Verschwinden
auf Stufe r = 1 sicher noch nicht exakt zu fordern. Wir werden aber die entsprechenden
Zahlenwerte — zumindest fiir die 3-Punkt-Vertizes — nach Berechnung der Parameterwerte
kontrollieren.

Der schmale ,,Flaschenhals* beziiglich der Ankopplung des reduzierten 4-Gluon-Vertex
innerhalb des nichtlinearen Gleichungssystems der Selbstenergien und 3-Punkt-Vertizes
er6ffnet die Moglichkeit, deren Selbstkonsistenzproblem zunéchst separat zu l6sen und
anschliefend die Gleichungen des 4-Gluon-Vertex — mit festgelegten iibrigen Parametern
— als lineares System bzw. als Matrix-Gleichung (mit konstanten Koeffizienten) fiir die
Parameter (; zu behandeln. Wiahrend die Fixierung von Losungen des unterbestimm-
ten nichtlinearen Systems auf die Hinzunahme von Nebenbedingungen (z. B. in Form
von Bewegungsgleichungs-Kondensaten) angewiesen ist, 148t sich eine (eindeutige) Opti-
mallésung des stark tberbestimmien linearen Gleichungssystems durch eine Minimisierung
der Summe aller Fehlerquadrate gewinnen. Dabei ist zu kontrollieren, inwieweit die Fest-
legung der Kopplungs-Kombinationen Z; und Z3 durch spezielle Losungen des nichtli-
nearen Systems die Werte der Vertexparameter (; beeinflufit.

Eine Uberpriifung der Parameterwerte durch experimentelle Daten erweist sich im Ra-
men der hier verwendeten Ndherungen als schwierig; allerdings lassen sich mit den in dieser
Arbeit vorgestellten Methoden renormierungsgruppen(RG)-invariante Beitrége der Ord-
nung ¢° von eichinvarianten Vakuumkondensaten ermitteln ! und mit halb-empirischen
Werten aus QCD-Summenregeln [25] vergleichen. Dabei ist aber aufgrund der niedrigen
Approximationsstufe unserer Ansitze nur eine qualitative Ubereinstimmung zu erwarten.

!Die hierfiir notwendige Berechnung der divergenten Beitrige in fithrender Schleifen-Ordnung ist zum
grofien Teil in [37] zu finden; die entsprechenden Resultate sind in vervollstdndigter (und teilweise korri-
gierter) Form im zweiten Anhang unserer Arbeit zusammengestellt.
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8.1 Die Skalierungs-Eigenschaft der polynomialen
Gleichungen

Wir fassen die Selbstkonsistenzgleichungen der Selbstenergien und 3-Punkt-Vertizes noch
einmal zusammen. Aus dem Selbstkonsistenzproblem der Selbstenergien erhalten wir nach
Multiplikation mit Gy die folgenden vier Gleichungen:

33 )

Pour = — a1+ jxat
2
+ Ng ( —2ws + 2(11)1 — ’LUQ)Z()J — 22()74 + 52170) (8.1)
15 5
Bous = 5 U2T1 — Jusly — 9x5 + uiry
2
+ Np ( - §u231,0 - 211)3217() + 2(11)1 — w2)2171 — 22174) (8.2)
Bowr = 4wy — 4201 (8.3)
Gowsg = 4w12071 — 42()74 (8,4)

Man beachte, dafl im Gegensatz zu der Behandlung massiver Fermionen [17] das Resul-
tat der geschlossenen Fermion-Schleife aus dem Funktional der Gluon-Selbstenergie nicht
als Nebenbedingung, sondern direkt als Teil der Selbstkonsistenzgleichung in Erscheinung
tritt. Die entsprechenden Beitrége sind — wie auch bei allen anderen geschlossenen Fermion-
Schleifen — an einem Vorfaktor in Gestalt der Flavour-Zahl Ng zu erkennen. Wir erinnern
noch einmal daran, dafl die Parameter der Polpositionen us und ws zwar in den gluoni-
schen Gleichungen (8.1) und (8.2) auftreten, aber keine eigenen Bestimmungsgleichungen
besitzen.

Da uns nur nichttriviale Losungen mit nichtverschwindenden Parametern us und ws
interessieren, multiplizieren wir die iibrigen Selbstkonsistenzgleichungen mit beiden Para-
metern und erhalten — nach zusétzlicher Multiplikation mit §y — zehn weitere Gleichungen
in rein polynomialer Gestalt:

3 9 1 9 15
Bougwsgrs = §u3w3$4 + §w3x2$5 — 2w3w5 — 711)33:13:7 + Zw3x4a;7
2 2 2
+ Np (gwgzmm + gugwgzio — gugzil) (8.5)
9 15
Bouzwsry = — 7 UBWsT + Eugwsm + ZWsT1T2 — Jwzr1T5 + W3T4T5
2 2 2
+ Np (§w32170x5 + §U3w32170 — §U320712171) (8.6)
3 3 9 1 5 9 1 n 5
UIW3LE = —UIW3LG — — - - - — —
0 U3W3ZT5 5 UsW3Ty 4w3x2x5 4w3$5 2w3$1l’7 4w3x4x7
2 2 2
+ ugws Zy + Np (gwgzmm + gugwgzio — gugzil) (8.7)
3 9 n 15 31 n 5
UIW3L] = — —U3W3T —U3W3Ls — —W3L1L2 — —W3T -
0 U3W3T1 7 UBWsT1 g UsWaTs 7 WaT1T2 4311’5 4w3x2x4

2 2 2
+ usws Zl + NF (§w32170$2 + §U3w32170 - §U320712171) (8.8)
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3 37 3
ﬂ() uzwzry = 5%3’[1)3.%4 - Zw3$1$5 + 5’[1)3.'1?4%5
2 2 2
+ uzws Zl + NF (§w32170x5 + §U3w32170 - §U320712171) (8.9)
Bouzzi,1 = JUBR01T4 — L 211T5 (8.10)
9 9
Pouszio = Justs — 721,075 (8.11)
9 9
Pouszon = Juszon — 721,171 (8.12)
9 9 9 9 15
ﬂO Uzwszzo,4 = Zugwgzml — ZU3ZO74 — 711)3.%12174
5 2
+ Zw3x42174 + NF§w321702174 (8.13)
9
Bo uzwszo,1 = JUsWsZ0,1 — UBZ0,1204 — o W3TIL]
5 2
+ ngmzm + Npgwgzmzm (8.14)

Die beiden Parameterkombinationen Z; und Zs, die aus der Ankopplung des 4-Gluon-
Vertex resultieren, wurden bereits in Abschnitt 6.6 definiert und erhthen den Unterbe-
stimmtheitsgrad des gekoppelten nichtlinearen Gleichungssystems; wir werden spéter bei
der Auswahl spezieller Losungen hierauf zuriickkommen.

Bereits in [17] wurde erkannt, da8 fiir nichtverschwindende fermionische Parameter aus
den fermionischen Gleichungen (8.10) und (8.12) eine Gleichung gewonnen werden kann,
die nur noch gluonische Parameter enthélt:

Boug + §$5 = — 1650871_36.%13?4 (8.15)
Diese Gleichung existiert in der gluonischen Theorie (Ng = 0) nicht; aber auch fiir mas-
selose Fermionen hilft sie — im Gegensatz zu der Behandlung massiver Fermionen in [17]
— bei der Losungsfindung nicht weiter, da die Entkopplung der fermionischen und gluo-
nischen Gleichungen aufgrund der Beitrége geschlossener Fermion-Schleifen nicht moglich
ist.
Eine detaillierte Analyse der gluonischen Gleichungen fiir Ngp = 0 zeigt, daf§ durch
folgende Reskalierung der Parameter im gluonischen Sektor der Parameter x; vollstéindig
eliminiert werden kann:

up = w1 Ty = xo/x? xh = xr/zd
uh = ug/ry Ty = x4/T1 Zy = Zy/m
uy = ug/wi xh = x5/xf Zh = Zyx}

(8.16)

Man beachte, dafl durch die Ersetzung der Parameter allein die triviale Losung des Selbst-
konsistenzproblems ausgeschlossen wird; dies ist mit der Tatsache zu vergleichen, daf die
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— fiir die Selbstkonsistenz notwendige — Identifizierung kompensierender Pole im dritten
Kapitel nur fiir nichtverschwindende Polstrukturen der Selbstenergien moglich ist, und
macht einmal mehr deutlich, daf§ 'y und die oberflichlich konvergenten Vertizes im for-
malen ,perturbativen“ Limes (A — 0) fiir niedrige r nicht die richtige perturbative Form
annehmen.

Die Notwendigkeit der Reskalierung von Z; und Zs zeigt auflerdem, dafl auch die
Parameter (; aus dem Ansatz des reduzierten 4-Gluon-Vertex (2.46) von der Reskalierung
betroffen sein miissen. Die entsprechende Definition neuer Parameter soll aber auf den
dritten Abschnitt dieses Kapitels verschoben werden, in dem auch das zugehérige lineare
Gleichungssystem diskutiert wird.

Unter der Voraussetzung, dafl nur nach reellen Losungen des Selbstkonsistenzproblems
gesucht wird, deutet ein Blick auf die erste Selbstkonsistenzgleichung der Gluon-Selbst-
energie (8.1) bereits an, dafl fiir N # 0 eine Reskalierung der fermionischen Parameter
nur durch Verwendung des reellen Faktors /[z;] méglich sein wird. Dazu ist allerdings
eine Fallunterscheidung beziiglich des Vorzeichens von 1 erforderlich:

1. Fiir positive Skalierungs-Parameter (x; > 0) lassen sich die fermionischen Parameter
direkt durch halbzahlige Potenzen von x; skalieren:

wy = wi/yn 204 = 204/T1
wy = wa/y/T1 2o = z0/T
wy = wz/a Ap = aa/VaErd
Z(/) 1= 201/ 23,4 = 21,4/3?12

(8.17)

Die modifizierten Selbstkonsistenzgleichungen fiir die gestrichenen Parameter sind
in diesem Fall allein durch die formale Ersetzung xz; — 1 zu erhalten.

2. Fiir ein negatives Vorzeichen des Skalierungs-Parameters (z; < 0) dagegen erzwingt
die Forderung nach reellen Losungen die Verwendung des Betrages von ;. Eine
mogliche Definition von neuen gestrichenen Parametern, die eine Eliminierung des
Skalierungs-Parameters aus sémtlichen nichtlinearen Gleichungen ermdoglicht, lautet
diesmal:

w’1 = wl/\/—wl z(') 4 = 20,4/331
w’2 = wg/\/ —T1 Zi() = 31,0/-T1

3
wg = —wg/.Tl Zil = _Zl,l/v_-rl

2671 = 20,1/V—T1 24 = —2174/3512
(8.18)

Man beachte, dafl die obigen Skalierungs-Bedingungen auf Grundlage der fermioni-
schen Gleichungen (8.10 — 8.14) hergeleitet werden, die bei Verwendung der obigen
Parameter allein durch die formale Ersetzung 7 — 1 zu modifizieren sind. In
den Gleichungen der Gluon-Selbstenergie (8.1 — 8.2) — und nur hier — sind dagegen
zusétzlich einige Vorzeichen zu dndern, wodurch effektiv zwei neue Gleichungen fiir
die gestrichenen Parameter entstehen:
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33 5 9
2
+ Np (2wg — 2(w} —wé)z{m + 22(’)74 + §2370) (8.19)
15 5
Bouy = 71/2 — Zuéwﬁl — 9xf + 9uiz)

2
+ Np ( - guézﬂp + 2whzy g — 2(w) —wy)zy; + 223,4) (8.20)

Es liegen also effektiv zwei verschiedene Gleichungssysteme vor, die unterschiedlichen Vor-
zeichen des Skalierungs-Parameters 1 entsprechen und durchaus unterschiedliche Losun-
gen besitzen konnen. Welches der beiden Systeme bei der Suche nach ,,Confinement“-
zeigenden Losungen zu bevorzugen ist, wird die Hinzunahme von Nebenbedingungen im
Rahmen des nichsten Abschnitts zeigen.

Eine zusitzliche Freiheit bei der Wahl der Skalierung ist durch das unbestimmte Vor-
zeichen der Wurzel gegeben; diese Fragestellung ist mit der Beobachtung verkniipft, dafl
mit dem Parametersatz

/A ! / /AP S A W ! ! / ! ! !
{ Uy, Ug, Uz, Wy, Wo, W3, To, Ty, T, L, Zla ZQa ZO,la 2074a Zl,Oa Zl,la Z1,4 } (8 21)

auch der Parametersatz

roor ! / /AP S A A ! ! / ! ! ! !
{ Uy, Ug, Uz, —W1, —Wa, W3, T, Ty, T5; T, Zla ZQa _ZO,la 2074a Zl,Oa _Zl,la Z1,4 } (8 22)

eine Losung darstellt, und kann durch eine Vorzeichen-Analyse des reskalierten RG-invari-
anten Beitrags fiir das (experimentell negative) Fermion-Antifermion-Kondensat masselo-
ser Fermionen (siehe Anhang B) beantwortet werden.

Die fundamentale Bedeutung der Skalierungsinvarianz ist darin zu finden, dafl die Be-
rechnung divergenter Beitrige das Renormierungsschema nicht festlegt und somit auch die
schemata-abhéngige Massenskala A nur bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt
werden kann. In dem vorliegenden Fall bedeutet dies, dafl sich sdmtliche massebehafteten
nichtperturbativen Gréflen als Vielfaches von

A=\ flal A

darstellen lassen. Der dimensionslose Skalierungsfaktor der Massenskala ist somit direkt
mit dem frei wihlbaren Skalierungs-Parameter x; verkniipft und kann im Rahmen der
Dyson-Schwinger-Gleichungen erst mit der Berechnung endlicher Beitrége in der 2-Schlei-
fen-Ordnung fixiert werden.

8.2 Eine Auswahl spezieller Losungen

Das polynomiale Gleichungssystem fiir die reskalierten Parameter enthélt — unabhéingig
von den Vorzeichen des Skalierungs-Parameters sowie der Wurzel seines Betrages — effek-
tiv 14 gekoppelte Gleichungen fiir insgesamt 17 unbestimmte Parameter und somit eine
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dreiparametrige Unterbestimmtheit. Diese mufl durch Hinzunahme geeigneter Nebenbe-
dingungen verringert werden, damit die Fixierung spezieller Losungen des Selbstkonsi-
stenzproblems erfolgreich sein kann.

Bereits im Rahmen der Zwischenbilanz des sechsten Kapitels wurde angedeutet, dafl
die Nebenbedingungen, die sich durch Auswertung fithrender Divergenzen der Bewegungs-
gleichungs-Kondensate 2 ergeben, hierzu besonders geeignet sind, da sie die unbestimm-
ten Polpositionen der Ansdtze us und wo explizit enthalten. Tatséchlich zeigt eine de-
taillierte Analyse des Gleichungssystems, dafl die vier Selbstenergie-Parameter uy, us, wy
und we effektiv nur aus zwei Gleichungen (nédmlich den beiden Gleichungen der Gluon-
Selbstenergie) bestimmt werden koénnen. Somit fithrt die Wahl von Zusatzbedingungen,
die keinen dieser vier Parameter enthalten, letztendlich auf eine Uberbestimmtheit der
verbleibenden Gleichungen, die den Versuch der simultanen Erfiillung aller Selbstkonsi-
stenzgleichungen schon im Ansatz zunichte macht 3.

Da die Bewegungsgleichungs-Kondensate ihrer Natur nach 1-Schleifen-Terme mit 2-
Schleifen-Termen (und im Fall des Gluonfeldes zusétzlich mit 3-Schleifen-Termen) ver-
kniipfen, scheint ihre Einbeziehung auf den ersten Blick mit der Vernachldssigung fun-
damentaler 2-Schleifen-Terme in den Dyson-Schwinger-Funktionalen nicht konsistent zu
sein. Die resultierenden Nebenbedingungen fiir das Geistfeld (B.27) und die Fermionfel-
der (B.28) vergleichen aber nur Beitrige aufeinanderfolgender Ordnungen in 1/8y und
nehmen somit eine , strukturell identische* Form wie die Selbstkonsistenzgleichungen an.
Folglich entspricht die Vernachlissigung fundamentaler 3-Schleifen-Terme in dem 4-Gluon-
Kondensat (B.12) den im Rahmen der Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenz verwendeten
Niherungen; die dritte Nebenbedingung (B.29) aus dem Bewegungsgleichungs-Kondensat
des Eichfeldes kann also prinzipiell zur endgiiltigen Fixierung der Parameterwerte verwen-
det werden.

Im folgenden reduzieren wir das polynomiale Gleichungssystem in Abhéngigkeit von
einem Startparameter auf eine einzige Polynom-Gleichung hoheren Grades fiir einen der
Vertexparameter sowie eine Reihe (gebrochen-rationaler) Gleichungen, die die iibrigen
Parameter in Abhéngigkeit von diesem Parameter bestimmen. Die Losungsmenge der
Polynom-Gleichung besteht im allgemeinen aus einem diskreten Satz reeller Zahlen und
komplex-konjugierter Zahlenpaare. Wahrend die komplexen Losungen aufgrund der Nicht-
linearitédt des Gleichungssystems nicht zu reellen Losungen superponiert werden kénnen
und somit als unphysikalisch auszuschlielen sind, wird die Bedeutung der reellen Lésun-
gen durch die Eigenschaften der (eventuell komplexen) Propagator-Polstellen bestimmt,
die nach Berechnung aller Vertexparameter fiir die diskreten Losungen in reskalierter Form
ebenfalls angegeben werden kénnen:

1 .
uy = 5( THuy) £ i 4/Coong (8.23)

Ceong = Uy — —(u] — uh)? (8.24)

1 .
wg = 5 ( /12 + w/22) — wg + (w'l + wlg) 1 cconf ) (825)

2Siehe Anhang B.2.

3Dieselbe Situation ist auch dafiir verantwortlich, da eine Fixierung der Kopplungs-Kombinationen
Z1 und Z} sowie ein anschliefendes iteratives Verfahren iiber das ,lineare“ Gleichungssystem der Vertex-
parameter (; nicht erfolgreich sein kann.
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1
Ceonf = wh——(w]—wh)? (8.26)

Fiir jeden der beiden Sektoren lassen sich im einzelnen folgende Fille unterscheiden:

e Ist die Diskriminante Ceong bzw. Ceons positiv, so besitzen die beiden zugehdrigen
Polstellen nichtverschwindende Imagindranteile und beschreiben kurzlebige Elemen-
taranregungen. Dieser Fall entspricht der erhofften ,, Confinement“-Situation in dem
entsprechenden Sektor.

e Fiir eine negative Diskriminante besitzen die beiden zugehorigen Polstellen reellen
Charakter und bestimmen durch ihre Vorzeichen die physikalischen Eigenschaften
der Losung:

1. Eine positive Polstelle entspricht einem Pol im Minkowskischen und beschreibt
ein physikalisches, asymptotisch detektierbares Teilchen mit positiver Masse.
Obwohl diese Situation der empirischen Beobachtung des ,,Confinements“ wi-
derspricht, muf sie doch als legitime Losung des Selbstkonsistenzproblems ak-
zeptiert werden; sie bedarf allerdings zur Spezifizierung der physikalischen Ei-
genschaften des zugehorigen Teilchens weiterer Stabilitéts-Betrachtungen, die
den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

2. Eine negative Polstelle entspricht einem Pol im Euklidischen und parametri-
siert ein Tachyon d. h. ein Teilchen mit imagindrer Masse, das allgemein als
unphysikalisches Phinomen gewertet wird.

Wir werden jede Losung, die mindestens eine negativ-reelle Propagator-Polstelle enthélt,
als unphysikalisch zuriickstellen. Der fiir uns interessante Bereich spezieller Losungen ist
derjenige, in dem sowohl im gluonischen wie auch im fermionischen Sektor positive Dis-
kriminanten und somit — trotz vollstdndig reeller Vertexparameter — zwei Paare komplex-
konjugierter Polpositionen vorliegen.

Nach diesen allgemeinen Uberlegungen berechnen wir nun in Abhingigkeit von dem
(zunichst positiven) Startparameter w] unter Beriicksichtigung der beiden Nebenbedin-
gungen (B.27) und (B.28) sidmtliche reskalierte Parameter, indem mit Hilfe des Algebra-
Programms ,, MAPLE® [5] fiir verschiedene Vorzeichen des Skalierungs-Parameters z; die
entsprechenden Gleichungssysteme auf jeweils eine Polynom-Gleichung zehnten Grades fiir
den Parameter w4 reduziert werden, dessen diskrete Losungen zur Bestimmung der iibri-
gen gestrichenen Parameter verwendet werden. Mit diesen testen wir die Eigenschaften
der Propagator-Polstellen, um schliellich geeignete spezielle Losungen auszuwéhlen.

Es zeigt sich zunéchst, dafl im Fall 2y < 0 sowohl fiir Ng = 2 als auch fir Np = 6
keine reellen Losungen existieren und somit die Skalierung der fermionischen Parameter
ausschlieBlich auf den Fall z; > 0 (8.17) beschrénkt bleiben kann. In Abhéngigkeit von
dem (zunichst positiven) Startparameter w] besteht die entsprechende Lésungsmannig-
faltigkeit fiir beide Werte von Np entweder aus zehn komplexen Losungen oder aus vier
Paaren komplex-konjugierter Losungen sowie einer positiven und einer negativen Losung
fiir den Parameter wj. Wihrend sich bei der Auswertung fiir die negative Losung zeigt,
dafl immer mindestens eine negativ-reelle Polstelle im fermionischen Sektor vorliegt, ist
das Verhalten der Propagator-Polstellen bei Wahl der positiven Losung unterschiedlich
und fiir verschiedene Bereiche des Startparameters der nachfolgenden Tabelle zu entneh-
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(Bei Verwendung der alternativen Losung (8.22) sind natiirlich die entsprechenden

0.3 < w) < 0.4

04<w) <05

0.5 < w) < 0.9

09 <wj <11

lLl<w) <12

ul, <0 komplex <0 <0
u’ >0 konjugiert <0 <0
w'? >0 > 0 komplex >0
w' >0 >0 konjugiert >0

Tabelle 8.1: Qualitatives Verhalten der Propagator-Polstellen fiir verschiedene Be-
reiche des Startparameters w} (Ng = 0). Auferhalb des angegebenen Intervalls
existieren nur komplexe Losungen des Parameters wj .

Die beiden ,,Confinement“-Ungleichungen (2.18) und (2.23) sind demnach nur in einem
schmalen Intervall des Startparameters wj erfiillt; gleichzeitig ist die Nebenbedingung
(B.29) fiir keinen Wert von w) erfiillbar, so daf ein Approximationsfehler nullter Ordnung
in der Erfiilllung des Bewegungsgleichungs-Kondensats fiir das Eichfeld in Kauf genommen
werden muf}, sofern man mit einer Losung rechnen mochte, die nur komplexe Propagator-
Pole liefert. Wir geben stattdessen eine typische Losung mit einem w}-Wert etwa in der
Mitte des Uberlappungsbereichs von Tabelle 8.1 und mit derjenigen Vorzeichenwahl an,
die spéter das richtige Vorzeichen des Fermionkondensats der Massendimension drei (B.2)
liefern wird. Da der Parameter w) in diesem ,Double-Confinement“-Bereich nur schwach
variiert und in derselben Groflenordnung wie wj liegt, wihlen wir der Einfachheit halber
die Losung mit w] = w) °. Die zugehorigen reellen Zahlenwerte der Vertex-Koeffizienten
sind der Tabelle 8.2 zu entnehmen.

Neben den Zahlenwerten fiir die Vertexparameter sind in dieser Tabelle zusétzlich
die zugehorigen Stérungen der beiden perturbativen Renormierungskonstanten fiir die 3-
Punkt-Vertizes angegeben, die nach Durchfiihrung der Reskalierung nur noch gestrichene
Parameter enthalten und folgendermaflen definiert sind:

9 210
Py = —- k0 (8.27a)
“ 4 uf
p L 9 Z(/)21 15 210 5 'TQL 1,0 2z 0 (8 27b)
T T 2 a4 "3 '
1 ), 5l 2 T4 g 2 (/)
P = 8= — — = — ’ - — 8.27
ge uh + uy 4 uf F3 uh F3w (8.27¢)
37 1 3 2 219 2 (/)
Poo= Foar 5w Negp tNr3or (8.27d)
3 3 3

4Wir withlen exemplarisch den Fall Np = 2; der Fall Nr = 6 liefert qualitativ dieselben Resultate.
5Diese Wahl sichert iibrigens fiir positive Parameter wj} bereits die Erfiillung der fermionischen ,,Con-
finement“-Ungleichung (2.23).
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Np = 2 Nrp =6
W —0.6749 W ~0.5036
w) —0.6749 w) ~0.5036
wh 0.1202 wh 0.0479
21 0.9561 21 0.3777
204 —0.9356 204 —0.2741
4o —0.4282 2o —0.5583
2 0.4094 24 ~0.2108
2 0.2242 2 0.0885
u) —0.3604 u) —0.5142
uh —0.4884 uh 0.2207
" 0.1299 " 0.2644
) 8.7433 ) ~14.5250
x) 8.9088 x) 10.8613
! —3.2607 ! —5.9675
ol —6.2711 ol —11.7466
VA 157.908 VA 163.848
Z 156.224 Z 204.759
Coons 0.1202 Coons 0.0479
Crong 0.1258 Cong 0.1294
P, 7.4167 P, 4.7500
Pp || —27.2206 Pp | —14.8093
Py, 158.093 Py, 121.648
Py 17.1284 Py 6.2831

Tabelle 8.2: Fiir Np = 2 und Np = 6 wurden die Werte derjeni-
gen Parameter zusammengestellt, die mit u}? = v} und w) = w}
das Bewegungsgleichungs-Kondensat fiir masselose Fermionen zum Ver-
schwinden bringen und zusétzlich sowohl im gluonischen wie auch im
fermionischen Sektor ,,Confinement“ zeigen. Die Definitionen der per-

turbativen Storungen P; sind im Abschnitt 8.2 zu finden.
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Die Zahlenwerte der Defektterme (8.27a — 8.27d) liegen in der GréBenordnung der
gluonischen Parameter selbst und stéren somit die perturbativen 1-Schleifen-Resultate
(1.93) bzw. (1.98) erheblich; dies war aber auf erster Stufe der rationalen Approximation
nicht anders zu erwarten.

Abschlielend geben wir die vier komplexen Propagator-Polstellen fiir beide Werte der
Flavour-Zahl an:

Np =2 Np =6
w] —0.06749 —0.05036
ul, 0.4245 +-40.3547 0.1468 + ¢ 0.3597
ul 0.4245 —70.3547 0.1468 — 7 0.3597
w’f 0.3353 —40.4679 0.2057 — 7 0.2205
w’? 0.3353 4+140.4679 0.2057 +10.2205

Tabelle 8.3: Zahlenwerte der Propagator-Polstellen fiir die ausgewéhlten
speziellen Losungen.

8.3 Berechnung eichinvarianter Kondensate

Die Renormierungsgruppen-Invarianz des eichinvarianten Gluon-Kondensats Cgy (B.3)
sowie des renormierten Fermion-Kondensats der Massendimension drei

n = GO), 29

fiihrt unter Beriicksichtigung der Skalierungs-Eigenschaft des ersten Abschnitts auf fol-
gende Definition dimensionsloser Kondensat-Parameter:

Cov(A) = ¢c-A* = ¢ -z A? (8.29)
Cri(A) = ¢-A* = & 2% A3 (8.30)

Die gestrichenen Parameter ¢’ und ¢ lassen sich mit den Resultaten des Anhangs B — bis
auf Korrekturen der Ordnung g2 — durch die Vertexparameter der nichtperturbativ erwei-
terten Ansétze ausdriicken; sie sollen in diesem Abschnitt fiir die vorgestellten speziellen
Losungen berechnet werden.

Weiterhin erweist sich die Definition des folgenden dimensionslosen Quotienten als be-

sonders niitzlich: ; s 3

w-C m

(Cr1) c
In dieser Kombination der eichinvarianten Kondensate kiirzen sich mit den Potenzen der
Massenskala A auch die Potenzen des Skalierungsparameters x; heraus, so daf} effektiv
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eine skalenunabhdngige Grofle entsteht; wir sind somit auch ohne Festlegung eines Re-
normierungsschemas in der Lage, die halb-empirischen Zahlenwerte der eichinvarianten
Kondensate mit den Resultaten der ersten nichtperturbativen Iteration zu vergleichen.
Man beachte, dafl die gerade Potenz des Fermion-Kondensats in (8.31) stets ein positi-
ves Vorzeichen des Nenners sicherstellt und daher das Vorzeichen des Zé&hlers bzw. des
Gluon-Kondensats mit dem des gesamten Quotienten iibereinstimmt. Die Uberpriifung
des Kondensat-Parameters ¢’ (8.29) kann also im folgenden durch die Berechnung des
Quotienten (8.31) ersetzt werden.

Um das halb-empirische Resultat fiir das Fermion-Kondensat (B.2) quantitativ beriick-
sichtigen zu kénnen, ist eine Auswertung der ,,laufenden“ Kopplung (1.112) bei einer Skala
von 1 GeV notwendig . Diese liefert schlielich fiir das eichinvariante und renormierungs-
gruppeninvariante Kondensat der beiden leichtesten Fermionen:

C - W <qz¢> ~  — 0.0023 (£0.001) GeV? (8.32)
F1(exp) - Ar (exp) : : :
Nimmt man das empirische Resultat des eichinvarianten Gluon-Kondensats (B.4) hinzu, so
erhilt man folgenden Zahlenwert fiir den dimensionslosen Kondensat-Quotienten (8.31):

C ~ 5.4 -10° (8.33)

9f (exp)

Wir iiberpriifen nun, ob sich diese Zahlenwerte fiir die beiden vorgestellten speziellen
Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems (siehe Tabelle 8.2) reproduzieren lassen.
Obwohl sich das Bewegungsgleichungs-Kondensat fiir das Gluonfeld bei der Fixierung
spezieller Losungen als wenig niitzlich erwiesen hat, 148t es sich bei der Berechnung des
eichinvarianten Gluon-Kondensats durchaus verwenden: Nach Eliminierung des ezxakten
4-Gluon-Kondensats (B.12) enthélt das eichinvariante Kondensat namlich effektiv keine
3-Schleifen-Terme mehr (siehe (B.15)) und kann bis auf Korrekturen der Ordnung g2
durch die Parameter der Ansétze ausgedriickt werden (vergleiche (B.30)).

Nach Einsetzen der Parameterwerte aus Tabelle 8.2 erhalten wir fiir die verschiedenen
Flavour-Zahlen folgende Zahlenwerte fiir die dimensionslosen Kondensat-Parameter:

Np =2 Np =6
wh —0.06749 —0.05036
c —0.006333 —0.007541
Cof 1.095 - 10? —7.995 - 103

Tabelle 8.4: Zahlenwerte der dimensionslosen Kondensat-Parameter aus
(8.30) und (8.31) fiir die ausgewihlten speziellen Losungen.

6UnzweckmiBigerweise werden in der Literatur [25] [38] die eichinvarianten Fermion-Kondensate im
Gegensatz zu dem eichinvarianten Gluon-Kondensat ohne den Kopplungsfaktor definiert, so daf§ a priori
schon in fithrender Ordnung skalenabhingige Groéflen vorliegen.
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Wir erkennen zunéchst, warum fiir beide Werte von Np ein negativer Startparameter wj
gewdhlt wurde; dieser liefert in beiden Fillen das korrekte Vorzeichen des eichinvarianten
Fermion-Kondensats und legt somit die Wahl des Parametersatzes (8.21) oder (8.22) bzw.
das Vorzeichen der Wurzel /[z1] fest, wie schon im Abschnitt 8.1 angekiindigt wurde.

Die Zahlenwerte fiir den dimensionslosen Kondensat-Parameter C,; unterscheiden sich
zwar von dem halb-empirischen Resultat (8.33) um mehrere Zehnerpotenzen; es ist aber
klar, daf} sich in einem Quotienten solch hoher Massendimension alle Fehler erheblich po-
tenzieren. Wesentlich mehr Aussagekraft besitzt dagegen sein Vorzeichen; fiir eine hohere
Anzahl masseloser (identischer) Fermionen erhalten wir ndmlich das falsche Vorzeichen,
das sich nach (8.31) auf das Resultat des eichinvarianten Gluon-Kondensats iibertrigt. Es
zeigt sich also, dafl die Wahl der Flavour-Zahl Nr = 2 bei masselosen Fermionen der rea-
listischen Situation von 6 Fermion-Flavours mit unterschiedlich grolen Massen wesentlich
besser entspricht 7.

Selbstverstandlich liefle sich durch eine Festlegung des Renormierungsschemas und der
damit verbundenen Fixierung der Massenskala der Skalierungsparameter x; aus den obi-
gen Resultaten bestimmen. Da aber im Rahmen masseloser Fermionen und der {iblichen
Vernachlissigung hoherer Stérungsordnungen keine exakte Ubereinstimmung zu den halb-
empirischen Zahlenwerten aus QCD-Summenregeln zu erwarten ist, werden wir diese Idee
nicht weiter verfolgen und uns stattdessen der Losung des verbleibenden linearen Glei-
chungssystems zuwenden.

8.4 Das lineare Gleichungssystem

Das zweite Gleichungssystem aus dem Selbstkonsistenzproblem des reduzierten 4-Gluon-
Vertex enthélt insgesamt 54 Gleichungen fiir die 17 Vertexparameter (;, falls wie vorher die
Storungen der perturbativen Renormierungskonstanten nicht beriicksichtigt werden. Diese
starke Uberbestimmtheit — resultierend aus der mangelnden Bose-Symmetrie des Dyson-
Schwinger-Funktionals — 148t anstelle einer exakten Loésung nur eine Minimisierung der
Summe aller Fehlerquadrate zu, so daf die im letzten Abschnitt durchgefithrte Fixierung
der Kopplungskombinationen in natiirlicher Weise einbezogen werden kann.

Eine konsequente Erweiterung der Reskalierungs-Prozedur, die auch in den Selbstkon-
sistenzgleichungen des 4-Gluon-Vertex den Parameter x; eliminiert, fithrt zunichst auf
folgende Definition neuer Vertexparameter (! :

¢ = G/ (7 = Cr/m Chy = Ciz/;
¢y = (Cofxl (s = (s/xf Cla = Cu/af
¢y = Cyfpl Co = Cofaf (s = Cis/af
¢y = Caf} ¢l = Cio/a} ¢he = Cue/f
¢y = (s/xi ¢ o= Cu/at Chr = i/t
(6 = o/t (2 = Cizfaf

(8.34)

"Bekanntermafien liegen die Massen des u-Quarks und des d-Quarks im Bereich weniger MeV [23] [30]
und lassen sich gegeniiber den iiblichen Werten fiir die Massenskala A im MS-Schema (2.2) in guter
Néiherung vernachléssigen.
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Damit lassen sich auch die Kopplungs-Bedingungen, die im Abschnitt 6.6 eingefiihrt wur-
den, in reskalierter Form angeben:

15 ,

45 , ,
— - — = Z 8.35
D) ¢1 D) ¢7 1 (8.35)
45 45 15 15
3—2C/2 + 3—24/3 - 3_2C/8 - 3—24/9 = Zy (8.36)

Die neuen Selbstkonsistenzgleichungen fiir die reskalierten Parameter sind aus den Glei-
chungen des Anhangs C durch die formale Ersetzung 7 — 1 zu erhalten und werden
nicht explizit notiert. Stattdessen wahlen wir — unter Einbeziehung der beiden reskalier-
ten Kopplungsbedingungen (8.35) und (8.36) — eine schematische Darstellung, die durch
Einfithrung der Koeffizienten-Matrix

mi1 o M1y
M = (my) = SN (8.37)
ms6,1 -+ MM56,17
sowie ihrer Transponierten
mi1 - M156
M+ = (ﬁl@j) = (mﬂ) = (8.38)
mir1 o M1756
und der Vektoren
by ¢h
b= (b:) = | : 0= (¢) = | (8.39)
bse "7

auf folgende Matrix-Notation des inhomogenen 56 x 17-Gleichungssystems fiihrt:

—

M- ¢ = b bzw. mi;(; = b (8.40)

Aus der Selbstkonsistenzgleichung (7.11) lesen wir exemplarisch folgende Identitéiten der
Matrix-Koeffizienten ab:

mi1 = 0
45

12 1

mi2 = Zus Ty

Die erste Komponente der Inhomogenitét b ist ebenfalls anhand von (7.11) zu identifi-
zieren und lautet

by = —2Tuilaxl} + bdubrlxl? — 27aPal
wéhrend die letzten beiden Komponenten durch die Kopplungsparameter gegeben sind:
bss = 27
bsg = 2
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Das oben beschriebene Optimierungsproblem, das schliefflich die Fixierung der Werte
fiir die Vertexparameter ;' erlaubt, 148t sich in der schematischen Index-Notation formu-

lieren:
0 = ‘%/z <(m” ¢ — bi) (mzk Ch — bz))

0
= ac < mijmig ¢ CL — 2mi; ¢y by + by by )

= migmin (650 Ck + Gora) — 2maiy 35,

= 2my;miECy — 2my b,
(8.41)

Die Minimisierung der Summe aller Fehlerquadrate beziiglich der unbestimmten Parame-
ter ¢’ fithrt also aufgrund des linearen Charakters der Gleichungen auf eine neue inho-
mogene Matrix-Gleichung der Form

MM = M b (8.42)

mit einer 17 x 17-Matrix M := MT - M, die fiir festgelegte reskalierte Parameter der
Selbstenergien und 3-Punkt-Vertizes nur konstante Koeffizienten besitzt und bei maxima-

lem Rang (r(M) = 17) invertierbar ist.

Wir bestimmen nun den optimierten Satz der reskalierten Vertexparameter (', indem
wir die Parameterwerte der speziellen Losungen des vorherigen Abschnitts in den Koeffizi-
enten der Matrix M und den Komponenten des Vektors b einsetzen. Tatsichlich liefert
die Berechnung des Rangs von M mit Hilfe des Algebra-Programms ,, MAPLE® die Inver-
tierbarkeit der Matrix-Gleichung (8.42) und somit eine eindeutige ,, Least-Squares“-Losung
fiir die unbestimmten Parameter (’;. Die resultierenden Zahlenwerte sind bei verschiede-
nen Gewichtungen W der beiden reskalierten Kopplungs-Bedingungen (8.35) und (8.36)
in Tabelle 8.5 zusammengestellt.

Zusétzlich fithren wir in dieser Tabelle die neuen Zahlenwerte der Kopplungsparameter
Z1 und Z4 auf, die sich durch Einsetzen der berechneten Werte fiir die Vertexparameter
¢’ in die Kopplungskombinationen (8.35) und (8.36) ergeben.

Es zeigt sich dabei, dafl die exakte Erfiillung der Kopplungs-Bedingungen innerhalb des
iiberbestimmten linearen Gleichungssystems die Zahlenwerte der Parameter (/; sehr stark
beeinflult, wihrend die Unterschiede zwischen einer schwachen und einer gleichberech-
tigten Gewichtung der Bedingungen unbedeutend sind. Somit stellt die Abkopplung des
effektiv linearen Selbstkonsistenzproblems im Rahmen einer nichtverschwindenden Anzahl
masseloser Fermionen doch eine starke Einschrankung der Gesamtlosung dar. Die Zahlen-
werte der (’-Parameter sind zum Teil betragsmiilig sehr grof3; doch sollte man beachten,
daB diese Erscheinung sich besonders dort ausbildet, wo nach (8.34) mit einer hoheren
Potenz von x; skaliert wurde (insbesondere bei (/4 ), so dafl dieser Effekt zu einem er-
heblichen Teil von dieser Skalierung herrithren diirfte.

Die einheitliche Behandlung aller Selbstkonsistenzgleichungen als Optimierungspro-
blem fiir insgesamt 6 + 10+ 17 = 33 Parameter, die mit den bereitstehenden Hilfsmitteln
nicht durchgefiihrt werden konnte, sollte zusétzlich auch die divergenten Beitrige der fun-
damentalen 2-Schleifen-Terme in den Dyson-Schwinger-Funktionalen beriicksichtigen, auf
die im Rahmen dieser Arbeit verzichtet wurde.
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Np = 2 Nr =6
W =1/1000 | W =1 | W =1000 || W =1/1000 W =1 W = 1000
1 —191.739 —181.479 | 56.2195 —162.879 —158.395 60.5494
% —118.442 —98.0392 | 646.666 56.1321 72.5280 911.678
5 —98.8281 —113.830 | —513.112 —260.760 —269.951 | —703.615
4 274.080 297.854 611.964 199.928 213.792 695.742
5 —2837.96 —2747.89 | 962.884 —6502.38 —6323.37 3583.49
A —48.2587 —37.5470 | 271.1234 1.2436 8.5357 358.073
4 179.889 172.266 | —168.189 96.4822 91.4220 —167.849
% —298.257 —319.204 | —803.838 —456.819 —469.268 | —1084.82
9 11.7260 35.7455 871.2742 178.758 199.116 1272.24
Clo 1340.19 1318.44 64.7678 2673.53 2627.97 31.2436
' —1757.13 —1757.48 | 438.547 —7741.63 —7604.152 | 1291.27
(1o —21.5360 —26.1411 | —202.038 —82.5615 —86.2333 | —303.839
(i3 92.9743 76.2778 | —510.038 —10.2021 —19.5077 | —499.099
(14 197.552 190.679 84.6651 365.021 360.755 177.952
(s 395.443 367.789 | —561.855 338.076 309.404 —1175.19
Cle 5870.69 5445.99 | —7481.85 18850.6 18172.3 —15866.7
Cl7 —332.807 —317.696 | 209.801 —439.776 —425.1024 | 363.677
A —353.956 —335.954 | 157.897 —274.275 —265.597 163.872
Z4 —171.225 —165.070 | 156.199 —157.417 —150.992 204.738

Tabelle 8.5: Fiir Np =2 und Np = 6 sind die Werte der Parameter C’i bei verschiedenen
Gewichtungen W der ausgewerteten Kopplungs-Bedingungen (8.35) und (8.36) zusam-
mengestellt. Die Zahlenwerte der Kopplungsparameter entsprechen nicht den Resultaten
des nichtlinearen Systems in Tabelle 8.2 , sondern den zugehorigen Kombinationen der
berechneten Vertexparameter (/.
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8.5 Erginzung:
Spezielle Losungen der rein gluonischen Theorie

In der rein gluonischen Theorie (N = 0) bleiben die reskalierten gluonischen Parameter
unter sich, so daf} das resultierende nichtlineare Gleichungssystem der Gluon-Selbstenergie
und des 3-Gluon-Vertex vollig analog der Theorie mit massiven Fermionen behandelt wer-
den kann 8. Es existieren in diesem Fall 7 gekoppelte polynomiale Gleichungen fiir insge-
samt 9 reskalierte Parameter, die entweder aus den Ansétzen im gluonischen Sektor stam-
men oder die Ankopplung des 4-Gluon-Vertex parametrisieren. Die zweifache Unterbe-
stimmtheit des Gleichungssystems kann im Prinzip durch die beiden Bewegungsgleichungs-
Kondensate der gluonischen Theorie behoben werden.

Wihlt man allerdings unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung }? = uj den Pa-
rameter ) als Startparameter und berechnet anschlieBend sowohl die linke Seite der
reskalierten gluonischen , Confinement“-Ungleichung ( Ccong > 0) als auch die reskalierte
Nebenbedingung (B.29), die durch das Bewegungsgleichungs-Kondensat des Gluonfeldes
bei Vernachlédssigung der 3-Schleifen-Beitriage geliefert wird, so 148t sich diese Gleichung fiir
beliebige Werte des Startparameters x4 nicht erfiillen. Wir verzichten daher wieder auf die
Einbeziehung der Nebenbedingung (B.29) und verwenden stattdessen zur Fixierung einer
Losung die Symmetrisierungs-Bedingung der perturbativen Renormierungskonstanten des
3-Gluon-Vertex, die im Rahmen der Zwischenbilanz des sechsten Kapitels diskutiert wurde.
Fiir 2/, =1 liegt die resultierende Losung némlich im gluonischen ,,Confinement“-Bereich,
wie der Tabelle 8.6 zu entnehmen ist. Berechnet man zusétzlich diejenigen Losungen, die
die Grenzen des ,,Confinement“-Bereichs markieren, so 1dt sich beobachten, dafli — mit
Ausnahme der beiden Propagator-Parameter u) und wuj; — alle reskalierten Parameter
einen groflen Wertebereich ausschépfen.

Wir erwadhnen zusétzlich, dafl ebenso wie die Bedingung des Bewegungsgleichung-
Kondensats fiir das Eichfeld (B.29) auch die reskalierte Nebenbedingung (5.29), die als
einzige Information aus einer Analyse der Slavnov-Taylor-Identitéten verwendet werden
konnte, innerhalb des gesamten ,,Confinement“-Bereichs nicht erfiillt werden kann und
somit zu der Fixierung einer speziellen Losung in diesem Bereich nicht geeignet ist. Wir
erinnern jedoch daran, dafl diese Bedingung auf die eingeschrinkte Tensorstruktur der
Ansitze und die Wahl der nicht-resummierten D-S-Gleichungen zuriickzufithren und da-
her in jeglichem N&herungsverfahren schwer zu erfiillen ist.

Setzen wir bei Np = 0 die Parameterwerte der speziellen Losung fiir 2y = 1 in die
Koeffizienten des linearen Gleichungssystems ein, so besitzt die Matrix M = M* . M
erneut den maximalen Rang, und die Invertierung der Matrix-Gleichung fithrt wieder — bei
verschiedenen Gewichtungen W der Kopplungs-Bedingungen — auf eindeutige ,,Losungen*
fiir die Parameter ¢, die in Tabelle 8.7 zusammengestellt sind. Aufilerdem sind in dieser
Tabelle zur Kontrolle wieder die ,neuen“ (d. h. berechneten) reskalierten Kopplungspa-
rameter Z] und Zj hinzugefiigt, so dafl wie bei der masselosen Theorie der Einfluf} des
Gewichtungsfaktors W analysiert werden kann.

Es fillt auf, dafl fir Np = 0 die Groflenordnungen der Zahlenwerte der Parameter
¢/ im Vergleich zu den Resultaten des Abschnitts 8.2 sehr viel besser den iibrigen Para-
meterwerten angepaflt sind. Auflerdem sind im Gegensatz zu einer nichtverschwindenden
Anzahl masseloser Fermionen die Parameterwerte fiir die beiden stérkeren Gewichtungen

8Siehe hierfiir [17].
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Pga = Lgb

u) —2.3720 —1.7429 —1.6980

uh —7.1159 0.8456 1.6978

uh 5.6264 3.0376 2.8831

xh —31.7005 —6.1825 —4.3701

x) —3.4040 1.0000 1.3142

xk —8.0966 —4.8682 —4.6503

xh 174.9865 28.6053 19.2876

A —52.9968 —2.9207 0.7447

Z4 285.1184 16.0374 —3.4218

Ceong 0.0002 1.3625 0.0003

u’_,_ —4.744 4 10.0145 | —0.4486 +¢1.1673 | —0.0001 +20.0169
u’ —4.744 — 10.0145 | —0.4486 —+1.1673 | —0.0001 — 20.0169
c —0.0954 —0.0515 —0.0489

Py, 7.2366 —2.5514 —3.2447

Py, —2.5515 —2.5514 —2.5246

Tabelle 8.6: Fiir einige spezielle Losungen der rein gluoni-
schen Theorie (Nrp = 0) sind die Zahlenwerte der reska-
lierten gluonischen Parameter sowie die Resultate der per-
turbativen Stérungen (8.27c) bzw. (8.27d) und des dimen-
sionslosen Kondensat-Parameters (8.29) zusammengestellt;
die dufleren Spalte der Tabelle parametrisieren die Grenzen
des ,,Confinement“-Bereichs.
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W =1/1000 W =1 W = 1000
1 —0.2229 —0.4321 0.8136
% —6.8643 9.2853 6.4385
5 —0.3040 —4.7889 —4.7327
4 132.3066 —54.8335 | —57.3463
5 —1314.646 255.0831 350.0480
A 6.2161 —2.5121 —3.0570
4 —0.7949 6.3977 8.6717
% 5.3198 —21.4961 | —30.0268
9 8.0694 1.2747 0.9310
Clo —139.5799 56.7495 96.0221
o 1471.244 —110.0688 | —328.1418
(1o —6.0505 —0.5179 —0.0597
(13 3.5874 2.5948 3.3542
(14 31.1524 0.4610 —4.2119
(s —329.6524 —19.1494 13.7393
Cle 2686.741 123.9739 | —121.6670
Cl7 0.8333 —8.7435 —9.0603
A 0.0592 —3.6065 —2.9207
Z4 —16.3566 15.8018 16.0374

Tabelle 8.7: Fiir die rein gluonischen Theorie (Nr = 0) sind
die Zahlenwerte der reskalierten Vertexparameter () sowie
der neu berechneten Kopplungskombinationen Z] und Zj
bei verschiedenen Gewichtungen W der Kopplungsbedin-
gungen (8.35) und (8.36) zusammengestellt.
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W =1 und W = 1000 sehr dhnlich, so daf} die Fixierung der Kopplungsparameter durch
das nichtlineare System fiir die rein gluonische Theorie durchaus zu vertreten ist.

Abschlieflend formulieren wir fiir z, = 1 den renormierungsgruppen-invarianten Bei-
trag des eichinvarianten Gluon-Kondensats, dessen Darstellung durch die Kondensate
der Massendimension vier (B.15) nach Verwendung des ezakten Bewegungsgleichungs-
Kondensats fiir das Eichfeld auch in der rein gluonischen Theorie (Nr = 0) keine funda-
mentalen 2-Schleifen-Terme mehr enthilt und bei Berticksichtigung der zweiten Bedingung
uf = ug folgende Gestalt annimmt:

Cov () = 4—; <4 vali) (A) + avs{Th (A) + aval) (A))
- = <2V2<(lm}3) (A) + va{ D) - eV (A)>
M g v )
— % < — 108uf? — 1085 + 1984}

+ 93 ujx) + 90uhH — 15u’2xﬁ1> + 0(g?)

Q

—0.0515 - z2 A* + O(¢?)
(8.43)

Der letzte Schritt beinhaltet die Einsetzung der Parameterwerte fiir 2y = 1. Somit konnte
fir Np = 0 die dimensionslose Proportionalitidtskonstante ¢’ aus (8.29) in fiihrender
Schleifen-Ordnung bestimmt werden; allerdings besitzt sie — wie fiir Ny = 6 in der mas-
selosen Theorie — im Vergleich zu dem experimentellen Wert (B.4) ein falsches Vorzeichen.
Dies zeigt, dafl die realistische Situation von sechs Fermion-Flavours mit unterschiedlichen
Massen fiir eine Uberpriifung empirischer Zahlenwerte nicht zu vermeiden ist.
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Versuch unternommen, eine nichtperturbativ erweiterte nullte
Storungsordnung der Vertex-Funktionen der QCD mit Hilfe eines Selbstkonsistenzpro-
blems im Rahmen der zugehorigen gekoppelten Dyson-Schwinger-Integralgleichungen zu
bestimmen. Dabei erwies sich ein modifizierter Begriff der 1-Teilchen-Reduzibilitdt und die
damit verbundene Einfiihrung reduzierter Vertex-Funktionen bei vier oder mehr Beinen
als niitzlich, wodurch der Selbstkonsistenz-Mechanismus wegen seiner engen Verkniipfung
mit divergenten Integralen auf die sieben oberflachlich divergenten Vertex-Funktionen be-
schrankt blieb.

Es wurden im einzelnen auf erster Stufe der rationalen Approximation (r = 1) sdmt-
liche 1-Schleifen-Divergenzen in erster nichtperturbativer Iteration der Dyson-Schwinger-
Funktionale berechnet, was insbesondere fiir den 4-Gluon-Vertex eine sehr umfangreiche
Aufgabe darstellte. Die Resultate fithrten iiber einen Residuenvergleich mit den entspre-
chenden Ansitzen der modifizierten nullten Stérungsordnung zu einem Satz gekoppelter,
polynomialer Gleichungen fiir die unbestimmten Vertexparameter. Nach einer Abspaltung
des stark iiberbestimmten Gleichungssystems fiir den reduzierten 4-Gluon-Vertex und ei-
ner Reskalierung sédmtlicher Vertexparameter konnten — fiir eine unterschiedliche Anzahl
von Quark-Flavours — spezielle Losungen angegeben werden, die zusétzlich sowohl die Be-
dingungen aus den Bewegungsgleichungs-Kondensaten fiir die Geist- und Fermionfelder
als auch die beiden ,,Confinement“-Ungleichungen im gluonischen wie im fermionischen
Sektor erfiillen .

Das Bewegungsgleichungs-Kondensat des Eichfeldes wurde zur Fixierung einzelner Lo-
sungen nicht verwendet, da eine Vernachléssigung seiner fundamentalen 3-Schleifen-Terme
auf eine Nebenbedingung fiihrte, die nur fiir komplexe Werte einzelner Vertexparameter
zu erfiillen war 0. Eine Alternative beziiglich der Verwendung des Bewegungsgleichungs-
Kondensats fiir das Gluonfeld lag darin, durch eine Ersetzung des ezakten 4-Gluon-Kon-
densats die 3-Schleifen-Terme in dem eichinvarianten Gluon-Kondensat vollsténdig zu eli-
minieren, so dafl unter Beriicksichtigung der Skalierungsfreiheit RG-invariante Beitriage der
eichinvarianten Vakuumkondensate fiir die speziellen Losungen berechnet werden konn-
ten. Durch einen Vergleich der Resultate mit halb-empirischen Zahlenwerten aus QCD-
Summenregeln lieB sich qualitativ eine Uberpriifung fundamentaler nichtperturbativer Ob-
servablen durchfiihren.

Abschliefend wurde mit Hilfe der Minimisierung der Summe aller Fehlerquadrate ei-
ne eindeutige Losung des verbliebenen (effektiv linearen) Gleichungssystems fiir die Ko-

9DaB solche Losungen existieren, ist durchaus ein nichttriviales Resultat.

10Die Berechnung der fithrenden Divergenzen o< 1/€* der 3-Schleifen-Graphen ist im Prinzip mit den in
dieser Arbeit vorgestellten Methoden moglich; sie geht aber wegen ihres Umfangs iiber den Rahmen dieser
Arbeit hinaus.
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effizienten des 4-Gluon-Vertex bestimmt, wobei eine starke Gewichtung der Kopplungs-
Bedingungen, die aufgrund ihrer linearen Struktur ohne Schwierigkeiten in das stark tiber-
bestimmte System integriert werden konnten, die korrekte Ankopplung an das separat
behandelte Gleichungssystem sicherstellte.

Folgende wichtige Beobachtungen und Erkenntnisse sind zu konstatieren:

Im Gegensatz zu den Resultaten fritherer Arbeiten [14] [27], die im Rahmen einer rein
gluonischen Theorie (Np = 0) mit vereinfachten Ansitzen (u; = ug = 0) sowie der
vollstéandigen Abkopplung des 4-Gluon-Vertex (Z; = Z = 0) gerechnet haben und in
denen auflerdem der Mechanismus der kompensierenden Pole noch nicht beriicksichtigt
wurde, existieren tatsdchlich vollstindig reelle Losungen des Selbstkonsistenzproblems.
Dies ist — unabhiingig von der Wahl geeigneter Zusatzinformationen — bereits ein nicht-
triviales Resultat und deutet an, dafl von einer Verbesserung der Ansétze in Form einer
hoheren Stufe der rationalen Approximation oder einer verallgemeinerten Tensorstruktur
(vor allem des 4-Gluon-Vertex) wesentliche Fortschritte erwartet werden kénnen.

Waihrend die selbstkonsistente Reproduktion der ,erweiterten Feynman-Regeln® im
wesentlichen durch die Anwendung des 1/g2-Mechanismus [14] méoglich wird, ist fiir eine
Beibehaltung der stérungstheoretischen Renormierbarkeit das Verschwinden der nichtper-
turbativen Modifikationen im perturbativen Limes unverzichtbar. Allerdings ist im all-
gemeinen keine multiplikative Renormierung der Vertex-Funktionen mehr zu erwarten;
stattdessen ist die Beseitigung ,,perturbativer UV-Divergenzen durch die Subtraktion lo-
kaler , Counter“-Terme vorzunehmen !, die fiir die erste nichtperturbative Iteration in
schematischer Notation folgende Gestalt annimmt [14]:

F(T’O) (R) _ ZI‘ (92(1/)) . F(O)pert + ( F(T’O) . F(O)pert )

Mit Ausnahme der Selbstenergie-Renormierungskonstanten Zr, und Zp, zeigen simt-
liche Renormierungskonstanten der Vertex-Funktionen nichtverschwindende Stérungen der
bekannten perturbativen Divergenzen. Diese Beitrége lassen sich als Relikt der kompen-
sierenden Pole verstehen, die fiir niedrige r als einzige Bestandteile der nichtperturbati-
ven Modifikationen den perturbativen Limes (A — 0) iiberleben. Ein Verschwinden der
Storungen sollte auf hoheren Stufen der rationalen Approximation asymptotisch zu errei-
chen sein, da bei konstanter Anzahl der Stérungen immer mehr Vertexparameter zu ihnen
beitragen. Eine Losung des Selbstkonsistenzproblems ist allerdings bei Verwendung der
hier ausschliellich betrachteten ,,gewohnlichen® d. h. nicht-resummierten D-S-Gleichungen
schon auf Stufe r = 3 nahezu hoffnungslos, da bereits bei Beschrinkung auf die 3-Punkt-
Vertizes in diesem Fall 48 Gleichungen fiir 78 Vertexparameter vorliegen. Eine detaillierte
Analyse zeigt, dafl bei Erhohung der Approximationsstufe r die Anzahl der Vertexpara-
meter mit 7% anwichst, wihrend die Anzahl der Selbstkonsistenzgleichungen nur mit 2
ansteigt [17]. Die Ursache der zunehmenden Unterbestimmtheit ist ebenfalls im Mechanis-
mus der kompensierenden Pole zu finden; dieser ist ndmlich dafiir verantwortlich, dafl Teile
der Ansiitze bereits durch die Selbstkonsistenzgleichungen der Selbstenergien reproduziert
werden koénnen und daher als Lieferanten von Selbstkonsistenz-Bedingungen ausfallen.

Diese Unterbestimmtheit ist strikt von derjenigen zu unterscheiden, die durch das Feh-
len eigener Bestimmungsgleichungen fiir die Selbstenergie-Parameter us und ws zustande

"Djes trifft im iibrigen bereits auf die in vielerlei Hinsicht verwandte Operator-Produkt-Entwicklung
(OPE) zu [14] [37].
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kommt, und 148t sich im Prinzip durch eine Verwendung der Bethe-Salpeter-resummierten
Dyson-Schwinger-Gleichungen vermeiden; allerdings steht zur Zeit eine zufriedenstellen-
de Parametrisierung der Bethe-Salpeter-Kerne noch aus '2. Auferdem sollte in diesem
Fall konsequenterweise die eigentliche Bethe-Salpeter-Gleichung (1.71) im Rahmen des
Selbstkonsistenzproblems fiir die 4-Gluon-Amplitude gew#hlt werden, deren Auswertung
wesentliche technische Schwierigkeiten mit sich bringt 3.

Eine weitere Moglichkeit fiir eine Verbesserung der vorliegenden Resultate liegt in der
Einbeziehung der fundamentalen 2-Schleifen-Terme, deren fithrende Divergenzen oc 1/¢?
mittels einer zweifachen Anwendung des 1/g?-Mechanismus durchaus Korrekturen zur
nullten Stérungsordnung liefern kénnen. Zwar sind solche Beitrige durch einen weiteren
Faktor 1/(, unterdriickt; eine erste Analyse der Tensorstruktur weist aber darauf hin,
daB die zugehorigen Kontraktionen diesen Faktor tatsichlich ausgleichen kénnen 4. Es
ist zudem als technischer Aspekt zu beachten, dafy eine Beriicksichtigung fundamentaler
2-Schleifen-Graphen in den Dyson-Schwinger-Gleichungen eine stidrkere Ankopplung des
4-Gluon-Vertex an das unterbestimmte iibrige Selbstkonsistenzproblem verursacht, so dafl
eventuell die Abkopplung des stark iiberbestimmten Systems fiir den 4-Gluon-Vertex nicht
mehr zu vertreten ist. Offen bleibt auch die Frage, inwieweit die fundamentalen 2-Schleifen-
Terme der Dyson-Schwinger-Funktionale den , iterativen“ 2-Schleifen-Termen, die durch
Einsetzen der 1-Schleifen-Funktionale entstehen, vorzuziehen sind, da beide formal von
derselben Ordnung beziiglich des Entwicklungsfaktors 1/, sind.

Von der Vielzahl moglicher Anwendungsbereiche fiir die nichtperturbativ erweiterten
Feynman-Regeln wurden in dieser Arbeit allein die nichtverschwindenden RG-invarianten
Beitréige einiger Vakuumkondensate behandelt. Die Berechnung von S-Matrixelementen
im hadronischen Sektor wird erst dann méglich 15, wenn zusétzlich Ansitze fiir Hadron-
Quark-Vertizes oder Hadron-Gluon-Vertizes — bzw. die entsprechenden Bethe-Salpeter-
Amplituden — bereitgestellt werden, die mit den hier berechneten elementaren Vertizes
konsistent sind. Obwohl die selbstkonsistente Reproduktion einer modifizierten nullten
Storungsordnung in diesen Féllen nicht méglich ist [8] [9], sind Bethe-Salpeter-Amplituden
der Ordnung g?, die mittels einer Teilsummation der erweiterten Stérungsreihe entstehen,
durchaus zu erwarten. Mit diesem Thema werden sich nachfolgende Arbeiten beschéftigen.

2Tn [17] wurde das modifizierte Selbstkonsistenzproblem der 3-Punkt-Vertizes im Bethe-Salpeter-
resummierten Fall auf Stufe r = 1 bereits aufgestellt. Hierbei wurden die Bethe-Salpeter-Kerne aber
allein durch die 1-Teilchen-Austauschgraphen in den vertikalen Kanilen approximiert.

!3Fin erster Versuch, der die Einbeziehung von Modellen mit separablen Kernen beinhaltet, ist in [18]
zu finden.

Dies wird durch die Nebenbedingungen der Bewegungsgleichungs-Kondensate in Anhang B bestétigt.

15Wie es die ,,Confinement“-Hypothese verlangt, verschwinden S-Matrixelemente fiir die elementaren
Bausteine der Theorie, d. h. Quarks und Gluonen, automatisch, wenn sie nach den iiblichen Redukti-
onsformeln durch Residuenbildung an nichtamputierten, verbundenen Greenschen Funktionen berechnet
werden [14].



124 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK



Anhang A

Mathematischer Anhang

A.1 Funktionalintegral-Methoden

A.1.1 Erzeugende Funktionale und Greensche Funktionen
Aus dem erzeugenden Funktional (1.9) 148t sich wie iiblich [22] [28] durch
Wg [Jw,0n,0] = In Zp [Jw,0,1,7] (A1)

das erzeugende Funktional der zusammenhéngenden Greenschen Funktionen G%wn) bil-
den. Hieraus entsteht durch die iibliche Legendre-Transformation das erzeugende Funktio-
nal der amputierten, zusammenhingenden und 1-Teilchen-irreduziblen Vertex-Funktionen,
das mit (1.10) folgende Gestalt annimmt:

a)%a&aqz] = WE[‘]’waa)anaﬁ] + jE[Aa)A_(a)A(aQZﬂL; Jawaa)anaﬁ]

(A.2)

Die neuen Variablen A4, ..., 1& werden als ,effektive* Felder bezeichnet und sind bei Ab-
schalten aller Quellen identisch mit den entsprechenden 1-Punkt-Funktionen, die durch
eine geeignete Normierung des erzeugenden Funktionals (1.9) zum Verschwinden gebracht
werden konnen.

FE [Aa

=P

Im Funktionalableitungs-Formalismus [22] [26] erhalten wir fiir die vollen Propagatoren
im D-dimensionalen euklidischen Impulsraum folgende Ausdriicke:

52 WE [Jawaa)anaﬁ]
6y (p2) 0J3 (p1)

= (2m) P " (p1+1p2) D12 (p2)

(A.3)

We [J,w,@,m,1]
Swy, (p2) 0w0s, (P1) |,_ _

= — (27T)_D 5D(p1 +p2) [) bibo (p22)

52 WE [Jawaa)anaﬁ]
o3 (2) 971(j) (=P1) | ymmimnn=o
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Fiir die zusammenhingenden Greenschen Funktionen beschrinken wir uns exemplarisch
auf folgende sechs Typen:
o Wg [Jawaa}anaﬁ]
Sy, (Pn) - 0Ty (p1)

= @n)MP P (p+ ... +py) Grgwn) ZIIZZ (P1y- -+, Pn)

(A.6)
o WE [Jawaa}anaﬁ]
0y (pn) -+ 033 (p3) 6w, (p2) 06y (P1) |, o
= — @I+ py) G ()
(A.7)
o WE [Jawaa}anaﬁ]
5JZZ (pn) te 5‘]22 (p3) 577(1;) (pQ) 577(1}) (_pl) J=w=0=n=0=0
—-n ~ (con) lily v3...upn
= — @) (—p . pa) G E (—p, )
(A.8)
54WE [Jawaa}anaﬁ]
0w, (Pa) 0@ (P3) dwp, (P2) 0wy (1) |, g
B < (con)
= @2m) P 6P (pr+p2+p3+p1) Gy ypbyss (P1,D2, P35 Da)
(A.9)
54WE [Jawaa}anaﬁ]
] T3 (_ ] T (—
on's (pa) 67 (=p3) on'2 (p2) 67" (=p1) | o _og
_ = (con) lilalsl
= (2m) 7P 6P (—p1 +p2 — p3 +p4) Gi(ffz) " (—p1, p2, —p3, pa)
(A.10)
54WE [Jawaa}anaﬁ]
0n' (pa) 67 (—p3) 6w, (p2) @by (1) |,__\ oy
_3D <D = (con) l3ly
= (2m)7°Y 67 (p1+p2 —p3+pa) Gapy by, (P1,P2, —P3, D)
(A.11)

Die zugehorigen amputierten, zusammenhéngenden und 1-Teilchen-irreduziblen Vertex-
Funktionen lassen sich {iber das erzeugende Funktional I'r bilden. Potenzen des nackten
(massebehafteten) Kopplungsparameters werden dabei explizit notiert, um den korrekten
Ubergang zu den nackten Vertizes in der Wirkung (1.27) zu gewiihrleisten und somit zu
einer natiirlichen Formulierung der Dyson-Schwinger-Gleichungen zu gelangen. Die sechs
interessanten Typen von Vertex-Funktionen werden im einzelnen durch folgende Funktio-
nalableitungen des erzeugenden Funktionals (A.2) definiert:
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anE [121 5_6 TZ )]
SAY (pn) - 0AG (p

1)

= 2P P+ .+ pa) (gord)" 2 L, oy (P Pn)

(A.12)
5nFE [12135_(’)2’&’772]
5"47)2 (pn) s 5"47)?; (p3) 5)2 b2 (pQ) 5)?b1 (pl) J=w==n=i=0
= —@mEP P i+ 4 pa) (govg)" 2 Ty 0, (1,5 D)
(A.13)

A% (p) ... SAY (ps) 5912 (p2) 69011 (—p1)

= =P P (pi+ 4 pa) (90v6)" T Ty M2 20 (<1, )

(A.14)
8 Tp [A X %0, 9]
05 by (P4) 6Xby (P3) OX by (P2) OX by (P1) | 1y iy
= @m0 6P (p1 +p2 43 +14) (9005) T bybobabs (D1, P2, D3, Pa)
(A.15)
54FE [Aa)i(af(aqz A]
s (pa) 69 s (—p3) 5912 (p )5 L(=p1) |j=w=o=n=r=0
_ 2 = llalsl
= (2m) 3P 6P (—p1+p2—ps +p4) (90v5) Tuppy " (—P1,p2, —P3, Pa)
(A.16)
3 Tg [A, X, X ¥, 9]
59 la (psg) 6913 (—p3) 6% by (P2) 0X 5, (P1) | J—weipmn—ii=0
= I3l
= (2m) 3P 6P (pr+p2 — ps+14) (90%)° Tugy) tups (1,2, —P3, D4)
(A.17)

Waihrend die Reihenfolge der Funktionalableitungen bei der Definition bose-symmetrischer
Vertizes keine Rolle spielt, beinhaltet die Definition von Vertizes mit Geist- oder Fermi-
onbeinen eine feste Reihenfolge beziiglich dieser Beine. Ein Vorzeichenwechsel bei einer
Vertauschung der zugehorigen Funktionalableitungen beriicksichtigt das antikommutative
Verhalten der entsprechenden Felder bzw. Quellen und tritt an die Stelle der Unterschei-
dung zwischen ,,Links“-Ableitungen und ,,Rechts“-Ableitungen fiir Grassmann-Variablen,
wie sie in anderen Arbeiten [28] [29] bevorzugt werden !

Man beachte auch, dafi wir im Gegensatz zu jenen Arbeiten die Reihenfolge der Feldoperatoren bei
fermionischen Funktionen den Kondensat-Konventionen angepafit haben.
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Aufgrund allgemeiner Eigenschaften der Legendre-Transformation [22] lassen sich fol-
gende Identitdten der Funktionalableitungen aufstellen:

SWe 1ol g gugy . OTELA bl o p
Welredl - _enare s Elbet] o
(A.18)
Welhotl _ om g, TERU ey, o
(A.19)
SWg[J,.sn] D < _ 5Tp [A, ..., 9] — _ (o0 Po (—
Thau(p) T R® s Ty T e )

(A.20)

Die entsprechenden Identitdten im Fermionsektor konnen mittels der formalen Ersetzung
der Geistfelder bzw. Geistquellen durch die Fermionfelder bzw. Fermionquellen erhalten
werden; sie werden aber in diesem Abschnitt nicht bendtigt.

Nach (A.18 — A.20) sind die effektiven Felder ihrerseits als Funktionale der Quellen
aufzufassen (et vice versa). Diese Eigenschaft fithrt auf die folgenden Identitéten fiir die
Funktionalableitungen (,Funktionale Kettenregeln“) 2:

b — oD [P 2Tg [A, .. ] b
SAK (p) (2m) /d q( S A% (p) 6 AY (—q) 07y (9)
82Ty [A, ... ] §
5AL (p) 6y (—q)  Own (a)
82Tg [A, ... ¢] R N )
SAL (p) 6% (—q) 0@ (q)
(A.21)
b IS 0*Tp[A...¢] 6
5)2«1(17) B (2) /d (5)2(1(19)5;%(_‘1) 5wb(q)
2Tg [A, ... ] § N )
0Xa (p) AL (—q) 0T} (a)
(A.22)
b _ om0 [ gp 2Ty [A, .. ] b
o - @) q( 5% (~0) 0% (7) | 505 ()
82Ty [A, ... ] §
+5§<a(p)521§;(—q) 0Jy (9) " )
(A.23)

2Wir beriicksichtigen nur diejenigen Beitrige, die bei den nachfolgenden Herleitungen der einfachsten
Dyson-Schwinger-Gleichungen und Slavnov-Taylor-Identitdten benétigt werden.
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Durch Anwendung der funktionalen Kettenregeln lassen sich die zusammenhéingenden
Greenschen Funktionen nach den amputierten und 1-Teilchen-irreduziblen Vertex-Funk-
tionen sowie den vollen Propagatoren entwickeln (,,Skelettgraphen-Entwicklung“); dies
wird im folgenden exemplarisch fiir die beiden einfachsten Entwicklungen im gluonischen
Sektor vorgefithrt. Wir erhalten im Funktionalableitungs-Formalismus [22] zun#chst:

514%11 (p1)

5#1#2 5(1 a 5D(p1 _p2) == =
e SAG, (p2)

82Ty [A,..,d] A (py) )
— P 4P il ~ . L
en” | q( A% (p2) 047 (—q)  OTL(D)

2 A 7 2 ~ =
(27T)D / qu ( ? I_XE [Aa Aaw] . d Vl/E [Ja“;alwanan] + . )
S AG, (p2) 0AY (—q) 0J% (q) 6Jay (—p1)

(A.24)

Hierbei wurden Terme vernachléssigt, die aufgrund der Geistzahl- oder Fermionzahl-
Erhaltung erst zu komplizierteren Skelettgraphen-Entwicklungen beitragen. Nach Null-
setzen der Quellen lassen sich die ,Momente“ der erzeugenden Funktionale mit (A.3)
bzw. (A.12) ersetzen und wir erhalten:

512 §g 0, 6P (p1 —p2) = — / dq 8% (p2 — ) Ty 4 6”(p1+4q) D 41y (—p1)

= — 8410, 02 (p1 — p2) D M7 (p2) Ty "2 (p2)
(A.25)

Folglich stellt der gluonische 2-Punkt-Vertex (,,Gluon-Selbstenergie“) das Negativinverse
des Gluon-Propagators dar.

Durch weitere Anwendung des funktionalen Differential-Operators &/ (512153 (p3) auf die
funktionale Differentialgleichung (A.24) erhalten wir mit Hilfe der funktionalen Produkt-
regel folgende Entwicklung:

_ . $Tg A, ... 9] P Wg [J,w,@,1n,7]
0 = d”q Au3 AH2 AU ST ST (—
dAGy (p3) 0 A% (p2) 6AY (—q) 7 (q) Jar (—p1)

éQFE [Aa Aa&] . (27T)D /qu/ §2FE [AaAa{b]
0AG; (p2) 0A% (—q) 0AG; (ps) 6 A% (—¢')
53WE [Jawaa}anaﬁ]
. )

872 () 875 (a) 8% (—p1)
Die resultierende Gleichung fiir die zusammenhéngende Greensche Funktion Gy
nach Nullsetzen der Quellen und Verwendung der Bedingung (A.25):

(A.26)

con) lautet
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Giem e (p1,p2sp3) = — gov© D VY (p1) D V2 (py) D Y33 (pg)

H1p2 43
I_‘3 aiaszas (pla b2, p3)

(A.27)

Die Eigenschaft der 1-Teilchen-Reduzibilitdt kommt erst bei Greenschen Funktionen mit
vier oder mehr Beinen ins Spiel. Wir verzichten auf die Formulierung der entsprechen-
den Entwicklungen im Funktionalableitungs-Formalismus und fassen stattdessen sdmtliche
Skelettgraphen-Entwicklungen, die im Rahmen dieser Arbeit ben6tigt werden, in schema-
tischer Form (d. h. ohne Farb- und Lorentz-Indizes) zusammen 3:

GQCOn) (p1,p2) = D(p2) = - (FQ)_l (p2) (A.28)
GNQCOn) (p1,p2) = D(PQQ) = - (fQ)_l (p22) (A.29)
Gy (~pip2) = S(p2) = - (fQ)_l (p2) (A.30)
G5 (pr1,p2ps) = — g0 D(p1) D (p2) D (ps) Ta(pr,pzips) (A1)
G5 (pr,p2ps) = — g0 D(0D) D(®3) D (ps) Ty (pr,p2p)  (A32)
G (~prp2ps) =~ 90v6 S (~p1) 8 (02) D (p3) Ts (-pr,p2ps)  (A-33)
Gicon) (p1,p2,03,01) = g¢ves D (p1) D (p2) D (p3) D (ps) Ty (p1, P2, 3, Pa)
éiwn) (p1,p2,P3,P1) = 95 V5° [7( £) D (p3) D (p3) D (pa) T (P1; P2, P3; P4)
G (=p1,p2,p3pa) = g vF< S (=p1) S (p2) D (ps) D (pa) Ta (—p1, b2, ps, pa)
éiwn) (p1,p2,p3,p1) = 902’/06 D(p1) D( ) D( ) D(pQ) % (1, P2, s, Pa)
éiwn) (p1,p2, —p3,pa) = 902 Yo D (p1) ( ) S (=p3) 5 (pa) 7:14 (p1, P2, =P3, Pa)
S

G4con) (—p1,p2, —p3,p4) _ 902 VOQE S (_pl) S (p2) (—pg) S (p4) j__—’4 (_plap2a _p3ap4)

Ty (p1,p2,p3,p4) = Ta(p1,p2,p3,p4) + T3 (p1,p2) D (p1+p2) T's (p3, pa)

+ 2 ZYKL. PERM. (234)
(A.34)

Ty (p1,p2,p3,pa) = Ta(p1,p2,03,04) + T3 (p1,p2) D (p1+p2) T3 (3, ps)
+ T3 (p1,p3) D ((pl +p3)2) T3 (p2, pa)

+ 1 PERM. (3¢ 4)
(A.35)

®Da in dieser Arbeit nur masselose (identische) Fermionen behandelt werden, kann der Flavour-Index
im folgenden unterdriickt werden.



A.1. FUNKTIONALINTEGRAL-METHODEN 131

Ty (—p1,p2, P3, Pa)

T4 (p1, P2, P3, Pa)

T4 (p1, P2, —Dp3, Pa)

T4 (—p1, P2, —p3, Pa)

G5(60n) (plap2a "'ap5)
CNTY5COn) (plap2a "'ap5)

GSCOn) (_plap2a "'ap5)

T5 (plap2a "'ap5)

T5 (plap2a "'ap5)

Ly (=p1,p2,p3.p4) + I's(—p1,p2) D(—p1 +p2) T3 (p3, pa)
+ D3 (—p1,p3) S (—p1 + p3) T3 (p2, pa)

+ 1 PERM. (34 4)
(A.36)

T4 (p1,p2,p3,04) + T3 (p1,p2) D(p1+p2) T3 (p3,pa)

— 1 PERM. (24 4) A1)

T4 (p1,p2, —p3,p4) + L3 (p1,p2) D (p1 + p2) Tz (—p3, pa)
(A.38)

Ly (—p1,p2, —p3,pa) + T3(—p1,p2) D (—p1 + p2) ['s (—p3, pa)

— 1 PERM. (24 4)
(A.39)

— g5 v D (p1) D (p2) D (p3) D (pa) D (ps) T4 (p1, p2, -., P5)
— g3 v3° D (p?) D (p3) D (p3) D (ps) D (ps5) Ts (p1,p2, ., P5)

— g8 S (—p1) S (p2) D (p3) D (ps) D (ps) T5 (—p1,p2, ., P5)

Is (p1,p2,..,p5) + T's(p1,p2) D (p1+ p2) T'a (p1 + p2, 3, pa, P5)

+ 9 PERM. (2345)
+ I's (p1,p2) D (p1 +p2) I's (p1 + p2, p3,pa + p5)

- D (ps + ps) I's (p4, ps)

+ 14 PERM. (2345)
(A.40)

U5 (p1,p2, - p5) + T3 (p1,p2) D (p1+ p2) T4 (p1 + p2, 03, P4, )

+ T3 (p1,p3) D ((pl +p3)2) Ty (p1 + p3, P2, P4, Ps)
+ 2 ZYKL. PERM. (345)

+ T3 (ps,pa) D (p3 + pa) Ta (p1, p2, p3 + pa, p5)

+ 5 PERM. (345)

+ T3 (p1,p2) D (p1 + p2) T3 (p1 + p2, p3, pa + p5)

- D (pa + ps) I's (pa, ps)
+ 2 ZYKL. PERM. (345)
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+ T3 (p1,p3) D ((pl +p3)2) T3 (p1 + p3,p2,Pa + ps)

- D (ps +ps) I's (p4, ps)
+ 5 PERM. (345)

+ T's (p1,p3) D ((pl +p3)2) T3 (p1 + p3, p2 + p4, ps)

. D ((pg +p4)2) f‘3 (anp4)

+ 5 PERM. (345)
(A.41)

Ts (—p1,p2, -, 05) = Ds5(=p1,p2,..,p5) + [3(—p1,p2) D(—p1+p2)

- Ty (=p1 + p2,p3, P4, p5)
L3 (—p1,p3) S (—p1 + p3) Ta (—p1 + p3, p2, pa, ps)
2 ZYKL. PERM. (345)

T's (p3, pa) D (p3 + pa) T4 (—p1, p2, 3 + D4, P5)
5 PERM. (345)

I's (—p1,p2) D (—p1 + p2) I's (—p1 + p2, p3, P4 + ps)
- D (pa + ps) I's (pa, ps)
2 ZYKL. PERM. (345)

+ o+ o+ + o+

+ T3 (=p1,p3) S (=p1 + p3) T's (—p1 + p3, p2, pa + p5)

- D (ps + ps) I's (pa, ps)
5 PERM. (345)

+ I3 (=p1,p3) S (—p1 + p3) s (=p1 + p3, D2 + P4, s5)
- S (p2 + pa) T3 (p2, pa)

+ 5 PERM. (345)
(A.42)

Die zugehorigen T-Funktionen zeichnen einen der Mandelstam-Kanile dadurch aus, dafl
in ihrer Definition die 1-Teilchen-reduziblen Beitrige (,,1-Teilchen-Austauschgraphen®) in
dem entsprechenden Kanal herausgenommen werden. Dies geschieht im Hauptteil dieser
Arbeit an der jeweiligen Stelle ihres Auftretens durch eine geeignete graphische Darstellung
oder in einer vergleichbaren schematischen Notation.

A.1.2 Dyson-Schwinger-Gleichungen

Grundlegend fiir die Herleitung der Dyson-Schwinger-Integralgleichungen im Funktional-
integral-Formalismus ist die Forderung, dafl wie iiblich das Integral iiber eine partielle Ab-
leitung bei geeigneten Randbedingungen des Integranden verschwindet. Dies formulieren
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wir exemplarisch im Geistsektor, wobei durch die erste Funktionalableitung dasjenige Bein
ausgezeichnet wird, das spéter in einen nackten Vertex einlaufen wird:

1

0 = . | DADy Dy Dv D
ZE[OaOaOaOaO] / XEX w w

_ 9
6X by (p1)

exp{ C SE AT B b] — jE[A,...;J,...]}

(A.43)

Bevor wir die entsprechende Invarianz des Exponenten formulieren, notieren wir die fol-
genden Ersetzungsvorschriften, die mit Hilfe der Kettenregeln hergeleitet werden kénnen
und letztendlich die Irreduzibilitéits-Eigenschaften der Vertex-Funktionen sicherstellen:

. P2 Wg[J,....,n] )
Ak (p) — AX 271'2D/dD LR R—
(®) (®) 0Ja& (=p)0J¢ (—a)  §AY (q)
2 Wg[J,....7] ) N
ST (—p) 0w (~0) 9% (@)
(A.44)
Xa(p — )za p + 27 2D/dD ( ~ ’y’ ’ A
) w2 oa(P)T (0 345 (0)
PWgl[J,...,7n )
+ E[ ?_ ﬂ?] . +
0wa (—p) 6wy (—q) X (9)
(A.45)
Damit ergibt sich aus (A.43) folgende funktionale Differentialgleichung:
S[A, ..., ¢] D
0 = —_— + (2 Wp, (— -1
( 0Xby (P1) | asist.. (2m) b (=)
X=X+
0 .
= @) I, ) Re (1)
oo (@m0 [aPq B0 (b1) Raw (@) AL (<21~ )
- 2 Wg [J,w,@,n,7)
€ dD F(O) ©3 E y Wy Wy 1],
+ g0 1) / q 3 biasas (pl) 5@(12 (_q) 5J(l;33 (p1+q)
5Tg [A, .4
VI
X, (p1) (A.46)

Diese Identitdt kann als ,,Master-Gleichung® fiir die Dyson-Schwinger-Gleichungen im

Geistkanal bezeichnet werden; durch die weitere Anwendung der funktionalen Differential-

Operatoren
X b, (P2) 5AY? (p3) X b, (P2)
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und Abschalten der Quellen lassen sich die Funktionalableitungen der erzeugenden Funk-
tionale durch die entsprechenden Greenschen Funktionen ersetzen und so die Integralglei-
chungen fiir die Geist-Selbstenergie I's und den Geist-Gluon-Vertex I's herleiten. Diese
lauten schlielich nach Abspaltung der é-Funktion fiir die Impulserhaltung:

s by (pQ) = 2 biby (pQ)

. qu ~(0 (P > p 2
+ 9021/02 /(27T)D Fi(’a) b1a1g2(_p) D# (5—(] D<(§+q)>

= p p
T3 4ibeas (—5—‘],29,—54“]
(A.48)
By iy Gop2ps) = T 40 ()
3 brboby \P1,P2, D3 3 biboby \P1
dPq - - 2
2.2 (0) D1 D1
+ 90 VOE / (27T)D F3 b1a152 (pl) DMT (7 - q) D <(? + q) )
7 v D1 D1
) T4 a1b2b§>;2 (7 + q, p2, D3, 7 - q)
dPq - - 2
2.2 (0) D1 D1
90 VOE / (27T)D F3 b1a152 (pl) DMT (7 - q) D <(? + q) )
= D1 b1 ~
' I_‘3 a1a3;1rg (7 +q, —p1, 7 - q) (p12)
T, asboby (P1,D2,P3) (4.49)

Die beiden Schleifen in (A.49) werden iiblicherweise durch die Definition einer 74-Amplitude
zusammengefafit (vergleiche (1.59)).

Die Herleitung der iibrigen Dyson-Schwinger-Gleichungen im gluonischen oder fermio-
nischen Kanal geht v6llig analog vor sich; wir beschréinken uns hier auf die analytische
Darstellung der Gluon-Selbstenergie, die wie alle anderen Gleichungen im gluonischen
Kanal aufgrund des nackten 4-Gluon-Vertex auch fundamentale 2-Schleifen-Terme sowie
geschlossene Fermion-Schleifen besitzt:

1Z8% 0) viv
Ly brv () = Fg) bib; (p)

P dPq o) v p p p p
+ 2 g VOE / (27-‘-)D Fg bigi(gj (—p,§+q,§—q) D H2T2 (ﬁ_q) DH1TL (§+q)

\V)

T2T1V2

I_‘3 asa1bsy ( - g +q, _g - Qap)

\V)

1 qu 0) v
t 3 an / (2m)D Iy hes D ()



A.1. FUNKTIONALINTEGRAL-METHODEN 135

1 4 4 dDQl quQ (0) vipapaps
+ 6 J0 VOE / (27T)D / (27T)D I_‘4 biaiazas D (ql) Drem (qQ)

. DH3T3 (p —q1 — q2) T4 ;-2(22211,(/722 ( —p+aq+q,—q, _qlap)

_ 902 VOQE / (;lj:)qD f:())O) ma;bll (g + q) D <(g — q) 2) D <(g + q) 2)

: IN_‘?: azmzz (_g+q’_g_q’p)

e dPq ) ij v p
- N tr{ [ G B 75 s(-5-9)

g (Beato0n) sCo) )
(A.50)

Die Feynman-Regeln im euklidischen Impulsraum, die im ersten Kapitel der Arbeit zu-
sammengestellt werden, fithren schliefflich auf die kompakten graphischen Darstellungen
der Dyson-Schwinger-Gleichungen [14] [27].

A.1.3 BRS-Invarianz und Slavnov-Taylor-Identititen

Die Invarianz der klassischen Wirkung (1.1) unter den Becchi-Rouet-Stora(BRS)-Trans-
formationen der Felder

54D = (90u) P Xa(p) A

St [ @ ALG-0 B (A5
%) = — (Eqous) P AL (p) 0N (A.52)
dxa(p) = %ifabc /% X5 (2) Xe (P — q) 6A (A.53)
55w = [t 7@ (L) o0 (A54)
50 = [t (1) @ -0 0 (A.55)

wird in [22] unter Ausnutzung der klassischen Bewegungsgleichungen sowie der Jacobi-
Identitat fiir die Strukturkonstanten ausfiihrlich beschrieben. In der quantisierten Theorie
fithrt diese Eigenschaft auf die entsprechende Invarianz des Quellterms (1.10), die nach
Ersetzung der Feldvariationen und Anwendung der Kettenregeln (A.44 — A.45) folgen-
de Gestalt einer funktionalen Differentialgleichung fiir die erzeugenden Funktionale bzw.
deren ,,Momente“ annimmt:
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STr[A, ..., .
0 = (901/0) (2m)P /qu q" 547 (q) Xa (Q)
_ D 5FE [Aa ,1;] ~ 1 o
i fabe /d q /d Q@ 547 (a1) Xo (q2) AL (1 — q2)

] W [Jw,@,n,1]
(1)  0Jy (—q2) 0w (g2 — q1)

1. §Tr [A, .. ¢] . )
— 5 1 fabe /qu1 /qug MXb(QQ)Xc(Ql_QQ)

a"'a{b] 52 Wg [‘]awaa}anaﬁ]
0Xa (@)  0wp(—q2) 6we (g2 — q1)

+ Np - tr{ /qu1 /qu2 b (@) (Ta)ij w Xa (01— @) }

~Np -t { 2P [dPq [dPg, Os (4 9] 7,y

— Np - tr { /qu1 /qug W (Ta)ij Tﬁj(ql —q2) Xa(q2) }

59 (q1)
CNp -t { (27)2P /qu1 /qu2 5F§[:41(,(1-1),¢] ( a)z‘j

52 WE [Jawaa}anaﬁ]
6nI (q1 — q2) 0w (go)
(A.56)

Diese Identitdt kann als ,,Master-Gleichung® fiir die iiblichen Slavnov-Taylor-Identitdten
angesehen werden, wie eine weitere Anwendung funktionaler Differential-Operatoren auf
(A.56) zeigt.

Wir beschrinken uns erneut nur auf die Herleitung der einfachsten S-T-Identitét, die
sich mit Hilfe des Operators

5 5
SAY (p2) <_ X by (p1)> (A.57)

sowie anschlieBendem Nullsetzen der Quellen ergibt. Beriicksichtigt man die Forderung
nach Geistzahl- und Fermionzahl-Erhaltung bei jedem Vertex, so tragen in diesem Fall
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nur drei Summanden aus (A.56) bei und liefern nach Ersetzung der Funktionalableitungen
durch die entsprechenden Greenschen Funktionen sowie Abspaltung der §-Funktion fiir
die Impulserhaltung folgende Identitét:

0 = pf Ty % (p2)

D ~
— 1 fogbe 902 V()26 /(;lﬂ_)qD D™ (—q) D((p2+Q)2)

' I;3 cb1g (pQ + q, 1, _Q)

1

— EPQVQ T2 b6y (P1)
(A.58)

Die Summe der ersten beiden Terme 148t sich durch Verwendung der Integralgleichung fiir
die Geist-Selbstenergie (A.48) vereinfachen und wir erhalten:

1 y ~ 1, =
0 = Sorf D" () L2 (p}) — e I (p?) (A.59)
1

Mit Hilfe der Impulserhaltung folgt schlielich die Beibehaltung der perturbativen Feynman-
Regel fiir den longitudinalen Anteil der Gluon-Selbstenergie (p = ps = —p1):

gy V2 , 1
PP p magy = — 2 p2 (A.60)

Die tibrigen S-T-Identitéten der Basisvertizes bendtigen die Definition einiger Hilfsampli-
tuden, die sich mit den Feynman-Regeln des ersten Kapitels graphisch darstellen lassen.
Die exakte Herleitung dieser Gleichungen sprengt allerdings den Umfang dieser Arbeit, so
daB wir uns mit der Zusammenstellung der Resultate im Abschnitt 1.5 begniigen.

A.2 Algebra der SU(N¢)-Eichgruppe

Die Gruppe SU(N¢) ist definiert durch die Menge aller unitéren Ng x N¢-Matrizen,
deren Determinante den Wert +1 besitzt. Es bezeichnen T, fiir a € {1,2,..., N3 —1} die
zugehorigen Generatoren, die vermittels der Kommutator-Relationen

[TaaTb] = 1 fabe Tt (A.Gl)

eine Lie-Algebra mit den total-antisymmetrischen Strukturkonstanten f,;. bilden. Sie sind
sowohl spurfrei als auch hermitisch und wirken im Raum der Fundamental-Darstellung der
Lie-Gruppe, gemaf der sich die Fermion-Felder transformieren.

Aquivalent zu der Einfithrung der total-symmetrischen Strukturkonstanten d,p. durch
die entsprechenden Antikommutator-Relationen ist die Beziehung [24]

(Ta)ij(Tb)jk = ﬁ ab 0% + %dabc (Tc)ik + % abe (Tc)ik : (A.62)
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welche die Grundlage fiir weitere Spur-Relationen bildet, die im Zusammenhang mit ge-
schlossenen Fermion-Schleifen benotigt werden 4:

1

tr { T. Ty } = B Oab (A.63)
tr {TaTch} = % dabc + % fabc (A64)
tr { ToTvT Ty } ﬁ (5ab50d + 5acédb + 5ad5bc )

1 1
+ E facnfdbn + 6 fadnfbcn
7
+ g (dabnfcdn - dacnfdbn + dadnfbcn) (A65)

Weiterhin werden fiir die gemischten Schleifen des Fermion-Sektors folgende Kontrak-
tionen beziiglich der Indizes der adjungierten Darstellung benttigt:

(Ta)ij (Ta)j g %;1 5k (A.66)
() () ()" = g (1) v
(Ta)ij (Tb)jk fabc = Z]ZC (TC)Zk (A68)

Eine geeignete Formulierung der Farb-Kontraktionen im Geist-Gluon-Sektor geschieht
durch die Einfithrung von (N2 — 1) x (N2 — 1)-Matrizen im Farbraum der adjungierten
Darstellung, geméf der sich die Eichfelder der Theorie transformieren:

(Fa)bc = — i fape tr{Fa} =0 (A.69)

Nach [24] erhalten wir fiir Farb-Kontraktionen in der adjungierten Darstellung folgende
Identitéten:

tr { FFy} = Ncouw (A.70)
w{EREY = B0 1, (A.71)

tr { FFyFFy} = Z ((Oabdea + SacOas + Saadhe )
TRCH I o (A.72)

Auf Spur-Relationen, die die symmetrischen Strukturkonstanten enthalten, verzichten wir
in diesem Anhang, da die nichtperturbativ erweiterten Anséitze dieser Arbeit diese Gréflen
nicht beriicksichtigen.

“Die Spur-Relation (A.63) wird auch als ,Normierung“ der Generatoren bezeichnet.
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A.3 Algebra der euklidischen y-Matrizen

Ausgehend von der fundamentalen Antikommutator-Relation der Diracschen ~-Matrizen
in D =4 — 2¢ euklidischen Dimensionen

{7“,7”} = —26M".1

erhalten wir folgende Identitdten fiir kontrahierte Produkte:

yEAt = —D -1 (A.73)
Arat = (D —2)v" (A.74)
YA APt = = (D —4)y" P + 45" - 1 (A.75)
YA AP NT At = (D —4) 7" yP A7 + 2979y (A.76)

Weiterhin gelten fiir Produkte einer geraden Anzahl von y-Matrizen entsprechende Spur-
Relationen, die bei der Auswertung geschlossener Fermion-Schleifen verwendet werden:

{1} = 4 (A.77)
tr { v AY } = —45" (A.78)
tr { YAV AP~ } = 4(5H§P7 — oHPEYT + SHIGVP) (A.79)

AuBlerdem sind sémtliche y-Matrizen definitionsgemifl spurfrei
tr{y} = 0, (A.80)
und die Spur iiber eine ungerade Anzahl verschwindet identisch:
tr{yﬂl---wnﬂ} - 0 ; n=123... (A.81)

Kombinationen von Skalarprodukten der Form 4 b --- und Spuren iiber diese Produk-
te lassen sich mit Hilfe der obigen Formeln ebenfalls berechnen, so daf§ die zugehorigen
Identitaten nicht im einzelnen formuliert werden miissen.

A.4 Berechnung der UV-Divergenzen

A.4.1 Eine Subtraktionsmethode

Setzt man die nichtperturbativ modifizierten Ansétze in erster erweiterter Iteration in
die Schleifen-Integrale der D-S-Funktionale ein, so lassen sich die resultierenden UV-
divergenten Impulsintegrale aufgrund der rationalen Impulsstruktur der Integranden mit
den iiblichen Methoden wie Feynman-Parametrisierung und Symmetrischer Integration
behandeln. Man gelangt auf diese Weise zu sphérisch symmetrischen Impulsintegralen,
die einer Losung durch die folgende Standardformel der dimensionellen Regularisierung
zugénglich sind [6] [22]:
/ dPq (¢®)° 1 IMNa+D/2)T(B—a—D/2) ago—B+D/2

emP (@2 + ) (4m)P2 I'(D/2)T(B)

(A.82)
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Tatséchlich wichst die Zahl der Feynman-Parameter mit der Zahl der inneren Linien stark
an, so daf} vor allem im Rahmen der Behandlung des 4-Gluon-Vertex eine Alternative zu
der Feynman-Parametrisierung wiinschenswert wire. Wir stellen daher im folgenden eine
Subtraktionsmethode vor, mit deren Hilfe sich zumindest die divergenten Anteile der Im-
pulsintegrale auf einfache Weise bestimmen lassen. Es sei aber betont, dafl dieses Verfahren
auf das Verschwinden fermionischer Strommassen in der Lagrange-Dichte (1.4) angewiesen
ist ® und in dieser Form nur bei der Berechnung von 1-Schleifen-Divergenzen verwendet
werden darf. Weiterhin beschrénken wir uns zunéchst auf logarithmisch divergente Inte-
grale; héhere Divergenzgrade werden im zweiten Teil dieses Abschnitts unter Zuhilfenahme
skalenfreier Integrale behandelt.

Im allgemeinen Fall entstehen bei der Auswertung der D-S-Funktionale im D-dimen-
sionalen Impulsraum Integrale von folgendem Typ:

qu qu qu/Q e qp’m
21)” g ({p}, 4 A(e))

Die Nennerfunktion g des Integranden ist dabei durch ein Polynom in den moglichen
Skalarprodukten der Impulse und in A% gegeben und bestimmt durch ihre fithrende Ord-
nung beziiglich des Integrationsimpulses den Divergenzgrad des Integrals. Im Falle einer
logarithmischen Divergenz besitzt sie die Impulsdimension 4 + m (m gerade) und zeigt
folgendes Verhalten beziiglich g:

o (PhaA@) = (@7 + 0™ (A.84)

Der Fall der logarithmischen Divergenz bei ungeraden m 148t sich durch geeignetes Er-
weitern des Integranden auf die obige Situation zuriickfithren und bedarf somit keiner
zusétzlichen Formulierung.

7 (paepim) ({p};A(e);e) = 1/025/( (A.83)

Wir manipulieren nun den Integranden des allgemeinen logarithmisch divergenten
Integrals, um den divergenten Anteil des Integrals isolieren zu kénnen:
/ d®q  q"g gt / d%q _ gMg gt
D o D 2 2
(™7 g1 ({p} 0 A(0)) (2m)P (g2 + A2(e))** ™

qu qul qu2 PP q“m
«f
(2m)7 (g2 + A2(e)* ™

qu D R 224m)2 o (m
/(27T)D a ({p},q;A(G)) (q2 + AQ(G))Q-Fm/Q ((q ) + (q )

— (¥ - 0(*™)

qu qu qu/Q e qp’m
-
(2m)7 (g2 + A2(e)* ™

qu qul qu2 e q“m
KONV. A.
/(27T)D (¢ +A2(€))2+m/2 + KONV (A.85)

Fiir die Komplikationen, die durch die Einbeziehung massiver Fermionen zustande kommen, sei auf
[17] verwiesen.
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Wir sind also in der Lage, die komplizierte Nennerstruktur des Integranden durch eine
geschickte Subtraktion konvergenter Integrale zu vereinfachen. Dieses Verfahren 148t sich
sofort auf linear divergente Integrale verallgemeinern, deren Nennerfunktion bei unge-
radem m folgendes Verhalten beziiglich des Integrationsimpulses zeigt:

e (PharE) = @2 + 0™ (A.86)

Durch eine geeignete Verschiebung des Integrationsimpulses 148t sich die zweitfiihrende
Ordnung in (A.86) stets eliminieren, so da§ mit der ersten Regel der symmetrischen Inte-
gration

dD
[ Grp e @) = 0 (f momgerade)  (AS7)
die fithrende Ordnung des Z&hlers keinen Beitrag liefert und somit effektiv nur logarith-
misch divergente Integrale vorliegen.
A.4.2 Verwendung skalenfreier Integrale

Auch quadratisch divergente Integrale lassen sich auf logarithmisch divergente Integrale
zuriickfithren; allerdings wird hierfiir die fundamentale Eigenschaft des Verschwindens
skalenfreier Integrale im Rahmen der dimensionellen Regularisierung benétigt :

qu qu qu/Q e qp’m |
= ; A.
/ (2m)P (g2)m/2te 0 i 70 (A.88)

Da der quadratische Divergenzgrad nur bei der Analyse der Gluon-Selbstenergie sowie
bei der Berechnung von Vakuumkondensaten auftritt, 1at sich der Satz duerer Impulse
im folgenden auf eine einzige Impulsvariable reduzieren. Bei der Entwicklung der Nenner-
funktion eines quadratisch divergenten Integrals sind allerdings die ersten drei Ordnungen
beziiglich des Integrationsimpulses zu beriicksichtigen 7:

9 (pad(@) = (@) + M () (@)
+ M, (p;A(e)) pTpT2q g (q2)—1+m/2
+ O(q_1+m) (A.89)

Die Manipulation des Integranden durch die Subtraktion eines skalenfreien Integrals mit
der entsprechenden Index-Struktur und Impulsdimension fithrt wegen (A.88) diesmal auf
folgende Darstellung des allgemeinen quadratisch divergenten Integrals:

/ dPq g"qh2 gt / dPq gz gtm
(2m)" g5 (p. g A(0)) (@m)P (g2t

qu qu qu/Q e qp’m
/ (27T)D (q2)1+m/2

SEventuelle Infrarot-Divergenzen, die fiir « > 2 auftreten, spielen im Rahmen des quadratischen Di-
vergenzgrades keine Rolle.
"Eine geeignete Translation von ¢ erlaubt wieder die Eliminierung der Ordnung ¢'*™.
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_ dPq ghtighe . .. ghm nbmiz o anlim)2
/ (2m)® 93 (p, q; A(e)) (qQ)H'm/2 < (@) (a7)
M (i AQ)) ()"

— My (s A()) p7p™g™ g™ (¢7)

- O(¢g ™) )

_ . Afe dPq  g¢Mgh gt
— M, (p,A( )) /(27T)D 75 (p, q;A(e)) 2

daP Highz . .. ghmgT1oT
— My (3 A6)) pp™ / 4.2 979 99 | KONV.
(™7 g3 (p,a;A(€)) ¢*
(A.90)

Die resultierenden logarithmisch divergenten Integrale lassen sich mit den bekannten Me-
thoden behandeln, wobei Teile der Nennerfunktion g3 als Vorfaktoren M; und Ms auf-
treten. Man beachte, dafl die Verringerung des Divergenzgrades nur auf Kosten einer kom-
plizierteren Tensorstruktur des Integranden zu erreichen ist und konvergente Anteile der
Integrale im Laufe der Entwicklung vernachlissigt werden.

Auch kubische und quartische Divergenzen, die allein bei der Analyse von Vakuum-
kondensaten auftreten, lassen sich durch eine schrittweise Anwendung des vorgestellten
Verfahrens auf logarithmische Divergenzen reduzieren 8. Da die Berechnung der fiihren-
den Schleifen-Ordnungen von Kondensaten der Massendimension vier in [37] ausfiihrlich
diskutiert wird, beschrinken wir uns in dieser Arbeit auf die Zusammenstellung der ent-
sprechenden Resultate im zweiten Teil des Anhangs.

A.4.3 Ausfiihrung der Impulsintegration

Fiir eine Berechnung des logarithmisch divergenten Impulsintegrals in (A.85) wird zunéchst
die zweite Formel der symmetrischen Integration benétigt [6]:

D
/(;ZW)qD ¢ g f () =

Sﬂguwz---um) / qu
(

D(D+2)---(D+m—2) ] (2m)P (@)™ f(¢®)  (fiir m gerade)

(A.91)

Wihrend f eine beliebige nichtsingulire Funktion in ¢?> darstellt, bezeichnet S,, fiir
m > 2 den totalsymmetrischen Lorentz-Tensor m-ter Stufe, der iiber folgende rekursive
Darstellung definiert werden kann:

81n diesem Fall ist aufgrund des Fehlens duBerer Impulse sogar die Berechnung fithrender 2-Schleifen-
Divergenzen mit Hilfe einer vergleichbaren Subtraktionsmethode méglich [35].
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SQ(MM@) = GH1p2 (A.92)

g, nkatana) . gupz gHsHa | GHIKS GH2Ha 4 GHINA H2ls (A.93)

Sm(muz...um) — Z SHL Sr(r/:ig?r"“k—l%ﬂ"'“m—l’*m) (A.94)
k=2

Das verbleibende skalare Impulsintegral in (A.91) 148t sich mit der Standardformel (A.82)
16sen und liefert:

o | g ()™ 1 <A<e>>-% T(m/2+2 o T(e)
O LD (@i T @\ ) TE-gT(m/2+2)

_ (4;)2 (%) - (2 +mm) — 7 + 0(0))
(A.95)

Die Entwicklung des Faktors (4m)¢ zeigt, auf welche Weise auch eine freie Proportiona-
litdtskonstante der Massenskala im Nenner des Integranden den endlichen Anteilen ,,zu-
geschlagen“ werden kann. Die Berechnung der divergenten Anteile fithrt also nach (A.95)
trotz verschiedener Werte von m auf identische Resultate, falls die nachfolgenden Eigen-
schaften der Gamma-Funktion verwendet werden [6]:

F'z+1) = zT'(z) (A.96)
'n+1) = n! ; nelN (A.97)
PO = -7 +0(0 ; (A.98)

"1
v = lim <Z—,—1nn> ~ 0,5772

n—oo
=17

Die A-Abhingigkeit des Vorfaktors in (A.95) macht deutlich, dafl der divergente Anteil
eines beliebigen logarithmisch divergenten Integrals nach Multiplikation mit g¢ stets durch
die fundamentale Grofle II(€) (2.13) ausgedriickt werden kann:

902 . T (H1p2.--pm) ({p};A(e);e) =

Sm(muz---um)
DD+2)---(D+m-—2)

(e (1+0() + KONV. (A.99)

A.5 'Wechsel der Parametrisierungen

A.5.1 Aufhebung der Partialbruchzerlegungen

In diesem Abschnitt werden die im zweiten Kapitel formulierten Ansétze der Vertizes von
ihrer partialbruchzerlegten Form auf eine gebrochen-rationale Form mit faktorisierender
Nennerstruktur umgerechnet; somit wird zusétzlich Anschlufl an die Parametrisierung der
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Ansitze in fritheren Arbeiten [36] [37] gewonnen. Wir beginnen mit der Lorentz-invarianten
Impulsfunktion des 3-Gluon-Vertex (2.31):

-,F?ELO] (p%;p%,pg;AQ) = 14+ x (HQ +H3) + xo IIoIl3 + x4 114
+ x5 II; (HQ +H3) + x7 I 11113

1 1 1
pf + uaA? p3 + ugA? p2 + ugA?

' < pip3D3
+ p3p3 (UQ +$4) A?
+ pi(p3 +p3) (ue 1) A2
+ (p22 +p32) (u22 + z1ug + Taus +x5) A*
+ pf (U22 + 2wyus + T2 ) A?
+ (uQP’ + 2x1u22 + a:4u22 + xoug + 2x5U9 + x7) AS )
1 1 1
pi 4+ uaA? pd + usA? pd + ugA?

< Do Cmumams (P2)™ (P2)™ (p3)™ (A2)3‘m1—m2—m3>

mi,m2,m3

(A.100)

Die Transformationsformeln zwischen den beiden Parameterséitzen sowie die Symmetrie-
Eigenschaften der Parameter ¢, m, m, lassen sich in (A.100) direkt ablesen. Deren Indizes
nehmen nur die Werte 0 oder 1 an, da Strukturen mit inversen Polfaktoren bei der Kon-
struktion des Ansatzes aus bekannten Griinden nicht berticksichtigt werden.

Bei der matrixwertigen Impulsfunktion des Fermion-Gluon-Vertex (2.35) ist wegen der
Antikommutator-Relation (1.8) die Reihenfolge der fermionischen Polfaktoren bzw. Im-
pulsvariablen zu beachten. Wir erhalten diesmal:

FO v ({p}; A) = "+ 201 (ﬁw“s +7“3ﬁ2) + 204 iyl + 210 v*315
+ 211 (1:[1’)’“3 +7”31:[2)H3 + 21,4 Iy,

1

= m( 171’)’“31722932

+ b1yY"3po (UQ + 2170) A?
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+ (171’7“3 + ’7“3172) p3 (wQ + 20,1) A
+ (p17us + 7“31)2) (u2w2 + u220,1 + waz10 + 21,1 ) A3
+ yHpg (w22 + 2waz20,1 + 20,4) A?

2 _ 2 4
+ yH8 (u2w2 + 2uglinzo,1 + wg'21,0 + U220,4 + 2wo211 + 21,4) A )

1 1
'172 + woA p? + ug A2

1 < _ n’ n o/ _2\m A 4—2m—n—n'
= T Z Cm,n,n’ (1)1) 7M3 (p?) (p3) A
1)1 + w2A m,n,n’

1 1
'1)2 + wo A p32 + ug A2

(A.101)

Die Symmetrie-Eigenschaften der Parameter ¢, s (m,n,n’ € {0,1}) entsprechen der
Forderung nach C-Invarianz des Fermion-Gluon-Vertex und sind in fritheren Arbeiten zu
der Beschreibung der Fermionsektors nachzulesen [17] [36].

Fiir die Lorentz-invariante Impulsfunktion des reduzierten 4-Gluon-Vertex Vi (2.74)
zum Farbtensor C; und zum Lorentz-Tensor L; s lautet die Umrechnung der partialbruch-
zerlegten Form auf die gebrochen-rationale Form mit faktorisierender Nennerstruktur:

FLhy @b A% = migo + miga (T + o + Thg + 11y )
+ 7ij2 (H1 + Hg) (H3 i H4)
+ i (T = Thp ) (T3 — Ty )
+ Nija (H1H2 + H3H4)
+ i (Hlﬂz(ﬂs +10y) + (11, + HQ)H3H4)
+ mise T ITIL,

1 1 1 1
PP +u2A? p3 +usA? p3 + ugA? pi +usA?

< PLPIPIPE Mijo
2 2, 9 2 2 2N 2 2 . ) A2
+ (pips(p3 +pi) + (i +p3)p3pi ) | w2mijo + Mijin

+ (pfpg + pg?pf) (%2771‘,;‘,0 + 2ugm; j1 + 771‘,]‘,4) A?
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+ (pPp3 +p3pt) (udmigo + 2uomiga +mige +migs ) A*

2
1
+ (p12p42 + p22p32) (%2771‘,]‘,0 + 2u9m; i1+ Mij2 — 771‘,3‘,3) A*
+ (p12 +p3 +p3 +p42) (u2377i,j,0 + 3udn i1 + 2uami o + uanija + Nijs ) A®
t (udmijo+ dudn g + 4udni o+ 2udnja + duami s+ i ) AP )
1 1 1 1
p? + usA? p +ugA? p2 + ugA? p? + ugA?

' < Yo e e D) (03) 2 (p3) ™ (pF)™ (M%) T TR T T )

mi,ma2,Mms3,maq

(A.102)
Die Symmetrie-Eigenschaften der Parameter c%’f}m27m37m4 9 entsprechen der partiellen
Bose-Symmetrie im s-Kanal, die bereits im ersten Kapitel in Verbindung mit der Bethe-

Salpeter-Resummation auftrat.

A.5.2 Entwicklung der Tensorfunktionen W;

Im Rahmen des Selbstkonsistenzproblems fiir den reduzierten 4-Gluon-Vertex wird die
Darstellung der 47 Hilfsparameter 7;; als Linearkombinationen der 17 fundamenta-
len Parameter (; benotigt. Grundlage dieses linearen Gleichungssystems ist die Entwick-
lung der tensorwertigen Impulsfunktionen W; nach den linear unabhingigen Farb- und
Lorentz-Tensoren des zweiten Kapitels, die wir exemplarisch fiir die erste Funktion (2.47)
angeben:

1,0 3
Wl[ | lélllézgzg: {p}A) = < Cp (a1aza3a4) (§L_7§“1“2N3N4))
D-1 1
_ CE (a1a2a3a4) (TL075(M1M2M3M4) _ §L+7§H’1H’2M3N4)) )

(H1 10y + 115 + H4)
(A.103)

Wiéhrend die Lorentz-Tensoren dieser Entwicklung in (2.69 — 2.71) definiert werden, sind
die Spur-Relationen, die fiir die Umrechnung der Farbstruktur bendtigt werden, in einem
fritheren Abschnitt dieses Anhangs zu finden. Beriicksichtigt man alle 17 Entwicklungen
und setzt D = 4, was wegen € = 2 — D/2 der Vernachléssigung von Termen der Ordnung
€ entspricht, so fithrt ein Koeffizientenvergleich nach Tensoren und invarianten Impuls-
funktionen auf folgende 47 linearen Gleichungen '0:

9Die unteren Indizes nehmen erneut nur die Werte 0 und 1 an.
10Alle weiteren Parameter 7; ;. , die nicht explizit aufgefithrt werden, verschwinden aus Symmetrie-
griinden.
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3 3

nA01 = — 5(7 + 5(13

nA02 = —%C:’,—ng—gCg-l-ng—i-ng—i-ZCn
NA04 = g(:% - ng + 3¢9 — 3C12 + ng - gCn
nao0s = — gClo + gCls

nA0e = — gCn + ng

NA+1 = — %C7 + %Cm

NA+2 = 3434‘%(8"‘%(94‘%(124‘%(14_ %Cn
NA+4 = —%Cs+%C8—C9—C12+%C14+%C17
NA+5 = %Cm + %Cm

NA+6 = %Cn + %Cw

NA-3 = %C?’ - %Cn

nBo,1 = %Q + ng

nBo2 = —ZCer%Cs—gCg—%C12+%C14+%C17
nBo4 = gC3+ZC8+ZC9+gC12+gCM— gCn
nBo05 = ZClO + gCls

nB06 = ZCH + ng

nB+1 = — i@ + %Cm

NB+2 = iCs— iCer%Cg— %C12+%C14— %Cn
NB+4 = —%C:’,—iCs—ng-l-%Cm—i-%Cm—i-%Cn
NB+5 = — i(lo + %Cls

NB+6 = — i(n + %Cw

nB,-3 = %C:& + g(g - ZCH

9 9
Nc03 = —§C9 — ZCu
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nc+,3 = %Cg - ZCu

ne,—1 = - %Q

Nne—2 = — %Cs + %Cg
Ne—4 = — ZCS — ZCg
nc-s5 = — ZClO

nc—6 = — ZCM

ND,03 = %C:& + gCG

ND+,3 = — 243 + gCe

D, 1 gﬁ

D, 2 gCQ — %Cs

ND,— 4 gCQ + g(g

nD,—5 g@;

1D, .6 ng

NE,0,1 - géﬁ

NE,0,2 —gCQ — ZC:& + gCG
NE,0,4 — gCQ + ng — 3(Cs
NE,0,5 - g@;

NE,0,6 - ng

NE+,1 %Cl

Tpap = 50+ 08+ 5o
NE,+.4 %CQ - %Cg — Ce
NE+,5 %sz

NE,+,6 1(5

2
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3
NE,—3 = _ZC?’

Wir ergénzen schliefflich die verschiedenen Darstellungen der vollstéindig bose-symme-
trischen und impulsunabhéngigen nullten Stérungsordnung fiir den 4-Gluon-Vertex, deren
Definition (1.35) die lineare Abhéingigkeit der Farbtensoren aufgrund der Jacobi-Identitét

(siehe (2.67)) noch nicht beriicksichtigt:

F(O) 12 3 g SHIH2 GH3Ha | SHIHS §H2Ha _ 9 §H1H4 5#2}13)

a1a2a3a4 = fa1a3m fa4a2m

_ fa asm fa2a3m 5N1N25N3N4 _ 25“1N35N2N4 + 5N1N45N2N3)
144

(M1M2M3M4))

(
(
= CD (a1azazaq) (
) (0=

M1M2M3M4) _ L (M1M2M3M4))

+,s

+ CE (a1a2a3a4)
(A.104)

Wir lesen fiir die verbleibenden Hilfsparameter 7 ;0, die den perturbativen Anteil des
reduzierten 4-Gluon-Vertex beschreiben (vergleiche (2.46) bzw. (2.73)), folgende Zahlen-

werte ab:

naoo = 0 ne,—o = 0

na+o0 = 0 np,—o = —3

nBoo = 0 ngoo = D-1
= 0 ne+o0 = —1

nB,+0 =
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Anhang B

Die Vakuumkondensate der QCD

B.1 Definition der Kondensate

Grundlage der Vakuumkondensate sind die Erwartungswerte zusammengesetzter Opera-
toren bzgl. des nichtstérungstheoretischen Vakuumzustandes |Q2) an gleichen Raum-Zeit-
Punkten. Bildet man z. B. bei dem zeitgeordneten Erwartungswert (1.11) die Spur iiber die
offenen Index-Strukturen und fithrt im euklidischen Ortsraum den formalen Limes x — y
durch, so 148t sich unter Beriicksichtigung der Translationsinvarianz das unrenormierte
Fermion-Kondensat der Massendimension drei iiber die Fourier-Darstellung definieren:

(50),, = lm o {@TE@ @0} = { / %sm“‘(k)}
(B.1)

Fiir dieses eichinvariante Kondensat erwartet man auch im Grenzfall masseloser Quarks
einen nichtverschwindenden Wert. In [25] findet man fiir die sehr leichten u-Quarks und
d-Quarks aus QCD-Summenregeln bei einer Skala von 1 GeV:

<qz¢> ~ — 0.0114 (+0.004) GeV? (B.2)
(exp)

Analog zu (B.1) 148t sich das eichinvariante Gluon-Kondensat (GG) aus dem Quadrat
des Feldstérke-Tensors (1.5) bilden. Da die zeitgeordneten Produkte von Feldoperatoren
im Ortsraum aufgrund ihrer Distributions-Eigenschaften im formalen Ubergang = — y
ein singuléres Verhalten zeigen, ist neben der perturbativen Renormierung von Feldopera-
toren und Kopplungsparametern im allgemeinen eine Renormierung zusammengesetzter
Operatoren (COR) erforderlich. Die Zuweisung endlicher Werte héingt dabei von der Re-
normierungsvorschrift ab und wird in der Literatur unterschiedlich gehandhabt !. Wir
werden im Rahmen dieses Anhangs die Kennzeichnung ,(ren)“ verwenden, um alle Re-
normierungsschritte zusammenzufassen, die in fithrender Stérungsordnung zu endlichen
Werten fiir die Kondensate fiithren. Tatséchlich erweist sich hierfiir im folgenden die per-
turbative Kopplungsrenormierung (1.104) als véllig ausreichend, da die divergenten Bei-
trige der Kondensate mit dem 1/g?-Mechanismus des zweiten Kapitels (2.13) behandelt
werden konnen.

'Fiir niihere Einzelheiten siche [37].
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Fundamentale Bedeutung erlangen die renormierten eichinvarianten Kondensate der
QCD durch ihren Zusammenhang mit der Spuranomalie des symmetrischen Energie-
Impuls-Tensors, die ein Maf3 fiir die Brechung der Skaleninvarianz als Quantisierungs-
effekt darstellt [37]. Aus ihrer Invarianz unter Renormierungsgruppen-Transformationen
folgt unter Beriicksichtigung der fithrenden g-Abhingigkeiten der Renormierungsgruppen-
Funktionen, daf} in fithrender Stérungsordnung allein das Produkt jedes Kondensats mit
dem Quadrat der renormierten Kopplung eine Renormierungsgruppeninvariante darstellt.
Wir definieren also als eichinvariantes, renormiertes und in fithrender Stérungsordnung
RG-invariantes Gluon-Kondensat 2:

2
9
Cav = 5 <Ga e >(rm) (B.3)

In [25] [38] findet man fiir (B.3) bei einer realistischen Zahl von sechs Fermionen mit
unterschiedlichen Massen folgendes halb-empirisches Resultat:

Caviespy ~ 0.017(£0.004) GeV* (B.4)

Dabei folgt aus der Forderung nach Renormierungsgruppeninvarianz, dafl sich (B.3) als
zahlenwertiges Vielfaches der Massenskala Agcp ausdriicken lassen muf:

Cyy = CA4

Die dimensionslose Zahl ¢ enthilt damit die gesamte nichttriviale Information {iber das
Gluon-Kondensat und kann — zumindest prinzipiell — in dieser Arbeit berechnet werden.
AuBerdem wird deutlich, dafl ein Mechanismus existieren muf}, der ein Quadrat der in-
versen Kopplung zu produzieren gestattet. Genau dies leisten die Methoden des zweiten
Kapitels, falls das unrenormierte Gluon-Kondensat (siehe (B.13)) schon bei seiner Defini-
tion mit dem Quadrat der nackten Kopplung multipliziert wird.

Wir definieren entsprechend ein neues Fermion-Kondensat der Massendimension drei,
das sich bei perturbativer 1-Schleifen-Renormierung in fithrender Stérungsordnung als
RG-invariant erweisen wird 3:

F1l = 902 ) <TZ¢> = 902 ) (B.5)

Man beachte, daff im Rahmen der rein gluonischen oder der masselosen Theorie stérungs-
theoretisch nur verschwindende Kondensate zu erwarten sind, da sich bei Anwendung
der rein perturbativen Feynman-Regeln alle Impulsintegrale als skalenfrei erweisen und
nach den Axiomen der dimensionellen Regularisierung keine Beitriige liefern. Diese Si-
tuation dndert sich grundlegend durch Einfithrung der nichtperturbativen Massenskala
A . Demnach ist die Ausbildung endlicher, nichtverschwindender Vakuumkondensate als
nichtperturbativer Effekt zu verstehen, der seine Ursache in der nichttrivialen Struktur
des QCD-Vakuumzustandes findet.

?Die Wahl des Vorfaktors ist der iiblichen Konvention [25] angepaft.
3Der Flavour-Index f kann fiir masselose Fermionen erneut vernachlissigt werden.
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Das Ziel der folgenden Uberlegungen zu den Kondensaten ist, die eichinvarianten Kon-
densate durch die Parameter der nichtperturbativ erweiterten Ansétze des zweiten Kapi-
tels auszudriicken. Zu diesem Zweck fithren wir zunéchst die Lorentz- und farbinvarianten
Kondensate der Massendimension vier ein, die sich mittels des in (B.1) beschriebenen Ver-
fahrens direkt aus der Lagrangedichte der Theorie ergeben. Diese lassen sich analog dem
Fermion-Kondensat (B.5) definieren und zusétzlich graphisch veranschaulichen:

e Abelsches Gluon-Kondensat:
v v 2 ~ 1 2
(AL — aAg)> = Sef ﬁ (B.6)

/
G2 = ¢ (%)) = o - Q ,L (B.7)

-

V2 = g¢ - <

o Geist-Kondensat:

e Fermion-Kondensat:

F2 = g8 (ivpe) = gf - O (B.8)

e 3-Gluon-Kondensat:

V3 = 902- g0 fabe (O*AY — 8”A“)A“A”

o Geist-Gluon-Kondensat:

GV = 902 : gOfabc(a Xa)Ab Xc

% (B.10)
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e Fermion-Gluon-Kondensat:

FV = g} (g Tuy" Alv)

o 4-Gluon-Kondensat:

1 v v
V4 = 902 : <1902fabnfcdnAgAbAgAd>

- -9 - (B.12)

Die drei unterschiedlichen Terme des 4-Gluon-Kondensats kommen durch die tibliche Zer-
legung der vollen Greenschen Funktion G4 nach nichtzusammenhingenden, 1-Teilchen-
reduziblen und 1-Teilchen-irreduziblen Anteilen zustande, wobei in erster nichtpertur-
bativer Iteration analog den D-S-Funktionalen beobachtet werden kann, wie die drei
Mandelstam-Pole des 4-Gluon-Vertex (siehe (3.1)) durch drei identische Permutationen
die ,,Entschirfung® der inneren Gluonlinie zwischen den beiden modifizierten 3-Gluon-
Vertizes sicherstellen.

Das unrenormierte eichinvariante Gluon-Kondensat setzt sich nach (1.5) aus den oben
definierten Kondensaten folgendermafien zusammen:

gf - (GEGE) = 4V2 + 4V3 + 4V4 (B.13)
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B.2 Die Bewegungsgleichungs-Kondensate

Multipliziert man die klassischen Bewegungsgleichungen [22] [29] mit den entsprechenden
Feldern und bildet den Erwartungswert der entstandenen zusammengesetzten Operatoren
beziiglich des nichtstérungstheoretischen Vakuumzustandes sowie die Spur iiber die offene
Index-Struktur, so erhilt man Identitdten zwischen den im ersten Abschnitt definierten
Kondensaten [37]. Das entsprechende Bewegungsgleichungs-Kondensat fiir das Eichfeld
lautet 4:

2V2 + 3V3 +4V4 + GV + Np - FV =0 (B.14)

Diese Beziehung kann dazu genutzt werden, das schwer zu handhabende 4-Gluon-Kondensat
in dem eichinvarianten Gluon-Kondensat (B.13) zu eliminieren:

g0 - (GG ) = 2V2 4 V3 — GV — Np - FV (B.15)

Die iibrigen beiden Bewegungsgleichungs-Kondensate fiir das Geistfeld und die Fermion-
felder lauten:
G2 + GV =0 (B.16)

F2 + FV =0 (B.17)

Prinzipiell stellen alle drei Bewegungsgleichungs-Kondensate nach Berechnung der diver-
genten Beitrige in erster nichtperturbativer Iteration nichtlineare Gleichungen zwischen
den Parametern der erweiterten Anséitze bereit, die dazu dienen kénnen, aus dem unterbe-
stimmten nichtlinearen Gleichungssystem des Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenzproblems
einzelne Losungen zu extrahieren.

B.3 Fiihrende Divergenzen in erster Iteration

In diesem Abschnitt sollen nun die fithrenden Divergenzen in niedrigster Schleifenordnung
fiir die oben definierten Kondensate zusammengestellt werden. Dazu werden in erster Itera-
tion die vollen Propagatoren und Vertizes — analog der Behandlung der Dyson-Schwinger-
Funktionale — durch ihre nichtperturbativ erweiterten Ansétze ersetzt und anschliefend die
ultraviolett-divergenten Impulsintegrale in dimensioneller Regularisierung berechnet. Die
Modifikation des Fermion-Propagators auf Stufe r = 1 (2.21) ergibt so fiir das Fermion-
Kondensat der Massendimension drei (B.5) folgenden Ausdruck:

F10D (Aeie) = (120 — 24wiwy — 12wpwy )

2 3—2e¢
g5 A 1
R

Die vorhandene Divergenzstruktur erlaubt die Anwendung des 1/g?-Mechanismus (2.13),
und wir erhalten im Limes ¢ — 0 folgendes endliches Resultat:

_ A3
F1((l;e}3) (A) = % ( 1208 — 24wws — 12w2w3) + O(g?) (B.19)

4Die Summe iiber die Quark-Flavours reduziert sich fiir masselose Quarks wieder auf den Faktor Np.
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In analoger Weise lassen sich auch die {ibrigen 2-Punkt-Kondensate behandeln. Die Re-
sultate in fithrender Schleifen-Ordnung (I = 1) lauten:

A4

(I=1) - 2 2
V2 (ren) (A) - ﬂO (12 Uy 12 U3) + O(g ) (B20)
G20 (A) = 0 (B.21)
_ A4
FQ((Z,;Z)) A) = B ( — 12w + 36 wiws + 24 wiwows
0

+ 12wdwy — 12w ) + O(g?) (B.22)

Fiir die 3-Punkt-Kondensate erhalten wir in fithrender Schleifen-Ordnung (I = 2) folgende
Ausdriicke [37]:

A4

V3((Z;Z)) (A) = 55 ( — 183uf + T5uz — 108 x5 + 198 ujzy
0
+ 93 uizy + 90Uz — 15u2x4) + (’)(92) (B.23)
i) = N (st O(g? B.24
Wﬂ”‘?(_ uf +3u ) + O (B.24)
_ A4
Fvé{;ff N = — < 8u? — 8uz + 24uywz + 48w — 96 wiws — 48 wiwows
0

+201 ( — 24wy + 2wwy — 96w — 48wiw,
—48wiw} + 144wyws + 48 wyws )

+ 204 (24u1 + 48 w? + A8wiws + 48wE — 48w3)

210 ((— 8ur — 8uy — 24wy )

+ 211 (24w — 24w, )

214 ( — 24) ) + 0% (B.25)

Um das Bewegungsgleichungs-Kondensat des Eichfeldes zur Bestimmung einzelner Losun-
gen des Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenzproblems heranziehen zu kénnen, diirfen keine
Parameter des reduzierten 4-Gluon-Vertex aufiler den Kombinationen (6.32) und (6.33)
in dieser Bedingung auftreten °. Dies wird insbesondere durch eine Vernachlissigung der
3-Schleifen-Terme in (B.12) erreicht, die in Hinblick auf die Unterdriickung der 2-Schleifen-
Terme in der Auswertung der Dyson-Schwinger-Funktionale durchaus vertretbar ist. Der
verbleibende 2-Schleifen-Beitrag zur nullten Stérungsordnung lautet:

val=2 (A)

(ren)

A4
2 (Sut) + o) (B.26)

5 Anderenfalls ist die entsprechende Gleichung als Teil des iiberbestimmten Gleichungssystems fiir die
Vertexparameter (; zu behandeln.
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Wir sind nun in der Lage, die aus den Bewegungsgleichungen stammenden Bedingungen
fiir die Parameter anzugeben. Wir beginnen mit der Gleichung fiir die Geistfelder (B.16)
und erkennen, daf§ das Verschwinden des Geist-Kondensats (B.21) — verursacht durch die
fehlende Modifizierung des Geist-Propagators in der Landau-Eichung — das Verschwin-
den des Geist-Gluon-Kondensats (B.24) in erster nichtperturbativer Iteration erzwingt.
Dies 1488t sich neben der trivialen Losung (u; = ug = 0), die allerdings im Rahmen der
kompensierenden Pole des dritten Kapitels ausgeschlossen wurde, nur durch folgende ein-
fache Forderung an die Parameter des nichtperturbativ modifizierten Gluon-Propagators

erreichen:
!

ul = ug (B.27)

Diese Beziehung ist mit der Forderung nach ,,Confinement“-zeigenden Lésungen (2.18)
durchaus konsistent; allerdings verschwindet damit interessanterweise das abelsche Gluon-
Kondensat, das in fritheren Arbeiten [11] [14] als erste Niherung fiir das eichinvariante
Gluon-Kondensat verwendet wurde.

Das Bewegungsgleichungs-Kondensat der Fermionfelder (B.17) erfordert aulerdem fol-
gende Identitdt der Vertexparameter:

1
— (3w14 — 12w12w3 — 6 wjwows — 3w22w3 + 3w32)

Bo

1
L < 2u12 — 2ug + 6ujwsg + 12w14 — 24w12w3 — 12 wiwows

¢
+ 20,1 ( — 6uwy + 6uwy — 2411)13 — 12 wfwg
— 12 w1w22 + 36 wiwsg + 12 wgwg)
+ 204 (6u1 + 1202 + 12wiwy + 120f — 12w;)
+ 21,0 ( —2u1 — 2uy — 6w3)
+ 211 (6w1 — 6w2)

+ 21,4 ( — 6) ) (B'28)

Das Bewegungsgleichungs-Kondensat des Eichfeldes (B.14) fithrt bei Vernachlissigung
der 3-Schleifen-Terme des 4-Gluon-Kondensats auf folgende Gleichung der ersten Iteration:

1

%( — 24u? + 24u3)

1
= @ ( — 390u2 + 228u3 — 32425 + 594wz
0

4+ 279 uymy + 270 U9z, — 45 u2x4)

+ =5 < 8u12 — 8ug + 24 ujws + 4811)14 — 96w12w3 — 48 wiwows
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+ 201 ( — 2uwr + 2duiws — 96w — 48 wiw,
— A8 wiw? + 144 wiws + 48 wgwg)

+ 204 (24u1 + 48 w? + A8wiws + 48wE — 48w3)

+210 ((— 8ur — 8uy — 24wy

+ 211 (24w1 — 24w;)

+ 214 ( - 24) ) (B.29)

Der RG-invariante Term nullter Ordnung des eichinvarianten Gluon-Kondensats (B.3),
dessen 3-Schleifen-Beitrage durch Verwendung des exakten Bewegungsgleichungs-Konden-
sats fiir das Eichfeld vollstdndig eliminiert werden konnten, 148t sich nach Einsetzen der
beiden Bedingungen (B.27) und (B.28) folgendermafien durch die Vertexparameter der
ersten Approximationsstufe ausdriicken:

A? < Np

Cav(A) = =\ B

( — 12w + 36 wlws + 24 wiwows

+ 12wiwg — 12w] )

1
g (- 108uf — 1085 + 198wy

+ 93 uizs + 0uszy — 15 UQ.T4)

b o) ) (B.30)



Anhang C

1-Schleifen-Resultate fiir den
4-Gluon-Vertex

C.1 Selbstkonsistenzgleichungen

Ca—Los—Gleichungen:

9 45
Zu§x4(5f2 + {3+ 80 —6¢ + 120 — 12(12 + 6(14 — 6@17) - ZU39€5C4
3 27 45 15
+ (5 Bo u3 + ?u3x5) (Clo - C15) + (Z UsTL — o UsTy — Np u32‘1,o) (Cn - Cm)
= —27wuicd + Sduswaxd — 27 xixy
(C.1)
9 27 9 3 27 9 27
5“3964@1 + (1_6u§ - 5“3965) G2 — (55()“% - 1—6u§ + Zu39€5) ¢ + - st Ca
27 9 3 27 9
+ (—ug + —u3x5) C6 + (—Bw% - =l - —sts) (Cs —2¢ +2¢2 — Cua + C17)
8 4 2 8 4
99 15
+ (Z UsTL — o U3Ty — Np U3Z1,0) (Clo - C15)
——2—7u22 36 9 22 — 9mpa? — 18
= 3 3Ty + U3T1L4T5 + 3 U3Ts ToTy T1XT5L7

LN (U3)2 (2 2 2 2 2 9 )
F\—— 5 W320,121,021,1 — 5 W3z 5 %0,121,121,4 — 3 20,4%
ws/ \3 3 23 3 11

(C.2)
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9 3 9 9
§U§$4(2CI -3¢ + 3@3) — Yuzws (2 + (Zﬁoug + ZU3$5)C3 - ZU3$1C4

+(27 2 63 )Cs-i-(gﬁougﬁ-2—7U3$5)(2CS+QC9—2C12—2C14_<17)

1618 T g usTs 4
45 15
+ (Z UsTy — o UsTy — Np U32‘1,0) (Clo - C15)
45
= — Eu%xi + 36 ugxrix45 + 27U3x§ — 9x2x§ — 18125727
2 1 1 1 1
+ Np (Z—Z) (— §w320,121,02‘1,1 + gwszil - 52’0,121,12‘1,4 + 52‘0,42’%1)
(C.3)
27 9 27 15 9
_ 2l _ 2 _ (2L _ 2 _N ) J
1 UsTs G1 5 UsT1 G2 (2 U3T1 g UsT4 Fuszio) (3 + 7 Ust Co
3 27 45 15
+ (5 Bouz + ?Us%) (C? - C13) + (Z UsTL — o UsTy — Np U32‘1,0) (Cs - 2¢y
+ 2¢2 — Cia + C17)
= _ 2 18 ugx? 27 — 922z, — 18
= 5 3T4 + 18usrizy + 27Uuszx125 Tix7 T1X2T5
2 /2 2 2 2
+ Np (Z—Z) (§ W320,121,1 — §w3237121,0 + 52’0,120,421,1 - 52‘37121,4)
(C.4)
27 9 63 15 1
a2 _2 _ it _ 2 _IN )
(16 us3 4U3$5) G — Yuszy (o + ( g UsTl — 1 Us¥a — 5 NFuszio 3
63 3 27
+ gusﬂvlfs + (55()“% - g“g) (C? - Cls)
99 15 1
+ (guswl ~ g UsTa §NFU32‘1,0) (QCS +2C —2C2 — 2G4 — C17)
= 2 18 ugx? 18 — 922z, — 18
= 2 U3T4 + u3riTs + U3T1Ts5 TriT7 T1X2X5
2 1 1 1
+ Np (Z—Z) (— §w320,121,1 + gwszaﬂl,o - 52’0,12‘0,42‘1,1 + 52‘3712‘1,4)

(C.5)
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Ca—L; s—Gleichungen:

1 15
ZU3$4(15C2 —13¢s +24C¢ —2C +4C + 42 — 2Ca — 2@17) - ZU3$5C4

1 1 15 5 1
- (5 Bou3 — 5“3375) (Clo + C15) - (Z usTL — o UsTy — gNF U32‘1,o) (Cn + C16)

=  —9ulz? + 18uswya? — 9xiz,

1

7
uj — ZU3$5) (3 — 7 UsT1 Ca

3

7 3 7 1
—udrs ( — (16 3+ 3 U3$5) G + (§5OU§ ~ 16

2
+ (z uj + 3“3375) G6 — (lﬁoui - gué) (Cs — 2@ — 2C2 + G4 + C17)

13 5
- (Z UsTy — 2 UT4 — gNF U321 0) (Clo + C15)

17 11
= — > 3334 + 12 ugxix45 + Eu;),a% 33:2335 — 6x1x57T7

LN (Ug) ( 2 +2 9 2 +2 9 )
— —W320,121,02 —W32{ 1 — = 20,1%1,1%2 — 20,42
F ws g WF0,121,021,1 T g W32y — 501711214 T 520,421 1

(C.7)

1 3 1 3 3
§U3$4(4<1 — <7 — CIS) (gug — QU3$5)C2 — (Zﬁoug + gug + ZU3$5) <3

7 15 1 1
- ZU3$1C4 + ( 16 uj + — 3 U3$5)C6 - (—ﬁoug - Z“s) (QCS + 2C

15 5
+ 2C2 + 2G4 — C17) - (Zusﬂvl — g UsTa — gNFUSZIO) (Cm + C15)

11 5
= - ?u3x4 + 12 usrir475 + —U3a:5 — 3332335 — 6x1x5T7

1, 1 1,
§w3z171 + 52’0,12‘1,121,4 — 52‘0,42‘171

U 1
+ NF( 3) (§ W320,121,021,1 —

w3

(C.8)
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3, 1 1
2u2 - = _Z 14¢, — 1
(4 Us 7 g “3375) G— st ( G 3@)

5 1 1 1
+ (2u3$1 —gusTa — 3 FU3ZI,O) (3 — (5501@ - 5“3375) (C7 + C13)

15 5 1
- (Zusm — gUusT4 — gNFUSZLO) (Cs — 2 — 2Ci2 + Cia + C17)

3
— §u§x4 + 6U3$%$4 + Suszxrirs — 33:%3:7 — 6x1x075

+N (—“3)2( 2 4+ 222 2 L 22
F — 5 W320,121,1 = W32p121,0 — 7 20,120,4%1,1 = 20,1%1,4
w3 9 g o0l 9 g “0:1

(C.9)
3 7 1
(1—6U§ - ZU3$5) G — g Us®1 (16@ - 11@6)
21 5 1 1 3
- (gusah —IgUst4 T g FU321,0)C3 - (5501@ - gué) (C7 + C13)
13 5 1
- (gusah g UsTa T g FU321,0) (QCS +2C + 2C2 + 2Ca — C17)
= - §u§x4 + 6U3$%$4 + S8ugxrixrs — 33:%3:7 — 612275
uz\2 /1 1 1 1
+ Np (w—Z) (§ W320,1%21,1 — §w3237121,0 + 52’0,120,421,1 - 5237121,4)
(C.10)

Ca—L_ s—Gleichungen:

3 9 3 3 9 3 3
5“3334 G — (1_6 uj + 5“3375) G2 + (Z Bou3 + 1—6U§ - ZU3$5) (3 + §u3$1f4

9 , 15 3,
- (1—6U3 - §U3$5) 6 — Zﬁousfw

us 2 1 1 9
— — §w3Z0,1Z1,021,1 + F w32

= —3u§xi+3U3xg+Np( 3

w3
1

1
2
- 52’0,12‘1,12‘1,4 + 52‘0,42‘171)

(C.11)
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9 3 3 39 15 1
- (1_6 ul + 5“3375) G+ 5 UsT1 G2 — (? UsT1 — 1 UsT4 — §NF U32‘1,0) (3
15 45 15 1
- §U3$1 e + (; uzry — 1—6U3x4 - §NF U32170) C1r
us 1 1
= 3uszizs + Np (ws) (§ W320,121,1 — gwszalzl,o
1 1,
+ 52’0,120,421,1 - 52‘07121,4)

(C.12)

Cg—Los—Gleichungen:

9 45
ZU3$4(5C2 — 3¢+ 8¢ —2¢ +4C — 2¢2 + (14 — 2@17) - ZU3$5C4

3 9 45 15 1
- (Z Bou3 — 5“3375) Cio — (? usTy — 7o UT4 — §NFU331,0) (Cn + QCIG)

3 9
- (5 Boui + ZU3$5) (15

=  —2Tulxs + Sdugrer? — 27 xix,

(C.13)
9 27 9 27
5“3374@14-(16 §—§U3$5)C2—( Bow 3+ 16 3)@3— — uzx1 (4
27 9 9 9
# (ot o) = Juden (26 = Ga) = (008 - Fuses) (G + 1)
45 15 1
(B~ = ) (G0 260)
( 3 U3T1 16 U3T4 5 VR U3z10 Cio + 2(15
3 9 3 9
- (5 Bous + Zusxs) (Cm + C14) + (5 Bouz — ZU3$5) Ci7
= — 7u2 2+ 36 9 9zor? — 18
= 3 3Ty + U3T1L4T5 + U3a:5 ToTy T1XT5L7
2,2 2 2
+ Np (Z—Z) (§ W320,1%1,0%1,1 — gwi’»zil + 52’0,121,12‘1,4 — 52‘0,42‘%1)

(C.14)
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9 3 27 9
—U§$4(8C1 - 2¢7 + C13) — Yusws (2 + (Zﬁoug - —U3$5)C3 - ZU3$1C4

8 8
27 63 3 9 3 9

+ (1_6 ug + gusxs) G6 — (Z Bo U% - ZU3$5) (s + (§ Bo U% + ZU3$5) Co
27 15 1 3 27 9

- (§ UsTy — 1 UsTa — §NF USZI,O) Cio + (Z Bouj — 1—6U§ — §U3$5) Ci2
3 27 9 99 15

- (5 Boui — @1@ + gusxs) Cia — (? UsTL — o UsT4 — Np U32‘1,0) G5
3 9

- (Z Bous + —U3$5) C17

45 27
= — Eu%xi + 36 ugxrix45 + Eu;;a:g — 9x2x§ — 18125727

+N (_“3)2( = w Ly, L . 2)
F — 5 W320,121,0%1,1 5 W3z — 5 ?0,1%1,1%1,4 5 20,42
w3 3 3 b3 3 11

(C.15)

27 9 45 15
— — U35 (1 — ! (2@ - Cﬁ) - (—Usﬂvl — g UsTa — NFU321,0)C3

4 4
3 9 15 1
- ZﬁougG - (§U3a¢1 ~ g Us%t — §NFU321,0) (Cs + Cg)
27 15 3 27
- (5 UsTL — o UsTy — NFUSZLO) (Cm + C14) - (5 Bou3 — 1—6U§) C13

15
+ (9U3x1 - §U3x4 — Np U32‘1,0) Gi7

9
= - §u§x4 + 18 u;;a:%m + 27T usx1x5 — 93:%3:7 — 18 x1x925

LN (U3)2 (2 2 9 n 2 2, )
F\— 5 W320,121,1 — 5 W32 121,0 5 20,120,421,1 — 5 20,1%1,4
ws/ \3 3 00l 3 3701

(C.16)
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27 9 9 9 15 1
(1—6U§ - Zusxs) G — §U3$1(8C2 - 7C6) + (Zusm — g Us®4 ~ §NFU32‘1,0)C3

3 9 27 15 1
- (Z Bouz — —sts) ¢r — (— U3T] — — U3T4 — §NF U32‘1,0) (s

4 8 16
+ (?—é U3T] — ;—Zusm - ENF U32‘1,0) Go + (gui’)xl - 1—2“3374 - %NF U32‘1,0) C12
- (gﬁo uj — i—;ui + gus%) C13 — (% U3T] — %wm — Np U32‘1,o) Ca
- (%7 U3T] — 1—2“:;374 - %NF U32‘1,0) C17

9
— §u§x4 + 18“337%374 + 18ugxix5 — 93:%3:7 — 18 z12075

+N (_“3)2( = 4+ Loz ! Ll )
F — 5 W320,1%1,1 5 W325 121,0 — 5 20,120,4%1,1 5 %0,1%1,4
w3 3 3 o0l 3 3701

(C.17)

Cg-L, s—Gleichungen:

1 15
Zu%au (15@2 —(3+24C¢ — 14(s + 289 — 26 (12 + 13 (14 — 14@17) - ZU3$5C4

1 7 15 5 1
+ (Z Boui + 5“3375) Cio + (; UsTL — 7o UsT4 — ENF U32‘1,0) (Cn - QCIG)

1 13
- (5 Boui + Zusxs) (15

=  —9ulz? + 18uswyx? — 9xiz,

(C.18)




166 ANHANG C. 1-SCHLEIFEN-RESULTATE FUR DEN 4-GLUON-VERTEX

3

1 7 1
~uimy (14C1 — 14¢ + 13@13) - (—Ug + —U3$5) G2 + (55()“% +

3 ) ¢
4 16 9 Us®s ) 3

16

1 3 13 1 7
- ZU3$1C4 + (§u§ + Zus%) G6 + (Zﬁoug + §U3$5)(C8 + Cg)

15 5 1
+ (g uswy — ToUaT4 = ENF u321,o) (Clo - 2@15)

- (%ﬁo u3 + %sts) (Cm + C14) - (% Boui + £U3$5) Gi7

17 5 4 11
= - 5 usTy + 12usriT475 + ?U3$5 — 33:2335 — 6xix577

us 2 2 9 2 2 9
+ Np (ws) (— §w32‘0,121,02‘1,1 + §w32‘171 - 52’0,12‘1,12‘1,4 + 52‘0,42‘171)

(C.19)
1 3, R |
§U3x4 (16C1 — 14¢ + 13@13) (§ uz — 2U3375) G2 — (Z Bousz + §U3$5) (3
7 15 1 3 7
e (58 D)o s (- 33+ Tun)
1 3 7 29 5
- (§ Boui — Zu% - Zusxs) Co + (8 UsTL — 7o UsT4 NFU32‘1,0) C10
1 15 13 1 15 13
+ (Zﬁoug - 1—6U§ - §U3$5) G2 — (—Bw% - 3—2u§ + gusxs) Ca
43 5 1 3 7
- (§ usTy — g Uzl — ENF U321 0) C15 + (Z Bouj — gué — §U3$5) Ci7
2.2 0 2 2
= - ?u3x4 + 12 usxix475 + §U3$5 — 3xzozy — 6x12527
uz\2 /1 1
+ Np (w—Z) (§ W320,121,081,1 — §w32‘%71 + 52’0,121,12‘1,4 - 52‘0,42‘%1)

(C.20)
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3 5 1 1 15 5 1
S R _ - 14¢ — 1 ) (— _2 __N )
1us 4U3$5) G 4U3371( Co 3¢ ) + 7 UsT1 — gusts — 3 Npuszio (3
1, 3, 43 5 1
- _2 = -2 _IN ) ( )
+ (450 u3 4U3) ¢r + ( g UsTl — 7 Us¥a — g NFuszio ¢s + Co
5 1 1 15
— (7U3a:1 — §U3$4 — ENF U32‘1,0) (Cm + C14) — (5 Bo U% ~ 16 u3) C13

11 5 1
- (? UsTL — g UST4 — gNF U32‘1,0) Ci7

3
2 2 2
= - §u3x4 + 6uszrizrs + duzxr1x5 — 3TiT7 — 6T1T2TH

o (2 (- s+ ot S + 1)
— —ws20.1%2 —W328 1210 — = 20.120.4% — 2.2
g g Ws%0.121,1 + G Ws201210 — 5201204211 + 5 20,1214
(C.21)
3 7 1
(_6 ui — Zusxs) G — §U3$1(16C2 - 11@6)
1 1 3 7
( U3T] — —U3$4 - 6 Np U32‘1,o) (3 + (— Bou3 — gué + ZU3$5) Cr
29 1
+ (? U3T] — U3374 ~ 5 NF U32‘1,0) (s + ( U3T1 + U3374 + 13 — Nrusz 0) Co
1 1 1 15 13
+ (Z U3T1 — U3374 3 Np U32’1,0) G2 — (5 Bou3 — 32 ui + — 3 U3$5) C13
43 1
(? U3T] — —U3$4 - gNF U321 o) Ca + (Usah - —U3$4 ~ 5 NFuszl,o) C17
3 9 2 2
= — §u3x4 + 6usrizs + 8uszr1xs — 3xiT7 — 617225
2 /1 1 1 1
+ Np (Z—Z) (§ W320,121,1 — §w32‘g7121,0 + 52’0,12‘0,42‘1,1 - 52‘37121,4)

(C.22)
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Cg-L_ s—Gleichungen:

§u§$4(4f1 —4¢7 + 5C13) - (gug + §usﬂl75) (CQ - Cs) + %Bougfg

8 16 2
3 9 15 9 9
+ g Us?1 (4C4 —4Co0 + 5@15) - (1—6U§ - §U3$5) (Cﬁ - Cm) + (gﬁoug - gué
3 9 15 3 9 3
+ 5“3335) Co — (3—2 u3 + §U3$5) Cia — (Z Bouz — 1—6u§ + ZU3$5) C17

U 1 1
= - 3u§xi + 3U3x§ + Np (—3) (— = W320,121,0%1,1 + —U)gZ%l
w3 3 3 ’
1 1

2
- 52’0,12‘1,12‘1,4 + 52‘0,42‘171)

(C.23)
9 3 3
- (1_6U3 + 5“3375) (Cl - C?) + g Us®1 (4C2 — 5% —4(¢s + 5C2 + 5@14)
45 15 1 159 45 3
T R ERCDLEIC I IR L
(8 usT1 — o usts — 5 Nruszio (3 16 Us®1 — g5 us®s — 7 NFuszip Co
9 15 51 15 1
- (3—2 u% + §U3$5) C1s + (; uzxr1 — 1—6U3334 - §NF Uszl,o) Ci7
uz\2 /1 1
= 3usrizs + Np (—3) (—w320,12‘1,1 - —w323121,0
w3 3 3 ’
1 1,
+ 52’0,12‘0,42‘1,1 - 52‘0712‘1,4)
(C.24)

Cc—Los—Gleichungen:

gus%(fs +2¢ — C17) - §U§$4(2C7 - C13) - (%ﬁoug - gus%) Co

9 9 27 9 27 9
— g s (2C10 - C15) - (Zﬁoug - 1—6U§ + gusxs) G2 — (3—250U§ + gusxs) Cia

(C.25)
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169

9 9 99 45 3
2 2 — Cua — z il -2 _°2N )

g UsT1 (Cs +2¢7 — Cua Cl?) + 4 us®s ¢r + (16 usT1 — o5 usts — o Npuszio Co

45 3 27 , 9
+ (18U3$1 ~ g UsTa §NF U321,0) Ci2 — (3—2 us + §U3$5) C13 = 0
(C.26)
Cc—L. s—Gleichungen:
3 7 1 3 7
- (gué - §U3$5) (Cs - Cl?) - guém (14C7 - 13@13) + (gﬁoug + Zus%) (s
3 3 7 1 3 15
+ (gﬁoug - Zu% + Zusxs) Go — g us®1 (14C10 - 13@15) - (Zﬁoug - 1—6U§
13 15 13
+ §U3x5) (12 — (3—2 U% + §U3x5) (14 = 0
(C.27)

1 3 7 73 15
_ - 14¢s — 13Cra — 2u2 4 L ) - (— _ 2

g UsT1 (7 ¢+ 14¢s 3 Cia 7C17) + (8 uz + 7 Us®s Cr 1g UsT1 — 35 UsT4

1 29 15 1 15 5 13
- ZNF U3Z1,0) Co + (Z UsTL — e UsT4 — §NF‘ U32‘1,o) Ci2 — (3—2 uz + §U3$5) C13

= 0
(C.28)

Cc—L_ s—Gleichungen:

3 3
ZU§9U4 (4<3 —4C¢ + 8C — 10¢12 + 5C14 — 4C17) + (Zﬁoug + SU3x5) 10

45 15 1 15
— - — — = ) —_ — =
+ ( g UsTl — e UsT4 — 5 Nruzzio) (i1 1 usTs (15 0

(C.29)
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%Us%(?fs —5C2 — 5Ca — 2@17) - §U§UC4 (4C7 - 5@13) + (%Boué

4
45 15 1
+ 3U3$5) (Cs + Cg) + (—U3w1 — —usry — 7 Np U3Z1,0) (o = 0
8 16 2
(C.30)
9 3 3 3 9 3
(1—6U§ + Zus%) (Cs - C17) - §u§x4(4§“7 - 5@13) + (Zﬁoug - 1—6U§ + 5“3965) s
3 9 3 57 15 1
- (§ Bouj — gué - 5“3335) Co + (? UsTL — 75 UT4 — §NF‘ U3Z1,o) o
9 , 15 9 , 15 15 _
(16 uz + §U39€5) Ci2 + (3—2 uz — §U3$5) C1a — gu;;xl (15 = 0
(C.31)

3 3 9 69 15
7 UsT1 (2C3 —5C2 — 5Cua — 2@17) + (Zﬁoug - gug) ¢r + (gusxl ~ g Us4

1 9
— 3 Nruszio) (G +G) + puiGs = 0

(C.32)

3 3 9 3
g s (2C3 —5C2 — 5Ca — 2@17) + (Zﬁoug - 1—6U§ + 5“3335) Cr

57 15 1 21 15 1
+ ( g UsTl — g Us¥a — 5 NFuszio (s 1 UsT1 — 3o us®a — 7 NFuszip Co

+ (—9 2 _ D ) ¢ 0
u J— =
39 3 ] U3Ts5 13

(C.33)
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Cp—Los—Gleichungen:

171

81
(g

9
+ (5@)1@ -

27
(m4+ 5

9
—u

5 %374(@1 + (7 + Cls) +

9
- gusaﬁs)@ + (
27
BTy

27

gus%) (Cs + C14) - 3

27

oo u3 + usx

3

81
32

99

5 U3x5) (3

2

2
u3z +

9
ZBO Usg +

45
U3x5) o

5) Go

9
G2 — s usxsCir

U3$5)

4 8

2.2 27 2 2
Zu3x4 + 9ugrir475 — ZU3$5 — Yzozs + Jx12527

N us 2 2
+ N " — W320,1%21,0%1,1 + W321 1 — 20,121,121,4 + 20,4211
3

(C.34)

81
3%

7 9
= U3x5) G — Susry

3 3 (C2—C8+4C9+7C12—C14—C17)
45

(

45
— UuUzxr1 —

3
- —NF U32‘1,0) (3 — (4

_(27 9 9

TR
9U3$%$4 —

45
g UsT4 — 3Nfp U32‘1,0) Co

U3$5) C13

27 9
Zu;;a:la% + 92iz7 — 9T 17075

N us 2 2 2
+ N o W320,121,1 — W3%(,1%21,0 + 20,120,4%1,1 — Z0,1%1,4
3
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