Erste Ansitze in
modifizierter Storungstheorie
fiir Gluonium-Bindungszustinde in der
quarkfreien Quantenchromodynamik

Als Diplomarbeit vorgelegt
von

Lutz Driesen

Institut fiir Theoretische Physik I
der Westfalischen Wilhelms-Universitat Miinster

7. April 1994



Es wire nach Ansicht einiger Physiker wiinschenswert,
..zur Vorstellung einer objektiven, realen Welt
zuriickzukehren, deren kleinste Teile in der gleichen
Weise objektiv existieren wie Steine oder Bdume,
gleichgiiltig, ob wir sie beobachten oder nicht. Dies ist

eben nicht oder nur zum Teil maéglich. [1]

Werner Heisenberg
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Einleitung

Zur Beschreibung der starken Wechselwirkung zwischen den Bausteinen des Kerns
hat sich — spétestens mit dem Beweis ihrer Renormierbarkeit [2] — die Quanten-
chromodynamik etabliert. Sie ist eine nach dem Prinzip der minimalen eichinvarian-
ten Kopplung konstruierte Eichfeldtheorie zur lokalen SU(3)-Symmetriegruppe, der
sogenannten Farbgruppe. Neben Ny Fermion-Familien (Quark-Flavours), die jede
fiir sich Farbtripletts darstellen, enthélt die Theorie ein Farboktett von Eichvektor-
feldern (Gluonen), die die Wechselwirkung vermitteln. Im Gegensatz zur Quanten-
elektrodynamik koppeln die Gluonen dabei aufgrund des nichtabelschen Charakters
der Theorie auch untereinander, was Gluonium-Bindungszustande, die im Mittel-
punkt dieser Arbeit stehen sollen, erst moglich macht; die Selbstwechselwirkung ist
auflerdem — bei einer nicht zu groflen Zahl von Quark-Flavours — verantwortlich fiir
die asymptotische Freiheit der Theorie, nach der die effektive Kopplungskonstante
fiir sehr kleine Abstédnde verschwindet [3].

Die Bindungszustande der Gluonen unterscheiden sich nicht nur beziiglich ihrer
Spin- und Paritatsquantenzahlen, sondern auch beziiglich ihrer erhaltenen Farb-
quantenzahlen. Hierbei sind vor allem die Kopplungen zu Farbsingulett-und Farb-
oktettzustanden von besonderem Interesse:

Die farbneutralen ”Gluon-Bélle” sind zwar experimentell sehr schwer zu iden-
tifizieren, da sie im allgemeinen mit fermionischen Bindungszustdnden (Mesonen)
mischen; ithre Massen konnten aber in rein gluonischen Gitter-Theorien mit Hilfe
von Hochtemperatur-Entwicklungen und Monte-Carlo-Methoden berechnet werden
[4] [23] [24] [25].

Die Kopplung zweier Gluonen zu einem stabilen antisymmetrischen Farboktett
dagegen entspriache der Existenz freier Gluonen; die Confinement-Hypothese [5] [7]
driickt diesbeziiglich allerdings den Sachverhalt aus, daf in der Natur bislang kei-
ne solchen Farbladung tragenden Teilchen beobachtet werden konnten. Leider ist
eine zufriedenstellende Erklérung dieses Phanomens auf der Grundlage der Dyna-
mik bis heute noch nicht gelungen; dazu wire eine vollstindige Behandlung der
Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den allgemeinen 4-Gluon-Vertex oder eine Losung
der hier nicht behandelten inhomogenen Bethe-Salpeter-Gleichung im antisymme-
trischen Farboktett-Kanal nétig.

Vielleicht kann diese Arbeit, die sich im wesentlichen auf die Farbsingulett-
Kopplung beschréankt, trotz ihrer starken Naherungen auch zum Verstandnis des
Confinements beitragen.



Obwohl die stérungstheoretische Behandlung der QCD in Hochenergie-Prozessen
wie der tiefinelastischen Lepton-Nukleon-Streuung sehr erfolgreich war [6], mufite
ihr Versagen im Niederenergiebereich sehr schnell akzeptiert werden. Der heute
iiberwiegend beschrittene Weg zu einer nichtstérungstheoretischen Behandlung be-
steht in der numerischen Simulation der QCD auf dem Gitter. Will man bei einer
”Kontinuums-", d. h. mehr analytischen Behandlung bleiben, so bietet sich als ein
moglicher Ausweg die Erweiterung der Basisvertizes der QCD durch faktorisierende,
rationale Approximanten an [7] [12] [15]. Fiir diese neuen Ansétze fordert man, daf
sie fiir grofle Impulse in ihre rein stérungstheoretischen Gegenstiicke tibergehen und
so die perturbative Renormierbarkeit der Theorie sowie die "naive” asymptotische
Freiheit garantieren.

Das Schema der faktorisierenden, rationalen Approximanten wurde in den letz-
ten Jahren durch Resultate der Operatorproduktentwicklung (OPE) motiviert; es
ist in der Lage, den Infrarotbereich der Theorie — d.h. die Dynamik bei kleinen Im-
pulsen bzw. bei grolen Abstianden — anndhernd zu bescheiben. Es stellt auflerdem
— jedenfalls approximativ — eine selbstkonsistente Losung der Dyson-Schwinger-
Gleichungen der QCD dar [15] und vermeidet wegen seiner vom Ursprung verscho-
benen Polstruktur Schwierigkeiten mit Infrarot-Divergenzen.

In dieser Arbeit soll versucht werden, mit Hilfe der implizit crossing-symmetri-
schen Bethe-Salpeter-Integralgleichung im Rahmen der — im obigen Sinne — erwei-
terten Storungstheorie Aussagen iiber den Bindungspol-Anteil der amputierten Vier-
Gluon-Amplitude — den sogenannten Residuumtensor — in einem der Mandelstam-
Kénale zu gewinnen. Dabei wollen wir uns auf die Ordnung (0,1) der erweiterten
Stérungsrechnung, d. h. auf den ersten Term der g*-Reihe, auf die erste Stufe des
Approximationsschemas und auf das 1-Schleifen-Niveau der Integralgleichung, sowie
den Farbsingulett-Kanal beschranken.

Wir werden auch der Frage nachgehen, ob sich die Masse des farbneutralen
”Gluon-Balles”, die in unsere Ansédtze in Form einer parametrisierten Polstelle beziiglich
des Quadrats des erhaltenen Gesamtimpulses eingeht, auf diesem Niveau ndher be-
stimmen 1a83t; frithere Arbeiten [7] lassen dies aber als sehr unwahrscheinlich erschei-
nen.

Der weitere Aufbau der Arbeit sieht wie folgt aus:

Wir beginnen mit Konventionen fiir die 4-Gluon-Amplitude, um dann die Bethe-
Salpeter-Gleichung fiir ihren Bindungspol-Anteil im s-Kanal einzufithren. Im Ansatz
fiir den Bethe-Salpeter-Kern werden wir dabei keine Skelettgraphentwicklung, son-
dern eine aus der Crossing-Symmetrie resultierende Darstellung benutzen [7] [8].

Im zweiten Kapitel werden wir die Farbdynamik der Integralgleichung vollstandig
abspalten, indem wir die Integralkerne nach einer Basis von Farbtensoren entwickeln
und das gekoppelte Gleichungssystem fiir die Farbkomponenten der Kanalamplitude
durch zwei verschiedene Verfahren entkoppeln. Dazu sind keine Naherungen wie die
Einschrankung auf den Bindungspol-Anteil oder die homogene Gleichung erforder-
lich, so daf} die Resultate auch fiir spatere Arbeiten, die vielleicht die volle inho-
mogene Integralgleichung oder andere Farbkanéle behandeln werden, von groflem
Nutzen sein kénnen.



Im dritten Kapitel wollen wir dann die Vernachlidssigung der Fadde’ev-Popov-
Geister im Rahmen dieser Arbeit begriinden. Dies soll allein durch Betrachtun-
gen zum Konvergenzverhalten von oberflachlich logarithmisch divergenten Schleifen
geschehen; wir benétigen dazu allerdings neben der asymmetrischen Impulsstruk-
tur des nackten, storungstheoretischen Geist-Geist-Gluon-Vertex auch den 1/g*-
Mechanismus [7] [14], der erst spater im fiinften Kapitel eingefiihrt wird.

Bei Beschrankung auf den Farbsingulett-Kanal werden wir in den tibrigen Ka-
piteln stark vereinfachte Anséatze fiir die Lorentz- und Impulsstruktur der 4-Punkt-
Funktionen vorstellen, um anschlieend das Schleifenintegral der Bethe-Salpeter-
Gleichung zu berechnen und mittels eines Koeffizientenvergleichs Bedingungsglei-
chungen fiir die freien Parameter herzuleiten. Eine entscheidende Rolle wird auch
hier der 1/g*-Mechanismus iiber die nichtperturbativen Logarithmen spielen [7] [14].

Bevor wir abschlielend die wichtigsten Ergebnisse resiimieren und Anregungen
fiir zukiinftige Arbeiten geben, wird im siebten Kapitel die sogenannte Normierungs-
bedingung der Bethe-Salpeter-Amplituden [10] [11] benutzt, um — entsprechend der
statistischen Normierung der quantenmechanischen Wellenfunktionen — die letzten
unbestimmten Parameter festzulegen.

In den Anhéngen finden sich in Form von Tabellen alle Gréflen, die bei den um-
fangreichen Rechnungen zur Isolierung der Farbdynamik ben6tigt wurden; auflerdem
wird die Crossing-Algebra der Tensoren und invarianten Impulsfunktionen zusam-
mengestellt. Den Abschlufl bildet die Berechnung der ¢°-Anteile der auftretenden
logarithmisch divergenten Impulsintegrale.



Kapitel 1

Reduzibilitatsanalyse und
Bethe-Salpeter-Gleichung

1.1 Kinematik der 4-Punkt-Funktion

In diesem Kapitel sollen zunéchst die spater verwendeten Konventionen zur Kine-
matik der 4-Punkt-Funktion mit vier dufleren Gluonbeinen

Py K,a pa; V,d

(1.1)

P23 Ab P e

eingefiithrt werden.
Wegen der Energie-Impuls-Erhaltung sind nur drei der vier Impulse linear unabhéngig.
Betrachtet man alle Impulse als einlaufend, so gilt:

pr+ Pt ps +ops =0 (1.2)

Um dies zu beriicksichtigen und eine — im folgenden unvermeidliche — Auszeich-
nung des s-Kanals (siehe Pfeilrichtung im Bild) vorzunehmen, wahlen wir als neuen



Variablensatz die Relativimpulse und den erhaltenen Gesamtimpuls in diesem Man-
delstam-Kanal:

P :=p +p = —(ps+ps) (1.3)
p = %(pz - pl) (1‘4)
p/ = %(}M _ p3) (15)

Die einlaufenden Impulse lassen sich umgekehrt auch durch die Relativimpulse und
den Gesamtimpuls im s-Kanal ausdriicken:

P
p=g =P ipk= gt (1.6a)

P
mz———ﬂ;zu=—§+ﬂ (1.6b)

Wir fithren auflerdem die Mandelstam-Variablen

s = P? (1.7)
u = (p + ps)? (Z(p+ﬂf) (1.8)
t = (1 + pa)’ (Z(p—ﬂf) (1.9)

ein. Diese erfiillen die beiden Bedingungen

s+u+t = ijlp? (1.10)
u—1t = 4pp . (1.11)

Eine wichtige Eigenschaft der 4-Gluon-Amplitude ist die partielle Bosesymmetrie in
jedem einzelnen Kanal. Dies bedeutet speziell fiir den s-Kanal eine Invarianz unter
den folgenden drei Transformationen:

1. Vertauschung der ersten beiden Beine:
(pr;r,a) <— (pa;Ab) (1.12a)

(p «— —p) (1.12b)



2. Vertauschung der letzten beiden Beine:
(psip.c) ¢ (pa;v,d) (1.13a)

(' — =) (1.13b)

3. Gleichzeitige Vertauschung von Bein 1 mit Bein 4 und von Bein 2 mit Bein 3:
Pk, a pa;v,d

— (1.14a)
p2; A, b p3; s €

(ﬁ) s (:g) (1.14b)

Eine partielle Boseantisymmetrie im s-Kanal sei durch einen Vorzeichenwechsel des
betreffenden Terms der 4-Punkt-Funktion bei den ersten beiden Transformationen
sowie durch die Invarianz unter der dritten Transformation definiert.

Da die partielle Bosesymmetrie im iiberzahligen Variablensatz (1.6a—1.6b) leich-
ter zu erkennen ist, werden wir diesen in spiteren Ansdtzen fiir invariante Impuls-
funktionen bevorzugen.

1.2 Reduzibilititsanalyse

In diesem Abschnitt werden wir alle Impulsabhédngigkeiten und sowohl Farb- als
auch Lorentzindizes unterdriicken, da sie hier nicht benétigt werden. Wir beginnen
mit einer Zerlegung der amputierten, zusammenhé&ngenden 4-Punkt-Funktion T}:

Ty = K, + As + X, (1.15)

Dabei fafit K, alle im s-Kanal 1- und 2-Teilchen-irreduziblen Anteile von T4 zusam-
men, und A, bezeichnet die 1-Teilchen-reduziblen d. h. 1-Gluon-Austauschgraphen
1im s-Kanal.

Zerlegt man die im s-Kanal 1-Teilchen-irreduzible, aber 2-Teilchen- reduzible Ka-
nalamplitude X wiederum nach der Anzahl ihrer Reduzibilitatsstellen im s-Kanal,
so entsteht eine geometrische Reihe, die sich aufsummieren a8t und die sogenannte
Bethe-Salpeter-Gleichung im s-Kanal ergibt:

X, = K, Q(K, + X,) (1.16)

Dies ist eine inhomogene Integralgleichung im Ortsraum oder im Impulsraum fiir
jede Storungsordnung der allgemeinen 4-Punkt-Kanalamplitude X, aus (1.15). Das
Symbol 7”@ ” beschreibt im Falle von vier Gluonbeinen allerdings nicht nur ein
Schleifenintegral iiber zwei innere Gluonlinien, sondern auch die Kontraktion von
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Farbindizes und Lorentzindizes in dieser Schleife sowie einen Symmetriefaktor von
1/2. Die exakte Behandlung nach den Feynman-Regeln der QCD [3] wird Thema

des nachsten Abschnitts sein.

Da wir aus Griinden der Vereinfachung in dieser Arbeit allein die rein gluonische
Theorie betrachten wollen, treten keine Fermionschleifen auf. Auflerdem werden wir
die unvermeidliche Geisterschleife schon jetzt unterdriicken. Eine Begriindung fiir
diese Vorgehensweise folgt im dritten Kapitel.

Der Bethe-Salpeter-Kern K, 14t sich nach der Bethe-Salpeter-Theorie [7] [8]

durch die Kanalamplituden in den gekreuzten Kanélen ausdriicken:
K, = My + Ay + A+ Xy + X, + ) B (1.17)

Hierbel bezeichnet M4 den in allen 3 Kanélen 1- und 2-Teilchen-irreduziblen Anteil
von Ty, und 37; B; beschreibt die sogenannten Boxgraphen, die hier die Rolle von
Uberzahlungskorrekturen spielen.

In der nullten Ordnung der modifizierten Stérungsrechnung, wie wir sie in dieser
Arbeit benutzen werden, 1a8t sich der Kern M, exakt durch den nackten, stérungs-
theoretischen Vertex Fio)pert ersetzen. Bei Beschrankung auf das 1-Schleifen-Niveau
der Selbstkonsistenz lassen sich iiberdies die Box-Graphen-Beitrage wenn auch nicht
im Kern K selbst, so doch nach Einsetzen desselben in die — eine weitere Schleife
enthaltende — Bethe-Salpeter-Gleichung (1.16) unterdriicken [7].

Effektiv verwenden wir also folgenden Ausdruck fiir den Bethe-Salpeter- Kern:

Ky = IO 4 AL+ A+ X, + X, (1.18)

1.3 Die homogene Bethe-Salpeter-Gleichung im
euklidischen Impulsraum

In diesem Abschnitt soll die Bethe-Salpeter-Gleichung fiir den Bindungspolanteil der
4-Gluon-Kanalamplitude X, als Integralgleichung im Impulsraum in ihrer vollen
Tensorstruktur aufgeschrieben werden.

Wie sich in der Storungstheorie zeigt [3], tritt jede 4-Punkt-Funktion aufgrund
der Basisvertizes der QCD mindestens mit einem Quadrat der nackten Kopplung
go auf. Wir werden deshalb sowohl aus der Amplitude X als auch aus dem Kern
K, jeweils diesen Faktor g2 herausziehen.

Zur Isolierung des Bindungspol-Beitrags fithren wir weiterhin eine Zerlegung
der Kanalamplitude in einen Polterm und einen reguldren Anteil beziiglich der
Mandelstam-Variablen s durch:

R (p, 1 P)

Xﬁ/\;w /_P — Zﬁ/\;w /_P
s,abed (p7p’ ) s,abcd(p7p’ ) + P2 + u/1/72A2

(1.19)



Dabei werden zur Parametrisierung der Polstelle der dimensionslose Massenparame-
ter uf, und die renormierungsgruppeninvariante Massenskala der QCD
?

() = 2 exp{ L (4—) i o<g2>]} (1.20)

g

benutzt [7] [12]. In (1.20) bezeichnet vy die im Renormierungsverfahren auftretende
beliebige Massenskala und y den ersten Koeffizienten der S-Funktion [3], der spater
im fiinften Kapitel erneut auftauchen wird.

Beriicksichtigen wir, dal der Bethe-Salpeter-Kern K definitionsgemafl keinen
Bindungspol-Anteil besitzt, so reduziert sich die Integralgleichung (1.16) bei Bildung
des Residuums an der Stelle P? = —u{ ,A* auf die zugehorige homogene Gleichung.

Die Feynman-Regeln der QCD [3] fithren dann — unter Beachtung des Symme-

triefaktors 1/2 fiir die Gluonschleife — auf folgende graphische Darstellung dieser
Gleichung:

Pis K, a pa; vy d
p2; A b D3 [y €
PiiK,a pa; v, d
Ql P, g9
1 -
= 5 90 Rs
QQ O',h
. . 132:_“/1/,2A2
pz,)\,b P3¢
(1.21)

Die Querstriche an den dufleren, einlaufenden Gluonbeinen sollen andeuten, daf} es
sich bei den beiden 4-Punkt-Funktionen um amputierte Gréflen handelt. Die Pfeile
beschreiben wie in (1.1) die Impulsrichtung der Gluonlinien; sie bestimmen aber
wegen der quadratischen Impulsabhéngigkeit der Gluonpropagatoren nur die Formel

10



fiir die Energie-Impuls-Erhaltung (1.2) und kénnen im weiteren weggelassen werden.

Die beiden Schleifenimpulse ¢); und ) miissen den Gesamtimpuls im s-Kanal
tragen

QI‘I’QZ:Pv

sind aber dariiberhinaus frei wahlbar. Wir entscheiden uns — in Anlehnung an die
Konventionen des ersten Abschnitts — fiir die "symmetrische” Variante beziiglich
des inneren Relativimpulses ¢:

Q1 = —q (1.22a)

Q2 =

|y o g

+ q (1.22D)

Die analytische Form der homogenen Bethe-Salpeter-Gleichung (1.21) lautet im
euklidischen Impulsraum und in Landau-Eichung !

Ian v 1 €
e I i (Y R
Ky (pya; P)
P

D#5,(5 —a) PG5 +4)

RS, p's P) } (1.23)
P2=—ufl A

Das Impulsintegral der Gluonschleife ist oberflichlich logarithmisch divergent
fiir die Raum-Zeit-Dimension D = 4 und wird spéater in dimensioneller Regulari-
sierung mit € = 2 — D/2 behandelt. Aus diesem Grund wurde in (1.23) ein Faktor
v2e eingefiigt, der die — durch das D-dimensionale Impulsintegral verursachte —
tiberzdhlige Massendimension der rechten Seite korrigiert und im Limes D — 4
verschwindet. Es wird dabei gerade die willkiirliche Massenskala 14, die schon in

(1.20) auftritt, gewahlt.

Die Struktur des Residuumtensors R, werden wir im vierten Kapitel genauer
diskutieren; dasselbe trifft auch auf die Anséatze fiir den Kern K und den transver-
salen Gluonpropagator Dr zu.

'Uber gleiche Farb- und Lorentzindizes soll wie iiblich summiert werden!
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Kapitel 2

Separation der Farbdynamik

2.1 Multiplikationstabellen der Farbtensoren

Die Kanalamplitude X, l&a8t sich hinsichtlich ihrer Farbstruktur nach Kombinatio-
nen der Strukturkonstanten der SU(3) und Kombinationen von Kronecker-Symbolen
im Farbraum entwickeln. Von diesen 15 moglichen Farbtensoren

Cl = Sapded C® = facnfan C° = dagndren  C" = dupn fean

C? = 04cbps C° = fatnfoon C = fapndean C™ = docn fapn

C% = 04abdpe  O7 = dapndegn C"' = focndin C" = dugnfoen

C* = funfein C® = daendapn  C* = faandyen
sind aufgrund von Symmetrieeigenschaften und Bianchi-Idenditaten der SU(3) nur
acht linear unabhéngig [16] [17]. Eine mogliche Basis im Farbraum, die allerdings die

partielle Bosesymmetrie von X; noch nicht beriicksichtigt, bildet folgende Auswahl
der Tensoren:

Cl 7 02 7 CYS7 05 7 CY67 CYIS7 CY147 015 (21)

Die anderen sieben Farbtensoren sind von diesen acht linear abhéngig: mit den
Beziehungen aus [16] findet man:

ct = —C° - (C° (2.2a)
CT = 1/3(=C' 4+ C* 4 C* - C° 4+ (%) (2.2b)
C® = 1/3(C" = C* 4+ % — C° — 20%) (2.2¢)
C? = 1/3(C" 4+ C* — C* +2C° + €% (2.2d)
cl0 = ot 4 ob (2.2¢)
ctto= 0P - 0" (2.2f)
012 _ _013 + 014 (Q.Zg)

12



Die entsprechende Entwicklung der Kanalamplitude X nach den Farbtensoren
lautet *:

Xs,abcd = Z Czabcd) . Xi,s (23)

i=1,..,15

Aufgrund der einfachen Farbstruktur der transversalen Gluonpropagatoren

DL B (2.4)

in der Gluonschleife von (1.23) reduziert sich die Farbdynamik auf folgende Kon-
traktion von Farbindizes:

C(Zabcd) O C(]efgh) = % C(Zabcd) 5d5 5Cf C(]efgh)

=1..15

Bei der Durchfithrung der Kontraktionen zeigt sich, dafl als Frgebnis wieder Line-
arkombinationen der Basis-Farbtensoren erscheinen. Die Koeffizienten K;’j in (2.5)
sind dimensionslose Zahlen der Groflenordnung 1 und lassen sich mit den in [16]
[17] angegebenen Formeln fiir die Strukturkonstanten der SU(3) bestimmen. Das
Resultat dieser langwierigen Rechnungen ist in den nachstehenden Tabellen zusam-

mengefafit:

| | ¢ [ ¢ | ¢ | c | ¢
ok gt ok ok —3Ct 3¢t
C* ok C* 3 C® o
C® C! c? o (o _ s
I L I I iy R
co |l 30t |t | =0 | MR | I
o8 0 cwo|oow —3/20" 3/201
c 0 c cld—c | —3/aCt® —3/4Ct +3/401 | 3/401% —3/4CM +3/4C15
Ok 0 Ok cld—cts | —3/aCt® +3/4C —3/4C1 | 3/401% +3/4CM —3/4C15

!Die Lorentzindizes und Impulsabhingigkeiten werden in diesem Kapitel weggelassen!
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H 013 014 015
ct 0 0 0
(2 (13 (14 (115
3 O3 _Cou O
C® —3/20% —3/4C12 —3/4C1 +3/4C15 | —3/4C13 +3/4C1 —3/4C15
o —3/20% —3/4C12 £3/4C1 —3/4C15 | —3/4C13 —3/4C1 4 3/4C15
cL3 0 5/6C5 +5/6C —5/6C% —5/6C°
14 1/201 —1/2C? 1/4Ct —3/4C% +1/4C3 1/4Ct —3/4C% +1/4C3
—1/2C3 +1/2C5 —1/2C% +1/3C5 —1/6C% —1/2¢C% —C*
(15 —1/20Y +1/20C2 —1/4CY —1/4C? 43/4C% —1/4CY —1/4C? 43/4C%

+1/2C3 —1/205 +1/2C6

—1/6C5 +1/3C¢

— 5 —1/20°8

Diese beiden Multiplikationstabellen der Farbtensoren sind folgendermaflen zu lesen:

e Die Spalteniiberschriften der Tabellen kennzeichnen den linken Farbtensor in

(2.5).

o Die Zeilenkennzeichnung der Tabellen werden durch den rechten Farbtensor

in (2.5) gebildet.

e Die Eintrdge der Tabellen bestehen aus Linearkombinationen der 8 Basis-

Farbtensoren: 3,_; ;5 K; C!

2.2 Erste Entkopplung des Gleichungssystems

Entwickelt man nicht nur die Kanalamplitude X, sondern auch den Bethe-Salpeter-

Kern K nach den acht linear unabhéngigen Farbtensoren

Xs,abcd

]Xs,abcd

Z Xi75 Czabcd)

1=1...15

Z I(LS Czabcd)

1=1...15

(2.6)

(2.7)

und setzt beide in die zu (1.16) analoge homogene Bethe-Salpeter-Gleichung ein, so
fithrt die Anwendung der obigen Multiplikationstabellen auf ein gekoppeltes Glei-
chungssystem fiir die acht Farbkomponenten aus (2.6):
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Xis = 8Kiso0 Xis + Kis0 (Xos + Xss —3Xs5,5 + 3Xes)
+ (Ko + Kzy — 3Ks, + 3 Ke,) o Xy
+3/4 (K55 — Kes) o (X5 — X)
+ (1/2Ky3s + 1/4K1as + 1/4K155) © (X1as — Xis5)

Xos = Kys o Xos + Kss 0 Xss+ 3/4(Ks5s — Kos) o (Xss — Xos)
—1/2Ki55 o (Xias — Xis,s) — 1/4(Kias + Kiss) o (3 X145 + Xis)s)

Xss = Kys o Xss + Kss 0 Xos+ 3/4(Ks5s — Kos) o (Xss — Xos)
—1/2 K35 o (Xqas — Xis55) + 1/4(K1as + Kiss) o (X145 + 3 Xi55)

Xss = KysoXss — K350 Xgs+ K50 Xoy — Kgs 0 Xgs
—1/2K55 0 (2X55 + Xos) — 1/2Kss o (X555 + 2Xs5)
+ 1/2 K135 o (Xyas — Xiss) + 1/6 K5 0 (2 X145 — Xi55)
—1/2 K55 o (Xias + 2 Xi5,4)

Xes = KysoXgs — K350 X5, — K50 X, + Ko 0 Xy
—1/2K55 0 (X555 +2X6s5)— 1/2Kss 0 (2X5,5 + Xo5)
— 1/2 K3, 0 (X14,s — X15,s) — 1/6 K45 0 (X14,s — 2X15,s)
—1/2Ki55 o (2 X145 + Xis5s)

Xiss = (Kas + Kss —3/2Ks55 + 3/2Ks5) o Xi3
+ Kizs 0 (Xos — Xgs — 3/2 X5 — 3/2X4)
+ (Kas — 3/4Kss + 3/4Kss) o (Xias + Xiss)
—3/4 (K145 4+ Ki55) 0 (X5 + Xos)

Xias = (Kes — Kss) 0o Xias — 3/4(Ks55 + Kes) o (X1as — Xiss)
+ Kias o (Xos — Xss) — 3/4(Kuas — Kiss) o (Xs55 — Xe5)

Xiss = (Kes — Kss) 0o Xis5 + 3/4(Ks5s + Kos) o (Xias — Xis5)
+ Kiss o (Xos — Xss) + 3/4(Kias — Kiss) o (Xss — Xos)

Das Symbol 70" {ibernimmt hierbei alle Bedeutungen des fritheren Symbols 7@” in
(1.16) bis auf die Kontraktion der Farbindizes (2.5). Es handelt sich formal um ein
homogenes Gleichungssystem fiir die acht Amplituden X;, ... Xj5,. Die Matrix
dieses Systems erweist sich als diagonalisierbar, wenn die Bedingungen

Kizs = — Ky = — Kis (2.8)
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erfiillt sind. Nach Herstellung der Diagonalform erweisen sich dann zwei der acht
Eigenwerte als Null, was die Beziehungen

Xizs = — X1as = — Xiss (2.9)

ergibt. Als nichttriviale Gleichungen verbleiben die sechs entkoppelten Integralglei-

chungen
X,1 = K,q 0 X,y (2.10a)
X,2 = K,y o X, (2.10b)
Xoay = K,34 0 X,ay (2.10¢)
Xys. = K,s_ o X,5_ (2.10d)
Xoyu = K,4 0 X,y (2.10e)
X,5 = K,5 0o X,5 2.10f

fiir folgende Kombinationen der Farbkomponenten aus der Entwicklung der Ka-
nalamplitude (2.6) bzw. des Kerns (2.7):

Xsp = 8Xis + Xos + X —3X5, + 3 X5 (2.11a)
X = Xoo — Xao — 3/2X5, — 3/2 Xe. (2.11b)
Xosy = Xow — Xa, + 20 X335, (2.11c)
Noaso = Xy — Xs, — 20 X435, (2.11d)
)N(S,4 = Xo, + Xs; + X5, — Xgs (2.11e)
Xos = Xog 4+ Xay — 3/2X5, + 3/2 Xg, (2.11f)
Ky, = 8Ky, + Kay + K, — 3Ks, + 3K, (2.12a)
Ko = Kyo— K3, —3/2K5, — 3/2 Kq., (2.12b)
Kysp = Kyy — Ks, + 20 K5, (2.12¢)
Kys. = Kyy — K5, — 20 K13, (2.12d)
Koy = K3+ Ks, + K5, — Kq, (2.12¢)
K.s = Ky + Ky — 3/2Ks, + 3/2 Ko, (2.12f)

Nun bleibt noch zu kléren, welche physikalische Bedeutung die obigen sechs Li-
nearkombinationen besitzen. Diese Frage soll Thema des ndchsten Abschnitts sein.
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2.3 Die Clebsch-Gordan-Serie {8} ® {8}

2.3.1 Entwicklung nach Farbmultipletts

Ein Gluonium-Bindungszustand wird — &hnlich der Drehimpulskopplung in der
Quantenmechanik — formal durch die Kopplung von zwei Oktettzustanden der Lie-
Gruppe SU(3) beschrieben. Durch Ausreduzierung des reduziblen Produkts

{8r@ {8}
entsteht die folgende Clebsch-Gordan-Reihe [5]:

{8} @ {8} = {1} @& {8}s @& {8}4 & {10} & {10"} & {27} (2.13)

Die Indizes S und A bezeichnen dabei die Kopplung der Oktetts zu einem symme-
trischen bzw. antisymmetrischen Oktettzustand. Die 4-Gluon-Kanalamplitude X
sollte sich eindeutig nach diesen irreduziblen Farbmultipletts entwickeln lassen:

Xs,abcd = Z D%cd : Xiw (214)
M=1,..,27

Wichtig ist hierbei, dal — im Gegensatz zur allgemeinen Zerlegung (2.6) — die Aus-
reduktion stets beziiglich eines der drei Kandle — hier des s-Kanals — vorgenommen
wird und diesen auszeichnet.

Die Koeflizienten D%Cd in (2.14) miissen sich wiederum als Linearkombinationen
der acht Basis-Farbtensoren darstellen lassen:

D%cd = Z U]]W ) C{abcd) (215)

j=1,..,15

Die 6 x 8 = 48 — teilweise komplexen — Farbstruktur-Koeffizienten UJM beschrei-
ben die Farbstruktur des Gluonium-Bindungszustands im s-Kanal vollstandig.

2.3.2 Clebsch-Gordan-Koeffizienten und Basiswechsel beziiglich
der Nebenquantenzahlen

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten der Farbgruppe SU(3)

My, My | M )
Un

I/]w1 I/]w2
werden im Diracschen Bra-Ket-Formalismus durch das Einschieben eines vollstandi-
gen Satzes von Figenzustinden beziiglich der erhaltenen Farbquantenzahlen des

M)(M
Unr Unr

Gluonium-Bindungszustandes eingefiihrt:

)T E, LT

M=1,..27 vpy=0,..,M-1

i i ) (2.16)
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Die 64 Komponenten des Bindungszustandes werden also zu Multipletts M zu-
sammengefafit und in diesen durch den Nebenquantenzahlensatz vy, abgezahlt.

Fafit man nun die Amplitude X, als Zustandsfunktion im Diracschen Formalis-
mus auf, so gilt mit zweimaligen Basiswechsel (2.16) offenbar:

8 8
Xs,abcd — ( ‘ Xs

88| M
5MN (Sl/Ml/N ( )
a bl vy
M
o 15 L) Gl o)
U UN vy | cd
B M=1,..27 vpy=0,..,M-1
88| M M | 88
XM 2.1
(ab I/M)<I/M cd) s (2.17)

Die beiden Kronecker-Symbole iiber die Haupt- und Nebenquantenzahlen bringen
die strenge FErhaltung der Gesamt-Farbquantenzahlen aufgrund der globalen Farb-
symmetrie der QCD zum Ausdruck [5].

Ein Vergleich von (2.17) mit (2.14) liefert sofort:

pM Z (8 8| M ) ( M| 8 8)
abed T
var=0,...M—1 abl vy vm | ocd
Vit I +1

= > X X

Yy=yM =M m=—1

min min

(i i (Y,Zy,m) ) ( (Y,Zy,m)

Dabei wurden zur Charakterisierung der Unterzusténde vas in einem Multiplett M
die drei Quantenzahlen Y (Hyperladung), I (Isospin) und m (dritte Komponente
des Isospins) benutzt.

Z&hlt man auflerdem auch die Oktettzusténde in den Clebsch-Gordan- Koeffizi-
enten nicht mehr durch Farbindizes a und b, sondern durch die Quantenzahlenséatze

i fz ) (2.18)
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(Y1, I1,mq1) und (Y2, I3, ms) ab, so lassen sich fiir die Quantenzahlen Y, [ und
m folgende Einschrinkungen angeben

e Y lduft in ganzzahligen Schritten von —|Y; 4+ Y2| bis |Yi + Y3].
e [ lauft in ganzzahligen Schritten von |I; — 5| bis |[I + I5].
o m erfilllt die Beziehung m = my; + my.

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten der SU(3) lassen sich als direktes Produkt der
Clebsch-Gordan-Koeffizienten der SU(2) und der sogenannten Isoskalaren Faktoren
berechnen:

( M, M, M ) B
(}/Iallaml) (}/2,[2,7712) (Y7 [7m) B

(I, Lyymy ol Iy I, Lom) - (2 2 (2.19)

Der zur Berechnung notwendige Basiswechsel zwischen Farbindizes und Quanten-
zahlensdtzen 1at sich durch eine — nicht eindeutige — unitdre Ubergangsmatrix
M beschreiben, die fiir die Ket-Vektoren ® folgendermafien gewéhlt werden kann [18]:

a=1 (Y, I,m)p=1
‘ 8; > = Ma,(Y,I,m)b ) 8; >
a=38 (Y, I,m)p=s
1 1
00 5 0 % 0 0 0
0 0 \_/—% 0 ﬁ 0 0 0 (1,1/2,1/2)
0 0 0 1 0 0 0 0 (1,1/2,71/2)
) . (0,1,1)
_ v 0O 0 0 0 0 0 v q. (0,1,0 > (2.20)
\_/—% 0O 0 0 0 0 0 ﬁ (0,1,-1)
0 L 0 0 0 0 L 0 (000
V2 V2 (—1,1/2,1/2)

0 _T; 0 0 0 0 ﬁ 0 (-1,1/2,—1/2)
0o 0 0 0 0 1 0 0

2Da nicht alle Kombinationen der Quantenzahlen nichtverschwindene Beitrige in den Summen
liefern, kénnen die effektiven Summationsgrenzen von I und Y abhéngig voneinander sein.
3Beim Ersetzen der Bra-Vektoren ist allerdings das Adjungieren der Matrix M zu beachten!
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2.3.3 Bestimmung der Koeffizienten UjM

Die Farbstruktur der einzelnen Multipletts wird durch die Koeffizienten UJM in (2.15)
bestimmt. Durch Festlegung auf bestimmte Indexkombinationen fiir die Farbtenso-
ren (Anhang A) 148t sich ein lineares Gleichungssystem fiir die UJM aufstellen, das
bei geschickter Wahl der Indizes recht einfache Losungen besitzt:

Dé\gss = (U1M + UQM + Uéw) dss0ss

8
+ (Uéw + Uéw) Z f88nf88n

n=1

8

n=1

= uMyuY+u (2.21a)

Dé\ggg = (UlM + U:)])w) 033083 + UQM 058033

8 8
—I_ Uéw Z f88nf33n - U(];w Z f83nf83n
n=1 n=1
8 8
+ (U{\g - Ulj\g) Z dszn fszn + Uy Z dssn f33n
n=1 n=1
= uY (2.21b)

Dé\g:as = (U1M + UQM) 033038 + Uéw 038033

8 8
+ U5M Z Jsanfssn + Uéw Z fssnfasn
n=1

8 8
+ ( U{\g U1]\54 Z ds3n fazn + Ulj\f Z dsgy f33n

n=1

= UM (2.21c¢)

D%Sl = (U1M + UQM) 013031 + Ué\4511533

8 8
+ U5M Z Jiznf13n + Uéw Z Jiinf33n
n=1 n=1

8 8
+ (U{\g - Ulj\f) Z dizn f31n + Ufg Z di1n fasn

n=1 n=1

= U+ UM (2.21d)
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M
D1313

M
D1761

M
D1617

M
D1176

(U1M + Uéw) 013031 + UQM 611033

8 8
+ U5M Z Jiinf3zn + Uéw Z J13nf31n
n=1 n=1

8 8
+ (U{\g - Ulj\g) Z diznf13n + Ulj\f Z di1n fasn

n=1 n=1

0y = Uy

UlM d17061 + UQM d16071 + Uéw 011076
8

8
+ U5M Z frenfimn + Uéw Z fiinfren
n=1

n=1

8 8
+UY Z dizy forn + Uy Z di6n f17n
n=1 n=1

8
+ Ulj\g Z dllnf76n

n=1

—1/4UM —1/a0M —12UM

UlM d16017 + UQM d11067 + Uéw 417061

8 8

+ U5M Z Jiinfren + Uéw Z Jiznfein
n=1 n=1
8 8

+ UMY dinfirn + UMY divafron
n=1 n=1

8
+ Ulj\g Z d17nf61n

n=1

—1/4UM —1/20M — 174U

UlM 011076 + (UQM + U¥)517516

8 8
+ U5M Z fimnfoin + Uéw Z fienfimn
n=1 n=1

8 8
+UY Z diin fron + Uy Z dy7n fo1n

n=1 n=1

8
+ Ulj\g Z d16nf17n

n=1

—1/20M —1/4UM — 1/4UM
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= vM = pM.. — DY, — DY, (2.22a)
vM = DM (2.22D)
vM = DM.. (2.22¢)
vM = DM, — DM, (2.22d)
vM = pM. — DY . (2.22¢)
vM = pM. + DM —3DM . (2.22f)
vM = pM_ —3DY._ 4+ DM (2.22g)
vM = —3pM. + DY+ DM, (2.22h)

Niitzlich sind dabei folgende Symmetrieeigenschaften der Clebsch-Gordan- Ko-
effizienten *:

M, My | M M| M, M

( 1 Mo ) _ ( 1 Mo ) (2.23)
2% v v vy 12
M, My | M My, My | M

( 1 Mo ) ~ g ( 2 My ) (2.24)
IS v Vo 1 v

M1 8s 84 10 100 27
G 11 1 -1 —1 -1 1

Die obige Tabelle legt nahe, zwei Falle fiir die Multipletts zu unterscheiden:

Fall 1: M = 1,85 oder 27
Fall 2: M = 84,10 oder 10~

Damit miissen nur fiir 5 der 8 gewdhlten Indexkombinationen in (2.21a-2.21h) die
Koeffizienten D . berechnt werden. Zusitzlich gelten folgende Identititen:

Fall 1: Dty = Diiss (2.25a)
D%Sl = D%IS (2.25b)
D%Gl = - D%l? (2.25¢)
Fall 2: DY, = —D¥. (2.26a)
D%Sl = = D%IS (2.26b)
D%Gl = D%l? (2.26¢)
DM = 0 (2.26d)

Der Koeffizient DM.. muf also nur im Fall 1 beriicksichtigt werden. Mit den Rela-
tionen (2.25a-2.26d) vereinfacht sich das Gleichungssystem (2.22a-2.22h):

*Wir benutzen fiir den Phasenfaktor ¢; die Konvention aus [21].
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Fall 1: uM = pM. —2DM.

UzM = Dé\g:as

Uéw = Dé\g:as

U5M = D%Sl - Dé\g:as

Ue]sw = _D%:n + Dé\g:as

Uf\g = _3D{\{76

U{\f = 4D%61 + D%m

U1]\54 = _4D%61 + D%m
Fall 2: UMY = Diis

UzM = Dé\g:as

Uéw = _Dé\g:as

U5M = D%Sl + Dé\g:as

Ue]sw = D%Sl + Dé\g:as

U{\g = QD%&

U{\f = _ZD%GI

U1]\54 = _ZD%GI

Die 5 Koeffizienten Do, DYoo, DM, DM, und DY lassen sich mit (2.18), (2.19)
und (2.20) berechnen:

o M 8 s\’
= 1(0,0,0) | (0,0,0) (0,0,0)

IM

max +1 M 8 8 ’
Dt =
3838 > 2 ( (0,1, m) ‘ (0,1,0) (0,0,0) )

=11 m=—1
mn

M., +7

D%Sl = 1/2 Z Z

men

[((m%m”<mim<mim)'(mgiw‘mjm>mjﬂ>)

M 8 8 M 8 8
2 ( (0,1,m) ‘ (0,1,1) (0,1,0) ) ' ( (0,1,m) ‘ (0,1,0) (0,1,—1)

+((m%mﬂ<mf—w<mim)'(m3§m‘<mim<mf—m) ]
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M
ma.r Ima.r

D%Gl = i/4 Z Z Z

y=yM I=1M m=-—1

man man

l @xymﬂ<mimuéi@)'@x¥mﬂ<ufﬁ>uim)

M 8 8 M 8 8
+2((Y717m) ‘ (0,1,1) (1,5,—3) ) | ( (Y, I, m) ‘ (1,5.—3) (0,1,-1)

M 8 8 M 8 8
_2((levm)‘ (07171) (_17%7%))‘((}/7[77”)‘ (_17%7%) (01_1))

8 8
Y, Im) | (0,1,1) (1,11 (Y,

(oo
+( Yol,m) ‘ 0 f—l) (L;—%) ) | ( (Y,]y,m) ‘ (L;—%) (0,1?—1))
( Y.I,m) ‘ 0 f—l) (—178%7%) | (Y,Zy,m) ‘ (—17857%) (O,f—l)) ]

ma:r ma:r

Dileg= —if4 3> 3 Z

y=yM I=r1 m=—1

man man

[ @xgm”aﬁﬂ>@iw)'@xgm><L;ﬁ>@;—a)
8 8

M 8 8 M
—I—Q((levm)‘ (07171) (0717_1) ) ‘((Y,[,m) (171 - ) (1 5~ )

_Q(Oﬁzw‘uimauiw)'@x¥m><4?,>@f,>
_(uﬁzw‘@im«42éﬂ'(m%mﬂ<42é>@im)
+(uﬁ@w‘wf—mmﬂin)'@xymﬂ<L;ﬁ>@;—@)

- ( (Y,]y,m) ‘ (0,1?—1) (0,1?—1) ) | ( (Y,]y,m) ‘ (—178%7%) (—178%75) ) ]

Beriicksichtigt man die Fallunterscheidung fiir die Multipletts, so lassen sich mit
(2.23) und (2.24) in den letzten beiden Koeffizienten noch jeweils zwei Summanden
zusammenfassen. Dies verringert den Rechenaufwand aber nur unwesentlich.
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Die effektiven Summationsgrenzen in den obigen Summen héngen nicht nur von den
gewahlten Quantenzahlensiatzen, sondern auch von dem zugehérigen Farbmultiplett
ab und sind in [21] nachzulesen.

Die Rechnungen wurden mit einem Maple-Programm durchgefiihrt und sind in
folgender Tabelle zusammengefafit:

DM 1 85 8.4 10 10" 27
(3888) 1/8 1/5 0 0 0 27 /40
(38383) 0 1/5 0 1/4 1/4 3/10
(1331) 0 0 ~1/3  —1/12  —1/12 1/2
(1761) 0 0 0 —i/8 i/8 0
(1176) 0 0 0 0 0 0

Durch Einsetzen der 5 Koeffizienten in das Gleichungssystem (2.22a—2.22h) las-
sen sich nun die Farbstruktur-Koeffizienten UJM angeben:

1
Dabcd

85'
Dabcd

8A
Dabcd

10
Dabcd

10*
Dabcd

27
Dabcd

1/8 8.p0c4
_1/5 5ab(scd + 1/5 5ac(sbd + 1/55ad(sbc

- 1/5 facnfdbn + 1/5fadnfbcn
3/5 dabndcdn )

- 1/3 facnfdbn - 1/3 fadnfbcn

1/3 fabn cdn )

1/4 5ac(sbd - 1/4 5ad(sbc + 1/6 facnfdbn + 1/6 fadnfbcn
- Z/4 dabn cdn T Z/4 dacnfdbn + Z/4 dadnfbcn

1/4 5ac(sbd - 1/4 5ad(sbc + 1/6 facnfdbn + 1/6 fadnfbcn
+ Z/4 dabn cdn T Z/4 dacnfdbn - Z/4 dadnfbcn

3/40 64560 + 3/10 80upa + 3/10 8,46,
—I_ 1/5 facnfdbn - 1/5 fadnfbcn
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Aufgrund der Vollstdandigkeitseigenschaft und der Orthonormierungsrelationen
der Clebsch-Gordan-Koeffizienten [19] lassen sich einige — leicht durchfithrbare —
"Summenregel-Checks” angeben, die die Richtigkeit unserer Rechnungen bestatigen.
So erhélt man beispielsweise bei vertikaler Summation der Koeffizienten iiber alle
Multipletts:

1/8 — 1/5 + 3/40 = 0
/5 + 1/4 + 1/4 4 3/10 = 1
/5 — 1/4 — 1/4 + 3/10 = 0
—1/5 = 1/3 +1/6 + 1/6 + 1/5 = 0
/5 —1/3 +1/6 +1/6 —1/5 = 0
—i/4 +/4 = 0
if4 — /4 = 0
if4 — /4 = 0
Dies entspricht gerade der Identitét:
S Galu) Gl o) = s

M=1,..27 vpy=0,..,M-1

2.3.4 Zweite Entkopplung

Die Umkehrung des Gleichungssystems (2.27-2.32) liefert folgende Entwicklung fiir
die Farbtensoren:

C' = Suby = 8DL.

C? = S.dp = Diy+ D+ DS+ DY+ DY+ DY,
C* = buabdye = Dibcd + Dijcd - Difcd - Digcd - Di?id + Dich
C° = faoenfan = —3 Dibcd —3/2 Dijcd — 3/2 Difcd + Dich
C° = faanfoen = 3 Dibcd +3/2 Dijcd — 3/2 Difcd - Dich

_ OB oMoy ot
- - dabn cdn T dacnfdbn + dadnfbcn = 21 (Digcd - Digzd)
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Die letzte Zeile zeigt, dafl eine Zuordnung der Farbtensoren zu den Farbmulti-
pletts nur moglich ist, wenn man fiir die Farbkomponenten der Kanalamplitude X
die Identitét

Xizs = — Xuas = — Xiss

fordert. Diese Einschrankung wurde aber schon frither in (2.9) zur Kenntnis genom-
men.

Wir setzen nun die Farbtensoren in die Basisentwicklung (2.6) ein und fassen die
Summanden anschlieflend neu zusammen:

Xs,abcd = C(labcd) Xl,s + Czabcd X275 + 03

(abc

d XS,S
—I_Cabcd X55 + Cabcd X65 + Cabcd X1375

+ C(abcd) X1475 + C(abcd) X1575

= 8Dibcd Xis
+ (Dapes + Dipea + Diea + Diffs + Doy + D) Xas
+ (D + Doy — Dy — DIy — DI, + D) Xa
— (3Dkyy + 3/2 Dy + 3/2D5,., — D)) X,
+ (3 D%y + 3/2 D%y — 3/2D%, — D2,) Xe.s
— 20 (D3 — Diig) Xisys
= Dayea (8 X1 + Xoy + Xg — 35, + 3 Xe,)
abcd Xos + Xss —3/2 X5, + 3/2X65)
Dgg‘cd Xoy — Xsy — 3/2 X5, — 3/2Xe,)

Digcd X25 - XS,S - 2Z XlS,s)

abc

(
(
(
(
Dt (X2 — Xa s + 2i Xi3,)
Dich(Xzs + Xz + X5 — Xes)
= DL X!+ Dy XY 4 DEL XY

+ Dipea X274 DUy X%+ DI, XY (2.33)

In der letzten Zeile wurden nicht mehr die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.4.
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verwendet, sondern die Multiplettamplituden XM eingefiihrt; die Linearkombina-
tionen sind aber dieselben wie in (2.11a-2.11f). Thre Bedeutung ist damit geklart;
sie stellen die Partialamplituden mit guter d. h. erhaltener Gesamt-Farbquantenzahl
beziiglich des hier ausgezeichneten s-Kanals dar.

2.4 Zusammenfassung

Die Analyse der Farbdynamik der Bethe-Salpeter-Gleichung fiihrt also zu folgendem
Ergebnis:

e Die Integralgleichung (1.16) fiir den Bindungspol-Anteil der 4-Gluon-Kanalam-
plitude X 45cq beschreibt — in Form eines gekoppelten Gleichungssystems fiir
die Farbkomponenten der Entwicklung (2.6) — gleichzeitig sechs verschiedene
Farbmultipletts, die jeweils erhaltenen Farbquantenzahlen des Gluonium-Bin-
dungszustandes im s-Kanal entsprechen.

e Die Farbstruktur D, dieser Multipletts lifit sich auch nach der benutzten
Basis von Farbtensoren {C'} entwickeln (2.27-2.32). Ein Vergleich mit der
Basisentwicklung (2.6) liefert auferdem fiir die Multiplettamplituden X zu-
gehorige Linearkombinationen (2.11a-2.11f) der Farbkomponenten X ;.

e Diese Linearkombinationen entkoppeln schliellich — zusammen mit (2.12a—
2.12f) — das Gleichungssystem, so dafi die sechs resultierenden Integralglei-

chungen (2.10a-2.10f) fiir die Multiplettamplituden keine Farbdynamik mehr
enthalten.

e Die Farbkomponenten Xis,, Xi4s und Xys, erfiillen die Identitdt (2.9) und
sind nur fiir die Farbdekuplett-KKanéle von Bedeutung.

Damit lassen sich im Rahmen dieser Arbeit, die lediglich den Farbsingulett-
Kanal behandeln soll, die symmetrischen Strukturkonstanten d,;. in spateren
Anséatzen fiir den Residuumtensor und den Kern ganz weglassen.
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Kapitel 3

Eliminierung der Geister-Beitrage
in Ordnung (¢°)

Die Fadde’ev-Popov-Geister werden bei der Quantisierung des nichtabelschen Eich-
feldes im Pfadintegralformalismus eingefithrt, um die redundanten Freiheitsgrade der
Theorie auszugleichen, die bei einem allein iiber das lokale Eichprinzip konstruierten
Wirkungsfunktional unvermeidbar sind. Die Geister verhalten sich als Grassmann-
wertige Felder dabei in der stérungstheoretischen Behandlung wie Fermionen, ob-
wohl die Impulsstruktur ihres rein perturbativen Propagators nullter Ordnung

1

DYNQ) = —dw o (3.1)

der eines masselosen Bosons entspricht.

Wir wollen in diesem Kapitel durch allgemeine Uberlegungen zum Konvergenz-
verhalten von oberflachlich divergenten Schleifen zeigen, dafl die — im allgemeinen
vorhandene — Gluon-Geist-Kopplung in der Bethe-Salpeter-Gleichung in Ordnung
(¢°) fiir den Farbsingulett-Kanal keinen Beitrag liefert.

In einer Beschreibung durch Feynman-Diagramme miissen wir in diesem Kapitel
zwei graphische Elemente unterscheiden: Der volle transversale Gluonpropagator in
nullter Ordnung der erweiterten Stérungstheorie

My a V,b
Q

wurde schon im ersten Kapitel benutzt und wird spater in (4.28) spezifiziert wer-
den. Der volle Geist-Propagator in nullter Ordnung der erweiterten Stérungstheorie
(3.12) besitzt aufgrund seines Fermion-Charakters eine eindeutige Orientierung und

= DYI(Q) (3.2)

wird folgendermaflen bezeichnet:

......... e = DY) (3.3)
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Wir erweitern nun die graphische Darstellung der homogenen Bethe- Salpeter-
Gleichung (1.21), wie es die Feynman-Regeln der QCD unter Einbeziehung der
Gluon-Geist-Kopplung [3] verlangen.

Dabei fordern wir die iibliche Faktorisierungseigenschaft der Residuen, d. h. sie sol-
len Summen von Termen sein, die jeweils beziiglich der zwei Seiten des s-Kanals
faktorisieren.

Unterstellen wir, dal die entsprechenden Faktoren — die sogenannten Bethe-
Salpeter-Amplituden — linear unabhingig sind [11], so 146t sich die vollstindige
homogene Integralgleichung im Farbsingulett-Kanal fiir die Ordnung (¢°) der er-
weiterten Storungstheorie folgendermafen schreiben:

(SING), (SING),
— —
1
= 5 J0 Ks
0(4°) 0(4°)
]32:_“1/1/72 A2 P2:—u'1'72A2
(SING),
—
....... | S
- 9%
....... s s oo 0
0(4°)
P2:—u'1'72A2
(3.4)

Dabei wurden wieder alle Impulse sowie Farb- und Lorentzindizes unterdriickt, da
sie in diesem Kapitel nicht ben6tigt werden.

Die Pfeile in der zweiten Schleife des obigen Diagramms beschreiben wie in (3.3)
— im Gegensatz zum ersten Kapitel — keine Impulsrichtung, sondern deuten wieder
den Fermion-Charakter der beiden Geisterlinien an. Da die Summe aller Geist- und
Antigeistlinien in jedem Vertex verschwinden muf (Erhaltung der Geistzahl) [3],
liegt fiir jede Skelettgraphentwicklung des Kerns K. tatsachlich eine gerichtete,
geschlossene Geisterschleife vor, die nach den Feynman-Regeln der QCD [3] ein
negatives Vorzeichen und keinen Symmetriefaktor liefert.
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Die breite Doppellinie bei den Residuumsfaktoren symbolisiert verschiedene erhal-
tene Quantenzahlen des Bindungszustandes im s-Kanal und beschreibt ein — im
Prinzip — beobachtbares physikalisches Teilchen.

”Gemischte” Residuumsfaktoren des Typs

oder , (3.5)

a v,

AN V4

bei denen der zugehérige Bindungszustand ein Grassmann-wertiges Vektorfeld mit
Geistzahl +1 sein miiBte, konnen in (3.4) nicht direkt, sondern allenfalls implizit in
den Kernen auftreten, da der 1-Geist-1-Gluon-Kanal auf Grund der Erhaltung der
Geistzahl vom "horizontalen” Kanal gar nicht erreichbar ist.

Wir nehmen hier dariiber hinaus an, dafl ein derartiger unphysikalischer Bindungspol
bzw. Vertex sich {iberhaupt nicht ausbildet, d. h. dafi Terme des Typs (3.5) identisch
verschwinden. Eine mégliche Methode fiir die Uberpriifung der Konsistenz dieser
Annahme werden wir am Schlufl des Kapitels andeuten.

Wir wollen nun zeigen, dafl der Residuumsfaktor mit zwei Geisterbeinen in nullter
Storungsordnung im Farbsingulett-Kanal

A (513G,
‘o
(3.6)
o.’..
\ 0(g%)

ebenfalls verschwindet und damit alle Geister-Beitrdge im Rahmen dieser Arbeit
vernachlassigt werden kénnen.

Dazu nehmen wir an, dafl der zugehérige analytische Ausdruck zwar die Massen-
dimension 41 besitzt, aber als Residuumsfaktor eines logarithmisch divergenten
4-Punkt-Vertex hochstens Terme der Ordnung (¢°) beziiglich des duBeren Relativ-
impulses enthélt.

Dies ist anders als beim nackten, stérungstheoretischen 3-Gluon-Vertex, der beziiglich
beider unabhéangiger Impulse lineare Anteile besitzt:
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= TR )

3P

. AL 3P " R g RN 1
= ifu | O (Sap) e (-S+p) - 267 (3.7)

Eine Sonderstellung nimmt in diesem Zusammenhang der nackte, stérungstheoreti-
sche Geist-Geist-Gluon-Vertex ! ein:

/ 1
“ ‘.'. P7/~L

- = D0 (p; P)
A ¢

— it (E_p)“ (3.9)

Seine asymmetrische Impulsstruktur bewirkt, daf er bei der Impulspotenzabzdhlung
in Schleifen, die auf den ersten Blick eine logarithmische Divergenz ausbilden, ef-
fektiv nur mit einer Potenz +1/2 beitrdgt und folglich die zugehorigen Integrale
tatsiachlich oberflachlich konvergent sind [3].

Diese Eigenschaft, die sich im iibrigen auf den angezogenen Geist-Geist- Gluon-
Vertex tibertragt, wird sich als Schliissel fiir die Eliminierung der Geister-Beitrage
in Ordnung (¢°) erweisen.

Der Residuumsfaktor (3.6) erfiillt eine zweite Integralgleichung vom selben Typ
wie (3.4):

'Wir wihlen hier die Konvention aus [7], d. h. es tritt immer der Impuls des einlaufenden
Geisterbeins explizit auf.
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/ (SING). (SING).

(g%

2_ 1 A2
Pe= u172A

(3.9)

Die negativen Vorzeichen der beiden Geisterschleifen sind hier nur Konvention: sie
miissen bei Skelettgraphentwicklungen der Kerne genau dann beriicksichtigt wer-
den, wenn der Gesamtgraph tatséchlich eine ungerade Anzahl von geschlossenen
Geisterschleifen enthalt.

Warum werden hier iiberhaupt zwei Geisterschleifen getrennt behandelt und nicht
wie in (3.4) zu einer Schleife ohne Symmetriefaktor zusammengefafit?

Der Grund ist natiirlich in der fehlenden Partialsymmetrie der Bethe-Salpeter-
Kerne zu finden: Da die gerichteten, dufleren Geisterbeine der Invarianz unter einer
Symmetrie-Transformation des Typs (1.14a-1.14b) entgegenstehen, sind die Ker-
ne K’ und K tatsichlich verschieden, was sich schon bei den einfachsten Ske-
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lettgraphentwicklungen zeigt. Eine Spezifizierung der Kerne in Ordnung (¢°) der

erweiterten Storungstheorie macht dies deutlicher:

Wiihlen wir einen der Box-Graphen auf 1-Schleifen-Niveau 2

/ P a pa;d \
.\. ..(.

i i = BYwalp0i P) (3.10)

o.. ..o

.'.. .‘.

\\. p2; b p3;c /

als typischen — auf den ersten Blick logarithmisch divergenten — Anteil des Kerns
K” in Ordnung (g?), so zeigt sich bei der Potenzabzahlung unter Beriicksichtigung
von (3.8), dafl der oberflichliche Divergenzgrad d = —2 vorliegt. Dasselbe Verhalten
beobachtet man auch bei dem Kern K ; folglich handelt es sich bei beiden Kernen
effektiv um konvergente Amplituden. Damit kann auch der an Divergenzen gekop-
pelte 1/g*-Mechanismus [15], den wir im fiinften Kapitel vorstellen werden, nicht
wirken und die Kerne enthalten in Ordnung (¢°) der erweiterten Stérungstheorie
nur 1-Gluon-Austauschgraphen in den gekreuzten Kanéilen sowie eventuelle Pole der

Ordnung (¢°) in den gekreuzten Farbsingulett- und Farboktett-Kanélen.

Ein genauer Blick auf die Struktur der Kerne zeigt dabei, daf} jeder der beiden we-
gen der strengen Erhaltung der Geistzahl nur genau einen 1-Gluon-Austauschgraphen
im t-Kanal bzw. im u-Kanal besitzt. Durch den Mechanismus des kompensierenden
Pols [7] werden dann beide (auf Stufe r=1) jeweils gerade durch genau einen Pol in
den gekreuzten Farboktett-Kanélen ”geschluckt”, so dafl nur die beiden Pole in den
gekreuzten Farbsingulett-Kanélen tibrighleiben.

Diese Argumentation bleibt auch richtig, falls Graphen mit einer héheren Anzahl
von Schleifen hinzugenommen werden. Jede neue divergente Schleife, die beispiels-
weise durch das Einsetzen von Insertionen [3] zustandekommen wiirde, ist immer
mit mindestens zwei g-Faktoren verbunden, so dafl sich die zur Modifizierung der
nullten Ordnung erforderliche Anzahl von nichtperturbativen Logarithmen [7] nicht
ausbilden kann.

Beim Ersetzen der Kerne K” und K” in (3.9) durch die zugehérigen gekreuzten
Farbsingulett-Pole entstehen die beiden folgenden Schleifen:

?Die untere Indexkombination ”st” kennzeichnet die beiden Kanile, in denen der Graph 2-
Teilchen-reduzibel ist.
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(SING).

(3.11a)

O(g°)

2___ 1 2
P= u172A

(SING).

(3.11D)

(g%

21 A2
Pe= u172A

Bei der Abzédhlung von Impulspotenzen in den beiden Schleifen erhdlt man wegen
des Polfaktors in den entsprechenden Mandelstam-Variablen ¢ bzw. « und wegen
des schon frither geforderten Impulsverhaltens der Residuen:

n o= 3-(-2) +3-0 = —6

Folglich besitzen sie den oberflichlichen Divergenzgrad d = —2 und sind in vier
Dimensionen konvergent.

Damit kann die Geisterschleife in (3.9) zur selbstkonsistenten Reproduktion von
Residuumsfaktoren der Form (3.6) in nullter Stérungsordnung nicht beitragen.

Bei der Behandlung der Gluonschleife in (3.9) gehen wir véllig analog vor:

Betrachten wir wieder einen Box-Graphen als typisches Beispiel fiir die mogli-
cherweise divergenten Anteile des Kerns [{’27 so fithrt eine Abz&dhlung der Impul-
spotenzen unter Beriicksichtigung von (3.8) diesmal auf den oberflachlichen Diver-
gengrad d = —1. Damit ist auch dieser Kern effektiv eine konvergente Amplitude
und héhere Skelettgraphentwicklungen mit zwei oder mehr Schleifen kénnen iiber
den 1/g*-Mechanismus nicht zur Ordnung (¢°) beitragen.

Da die Residuen von eventuellen Bindungspolen in den gekreuzten Kanélen aufer-
dem in diesem Fall nur Faktoren der Form (3.5) enthalten, besitzt der Kern A7 also
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in Ordnung (¢°) der erweiterten Stérungsrechnung nur die 1-Geist-Austauschgraphen
in den gekreuzten Kanélen.

Es sollte erwédhnt werden, daf} fiir letztere ein kompensierender Pol im entspre-
chenden Vertex nicht zu fordern ist, da der Geist-Propagator bei einer Erweiterung
durch die erste Stufe der rationalen Approximation, wie wir sie im vierten Kapitel
einfithren werden, seinen Pol im Ursprung der euklidischen Q?-Achse behilt:

5 Q* + ﬁl,zAZ
“ Q% Q? + uy1A?)

Ti(e)

— 4 (massiver Pol) (3.12)

Die Beschriankung auf eine Confinement zeigende Loésung 148t aber einen solchen
Pol fiir unphysikalische Linien durchaus zu.

Beim Ersetzen des Kerns A’ durch die beiden 1-Geist- Austauschgraphen in den
gekreuzten Kanédlen entstehen folgende Schleifen:

/ (SING).

\. —
b4
i (3.13a)
9 (g%

» P2:—u'1'72 A2

/ (SING).

\. -
® N
i (3.13b)
’ 0(g°)
» P2:—u’1’72A2
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Beide Schleifen ergeben wegen (3.8) und (3.12) bei der Abz&hlung der Impulspoten-

zZen:

no= 3-(=2) +2-1/2 = =5

Damit besitzen sie den oberflachlichen Divergenzgrad d = —1 und sind ebenfalls
in vier Dimensionen konvergent.

Daraus folgt aber, dafi auch die Gluonschleife in (3.9) keine selbstkonsistente
Reproduktion von (3.6) im Farbsingulett-Kanal in Ordnung (¢") zulédBt und folglich
nur die triviale Losung der Integralgleichung (3.9)

/ | (51NG).
‘o
= 0
o.'..
\ 0(g°)

existiert, was wir zur Eliminierung der Geister-Beitrage in (3.4) zeigen muften.

Abschliefend kénnte man nun eine zu (3.4) oder (3.9) analoge Bethe-Salpeter-
Gleichung fiir den Residuumsfaktor (3.5) aufstellen und sich durch entsprechend
modifizierte Wiederholung der obigen Argumentation davon iiberzeugen, dafl die
Annahme des Verschwindens von (3.5) in sich konsistent ist.

Es mufl nochmals betont werden, daf3 die Schliisse dieses Kapitels nur fiir die
Ordnung (¢°) der erweiterten Stérungsrechnung gelten und daff hier nicht unter-
sucht wird, ob etwa durch eine Teilsummation der g?-Reihe einzelne Beitrige der
Geisterschleife in (3.4) stabilisiert werden konnten.
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Kapitel 4

Ansatze fiir die Tensor- und die
Impulsstruktur

4.1 Notationen fiir die Lorentztensoren

Eine vollstandige Behandlung der Lorentz-Tensor-Struktur unserer Integralgleichung
ist mit 138 Lorentztensoren tiberaus umfangreich. In der Landau-Eichung werden
allerdings durch die Transversalitidt der dufleren und inneren Gluonbeine sehr viele
Anteile mit zwei Impulspotenzen und einem Kronecker-Symbol oder mit vier Im-
pulspotenzen eliminiert. Auflerdem zwingt die partielle Bosesymmetrie im s-Kanal
den freien Parametern sehr viele Bedingungen auf.

Wir wahlen daher im wesentlichen die folgenden drei dimensionslosen Lorentz-
tensoren flir unsere Ansétze:

LY = 1/ D s g (4.1)
LE:AMU) _ 1/2 (5/1#5/\1/ + 5/11/5Ap,) . 1/D 5/1/\5;“/ (4‘2)
L(_ﬁ/\;w) _ 1/2 (5HM5AU _ 5/11/5/\;1,) (43)

Sie erfiillen die Projektor-Identitét

L(H/\pg)L(ngy) = 52] L(H/\%“’) (fur Z?.] = 07+7—) (44)

7 7 7

und besitzen eine eindeutige Partialsymmetrieim s-Kanal beziiglich der Operationen

(1.12a-1.14b):

e Die Tensoren Ly und L, sind symmetrisch.

e Der Tensor L_ ist antisymmetrisch.
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Auflerdem treten bei der spateren Auswertung des Schleifenintegrals aus (1.23) noch
drei weitere — ebenfalls dimensionslose — Lorentztensoren auf:

Ml(m\Cnpcr) — 577/)(5@1 50/\ 4 5@\ 50/1)
L8978 5N 4 g gen) (4.5)
MQ(H/\CW)U) — 5(77 5PE 50/\ 4 5/)/\ §ox

( )
1877 (676 4 59§
( )
( )

T 5(/) g 50/\ T 577/\ §or
T A0 L (N S (4.6)

. P¢ P P pe
NYI(py = 12 ( kiR 507) (4.7)

4.2 Die erste Stufe der faktorisierenden, ratio-
nalen Approximanten

Wir benutzen fiir den Gluonpropagator und die 4-Punkt-Amplituden neben der
iiblichen stérungstheoretischen Entwicklung nach Potenzen der quadratischen Kopp-
lungskonstanten ¢? eine Modifizierung der Impulsabhingigkeiten durch faktorisie-
rende, rationale Approximanten. Diese bilden fiir jede Stérungsordnung eine Sequenz
von gebrochen rationalen Funktionen in den unabhéngigen Impulsvariablen des ent-
sprechenden Vertex [12] [7].

Die Erweiterungen durch rationale Approximanten miissen in jeder Stufe einigen
physikalischen Forderungen geniigen:

e Um das Confinement zu beschreiben, darf der transversale Gluonpropagator
keinen Pol auf der reellen Achse besitzen. Er kann allerdings Paare zuein-
ander komplex konjugierter Pole in der komplexen (Q?-Ebene haben, wie sie
durch Jet-Experimente angeregt werden. Die Masse und die Lebensdauer die-
ser kurzlebigen Gluonen wird dann durch dasjenige Polpaar bestimmt, dessen
Positionen dem Ursprung am néachsten liegen. Dieser Gesichtspunkt wurde
auch schon im dritten Kapitel in Gleichung (3.12) benutzt, um den Pol des
unphysikalischen Geist-Propagators bei ()? = 0 interpretieren zu kénnen.

Es wird also aus der Schar aller méglichen Approximanten eine spezielle Teil-
folge, namlich die mit ungeradem Nennergrad r des 2-Punkt-Vertex (oder un-
geradem Z&hlergrad des Propagators), ausgew&hlt.

e Damit alle modifizierten Vertizes noch perturbativ renormierbar bleiben, soll-
ten unsere Anséatze fiir grofle Impulse in ihre rein stérungstheoretischen Anteile
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iibergehen. Dies stellt auBerdem die Giiltigkeit der "naiven” asymptotischen
Freiheit sicher !

e Aus Griinden der Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenz [12] wird eine Faktorisie-
rungseigenschaft gefordert, d.h. es sind nur Briiche erlaubt, deren Nenner in
allen einlaufenden Impulsvariablen mit konstanten Polstellen ? faktorisieren.

Eine ausfithrliche Diskussion der faktorisierenden, rationalen Approximanten findet
sich in [12]. Allerdings sind konkrete Anwendungen dieses Schemas bisher nur auf
erster Stufe, d. h. bei Beschrankung auf einen Nennerfaktor pro invarianter Varia-
ble, gelungen. Wir werden im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls nur die erste Stufe
der allgemeinen Sequenz benutzen, so dafl sich als Bausteine die folgenden dimensi-
onslosen Polfaktoren anbieten:

A2

A2
HQ172 = 3 (49)
P "oOA2
(5 T Q) + Ul,zA

A2

A2
m,, := 4.11
! (p£q)? + uf,A? (4.11)

Folgende Abkiirzungen erweisen sich spater bei Entwicklungen nach Potenzen
des Integrationsimpulses ¢ als niitzlich:

Fpa) = ((p+ @) +ul A7) ((p— @) + uf ,A?) (4.12)
= AT I )

[ -
(F-a) vutan) (5 4a) +utar) oy

( = A g TG, )

"Wegen der Dimensionslosigkeit unserer Ansétze ist diese Forderung gleichbedeutend mit dem
Verschwinden der Ansitze bei Abschalten der nichtperturbativen Massenskala A'!
’Die Parametrisierung muf dabei auf der Stufe r=1 durch den Massenparameter uy 5 erfolgen!
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Im Ansatz fiir den Bethe-Salpeter-Kern werden wir die folgenden s-Kanal-sym-
metrischen Kombinationen F;, und s-Kanal- antisymmetrischen Kombinationen
(; s der Polfaktoren (4.8-4.11) benutzen *:

Fl,s

FZ,S

F6,s

F7,s

GS,S
GS,S
G6,s

GS,S

Ty + 10, + 115 + 11y (4.14)
M, T, ) (nl 11, )
11 11 — 4+ — -2 — 4+ = -2 (1 11 4.15
(I + 1) (2 + i —2) (1) (41
M, T, ) (nl 11, )

LI, | — + — — 2 — + —= — 211511 4.16
(=) + (o i (4.16)

(T, + T2)(TTs + T0y) (4.17)
1

H—(nlnz(ng, 1L + (11, + Hz)ngm) (4.18)

1,11, + T1,T1, (4.19)

T, (T + TL4) + (T + T1) a1l (4.20)
1

T, (4.21)

I,

I o111 (4.22)

1 1 1 1

M (4 — )+ (= — ) TI,T1 4.23

12<H3+H4)+<H1+H2) 2 (4.23)
114 H3) (Hz H1)

M=) (ot — =2) 4 (22 - 28 (1, — T 4.24

(i —112) (- 1) + (G — 1) (e = 1) (1.21)

(T, — TI,)(TTs — TT,) (4.25)
u—1

(T) (Hlm(ng 1L + (11 + HQ)Hgm) (4.26)
u—1

(T) H1H2H3H4 (427)

Es lassen sich noch weitere invariante Funktionen aus den Polfaktoren bilden, die
zwar auf den ersten Blick alle genannten Forderungen erfiillen, aber bei den spéater

3Aus Griinden der partiellen Bose-Symmetrie treten die gekreuzten Mandelstam-Variablen u
und ¢ nur in den Kombinationen u + ¢ und u — ¢ auf. Die erste Kombination 148t sich dabei
wegen (1.10) auch durch s ausdriicken.
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auszufithrenden Crossing-Operationen verbotene, d. h. die perturbative Renormier-
barkeit verletzende, Beitrige liefern.

Da wir im Rahmen dieser Arbeit aus Griinden der Komplexitidt eine Auswahl
treffen miissen, werden wir uns auf die 14 invarianten Impulsfunktionen (4.14-4.27)
beschranken. Diese sind dadurch ausgezeichnet, daf} sie beziiglich der Crossing-
Algebra (Anhang C) ein abgeschlossenes System bilden. Die Kombination Fi4
(4.23) verletzt zwar an dieser Stelle die Forderung nach perturbativer Renormier-
barkeit; sie wird aber spéater im Ansatz fiir den Bethe-Salpeter-Kern bendétigt, um
héher divergente Anteile aus den gekreuzten Residuumtensoren zu kompensieren.
Sie verschwindet allerdings in der Gesamtamplitude T}, die als einzige amputierte
4-Punkt-Funktion in héheren Skelettgraphentwicklungen vorkommt.

Wir sind nun in der Lage, den Farbsingulett-Kanal der Integralgleichung (1.23)
auch in seiner Lorentz-und Impulsstruktur zu beschreiben. Dabei werden uns nur die
divergenten Anteile des Schleifenintegrals und deshalb in nachfolgenden Ansétzen
nur positive Ordnungen im Integrationsimpuls ¢ interessieren. Diese Einschrénkung
soll erst im nichsten Kapitel bei der Beschreibung des 1/¢*-Mechanimus begriindet
werden.

4.3 Der Gluonpropagator in Landau-Eichung

Die Farbstruktur des Gluonpropagators wurde schon vorher in (2.4) beschrieben.
Wir wahlen die Landau-Fichung und setzen den damit rein transversalen Gluonpro-
pagator in Ordnung (¢°) der erweiterten Stérungstheorie folgendermafien an [12]:

DY Q) = bu DYI(Q)

(07Q* — Q"Q")(Q* + u12A?)

- 5a
" QHQ? + usA2)(QF + uA?)

(4.28)

Das obere Indexpaar (0,1) steht hier — wie auch im folgenden — fiir die nullte Ord-
nung beziiglich der g?-Reihe und die erste Stufe der rationalen Approximation. Der
Parameter u;, ist auBlerdem aus Griinden der Dyson-Schwinger-Selbstkonsistenz
mit dem Massenparameter uf, aus (1.19) identisch [12] [15].

4.4 Der Residuumtensor

Die Eigenschaften des Residuumtensors R, aus der Zerlegung (1.19) wurden teil-
weise im dritten Kapitel angedeutet. Beziiglich seiner Tensor- und Impulsstruktur
hat er folgenden physikalischen Forderungen zu geniigen:

o Er soll wegen der Dimensionslosigkeit der Kanalamplitude X, die Massendi-
mension +2 besitzen.

42



e Er soll partiell bosesymmetrisch im s-Kanal sein.
e Er soll im "perturbativen Limes” (A — 0) verschwinden.

o Er soll eine Summe von Termen sein, die jeweils beziiglich der zwei Seiten des
s-Kanals faktorisieren.

Fiir den Farbsingulett-Anteil des Residuumtensors spielt wegen der Beziehung (2.2a)
und der geforderten Faktorisierungseigenschaft nur der Farbtensor C'! eine Rolle.
AufBlerdem benutzen wir in unserem Ansatz fiir die Lorentzstruktur im wesentlichen
die dimensionslosen Tensoren (4.1-4.3), um spéter der Projektionseigenschaft (4.4)
nutzen zu koénnen:

RN (p, pls P)
= Sl ROV (' P)

= dub (O (s —P) 0L (i P) + 07 (pi—P) O (p'; P)

+ ®5 (g = P) 5 P) + O (p —P) 05 (p5 P) ) (4.29)

Die GroBen @q bis @3 entsprechen den iiblichen Bethe-Salpeter-Amplituden [11]
und beschreiben in ihrer Lorentz-Tensor-Struktur vier verschiedene Spin- und Pa-
ritdts-Quantenzahlensétze des Gluonium-Bindungszustandes.

Sie werden fiir die linke Seite des s-Kanals unter Verwendung von Bausteinen
analog zu (4.14-4.27) folgendermafien angesetzt:

m I
O (pi P) = 8A (ao + bo (11 + 12) + ¢o i1l + do <—1+ - —2))

Iy Iy
(4.30)
K " I, 1
(I)l/\%g(p; P) = L(_ /\75) A (bl (Hl - HQ) —|— (8] (H—j — H—:)) (431)
rAys (5\75) I, I
O P) = LETUA (a0 + b (I F1L) 4 e LT 4 dy (g + g =2
(4.32)

5 (p P) = N (=p)”bs(Ily — 11y)
+ (5A¢(P - p1/2)ﬁ) ( —aq (I = Iy) + by (I + 112) + ¢4 H1H2)

+ (5H¢(P - pz/Q)A) ( aq (I —Ig) + by (1L + 12) + ¢4 H1H2)
(4.33)
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Die entsprechenden Ausdriicke fiir die rechte Seite des s-Kanals erhédlt man durch
Ersetzung der Impulsvariablen und der Lorentzindizes wie in (4.29).

Die Lorentzstruktur des ®5-Terms lehnt sich an die des nackten 3-Gluon-Vertex
(3.7) an. Auch dort kommen drei Beitrage durch die zyklische Vertauschung der drei
einlaufenden Impulse p;, p; und —P zustande. Wir werden (4.33) im folgenden
dadurch vereinfachen, daff wir nur rein transversale Gluonbeine zulassen; dies ist
konsistent mit unserem Ansatz fiir den Gluonpropagator (4.28) *.

Da uns spater nur divergente Anteile des Schleifenintegrals interessieren, ist es
auflerdem sinnvoll, den Residuumtensor auf der rechten Seite der Integralgleichung
nach Potenzen des Integrationsimpulses ¢ zu ordnen und hierbei nur die fithrende
Ordnung mitzunehmen:

RY©ODe7er (g, ps P)

= 8 RV (g, P)

= (Aa)? L™ l D + 11:0 (Hs + 1Ly)
e S (g 2) |
+ (Aay)? LY [ 1+ 2—22(113+H4)
+  O(¢™) (4.34)

Es sei noch einmal an die vereinbarte Indexnotation erinnert:

o Der einzelne obere Index 71”7 steht fiir den Farbsingulett-Anteil.

e Das obere Indexpaar 7(0,1)” steht fiir die nullte Ordnung der erweiterten
Storungstheorie bzw. die erste Stufe der rationalen Approximation.

e Der einzelne untere Index ”1” bezeichnet wie in der Entwicklung (2.6) diejenige
Farbkomponente des Residuums, die zum Farbtensor C! gehért.

o Der einzelne untere Index 7 s” kennzeichnet wie frither den s-Kanal.

4Wir vernachlissigen im Rahmen dieser Arbeit einen méglichen Transversal-Projektor zwischen
den beiden ®3-Termen d. h. die Landau-Eichung des vektoriellen ” Gluon-Balles”!
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4.5 Der Bethe-Salpeter-Kern

Um die implizite Crossing-Symmetrie der Bethe-Salpeter-Gleichung zu beriicksich-
tigen, benutzen wir im Ansatz fiir den Kern die Zerlegung (1.18) zusammen mit
(2.12a) und fiihren die Crossing-Operationen anschlielend explizit aus.

Die gekreuzten 1-Gluon-Austauschgraphen werden wie im dritten Kapitel auf der
Stufe r=1 durch den Mechanismus des kompensierenden Pols [7] gerade beseitigt.
Dies fordert bereits die Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den 3-Gluon-Vertex; es ent-
spricht der Confinement-Hypothese, nach der die amputierte, zusammenhéngende
4-Gluon-Amplitude Ty keine Bindungspol-Beitrage im Farboktett-Kanal besitzen
sollte.

Allerdings miissen die reguldren Anteile der X;-Amplitude aus (1.19) in ihrer
gekreuzten Form ebenso wie die Residuumtensoren in den gekreuzten Farbsingulett-
Kanélen beriicksichtigt werden. Fine Faktorisierungseigenschaft der reguldaren An-
teile ist dabei nicht zu erwarten, so daf die Farbstruktur des Kerns etwas allgemeiner
als beim Residuumtensor (4.29) angesetzt werden muf.

Um die Crossing-Figenschaften des Kerns nutzen zu kénnen, mufl zunachst die
Farbstruktur rekapituliert werden. Wir beginnen mit dem reguléren Anteil der Ka-
nalamplitude aus der Zerlegung (1.19); dieser kann — unter Ausnutzung der Re-
sultate des zweiten Kapitels — wie iiblich nach den unabhéngigen Farbtensoren
entwickelt werden °:

Zs = 0"+ Zy,C% 4+ Z3,C° + Zs,C° 4 Zg, C° (4.35)

Die im Anhang C zusammengestellten Crossing-Tabellen liefern dann fiir die Sum-
me der gekreuzten Terme:

Zu—I_Zt -

s — Lo + Zog)C° (4.36)

Wir setzen nun dieses Resultat unter Ausnutzung des "kompensierenden Pols”
in die allgemeine 4-Punkt-Amplitude 7, (1.15) ein und erhalten:

SWir werden bei der Behandlung der Farbstruktur wieder die Impulsabhingigkeiten und alle
Indizes weglassen. Fiir eine entsprechende Erweiterung der Ansitze kann auf die Zerlegung (1.19)
zuriickgegriffen werden.
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R,

T, = K, Zs _
* st + S—I—u/1/72/\2

. FEIO)pert

+ (Z1s + Zaw + Z54)C!
+ (Ziu + Zoy + Zay) C?
+ (Zig + Zsys + Z3, ) CP
+ (Zss + Zsu — Zss + Zes ) C°
+ (Zsu + Zos — Zou + Zog) C°

R, Ry Ry
—> ! — (? — (" 4.37
P e A R E (4.37)
Die allgemeine Crossing-Symmetrie dieser Amplitude liefert die folgenden Iden-
titaten fiir die Farbkomponenten:

Zay = Zsy (4.38a)

— Zsy = Zoy (4.38b)

Zow = 2z (4.38¢)

— Zsy — Loy = Zsu + Zeg (4.38d)
Zos + Zow = Zss + Zau (4.38¢)
Zov + Zsw = Zou + Zag (4.38f)
— Loy — Leuw = ZLss + Zsa (4.38¢g)
— Uss — Zsy = Zes + Zos (4.38h)

Dieses Gleichungssystem besitzt nur die folgende Losung:

Z2,s = Z3,s (439)
- Z5,5 — Z6,5 (440)

Damit reduziert sich also die Zahl der unbekannten Funktionen in der Entwicklung
(4.35). Natiirlich vereinfacht sich damit die Summe (4.36) und auch der Ausdruck
(4.37) fir die allgemeine 4-Punkt-Amplitude.
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Um die volle Crossing-Symmetrie dieser Amplitude zu betonen und mégliche
Kompensationsmechanismen — diese spielen wegen des zu fordernden ”kompen-
sierenden Pols” im wesentlichen fiir den Farboktett-Kanal eine Rolle — zwischen
den einzelnen Anteilen des Kerns in nachfolgenden Arbeiten schneller einfiigen zu
kénnen, fithren wir neue Tensorfunktionen ein, die sich aus den freien Funktionen
der Entwicklung (4.35) — teilweise in gekreuzter Form — linear zusammensetzen:

20Uy = Zow + Zay (4.41)
~Vie = Ziu + Zay (4.42)
—Vie = Ziy + Zsyu (4.43)
Viw = e — 27, (4.44)
—Vie = 275, + Zsy (4.45)

Wir gehen also von dem unabhéngigen Funktionensatz (71 s, Zs.5, Z5,5) zu dem un-
abhangigen Funktionensatz (Uy 5, Vi, Vi) iiber. Mit diesen Definitionen nimmt vor
allem die allgemeine 4-Punkt-Amplitude T4 eine einfachere Gestalt an.

Wir bendtigen im Rahmen dieser Arbeit allerdings nur die Darstellung des Kerns
in dem neuen Funktionensatz °:

CRApY (0)pert, kApv
]Xs,abcd - F4,0,bcd

+ 2 UI(Z‘AM/) C(labcd)
RApv RApv
- (‘/1(,u v C(zabcd) + ‘/4(,11, ) (_C(E)abcd)))

RApv RApv
- (‘/1(,7,‘ v C(Babcd) + ‘/4(,75 v (_C(Gabcd)))

R(IOJ)H/\M/ R(lot,l)HAp,l/
s U 2 s 3
' (ﬁ Cloten + 718 Cwb“”) .

Die Tensorfunktionen Us; und V; in (4.46) sind solche Kombinationen von Lo-
rentztensoren und invarianten Impulsfunktionen, daf§ die partielle Bosesymmetrie
im s-Kanal erhalten bleibt:

50bwohl wir von nun ab die Tensorstruktur wieder beriicksichtigen werden, bleiben die Impuls-
abhéngigkeiten zunichst noch unterdriickt. Sie iibertragen sich natiirlich bei weiteren Zerlegungen
implizit auf alle in thnen enthaltenen invarianten Funktionen.
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U = So L5 s LM oAl ) (4.47a)

‘/I(ZAMU) _ 5675L8HAMU) T Sf|_75LE:/\My) + A/_7SL(_H/\M/) (447b)
‘/4(7/:AMU) — A675L8HAMU) 4 Al_hsLii/\Ml/) + S/_7SL(_H/\M/) (447C)

Die GréBen S;, und A;; sind wiederum Linearkombinationen der invarianten Im-
pulsfunktionen (4.14-4.27):

Sis = i1l + ciolss + cielss + cirlrs

+ciglss + ciolos + ciiiliis + ciaalias

+ casliss + caallias (4.48a)
Ai,s = di,SGB,s ‘|‘ di,5G5,s ‘|‘ di,6G6,s ‘|‘ d@gG&s (4.48b)
52{75 — c;"lFl,s + c;zFQ,s + 0276F6,s + 0277F7,s

+ C;"gFS,s + 0279F9,s + 02711F11,s + C;"lelZ,s

+ 02,13F13,s + 02714F14,5 (4.48¢)
Al = dyGay + d G,y + d Gy + digGs,s (4.48d)

(fir ¢« = 0,+4,—)

Die Farb- und Lorentzstruktur von Fio)pert ist bekannt [3]:

DORTE = (L= LIk,
+ (L3 - Ll)(ﬁ/\uy)c(g)abcd)
+ (Ll - Lz)(ﬁ/\uy)cfabcd)
= 3/2(L2 - L3)(H/\M/)C(4abcd)
+ (—2L1 + LQ + [JZ%)(H/\W/)l/Q(CY5 - CG)(abcd)
RApv
= 3L(— ) C(Alabcd)
+ (Ly — (D= 1)Lo)™) (C° — C%) (apea (4.49)
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Bedenkt man die allgemeine Bosesymmetrie von Fio)pert , so erkennt man — spé-

testens zu diesem Zeitpunkt — die Partialsymmetrie der Farbtensoren, welche im
zweiten Kapitel zunéchst unberiicksichtigt blieb:

e Neben den Farbtensoren C(labcd) und  1/2(C% + C%)(apea) " besitzt auch der

Farbtensor 1/2(C° — 06)(abcd) eine partielle Bosesymmetrie im s-Kanal.

e Neben dem Farbtensor 1/2(C? — C®)(4peq) ° ist auch der Farbtensor C(‘labcd)
antisymmetrisch beziiglich der Konventionen des ersten Kapitels.

Es sei an dieser Stelle noch betont, dafi die Konstruktion (4.46) schon allein wegen
der wesentlichen Benutzung der Crossing-Struktur nichts mehr mit den {iblichen
"Leiter”- oder ”Blasen”-Naherungen des Bethe-Salpeter-Kerns gemein hat.

Mit dem Impulsvariablen-Satz (1.3-1.5) folgt nun fiir den Farbsingulett-Anteil
des Kerns (2.12a):

S

KIODR(p g P) = (6D —6) L§ — 6 LY
+ 16077 (p, g P)

— (Vi + Vi) (p, ¢ P)

— 3(Vaw — Vi)™ (p, ¢; P)

ROD(p g Py RPN (p, g5 P)
R U W ¢

(4.50)

Die Ausfithrung der Crossing-Operationen an den Tensorfunktionen und den
Residuumtensoren geméf Anhang C ist zwar sehr langwierig, beinhaltet aber kei-
ne prinzipiellen Schwierigkeiten. Das Frgebnis dieser elementaren Rechnung bleibt
iiberschaubar, wenn man einige Abkiirzungen bei den Koeffizienten einfithrt und
negative Potenzen im Integrationsimpuls ¢ vernachlassigt:

KOV g P) =

S

[ w0o(D) + (20a(D) = vo(D) ) (I +11a)

1"
3 uy o

+ (2079(D)—|- 5

UO(D)) IT, 11,

"Die Struktur dieser Farbtensoren entspricht den Lorentztensoren Lo und Ly !
8Die Struktur dieses Farbtensors entspricht dem Lorentztensor L _ !
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3uf,
+ (Z+79(D) + 27 U+(D)) I
qz 96
+ 2v_|_(D) I 11, P - Y(D) 11, A2 f(pa Q)

f(p,q)
[32 7u// 4
N (_3 _ (D)) LI <
PP 2o o
.\ Y(D) 0,11, q q'q ] LE:ACN)

ot (4.51)
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Neben der Festlegung der Mandelstam-Variablen s auf die Polposition des ersten
Kapitels
P = - uy A? (4.52)

wurden dabei folgende Identitdten fiir die Bausteine der invarianten Impulsfunktio-
nen (4.14-4.27) verwendet *:

2q- P

A2 HQ1HQ2 = HQl - HQ2 (453)

2(] - P HQl HQ2
I (g, +g,) = Mo, T, (4.54)
A, = o I 3 Tl 11 455
F Q1Q2 — ( Q. + Q2) — U o g, 1, ( )

2¢° 3uf 1 1
L 4.56
A? 2 HQl * HQz ( )

Die Groflen X(D), Y(D) und Z(D) in (4.51) stehen fiir folgende Kombinatio-

nen der Residuumsparameter:

D*+ D —2
X(D) == 28 + (D-1)& + %dg (4.57)
D —2
Y(D) = 2d; — ¢ + ng (4.58)
2D + 4
Z(D) = Adi + 2¢ — D+ ds (4.59)

Die anderen Groflen z;;(D) und v;(D) bezeichnen Kombinationen der freien
Parameter aus (4.48a—4.48d). Der Index ¢ nimmt dabei nur die Werte 0 und +
an und beschreibt den zugehérigen bosesymmetrischen Lorentztensor. Der Index
j dagegen entspricht der zugehérigen invarianten Impulsfunktion und nimmt die

Werte 0, 1 und 9 an.

Neben der Identitdt 2y = —6 lauten die Abkiirzungen im einzelnen:

ZQQ(D) = 6D — 6 (460&)

2, D*+D -2,

2071(D) = 160071 - 50071 - TC—I_’I

— (3D —3)c_,  (4.60b)

“In den Identititen (4.55-4.56) wurde die Festlegung (4.52) schon benutzt!
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4 2D? 42D — 4
z09(D) = 16¢co9 — Ecgﬁ — #c;ﬁ —
2 D*+D -2
~ Sl - S - (3D =)L
4 , 2D? 42D — 4 ,
TphsT T p T
2, D*+ D -2,
T pfs T T S
6 3D* +3D —6
- 5%,5 - #d/{—f) - (D= 1)d/—,5
12 6D* +6D — 12
+ 5%76 + 5
2 D*+D -2
Uo(D) = 16 €014 — 50672 — TC;’Q
6 3D* +3D —6
+ 5%,3 + Td/"”?’ + (D - 1)d/—,3
2 D -2
zp1(D) = 16¢o1 — 50671 -3 c’_|_71 + 3c’_71
4 2D —4
zro(D) = 16¢o9 — 50676 — Tcl-l-ﬁ + 6c’_76
2 / D —2 / 3 /
- Dco,7 T D Cpr + ooc
4 2D —4
— 50/078 - TC/_I_B —|— 60/—,8
2, D—-2, 5/
- 500,14 - TC+,14 + SC_ 14
6 3D -6
— 5([675 — Td/ﬁ'f) ‘I‘ d/_75
12 6D — 12
5d6,6 + le-l—ﬁ - 2d/—,6
2 D -2
vi(D) = 16¢qp14 — 50672 — TC/-I-J + 3¢,
6 3D —6
+ 5%73 + = dy o —d_,

(6D —6)c_ 4

(6D —6)c_ 5

- (3D — 3)0'_714

dye + (2D =2)d_g

— (3D - 3)c_,

(4.60c)

(4.60d)

(4.60e)

(4.60f)

(4.60g)

Alle Terme in (4.51), die proportional zu ¢¢ oder ¢” sind, werden in fithrender
Ordnung durch die Transversalprojektoren in der Gluonschleife zum Verschwinden
gebracht. Sie gehoren deshalb effektiv zur Ordnung (¢™') und tragen zur selbstkon-
sistenten Reproduktion des Residuums in Ordnung (¢°) der erweiterten Stérungs-

theorie und in Landau-Eichung nicht bei.
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Die Terme der Ordnungen (¢') und (¢?) erzeugen beim Einsetzen des Kerns
in die Schleife teilweise lineare oder sogar quadratische Divergenzen, obwohl der
allgemeine 4-Gluon-Vertex nur oberflachlich logarithmisch divergent ist. Diese neue
Divergenzstruktur scheint also auf den ersten Blick nicht mit der perturbativen

Renormierbarkeit vertriglich zu sein '°.

Man muf} aber beachten, daf§ allein die Amplitude 7} in Schleifen von héheren
Skelettgraphentwicklungen eingesetzt werden darf und so nach (1.15) die Moglichkeit
besteht, die quadratischen Divergenzen durch entsprechende Terme in der Kanalam-
plitude X, zu kompensieren.

Diese Kompensation mufl dabei durch den Anteil 7, aus der Zerlegung (1.19)
geschehen, da der Residuumtensor nach (4.34) keine hoheren Ordnungen in ¢ be-
sitzt. Sie 148t sich durch Anpassung einzelner Parameter aus (4.48a—4.48d) erreichen
und soll auf spatere Arbeiten verschoben werden.

Wir werden im Rahmen dieser Arbeit die Divergenzsteigerung schon im Kern
durch eine Anpassung der freien Parameter unterdriicken. Der Term der Ordnung
(¢"') muf} dabei direkt zu Null gesetzt werden:

Z(D) = 0 (4.61)

Die Terme der Ordnung (q?) dagegen lassen sich bereits durch Kompensation un-
tereinander zum Verschwinden bringen:

X(D) = 2wvy(D) (4.62)
Y(D) = 2vy(D) (4.63)
(D=4 & = 5/56v0 + 27/56v4 (4.64)
e = 1/4vy — 3/4vy (4.65)
ds = 3/l4vy + 5/14vy (4.66)

Es sollte noch erwahnt werden, dafl im Farboktett-Kanal die "kontrollierte Di-
vergenzsteigerung” auch in fritheren Arbeiten auftritt [7] und dort durch den kom-
pensierenden Pol bzw. die Forderung nach Selbstkonsistenz in der Dyson-Schwinger-
Gleichung fiir den 3-Gluon-Vertex [12] regelrecht erzwungen wird.

10Dje linearen Divergenzen sind allerdings aus Griinden der Lorentzinvarianz effektiv nur von
logarithmischer Natur und lassen sich fiir Renormierungsfragen vernachlissigen!
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Kapitel 5

Ausfiihrung der
Impulsintegration

5.1 Der 1/g*-Mechanismus

Im ersten Kapitel haben wir gesehen, dafl in der Bethe-Salpeter-Integralgleichung
(1.23) auf der rechten Seite explizit ein Faktor ¢2 auftritt. Wir erkennen daran
sofort, dafl in der reinen Stérungstheorie eine selbstkonsistente Losung der Inte-
gralgleichung in nullter Ordnung fiir den Residuumstensor — d. h. in 1-Schleifen-
Ordnung — nicht moéglich ist.

Die durch faktorisierende, rationale Approximanten erweiterte Stérungstheorie
dagegen liefert einen Mechanismus, der in der Lage ist, Beitrige der Form 1/g?
auszubilden [7] [12] [14]; er erlaubt damit erst die selbstkonsistente Reproduktion
der nullten Ordnung.

Dieser 1/g*-Mechanismus basiert auf der nichtmeromorphen g-Abhingigkeit der
Massenskala A (1.20) und der multiplikativen Renormierung der nackten Kopp-
lungskonstanten g :

% = Zy9° (5.1)
2]

Z, = 1 — B (ﬁ) -+ 0lg") (5.2)

Hierbei ist 3y der erste Koeffizient der g-Funktion und hat unabhéngig vom Renor-
mierungsschema [3] fiir eine allgemeine SU(N¢)- Eichtheorie den Wert

11 2
— S Ne — ZN 5.3
60 3 C 3 fooo ( )

fiir die quarkfreie SU(3)-Eichtheorie also

fo =11 . (5.4)
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Aus (1.20) ergibt sich durch Umstellen der sogenannte nichtperturbative Loga-
rithmus

B (4—) 14 0() (55)

Vg_ﬁo g

und damit verbunden gerade der erwiinschte Faktor 1/g.

Man kann sich davon iiberzeugen (siehe Anhang D), daf in dimensioneller Re-
gularisierung die typischen divergenten Schleifenintegrale gerade diesen nichtpertur-
bativen Logarithmus auszubilden vermégen. Fr tritt allerdings immer gekoppelt an
die Divergenzen in ¢ = 2 — D/2 auf, so daf} sich erst nach Durchfithrung der
multiplikativen Renormierung [3] der Faktor 1/¢g? endgiiltig extrahieren 1aBt:

() ()
(5) (e (2) )
(@) e (e a(2))

Bo
- (1+06h) (5.6)

S

Es sollte an dieser Stelle noch einmal erwihnt werden, daf der 1/g*-Mechanismus
den stérungstheoretischen Zusammenhang zwischen der Ordnung beziiglich der ¢2-
Reihe und der Schleifenordnung aufhebt. Prinzipiell kénnen also Graphen mit be-
liebig hoher Schleifenzahl zur nullten stérungstheoretischen Ordnung beitragen; die
entstehende Reihe ist dabei im wesentlichen eine formale Potenzreihe in 1/8,, die
wegen (5.4) recht gut konvergiert [12] [15].

Wir werden uns allerdings im Rahmen dieser Arbeit auf das 1-Schleifen-Niveau
beschranken.

5.2 Logarithmisch divergente Integrale

Wir setzen nun die Ansétze fiir die Gluonpropagatoren (4.28), den Residuumtensor
(4.34) und den Kern (4.51) in die Bethe-Salpeter-Schleife von (1.23) ein. Nach der
Separation der Farbdynamik durch die Linearkombinationen der Farbkomponenten
aus dem zweiten Kapitel (2.11a bzw. 2.12a) besitzt die Integralgleichung natiirlich
keine Farbindizes mehr.

In Hinblick auf spéter auszufithrende Projektionen ist eine eigene Bezeichnung
fiir das Schleifenintegral (1.23) im Farbsingulett-Kanal niitzlich:
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2Agori)? [ dPgf(2m)P KIODp, g5 ) DO (P2 — g)

Dgg),l)cg (P/2 + q) Ri (O,I)pcr;w((bp/; P)

= {J ds}(wy)@,p';m (57)

Nach dem Ausmultiplizieren des ldnglichen Integranden 148t sich die Additivitéats-
eigenschaft des Integrals ausnutzen. Unter Verwendung der Abkiirzung (D.1) treten
schlieBllich effektiv die folgenden logarithmisch divergenten Impulsintegrale auf:

IO (npo — 1/293 Vgﬁ / d QS(CUPU) (58)
Il (npo — 1/293 Vgﬁ / d QS(CUPU) q74 (59)
f(p,q)
7, (npo 1/293 I/gE / d QS(CWU) q—g (510)
f(p.9) g(q, P)
2 KA
T KA(npo 1/293 I/gE / d QS(CWU) % (5.11)

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daf} fiir eine Reproduktion der nullten
Ordnung des Residuumtensors nur die divergenten Anteile der Integrale von Bedeu-
tung sind. Eine genauere Betrachtung in Anhang D zeigt aber, daf} sich die Integrale
Zo, 7y und Z, beziiglich ihrer divergenten Anteile gar nicht unterscheiden.

Die renormierten Divergenzen und damit die Ordnung (¢°) der Impulsintegrale
(5.8-5.11) sind im Anhang D berechnet und lauten:

{ IOCWU } — { I1 (npo } — { IQCWU }
0(g°) 0(g°) 0(g°)

1 3 o 7 o 1 g
o SR A L A I CRL)
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17

1 1 1
{j HACWU} _ 6_[ 1992 5HAL(OC7700') + 3 5HALS_C77M) N ﬁ 5HAL(_C77M)
O(go) 0
7 (kACnpo) 1 (kACnpo)
M + — M (5.13)

384 ! 384 2

Das Integral J tritt allerdings nur in bestimmten Kontraktionen auf. Diese las-
sen sich leicht ausfithren und enthalten dann wieder nur die Tensoren (4.1-4.3) sowie

den Tensor (4.7):

§én — --L&A””-—-E-Liﬁ“” (5.14)

A2

pPr P
A2

tr )
P””gwm{jwww} _ i: iff] (5.15)
tr )

i r? (Q 7,(¢n09) 1 1, (¢neo) i L(CW)U))
192 7° 192 °F 12~

lea lea 7 a
4= N_lgCnp) + = N_lpr n) N—IEC np) ] (5.16)
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Kapitel 6

Projektionen und
Koeffizientenvergleich

Wir beginnen nun, die einzelnen Anteile des Residuums aus den beiden Seiten der
Integralgleichung (1.23) im Farbsingulett-Kanal herauszuprojizieren. Dazu multipli-
zieren wir beide Seiten von links und rechts nacheinander mit den Lorentztensoren
(4.1-4.3) und nutzen so die Projektionseigenschaft (4.4).

Bei diesem Verfahren mischt zunéchst der ®s-Anteil (4.33) mit jedem der drei
anderen Anteile (4.30-4.32), da er im Prinzip alle drei Lorentztensoren L,, L.
und L_ enthélt. Es wird sich aber bei dem anschlielenden Koeffizientenvergleich
zeigen, daff im Rahmen unserer Ansatze doch alle Parameter aus (4.33) verschwinden
miissen.

6.1 Projektion des ¢;-Anteils und Koeffizienten-
vergleich 1

Unter Benutzung der Identitéten

2p- P 11 11

7}12 (I, = 1) = H_: + H—j -2 (6.1)
29" - P 11 11

pAz (I = Iy) = H_j + H—;l — 2 (6.2)

und der Festlegung von P? auf die gewahlte Polposition (4.52) ergibt sich bei Mul-
tiplikation der linken Seite der Integralgleichung mit den Lorentztensoren Léwlm)

und Léwﬁﬁ’) :
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aa’ k) Py vBB!
Ly RO (p gl P) L =

ool 38! 4b 4¢
(A ag)? Lé 55" l ( 4 + —O(Hl + 1) + G—OH1H2
0

o

4d0 H1 H2 )
(2422
+ (273} <H2 + H1

4b 4b3 — 4% v
+ ( -0 + % (Hl + Hz)
4[)0 Co — 4b4 Cyq u’1’72

2
ay

Abody +bsbs (0, I
1 Abodo tbaby <_1+_2_2) (I + I1y)
[THRTH

I 11,

g
4e 4by cg — 4bg cq v
+ ( — 4 2 (I + D)
4et — 4ci u’1’72 L1,
2
ag
deg do + bscq <H1 11, )
—_—— =+ =2 11511
+ a2 H2+H1 3lly
4d, 4by dy — b3 b
+( Ado | Abodo —baby oy
degdg — b
Co 02 3041_[11_[2
g
4d% (10, I, ) <H3 114 )
Mo (L, 2 e )
+a3QL+H1 m, I
A3 p - pf
—= I, — IIy)(II5 — II
+ 2 A2 (1L, 2) (115 4)

Bei der Multiplikation der rechten Seite der Integralgleichung mit den gleichen
Lorentztensoren ist zu beachten, dafl erst nach Ausfithrung der Integrationen der
Limes D — 4 vorgenommen werden darf. Mit der Kontraktion (5.15) und unter
Beriicksichtigung der Festlegung (4.52) gilt dann:
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) (rRAuv) .
Léozoz KA) { / dS } Léulfﬁﬁ) —

O(g0);P2=—uf , A2

(Aag)? L) l ( 200(D) + (ZOJ(D)HO(D)) (T +T1,)

3u/1/2 (npo
+ (ZQQ(D) — 5 ’ Uo(D)) H1H2 IO

0(g°)

X(D)

Tul, X(D
+ ( (I 4+ 10,) — L()

4

2
+<§ + 242 — 252)1111 ){ICW}
2 4 4 1442 1

+ X(D) (I, +1I,) { 7, }

I 11,

0(g°)

O(g°)

P ps
+ X(D)1I,11, v {JWW} ]
0(s9)

o583 b C d
D LY [ 1+—0(H3+H4)+Q—OH3H4+—O<—+——2) ]
0

o

= (A Clo)z Léozoz'ﬁﬁ')
27 3 (201 + X)
— 4+ - (I, +1I
[ ( Bo 200 (It + 1)
L3 (1620,9 + 8b3 + 32a3 — 3263 — Huff ,X)
325
( 27 by n 3bo (20,1 + X)
Boao 280 ao
L 3k (16200 + 83 + 32a3 — 3203 — 5uf ,X)
3260 (273}

I 11, )

(I, + II,)
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2700 300 (201—|—X)
+ + : I, +11
( 50 Qo 250 Qo ( ! 2)
N 3co (16209 + 8b2 + 32a7 — 3207 — 5u’1’72X) L1,
3250 Qo
115114
27d0 3d0 (201—|—X)
+ + : I, + 11
( Bo ao 2830 ag ( ! 2)
N 3do (16200 + 863 + 3243 — 3263 — 5uff , X)) 0,
3250 Qo

II; 15 )
e R
(-2 |

Wir fithren nun unter Beachtung von (5.4) einen Koeffizientenvergleich beziiglich
den invarianten Impulsfunktionen durch. Dadurch erhalten wir eine erste Gruppe
von Bestimmungsgleichungen fiir die Residuumsparameter und moglicherweise auch
fiir den Massenparameter uf ,.

Die erste ”Gleichung”

. 27
= 6.3
T (6.3)
nimmt eine Sonderrolle ein. Sie enthalt keinen freien Parameter und dient durch
ihren Defekt als ungefédhres Maf fiir die Qualitat der gewahlten Néherungen.

Von den iibrigen 16 Gleichungen sind zunéchst nur 13 wirklich verschieden:

4by, = %(ZOJ + X) ag (6.4a)
dey = %(1620,9 L8B4 3242 — 3202 — Bl X) ao (6.4b)
d4dy = 0 (6.4¢)
4 (bg _ u';g) _ %(20,1 + X) bo ao ( — 4 ) (6.4d)
4 (bo co — bycy u’1’72) = 3512<1627079 + 86?)) + 32@?1 - 326?1 - 5u’1’72 X) bo ag

( = dbyco ) (6.4¢)
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4bydy + b3 by

4 (bo Co — b4 Cyq u’1’72)

2 2 1"
4 (Co — um)

degdy + bscy

4bydy — b3 by
4COd0 — 6304
442
4 bz

0 (6.4f)

3
ﬁ(zo,l + X) Co Qg ( =

i<162079 + 86?)) + 32@?1 - 326?1 - 5u’1’72X) Co Qo

352
( = dc ) (6.4h)

0 (6.41)

3
ﬁ(zo,l + X) do ag ( =

3
@<16Zo,9 + 805 + 32a; — 3267 — 5u’1’72X) do ao

A by ¢ ) (6.4¢)

4 by dq ) (6.4j)

( = deody ) (6.4k)

(6.41)
0 (6.4m)

Dieses Gleichungssystem enthalt neben den Residuumsparametern aus (4.30-4.33)
und dem Massenparameter auch die Parameterkombinationen (4.60a—4.60f) aus den
reguldren Anteilen der Kanalamplitude Xj.

Unter Beriicksichtigung der Definitionen (4.57-4.59) mit D = 4 lassen sich fol-
gende Aussagen iiber die Parameter treffen:

o Der Residuumsparameter aq ist nicht bestimmbar.

3
by = —
0 176

Co = —

2816

Die Residuumsparameter b, und ¢4 sind ebenfalls identisch Null zu setzen *.

Die Residuumsparameter dy und b3 sind identisch Null zu setzen.

1

Die iibrigen Parameter erfiillen:
(2 Zoa1 + 603 + 9d§) ag (65)

(32 z09 + 64ai — 6405 — ui,(60c; + 90 dg)) ap  (6.6)

!Formal liefle sich diese Bedingung an dieser Stelle durch die Forderung nach verschwindendem
Massenparameter uy , umgehen!
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6.2 Projektion des ¢,-Anteils und Koeffizienten-
vergleich 11

Bei der Multiplikation der linken Seite der Integralgleichung mit den Lorentztenso-
(aa’kN) und L(M/BB')

ren L ergibt sich:

L(aa'm\) Ri (071)HAMU(p7p/;P) L(MVBBI)

aa'Bp’ 11 11
A2 L(_ 66) [ ( b% (Hl — HQ) —|— bl (8] (H_j - H_:) ) (H3 - H4)

m, I, I, I
by (I1; — I 2(———) (———)
+ ( v (=) + ¢ I, 1L, ) I, 1L,

42 L) prpe [R5 (1 — 10,) (15 — I1,)

Bei der Multiplikation des Integrals (5.7) mit den gleichen Tensoren erkennt man,
daBl im Kern die fithrende Ordnung beziiglich des Integrationsimpulses verschwindet
und folglich nur noch konvergente Integrale vorliegen.

Damit kann der 1/g*-Mechanismus (5.6) iiberhaupt nicht wirken und das Schlei-
fenintegral der Bethe-Salpeter-Gleichung besitzt keinen Anteil der Ordnung (¢°):

(rRAuv)

O(9%);P?=—uy , A?

Ein Koeffizientenvergleich liefert deshalb hier die folgenden Identitdten fiir die Re-
siduumsparameter:

Bo= 0 (6.7a)
biey = 0 (6.7b)
i =0 (6.7¢)
4aj = 0 (6.7d)

Also 148t sich nur folgende Aussage iiber die Residuumsparameter treffen:

e Die Residuumsparameter by, ¢; und a4 sind identisch Null zu setzen. Damit
verschwindet der ®;-Anteil des Residuums in Ordnung (¢°) vollstandig.
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6.3 Projektion des ®,-Anteils und Koeffizienten-
vergleich 111

Bei der Multiplikation der linken Seite der Integralgleichung mit den Lorentztenso-
ren LS_M ) und LSfWBB) ergibt sich:

Lg_aalﬁ/\) Ri (0,1)m\;w(p7p/;P) LEIfWBB/)

aa' BB b &
(Aaz)? LS_ 55" l ( 1 + —2(H1+H2) + a_2H1H2
2

4P)

dg H1 H2 )
2=+ 2-2
+ a9 <H2 + H1

by b3
+ — + S (L +1) +
a2 a2

bz C2

I 11,

a3

bz d2 (Hl H2

—+——2) )(H3+H4)

+ I, I

a3

2

c by c c
+ ( —2—|- 222(H1+H2)+Q—3H1H2

Co d2 <H1 H2 )
— 4+ —=—-2 11511
+ e 0, + 0, ally
d by d d
+ ( 24 222 (IL + 1I,) + 6222 1,11,
a2 as as

—  pleeen) prpe (9P l (463 (I + IIy) + 4bycy L1, ) (15 + I1,)

+ (45404(H1+H2) + 4CZH1H2)H3H4 ]

Der obige Lorentztensor 1afit sich auch durch den in (4.7) definierten Tensor
N4 (P) ausdriicken:
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LS_OZO/@') PTPUJ Lgfbwﬁﬁl)

2 u/1/,2 (aa’BB") 2 (aa’BB")
= —A Lo + 5 N—I— (P)

[N @

N ) - ) ) (63)

Bei der Multiplikation des Integrals (5.7) mit den gleichen Lorentztensoren ist
wieder zu beachten, dafl erst nach Ausfithrung der Integrale der Limes D — 4
vorgenommen werden darf.

Unter Beriicksichtigung der Kontraktionen (5.14-5.16) und der Festlegung der
Polposition (4.52) gilt dann:

) (rRAuv) )
ol

O(g%)iP?=—uy , A?

(Aay)® { pleeen [ ( — 6+ (ZH(D) —|—v+(D)) (I, + IT,)
+ (z+,9(D) - 31;/1/’2 v+(D)) 0,11, ) {IOCW }O
( Y(D)

(4°)

(I1; 4 11y)
b2 Tu
52 ) {5

+ Y(D)(II, + II) { 7, }

O(g°)

O(g°)

PP}
+ Y(D)H1H2 e {j%(npa} ]
0(g°)

b oo - g fg e ]
O(g°)

, b dy (T I
175 1+—2(H3+H4)+2H3H4+—2(—3+—4—2) ]
a2

4P) 4P)
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= (A G2)2 { Lg_aalﬁﬁl)

7 7(Z+71—|—Y)
[ (_%+ 247, it Il)

L oo+ 2802 — 1642 + 16b3 — 73ufl Y - )

19243,
7[)2 7[)2 (Z_|_ 1 + Y)
— : Iy, + 11
+ ( 4@2 60 + 24@2 60 ( ! + 2)
b (56240 + 2862 — 1642 + 1662 — T3u/ ,Y) -
192@2 60
(115 4 11y)
702 702 (Z_|_ 1 + Y)
— ’ I, + 11
—I— ( 4@2 60 —I— 24@2 60 ( ! —I— 2)
N 2 (5624 9 + 2862 — 1643 + 1607 — 73u’1’72Y) L1,
192@2 60
II511,
7d2 7d2 (Z_|_ 1 + Y)
— : Iy, + 11
* ( dasy Bo 24a;5 Bo ( o 2)

b (56219 + 2862 — 1643 + 16b3 — 73uf,Y) - )

192@2 60
I 1l4 )
—+ — =2
<H4 1 ]

u/1/2 (aa'BB%) 1 (aa'BB%)
(g s L)

1 aBBla! 1 aBBla!
_3_2N-(I-66 )(P)_g_QN_(l_BB )(P) ) 11,11,

Y by Y Y dy Y /Ilz 14
S [ Mo+ 10,) + 2 Tl +—(—+——2) ) }
( Bo  axfo (I + 1) afo 1 apfo \II

Unter Beachtung von D = 4 ist die obige Kombination von Lorentztensoren bis auf
einen Faktor mit der Kombination (6.8) identisch.
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Ein erneuter Koeffizientenvergleich fithrt unter Beachtung von (5.4) auf eine zwei-
te Gruppe von Bestimmungsgleichungen fiir die Residuumsparameter, wobei die er-
ste ”Gleichung”

! 7

L - (6.9)

wieder keine Parameter enthélt und durch ihren Defekt schon an dieser Stelle deut-
lich macht, dal von einer selbstkonsistenten Reproduktion des ®;-Anteils in den
gewahlten Néherungen keine Rede sein kann.

Von den iibrigen 21 Gleichungen sind wieder nur 12 wirklich verschieden:

7
62 = M(Z-hl —I_Y) a9 (610&)
1
ETED (56 Zpo + 2805 — 1605 + 1605 — T3uf, Y) az (6.10b)
=0 (6.10c)
b =0 (6.10d)
cad =0 (6.10¢)
b =0 (6.10f)
o= (6.10g)
=0 (6.10h)
Y b,
thice = 10i
YT 6 g (6.10i)
thics =0 (6.10))
YCQ
ta = 10k
C4 176@2 (6 0 )
0 =1 (6.101)

Die Gleichungen (6.10g) und (6.101) beschreiben die Tatsache, dafi die Integralglei-
chung bei unseren Ansatzen auch vollig neue Tensorstrukturen schaffen kann; sie
machen somit die Unvollstdandigkeit besonders deutlich.

Unter Beriicksichtigung der Definition (4.58) mit D = 4 lassen aus diesem Glei-
chungssystem folgende Aussagen iiber die Parameter ablesen:

e Der Residuumsparameter a, ist nicht bestimmbar.

e Die Residuumsparameter dy, by und ¢4 sind identisch Null zu setzen.
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e Die Parameterkombination Y ist ebenfalls identisch Null zu setzen. Damit
verschwindet aus den Selbstkonsistenz-Gleichungen der letzte noch die Polpo-
sition enthaltende Term in (6.10b).

e Die iibrigen Parameter erfiillen:

7

bz = ﬂ 24,1 a2 (611)
1

cy = %<142+79 + 7b; — ai) as (6.12)

6.4 Diskussion

Zunachst kommen wir zu den Selbstkonsistenz-Gleichungen (6.3) und (6.9) zuriick.
Die erste Gleichung deutet mit einem relativen Fehler von etwa 39% die Selbstkonsi-
stenz zumindest an. Es ist der Grad von Selbstkonsistenz, den man fiir die Ordnung
(0,1) qualitativ erwarten kann. Bedenkt man, daf sich die S-Funktion der Renor-
mierung bei Anwesenheit von Fermionen verdndert und der erste Koeffizient nach

(5.3) im Falle von 6 Quark-Flavours den Wert
fo = T

annimmt, so wire die Selbstkonsistenz mit

po 27
1 = — 6.13
53 (6.13)
und einem relativen Fehler von etwa 4% doch recht gut erfiillt. Natiirlich miifiten
dann auch Fermionschleifen in der Bethe-Salpeter-Gleichung beriicksichtigt werden,
was wiederum die Selbstkonsistenz-Gleichungen strukturell verandern kénnte.

Die zweite Gleichung (6.9) zeigt mit einem relativen Fehler im Betrag von etwa
84% und unterschiedlichen Vorzeichen auf beiden Seiten, dafl von einer selbstkonsi-
stenten Reproduktion des ®3-Anteils in Ordnung (0,1) noch keine Rede sein kann.
Auch die obige Variation der g-Funktion kann diese Méngel nicht zufriedenstellend
ausgleichen.

Méglicherweise deutet dies darauf hin, dafl der Residuumsparameter a, identisch
Null gesetzt werden sollte. Damit wiirde auch der ®,-Anteil in Ordnung (0,1) der
erweiterten Stérungsrechnung verschwinden. Eine Antwort auf diese Frage wird im
letzten Kapitel mit der Normierung der Bethe-Salpeter-Amplituden gegeben werden
kénnen.

Es werden in diesem Abschnitt noch einmal alle Aussagen iiber die Parameter
zusammengefafit, die sich aus den drei Koeffizientenvergleichen ergeben:

e Die Residuumsparameter ay und az sind wegen der Normierungsfreiheit aus
der homogenen Bethe-Salpeter-Gleichung nicht bestimmbar.
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e Der Massenparameter uj, ist jedenfalls auf 1-Schleifen-Niveau aus der homo-

genen Bethe-Salpeter-Gleichung nicht bestimmbar. Dieses Resultat 1a8t ver-
muten, dal die einzige fiir r=1 vorkommende Polposition iiberhaupt nicht
durch die Dynamik des Farbsingulett-Kanals, sondern durch die des schon
erwahnten "kompensierenden Pols” im Farboktett-Kanal festgelegt wird.

e Die Residuumsparameter dg, by, ¢, dy, b3, a4, by und ¢4 sind in dieser
Néaherung identisch Null zu setzen. Damit verschwinden sowohl der ®;-Anteil
als auch der ®3-Anteil des Residuumtensors vollsténdig.

e Wegen (4.57-4.59) verschwinden auch die Parameterkombinationen X, Y
und 7.

e Die tibrigen Parameter erfiillen folgende Relationen:

by = % 20,1 Qo (6.14)
3
co = s 20,9 Qo (6.15)
by = L Zy1 Gy (6.16)
264 7
7
cy = %64 Zy9 A2 (6.17)

Es zeigt sich also, daf} selbst die — ein wenig kiinstlich eingebaute — Kompensation
der Ordnungen (¢?) im Kern (4.62-4.63) nicht verhindern kann, daf§ die fiinf mit
der "kontrollierten Divergenzsteigerung” verbundenen Koeffizienten verschwinden.
Héatten wir zur Eliminierung der quadratischen Divergenzen die Parameterkombi-
nationen (4.57-4.59) direkt identisch Null gesetzt, so wére das Ergebnis dasselbe
gewesen.

Es ist zu beachten, dafl in dieser Arbeit das Gluonium-Bindungsproblem aus Zeit-
griinden nur auf 1-Schleifen-Niveau behandelt werden kann. Will man nicht mit 2-
Schleifen-Graphen konfrontiert werden, die ja iiber den 1/¢*- Mechanismus durchaus
Beitrage zur nullten Stérungsordnung auszubilden vermégen, so bieten sich folgen-
de Auswege an, um einen erweiterten Koeffizientenvergleich und damit verbesserte
Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter zu erhalten:

e Man konnte die hoheren Ordnungen in ¢ im Kern mitnehmen und die Diver-
genzsteigerung zunéchst ignorieren. Dann sollten allerdings einige Bedingun-
gen an die Koeffizienten der regularen Anteile in (4.46) dafiir sorgen, daf} die
amputierte, zusammenhingende 4-Punkt-Funktion T} perturbativ renormier-

bar bleibt.

Es miiite zusétzlich iiberpriift werden, ob die neue Divergenzstruktur nicht
die perturbative Renormierbarkeit der inhomogenen Bethe-Salpeter-Gleichung
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(1.16) im Farbsingulett-Kanal zerstort. Im Farboktett-Kanal, der die kontrol-
lierte Divergenzsteigerung wegen des kompensierenden Pols sogar verlangt,
tritt dieses Problem nicht auf, weil die quadratischen Divergenzen schon aus
der Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den Gluonpropagator bekannt sind und
folglich keiner neuen Renormierung bediirfen.

Die linearen Divergenzen sind aus Griinden der Lorentzinvarianz effektiv nur
logarithmische Divergenzen und bereiten daher keine Schwierigkeiten bei der
Renormierung. Sie werden auflerdem bei den Projektionen des Integrals (5.7)
eliminiert, da ihre Tensorstruktur auf der linken und rechten Seite unterschied-
liche Typen der Tensoren (4.1-4.3) enthélt.

Da die meisten Bedingungen, die zum Verschwinden von einzelnen Residu-
umsparametern fithren, durch eine nicht vorhandene Tensorstruktur auf der
rechten Seite der Integralgleichung zustande kommen, sollte eine Erweiterung
der Tensorstruktur des Kerns vollig neue Bedingungsgleichungen der Parame-
ter liefern.

Diese Erweiterungsterme miifiten dabei ebenfalls dimensionslos sein und der
Forderung nach partieller Bosesymmetrie im s-Kanal geniigen 2. So wire bei-
spielsweise in (4.47a—4.47¢) ein Lorentztensor vom Typ (4.7) in Verbindung mit
den bosesymmetrischen invarianten Impulsfunktionen (4.14-4.23) moglich.

Auch eine vollstandige Behandlung der inhomogenen Gleichung zu (1.16) 1afit
mehrere neue Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter erwarten. Hierbei
wird man auch Relationen zwischen den freien Parametern ag und @y und
den Koeffizienten der reguldren Anteile in (4.46) vermuten.

Eine sehr arbeitsaufwendige Moglichkeit besteht darin, fiir alle Ansdtze die
néchste ungerade Stufe der rationalen Approximation (r=3) zu wahlen. Diese
Erweiterung allein wiirde aber wegen der unverédnderten Tensorstruktur fiir
viele Parameter keine neuen Erkenntnisse liefern.

Wir werden im letzten Kapitel versuchen, die noch freien Residuumsparameter durch
die sogenannte Normierungsbedingung der Bethe-Salpeter-Amplituden [10] zu be-

stimmen. Es wird sich allerdings zeigen, daf} fiir unsere Ansitze der Lorentz- und
Impulsstruktur diese beiden Parameter in nullter Ordnung Stérungstheorie eben-
falls verschwinden miissen und damit der gesamte Residuumtensor im Farbsingulett-
Kanal in 1-Schleifen-Ordnung der erweiterten Stérungsrechnung nicht selbstkonsi-
stent reproduzierbar ist.

20b auch ein Verschwinden im ”perturbativen Limes” (A — 0) fiir die reguliren Anteile der zu
kreuzenden Kanalamplitude X zu fordern ist, miissen spétere Arbeiten zu diesem Thema zeigen!
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Kapitel 7

Normierung der
Bethe-Salpeter-Amplituden

Eine Normierungsbedingung fiir die nicht amputierten Bethe-Salpeter-Amplituden
wurde schon in fritheren Arbeiten benutzt [11] [10]. Im Rahmen dieses Kapitels
wollen wir eine entsprechend modifizierte Herleitung, namlich fiir die amputierten
Bethe-Salpeter-Amplituden, auf der Basis der im ersten Kapitel eingefithrten Bethe-
Salpeter-Gleichung (1.16) fiir die Kanalamplitude X, angeben.

In Hinblick auf die nachfolgenden Uberlegungen definieren wir zunichst die am-
putierte, zusammenhéngende und im s-Kanal 1-Teilchen- irreduzible 4-Punkt-Funk-
tion T, :

r, = Ti— A, = K, + X, (7.1)

Die neue Integralgleichung, die aber denselben Integralkern wie (1.16) enthalt, lau-
tet dann:

T,, = K, + K, ® Ty, = K, + Ty, ® K (7.2)

Wir werden in diesem Kapitel alle Farb- und Lorentzindizes unterdriicken, da sie fiir
die Argumentation nicht bendtigt werden; auch die Abhéngigkeiten von den Impuls-
variablen kénnen zunéichst vernachlassigt werden. Allerdings spielt die Abhangigkeit
aller Gréflen vom Gesamtviererimpuls im s-Kanal im folgenden eine entscheidende

Rolle.

Das Symbol ” ® ” verkniipft wie in (1.16) nur amputierte Integralkerne und laft
sich in der stark vereinfachten Integraloperator-Schreibweise [11] auch durch eine ex-
plizite Multiplikation mit zwei vollen transversalen Gluonpropagatoren ausdriicken.
Wir werden aber im folgenden so oft wie moglich das im ersten Kapitel eingefiihrte
Symbol benutzen.

Das Inverse der 4-Punkt-Amplitude T}  ist definiert durch die Gleichung:
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r, (1) = (m) T, = 1 (7.3)

Es bleibt festzuhalten, daf die Definition (7.3) ohne das Einschieben von verkniipfen-
den Propagatoren auskommt. Damit ist das Inverse eines amputierten Integralkerns
in unserer Konvention also nicht amputiert.

Durch Umschreiben der beiden Gleichungen in (7.2) lassen sich zwei Identitaten
mit Operator-Charakter ablesen, die die inverse 4-Punkt-Amplitude (Tis)_l impli-
zit beschreiben:

-1

K (1;,) = 1- K (7.4a)

(1) 'K, = 1 - @K, (7.4D)

Wir unterlassen die noch fehlende Multiplikation mit dem Inversen des Kerns
und beginnen stattdessen mit einer trivialen Gleichung:

QK = T.QK (1) 1, (7.5)

Diese leiten wir nach dem Gesamtimpuls im s-IKKanal ab und teilen anschlielend die
gesamte Gleichung durch das Quadrat des Polfaktors Il (4.10). Dann nutzen wir die

Regularitatszerlegung (1.19) und werten das Resultat an der Stelle P? = —uf,A?
aus. Wir erhalten die folgende vektorielle Gleichung:
-1
o (11,)
2pP7. [(5 ® RS = RS ® [(5 T#’ RS (76)

Durch Anwendung der Produktregel auf der rechten Seite entsteht ein Term, der
nach (7.4a) ersetzt werden kann. Benutzen wir weiterhin die homogene Gleichung
zu (7.2) gemeinsam mit (7.4b), so 1aBt sich rechte Seite von (7.6) umformen:

2P K, X R,

0 K,

- RSSO

0 K,

- R, o (Ti,s)_l K, @ R,
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0 K,

= —2R5®8PT®RS

PR QK QR
0P
0 (DrDr)
- Rs ® [Xs a PT 5 (77)

Benutzt man nun erneut die homogene Gleichung zu (7.2), so vereinfacht sich die

Gleichung (7.7) weiter:

0 (DT DT) 0K,
2P R, = _RSTRS_RS@)aPT@RS (7.8)
Nachdem wir die triviale Losung dieser Gleichung
R, = 0 (7.9)

zur Kenntnis genommen haben, unterstellen wir wie im dritten Kapitel die lineare
Unabhéngigkeit der Bethe-Salpeter-Amplituden ' und erhalten endgiiltig *:

0 Dt Dr a[{s

Hierbei ist wie im zweiten Kapitel zu beachten, dafl die Ableitungen auf der rechten
Seite bzw. die Resultate der Integrationen an der Stelle P? = —uf,A* zu nehmen
sind.

Bei der Gleichung (7.10) handelt es sich erneut um eine — diesmal sogar explizit
bosesymmetrische — Integralgleichung fiir jede einzelne Stérungsordnung der 4-
Punkt-Amplituden, die wieder nur durch den 1/g?>-Mechanismus des fiinften Kapitels
eine selbstkonsistente Losung in der Ordnung (¢°) zuldBt.

Bei dem Bethe-Salpeter-Kern und den Bethe-Salpeter-Amplituden handelt es
sich wie im ersten Kapitel um amputierte Groflen, und der Kern beschreibt wieder
alle im s-Kanal 1- und 2-Teilchen-irreduziblen Anteile der vollen amputierten und
zusammenhédngenden 4-Punkt-Amplitude Ty .

Die Gleichung (7.10) 148t sich fiir das 1-Schleifen-Niveau mit den Konventionen
des dritten Kapitels auch graphisch veranschaulichen:

!Die nach den Projektionen nicht verschwindenden Anteile des Residuums sind sogar orthogonal
beziiglich ihrer Lorentzstruktur!

Die Indizes ¢ und j in (7.10) entsprechen der Notation von (4.29) und nehmen aufgrund der
Ergebnisse des sechsten Kapitels nur die Werte 0 und 2 an!

73



e ] SING.
—
1 | |
2P7 = — - g2 ) (
2 | |
| [
(g%
8 2 1 2
opPT — — P :_“1,2A
[ ] SING,
—
1 4
- 1 o
O(g°)
J P2:_u// A2
apPT — - 1,2
(7.11)

Wir betrachten zuerst den Kasten im 1-Schleifen-Graphen von (7.11):

Anhand der Darstellung (D.2) und der Definition (D.4) erkennen wir sofort, daf}
bei der Ableitung des Produkts von Gluonpropagatoren nach dem Gesamtimpuls im
s-Kanal die fithrende Ordnung beziiglich des Relativimpulses verschwindet:

J 1) (P ©1)co (P
g (757 (5 -0) 08 (544

o (7
= 4 L) pleoe ( L O
o ey T O

— 4 [Bpa) g (Ca) dh(P,q) qﬁqwqé

q" 6
: @)
o P h2(P, q) + (¢7°)
T .6 _ T . 4 a B 5
L g e RPTE = 40 (Pra)d!) 'dda

I h*(P, q) + Ol™)

- O (™) (7.12)
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Damit wird die entsprechende Schleife in (7.11) konvergent und besitzt keinen Anteil
der Ordnung (¢°).

Der Kasten im 2-Schleifen-Graphen von (7.11) beschreibt eine neue amputierte
4-Punkt-Amplitude, die sich ebenso wie der Kern Ky nach Ordnungen beziiglich
der beiden Relativimpulse entwickeln 1a8t. Ein Blick auf (4.51) zeigt sofort, daf§ bei
der Ableitung nach dem Gesamtimpuls P nur zwei Terme der fithrenden Ordnung
im rechten Relativimpuls {ibrig bleiben, die aber wegen der Resultate des vorigen
Kapitels im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls verschwinden:

0
oP7

([(51 (0,1)(77/)0((]17 0 P)) _ O ((]2_1) (7‘13)

Der zweite Graph wiirde jedoch nur dann zur Ordnung (¢°) beitragen, falls beide
Schleifen divergente Anteile besitzen wiirden und sich damit iber (5.5) und (5.6)
ein Faktor 1/g* ausbilden konnte.

Wir erhalten also folgendes Resultat:

Unsere Ansétze fiir die Bethe-Salpeter-Amplituden und den Bethe-Salpeter- Kern
erlauben keine Losung der Integralgleichung (7.10) in Ordnung (¢°) der erweiter-
ten Storungstheorie, so daff die triviale Losung (7.9) auf diesem Niveau akzeptiert
werden muf. Diese liefert anstelle der erhofften Normierungsbedingungen das Ver-
schwinden der letzten Residuumsparameter ag und as .
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Versuch unternommen, auf Grundlage der — durch die
erste Stufe der faktorisierenden, rationalen Approximanten — erweiterten Stérungs-
rechnung Bindungszustédnde zwischen Gluonen zu beschreiben. Der wesentliche neue
Aspekt liegt dabei in der Ausnutzung der impliziten Crossing-Symmetrie der benutz-
ten Integralgleichung, der Bethe-Salpeter-Gleichung fiir die beziiglich eines Mandelstam-
Kanals ausgezeichnete 4-Gluon-Amplitude.

Es lassen sich zwei Teile dieser Arbeit unterscheiden:

Im ersten allgemeineren Teil wurde die Farbdynamik der Integralgleichung voll-
standig separiert, indem ein entkoppeltes Gleichungssystem fiir Partialamplituden
mit erhaltener Gesamt-Farbquantenzahl hergeleitet wurde. Aufbauend auf der Ba-
sisentwicklung nach Farbtensoren wurden dazu zwei unterschiedliche Verfahren be-
nutzt, die beide nur algebraische Rechnungen beinhalten und folglich keiner Néhe-
rungen fiir die Integralkerne bediirfen; damit werden die Resultate dieses Teils auch
fiir mogliche nachfolgende Arbeiten von Bedeutung sein.

Im zweiten spezielleren Teil der Arbeit wird versucht, unter starker Vereinfa-
chung der recht komplizierten Lorentz-Tensor-Struktur der 4-Gluon-Amplituden
eine selbstkonsistente Losung nullter Ordnung in ¢* (im Sinne der erweiterten
Storungsrechnung) der Bethe-Salpeter-Gleichung im Impulsraum zu finden. Eine
entscheidende Rolle spielt dabei der in fritheren Arbeiten entwickelte 1/g*-Mechanis-
mus; er allein sichert die Selbstkonsistenz unserer Ansétze und macht die Reproduk-
tion der nullten Stérungsordnung erst moglich.

Die vorliegenden Rechnungen zeigen allerdings, dafl eine Beschréankung der Lo-
rentz-Tensor-Struktur des Bethe-Salpeter-Kerns auf die einfachsten dimensionslo-
sen Tensoren nicht ausreicht, um einen Bindungspol zu reproduzieren. Dies wird
besonders bei der Behandlung der Normierungsbedingung fiir die Bethe-Salpeter-
Amplituden in Ordnung (g*) deutlich.

Bei der expliziten Ausfithrung der Crossing-Operationen taucht — wie schon in
fritheren Arbeiten zum Farboktett-Kanal — eine Divergenzsteigerung auf; diese wird
im Rahmen dieser Arbeit durch eine Anpassung der freien Parameter unterdriickt,
um den erforderlichen Rechenaufwand so klein wie moglich zu halten. Vor allem auf-
grund der notwendigen Tensorstruktur ist aber zu vermuten, daf} eine Lésung nullter
Ordnung in ¢* (wenn iiberhaupt) allenfalls durch Ausnutzung dieser Divergenzstei-
gerung erzielt werden kénnte. Dies kann als zentrales Resultat der Rechnungen des
spezielleren Teils angesehen werden.
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Die fehlende Reproduzierbarkeit der nullten Stérungsordnung beinhaltet selbst-
verstandlich auch, dafl die Massenbestimmung der farbneutralen ”Gluon-Bélle” in
unseren Naherungen nicht moéglich ist; dieses Resultat {iberrascht uns allerdings
nicht.

Natiirlich besteht nach wie vor die Méglichkeit, Gluonium-Bindungszustinde
durch iibliche Lésungen der Bethe-Salpeter-Gleichung in ”Leiter”- oder ”"Blasen”-
Niherungen — was einer unendlichen Teilsummation der ¢g?- Reihe entspricht —
zu erzeugen bzw. zu beschreiben. Dies gehorte jedoch, wie schon betont, nicht zur
Fragestellung dieser Arbeit.

Die Beriicksichtigung der Ankopplung von Quarks — iiber die in dieser Arbeit
studierte reine Gluontheorie hinaus — ist mehr fiir eine realistische Spektroskopie
von Interesse, die der Mischung von ”Gluon-Béllen” mit mesonischen Zustianden
Rechnung tragen muf}. Die prinzipielle Frage nach der Existenz der ”Gluon-Balle”
sollte sich bereits im Rahmen der quarkfreien Theorie entscheiden lassen.

Moglicherweise bietet die — fiir die Sicherung der perturbativen Renormierbar-
keit notwendige — ”Kontrollierung” der unverzichtbaren Divergenzsteigerung den
Schliissel zur vollsténdigen Beschreibung des allgemeinen 4-Gluon-Vertex. Eine kon-
sequente Realisierung kénnte durchaus die Basis fiir weitere Arbeiten zum Thema
der Gluonium-Bindungszustande bilden.

Es ist allerdings — vor allem wegen der Allgemeinheit der auf der Normierungs-
bedingung basierenden Argumentation des siebten Kapitels — sehr wahrscheinlich,
dafl Gluoniumzustande in Ordnung (¢°) iiberhaupt nicht erzeugbar sind.

Dieses negative Resultat, obwohl auf den ersten Blick sehr enttauschend, ware fiir
den weiteren Ausbau und die Anwendung der modifizierten Stérungstheorie eine er-
hebliche Vereinfachung und daher iiberaus wichtig. Ein solcher Bindungszustand in
Ordnung (¢°), dessen Residuum fiir ¢*> — 0 wie A? verschwinden, d. h. exponen-
tiell abfallen wiirde, ware prinzipiell zwar denkbar; er wiirde aber formal ein neues
Teilchen mit relativ komplizierten nackten, stéorungstheoretischen Vertizes einfithren
und damit die Konstruktion der oberflachlich konvergenten, hoheren Amplituden
technisch erheblich komplizieren.
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Anhang A

Nichtverschwindende
Strukturkonstanten der SU(3)

In dieser Tabelle werden diejenigen Kombinationen von Farbindizes aufgezéhlt, fiir
welche die Strukturkonstanten der SU(3) nichtverschwindende Werte besitzen. Die
Symbole f,;. sind total antisymmetrisch und die Symbole d,;. sind total symme-
trisch unter Vertauschung von zwei Indizes.

(abe) Sabe (abe) d e
123 1 118 V3/3
147 1/2 146 1/2
156 —1/2 157 1/2
246 1/2 228 V3/3
257 1/2 247 —1/2
345 1/2 256 1/2
367 —1/2 338 V3/3
458 V3/2 344 1/2
678 V3/2 344 1/2
366 —1/2
377 —1/2
448 —/3/6
558 —/3/6
668 —/3/6
778 —/3/6
888 —V3/3
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Anhang B

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

und Isoskalare Faktoren

B.1 Clebsch-Gordan-Koeffizienten der SU(2)

([1, [2,m1,m2|]1, 1, Lm)

(1,1,1,1]1,1,2,2) 1
(1/2,1,1/2,1]1/2,1,3/2,3/2) 1
(1,1/2,1,1/2]1,1/2,3/2,3/2) 1

(1,1,0,1]1,1,2,1) V2/2

(1,1,1,0[1,1,2,1) V2/2

(1,1,0,1]1,1,1,1) —V/2/2

(1,1,1,0[1,1,1,1) V2/2

(0,1,0,1]0,1,1,1) 1
(1/2,1/2,1/2,1/2]1/2,1/2,1,1) 1

(1,0,1,0[1,0,1,1) 1
(1/2,1,—1/2,1]1/2,1,3/2,1/2) V3/3
(1/2,1,1/2,0[1/2,1,3/2,1/2) V2V3/3
(1,1/2,0,1/2[1,1/2,3/2,1/2) V2V3/3
(1,1/2,1,—1/2]1,1/2,3/2,1/2) V3/3
(1/2,1,—1/2,1]1/2,1,1/2,1/2) —V2V3/3
(1/2,1,1/2,0]1/2,1,1/2,1/2) V3/3
(1,1/2,0,1/2]1,1/2,1/2,1/2) V3/3
(1,1/2,1,—1/2]1,1/2,1/2,1/2) V2V3/3
(0,1/2,0,1/2]0,1/2,1/2,1/2) 1
(1/2,0,1/2,0]1/2,0,1/2,1/2) 1
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([17 [27m17m2|[17 [27 [7m)

(1,1,—1,1]1,1,2,0) V6/6
(1,1,0,0[1,1,2,0) V2V/3/3
(1,1,1,—1]1,1,2,0) V6/6
(1,1,—1,1]1,1,1,0) —V2/2
(1,1,0,0[1,1,1,0) 0
(1,1,1,—1|1,1,1,0) V2/2
(0,1,0,0[0,1,1,0) 1
(1/2,1/2,—1/2,1/2]1/2,1/2,1,0) V2/2
(1/2,1/2,1/2,—-1/2]1/2,1/2,1,0) V2/2
(1,0,0,0[1,0,1,0) 1
(1,1,—1,1/1,1,0,0) V3/3
(1,1,0,0[1,1,0,0) —/3/3
(1,1,1,—1/1,1,0,0) V3/3
(1/2,1/2,—1/2,1/2]1/2,1/2,0,0) —V2/2
(1/2,1/2,1/2,—-1/2]1/2,1/2,0,0) V2/2
(0,0,0,00,0,0,0) 1
(1/2,1,—1/2,0[1/2,1,3/2,—1/2) V2V/3/3
(1/2,1,1/2,—1]1/2,1,3/2,—1/2) V3/3
(1,1/2,—1,1/2]1,1/2,3/2,—1/2) V3/3
(1,1/2,0,—1/2]1,1/2,3/2,—1/2) V2V3/3
(1/2,1,—1/2,0[1/2,1,1/2,—1/2) —V/3/3
(1/2,1,1/2,—1]1/2,1,1/2,—1/2) 3/4
(1,1/2,—1,1/2]1,1/2,1/2,—1/2) —V2V3/3
(1,1/2,0,—1/2]1,1/2,1/2,—1/2) V3/3
(0,1/2,0,—1/2]0,1/2,1/2,—1/2) 1
(1/2,0,—1/2,0[1/2,0,1/2,—1/2) 1
(1,1,—1,0[1,1,2,—1) V2/2
(1,1,0,—1[1,1,2,—1) V2/2
(1,1,—1,0[1,1,1,—1) —V2/2
(1,1,0,—1[1,1,1,—1) V2/2
(0,1,0,—1]0,1,1, —1) 1
(1/2,1/2,—1/2,—1/2]1/2,1/2,1, 1) 1
(1,0,—1,0]1,0,1, —1) 1
(1/2,1,—1/2,—1]1/2,1,3/2,-3/2) 1
(1,1/2,—1,—1/2|1,1/2,3/2,-3/2) 1
(1,1, —1,—1|1,1,2,-2) 1
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B.2 Isoskalare Faktoren (%}1 é%%)
(Y, I,Y1,1,Y5, 1) 1 8% 84 10 10* 27
(2,1,1,1/2,1,1/2) 1
(2,0,1,1/2,1,1/2) —1
(1,3/2,1,1/2,0,1) —V2/2 V2/2
(1,3/2,0,1,1,1/2) V2/2 V2/2
(1,1/2,1,1/2,0,1) 3v/5/10 1/2 —1/2 V5/10
(1,1/2,0,1,1,1/2) —3v5/10 | 1/2 —1/2 | =/5/10
(1,1/2,1,1/2,0,0) —/5/10 1/2 1/2 3v/5/10
(1,1/2,0,0,1,1/2) —/5/10 | —1/2 —1/2 | 3v5/10
(0,2,0,1,0,1) 1
(0,1,1,1/2,—1,1/2) —/30/10 | V6/6 | —v6/6 | V6/6 V5/5
(0,1,-1,1/2,1,1/2) —V/30/10 | —6/6 | V6/6 | —/6/6 | /5/5
(0,1,0,1,0,1) V6/3 | V6/6 | —/6/6
(0,1,0,1,0,0) V5/5 1/2 1/2 V/30/10
(0,1,0,0,0,1) V5/5 —1/2 | —=1/2 | /30/10
(0,0,1,1/2,—1,1/2) 1/2 V10/10 | V2/2 V15/10
(0,0, —1,1/2,1,1/2) —1/2 | =/10/10 | +/2/2 —/15/10
(0,0,0,1,0,1) V6/4 | —/15/5 —/10/20
(0,0,0,0,0,0) —V2/4 | —=/5/5 3v/30/20
(—1,3/2,-1,1/2,0,1) —V2/2 | V2/2
(—1,3/2,0,1,—1,1/2) V2/2 V2/2
(—1,1/2,-1,1/2,0,1) —3v5/10 | 1/2 1/2 —/5/10
(—1,1/2,0,1,-1,1/2) 3v5/10 1/2 1/2 V5/10
(—1,1/2,-1,1/2,0,0) —/5/10 | —1/2 1/2 3v/5/10
(—1,1/2,0,0,—1,1/2) —/5/10 1/2 —1/2 3v/5/10
(—2,1,-1,1/2,-1,1/2) 1
(—2,0,—1,1/2,—1,1/2) 1
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Anhang C

Crossing-Tabellen

C.1 Crossing-Algebra der Tensoren

s-Kanal — wu-Kanal

s-Kanal — {¢-Kanal

b ci A & wips ¢ ps

b < d; ) & vip & pg

P — —p-p (=R)
po—= (=Ptp—p)(=r)
Po= (=P —ptp) (=)

s = pP42pp +p? (=)

C(labcd) — C(zabcd)
C(zabcd) — C(labcd)
C(Babcd) - C(Babcd)
Cglabcd) - _C(E)abcd)
C(E)abcd) - _Cglabcd)

C(Gabcd) - - C(Gabcd)
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s-Kanal — wu-Kanal

s-Kanal — {¢-Kanal

b ci A & wips ¢ ps

b < d; ) & vip & pg

L(lﬁ/\;w) s L(Zﬁ/\;w) L(lﬁ/\;w) s Lgﬁ/\uu)
L(Zﬁ/\;w) N L(lﬁ/\;w) L(Zﬁ/\;w) N L(Zﬁ/\;w)
Lgﬁ/\uu) s Lgﬁ/\uu) Lgﬁ/\uu) s L(lﬁ/\;w)
Léﬁ/\uu) N Léﬁ/\uu) N

(Léﬁ/\;w) ‘|‘LE:/\M/) —|—L(_H/\M/))

1
D

(Léﬁ/\;w) + LE:/\M/) . L(_H/\;w))

1
D

LS:”A“”) —
D(D+1)-2 L(H/\;w)
2D 0

L D=2 ()

D+2 7 (rAuv)
2D 't LZ

2D

LS:”A“”) —
D(D+1)=2 y (sAuv)
2D 0

L D=2 ()

o p(r\w) | D2 p(eu)
2 v

2D

L(ﬁ/\;w)

—(

pe
%)Léﬁ/\uu) + %LE:/\M/) + %L(_ﬁ/\;w)
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C.2 Crossing-Algebra der Impulsfunktionen

Crossing-Tabelle (F, + F}) :

Fig| Fos | Fos | I7s | Fas | Fos | Fris | Fros | Fiss || Flas
Fro+ g 2
Fou+ Foy -2 1 2
Fo+ Fey 2 —2 4
Frw+ Iy 1 2
Py + Fay L2 [ =1 4 | —u
Fo o+ Foy 1
Fiiu+ Fiig 2
Fiow+ Fiay 1 -1 —ug
Fisu+ Fisy 2
Frau~+ Frag 1 2

Crossing-Tabelle (F, — F}) :

Gzs | Gss | Ges | Gs,s
Fio— Fig
Foou— Fay 1
Feo— Foy —2
Fro— Fry —1
Fso— Fyy 1
Foo— Foy 1
Fiiw— 1ty
Figw — Fiay 1
Fizy — Fisy
Fig, — iy 1
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Crossing-Tabelle (G, + Gy) :

GS,S GS,S G6,s GS,S
G+ Gay 1
Gsu+ Gsy 1
Geu + Gey 1
Gsu + Gsy 1

Crossing-Tabelle (G, — Gy) :

Fl,s FZ,S F6,s F7,s FS,S F9,s Fll,s Fl?,s F13,s F14,s
G — Gay 2 1 -2
Gs — G i 2
Geu— Gos —1 ] =21 3 | ~4]| «
G&u - G&t —1 3 ug
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Anhang D

Berechnung der divergenten
Anteile der Impulsintegrale

Eine Abzahlung der Impulspotenzen in den Integranden von (5.8-5.11) liefert wegen
(4.28) die Zahl —4 und damit fiir alle vier Integrale den oberflachlichen Divergenz-
grad d = 0 [3]. Es liegen also tatséchlich nur logarithmische Divergenzen vor.

Man zeigt aulerdem leicht, dafl die divergenten Anteile der Integrale Zy, Z; und
7T, vollig identisch sind. Dazu fithren wir ein neues Integrationsmaf} ein

dv P (P
dQlim) = (ZW)QD DY (5 —q) Die (5 +q) (D.1)

und bilden beispielsweise die Differenz zwischen Z; und Zy:

110700 . IOCWU
q4
= izt [ae ()

2,2 (Cnpo) ¢ — [(p.q)
L2 v /dQ“"C ( f(p.a) )

= 1/2g2 / dQ;cW)(?q? (P* +ui,A?) — 4(p-q)* + O(qo))
f(p.q)

Eine erneute Abzéhlung der Impulspotenzen zeigt aber, dafl dies ein konvergentes

Integral ist.

Die Integrale Zy und Z; unterscheiden sich also nur beziiglich ihrer endlichen
Anteile. Auf véllig analoge Weise lieflen sich auch die Integrale Zy und Z; oder
die Integrale Z; und Z, vergleichen und so die entsprechenden divergenten Anteile
identifizieren.
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D.1 Das Integral 7

Wir berechnen nun den divergenten Anteil des Integrals Zy. Dazu schreiben wir den
Gluonpropagator (4.28) um:

(0,1)np . (577/)@2 - QUQP)(QQ + u/1/,2A2)
DEQ) = R T e

(8750 — 55 Q°QF) (1 RS )
T (@ u AT (@A) L2

2 L(_”BW) QQ° ,
(Q% + ur A?)(Q? + u_A?) (1 +0(@ )) (D.2)

Beriicksichtigen wir die Beziehungen (1.22a) und (1.22b), so gilt mit (D.1) nach
Einsetzen von (D.2) in das Integral Z:

IOCWU _ 1/293 Vge / QS(CUPU)

o 292 L(_nﬁpa) L(_C&W)

yE (-1 G-9) G+a) (5+4

’ 2m)P h(P,q)

+ (FIN)

" ¢°¢°q¢
9 g2 [(18) [(E577) e / FIN.
o LIS | oo hp g T (FIN)

2
— 2 L(Uﬁpa) L(C&W) 5a65w5 50@565 5a555W

4

2e dD
V2 /(%)QD h(;q) + (FIN.) (D.3)

In der letzten Zeile der obigen Rechnung wird die iibliche Standardformel fiir sym-

metrische Integration [3] benutzt. Auflerdem wird der Nenner des Integranden ab-
gekiirzt:
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WP.q) = ((g—q)2+u+A2) ((g—q)Z—l—u_A?)
((§+q)2+u+A2) ((§+q)2+u_A2)

= &+ (PP 420wy +u)A?)¢® — 2(P-9)¢" + O(¢") (DA4)

Die Kontraktion von Lorentzindizes in (D.3) 148t sich ausfithren:

L(_Uﬁpa) L(_C&W) (5&65%3 4 50@565 + 5a556w)

D?* -3 1 1
_ 5o §ne Z §engeo Z §epgmo
4 + 4 + 4

D? 3 " D i 1 .
= 1 (Lo + Ly + L_)(Cnp) + ZLEJCW) + Z(LO + Lo+ L_)(Cnp)
D*+D -2 - D? -2 - D? — 4 -
= fﬁ)@p) t i) — — A (D.5)

Das Impulsintegral in (D.3) wird in der Regel durch Feynman-Parametrisierung be-
handelt und so auf ein Standardintegral zuriickgefithrt. Da aber nur eine schwache
logarithmische Divergenz vorliegt, kann hier ein einfacheres Verfahren benutzt wer-

den:

. aPq " (¢ + A% — h(P,q))
) 2nP k(Pag) (¢ + A2

qu q4
2e
£ f (2m)P (g2 + A2)]
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_ / dPq (8 = 2uy — 20 )A* — P?) ¢ 4 2(P-0)'¢" + O(¢)
e h(Prq) (¢ + A?)"

dD q q4

+ 1/36/ (27T)D (q2+/\2)4

9 dD 4
— /(%)QD (q2iA2)4 + (FIN.) (D.6)

Die Integral in (D.3) unterscheidet sich vom logarithmisch divergenten Standardin-
tegral (D.6) also nur beziiglich seiner endlichen Anteile.

Die Losung des Standardintegrals (D.6) findet sich in vielen Lehrbiichern [3] [22]:

o Lo (_) I(4- ()
° ] @ @At T G \AF) [n Tz - o

1 V3 ‘ (3—¢€)(2—¢)l'(e)
= {ny (A_) 6 (1m) (B-7)

Da uns nur die divergenten Anteile interessieren, benutzen wir die iibliche Laurent-

Entwicklung der Gamma-Funktion !

[(e) = % — 7+ O(0) (D.8)

und erhalten:

VQE / qu q
Cl@emP (¢4 A2

Ly ist die eulersche Konstante!
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Dies ist der erwiinschte nichtperturbative Logarithmus (5.5), durch den der zur
Selbstkonsistenz erforderliche 1/g*-Mechanismus (5.6) ansetzen kann. Die im Li-
mes ¢ — 0 endlichen Beitrage bleiben wéhrend der Renormierungsprozedur un-
verandert und sind folglich mindestens von der Ordnung (g?).

Da die Tensorstruktur (D.5) keine Divergenzen fiir ¢ — 0 besitzt, 1aft sich nun
der Limes ausfithren und damit D = 4 setzen. Die vollstandige Losung von (5.8)
lautet dann in Ordnung (¢°):

{I Cnpo } — i [
0O(g%) 60

D.2 Das Integral J

L (¢npo)
. - L npe
24 F 4 T

Die Bestimmung des (¢°)-Anteils vom Integral J verlauft vollig analog:

Wir setzen (D.2) in das Integral (5.11) ein, separieren die divergenten Anteile
und benutzen wieder eine Standardformel fiir symmetrische Integration [22]:

2 K A
T wACnpo 1/293 Vge / dQ;cWU)u
f(p:q)

— 293 L(Uﬁpa) L(C&W)

§

25/ dPq (g—Q)%g_q)B(ngq)W(ngq) g
(

Yo 2m)P h(P,q) f(p,q)

+ (FIN.)

d®q ¢ ¢
_ 92 [(m8ea) [ (Chom) 2 / FIN.
9o L— - Yo (27T)D h(P,q)f(p,q) + ( )

2
2 (nBpc) L(C&w) GrAaf6)
DD rD 4T

2e qu ¢
. /(%)D WPa) fpa) (i) (D-10)

Neben den in (4.12) bzw. (D.4) definierten Impulsfunktionen f(p,q) und A(P,q)
wird in der obigen Rechnung der total symmetrische Lorentztensor sechster Stufe
verwendet:
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G(rAaby6)

R R S L R T R
L ragABES L groghuges L grorgAS 56
A A AL Lo B S AP
RR T A LB L S8 S R

4 grigrasBr o grigABge o 5R8 gAY gl (D.11)
Die Kontraktion von Lorentzindizes in (D.10) 148t sich wieder ausfithren:
L(_nﬁpa) L(_C&w) GrAaB9)
_ D2 _|_5D—3 5/1/\5@’577/) 4 l 5,1/\5@75,)0 + l 5/1/\5@)5770
4 4 4
D +3 1
_ + Ml(HACWU) 4+ = MQ(MCWU)
4 4
D? D -2 D? D -2
— —I_ 6 5/1/\ Lé(nw) _I_ —I_ 5 5/1/\ LS_CW)U)
4 4
_ D*+5D —4 §rA [ (Cnpo)
1 h
D 1
_ Z’ 3 MI(HACWU) 4+ = MZ(H/\CUPU) (D.12)

4

Das Impulsintegral in (D.10) wird wieder auf dasselbe Standardintegral wie in (D.6)

zuriickgefithrt:

qu

2e

q8

2e

Yo /(zw)D h(P.q) f(p,q)

/ d’q ¢ 25/ d"q q'

14 — 14

° ) 2m)P h(P.q) f(p.q) L @2m)P (24 A2
2e qu q4

+

/

g*h(P,q) f(p,q))

(2m)7 (g* + A2)*

4
g [ P
© ) (2P

h(P,q) f(p,q) (¢* + A?)*

2e
Vo

+ / qu q4
(2m)P (g2 + A2)*
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_ / dPq T AN q" + (Q(P-q)2 + 4(1@-(])2)6]12 + O (¢")
) enP h(P,q) f(p,q) (¢ + A?)

4

dPq q
2e
£ f (2m)P (2 + A2)]

- ,/ge/ (ZW)QD - E4A2)4 + (FIN) (D.13)

Dabei wird die Festlegung (4.52) benutzt und die folgende Abkiirzung eingefiihrt,
die aber nur im konvergenten Teil vorkommt:

o= 8 = 2uy —u_) — uf, (D.14)

AuBlerdem wird im letzten Schritt wieder eine Abzahlung von Impulspotenzen im
obigen Integranden vorgenommen und so die Konvergenz des recht komplizierten
Integrals festgestellt.

Die weiteren Rechnungen sind vollig identisch zum Integral 7 :

Mit (D.7) und (D.8) folgt der nichtperturbative Logarithmus (5.5) in Verbin-
dung mit dem divergenten Anteil des Integrals. So kann nach der multiplikativen
Renormierung der Kopplungskonstanten der 1/g*-Mechanismus (5.6) ansetzen und
anschliefend der Limes € — 0 ausgefiihrt werden.

Allein die Tensorstruktur (D.12) unterscheidet also das Integral J vom Integral
T . Die vollstindige Losung von (5.11) in Ordnung (¢°) mit D =4 lautet dann:

{ j ’ACnpo } — i l g 5/1/\[/((7700)
() Bo | 192 0

1 5/1/\L(C77/)U) . i (SHAL(CWM)
192 + 12 -
7 A 1 A
0 M(H (npo) L M(H (npo)
384 ! + 384 2
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