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Es w�are na
h Ansi
ht einiger Physiker w�uns
henswert,...zur Vorstellung einer objektiven, realen Weltzur�u
kzukehren, deren kleinste Teile in der glei
henWeise objektiv existieren wie Steine oder B�aume,glei
hg�ultig, ob wir sie beoba
hten oder ni
ht. Dies isteben ni
ht oder nur zum Teil m�ogli
h. [1℄ Werner Heisenberg
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EinleitungZur Bes
hreibung der starken We
hselwirkung zwis
hen den Bausteinen des Kernshat si
h | sp�atestens mit dem Beweis ihrer Renormierbarkeit [2℄ | die Quanten-
hromodynamik etabliert. Sie ist eine na
h dem Prinzip der minimalen ei
hinvarian-ten Kopplung konstruierte Ei
hfeldtheorie zur lokalen SU(3)-Symmetriegruppe, dersogenannten Farbgruppe. Neben NF Fermion-Familien (Quark-Flavours), die jedef�ur si
h Farbtripletts darstellen, enth�alt die Theorie ein Farboktett von Ei
hvektor-feldern (Gluonen), die die We
hselwirkung vermitteln. Im Gegensatz zur Quanten-elektrodynamik koppeln die Gluonen dabei aufgrund des ni
htabels
hen Charaktersder Theorie au
h untereinander, was Gluonium-Bindungszust�ande, die im Mittel-punkt dieser Arbeit stehen sollen, erst m�ogli
h ma
ht; die Selbstwe
hselwirkung istau�erdem| bei einer ni
ht zu gro�en Zahl von Quark-Flavours | verantwortli
h f�urdie asymptotis
he Freiheit der Theorie, na
h der die e�ektive Kopplungskonstantef�ur sehr kleine Abst�ande vers
hwindet [3℄.Die Bindungszust�ande der Gluonen unters
heiden si
h ni
ht nur bez�ugli
h ihrerSpin- und Parit�atsquantenzahlen, sondern au
h bez�ugli
h ihrer erhaltenen Farb-quantenzahlen. Hierbei sind vor allem die Kopplungen zu Farbsingulett-und Farb-oktettzust�anden von besonderem Interesse:Die farbneutralen "Gluon-B�alle" sind zwar experimentell sehr s
hwer zu iden-ti�zieren, da sie im allgemeinen mit fermionis
hen Bindungszust�anden (Mesonen)mis
hen; ihre Massen konnten aber in rein gluonis
hen Gitter-Theorien mit Hilfevon Ho
htemperatur-Entwi
klungen und Monte-Carlo-Methoden bere
hnet werden[4℄ [23℄ [24℄ [25℄.Die Kopplung zweier Gluonen zu einem stabilen antisymmetris
hen Farboktettdagegen entspr�a
he der Existenz freier Gluonen; die Con�nement-Hypothese [5℄ [7℄dr�u
kt diesbez�ugli
h allerdings den Sa
hverhalt aus, da� in der Natur bislang kei-ne sol
hen Farbladung tragenden Teil
hen beoba
htet werden konnten. Leider isteine zufriedenstellende Erkl�arung dieses Ph�anomens auf der Grundlage der Dyna-mik bis heute no
h ni
ht gelungen; dazu w�are eine vollst�andige Behandlung derDyson-S
hwinger-Glei
hung f�ur den allgemeinen 4-Gluon-Vertex oder eine L�osungder hier ni
ht behandelten inhomogenen Bethe-Salpeter-Glei
hung im antisymme-tris
hen Farboktett-Kanal n�otig.Viellei
ht kann diese Arbeit, die si
h im wesentli
hen auf die Farbsingulett-Kopplung bes
hr�ankt, trotz ihrer starken N�aherungen au
h zum Verst�andnis desCon�nements beitragen. 3



Obwohl die st�orungstheoretis
he Behandlung der QCD in Ho
henergie-Prozessenwie der tie�nelastis
hen Lepton-Nukleon-Streuung sehr erfolgrei
h war [6℄, mu�teihr Versagen im Niederenergieberei
h sehr s
hnell akzeptiert werden. Der heute�uberwiegend bes
hrittene Weg zu einer ni
htst�orungstheoretis
hen Behandlung be-steht in der numeris
hen Simulation der QCD auf dem Gitter. Will man bei einer"Kontinuums-", d. h. mehr analytis
hen Behandlung bleiben, so bietet si
h als einm�ogli
her Ausweg die Erweiterung der Basisvertizes der QCD dur
h faktorisierende,rationale Approximanten an [7℄ [12℄ [15℄. F�ur diese neuen Ans�atze fordert man, da�sie f�ur gro�e Impulse in ihre rein st�orungstheoretis
hen Gegenst�u
ke �ubergehen undso die perturbative Renormierbarkeit der Theorie sowie die "naive" asymptotis
heFreiheit garantieren.Das S
hema der faktorisierenden, rationalen Approximanten wurde in den letz-ten Jahren dur
h Resultate der Operatorproduktentwi
klung (OPE) motiviert; esist in der Lage, den Infrarotberei
h der Theorie | d.h. die Dynamik bei kleinen Im-pulsen bzw. bei gro�en Abst�anden | ann�ahernd zu bes
heiben. Es stellt au�erdem| jedenfalls approximativ | eine selbstkonsistente L�osung der Dyson-S
hwinger-Glei
hungen der QCD dar [15℄ und vermeidet wegen seiner vom Ursprung vers
ho-benen Polstruktur S
hwierigkeiten mit Infrarot-Divergenzen.In dieser Arbeit soll versu
ht werden, mit Hilfe der implizit 
rossing-symmetri-s
hen Bethe-Salpeter-Integralglei
hung im Rahmen der | im obigen Sinne | erwei-terten St�orungstheorie Aussagen �uber den Bindungspol-Anteil der amputiertenVier-Gluon-Amplitude| den sogenannten Residuumtensor| in einem der Mandelstam-K�anale zu gewinnen. Dabei wollen wir uns auf die Ordnung (0; 1) der erweitertenSt�orungsre
hnung, d. h. auf den ersten Term der g2-Reihe, auf die erste Stufe desApproximationss
hemas und auf das 1-S
hleifen-Niveau der Integralglei
hung, sowieden Farbsingulett-Kanal bes
hr�anken.Wir werden au
h der Frage na
hgehen, ob si
h die Masse des farbneutralen"Gluon-Balles", die in unsere Ans�atze in Form einer parametrisierten Polstelle bez�ugli
hdes Quadrats des erhaltenen Gesamtimpulses eingeht, auf diesem Niveau n�aher be-stimmen l�a�t; fr�uhere Arbeiten [7℄ lassen dies aber als sehr unwahrs
heinli
h ers
hei-nen.Der weitere Aufbau der Arbeit sieht wie folgt aus:Wir beginnen mit Konventionen f�ur die 4-Gluon-Amplitude, um dann die Bethe-Salpeter-Glei
hung f�ur ihren Bindungspol-Anteil im s-Kanal einzuf�uhren. ImAnsatzf�ur den Bethe-Salpeter-Kern werden wir dabei keine Skelettgraphentwi
klung, son-dern eine aus der Crossing-Symmetrie resultierende Darstellung benutzen [7℄ [8℄.Im zweiten Kapitel werden wir die Farbdynamik der Integralglei
hung vollst�andigabspalten, indem wir die Integralkerne na
h einer Basis von Farbtensoren entwi
kelnund das gekoppelte Glei
hungssystem f�ur die Farbkomponenten der Kanalamplitudedur
h zwei vers
hiedene Verfahren entkoppeln. Dazu sind keine N�aherungen wie dieEins
hr�ankung auf den Bindungspol-Anteil oder die homogene Glei
hung erforder-li
h, so da� die Resultate au
h f�ur sp�atere Arbeiten, die viellei
ht die volle inho-mogene Integralglei
hung oder andere Farbkan�ale behandeln werden, von gro�emNutzen sein k�onnen. 4



Im dritten Kapitel wollen wir dann die Verna
hl�assigung der Fadde'ev-Popov-Geister im Rahmen dieser Arbeit begr�unden. Dies soll allein dur
h Betra
htun-gen zum Konvergenzverhalten von ober
�a
hli
h logarithmis
h divergenten S
hleifenges
hehen; wir ben�otigen dazu allerdings neben der asymmetris
hen Impulsstruk-tur des na
kten, st�orungstheoretis
hen Geist-Geist-Gluon-Vertex au
h den 1=g2-Me
hanismus [7℄ [14℄, der erst sp�ater im f�unften Kapitel eingef�uhrt wird.Bei Bes
hr�ankung auf den Farbsingulett-Kanal werden wir in den �ubrigen Ka-piteln stark vereinfa
hte Ans�atze f�ur die Lorentz- und Impulsstruktur der 4-Punkt-Funktionen vorstellen, um ans
hlie�end das S
hleifenintegral der Bethe-Salpeter-Glei
hung zu bere
hnen und mittels eines KoeÆzientenverglei
hs Bedingungsglei-
hungen f�ur die freien Parameter herzuleiten. Eine ents
heidende Rolle wird au
hhier der 1=g2-Me
hanismus �uber die ni
htperturbativen Logarithmen spielen [7℄ [14℄.Bevor wir abs
hlie�end die wi
htigsten Ergebnisse res�umieren und Anregungenf�ur zuk�unftige Arbeiten geben, wird im siebten Kapitel die sogenannte Normierungs-bedingung der Bethe-Salpeter-Amplituden [10℄ [11℄ benutzt, um| entspre
hend derstatistis
hen Normierung der quantenme
hanis
hen Wellenfunktionen | die letztenunbestimmten Parameter festzulegen.In den Anh�angen �nden si
h in Form von Tabellen alle Gr�o�en, die bei den um-fangrei
hen Re
hnungen zur Isolierung der Farbdynamik ben�otigt wurden; au�erdemwird die Crossing-Algebra der Tensoren und invarianten Impulsfunktionen zusam-mengestellt. Den Abs
hlu� bildet die Bere
hnung der g0-Anteile der auftretendenlogarithmis
h divergenten Impulsintegrale.

5



Kapitel 1Reduzibilit�atsanalyse undBethe-Salpeter-Glei
hung1.1 Kinematik der 4-Punkt-FunktionIn diesem Kapitel sollen zun�a
hst die sp�ater verwendeten Konventionen zur Kine-matik der 4-Punkt-Funktion mit vier �au�eren Gluonbeinen
&%'$����������� ����� �����I

����������R ����� �����	 (1.1)p1; �,a p4; �,dp2; �,b p3; �,

-P

eingef�uhrt werden.Wegen der Energie-Impuls-Erhaltung sind nur drei der vier Impulse linear unabh�angig.Betra
htet man alle Impulse als einlaufend, so gilt:p1 + p2 + p3 + p4 = 0 (1.2)Um dies zu ber�u
ksi
htigen und eine | im folgenden unvermeidli
he | Auszei
h-nung des s-Kanals (siehe Pfeilri
htung im Bild) vorzunehmen, w�ahlen wir als neuen6



Variablensatz die Relativimpulse und den erhaltenen Gesamtimpuls in diesem Man-delstam-Kanal: P := p1 + p2 = �(p3 + p4) (1.3)p := 12 (p2 � p1) (1.4)p0 := 12 (p4 � p3) (1.5)Die einlaufenden Impulse lassen si
h umgekehrt au
h dur
h die Relativimpulse undden Gesamtimpuls im s-Kanal ausdr�u
ken:p1 = P2 � p ; p2 = P2 + p (1.6a)p3 = �P2 � p0 ; p4 = �P2 + p0 (1.6b)Wir f�uhren au�erdem die Mandelstam-Variablens := P 2 (1.7)u := (p1 + p3)2 � = (p + p0)2 � (1.8)t := (p1 + p4)2 � = (p � p0)2 � (1.9)ein. Diese erf�ullen die beiden Bedingungens + u + t = X4i=1 p2i (1.10)u � t = 4 p p0 : (1.11)Eine wi
htige Eigens
haft der 4-Gluon-Amplitude ist die partielle Bosesymmetrie injedem einzelnen Kanal. Dies bedeutet speziell f�ur den s-Kanal eine Invarianz unterden folgenden drei Transformationen:1. Vertaus
hung der ersten beiden Beine:( p1;�; a )  ! ( p2;�; b ) (1.12a)(p  ! �p) (1.12b)7



2. Vertaus
hung der letzten beiden Beine:( p3;�; 
 )  ! ( p4; �; d ) (1.13a)(p0  ! �p0) (1.13b)3. Glei
hzeitige Vertaus
hung von Bein 1 mit Bein 4 und von Bein 2 mit Bein 3: p1;�; ap2;�; b !  !  p4; �; dp3;�; 
! (1.14a) pP !  !  �p0�P ! (1.14b)Eine partielle Boseantisymmetrie im s-Kanal sei dur
h einen Vorzei
henwe
hsel desbetre�enden Terms der 4-Punkt-Funktion bei den ersten beiden Transformationensowie dur
h die Invarianz unter der dritten Transformation de�niert.Da die partielle Bosesymmetrie im �uberz�ahligen Variablensatz (1.6a{1.6b) lei
h-ter zu erkennen ist, werden wir diesen in sp�ateren Ans�atzen f�ur invariante Impuls-funktionen bevorzugen.1.2 Reduzibilit�atsanalyseIn diesem Abs
hnitt werden wir alle Impulsabh�angigkeiten und sowohl Farb- alsau
h Lorentzindizes unterdr�u
ken, da sie hier ni
ht ben�otigt werden. Wir beginnenmit einer Zerlegung der amputierten, zusammenh�angenden 4-Punkt-Funktion T4 :T4 = Ks + As + Xs (1.15)Dabei fa�t Ks alle im s-Kanal 1- und 2-Teil
hen-irreduziblenAnteile von T4 zusam-men, und As bezei
hnet die 1-Teil
hen-reduziblen d. h. 1-Gluon-Austaus
hgraphenim s-Kanal.Zerlegt man die im s-Kanal 1-Teil
hen-irreduzible, aber 2-Teil
hen- reduzible Ka-nalamplitude Xs wiederum na
h der Anzahl ihrer Reduzibilit�atsstellen im s-Kanal,so entsteht eine geometris
he Reihe, die si
h aufsummieren l�a�t und die sogenannteBethe-Salpeter-Glei
hung im s-Kanal ergibt:Xs = Ks O ( Ks + Xs ) (1.16)Dies ist eine inhomogene Integralglei
hung im Ortsraum oder im Impulsraum f�urjede St�orungsordnung der allgemeinen 4-Punkt-Kanalamplitude Xs aus (1.15). DasSymbol "N " bes
hreibt im Falle von vier Gluonbeinen allerdings ni
ht nur einS
hleifenintegral �uber zwei innere Gluonlinien, sondern au
h die Kontraktion von8



Farbindizes und Lorentzindizes in dieser S
hleife sowie einen Symmetriefaktor von1=2 . Die exakte Behandlung na
h den Feynman-Regeln der QCD [3℄ wird Themades n�a
hsten Abs
hnitts sein.Da wir aus Gr�unden der Vereinfa
hung in dieser Arbeit allein die rein gluonis
heTheorie betra
hten wollen, treten keine Fermions
hleifen auf. Au�erdem werden wirdie unvermeidli
he Geisters
hleife s
hon jetzt unterdr�u
ken. Eine Begr�undung f�urdiese Vorgehensweise folgt im dritten Kapitel.Der Bethe-Salpeter-Kern Ks l�a�t si
h na
h der Bethe-Salpeter-Theorie [7℄ [8℄dur
h die Kanalamplituden in den gekreuzten Kan�alen ausdr�u
ken:Ks = M4 + Au + At + Xu + Xt + Xi Bi (1.17)Hierbei bezei
hnet M4 den in allen 3 Kan�alen 1- und 2-Teil
hen-irreduziblen Anteilvon T4 , und Pi Bi bes
hreibt die sogenannten Boxgraphen, die hier die Rolle von�Uberz�ahlungskorrekturen spielen.In der nullten Ordnung der modi�zierten St�orungsre
hnung, wie wir sie in dieserArbeit benutzen werden, l�a�t si
h der Kern M4 exakt dur
h den na
kten, st�orungs-theoretis
hen Vertex �(0)pert4 ersetzen. Bei Bes
hr�ankung auf das 1-S
hleifen-Niveauder Selbstkonsistenz lassen si
h �uberdies die Box-Graphen-Beitr�age wenn au
h ni
htim Kern Ks selbst, so do
h na
h Einsetzen desselben in die | eine weitere S
hleifeenthaltende | Bethe-Salpeter-Glei
hung (1.16) unterdr�u
ken [7℄.E�ektiv verwenden wir also folgenden Ausdru
k f�ur den Bethe-Salpeter- Kern:Ks = �(0)pert4 + Au + At + Xu + Xt (1.18)1.3 Die homogene Bethe-Salpeter-Glei
hung imeuklidis
hen ImpulsraumIn diesemAbs
hnitt soll die Bethe-Salpeter-Glei
hung f�ur den Bindungspolanteil der4-Gluon-Kanalamplitude Xs als Integralglei
hung im Impulsraum in ihrer vollenTensorstruktur aufges
hrieben werden.Wie si
h in der St�orungstheorie zeigt [3℄, tritt jede 4-Punkt-Funktion aufgrundder Basisvertizes der QCD mindestens mit einem Quadrat der na
kten Kopplungg0 auf. Wir werden deshalb sowohl aus der Amplitude Xs als au
h aus dem KernKs jeweils diesen Faktor g20 herausziehen.Zur Isolierung des Bindungspol-Beitrags f�uhren wir weiterhin eine Zerlegungder Kanalamplitude in einen Polterm und einen regul�aren Anteil bez�ugli
h derMandelstam-Variablen s dur
h:X ����s;ab
d(p; p0;P ) = Z ����s;ab
d(p; p0;P ) + R ����s;ab
d(p; p0;P )P 2 + u001;2�2 (1.19)9



Dabei werden zur Parametrisierung der Polstelle der dimensionslose Massenparame-ter u001;2 und die renormierungsgruppeninvariante Massenskala der QCD�2(g) = �20 exp(� 1�0  4�g !2 [1 +O(g2)℄) (1.20)benutzt [7℄ [12℄. In (1.20) bezei
hnet �0 die im Renormierungsverfahren auftretendebeliebige Massenskala und �0 den ersten KoeÆzienten der �-Funktion [3℄, der sp�aterim f�unften Kapitel erneut auftau
hen wird.Ber�u
ksi
htigen wir, da� der Bethe-Salpeter-Kern Ks de�nitionsgem�a� keinenBindungspol-Anteil besitzt, so reduziert si
h die Integralglei
hung (1.16) bei Bildungdes Residuums an der Stelle P 2 = �u001;2�2 auf die zugeh�orige homogene Glei
hung.Die Feynman-Regeln der QCD [3℄ f�uhren dann | unter Bea
htung des Symme-triefaktors 1/2 f�ur die Gluons
hleife | auf folgende graphis
he Darstellung dieserGlei
hung: &%'$
&%'$ &%'$ P 2=�u001;2�2= 12 g20 � Q2Q1

p1;�; a
p1;�; ap2;�; b
p2;�; b
p4; �; d

p4; �; dp3;�; 

p3;�; 
�; e�; f �; g�; h

Rs
RsKs

�� ���� ��
�� ���� ��--

��R ����� �� ��	����I�� ��R ����� �� ��	����I�� (1.21)Die Querstri
he an den �au�eren, einlaufenden Gluonbeinen sollen andeuten, da� essi
h bei den beiden 4-Punkt-Funktionen um amputierte Gr�o�en handelt. Die Pfeilebes
hreiben wie in (1.1) die Impulsri
htung der Gluonlinien; sie bestimmen aberwegen der quadratis
hen Impulsabh�angigkeit der Gluonpropagatoren nur die Formel10



f�ur die Energie-Impuls-Erhaltung (1.2) und k�onnen im weiteren weggelassen werden.Die beiden S
hleifenimpulse Q1 und Q2 m�ussen den Gesamtimpuls im s-Kanaltragen Q1 + Q2 = P ;sind aber dar�uberhinaus frei w�ahlbar. Wir ents
heiden uns | in Anlehnung an dieKonventionen des ersten Abs
hnitts | f�ur die "symmetris
he" Variante bez�ugli
hdes inneren Relativimpulses q : Q1 = P2 � q (1.22a)Q2 = P2 + q (1.22b)Die analytis
he Form der homogenen Bethe-Salpeter-Glei
hung (1.21) lautet imeuklidis
hen Impulsraum und in Landau-Ei
hung 1:R ����s;ab
d(p; p0;P ) = ( 12 (g0��0)2 Z dDq=(2�)DK ����s;abef (p; q;P )D ��T;fg�P2 � q�D ��T;eh�P2 + q�R ����s;gh
d(q; p0;P ) )P 2=�u001;2�2 (1.23)Das Impulsintegral der Gluons
hleife ist ober
�a
hli
h logarithmis
h divergentf�ur die Raum-Zeit-Dimension D = 4 und wird sp�ater in dimensioneller Regulari-sierung mit � = 2�D=2 behandelt. Aus diesem Grund wurde in (1.23) ein Faktor�2�0 eingef�ugt, der die | dur
h das D-dimensionale Impulsintegral verursa
hte |�uberz�ahlige Massendimension der re
hten Seite korrigiert und im Limes D ! 4vers
hwindet. Es wird dabei gerade die willk�urli
he Massenskala �0 , die s
hon in(1.20) auftritt, gew�ahlt.Die Struktur des Residuumtensors Rs werden wir im vierten Kapitel genauerdiskutieren; dasselbe tri�t au
h auf die Ans�atze f�ur den Kern Ks und den transver-salen Gluonpropagator DT zu.1 �Uber glei
he Farb- und Lorentzindizes soll wie �ubli
h summiert werden!11



Kapitel 2Separation der Farbdynamik2.1 Multiplikationstabellen der FarbtensorenDie Kanalamplitude Xs l�a�t si
h hinsi
htli
h ihrer Farbstruktur na
h Kombinatio-nen der Strukturkonstanten der SU(3) und Kombinationen von Krone
ker-Symbolenim Farbraum entwi
keln. Von diesen 15 m�ogli
hen FarbtensorenC1 = ÆabÆ
d C5 = fa
nfdbn C9 = dadndb
n C13 = dabnf
dnC2 = Æa
Æbd C6 = fadnfb
n C10 = fabnd
dn C14 = da
nfdbnC3 = ÆadÆb
 C7 = dabnd
dn C11 = fa
nddbn C15 = dadnfb
nC4 = fabnf
dn C8 = da
nddbn C12 = fadndb
nsind aufgrund von Symmetrieeigens
haften und Bian
hi-Idendit�aten der SU(3) nura
ht linear unabh�angig [16℄ [17℄. Eine m�ogli
he Basis im Farbraum, die allerdings diepartielle Bosesymmetrie von Xs no
h ni
ht ber�u
ksi
htigt, bildet folgende Auswahlder Tensoren: C1 ; C2 ; C3 ; C5 ; C6 ; C13 ; C14 ; C15 (2.1)Die anderen sieben Farbtensoren sind von diesen a
ht linear abh�angig; mit denBeziehungen aus [16℄ �ndet man:C4 = �C5 � C6 (2.2a)C7 = 1=3 (�C1 + C2 + C3 � C5 + C6) (2.2b)C8 = 1=3 (C1 � C2 + C3 � C5 � 2C6) (2.2
)C9 = 1=3 (C1 + C2 � C3 + 2C5 + C6) (2.2d)C10 = �C14 + C15 (2.2e)C11 = C13 � C15 (2.2f)C12 = �C13 + C14 (2.2g)12



Die entspre
hende Entwi
klung der Kanalamplitude Xs na
h den Farbtensorenlautet 1: Xs;ab
d = Xi=1;::;15 C i(ab
d) �Xi;s (2.3)Aufgrund der einfa
hen Farbstruktur der transversalen GluonpropagatorenD��T;ab / Æab (2.4)in der Gluons
hleife von (1.23) reduziert si
h die Farbdynamik auf folgende Kon-traktion von Farbindizes:C i(ab
d) 
 Cj(efgh) := X
def C i(ab
d) Æde Æ
f Cj(efgh)= Xl=1::15 K i;jl C l(abgh) (2.5)Bei der Dur
hf�uhrung der Kontraktionen zeigt si
h, da� als Ergebnis wieder Line-arkombinationen der Basis-Farbtensoren ers
heinen. Die KoeÆzienten K i;jl in (2.5)sind dimensionslose Zahlen der Gr�o�enordnung 1 und lassen si
h mit den in [16℄[17℄ angegebenen Formeln f�ur die Strukturkonstanten der SU(3) bestimmen. DasResultat dieser langwierigen Re
hnungen ist in den na
hstehenden Tabellen zusam-mengefa�t: C1 C2 C3 C5 C6C1 8C1 C1 C1 � 3C1 3C1C2 C1 C2 C3 C5 C6C3 C1 C3 C2 �C6 �C5C5 � 3C1 C5 �C6 3=4C1+ 3=4C2+3=4C3 �C5 � 1=2C6 � 3=4C1� 3=4C2� 3=4C3� 1=2C5 �C6C6 3C1 C6 �C5 � 3=4C1 � 3=4C2� 3=4C3 � 1=2C5 �C6 3=4C1 +3=4C2+ 3=4C3�C5� 1=2C6C13 0 C13 C13 � 3=2C13 3=2C13C14 0 C14 C13 �C14 � 3=4C13 � 3=4C14 +3=4C15 3=4C13 � 3=4C14 +3=4C15C15 0 C15 C13 �C15 � 3=4C13 +3=4C14 � 3=4C15 3=4C13 +3=4C14 � 3=4C151Die Lorentzindizes und Impulsabh�angigkeiten werden in diesem Kapitel weggelassen!13



C13 C14 C15C1 0 0 0C2 C13 C14 C15C3 �C13 �C14 �C15C5 � 3=2C13 � 3=4C13 � 3=4C14 +3=4C15 � 3=4C13+ 3=4C14� 3=4C15C6 � 3=2C13 � 3=4C13 +3=4C14 � 3=4C15 � 3=4C13� 3=4C14+ 3=4C15C13 0 5=6C5 +5=6C6 � 5=6C5� 5=6C6C14 1=2C1 � 1=2C2� 1=2C3+ 1=2C5 � 1=2C6 1=4C1� 3=4C2+ 1=4C3+1=3C5 � 1=6C6 1=4C1� 3=4C2+ 1=4C3� 1=2C5 �C6C15 � 1=2C1 +1=2C2+ 1=2C3� 1=2C5 +1=2C6 � 1=4C1 � 1=4C2 +3=4C3� 1=6C5 +1=3C6 � 1=4C1 � 1=4C2 +3=4C3�C5 � 1=2C6Diese beiden Multiplikationstabellen der Farbtensoren sind folgenderma�en zu lesen:� Die Spalten�ubers
hriften der Tabellen kennzei
hnen den linken Farbtensor in(2.5).� Die Zeilenkennzei
hnung der Tabellen werden dur
h den re
hten Farbtensorin (2.5) gebildet.� Die Eintr�age der Tabellen bestehen aus Linearkombinationen der 8 Basis-Farbtensoren: Pl=1::15 Kl C l2.2 Erste Entkopplung des Glei
hungssystemsEntwi
keltman ni
ht nur die Kanalamplitude Xs , sondern au
h den Bethe-Salpeter-Kern Ks na
h den a
ht linear unabh�angigen FarbtensorenXs;ab
d = Xi=1:::15 Xi;s C i(ab
d) (2.6)Ks;ab
d = Xi=1:::15 Ki;s C i(ab
d) (2.7)und setzt beide in die zu (1.16) analoge homogene Bethe-Salpeter-Glei
hung ein, sof�uhrt die Anwendung der obigen Multiplikationstabellen auf ein gekoppeltes Glei-
hungssystem f�ur die a
ht Farbkomponenten aus (2.6):14



X1;s = 8K1;s Æ X1;s + K1;s Æ (X2;s + X3;s � 3X5;s + 3X6;s)+ (K2;s + K3;s � 3K5;s + 3K6;s) Æ X1;s+ 3=4 (K5;s � K6;s) Æ (X5;s � X6;s)+ (1=2K13;s + 1=4K14;s + 1=4K15;s) Æ (X14;s � X15;s)X2;s = K2;s Æ X2;s + K3;s Æ X3;s + 3=4 (K5;s � K6;s) Æ (X5;s � X6;s)� 1=2K13;s Æ (X14;s � X15;s)� 1=4 (K14;s + K15;s) Æ (3X14;s + X15;s)X3;s = K2;s Æ X3;s + K3;s Æ X2;s + 3=4 (K5;s � K6;s) Æ (X5;s � X6;s)� 1=2K13;s Æ (X14;s � X15;s) + 1=4 (K14;s + K15;s) Æ (X14;s + 3X15;s)X5;s = K2;s Æ X5;s � K3;s Æ X6;s + K5;s Æ X2;s � K6;s Æ X3;s� 1=2K5;s Æ (2X5;s + X6;s)� 1=2K6;s Æ (X5;s + 2X6;s)+ 1=2K13;s Æ (X14;s � X15;s) + 1=6K14;s Æ (2X14;s � X15;s)� 1=2K15;s Æ (X14;s + 2X15;s)X6;s = K2;s Æ X6;s � K3;s Æ X5;s � K5;s Æ X3;s + K6;s Æ X2;s� 1=2K5;s Æ (X5;s + 2X6;s)� 1=2K6;s Æ (2X5;s + X6;s)� 1=2K13;s Æ (X14;s � X15;s)� 1=6K14;s Æ (X14;s � 2X15;s)� 1=2K15;s Æ (2X14;s + X15;s)X13;s = (K2;s + K3;s � 3=2K5;s + 3=2K6;s) Æ X13;s+ K13;s Æ (X2;s � X3;s � 3=2X5;s � 3=2X6;s)+ (K3;s � 3=4K5;s + 3=4K6;s) Æ (X14;s + X15;s)� 3=4 (K14;s + K15;s) Æ (X5;s + X6;s)X14;s = (K2;s � K3;s) Æ X14;s � 3=4 (K5;s + K6;s) Æ (X14;s � X15;s)+K14;s Æ (X2;s � X3;s) � 3=4 (K14;s � K15;s) Æ (X5;s � X6;s)X15;s = (K2;s � K3;s) Æ X15;s + 3=4 (K5;s + K6;s) Æ (X14;s � X15;s)+K15;s Æ (X2;s � X3;s) + 3=4 (K14;s � K15;s) Æ (X5;s � X6;s)Das Symbol "Æ" �ubernimmt hierbei alle Bedeutungen des fr�uheren Symbols "N" in(1.16) bis auf die Kontraktion der Farbindizes (2.5). Es handelt si
h formal um einhomogenes Glei
hungssystem f�ur die a
ht Amplituden X1;s : : : X15;s . Die Matrixdieses Systems erweist si
h als diagonalisierbar, wenn die BedingungenK13;s = � K14;s = �K15;s (2.8)15



erf�ullt sind. Na
h Herstellung der Diagonalform erweisen si
h dann zwei der a
htEigenwerte als Null, was die BeziehungenX13;s = � X14;s = �X15;s (2.9)ergibt. Als ni
httriviale Glei
hungen verbleiben die se
hs entkoppelten Integralglei-
hungen ~Xs;1 = ~Ks;1 Æ ~Xs;1 (2.10a)~Xs;2 = ~Ks;2 Æ ~Xs;2 (2.10b)~Xs;3+ = ~Ks;3+ Æ ~Xs;3+ (2.10
)~Xs;3� = ~Ks;3� Æ ~Xs;3� (2.10d)~Xs;4 = ~Ks;4 Æ ~Xs;4 (2.10e)~Xs;5 = ~Ks;5 Æ ~Xs;5 (2.10f)f�ur folgende Kombinationen der Farbkomponenten aus der Entwi
klung der Ka-nalamplitude (2.6) bzw. des Kerns (2.7):~Xs;1 = 8X1;s + X2;s + X3;s � 3X5;s + 3X6;s (2.11a)~Xs;2 = X2;s � X3;s � 3=2X5;s � 3=2X6;s (2.11b)~Xs;3+ = X2;s � X3;s + 2iX13;s (2.11
)~Xs;3� = X2;s � X3;s � 2iX13;s (2.11d)~Xs;4 = X2;s + X3;s + X5;s � X6;s (2.11e)~Xs;5 = X2;s + X3;s � 3=2X5;s + 3=2X6;s (2.11f)~Ks;1 = 8K1;s + K2;s + K3;s � 3K5;s + 3K6;s (2.12a)~Ks;2 = K2;s � K3;s � 3=2K5;s � 3=2K6;s (2.12b)~Ks;3+ = K2;s � K3;s + 2iK13;s (2.12
)~Ks;3� = K2;s � K3;s � 2iK13;s (2.12d)~Ks;4 = K2;s + K3;s + K5;s � K6;s (2.12e)~Ks;5 = K2;s + K3;s � 3=2K5;s + 3=2K6;s (2.12f)Nun bleibt no
h zu kl�aren, wel
he physikalis
he Bedeutung die obigen se
hs Li-nearkombinationen besitzen. Diese Frage soll Thema des n�a
hsten Abs
hnitts sein.16



2.3 Die Clebs
h-Gordan-Serie f8g
f8g2.3.1 Entwi
klung na
h FarbmultiplettsEin Gluonium-Bindungszustand wird | �ahnli
h der Drehimpulskopplung in derQuantenme
hanik | formal dur
h die Kopplung von zwei Oktettzust�anden der Lie-Gruppe SU(3) bes
hrieben. Dur
h Ausreduzierung des reduziblen Produktsf8g
f8gentsteht die folgende Clebs
h-Gordan-Reihe [5℄:f8g 
 f8g = f1g � f8gS � f8gA � f10g � f10�g � f27g (2.13)Die Indizes S und A bezei
hnen dabei die Kopplung der Oktetts zu einem symme-tris
hen bzw. antisymmetris
hen Oktettzustand. Die 4-Gluon-Kanalamplitude Xssollte si
h eindeutig na
h diesen irreduziblen Farbmultipletts entwi
keln lassen:Xs;ab
d = XM=1;::;27 DMab
d �XMs (2.14)Wi
htig ist hierbei, da� | imGegensatz zur allgemeinen Zerlegung (2.6) | die Aus-reduktion stets bez�ugli
h eines der drei Kan�ale | hier des s-Kanals | vorgenommenwird und diesen auszei
hnet.Die KoeÆzienten DMab
d in (2.14) m�ussen si
h wiederum als Linearkombinationender a
ht Basis-Farbtensoren darstellen lassen:DMab
d = Xj=1;::;15 UMj � Cj(ab
d) (2.15)Die 6� 8 = 48 | teilweise komplexen | Farbstruktur-KoeÆzienten UMj bes
hrei-ben die Farbstruktur des Gluonium-Bindungszustands im s-Kanal vollst�andig.2.3.2 Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten und Basiswe
hsel bez�ugli
hder NebenquantenzahlenDie Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten der Farbgruppe SU(3) M1�M1 M2�M2 ���� M�M �werden im Dira
s
hen Bra-Ket-Formalismus dur
h das Eins
hieben eines vollst�andi-gen Satzes von Eigenzust�anden bez�ugli
h der erhaltenen Farbquantenzahlen desGluonium-Bindungszustandes eingef�uhrt:���� 8a 8b � = XM=1;::;27 X�M=0;::;M�1 ���� M�M �� M�M ���� 8a 8b � (2.16)17



Die 64 Komponenten des Bindungszustandes werden also zu Multipletts M zu-sammengefa�t und in diesen dur
h den Nebenquantenzahlensatz �M abgez�ahlt.Fa�t man nun die Amplitude Xs als Zustandsfunktion im Dira
s
hen Formalis-mus auf, so gilt mit zweimaligen Basiswe
hsel (2.16) o�enbar:Xs;ab
d = � 8a 8b ���� Xs ���� 8
 8d �= XM=1;::;27 X�M=0;::;M�1 XN=1;::;27 X�N=0;::;N�1ÆMN Æ�M �N � 8a 8b ���� M�M �� M�M ���� Xs ���� N�N � � N�N ���� 8
 8d �= XM=1;::;27 X�M=0;::;M�1� 8a 8b ���� M�M � � M�M ���� 8
 8d � �XMs (2.17)Die beiden Krone
ker-Symbole �uber die Haupt- und Nebenquantenzahlen bringendie strenge Erhaltung der Gesamt-Farbquantenzahlen aufgrund der globalen Farb-symmetrie der QCD zum Ausdru
k [5℄.Ein Verglei
h von (2.17) mit (2.14) liefert sofort:DMab
d = X�M=0;::;M�1 � 8a 8b ���� M�M � � M�M ���� 8
 8d �= YMmaxXY =YMmin IMmaxXI=IMmin +IXm=�I� 8a 8b ���� M(Y; I;m) !  M(Y; I;m) ����� 8
 8d � (2.18)Dabei wurden zur Charakterisierung der Unterzust�ande �M in einemMultiplett Mdie drei Quantenzahlen Y (Hyperladung), I (Isospin) und m (dritte Komponentedes Isospins) benutzt.Z�ahlt man au�erdem au
h die Oktettzust�ande in den Clebs
h-Gordan- KoeÆzi-enten ni
ht mehr dur
h Farbindizes a und b , sondern dur
h die Quantenzahlens�atze18



(Y1; I1;m1) und (Y2; I2;m2) ab, so lassen si
h f�ur die Quantenzahlen Y , I undm folgende Eins
hr�ankungen angeben 2:� Y l�auft in ganzzahligen S
hritten von �jY1 + Y2j bis jY1 + Y2j .� I l�auft in ganzzahligen S
hritten von jI1 � I2j bis jI1 + I2j .� m erf�ullt die Beziehung m = m1 + m2 .Die Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten der SU(3) lassen si
h als direktes Produkt derClebs
h-Gordan-KoeÆzienten der SU(2) und der sogenannten Isoskalaren Faktorenbere
hnen:  M1(Y1; I1;m1) M2(Y2; I2;m2) ����� M(Y; I;m) ! =(I1; I2;m1;m2jI1; I2; I;m) � � M1Y1I1 M2Y2I2 MY I � (2.19)Der zur Bere
hnung notwendige Basiswe
hsel zwis
hen Farbindizes und Quanten-zahlens�atzen l�a�t si
h dur
h eine | ni
ht eindeutige | unit�are �UbergangsmatrixM bes
hreiben, die f�ur die Ket-Vektoren 3 folgenderma�en gew�ahlt werden kann [18℄:����� 8; 0BB� a = 1...a = 8 1CCA + = Ma;(Y;I;m)b � ����� 8; 0BB� (Y; I;m)b=1...(Y; I;m)b=8 1CCA +
:= 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 0 1p2 0 1p2 0 0 00 0 �ip2 0 ip2 0 0 00 0 0 1 0 0 0 01p2 0 0 0 0 0 0 1p2�ip2 0 0 0 0 0 0 ip20 1p2 0 0 0 0 1p2 00 �ip2 0 0 0 0 ip2 00 0 0 0 0 1 0 0
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA � ����� 8; 0BBBBBBBBBBBBB� (1;1=2;1=2)(1;1=2;�1=2)(0;1;1)(0;1;0)(0;1;�1)(0;0;0)(�1;1=2;1=2)(�1;1=2;�1=2) 1CCCCCCCCCCCCCA+ (2.20)

2Da ni
ht alle Kombinationen der Quantenzahlen ni
htvers
hwindene Beitr�age in den Summenliefern, k�onnen die e�ektiven Summationsgrenzen von I und Y abh�angig voneinander sein.3Beim Ersetzen der Bra-Vektoren ist allerdings das Adjungieren der MatrixM zu bea
hten!19



2.3.3 Bestimmung der KoeÆzienten UMjDie Farbstruktur der einzelnenMultipletts wird dur
h die KoeÆzienten UMj in (2.15)bestimmt. Dur
h Festlegung auf bestimmte Indexkombinationen f�ur die Farbtenso-ren (Anhang A) l�a�t si
h ein lineares Glei
hungssystem f�ur die UMj aufstellen, dasbei ges
hi
kter Wahl der Indizes re
ht einfa
he L�osungen besitzt:DM8888 = (UM1 + UM2 + UM3 ) Æ88Æ88+ (UM5 + UM6 ) 8Xn=1 f88nf88n+ (UM13 + UM14 + UM15 ) 8Xn=1 d88nf88n= UM1 + UM2 + UM3 (2.21a)DM8383 = (UM1 + UM3 ) Æ83Æ83 + UM2 Æ88Æ33+ UM5 8Xn=1 f88nf33n � UM6 8Xn=1 f83nf83n+ (UM13 � UM15 ) 8Xn=1 d83nf83n + UM14 8Xn=1 d88nf33n= UM2 (2.21b)DM8338 = (UM1 + UM2 ) Æ83Æ38 + UM3 Æ88Æ33+ UM5 8Xn=1 f83nf83n + UM6 8Xn=1 f88nf33n+ (UM13 � UM15 ) 8Xn=1 d83nf83n + UM14 8Xn=1 d88nf33n= UM3 (2.21
)DM1331 = (UM1 + UM2 ) Æ13Æ31 + UM3 Æ11Æ33+ UM5 8Xn=1 f13nf13n + UM6 8Xn=1 f11nf33n+ (UM13 � UM14 ) 8Xn=1 d13nf31n + UM15 8Xn=1 d11nf33n= UM3 + UM5 (2.21d)20



DM1313 = (UM1 + UM3 ) Æ13Æ31 + UM2 Æ11Æ33+ UM5 8Xn=1 f11nf33n + UM6 8Xn=1 f13nf31n+ (UM13 � UM15 ) 8Xn=1 d13nf13n + UM14 8Xn=1 d11nf33n= UM2 � UM6 (2.21e)DM1761 = UM1 Æ17Æ61 + UM2 Æ16Æ71 + UM3 Æ11Æ76+ UM5 8Xn=1 f16nf17n + UM6 8Xn=1 f11nf76n+ UM13 8Xn=1 d17nf61n + UM14 8Xn=1 d16nf17n+ UM15 8Xn=1 d11nf76n= � 1=4UM13 � 1=4UM14 � 1=2UM15 (2.21f)DM1617 = UM1 Æ16Æ17 + UM2 Æ11Æ67 + UM3 Æ17Æ61+ UM5 8Xn=1 f11nf76n + UM6 8Xn=1 f17nf61n+ UM13 8Xn=1 d16nf17n + UM14 8Xn=1 d11nf76n+ UM15 8Xn=1 d17nf61n= � 1=4UM13 � 1=2UM14 � 1=4UM15 (2.21g)DM1176 = UM1 Æ11Æ76 + (UM2 + UM3 )Æ17Æ16+ UM5 8Xn=1 f17nf61n + UM6 8Xn=1 f16nf17n+ UM13 8Xn=1 d11nf76n + UM14 8Xn=1 d17nf61n+ UM15 8Xn=1 d16nf17n= � 1=2UM13 � 1=4UM14 � 1=4UM15 (2.21h)21



() UM1 = DM8888 � DM8383 � DM8338 (2.22a)UM2 = DM8383 (2.22b)UM3 = DM8338 (2.22
)UM5 = DM1331 � DM8338 (2.22d)UM6 = DM8383 � DM1313 (2.22e)UM13 = DM1761 + DM1617 � 3DM1176 (2.22f)UM14 = DM1761 � 3DM1617 + DM1176 (2.22g)UM15 = � 3DM1761 + DM1617 + DM1176 (2.22h)N�utzli
h sind dabei folgende Symmetrieeigens
haften der Clebs
h-Gordan- Ko-eÆzienten 4: � M1�1 M2�2 ���� M� � = � M� ���� M1�1 M2�2 � (2.23)� M1�1 M2�2 ���� M� � = �1 � � M2�2 M1�1 ���� M� � (2.24)M 1 8S 8A 10 10� 27�1 1 1 �1 �1 �1 1Die obige Tabelle legt nahe, zwei F�alle f�ur die Multipletts zu unters
heiden:Fall 1: M = 1; 8S oder 27Fall 2: M = 8A; 10 oder 10�Damit m�ussen nur f�ur 5 der 8 gew�ahlten Indexkombinationen in (2.21a{2.21h) dieKoeÆzienten DMab
d bere
hnt werden. Zus�atzli
h gelten folgende Identit�aten:Fall 1: DM8383 = DM8338 (2.25a)DM1331 = DM1313 (2.25b)DM1761 = �DM1617 (2.25
)Fall 2: DM8383 = �DM8338 (2.26a)DM1331 = �DM1313 (2.26b)DM1761 = DM1617 (2.26
)DM1176 = 0 (2.26d)Der KoeÆzient DM1176 mu� also nur im Fall 1 ber�u
ksi
htigt werden. Mit den Rela-tionen (2.25a{2.26d) vereinfa
ht si
h das Glei
hungssystem (2.22a{2.22h):4Wir benutzen f�ur den Phasenfaktor �1 die Konvention aus [21℄.22



Fall 1: UM1 = DM8888 � 2DM8383UM2 = DM3838UM3 = DM3838UM5 = DM1331 � DM3838UM6 = �DM1331 + DM3838UM13 = � 3DM1176UM14 = 4DM1761 + DM1176UM15 = � 4DM1761 + DM1176Fall 2: UM1 = DM8888UM2 = DM3838UM3 = �DM3838UM5 = DM1331 + DM3838UM6 = DM1331 + DM3838UM13 = 2DM1761UM14 = � 2DM1761UM15 = � 2DM1761Die 5 KoeÆzientenDM8888, DM3838, DM1331,DM1761 und DM1176 lassen si
h mit (2.18), (2.19)und (2.20) bere
hnen:DM8888 =  M(0; 0; 0) ����� 8(0; 0; 0) 8(0; 0; 0) !2DM3838 = IMmaxXI=IMmin +IXm=�I  M(0; I;m) ����� 8(0; 1; 0) 8(0; 0; 0) !2DM1331 = 1=2 IMmaxXI=IMmin +IXm=�I"  M(0; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(0; 1; 0) ! �  M(0; I;m) ����� 8(0; 1; 0) 8(0; 1; 1) !+ 2 M(0; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(0; 1; 0) ! �  M(0; I;m) ����� 8(0; 1; 0) 8(0; 1;�1) !+  M(0; I;m) ����� 8(0; 1;�1) 8(0; 1; 0) ! �  M(0; I;m) ����� 8(0; 1; 0) 8(0; 1;�1) ! #23



DM1761 = i=4 YMmaxXY=Y Mmin IMmaxXI=IMmin +IXm=�I"  M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(1; 12 ;�12) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(1; 12 ;�12) 8(0; 1; 1) !+ 2 M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(1; 12;�12) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(1; 12 ;�12) 8(0; 1;�1) !� 2 M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(�1; 12 ; 12) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(�1; 12; 12) 8(0; 1;�1) !� M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(�1; 12 ; 12) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(�1; 12 ; 12) 8(0; 1; 1) !+ M(Y; I;m) ����� 8(0; 1;�1) 8(1; 12 ;�12) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(1; 12 ;�12) 8(0; 1;�1) !� M(Y; I;m) ����� 8(0; 1;�1) 8(�1; 12; 12) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(�1; 12 ; 12) 8(0; 1;�1) ! #DM1176 = � i=4 Y MmaxXY =YMmin IMmaxXI=IMmin +IXm=�I"  M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(0; 1; 1) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(1; 12 ;�12) 8(1; 12;�12) !+ 2 M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(0; 1;�1) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(1; 12;�12) 8(1; 12 ;�12) !� 2 M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(0; 1;�1) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(�1; 12 ; 12) 8(�1; 12; 12) !� M(Y; I;m) ����� 8(0; 1; 1) 8(�1; 12 ; 12) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(�1; 12 ; 12) 8(0; 1; 1) !+ M(Y; I;m) ����� 8(0; 1;�1) 8(0; 1;�1) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(1; 12 ;�12) 8(1; 12;�12) !� M(Y; I;m) ����� 8(0; 1;�1) 8(0; 1;�1) ! �  M(Y; I;m) ����� 8(�1; 12; 12) 8(�1; 12 ; 12) ! #Ber�u
ksi
htigt man die Fallunters
heidung f�ur die Multipletts, so lassen si
h mit(2.23) und (2.24) in den letzten beiden KoeÆzienten no
h jeweils zwei Summandenzusammenfassen. Dies verringert den Re
henaufwand aber nur unwesentli
h.24



Die e�ektiven Summationsgrenzen in den obigen Summen h�angen ni
ht nur von dengew�ahlten Quantenzahlens�atzen, sondern au
h von dem zugeh�origen Farbmultiplettab und sind in [21℄ na
hzulesen.Die Re
hnungen wurden mit einem Maple-Programm dur
hgef�uhrt und sind infolgender Tabelle zusammengefa�t:DMab
d 1 8S 8A 10 10� 27(8888) 1/8 1/5 0 0 0 27/40(3838) 0 1/5 0 1/4 1/4 3/10(1331) 0 0 �1=3 �1=12 �1=12 1/2(1761) 0 0 0 �i=8 i/8 0(1176) 0 0 0 0 0 0Dur
h Einsetzen der 5 KoeÆzienten in das Glei
hungssystem (2.22a{2.22h) las-sen si
h nun die Farbstruktur-KoeÆzienten UMj angeben:D1ab
d = 1=8 ÆabÆ
d (2.27)D8Sab
d = �1=5 ÆabÆ
d + 1=5 Æa
Æbd + 1=5 ÆadÆb
� 1=5 fa
nfdbn + 1=5 fadnfb
n (2.28)� = 3=5 dabnd
dn �D8Aab
d = � 1=3 fa
nfdbn � 1=3 fadnfb
n (2.29)� = 1=3 fabnf
dn �D10ab
d = 1=4 Æa
Æbd � 1=4 ÆadÆb
 + 1=6 fa
nfdbn + 1=6 fadnfb
n� i=4 dabnf
dn + i=4 da
nfdbn + i=4 dadnfb
n (2.30)D10�ab
d = 1=4 Æa
Æbd � 1=4 ÆadÆb
 + 1=6 fa
nfdbn + 1=6 fadnfb
n+ i=4 dabnf
dn � i=4 da
nfdbn � i=4 dadnfb
n (2.31)D27ab
d = 3=40 ÆabÆ
d + 3=10 Æa
Æbd + 3=10 ÆadÆb
+ 1=5 fa
nfdbn � 1=5 fadnfb
n (2.32)25



Aufgrund der Vollst�andigkeitseigens
haft und der Orthonormierungsrelationender Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten [19℄ lassen si
h einige | lei
ht dur
hf�uhrbare |"Summenregel-Che
ks" angeben, die die Ri
htigkeit unserer Re
hnungen best�atigen.So erh�alt man beispielsweise bei vertikaler Summation der KoeÆzienten �uber alleMultipletts: 1=8 � 1=5 + 3=40 = 01=5 + 1=4 + 1=4 + 3=10 = 11=5 � 1=4 � 1=4 + 3=10 = 0� 1=5 � 1=3 + 1=6 + 1=6 + 1=5 = 01=5 � 1=3 + 1=6 + 1=6 � 1=5 = 0� i=4 + i=4 = 0i=4 � i=4 = 0i=4 � i=4 = 0Dies entspri
ht gerade der Identit�at:XM=1;::;27 X�M=0;::;M�1 � 8a 8b ���� M�M � � M�M ���� 8
 8d � = Æa
 Æbd2.3.4 Zweite EntkopplungDie Umkehrung des Glei
hungssystems (2.27{2.32) liefert folgende Entwi
klung f�urdie Farbtensoren:C1 = ÆabÆbd = 8 D1ab
dC2 = Æa
Ædb = D1ab
d + D8Sab
d + D8Aab
d + D10ab
d + D10�ab
d + D27ab
dC3 = ÆadÆb
 = D1ab
d + D8Sab
d � D8Aab
d � D10ab
d � D10�ab
d + D27ab
dC5 = fa
nfdbn = � 3 D1ab
d � 3=2 D8Sab
d � 3=2 D8Aab
d + D27ab
dC6 = fadnfb
n = 3 D1ab
d + 3=2 D8Sab
d � 3=2 D8Aab
d � D27ab
d� C13 + C14 + C15= � dabnf
dn + da
nfdbn + dadnfb
n = 2 i (D10ab
d � D10�ab
d)26



Die letzte Zeile zeigt, da� eine Zuordnung der Farbtensoren zu den Farbmulti-pletts nur m�ogli
h ist, wenn man f�ur die Farbkomponenten der Kanalamplitude Xsdie Identit�at X13;s = � X14;s = � X15;sfordert. Diese Eins
hr�ankung wurde aber s
hon fr�uher in (2.9) zur Kenntnis genom-men.Wir setzen nun die Farbtensoren in die Basisentwi
klung (2.6) ein und fassen dieSummanden ans
hlie�end neu zusammen:Xs;ab
d = C1(ab
d)X1;s + C2(ab
d)X2;s + C3(ab
d)X3;s+C5(ab
d)X5;s + C6(ab
d)X6;s + C13(ab
d)X13;s+C14(ab
d)X14;s + C15(ab
d)X15;s= 8D1ab
d X1;s+(D1ab
d + D8Sab
d + D8Aab
d + D10ab
d + D10�ab
d + D27ab
d) X2;s+(D1ab
d + D8Sab
d � D8Aab
d � D10ab
d � D10�ab
d + D27ab
d) X3;s� (3D1ab
d + 3=2 D8Sab
d + 3=2D8Aab
d � D27ab
d) X5;s+ (3D1ab
d + 3=2 D8Sab
d � 3=2D8Aab
d � D27ab
d) X6;s� 2 i (D10ab
d � D10�ab
d) X13;s= D1ab
d (8X1;s + X2;s + X3;s � 3X5;s + 3X6;s)+ D8Sab
d (X2;s + X3;s � 3=2X5;s + 3=2X6;s)+ D8Aab
d (X2;s � X3;s � 3=2X5;s � 3=2X6;s)+ D10ab
d (X2;s � X3;s � 2iX13;s)+ D10�ab
d (X2;s � X3;s + 2iX13;s)+ D27ab
d (X2;s + X3;s + X5;s � X6;s)= D1ab
dX1s + D8Sab
dX8Ss + D8Aab
d X8As+ D10ab
dX10s + D10�ab
dX10�s + D27ab
dX27s (2.33)In der letzten Zeile wurden ni
ht mehr die Bezei
hnungen aus Abs
hnitt 2.4.27



verwendet, sondern die Multiplettamplituden XMs eingef�uhrt; die Linearkombina-tionen sind aber dieselben wie in (2.11a{2.11f). Ihre Bedeutung ist damit gekl�art;sie stellen die Partialamplitudenmit guter d. h. erhaltener Gesamt-Farbquantenzahlbez�ugli
h des hier ausgezei
hneten s-Kanals dar.2.4 ZusammenfassungDie Analyse der Farbdynamik der Bethe-Salpeter-Glei
hung f�uhrt also zu folgendemErgebnis:� Die Integralglei
hung (1.16) f�ur den Bindungspol-Anteil der 4-Gluon-Kanalam-plitude Xs;ab
d bes
hreibt | in Form eines gekoppelten Glei
hungssystems f�urdie Farbkomponenten der Entwi
klung (2.6) | glei
hzeitig se
hs vers
hiedeneFarbmultipletts, die jeweils erhaltenen Farbquantenzahlen des Gluonium-Bin-dungszustandes im s-Kanal entspre
hen.� Die Farbstruktur DMab
d dieser Multipletts l�a�t si
h au
h na
h der benutztenBasis von Farbtensoren fC ig entwi
keln (2.27{2.32). Ein Verglei
h mit derBasisentwi
klung (2.6) liefert au�erdem f�ur die Multiplettamplituden XMs zu-geh�orige Linearkombinationen (2.11a{2.11f) der Farbkomponenten Xi;s .� Diese Linearkombinationen entkoppeln s
hlie�li
h | zusammen mit (2.12a{2.12f) | das Glei
hungssystem, so da� die se
hs resultierenden Integralglei-
hungen (2.10a{2.10f) f�ur die Multiplettamplituden keine Farbdynamik mehrenthalten.� Die Farbkomponenten X13;s , X14;s und X15;s erf�ullen die Identit�at (2.9) undsind nur f�ur die Farbdekuplett-Kan�ale von Bedeutung.Damit lassen si
h im Rahmen dieser Arbeit, die ledigli
h den Farbsingulett-Kanal behandeln soll, die symmetris
hen Strukturkonstanten dab
 in sp�aterenAns�atzen f�ur den Residuumtensor und den Kern ganz weglassen.
28



Kapitel 3Eliminierung der Geister-Beitr�agein Ordnung (g0)Die Fadde'ev-Popov-Geister werden bei der Quantisierung des ni
htabels
hen Ei
h-feldes im Pfadintegralformalismus eingef�uhrt, um die redundanten Freiheitsgrade derTheorie auszuglei
hen, die bei einem allein �uber das lokale Ei
hprinzip konstruiertenWirkungsfunktional unvermeidbar sind. Die Geister verhalten si
h als Grassmann-wertige Felder dabei in der st�orungstheoretis
hen Behandlung wie Fermionen, ob-wohl die Impulsstruktur ihres rein perturbativen Propagators nullter Ordnung~D(0)pertab (Q) = � Æab 1Q2 (3.1)der eines masselosen Bosons entspri
ht.Wir wollen in diesem Kapitel dur
h allgemeine �Uberlegungen zum Konvergenz-verhalten von ober
�a
hli
h divergenten S
hleifen zeigen, da� die | im allgemeinenvorhandene | Gluon-Geist-Kopplung in der Bethe-Salpeter-Glei
hung in Ordnung(g0) f�ur den Farbsingulett-Kanal keinen Beitrag liefert.In einer Bes
hreibung dur
h Feynman-Diagramme m�ussen wir in diesem Kapitelzwei graphis
he Elemente unters
heiden: Der volle transversale Gluonpropagator innullter Ordnung der erweiterten St�orungstheorieQ�; a �; b = D(0;1)��T;ab (Q) (3.2)wurde s
hon im ersten Kapitel benutzt und wird sp�ater in (4.28) spezi�ziert wer-den. Der volle Geist-Propagator in nullter Ordnung der erweiterten St�orungstheorie(3.12) besitzt aufgrund seines Fermion-Charakters eine eindeutige Orientierung undwird folgenderma�en bezei
hnet:-q q q q q q q q q q q q q q q q q qQa b = ~D(0;1)ab (Q) (3.3)29



Wir erweitern nun die graphis
he Darstellung der homogenen Bethe- Salpeter-Glei
hung (1.21), wie es die Feynman-Regeln der QCD unter Einbeziehung derGluon-Geist-Kopplung [3℄ verlangen.Dabei fordern wir die �ubli
he Faktorisierungseigens
haft der Residuen, d. h. sie sol-len Summen von Termen sein, die jeweils bez�ugli
h der zwei Seiten des s-Kanalsfaktorisieren.Unterstellen wir, da� die entspre
henden Faktoren | die sogenannten Bethe-Salpeter-Amplituden | linear unabh�angig sind [11℄, so l�a�t si
h die vollst�andigehomogene Integralglei
hung im Farbsingulett-Kanal f�ur die Ordnung (g0) der er-weiterten St�orungstheorie folgenderma�en s
hreiben:'& (SING)s�!O(g0)P 2=�u001;2�2 (SING)s
(SING)s
�!
�!O(g0)
O(g0)
P 2=�u001;2�2
P 2=�u001;2�2

&%'$ '&= 12 g20 � Ks�� ���� ����� ������ ��� &%'$ '&� g20 � K0s���� ��� ��� q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q q q q q q-� (3.4)Dabei wurden wieder alle Impulse sowie Farb- und Lorentzindizes unterdr�u
kt, dasie in diesem Kapitel ni
ht ben�otigt werden.Die Pfeile in der zweiten S
hleife des obigen Diagramms bes
hreiben wie in (3.3)| im Gegensatz zum ersten Kapitel | keine Impulsri
htung, sondern deuten wiederden Fermion-Charakter der beiden Geisterlinien an. Da die Summe aller Geist- undAntigeistlinien in jedem Vertex vers
hwinden mu� (Erhaltung der Geistzahl) [3℄,liegt f�ur jede Skelettgraphentwi
klung des Kerns K 0s tats�a
hli
h eine geri
htete,ges
hlossene Geisters
hleife vor, die na
h den Feynman-Regeln der QCD [3℄ einnegatives Vorzei
hen und keinen Symmetriefaktor liefert.30



Die breite Doppellinie bei den Residuumsfaktoren symbolisiert vers
hiedene erhal-tene Quantenzahlen des Bindungszustandes im s-Kanal und bes
hreibt ein | imPrinzip | beoba
htbares physikalis
hes Teil
hen."Gemis
hte" Residuumsfaktoren des Typs'&���� ��� qqqqqqq 	 oder ,$% (3.5)�������q q q q q q qIbei denen der zugeh�orige Bindungszustand ein Grassmann-wertiges Vektorfeld mitGeistzahl � 1 sein m�u�te, k�onnen in (3.4) ni
ht direkt, sondern allenfalls implizit inden Kernen auftreten, da der 1-Geist-1-Gluon-Kanal auf Grund der Erhaltung derGeistzahl vom "horizontalen" Kanal gar ni
ht errei
hbar ist.Wir nehmen hier dar�uber hinaus an, da� ein derartiger unphysikalis
her Bindungspolbzw. Vertex si
h �uberhaupt ni
ht ausbildet, d. h. da� Terme des Typs (3.5) identis
hvers
hwinden. Eine m�ogli
he Methode f�ur die �Uberpr�ufung der Konsistenz dieserAnnahme werden wir am S
hlu� des Kapitels andeuten.Wir wollen nun zeigen, da� der Residuumsfaktor mit zwei Geisterbeinen in nullterSt�orungsordnung im Farbsingulett-Kanal'&���� qqqqqqqR	 qqqqqqq (SING)s�!O(g0) (3.6)ebenfalls vers
hwindet und damit alle Geister-Beitr�age im Rahmen dieser Arbeitverna
hl�assigt werden k�onnen.Dazu nehmen wir an, da� der zugeh�orige analytis
he Ausdru
k zwar die Massen-dimension +1 besitzt, aber als Residuumsfaktor eines logarithmis
h divergenten4-Punkt-Vertex h�o
hstens Terme der Ordnung (q0) bez�ugli
h des �au�eren Relativ-impulses enth�alt.Dies ist anders als beim na
kten, st�orungstheoretis
hen 3-Gluon-Vertex, der bez�ugli
hbeider unabh�angiger Impulse lineare Anteile besitzt:31



x�������� ����p1; �p2; � P; �ab 
 = �(0)pert;���3; ab
 (p;P )= i fab
 " Æ�� �3P2 + p�� + Æ�� ��3P2 + p�� � 2 Æ�� p� # (3.7)Eine Sonderstellung nimmt in diesem Zusammenhang der na
kte, st�orungstheoreti-s
he Geist-Geist-Gluon-Vertex 1 ein:xqqqqqqqqqq R���� qqqqqqqqqq 	p1p2 P; �ab 
 = ~�(0)pert;�3; ab
 (p;P )= i fab
 �P2 � p�� (3.8)Seine asymmetris
he Impulsstruktur bewirkt, da� er bei der Impulspotenzabz�ahlungin S
hleifen, die auf den ersten Bli
k eine logarithmis
he Divergenz ausbilden, ef-fektiv nur mit einer Potenz +1=2 beitr�agt und folgli
h die zugeh�origen Integraletats�a
hli
h ober
�a
hli
h konvergent sind [3℄.Diese Eigens
haft, die si
h im �ubrigen auf den angezogenen Geist-Geist- Gluon-Vertex �ubertr�agt, wird si
h als S
hl�ussel f�ur die Eliminierung der Geister-Beitr�agein Ordnung (g0) erweisen.Der Residuumsfaktor (3.6) erf�ullt eine zweite Integralglei
hung vom selben Typwie (3.4):1Wir w�ahlen hier die Konvention aus [7℄, d. h. es tritt immer der Impuls des einlaufendenGeisterbeins explizit auf. 32



'& (SING)s�!O(g0)P 2=�u001;2�2 (SING)s
(SING)s
(SING)s
�!
�!
�!
O(g0)
O(g0)
O(g0)
P 2=�u001;2�2
P 2=�u001;2�2
P 2=�u001;2�2

&%'$
&%'$
&%'$

'&'&'&

= 12 g20 � ~K0s�� ���� ��qqqqqqq qqqqqqqR	 R
R
R
	
	
	

qqqqqqq qqqqqqq� 12 g20 �
� 12 g20 �

K00s
~K00s

��
������
qqqqqqq qqqqqqq qqqqqqq qqqqqqq
q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q q q q q q
q q q q q q q q q q q q q qq q q q q q q q q q q q q q

-
-
�� (3.9)Die negativen Vorzei
hen der beiden Geisters
hleifen sind hier nur Konvention: siem�ussen bei Skelettgraphentwi
klungen der Kerne genau dann ber�u
ksi
htigt wer-den, wenn der Gesamtgraph tats�a
hli
h eine ungerade Anzahl von ges
hlossenenGeisters
hleifen enth�alt.Warumwerden hier �uberhaupt zwei Geisters
hleifen getrennt behandelt und ni
htwie in (3.4) zu einer S
hleife ohne Symmetriefaktor zusammengefa�t?Der Grund ist nat�urli
h in der fehlenden Partialsymmetrie der Bethe-Salpeter-Kerne zu �nden: Da die geri
hteten, �au�eren Geisterbeine der Invarianz unter einerSymmetrie-Transformation des Typs (1.14a{1.14b) entgegenstehen, sind die Ker-ne K 00s und ~K 00s tats�a
hli
h vers
hieden, was si
h s
hon bei den einfa
hsten Ske-33



lettgraphentwi
klungen zeigt. Eine Spezi�zierung der Kerne in Ordnung (g0) dererweiterten St�orungstheorie ma
ht dies deutli
her:W�ahlen wir einen der Box-Graphen auf 1-S
hleifen-Niveau 2x xx xqqqqqqqqqq q q q q q q q q q qR Iqqqqqqqqqqq qqqqqqqqqqq��
����
��? 6qqqqqqqqqq q q q q q q q q q q	 �p1; a

p2; b p3; 

p4; d = ~B(1)st; ab
d(p; p0;P ) (3.10)

als typis
hen | auf den ersten Bli
k logarithmis
h divergenten | Anteil des KernsK 00s in Ordnung (g2) , so zeigt si
h bei der Potenzabz�ahlung unter Ber�u
ksi
htigungvon (3.8), da� der ober
�a
hli
he Divergenzgrad d = �2 vorliegt. Dasselbe Verhaltenbeoba
htet man au
h bei dem Kern ~K 00s ; folgli
h handelt es si
h bei beiden Kernene�ektiv um konvergente Amplituden. Damit kann au
h der an Divergenzen gekop-pelte 1=g2-Me
hanismus [15℄, den wir im f�unften Kapitel vorstellen werden, ni
htwirken und die Kerne enthalten in Ordnung (g0) der erweiterten St�orungstheorienur 1-Gluon-Austaus
hgraphen in den gekreuzten Kan�alen sowie eventuelle Pole derOrdnung (g0) in den gekreuzten Farbsingulett- und Farboktett-Kan�alen.Ein genauer Bli
k auf die Struktur der Kerne zeigt dabei, da� jeder der beiden we-gen der strengen Erhaltung der Geistzahl nur genau einen 1-Gluon-Austaus
hgraphenim t-Kanal bzw. im u-Kanal besitzt. Dur
h den Me
hanismus des kompensierendenPols [7℄ werden dann beide (auf Stufe r=1) jeweils gerade dur
h genau einen Pol inden gekreuzten Farboktett-Kan�alen "ges
hlu
kt", so da� nur die beiden Pole in dengekreuzten Farbsingulett-Kan�alen �ubrigbleiben.Diese Argumentation bleibt au
h ri
htig, falls Graphen mit einer h�oheren Anzahlvon S
hleifen hinzugenommen werden. Jede neue divergente S
hleife, die beispiels-weise dur
h das Einsetzen von Insertionen [3℄ zustandekommen w�urde, ist immermit mindestens zwei g-Faktoren verbunden, so da� si
h die zur Modi�zierung dernullten Ordnung erforderli
he Anzahl von ni
htperturbativen Logarithmen [7℄ ni
htausbilden kann.Beim Ersetzen der Kerne K 00s und ~K 00s in (3.9) dur
h die zugeh�origen gekreuztenFarbsingulett-Pole entstehen die beiden folgenden S
hleifen:2Die untere Indexkombination "st" kennzei
hnet die beiden Kan�ale, in denen der Graph 2-Teil
hen-reduzibel ist. 34
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(SING)t
(SING)u

'&
'&

(SING)s
(SING)s
�!
�!O(g0)
O(g0)
P 2=�u001;2�2
P 2=�u001;2�2

?
?Bei der Abz�ahlung von Impulspotenzen in den beiden S
hleifen erh�alt man wegendes Polfaktors in den entspre
henden Mandelstam-Variablen t bzw. u und wegendes s
hon fr�uher geforderten Impulsverhaltens der Residuen:n = 3 � (�2) + 3 � 0 = �6Folgli
h besitzen sie den ober
�a
hli
hen Divergenzgrad d = �2 und sind in vierDimensionen konvergent.Damit kann die Geisters
hleife in (3.9) zur selbstkonsistenten Reproduktion vonResiduumsfaktoren der Form (3.6) in nullter St�orungsordnung ni
ht beitragen.Bei der Behandlung der Gluons
hleife in (3.9) gehen wir v�ollig analog vor:Betra
hten wir wieder einen Box-Graphen als typis
hes Beispiel f�ur die m�ogli-
herweise divergenten Anteile des Kerns ~K 0s , so f�uhrt eine Abz�ahlung der Impul-spotenzen unter Ber�u
ksi
htigung von (3.8) diesmal auf den ober
�a
hli
hen Diver-gengrad d = �1 . Damit ist au
h dieser Kern e�ektiv eine konvergente Amplitudeund h�ohere Skelettgraphentwi
klungen mit zwei oder mehr S
hleifen k�onnen �uberden 1=g2-Me
hanismus ni
ht zur Ordnung (g0) beitragen.Da die Residuen von eventuellenBindungspolen in den gekreuzten Kan�alen au�er-dem in diesem Fall nur Faktoren der Form (3.5) enthalten, besitzt der Kern ~K 0s also35



in Ordnung (g0) der erweiterten St�orungsre
hnung nur die 1-Geist-Austaus
hgraphenin den gekreuzten Kan�alen.Es sollte erw�ahnt werden, da� f�ur letztere ein kompensierender Pol im entspre-
henden Vertex ni
ht zu fordern ist, da der Geist-Propagator bei einer Erweiterungdur
h die erste Stufe der rationalen Approximation, wie wir sie im vierten Kapiteleinf�uhren werden, seinen Pol im Ursprung der euklidis
hen Q2-A
hse beh�alt:~D(0;1)ab (Q) = � Æab Q2 + ~u1;2�2Q2(Q2 + ~u1;1�2)= � Æab ~u1;2~u1;1 1Q2 + �massiver Pol� (3.12)Die Bes
hr�ankung auf eine Con�nement zeigende L�osung l�a�t aber einen sol
henPol f�ur unphysikalis
he Linien dur
haus zu.Beim Ersetzen des Kerns ~K 0s dur
h die beiden 1-Geist-Austaus
hgraphen in dengekreuzten Kan�alen entstehen folgende S
hleifen:��
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Beide S
hleifen ergeben wegen (3.8) und (3.12) bei der Abz�ahlung der Impulspoten-zen: n = 3 � (�2) + 2 � 1=2 = �5Damit besitzen sie den ober
�a
hli
hen Divergenzgrad d = �1 und sind ebenfallsin vier Dimensionen konvergent.Daraus folgt aber, da� au
h die Gluons
hleife in (3.9) keine selbstkonsistenteReproduktion von (3.6) im Farbsingulett-Kanal in Ordnung (g0) zul�a�t und folgli
hnur die triviale L�osung der Integralglei
hung (3.9)'&���� qqqqqqqR	 qqqqqqq (SING)s�!O(g0) = 0existiert, was wir zur Eliminierung der Geister-Beitr�age in (3.4) zeigen mu�ten.Abs
hlie�end k�onnte man nun eine zu (3.4) oder (3.9) analoge Bethe-Salpeter-Glei
hung f�ur den Residuumsfaktor (3.5) aufstellen und si
h dur
h entspre
hendmodi�zierte Wiederholung der obigen Argumentation davon �uberzeugen, da� dieAnnahme des Vers
hwindens von (3.5) in si
h konsistent ist.Es mu� no
hmals betont werden, da� die S
hl�usse dieses Kapitels nur f�ur dieOrdnung (g0) der erweiterten St�orungsre
hnung gelten und da� hier ni
ht unter-su
ht wird, ob etwa dur
h eine Teilsummation der g2-Reihe einzelne Beitr�age derGeisters
hleife in (3.4) stabilisiert werden k�onnten.
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Kapitel 4Ans�atze f�ur die Tensor- und dieImpulsstruktur4.1 Notationen f�ur die LorentztensorenEine vollst�andige Behandlung der Lorentz-Tensor-Struktur unserer Integralglei
hungist mit 138 Lorentztensoren �uberaus umfangrei
h. In der Landau-Ei
hung werdenallerdings dur
h die Transversalit�at der �au�eren und inneren Gluonbeine sehr vieleAnteile mit zwei Impulspotenzen und einem Krone
ker-Symbol oder mit vier Im-pulspotenzen eliminiert. Au�erdem zwingt die partielle Bosesymmetrie im s-Kanalden freien Parametern sehr viele Bedingungen auf.Wir w�ahlen daher im wesentli
hen die folgenden drei dimensionslosen Lorentz-tensoren f�ur unsere Ans�atze:L(����)0 = 1=D Æ��Æ�� (4.1)L(����)+ = 1=2 (Æ��Æ�� + Æ��Æ��) � 1=D Æ��Æ�� (4.2)L(����)� = 1=2 (Æ��Æ�� � Æ��Æ��) (4.3)Sie erf�ullen die Projektor-Identit�atL(����)i L(����)j = Æij L(����)i (f�ur i; j = 0;+;�) (4.4)und besitzen eine eindeutige Partialsymmetrie im s-Kanal bez�ugli
h der Operationen(1.12a{1.14b):� Die Tensoren L0 und L+ sind symmetris
h.� Der Tensor L� ist antisymmetris
h.38



Au�erdem treten bei der sp�ateren Auswertung des S
hleifenintegrals aus (1.23) no
hdrei weitere | ebenfalls dimensionslose | Lorentztensoren auf:M (������)1 := Æ�� ( Æ�� Æ�� + Æ�� Æ�� )+ Æ�� ( Æ�� Æ�� + Æ�� Æ�� ) (4.5)M (������)2 := Æ�� ( Æ�� Æ�� + Æ�� Æ�� )+ Æ�� ( Æ�� Æ�� + Æ�� Æ�� )+ Æ�� ( Æ�� Æ�� + Æ�� Æ�� )+ Æ�� ( Æ�� Æ�� + Æ�� Æ�� ) (4.6)N (����)+ (P ) := 1=2  P � P ��2 Æ�� + P � P ��2 Æ�� ! (4.7)4.2 Die erste Stufe der faktorisierenden, ratio-nalen ApproximantenWir benutzen f�ur den Gluonpropagator und die 4-Punkt-Amplituden neben der�ubli
hen st�orungstheoretis
hen Entwi
klung na
h Potenzen der quadratis
hen Kopp-lungskonstanten g2 eine Modi�zierung der Impulsabh�angigkeiten dur
h faktorisie-rende, rationale Approximanten.Diese bilden f�ur jede St�orungsordnung eine Sequenzvon gebro
hen rationalen Funktionen in den unabh�angigen Impulsvariablen des ent-spre
henden Vertex [12℄ [7℄.Die Erweiterungen dur
h rationale Approximanten m�ussen in jeder Stufe einigenphysikalis
hen Forderungen gen�ugen:� Um das Con�nement zu bes
hreiben, darf der transversale Gluonpropagatorkeinen Pol auf der reellen A
hse besitzen. Er kann allerdings Paare zuein-ander komplex konjugierter Pole in der komplexen Q2-Ebene haben, wie siedur
h Jet-Experimente angeregt werden. Die Masse und die Lebensdauer die-ser kurzlebigen Gluonen wird dann dur
h dasjenige Polpaar bestimmt, dessenPositionen dem Ursprung am n�a
hsten liegen. Dieser Gesi
htspunkt wurdeau
h s
hon im dritten Kapitel in Glei
hung (3.12) benutzt, um den Pol desunphysikalis
hen Geist-Propagators bei Q2 = 0 interpretieren zu k�onnen.Es wird also aus der S
har aller m�ogli
hen Approximanten eine spezielle Teil-folge, n�amli
h die mit ungeradem Nennergrad r des 2-Punkt-Vertex (oder un-geradem Z�ahlergrad des Propagators), ausgew�ahlt.� Damit alle modi�zierten Vertizes no
h perturbativ renormierbar bleiben, soll-ten unsere Ans�atze f�ur gro�e Impulse in ihre rein st�orungstheoretis
hen Anteile39



�ubergehen. Dies stellt au�erdem die G�ultigkeit der "naiven" asymptotis
henFreiheit si
her 1.� Aus Gr�unden der Dyson-S
hwinger-Selbstkonsistenz [12℄ wird eine Faktorisie-rungseigens
haft gefordert, d.h. es sind nur Br�u
he erlaubt, deren Nenner inallen einlaufenden Impulsvariablen mit konstanten Polstellen 2 faktorisieren.Eine ausf�uhrli
he Diskussion der faktorisierenden, rationalen Approximanten �ndetsi
h in [12℄. Allerdings sind konkrete Anwendungen dieses S
hemas bisher nur auferster Stufe, d. h. bei Bes
hr�ankung auf einen Nennerfaktor pro invarianter Varia-ble, gelungen. Wir werden im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls nur die erste Stufeder allgemeinen Sequenz benutzen, so da� si
h als Bausteine die folgenden dimensi-onslosen Polfaktoren anbieten:�i := �2p2i + u001;2�2 (4.8)�Q1;2 := �2�P2 � q�2 + u001;2�2 (4.9)�s := �2P 2 + u001;2�2 (4.10)�u;t := �2(p � q)2 + u001;2�2 (4.11)Folgende Abk�urzungen erweisen si
h sp�ater bei Entwi
klungen na
h Potenzendes Integrationsimpulses q als n�utzli
h:f(p; q) := �(p + q)2 + u001;2�2��(p � q)2 + u001;2�2� (4.12) = �4 ��1u ��1t !g(q; P ) :=  �P2 � q�2 + u001;2�2! �P2 + q�2 + u001;2�2! (4.13) = �4 ��1Q1 ��1Q2 !1Wegen der Dimensionslosigkeit unserer Ans�atze ist diese Forderung glei
hbedeutend mit demVers
hwinden der Ans�atze bei Abs
halten der ni
htperturbativen Massenskala � !2Die Parametrisierung mu� dabei auf der Stufe r=1 dur
h den Massenparameter u001;2 erfolgen!40



Im Ansatz f�ur den Bethe-Salpeter-Kern werden wir die folgenden s-Kanal-sym-metris
hen Kombinationen Fi;s und s-Kanal- antisymmetris
hen KombinationenGi;s der Polfaktoren (4.8{4.11) benutzen 3:F1;s = �1 +�2 +�3 +�4 (4.14)F2;s = (�1 +�2)��3�4 + �4�3 � 2�+ ��1�2 + �2�1 � 2� (�3 +�4) (4.15)F6;s = �1�2 ��3�4 + �4�3 � 2�+ ��1�2 + �2�1 � 2��3�4 (4.16)F7;s = (�1 +�2)(�3 +�4) (4.17)F8;s = 1�s��1�2(�3 +�4) + (�1 +�2)�3�4� (4.18)F9;s = �1�2 +�3�4 (4.19)F11;s = �1�2(�3 +�4) + (�1 +�2)�3�4 (4.20)F12;s = 1�s�1�2�3�4 (4.21)F13;s = �1�2�3�4 (4.22)F14;s = �1�2 � 1�3 + 1�4�+ � 1�1 + 1�2��3�4 (4.23)G3;s = (�1 ��2)��4�3 � �3�4�+ ��2�1 � �1�2� (�3 ��4) (4.24)G5;s = (�1 ��2)(�3 ��4) (4.25)G6;s = �u� t�2 ���1�2(�3 +�4) + (�1 +�2)�3�4� (4.26)G8;s = �u� t�2 ��1�2�3�4 (4.27)Es lassen si
h no
h weitere invariante Funktionen aus den Polfaktoren bilden, diezwar auf den ersten Bli
k alle genannten Forderungen erf�ullen, aber bei den sp�ater3Aus Gr�unden der partiellen Bose-Symmetrie treten die gekreuzten Mandelstam-Variablen uund t nur in den Kombinationen u + t und u � t auf. Die erste Kombination l�a�t si
h dabeiwegen (1.10) au
h dur
h s ausdr�u
ken. 41



auszuf�uhrenden Crossing-Operationen verbotene, d. h. die perturbative Renormier-barkeit verletzende, Beitr�age liefern.Da wir im Rahmen dieser Arbeit aus Gr�unden der Komplexit�at eine Auswahltre�en m�ussen, werden wir uns auf die 14 invarianten Impulsfunktionen (4.14{4.27)bes
hr�anken. Diese sind dadur
h ausgezei
hnet, da� sie bez�ugli
h der Crossing-Algebra (Anhang C) ein abges
hlossenes System bilden. Die Kombination F14;s(4.23) verletzt zwar an dieser Stelle die Forderung na
h perturbativer Renormier-barkeit; sie wird aber sp�ater im Ansatz f�ur den Bethe-Salpeter-Kern ben�otigt, umh�oher divergente Anteile aus den gekreuzten Residuumtensoren zu kompensieren.Sie vers
hwindet allerdings in der Gesamtamplitude T4 , die als einzige amputierte4-Punkt-Funktion in h�oheren Skelettgraphentwi
klungen vorkommt.Wir sind nun in der Lage, den Farbsingulett-Kanal der Integralglei
hung (1.23)au
h in seiner Lorentz-und Impulsstruktur zu bes
hreiben. Dabei werden uns nur diedivergenten Anteile des S
hleifenintegrals und deshalb in na
hfolgenden Ans�atzennur positive Ordnungen im Integrationsimpuls q interessieren. Diese Eins
hr�ankungsoll erst im n�a
hsten Kapitel bei der Bes
hreibung des 1=g2-Me
hanimus begr�undetwerden.4.3 Der Gluonpropagator in Landau-Ei
hungDie Farbstruktur des Gluonpropagators wurde s
hon vorher in (2.4) bes
hrieben.Wir w�ahlen die Landau-Ei
hung und setzen den damit rein transversalen Gluonpro-pagator in Ordnung (g0) der erweiterten St�orungstheorie folgenderma�en an [12℄:D��T;ab(Q) = Æab D(0;1)��T (Q)= Æab (Æ��Q2 � Q�Q�)(Q2 + u1;2�2)Q2(Q2 + u+�2)(Q2 + u��2) (4.28)Das obere Indexpaar (0; 1) steht hier | wie au
h im folgenden | f�ur die nullte Ord-nung bez�ugli
h der g2-Reihe und die erste Stufe der rationalen Approximation. DerParameter u1;2 ist au�erdem aus Gr�unden der Dyson-S
hwinger-Selbstkonsistenzmit dem Massenparameter u001;2 aus (1.19) identis
h [12℄ [15℄.4.4 Der ResiduumtensorDie Eigens
haften des Residuumtensors Rs aus der Zerlegung (1.19) wurden teil-weise im dritten Kapitel angedeutet. Bez�ugli
h seiner Tensor- und Impulsstrukturhat er folgenden physikalis
hen Forderungen zu gen�ugen:� Er soll wegen der Dimensionslosigkeit der Kanalamplitude Xs die Massendi-mension +2 besitzen. 42



� Er soll partiell bosesymmetris
h im s-Kanal sein.� Er soll im "perturbativen Limes" (� ! 0 ) vers
hwinden.� Er soll eine Summe von Termen sein, die jeweils bez�ugli
h der zwei Seiten dess-Kanals faktorisieren.F�ur den Farbsingulett-Anteil des Residuumtensors spielt wegen der Beziehung (2.2a)und der geforderten Faktorisierungseigens
haft nur der Farbtensor C1 eine Rolle.Au�erdem benutzen wir in unserem Ansatz f�ur die Lorentzstruktur im wesentli
hendie dimensionslosen Tensoren (4.1{4.3), um sp�ater der Projektionseigens
haft (4.4)nutzen zu k�onnen: R(0;1)����s;ab
d (p; p0;P )= ÆabÆ
d R(0;1)����1;s (p; p0;P )= ÆabÆ
d � ���0 (p;�P )���0 (p0;P ) + ���
Æ1 (p;�P )���
Æ1 (p0;P )+ ���
Æ2 (p;�P )���
Æ2 (p0;P ) + ����3 (p;�P )����3 (p0;P ) � (4.29)Die Gr�o�en �0 bis �3 entspre
hen den �ubli
hen Bethe-Salpeter-Amplituden [11℄und bes
hreiben in ihrer Lorentz-Tensor-Struktur vier vers
hiedene Spin- und Pa-rit�ats-Quantenzahlens�atze des Gluonium-Bindungszustandes.Sie werden f�ur die linke Seite des s-Kanals unter Verwendung von Bausteinenanalog zu (4.14{4.27) folgenderma�en angesetzt:���0 (p;P ) = Æ��� �a0 + b0 (�1 +�2) + 
0�1�2 + d0 ��1�2 + �1�2 � 2��(4.30)���
Æ1 (p;P ) = L(��
Æ)� � �b1 (�1 ��2) + 
1 ��2�1 � �1�2�� (4.31)���
Æ2 (p;P ) = L(��
Æ)+ � �a2 + b2 (�1 +�2) + 
2�1�2 + d2 ��1�2 + �1�2 � 2��(4.32)����3 (p;P ) = Æ�� (�p)� b3 (�1 ��2)+ �Æ��(P � p1=2)���� a4 (�1 ��2) + b4 (�1 +�2) + 
4�1�2�+ �Æ��(P � p2=2)��� a4 (�1 ��2) + b4 (�1 +�2) + 
4�1�2�(4.33)43



Die entspre
henden Ausdr�u
ke f�ur die re
hte Seite des s-Kanals erh�alt man dur
hErsetzung der Impulsvariablen und der Lorentzindizes wie in (4.29).Die Lorentzstruktur des �3-Terms lehnt si
h an die des na
kten 3-Gluon-Vertex(3.7) an. Au
h dort kommen drei Beitr�age dur
h die zyklis
he Vertaus
hung der dreieinlaufenden Impulse p1 , p2 und �P zustande. Wir werden (4.33) im folgendendadur
h vereinfa
hen, da� wir nur rein transversale Gluonbeine zulassen; dies istkonsistent mit unserem Ansatz f�ur den Gluonpropagator (4.28) 4.Da uns sp�ater nur divergente Anteile des S
hleifenintegrals interessieren, ist esau�erdem sinnvoll, den Residuumtensor auf der re
hten Seite der Integralglei
hungna
h Potenzen des Integrationsimpulses q zu ordnen und hierbei nur die f�uhrendeOrdnung mitzunehmen: R1 (0;1)����s (q; p0;P )= 8 R(0;1)����1;s (q; p0;P )= (� a0)2 L(����)0 " D + D b0a0 (�3 +�4)+ D 
0a0 �3�4 + D d0a0 ��3�4 + �4�3 � 2� #+ (� a2)2 L(����)+ " 1 + b2a2 (�3 +�4)+ 
2a2 �3�4 + d2a2 ��3�4 + �4�3 � 2� #+ O(q�1) (4.34)Es sei no
h einmal an die vereinbarte Indexnotation erinnert:� Der einzelne obere Index "1" steht f�ur den Farbsingulett-Anteil.� Das obere Indexpaar "(0,1)" steht f�ur die nullte Ordnung der erweitertenSt�orungstheorie bzw. die erste Stufe der rationalen Approximation.� Der einzelne untere Index "1" bezei
hnet wie in der Entwi
klung (2.6) diejenigeFarbkomponente des Residuums, die zum Farbtensor C1 geh�ort.� Der einzelne untere Index " s " kennzei
hnet wie fr�uher den s-Kanal.4Wir verna
hl�assigen im Rahmen dieser Arbeit einen m�ogli
hen Transversal-Projektor zwis
henden beiden �3-Termen d. h. die Landau-Ei
hung des vektoriellen "Gluon-Balles"!44



4.5 Der Bethe-Salpeter-KernUm die implizite Crossing-Symmetrie der Bethe-Salpeter-Glei
hung zu ber�u
ksi
h-tigen, benutzen wir im Ansatz f�ur den Kern die Zerlegung (1.18) zusammen mit(2.12a) und f�uhren die Crossing-Operationen ans
hlie�end explizit aus.Die gekreuzten 1-Gluon-Austaus
hgraphen werden wie im dritten Kapitel auf derStufe r=1 dur
h den Me
hanismus des kompensierenden Pols [7℄ gerade beseitigt.Dies fordert bereits die Dyson-S
hwinger-Glei
hung f�ur den 3-Gluon-Vertex; es ent-spri
ht der Con�nement-Hypothese, na
h der die amputierte, zusammenh�angende4-Gluon-Amplitude T4 keine Bindungspol-Beitr�age im Farboktett-Kanal besitzensollte.Allerdings m�ussen die regul�aren Anteile der Xs-Amplitude aus (1.19) in ihrergekreuzten Form ebenso wie die Residuumtensoren in den gekreuzten Farbsingulett-Kan�alen ber�u
ksi
htigt werden. Eine Faktorisierungseigens
haft der regul�aren An-teile ist dabei ni
ht zu erwarten, so da� die Farbstruktur des Kerns etwas allgemeinerals beim Residuumtensor (4.29) angesetzt werden mu�.Um die Crossing-Eigens
haften des Kerns nutzen zu k�onnen, mu� zun�a
hst dieFarbstruktur rekapituliert werden. Wir beginnen mit dem regul�aren Anteil der Ka-nalamplitude aus der Zerlegung (1.19); dieser kann | unter Ausnutzung der Re-sultate des zweiten Kapitels | wie �ubli
h na
h den unabh�angigen Farbtensorenentwi
kelt werden 5:Zs = Z1;sC1 + Z2;s C2 + Z3;sC3 + Z5;s C5 + Z6;sC6 (4.35)Die im Anhang C zusammengestellten Crossing-Tabellen liefern dann f�ur die Sum-me der gekreuzten Terme:Zu + Zt = (Z2;u + Z3;t )C1+ (Z1;u + Z2;t )C2+ (Z1;t + Z3;u )C3+ (Z5;u � Z5;t + Z6;t )C5+ (Z5;u � Z6;u + Z6;t )C6 (4.36)Wir setzen nun dieses Resultat unter Ausnutzung des "kompensierenden Pols"in die allgemeine 4-Punkt-Amplitude T4 (1.15) ein und erhalten:5Wir werden bei der Behandlung der Farbstruktur wieder die Impulsabh�angigkeiten und alleIndizes weglassen. F�ur eine entspre
hende Erweiterung der Ans�atze kann auf die Zerlegung (1.19)zur�u
kgegri�en werden. 45



T4 = Ks + Zs + Rss+ u001;2�2= �(0)pert4+ (Z1;s + Z2;u + Z3;t )C1+ (Z1;u + Z2;s + Z2;t )C2+ (Z1;t + Z3;s + Z3;u )C3+ (Z5;s + Z5;u � Z5;t + Z6;t )C5+ (Z5;u + Z6;s � Z6;u + Z6;t )C6+ R1;ss+ u001;2�2 C1 + R1;uu+ u001;2�2 C2 + R1;tt+ u001;2�2 C3 (4.37)Die allgemeine Crossing-Symmetrie dieser Amplitude liefert die folgenden Iden-tit�aten f�ur die Farbkomponenten: Z2;t = Z3;t (4.38a)� Z5;t = Z6;t (4.38b)Z2;u = Z3;u (4.38
)� Z5;t � Z6;u = Z5;u + Z6;t (4.38d)Z2;s + Z2;u = Z3;s + Z3;u (4.38e)Z2;t + Z3;u = Z2;u + Z3;t (4.38f)� Z6;s � Z6;u = Z5;s + Z5;u (4.38g)� Z5;s � Z5;t = Z6;s + Z6;t (4.38h)Dieses Glei
hungssystem besitzt nur die folgende L�osung:Z2;s = Z3;s (4.39)� Z5;s = Z6;s (4.40)Damit reduziert si
h also die Zahl der unbekannten Funktionen in der Entwi
klung(4.35). Nat�urli
h vereinfa
ht si
h damit die Summe (4.36) und au
h der Ausdru
k(4.37) f�ur die allgemeine 4-Punkt-Amplitude.46



Um die volle Crossing-Symmetrie dieser Amplitude zu betonen und m�ogli
heKompensationsme
hanismen | diese spielen wegen des zu fordernden "kompen-sierenden Pols" im wesentli
hen f�ur den Farboktett-Kanal eine Rolle | zwis
henden einzelnen Anteilen des Kerns in na
hfolgenden Arbeiten s
hneller einf�ugen zuk�onnen, f�uhren wir neue Tensorfunktionen ein, die si
h aus den freien Funktionender Entwi
klung (4.35) | teilweise in gekreuzter Form | linear zusammensetzen:2 U1;s = Z2;u + Z2;t (4.41)� V1;u = Z1;u + Z2;t (4.42)� V1;t = Z1;t + Z2;u (4.43)� V4;u = Z5;u � 2Z5;t (4.44)� V4;t = 2Z5;u + Z5;t (4.45)Wir gehen also von dem unabh�angigen Funktionensatz (Z1;s; Z2;s; Z5;s) zu dem un-abh�angigen Funktionensatz (U1;s; V1;s; V4;s) �uber. Mit diesen De�nitionen nimmt vorallem die allgemeine 4-Punkt-Amplitude T4 eine einfa
here Gestalt an.Wir ben�otigen im Rahmen dieser Arbeit allerdings nur die Darstellung des Kernsin dem neuen Funktionensatz 6:K����s;ab
d = �(0)pert; ����4; ab
d+ 2 U (����)1;s C1(ab
d)� �V (����)1;u C2(ab
d) + V (����)4;u (�C5(ab
d))�� �V (����)1;t C3(ab
d) + V (����)4;t (�C6(ab
d))�+ 0� R(0;1)����1;uu+ u001;2�2 C2(ab
d) + R(0;1)����1;tt+ u001;2�2 C3(ab
d)1A (4.46)Die Tensorfunktionen Us und Vs in (4.46) sind sol
he Kombinationen von Lo-rentztensoren und invarianten Impulsfunktionen, da� die partielle Bosesymmetrieim s-Kanal erhalten bleibt:6Obwohl wir von nun ab die Tensorstruktur wieder ber�u
ksi
htigen werden, bleiben die Impuls-abh�angigkeiten zun�a
hst no
h unterdr�u
kt. Sie �ubertragen si
h nat�urli
h bei weiteren Zerlegungenimplizit auf alle in ihnen enthaltenen invarianten Funktionen.47



U (����)1;s = S0;sL(����)0 + S+;sL(����)+ + A�;sL(����)� (4.47a)V (����)1;s = S00;sL(����)0 + S0+;sL(����)+ + A0�;sL(����)� (4.47b)V (����)4;s = A00;sL(����)0 + A0+;sL(����)+ + S0�;sL(����)� (4.47
)Die Gr�o�en Si;s und Ai;s sind wiederum Linearkombinationen der invarianten Im-pulsfunktionen (4.14{4.27):Si;s = 
i;1F1;s + 
i;2F2;s + 
i;6F6;s + 
i;7F7;s+ 
i;8F8;s + 
i;9F9;s + 
i;11F11;s + 
i;12F12;s+ 
i;13F13;s + 
i;14F14;s (4.48a)Ai;s = di;3G3;s + di;5G5;s + di;6G6;s + di;8G8;s (4.48b)S0i;s = 
0i;1F1;s + 
0i;2F2;s + 
0i;6F6;s + 
0i;7F7;s+ 
0i;8F8;s + 
0i;9F9;s + 
0i;11F11;s + 
0i;12F12;s+ 
0i;13F13;s + 
0i;14F14;s (4.48
)A0i;s = d0i;3G3;s + d0i;5G5;s + d0i;6G6;s + d0i;8G8;s (4.48d)(f�ur i = 0;+;�)Die Farb- und Lorentzstruktur von �(0)pert4 ist bekannt [3℄:�(0)pert; ����4; ab
d = (L2 � L3)(����)C4(ab
d)+ (L3 � L1)(����)C5(ab
d)+ (L1 � L2)(����)C6(ab
d)= 3=2(L2 � L3)(����)C4(ab
d)+ (�2L1 + L2 + L3)(����)1=2(C5 � C6)(ab
d)= 3L(����)� C4(ab
d)+ (L+ � (D � 1)L0)(����) (C5 � C6)(ab
d) (4.49)48



Bedenkt man die allgemeine Bosesymmetrie von �(0)pert4 , so erkennt man | sp�a-testens zu diesem Zeitpunkt | die Partialsymmetrie der Farbtensoren, wel
he imzweiten Kapitel zun�a
hst unber�u
ksi
htigt blieb:� Neben den Farbtensoren C1(ab
d) und 1=2(C2 + C3)(ab
d) 7 besitzt au
h derFarbtensor 1=2(C5 � C6)(ab
d) eine partielle Bosesymmetrie im s-Kanal.� Neben dem Farbtensor 1=2(C2 � C3)(ab
d) 8 ist au
h der Farbtensor C4(ab
d)antisymmetris
h bez�ugli
h der Konventionen des ersten Kapitels.Es sei an dieser Stelle no
h betont, da� die Konstruktion (4.46) s
hon allein wegender wesentli
hen Benutzung der Crossing-Struktur ni
hts mehr mit den �ubli
hen"Leiter"- oder "Blasen"-N�aherungen des Bethe-Salpeter-Kerns gemein hat.Mit dem Impulsvariablen-Satz (1.3{1.5) folgt nun f�ur den Farbsingulett-Anteildes Kerns (2.12a):K1 (0;1)����s (p; q;P ) = (6D � 6)L(����)0 � 6L(����)++ 16U (����)1;s (p; q;P )� (V1;u + V1;t)(����)(p; q;P )� 3 (V4;u � V4;t)(����)(p; q;P )+ R(0;1)(����)u (p; q;P )u+ u001;2�2 + R(0;1)(����)t (p; q;P )t+ u001;2�2 (4.50)Die Ausf�uhrung der Crossing-Operationen an den Tensorfunktionen und denResiduumtensoren gem�a� Anhang C ist zwar sehr langwierig, beinhaltet aber kei-ne prinzipiellen S
hwierigkeiten. Das Ergebnis dieser elementaren Re
hnung bleibt�ubers
haubar, wenn man einige Abk�urzungen bei den KoeÆzienten einf�uhrt undnegative Potenzen im Integrationsimpuls q verna
hl�assigt:K1 (0;1)����s (p; q;P ) =" z0;0(D) + �z0;1(D) � v0(D)� (�1 +�2)+  z0;9(D) + 3u001;22 v0(D)! �1�27Die Struktur dieser Farbtensoren entspri
ht den Lorentztensoren L0 und L+ !8Die Struktur dieses Farbtensors entspri
ht dem Lorentztensor L� !49



+ 2 v0(D) �1�2 q2�2 � X(D) �1�2 q6�2 f(p; q)+ X(D) (�1 +�2) q8f(p; q) g(q; P )+ 12 X(D) (�1 +�2) q4f(p; q)+  b232 � 7u001;24 X(D)! �1�2 q4f(p; q)+ X(D) �1�2 P 
 P Æ�2 q2 q
 qÆf(p; q) # L(����)0+ " z+;0(D) + �z+;1(D) � v+(D)� (�1 +�2)+  z+;9(D) + 3u001;22 v+(D)! �1�2+ 2 v+(D) �1�2 q2�2 � Y (D) �1�2 q6�2 f(p; q)+ Y (D) (�1 +�2) q8f(p; q) g(q; P )+ 12 Y (D) (�1 +�2) q4f(p; q)+  b232 � 7u001;24 Y (D)! �1�2 q4f(p; q)+ Y (D) �1�2 P 
 P Æ�2 q2 q
 qÆf(p; q) # L(����)++ 2 (a24 � b24) �1�2 Æ�� q2 q� q�f(p; q) + Terme � / q�; q� �+ Z(D) �1�2 p
� q4 q
� f(p; q) L(����)�+ O(q�1) (4.51)50



Neben der Festlegung der Mandelstam-Variablen s auf die Polposition des erstenKapitels P 2 = �u001;2�2 (4.52)wurden dabei folgende Identit�aten f�ur die Bausteine der invarianten Impulsfunktio-nen (4.14{4.27) verwendet 9:2 q � P�2 �Q1�Q2 = �Q1 � �Q2 (4.53)2 q � P�2 (�Q1 +�Q2) = �Q1�Q2 � �Q2�Q1 (4.54)4 q2�2 �Q1�Q2 = 2 (�Q1 + �Q2) � 3u001;2�Q1�Q2 (4.55)2 q2�2 + 3u001;22 = 1�Q1 + 1�Q2 (4.56)Die Gr�o�en X(D) , Y (D) und Z(D) in (4.51) stehen f�ur folgende Kombinatio-nen der Residuumsparameter:X(D) := 2 d20 + (D � 1) 
21 + D2 +D � 2D d22 (4.57)Y (D) := 2 d20 � 
21 + D � 2D d22 (4.58)Z(D) := 4 d20 + 2 
21 � 2D + 4D d22 (4.59)Die anderen Gr�o�en zi;j(D) und vi(D) bezei
hnen Kombinationen der freienParameter aus (4.48a{4.48d). Der Index i nimmt dabei nur die Werte 0 und +an und bes
hreibt den zugeh�origen bosesymmetris
hen Lorentztensor. Der Indexj dagegen entspri
ht der zugeh�origen invarianten Impulsfunktion und nimmt dieWerte 0 , 1 und 9 an.Neben der Identit�at z+;0 = �6 lauten die Abk�urzungen im einzelnen:z0;0(D) = 6D � 6 (4.60a)z0;1(D) = 16
0;1 � 2D
00;1 � D2 +D � 2D 
0+;1 � (3D � 3)
0�;1 (4.60b)9In den Identit�aten (4.55{4.56) wurde die Festlegung (4.52) s
hon benutzt!51



z0;9(D) = 16
0;9 � 4D
00;6 � 2D2 + 2D � 4D 
0+;6 � (6D � 6)
0�;6� 2D
00;7 � D2 +D � 2D 
0+;7 � (3D � 3)
0�;7� 4D
00;8 � 2D2 + 2D � 4D 
0+;8 � (6D � 6)
0�;8� 2D
00;14 � D2 +D � 2D 
0+;14 � (3D � 3)
0�;14� 6Dd00;5 � 3D2 + 3D � 6D d0+;5 � (D � 1)d0�;5+ 12D d00;6 + 6D2 + 6D � 12D d0+;6 + (2D � 2)d0�;6 (4.60
)v0(D) = 16 
0;14 � 2D
00;2 � D2 +D � 2D 
0+;2 � (3D � 3)
0�;2+ 6Dd00;3 + 3D2 + 3D � 6D d0+;3 + (D � 1)d0�;3 (4.60d)z+;1(D) = 16
0;1 � 2D
00;1 � D � 2D 
0+;1 + 3
0�;1 (4.60e)z+;9(D) = 16
0;9 � 4D
00;6 � 2D � 4D 
0+;6 + 6
0�;6� 2D
00;7 � D � 2D 
0+;7 + 3
0�;7� 4D
00;8 � 2D � 4D 
0+;8 + 6
0�;8� 2D
00;14 � D � 2D 
0+;14 + 3
0�;14� 6Dd00;5 � 3D � 6D d0+;5 + d0�;5+ 12D d00;6 + 6D � 12D d0+;6 � 2d0�;6 (4.60f)v+(D) = 16 
+;14 � 2D
00;2 � D � 2D 
0+;2 + 3
0�;2+ 6Dd00;3 + 3D � 6D d0+;3 � d0�;3 (4.60g)Alle Terme in (4.51), die proportional zu q� oder q� sind, werden in f�uhrenderOrdnung dur
h die Transversalprojektoren in der Gluons
hleife zum Vers
hwindengebra
ht. Sie geh�oren deshalb e�ektiv zur Ordnung (q�1) und tragen zur selbstkon-sistenten Reproduktion des Residuums in Ordnung (g0) der erweiterten St�orungs-theorie und in Landau-Ei
hung ni
ht bei.52



Die Terme der Ordnungen (q1) und (q2) erzeugen beim Einsetzen des Kernsin die S
hleife teilweise lineare oder sogar quadratis
he Divergenzen, obwohl derallgemeine 4-Gluon-Vertex nur ober
�a
hli
h logarithmis
h divergent ist. Diese neueDivergenzstruktur s
heint also auf den ersten Bli
k ni
ht mit der perturbativenRenormierbarkeit vertr�agli
h zu sein 10.Man mu� aber bea
hten, da� allein die Amplitude T4 in S
hleifen von h�oherenSkelettgraphentwi
klungen eingesetzt werden darf und so na
h (1.15) die M�ogli
hkeitbesteht, die quadratis
hen Divergenzen dur
h entspre
hende Terme in der Kanalam-plitude Xs zu kompensieren.Diese Kompensation mu� dabei dur
h den Anteil Zs aus der Zerlegung (1.19)ges
hehen, da der Residuumtensor na
h (4.34) keine h�oheren Ordnungen in q be-sitzt. Sie l�a�t si
h dur
h Anpassung einzelner Parameter aus (4.48a{4.48d) errei
henund soll auf sp�atere Arbeiten vers
hoben werden.Wir werden im Rahmen dieser Arbeit die Divergenzsteigerung s
hon im Kerndur
h eine Anpassung der freien Parameter unterdr�u
ken. Der Term der Ordnung(q1) mu� dabei direkt zu Null gesetzt werden:Z(D) = 0 (4.61)Die Terme der Ordnung (q2) dagegen lassen si
h bereits dur
h Kompensation un-tereinander zum Vers
hwinden bringen:X(D) = 2 v0(D) (4.62)Y (D) = 2 v+(D) (4.63)(D = 4)() d20 = 5=56 v0 + 27=56 v+ (4.64)
21 = 1=4 v0 � 3=4 v+ (4.65)d22 = 3=14 v0 + 5=14 v+ (4.66)Es sollte no
h erw�ahnt werden, da� im Farboktett-Kanal die "kontrollierte Di-vergenzsteigerung" au
h in fr�uheren Arbeiten auftritt [7℄ und dort dur
h den kom-pensierenden Pol bzw. die Forderung na
h Selbstkonsistenz in der Dyson-S
hwinger-Glei
hung f�ur den 3-Gluon-Vertex [12℄ regelre
ht erzwungen wird.10Die linearen Divergenzen sind allerdings aus Gr�unden der Lorentzinvarianz e�ektiv nur vonlogarithmis
her Natur und lassen si
h f�ur Renormierungsfragen verna
hl�assigen!53



Kapitel 5Ausf�uhrung derImpulsintegration5.1 Der 1=g2-Me
hanismusIm ersten Kapitel haben wir gesehen, da� in der Bethe-Salpeter-Integralglei
hung(1.23) auf der re
hten Seite explizit ein Faktor g20 auftritt. Wir erkennen daransofort, da� in der reinen St�orungstheorie eine selbstkonsistente L�osung der Inte-gralglei
hung in nullter Ordnung f�ur den Residuumstensor | d. h. in 1-S
hleifen-Ordnung | ni
ht m�ogli
h ist.Die dur
h faktorisierende, rationale Approximanten erweiterte St�orungstheoriedagegen liefert einen Me
hanismus, der in der Lage ist, Beitr�age der Form 1=g2auszubilden [7℄ [12℄ [14℄; er erlaubt damit erst die selbstkonsistente Reproduktionder nullten Ordnung.Dieser 1=g2-Me
hanismus basiert auf der ni
htmeromorphen g-Abh�angigkeit derMassenskala � (1.20) und der multiplikativen Renormierung der na
kten Kopp-lungskonstanten g0 : g20 = Zg g2 (5.1)Zg = 1 � �0 � g4��2 1� + O(g4) (5.2)Hierbei ist �0 der erste KoeÆzient der �-Funktion und hat unabh�angig vom Renor-mierungss
hema [3℄ f�ur eine allgemeine SU(NC)- Ei
htheorie den Wert�0 = 113 NC � 23 Nf ; (5.3)f�ur die quarkfreie SU(3)-Ei
htheorie also�0 = 11 : (5.4)54



Aus (1.20) ergibt si
h dur
h Umstellen der sogenannte ni
htperturbative Loga-rithmus � ln �2�20 = 1�0  4�g !2 [1 +O(g2)℄ (5.5)und damit verbunden gerade der erw�uns
hte Faktor 1=g2.Man kann si
h davon �uberzeugen (siehe Anhang D), da� in dimensioneller Re-gularisierung die typis
hen divergenten S
hleifenintegrale gerade diesen ni
htpertur-bativen Logarithmus auszubilden verm�ogen. Er tritt allerdings immer gekoppelt andie Divergenzen in � = 2 � D=2 auf, so da� si
h erst na
h Dur
hf�uhrung dermultiplikativen Renormierung [3℄ der Faktor 1=g2 endg�ultig extrahieren l�a�t: g04�!2  � ln �2�20 + 1� != 1�0  g0g !2 1 + �0 g4�!2 1� != 1�0  1 � �0 � g4��2 1� + O(g4)! 1 + �0 g4�!2 1� != 1�0 � 1 +O(g4)� (5.6)Es sollte an dieser Stelle no
h einmal erw�ahnt werden, da� der 1=g2-Me
hanismusden st�orungstheoretis
hen Zusammenhang zwis
hen der Ordnung bez�ugli
h der g2-Reihe und der S
hleifenordnung aufhebt. Prinzipiell k�onnen also Graphen mit be-liebig hoher S
hleifenzahl zur nullten st�orungstheoretis
hen Ordnung beitragen; dieentstehende Reihe ist dabei im wesentli
hen eine formale Potenzreihe in 1=�0 , diewegen (5.4) re
ht gut konvergiert [12℄ [15℄.Wir werden uns allerdings im Rahmen dieser Arbeit auf das 1-S
hleifen-Niveaubes
hr�anken.5.2 Logarithmis
h divergente IntegraleWir setzen nun die Ans�atze f�ur die Gluonpropagatoren (4.28), den Residuumtensor(4.34) und den Kern (4.51) in die Bethe-Salpeter-S
hleife von (1.23) ein. Na
h derSeparation der Farbdynamik dur
h die Linearkombinationen der Farbkomponentenaus dem zweiten Kapitel (2.11a bzw. 2.12a) besitzt die Integralglei
hung nat�urli
hkeine Farbindizes mehr.In Hinbli
k auf sp�ater auszuf�uhrende Projektionen ist eine eigene Bezei
hnungf�ur das S
hleifenintegral (1.23) im Farbsingulett-Kanal n�utzli
h:55



1=2(g0��0)2 Z dDq=(2�)D K1 (0;1)����s (p; q;P ) D(0;1)��T �P=2 � q�D(0;1)��T �P=2 + q� R1 (0;1)����s (q; p0;P )=: ( Z dS ) (����)(p; p0;P ) (5.7)Na
h demAusmultiplizieren des l�angli
hen Integranden l�a�t si
h die Additivit�ats-eigens
haft des Integrals ausnutzen. Unter Verwendung der Abk�urzung (D.1) tretens
hlie�li
h e�ektiv die folgenden logarithmis
h divergenten Impulsintegrale auf:I ����0 = 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s (5.8)I ����1 = 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s q4f(p; q) (5.9)I ����2 = 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s q8f(p; q) g(q; P ) (5.10)J ������ = 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s q2 q�q�f(p; q) (5.11)Im letzten Abs
hnitt haben wir gesehen, da� f�ur eine Reproduktion der nulltenOrdnung des Residuumtensors nur die divergenten Anteile der Integrale von Bedeu-tung sind. Eine genauere Betra
htung in Anhang D zeigt aber, da� si
h die IntegraleI0 , I1 und I2 bez�ugli
h ihrer divergenten Anteile gar ni
ht unters
heiden.Die renormierten Divergenzen und damit die Ordnung (g0) der Impulsintegrale(5.8{5.11) sind im Anhang D bere
hnet und lauten:( I ����0 )O(g0) = ( I ����1 )O(g0) = ( I ����2 )O(g0)= 1�0 � 38 L(����)0 + 724 L(����)+ � 14 L(����)� � (5.12)56



( J ������ )O(g0) = 1�0 " 19192 Æ��L(����)0 + 17192 Æ��L(����)+ � 112 Æ��L(����)�� 7384 M (������)1 + 1384 M (������)2 # (5.13)Das Integral J tritt allerdings nur in bestimmten Kontraktionen auf. Diese las-sen si
h lei
ht ausf�uhren und enthalten dann wieder nur die Tensoren (4.1{4.3) sowieden Tensor (4.7):Æ�� ( J ������ )O(g0) = 1�0 � 332 L(����)0 � 124 L(����)+ � (5.14)P � P ��2 Æ�� Æ�� ( J ������ )O(g0) = 1�0 " 332 P 2�2 # (5.15)P � P ��2 ( J ������ )O(g0) =1�0 " P 2�2 � 19192 L(����)0 + 17192 L(����)+ � 112 L(����)� �+ 196 N (����)+ + 196 N (����)+ � 796 N (����)+ # (5.16)
57



Kapitel 6Projektionen undKoeÆzientenverglei
hWir beginnen nun, die einzelnen Anteile des Residuums aus den beiden Seiten derIntegralglei
hung (1.23) im Farbsingulett-Kanal herauszuprojizieren. Dazu multipli-zieren wir beide Seiten von links und re
hts na
heinander mit den Lorentztensoren(4.1{4.3) und nutzen so die Projektionseigens
haft (4.4).Bei diesem Verfahren mis
ht zun�a
hst der �3-Anteil (4.33) mit jedem der dreianderen Anteile (4.30{4.32), da er im Prinzip alle drei Lorentztensoren Lo , L+und L� enth�alt. Es wird si
h aber bei dem ans
hlie�enden KoeÆzientenverglei
hzeigen, da� imRahmen unserer Ans�atze do
h alle Parameter aus (4.33) vers
hwindenm�ussen.6.1 Projektion des �0-Anteils und KoeÆzienten-verglei
h IUnter Benutzung der Identit�aten2 p � P�2 (�1 ��2) = �1�2 + �2�1 � 2 (6.1)2 p0 � P�2 (�3 ��4) = �3�4 + �4�3 � 2 (6.2)und der Festlegung von P 2 auf die gew�ahlte Polposition (4.52) ergibt si
h bei Mul-tiplikation der linken Seite der Integralglei
hung mit den Lorentztensoren L(��0��)0und L(����0)0 : 58



L(��0��)0 R1 (0;1)����s (p; p0;P ) L(����0)0 =(� a0)2 L(��0��0)0 "  4 + 4b0a0 (�1 +�2) + 4
0a0 �1�2+ 4d0a0 ��1�2 + �2�1 � 2� !+  4b0a0 + 4b20 � 4b24 u001;2a20 (�1 +�2)+ 4b0 
0 � 4b4 
4 u001;2a20 �1�2+ 4b0 d0 + b3 b4a20 ��1�2 + �2�1 � 2� ! (�3 +�4)+  4
0a0 + 4b0 
0 � 4b4 
4 u001;2a20 (�1 +�2)+ 4
20 � 4
24 u001;2a20 �1�2+ 4
0 d0 + b3 
4a20 ��1�2 + �2�1 � 2� ! �3�4+  4d0a0 + 4b0 d0 � b3 b4a20 (�1 +�2)+ 4
0 d0 � b3 
4a20 �1�2+ 4d20a20 ��1�2 + �2�1 � 2� !��3�4 + �4�3 � 2�+ 4b23a20 p � p0�2 (�1 ��2)(�3 ��4) #Bei der Multiplikation der re
hten Seite der Integralglei
hung mit den glei
henLorentztensoren ist zu bea
hten, da� erst na
h Ausf�uhrung der Integrationen derLimes D ! 4 vorgenommen werden darf. Mit der Kontraktion (5.15) und unterBer�u
ksi
htigung der Festlegung (4.52) gilt dann:59



L(��0��)0 ( Z dS )(����)O(g0);P 2=�u001;2�2 L(����0)0 =(� a0)2 L(��0��)0 "  z0;0(D) + �z0;1(D) + v0(D)� (�1 +�2)+ �z0;9(D) � 3u001;22 v0(D)��1�2 ! ( I ����0 )O(g0)+  X(D)2 (�1 +�2) � 7u001;2X(D)4 �1�2+ �b232 + 2a24 � 2b24��1�2 ! ( I ����1 )O(g0)+ X(D) (�1 +�2) ( I ����2 )O(g0)+ X(D)�1�2 P 
P Æ�2 ( J 
Æ���� )O(g0) #�D L(����0)0 " 1 + b0a0 (�3 +�4) + 
0a0 �3�4 + d0a0 ��3�4 + �3�4 � 2� #= (� a0)2 L(��0��0)0"  27�0 + 3 (z0;1 +X)2�0 (�1 +�2)+ 3 (16z0;9 + 8b23 + 32a24 � 32b24 � 5u001;2X)32�0 �1�2 !+  27 b0�0a0 + 3b0 (z0;1 +X)2�0 a0 (�1 +�2)+ 3b0 (16z0;9 + 8b23 + 32a24 � 32b24 � 5u001;2X)32�0 a0 �1�2 !(�3 +�4)60



+  27 
0�0 a0 + 3
0 (z0;1 +X)2�0 a0 (�1 +�2)+ 3
0 (16z0;9 + 8b23 + 32a24 � 32b24 � 5u001;2X)32�0 a0 �1�2 !�3�4+  27 d0�0 a0 + 3d0 (z0;1+X)2�0 a0 (�1 +�2)+ 3d0 (16z0;9 + 8b23 + 32a24 � 32b24 � 5u001;2X)32�0 a0 �1�2 !��3�4 + �3�4 � 2� #Wir f�uhren nun unter Bea
htung von (5.4) einen KoeÆzientenverglei
h bez�ugli
hden invarianten Impulsfunktionen dur
h. Dadur
h erhalten wir eine erste Gruppevon Bestimmungsglei
hungen f�ur die Residuumsparameter und m�ogli
herweise au
hf�ur den Massenparameter u001;2.Die erste "Glei
hung" 4 != 2711 (6.3)nimmt eine Sonderrolle ein. Sie enth�alt keinen freien Parameter und dient dur
hihren Defekt als ungef�ahres Ma� f�ur die Qualit�at der gew�ahlten N�aherungen.Von den �ubrigen 16 Glei
hungen sind zun�a
hst nur 13 wirkli
h vers
hieden:4 b0 = 322�z0;1 + X� a0 (6.4a)4 
0 = 3352�16 z0;9 + 8 b23 + 32 a24 � 32 b24 � 5u001;2X� a0 (6.4b)4 d0 = 0 (6.4
)4�b20 � b24 u001;2� = 322�z0;1 + X� b0 a0  = 4 b20 ! (6.4d)4�b0 
0 � b4 
4 u001;2� = 3352�16 z0;9 + 8 b23 + 32 a24 � 32 b24 � 5u001;2X� b0 a0 = 4 b0 
0 ! (6.4e)61



4 b0 d0 + b3 b4 = 0 (6.4f)4�b0 
0 � b4 
4 u001;2� = 322�z0;1 + X� 
0 a0  = 4 b0 
0 ! (6.4g)4�
20 � 
24 u001;2� = 3352�16 z0;9 + 8 b23 + 32 a24 � 32 b24 � 5u001;2X� 
0 a0 = 4 
20 ! (6.4h)4 
0 d0 + b3 
4 = 0 (6.4i)4 b0 d0 � b3 b4 = 322�z0;1 + X� d0 a0  = 4 b0 d0 ! (6.4j)4 
0 d0 � b3 
4 = 3352�16 z0;9 + 8 b23 + 32 a24 � 32 b24 � 5u001;2X� d0 a0 = 4 
0 d0 ! (6.4k)4 d20 = 0 (6.4l)4 b23 = 0 (6.4m)Dieses Glei
hungssystem enth�alt neben den Residuumsparametern aus (4.30{4.33)und dem Massenparameter au
h die Parameterkombinationen (4.60a{4.60f) aus denregul�aren Anteilen der Kanalamplitude Xs .Unter Ber�u
ksi
htigung der De�nitionen (4.57{4.59) mit D = 4 lassen si
h fol-gende Aussagen �uber die Parameter tre�en:� Der Residuumsparameter a0 ist ni
ht bestimmbar.� Die Residuumsparameter d0 und b3 sind identis
h Null zu setzen.� Die Residuumsparameter b4 und 
4 sind ebenfalls identis
h Null zu setzen 1.� Die �ubrigen Parameter erf�ullen:b0 = 3176�2 z0;1 + 6 
21 + 9 d22� a0 (6.5)
0 = 32816�32 z0;9 + 64 a24 � 64 b24 � u001;2 (60 
21 + 90 d22)� a0 (6.6)1Formal lie�e si
h diese Bedingung an dieser Stelle dur
h die Forderung na
h vers
hwindendemMassenparameter u001;2 umgehen! 62



6.2 Projektion des �1-Anteils und KoeÆzienten-verglei
h IIBei der Multiplikation der linken Seite der Integralglei
hung mit den Lorentztenso-ren L(��0��)� und L(����0)� ergibt si
h:L(��0��)� R1 (0;1)����s (p; p0;P ) L(����0)� =�2 L(��0��0)� "  b21 (�1 ��2) + b1 
1 ��2�1 � �1�2� ! (�3 ��4)+  b1 
1 (�1 ��2) + 
21 ��2�1 � �1�2� !��4�3 � �3�4� #� 4 a24 L(��0��)� P �P ! L(�!��0)� (�1 ��2) (�3 ��4)Bei der Multiplikation des Integrals (5.7) mit den glei
hen Tensoren erkennt man,da� im Kern die f�uhrende Ordnung bez�ugli
h des Integrationsimpulses vers
hwindetund folgli
h nur no
h konvergente Integrale vorliegen.Damit kann der 1=g2-Me
hanismus (5.6) �uberhaupt ni
ht wirken und das S
hlei-fenintegral der Bethe-Salpeter-Glei
hung besitzt keinen Anteil der Ordnung (g0) :L(��0��)� ( Z dS)(����)O(g0);P 2=�u001;2�2 L(����0)� = 0Ein KoeÆzientenverglei
h liefert deshalb hier die folgenden Identit�aten f�ur die Re-siduumsparameter: b21 = 0 (6.7a)b1 
1 = 0 (6.7b)
21 = 0 (6.7
)4 a24 = 0 (6.7d)Also l�a�t si
h nur folgende Aussage �uber die Residuumsparameter tre�en:� Die Residuumsparameter b1, 
1 und a4 sind identis
h Null zu setzen. Damitvers
hwindet der �1-Anteil des Residuums in Ordnung (g0) vollst�andig.63



6.3 Projektion des �2-Anteils und KoeÆzienten-verglei
h IIIBei der Multiplikation der linken Seite der Integralglei
hung mit den Lorentztenso-ren L(��0��)+ und L(����0)+ ergibt si
h:L(��0��)+ R1 (0;1)����s (p; p0;P ) L(����0)+ =(� a2)2 L(��0��0)+ "  1 + b2a2 (�1 +�2) + 
2a2 �1�2+ d2a2 ��1�2 + �2�1 � 2� !+  b2a2 + b22a22 (�1 +�2) + b2 
2a22 �1�2+ b2 d2a22 ��1�2 + �2�1 � 2� ! (�3 +�4)+  
2a2 + b2 
2a22 (�1 +�2) + 
22a20 �1�2+ 
2 d2a22 ��1�2 + �2�1 � 2� ! �3�4+  d2a2 + b2 d2a22 (�1 +�2) + 
2 d2a22 �1�2+ d22a22 ��1�2 + �2�1 � 2� !��3�4 + �4�3 � 2� #� L(��0��)+ P �P ! L(�!��0)+ " � 4 b24 (�1 +�2) + 4 b4 
4�1�2 � (�3 +�4)+ � 4 b4 
4 (�1 +�2) + 4 
24�1�2 ��3�4 #Der obige Lorentztensor l�a�t si
h au
h dur
h den in (4.7) de�nierten TensorN+(P ) ausdr�u
ken: 64



L(��0��)+ P �P ! L(�!��0)+= � �2  u001;2D L(��0��0)0 + 2D N (��0��0)+ (P )� 12 N (���0�0)+ (P ) � 12 N (��0�0�)+ (P ) ! (6.8)Bei der Multiplikation des Integrals (5.7) mit den glei
hen Lorentztensoren istwieder zu bea
hten, da� erst na
h Ausf�uhrung der Integrale der Limes D ! 4vorgenommen werden darf.Unter Ber�u
ksi
htigung der Kontraktionen (5.14{5.16) und der Festlegung derPolposition (4.52) gilt dann:L(��0��)+ (Z dS)(����)O(g0);P 2=�u001;2�2 L(����0)+ =(� a2)2 ( L(��0��)+ "  � 6 + �z+;1(D) + v+(D)� (�1 +�2)+ �z+;9(D) � 3u001;22 v+(D)��1�2 ! ( I ����0 )O(g0)+  Y (D)2 (�1 +�2)+ �b232 � 7u001;24 Y (D)��1�2 ! ( I ����1 )O(g0)+ Y (D) (�1 +�2) ( I ����2 )O(g0)+ Y (D)�1�2 P 
P Æ�2 ( J 
Æ���� )O(g0) #+ 2 (a24 � b24) �1�2 L(��0��)+ Æ�� ( J ������ )O(g0) )� L(����0)+ " 1 + b2a2 (�3 +�4) + 
2a2 �3�4 + d2a2 ��3�4 + �4�3 � 2� #65



= (� a2)2 ( L(��0��0)+"  � 74�0 + 7 (z+;1 + Y )24�0 (�1 +�2)+ 56z+;9 + 28b23 � 16a24 + 16b24 � 73u001;2Y192�0 �1�2 !+  � 7b24a2 �0 + 7b2 (z+;1 + Y )24a2 �0 (�1 +�2)+ b2 (56z+;9 + 28b23 � 16a24 + 16b24 � 73u001;2Y )192a2 �0 �1�2 !(�3 +�4)+  � 7
24a2 �0 + 7
2 (z+;1 + Y )24a2 �0 (�1 +�2)+ 
2 (56z+;9 + 28b23 � 16a24 + 16b24 � 73u001;2Y )192a2 �0 �1�2 !�3�4+  � 7d24a2 �0 + 7d2 (z+;1 + Y )24a2 �0 (�1 +�2)+ d2 (56z+;9 + 28b23 � 16a24 + 16b24 � 73u001;2Y )192a2 �0 �1�2 !��3�4 + �4�3 � 2� #+  u001;264 L(��0��0)0 + 132 N (��0��0)+ (P )� 132 N (���0�0)+ (P ) � 132 N (���0�0)+ (P ) ! �1�2�  Y�0 + b2 Ya2 �0 (�3 +�4) + 
2 Ya2 �0 �3�4 + d2 Ya2 �0 ��3�4 + �4�3 � 2� ! )Unter Bea
htung von D = 4 ist die obige Kombination von Lorentztensoren bis aufeinen Faktor mit der Kombination (6.8) identis
h.66



Ein erneuter KoeÆzientenverglei
h f�uhrt unter Bea
htung von (5.4) auf eine zwei-te Gruppe von Bestimmungsglei
hungen f�ur die Residuumsparameter, wobei die er-ste "Glei
hung" 1 != � 744 (6.9)wieder keine Parameter enth�alt und dur
h ihren Defekt s
hon an dieser Stelle deut-li
h ma
ht, da� von einer selbstkonsistenten Reproduktion des �2-Anteils in dengew�ahlten N�aherungen keine Rede sein kann.Von den �ubrigen 21 Glei
hungen sind wieder nur 12 wirkli
h vers
hieden:b2 = 7264�z+;1 + Y � a2 (6.10a)
2 = 12112�56 z+;9 + 28 b23 � 16 a24 + 16 b24 � 73u001;2 Y � a2 (6.10b)d2 = 0 (6.10
)b2 d2 = 0 (6.10d)
2 d2 = 0 (6.10e)d22 = 0 (6.10f)0 = Y (6.10g)4 b24 = 0 (6.10h)4 b4 
4 = Y b2176 a2 (6.10i)4 b4 
4 = 0 (6.10j)4 
24 = Y 
2176 a2 (6.10k)0 = Y d2 (6.10l)Die Glei
hungen (6.10g) und (6.10l) bes
hreiben die Tatsa
he, da� die Integralglei-
hung bei unseren Ans�atzen au
h v�ollig neue Tensorstrukturen s
ha�en kann; siema
hen somit die Unvollst�andigkeit besonders deutli
h.Unter Ber�u
ksi
htigung der De�nition (4.58) mit D = 4 lassen aus diesem Glei-
hungssystem folgende Aussagen �uber die Parameter ablesen:� Der Residuumsparameter a2 ist ni
ht bestimmbar.� Die Residuumsparameter d2 , b4 und 
4 sind identis
h Null zu setzen.67



� Die Parameterkombination Y ist ebenfalls identis
h Null zu setzen. Damitvers
hwindet aus den Selbstkonsistenz-Glei
hungen der letzte no
h die Polpo-sition enthaltende Term in (6.10b).� Die �ubrigen Parameter erf�ullen:b2 = 7264 z+;1 a2 (6.11)
2 = 1528�14 z+;9 + 7 b23 � a24� a2 (6.12)6.4 DiskussionZun�a
hst kommen wir zu den Selbstkonsistenz-Glei
hungen (6.3) und (6.9) zur�u
k.Die erste Glei
hung deutet mit einem relativen Fehler von etwa 39% die Selbstkonsi-stenz zumindest an. Es ist der Grad von Selbstkonsistenz, den man f�ur die Ordnung(0; 1) qualitativ erwarten kann. Bedenkt man, da� si
h die �-Funktion der Renor-mierung bei Anwesenheit von Fermionen ver�andert und der erste KoeÆzient na
h(5.3) im Falle von 6 Quark-Flavours den Wert�0 = 7annimmt, so w�are die Selbstkonsistenz mit1 != 2728 (6.13)und einem relativen Fehler von etwa 4% do
h re
ht gut erf�ullt. Nat�urli
h m�u�tendann au
h Fermions
hleifen in der Bethe-Salpeter-Glei
hung ber�u
ksi
htigt werden,was wiederum die Selbstkonsistenz-Glei
hungen strukturell ver�andern k�onnte.Die zweite Glei
hung (6.9) zeigt mit einem relativen Fehler im Betrag von etwa84% und unters
hiedli
hen Vorzei
hen auf beiden Seiten, da� von einer selbstkonsi-stenten Reproduktion des �2-Anteils in Ordnung (0; 1) no
h keine Rede sein kann.Au
h die obige Variation der �-Funktion kann diese M�angel ni
ht zufriedenstellendausglei
hen.M�ogli
herweise deutet dies darauf hin, da� der Residuumsparameter a2 identis
hNull gesetzt werden sollte. Damit w�urde au
h der �2-Anteil in Ordnung (0; 1) dererweiterten St�orungsre
hnung vers
hwinden. Eine Antwort auf diese Frage wird imletzten Kapitel mit der Normierung der Bethe-Salpeter-Amplituden gegeben werdenk�onnen.Es werden in diesem Abs
hnitt no
h einmal alle Aussagen �uber die Parameterzusammengefa�t, die si
h aus den drei KoeÆzientenverglei
hen ergeben:� Die Residuumsparameter a0 und a2 sind wegen der Normierungsfreiheit ausder homogenen Bethe-Salpeter-Glei
hung ni
ht bestimmbar.68



� Der Massenparameter u001;2 ist jedenfalls auf 1-S
hleifen-Niveau aus der homo-genen Bethe-Salpeter-Glei
hung ni
ht bestimmbar. Dieses Resultat l�a�t ver-muten, da� die einzige f�ur r=1 vorkommende Polposition �uberhaupt ni
htdur
h die Dynamik des Farbsingulett-Kanals, sondern dur
h die des s
honerw�ahnten "kompensierenden Pols" im Farboktett-Kanal festgelegt wird.� Die Residuumsparameter d0 , b1 , 
1 , d2 , b3 , a4 , b4 und 
4 sind in dieserN�aherung identis
h Null zu setzen. Damit vers
hwinden sowohl der �1-Anteilals au
h der �3-Anteil des Residuumtensors vollst�andig.� Wegen (4.57{4.59) vers
hwinden au
h die Parameterkombinationen X , Yund Z .� Die �ubrigen Parameter erf�ullen folgende Relationen:b0 = 388 z0;1 a0 (6.14)
0 = 388 z0;9 a0 (6.15)b2 = 7264 z+;1 a2 (6.16)
2 = 7264 z+;9 a2 (6.17)Es zeigt si
h also, da� selbst die | ein wenig k�unstli
h eingebaute | Kompensationder Ordnungen (q2) im Kern (4.62{4.63) ni
ht verhindern kann, da� die f�unf mitder "kontrollierten Divergenzsteigerung" verbundenen KoeÆzienten vers
hwinden.H�atten wir zur Eliminierung der quadratis
hen Divergenzen die Parameterkombi-nationen (4.57{4.59) direkt identis
h Null gesetzt, so w�are das Ergebnis dasselbegewesen.Es ist zu bea
hten, da� in dieser Arbeit das Gluonium-Bindungsproblem aus Zeit-gr�unden nur auf 1-S
hleifen-Niveau behandelt werden kann. Will man ni
ht mit 2-S
hleifen-Graphen konfrontiert werden, die ja �uber den 1=g2- Me
hanismus dur
hausBeitr�age zur nullten St�orungsordnung auszubilden verm�ogen, so bieten si
h folgen-de Auswege an, um einen erweiterten KoeÆzientenverglei
h und damit verbesserteBestimmungsglei
hungen f�ur die Parameter zu erhalten:� Man k�onnte die h�oheren Ordnungen in q im Kern mitnehmen und die Diver-genzsteigerung zun�a
hst ignorieren. Dann sollten allerdings einige Bedingun-gen an die KoeÆzienten der regul�aren Anteile in (4.46) daf�ur sorgen, da� dieamputierte, zusammenh�angende 4-Punkt-Funktion T4 perturbativ renormier-bar bleibt.Es m�u�te zus�atzli
h �uberpr�uft werden, ob die neue Divergenzstruktur ni
htdie perturbative Renormierbarkeit der inhomogenen Bethe-Salpeter-Glei
hung69



(1.16) im Farbsingulett-Kanal zerst�ort. Im Farboktett-Kanal, der die kontrol-lierte Divergenzsteigerung wegen des kompensierenden Pols sogar verlangt,tritt dieses Problem ni
ht auf, weil die quadratis
hen Divergenzen s
hon ausder Dyson-S
hwinger-Glei
hung f�ur den Gluonpropagator bekannt sind undfolgli
h keiner neuen Renormierung bed�urfen.Die linearen Divergenzen sind aus Gr�unden der Lorentzinvarianz e�ektiv nurlogarithmis
he Divergenzen und bereiten daher keine S
hwierigkeiten bei derRenormierung. Sie werden au�erdem bei den Projektionen des Integrals (5.7)eliminiert, da ihre Tensorstruktur auf der linken und re
hten Seite unters
hied-li
he Typen der Tensoren (4.1{4.3) enth�alt.� Da die meisten Bedingungen, die zum Vers
hwinden von einzelnen Residu-umsparametern f�uhren, dur
h eine ni
ht vorhandene Tensorstruktur auf derre
hten Seite der Integralglei
hung zustande kommen, sollte eine Erweiterungder Tensorstruktur des Kerns v�ollig neue Bedingungsglei
hungen der Parame-ter liefern.Diese Erweiterungsterme m�u�ten dabei ebenfalls dimensionslos sein und derForderung na
h partieller Bosesymmetrie im s-Kanal gen�ugen 2. So w�are bei-spielsweise in (4.47a{4.47
) ein Lorentztensor vomTyp (4.7) in Verbindungmitden bosesymmetris
hen invarianten Impulsfunktionen (4.14{4.23) m�ogli
h.� Au
h eine vollst�andige Behandlung der inhomogenen Glei
hung zu (1.16) l�a�tmehrere neue Bestimmungsglei
hungen f�ur die Parameter erwarten. Hierbeiwird man au
h Relationen zwis
hen den freien Parametern a0 und a2 undden KoeÆzienten der regul�aren Anteile in (4.46) vermuten.� Eine sehr arbeitsaufwendige M�ogli
hkeit besteht darin, f�ur alle Ans�atze dien�a
hste ungerade Stufe der rationalen Approximation (r=3) zu w�ahlen. DieseErweiterung allein w�urde aber wegen der unver�anderten Tensorstruktur f�urviele Parameter keine neuen Erkenntnisse liefern.Wir werden im letzten Kapitel versu
hen, die no
h freien Residuumsparameter dur
hdie sogenannte Normierungsbedingung der Bethe-Salpeter-Amplituden [10℄ zu be-stimmen. Es wird si
h allerdings zeigen, da� f�ur unsere Ans�atze der Lorentz- undImpulsstruktur diese beiden Parameter in nullter Ordnung St�orungstheorie eben-falls vers
hwindenm�ussen und damit der gesamte Residuumtensor im Farbsingulett-Kanal in 1-S
hleifen-Ordnung der erweiterten St�orungsre
hnung ni
ht selbstkonsi-stent reproduzierbar ist.2Ob au
h ein Vers
hwinden im "perturbativen Limes" (�! 0 ) f�ur die regul�aren Anteile der zukreuzenden Kanalamplitude Xs zu fordern ist, m�ussen sp�atere Arbeiten zu diesem Thema zeigen!70



Kapitel 7Normierung derBethe-Salpeter-AmplitudenEine Normierungsbedingung f�ur die ni
ht amputierten Bethe-Salpeter-Amplitudenwurde s
hon in fr�uheren Arbeiten benutzt [11℄ [10℄. Im Rahmen dieses Kapitelswollen wir eine entspre
hend modi�zierte Herleitung, n�amli
h f�ur die amputiertenBethe-Salpeter-Amplituden, auf der Basis der im ersten Kapitel eingef�uhrten Bethe-Salpeter-Glei
hung (1.16) f�ur die Kanalamplitude Xs angeben.In Hinbli
k auf die na
hfolgenden �Uberlegungen de�nieren wir zun�a
hst die am-putierte, zusammenh�angende und im s-Kanal 1-Teil
hen- irreduzible 4-Punkt-Funk-tion T 04;s : T 04;s = T4 � As = Ks + Xs (7.1)Die neue Integralglei
hung, die aber denselben Integralkern wie (1.16) enth�alt, lau-tet dann: T 04;s = Ks + Ks O T 04;s = Ks + T 04;s O Ks (7.2)Wir werden in diesem Kapitel alle Farb- und Lorentzindizes unterdr�u
ken, da sie f�urdie Argumentation ni
ht ben�otigt werden; au
h die Abh�angigkeiten von den Impuls-variablen k�onnen zun�a
hst verna
hl�assigt werden. Allerdings spielt die Abh�angigkeitaller Gr�o�en vom Gesamtviererimpuls im s-Kanal im folgenden eine ents
heidendeRolle.Das Symbol "N " verkn�upft wie in (1.16) nur amputierte Integralkerne und l�a�tsi
h in der stark vereinfa
hten Integraloperator-S
hreibweise [11℄ au
h dur
h eine ex-plizite Multiplikation mit zwei vollen transversalen Gluonpropagatoren ausdr�u
ken.Wir werden aber im folgenden so oft wie m�ogli
h das im ersten Kapitel eingef�uhrteSymbol benutzen.Das Inverse der 4-Punkt-Amplitude T 04;s ist de�niert dur
h die Glei
hung:71



T 04;s �T 04;s��1 = �T 04;s��1 T 04;s = 1 (7.3)Es bleibt festzuhalten, da� die De�nition (7.3) ohne das Eins
hieben von verkn�upfen-den Propagatoren auskommt. Damit ist das Inverse eines amputierten Integralkernsin unserer Konvention also ni
ht amputiert.Dur
h Ums
hreiben der beiden Glei
hungen in (7.2) lassen si
h zwei Identit�atenmit Operator-Charakter ablesen, die die inverse 4-Punkt-Amplitude (T 04;s)�1 impli-zit bes
hreiben: Ks �T 04;s��1 = 1 � Ks O (7.4a)�T 04;s��1Ks = 1 � O Ks (7.4b)Wir unterlassen die no
h fehlende Multiplikation mit dem Inversen des Kernsund beginnen stattdessen mit einer trivialen Glei
hung:T 04;s O Ks = T 04;s O Ks �T 04;s��1 T 04;s (7.5)Diese leiten wir na
h dem Gesamtimpuls im s-Kanal ab und teilen ans
hlie�end diegesamte Glei
hung dur
h das Quadrat des Polfaktors �s (4.10). Dann nutzen wir dieRegularit�atszerlegung (1.19) und werten das Resultat an der Stelle P 2 = �u001;2�2aus. Wir erhalten die folgende vektorielle Glei
hung:2P � � Ks O Rs = Rs O Ks � �T 04;s��1� P � Rs (7.6)Dur
h Anwendung der Produktregel auf der re
hten Seite entsteht ein Term, derna
h (7.4a) ersetzt werden kann. Benutzen wir weiterhin die homogene Glei
hungzu (7.2) gemeinsam mit (7.4b), so l�a�t si
h re
hte Seite von (7.6) umformen:2P � � Ks O Rs= � Rs O � Ks� P � O Rs� Rs O � Ks� P � �T 04;s��1 Ks O Rs� Rs O Ks � �DT DT�� P � Rs72



= � 2 Rs O � Ks� P � O Rs+ Rs O � Ks� P � O Ks O Rs� Rs O Ks � �DT DT�� P � Rs (7.7)Benutzt man nun erneut die homogene Glei
hung zu (7.2), so vereinfa
ht si
h dieGlei
hung (7.7) weiter:2P � � Rs = � Rs � �DT DT�� P � Rs � Rs O � Ks� P � O Rs (7.8)Na
hdem wir die triviale L�osung dieser Glei
hungRs = 0 (7.9)zur Kenntnis genommen haben, unterstellen wir wie im dritten Kapitel die lineareUnabh�angigkeit der Bethe-Salpeter-Amplituden 1 und erhalten endg�ultig 2:2P � Æij = � �i � �DT DT�� P � �j � �i O � Ks� P � O �j (7.10)Hierbei ist wie im zweiten Kapitel zu bea
hten, da� die Ableitungen auf der re
htenSeite bzw. die Resultate der Integrationen an der Stelle P 2 = �u001;2�2 zu nehmensind.Bei der Glei
hung (7.10) handelt es si
h erneut um eine | diesmal sogar explizitbosesymmetris
he | Integralglei
hung f�ur jede einzelne St�orungsordnung der 4-Punkt-Amplituden, die wieder nur dur
h den 1=g2-Me
hanismus des f�unften Kapitelseine selbstkonsistente L�osung in der Ordnung (g0) zul�a�t.Bei dem Bethe-Salpeter-Kern und den Bethe-Salpeter-Amplituden handelt essi
h wie im ersten Kapitel um amputierte Gr�o�en, und der Kern bes
hreibt wiederalle im s-Kanal 1- und 2-Teil
hen-irreduziblen Anteile der vollen amputierten undzusammenh�angenden 4-Punkt-Amplitude T4 .Die Glei
hung (7.10) l�a�t si
h f�ur das 1-S
hleifen-Niveau mit den Konventionendes dritten Kapitels au
h graphis
h verans
hauli
hen:1Die na
h den Projektionen ni
ht vers
hwindenden Anteile des Residuums sind sogar orthogonalbez�ugli
h ihrer Lorentzstruktur!2Die Indizes i und j in (7.10) entspre
hen der Notation von (4.29) und nehmen aufgrund derErgebnisse des se
hsten Kapitels nur die Werte 0 und 2 an!73



�!
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SINGs
SINGsO(g0)
O(g0)

P 2=�u001;2�2
P 2=�u001;2�2

$% '&2 P� = � 12 g20 �
&%'$$% '&� 14 g40 � K0s�� P �

�� P � (7.11)Wir betra
hten zuerst den Kasten im 1-S
hleifen-Graphen von (7.11):Anhand der Darstellung (D.2) und der De�nition (D.4) erkennen wir sofort, da�bei der Ableitung des Produkts von Gluonpropagatoren na
h dem Gesamtimpuls ims-Kanal die f�uhrende Ordnung bez�ugli
h des Relativimpulses vers
hwindet:�� P �  D(0;1) ��T �P2 � q� D(0;1) ��T �P2 + q� != 4 L(����)� L(�Æ�
)� �� P �  q�q�q
qÆh(P; q) + O (q�6)!= � 4 L(����)� L(�Æ�
)� � h(P; q)� P � � q�q�q
qÆh2(P; q) + O (q�6)= � 4 L(����)� L(�Æ�
)� �2P � q6 � 4 q� (P � q) q4� q�q�q
qÆh2(P; q) + O (q�6)= O (q�6) (7.12)74



Damit wird die entspre
hende S
hleife in (7.11) konvergent und besitzt keinen Anteilder Ordnung (g0) .Der Kasten im 2-S
hleifen-Graphen von (7.11) bes
hreibt eine neue amputierte4-Punkt-Amplitude, die si
h ebenso wie der Kern Ks na
h Ordnungen bez�ugli
hder beiden Relativimpulse entwi
keln l�a�t. Ein Bli
k auf (4.51) zeigt sofort, da� beider Ableitung na
h dem Gesamtimpuls P nur zwei Terme der f�uhrenden Ordnungim re
hten Relativimpuls �ubrig bleiben, die aber wegen der Resultate des vorigenKapitels im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls vers
hwinden:�� P � �K1 (0;1) ����s (q1; q2;P ) � = O (q�12 ) (7.13)Der zweite Graph w�urde jedo
h nur dann zur Ordnung (g0) beitragen, falls beideS
hleifen divergente Anteile besitzen w�urden und si
h damit �uber (5.5) und (5.6)ein Faktor 1=g4 ausbilden k�onnte.Wir erhalten also folgendes Resultat:Unsere Ans�atze f�ur die Bethe-Salpeter-Amplituden und den Bethe-Salpeter- Kernerlauben keine L�osung der Integralglei
hung (7.10) in Ordnung (g0) der erweiter-ten St�orungstheorie, so da� die triviale L�osung (7.9) auf diesem Niveau akzeptiertwerden mu�. Diese liefert anstelle der erho�ten Normierungsbedingungen das Ver-s
hwinden der letzten Residuumsparameter a0 und a2 .

75



Zusammenfassung und Ausbli
kIn dieser Arbeit wurde der Versu
h unternommen, auf Grundlage der | dur
h dieerste Stufe der faktorisierenden, rationalen Approximanten| erweiterten St�orungs-re
hnung Bindungszust�ande zwis
hen Gluonen zu bes
hreiben. Der wesentli
he neueAspekt liegt dabei in der Ausnutzung der impliziten Crossing-Symmetrie der benutz-ten Integralglei
hung, der Bethe-Salpeter-Glei
hung f�ur die bez�ugli
h eines Mandelstam-Kanals ausgezei
hnete 4-Gluon-Amplitude.Es lassen si
h zwei Teile dieser Arbeit unters
heiden:Im ersten allgemeineren Teil wurde die Farbdynamik der Integralglei
hung voll-st�andig separiert, indem ein entkoppeltes Glei
hungssystem f�ur Partialamplitudenmit erhaltener Gesamt-Farbquantenzahl hergeleitet wurde. Aufbauend auf der Ba-sisentwi
klung na
h Farbtensoren wurden dazu zwei unters
hiedli
he Verfahren be-nutzt, die beide nur algebrais
he Re
hnungen beinhalten und folgli
h keiner N�ahe-rungen f�ur die Integralkerne bed�urfen; damit werden die Resultate dieses Teils au
hf�ur m�ogli
he na
hfolgende Arbeiten von Bedeutung sein.Im zweiten spezielleren Teil der Arbeit wird versu
ht, unter starker Vereinfa-
hung der re
ht komplizierten Lorentz-Tensor-Struktur der 4-Gluon-Amplitudeneine selbstkonsistente L�osung nullter Ordnung in g2 (im Sinne der erweitertenSt�orungsre
hnung) der Bethe-Salpeter-Glei
hung im Impulsraum zu �nden. Eineents
heidende Rolle spielt dabei der in fr�uheren Arbeiten entwi
kelte 1=g2-Me
hanis-mus; er allein si
hert die Selbstkonsistenz unserer Ans�atze und ma
ht die Reproduk-tion der nullten St�orungsordnung erst m�ogli
h.Die vorliegenden Re
hnungen zeigen allerdings, da� eine Bes
hr�ankung der Lo-rentz-Tensor-Struktur des Bethe-Salpeter-Kerns auf die einfa
hsten dimensionslo-sen Tensoren ni
ht ausrei
ht, um einen Bindungspol zu reproduzieren. Dies wirdbesonders bei der Behandlung der Normierungsbedingung f�ur die Bethe-Salpeter-Amplituden in Ordnung (g2) deutli
h.Bei der expliziten Ausf�uhrung der Crossing-Operationen tau
ht | wie s
hon infr�uheren Arbeiten zum Farboktett-Kanal | eine Divergenzsteigerung auf; diese wirdim Rahmen dieser Arbeit dur
h eine Anpassung der freien Parameter unterdr�u
kt,um den erforderli
hen Re
henaufwand so klein wie m�ogli
h zu halten. Vor allem auf-grund der notwendigen Tensorstruktur ist aber zu vermuten, da� eine L�osung nullterOrdnung in g2 (wenn �uberhaupt) allenfalls dur
h Ausnutzung dieser Divergenzstei-gerung erzielt werden k�onnte. Dies kann als zentrales Resultat der Re
hnungen desspezielleren Teils angesehen werden. 76



Die fehlende Reproduzierbarkeit der nullten St�orungsordnung beinhaltet selbst-verst�andli
h au
h, da� die Massenbestimmung der farbneutralen "Gluon-B�alle" inunseren N�aherungen ni
ht m�ogli
h ist; dieses Resultat �uberras
ht uns allerdingsni
ht.Nat�urli
h besteht na
h wie vor die M�ogli
hkeit, Gluonium-Bindungszust�andedur
h �ubli
he L�osungen der Bethe-Salpeter-Glei
hung in "Leiter"- oder "Blasen"-N�aherungen | was einer unendli
hen Teilsummation der g2- Reihe entspri
ht |zu erzeugen bzw. zu bes
hreiben. Dies geh�orte jedo
h, wie s
hon betont, ni
ht zurFragestellung dieser Arbeit.Die Ber�u
ksi
htigung der Ankopplung von Quarks | �uber die in dieser Arbeitstudierte reine Gluontheorie hinaus | ist mehr f�ur eine realistis
he Spektroskopievon Interesse, die der Mis
hung von "Gluon-B�allen" mit mesonis
hen Zust�andenRe
hnung tragen mu�. Die prinzipielle Frage na
h der Existenz der "Gluon-B�alle"sollte si
h bereits im Rahmen der quarkfreien Theorie ents
heiden lassen.M�ogli
herweise bietet die | f�ur die Si
herung der perturbativen Renormierbar-keit notwendige | "Kontrollierung" der unverzi
htbaren Divergenzsteigerung denS
hl�ussel zur vollst�andigen Bes
hreibung des allgemeinen 4-Gluon-Vertex. Eine kon-sequente Realisierung k�onnte dur
haus die Basis f�ur weitere Arbeiten zum Themader Gluonium-Bindungszust�ande bilden.Es ist allerdings | vor allem wegen der Allgemeinheit der auf der Normierungs-bedingung basierenden Argumentation des siebten Kapitels | sehr wahrs
heinli
h,da� Gluoniumzust�ande in Ordnung (g0) �uberhaupt ni
ht erzeugbar sind.Dieses negative Resultat, obwohl auf den ersten Bli
k sehr entt�aus
hend, w�are f�urden weiteren Ausbau und die Anwendung der modi�zierten St�orungstheorie eine er-hebli
he Vereinfa
hung und daher �uberaus wi
htig. Ein sol
her Bindungszustand inOrdnung (g0) , dessen Residuum f�ur g2 ! 0 wie �2 vers
hwinden, d. h. exponen-tiell abfallen w�urde, w�are prinzipiell zwar denkbar; er w�urde aber formal ein neuesTeil
hen mit relativ komplizierten na
kten, st�orungstheoretis
hen Vertizes einf�uhrenund damit die Konstruktion der ober
�a
hli
h konvergenten, h�oheren Amplitudente
hnis
h erhebli
h komplizieren.
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Anhang ANi
htvers
hwindendeStrukturkonstanten der SU(3)In dieser Tabelle werden diejenigen Kombinationen von Farbindizes aufgez�ahlt, f�urwel
he die Strukturkonstanten der SU(3) ni
htvers
hwindende Werte besitzen. DieSymbole fab
 sind total antisymmetris
h und die Symbole dab
 sind total symme-tris
h unter Vertaus
hung von zwei Indizes.(ab
) fab
 (ab
) dab
123 1 118 p3=3147 1/2 146 1/2156 �1=2 157 1/2246 1/2 228 p3=3257 1/2 247 �1=2345 1/2 256 1/2367 �1=2 338 p3=3458 p3=2 344 1/2678 p3=2 344 1/2366 �1=2377 �1=2448 �p3=6558 �p3=6668 �p3=6778 �p3=6888 �p3=378



Anhang BClebs
h-Gordan-KoeÆzientenund Isoskalare FaktorenB.1 Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten der SU(2)(I1; I2;m1;m2jI1; I2; I;m)(1; 1; 1; 1j1; 1; 2; 2) 1(1=2; 1; 1=2; 1j1=2; 1; 3=2; 3=2) 1(1; 1=2; 1; 1=2j1; 1=2; 3=2; 3=2) 1(1; 1; 0; 1j1; 1; 2; 1) p2=2(1; 1; 1; 0j1; 1; 2; 1) p2=2(1; 1; 0; 1j1; 1; 1; 1) �p2=2(1; 1; 1; 0j1; 1; 1; 1) p2=2(0; 1; 0; 1j0; 1; 1; 1) 1(1=2; 1=2; 1=2; 1=2j1=2; 1=2; 1; 1) 1(1; 0; 1; 0j1; 0; 1; 1) 1(1=2; 1;�1=2; 1j1=2; 1; 3=2; 1=2) p3=3(1=2; 1; 1=2; 0j1=2; 1; 3=2; 1=2) p2p3=3(1; 1=2; 0; 1=2j1; 1=2; 3=2; 1=2) p2p3=3(1; 1=2; 1;�1=2j1; 1=2; 3=2; 1=2) p3=3(1=2; 1;�1=2; 1j1=2; 1; 1=2; 1=2) �p2p3=3(1=2; 1; 1=2; 0j1=2; 1; 1=2; 1=2) p3=3(1; 1=2; 0; 1=2j1; 1=2; 1=2; 1=2) p3=3(1; 1=2; 1;�1=2j1; 1=2; 1=2; 1=2) p2p3=3(0; 1=2; 0; 1=2j0; 1=2; 1=2; 1=2) 1(1=2; 0; 1=2; 0j1=2; 0; 1=2; 1=2) 179



(I1; I2;m1;m2jI1; I2; I;m)(1; 1;�1; 1j1; 1; 2; 0) p6=6(1; 1; 0; 0j1; 1; 2; 0) p2p3=3(1; 1; 1;�1j1; 1; 2; 0) p6=6(1; 1;�1; 1j1; 1; 1; 0) �p2=2(1; 1; 0; 0j1; 1; 1; 0) 0(1; 1; 1;�1j1; 1; 1; 0) p2=2(0; 1; 0; 0j0; 1; 1; 0) 1(1=2; 1=2;�1=2; 1=2j1=2; 1=2; 1; 0) p2=2(1=2; 1=2; 1=2;�1=2j1=2; 1=2; 1; 0) p2=2(1; 0; 0; 0j1; 0; 1; 0) 1(1; 1;�1; 1j1; 1; 0; 0) p3=3(1; 1; 0; 0j1; 1; 0; 0) �p3=3(1; 1; 1;�1j1; 1; 0; 0) p3=3(1=2; 1=2;�1=2; 1=2j1=2; 1=2; 0; 0) �p2=2(1=2; 1=2; 1=2;�1=2j1=2; 1=2; 0; 0) p2=2(0; 0; 0; 0j0; 0; 0; 0) 1(1=2; 1;�1=2; 0j1=2; 1; 3=2;�1=2) p2p3=3(1=2; 1; 1=2;�1j1=2; 1; 3=2;�1=2) p3=3(1; 1=2;�1; 1=2j1; 1=2; 3=2;�1=2) p3=3(1; 1=2; 0;�1=2j1; 1=2; 3=2;�1=2) p2p3=3(1=2; 1;�1=2; 0j1=2; 1; 1=2;�1=2) �p3=3(1=2; 1; 1=2;�1j1=2; 1; 1=2;�1=2) 3/4(1; 1=2;�1; 1=2j1; 1=2; 1=2;�1=2) �p2p3=3(1; 1=2; 0;�1=2j1; 1=2; 1=2;�1=2) p3=3(0; 1=2; 0;�1=2j0; 1=2; 1=2;�1=2) 1(1=2; 0;�1=2; 0j1=2; 0; 1=2;�1=2) 1(1; 1;�1; 0j1; 1; 2;�1) p2=2(1; 1; 0;�1j1; 1; 2;�1) p2=2(1; 1;�1; 0j1; 1; 1;�1) �p2=2(1; 1; 0;�1j1; 1; 1;�1) p2=2(0; 1; 0;�1j0; 1; 1;�1) 1(1=2; 1=2;�1=2;�1=2j1=2; 1=2; 1;�1) 1(1; 0;�1; 0j1; 0; 1;�1) 1(1=2; 1;�1=2;�1j1=2; 1; 3=2;�3=2) 1(1; 1=2;�1;�1=2j1; 1=2; 3=2;�3=2) 1(1; 1;�1;�1j1; 1; 2;�2) 180



B.2 Isoskalare Faktoren � M1Y1I1 M2Y2I2 MY I�(Y; I; Y1; I1; Y2; I2) 1 8S 8A 10 10� 27(2; 1; 1; 1=2; 1; 1=2) 1(2; 0; 1; 1=2; 1; 1=2) �1(1; 3=2; 1; 1=2; 0; 1) �p2=2 p2=2(1; 3=2; 0; 1; 1; 1=2) p2=2 p2=2(1; 1=2; 1; 1=2; 0; 1) 3p5=10 1/2 �1=2 p5=10(1; 1=2; 0; 1; 1; 1=2) �3p5=10 1/2 �1=2 �p5=10(1; 1=2; 1; 1=2; 0; 0) �p5=10 1/2 1/2 3p5=10(1; 1=2; 0; 0; 1; 1=2) �p5=10 �1=2 �1=2 3p5=10(0; 2; 0; 1; 0; 1) 1(0; 1; 1; 1=2;�1; 1=2) �p30=10 p6=6 �p6=6 p6=6 p5=5(0; 1;�1; 1=2; 1; 1=2) �p30=10 �p6=6 p6=6 �p6=6 p5=5(0; 1; 0; 1; 0; 1) p6=3 p6=6 �p6=6(0; 1; 0; 1; 0; 0) p5=5 1/2 1/2 p30=10(0; 1; 0; 0; 0; 1) p5=5 �1=2 �1=2 p30=10(0; 0; 1; 1=2;�1; 1=2) 1/2 p10=10 p2=2 p15=10(0; 0;�1; 1=2; 1; 1=2) �1=2 �p10=10 p2=2 �p15=10(0; 0; 0; 1; 0; 1) p6=4 �p15=5 �p10=20(0; 0; 0; 0; 0; 0) �p2=4 �p5=5 3p30=20(�1; 3=2;�1; 1=2; 0; 1) �p2=2 p2=2(�1; 3=2; 0; 1;�1; 1=2) p2=2 p2=2(�1; 1=2;�1; 1=2; 0; 1) �3p5=10 1/2 1/2 �p5=10(�1; 1=2; 0; 1;�1; 1=2) 3p5=10 1/2 1/2 p5=10(�1; 1=2;�1; 1=2; 0; 0) �p5=10 �1=2 1/2 3p5=10(�1; 1=2; 0; 0;�1; 1=2) �p5=10 1/2 �1=2 3p5=10(�2; 1;�1; 1=2;�1; 1=2) 1(�2; 0;�1; 1=2;�1; 1=2) 1
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Anhang CCrossing-TabellenC.1 Crossing-Algebra der Tensorens-Kanal ! u-Kanal s-Kanal ! t-Kanalb $ 
 ; � $ � ; p2 $ p3 b $ d ; � $ � ; p2 $ p4P ! �p � p0 ( =: R ) P ! p� p0 ( =: Q )p ! 12(�P + p � p0) ( =: r ) p ! 12(�P + p + p0) ( =: q )p0 ! 12(�P � p+ p0) ( =: r0 ) p0 ! 12(P + p + p0) ( =: q0 )s ! p2 + 2pp0 + p02 ( = u ) s ! p2 � 2pp0 + p02 ( = t )C1(ab
d) ! C2(ab
d) C1(ab
d) ! C3(ab
d)C2(ab
d) ! C1(ab
d) C2(ab
d) ! C2(ab
d)C3(ab
d) ! C3(ab
d) C3(ab
d) ! C1(ab
d)C4(ab
d) ! �C5(ab
d) C4(ab
d) ! �C6(ab
d)C5(ab
d) ! �C4(ab
d) C5(ab
d) ! �C5(ab
d)C6(ab
d) ! �C6(ab
d) C6(ab
d) ! �C4(ab
d)82



s-Kanal ! u-Kanal s-Kanal ! t-Kanalb $ 
 ; � $ � ; p2 $ p3 b $ d ; � $ � ; p2 $ p4L(����)1 ! L(����)2 L(����)1 ! L(����)3L(����)2 ! L(����)1 L(����)2 ! L(����)2L(����)3 ! L(����)3 L(����)3 ! L(����)1L(����)0 ! L(����)0 !1D (L(����)0 + L(����)+ + L(����)� ) 1D (L(����)0 + L(����)+ � L(����)� )L(����)+ ! L(����)+ !D(D+1)�22D L(����)0 D(D+1)�22D L(����)0+D�22D L(����)+ � D+22D L(����)� +D�22D L(����)+ + D+22D L(����)�L(����)� ! L(����)� !(D�12 )L(����)0 � 12L(����)+ + 12L(����)� �(D�12 )L(����)0 + 12L(����)+ + 12L(����)�
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C.2 Crossing-Algebra der ImpulsfunktionenCrossing-Tabelle (Fu + Ft) :F1;s F2;s F6;s F7;s F8;s F9;s F11;s F12;s F13;s F14;sF1;u + F1;t 2F2;u + F2;t -2 1 2F6;u + F6;t 2 �2 4F7;u + F7;t 1 2F8;u + F8;t 1 2 �1 4 �u002F9;u + F9;t 1F11;u + F11;t 2F12;u + F12;t 1 �1 �u002F13;u + F13;t 2F14;u + F14;t 1 2Crossing-Tabelle (Fu � Ft) :G3;s G5;s G6;s G8;sF1;u � F1;tF2;u � F2;t 1F6;u � F6;t �2F7;u � F7;t �1F8;u � F8;t 1F9;u � F9;t 1F11;u � F11;tF12;u � F12;t 1F13;u � F13;tF14;u � F14;t 1
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Crossing-Tabelle (Gu +Gt) :G3;s G5;s G6;s G8;sG3;u +G3;t 1G5;u +G5;t 1G6;u +G6;t 1G8;u +G8;t 1Crossing-Tabelle (Gu �Gt) :F1;s F2;s F6;s F7;s F8;s F9;s F11;s F12;s F13;s F14;sG3;u �G3;t 2 1 �2G5;u �G5;t �1 2G6;u �G6;t �1 �2 3 �4 u002G8;u �G8;t �1 3 u002
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Anhang DBere
hnung der divergentenAnteile der ImpulsintegraleEine Abz�ahlung der Impulspotenzen in den Integranden von (5.8{5.11) liefert wegen(4.28) die Zahl � 4 und damit f�ur alle vier Integrale den ober
�a
hli
hen Divergenz-grad d = 0 [3℄. Es liegen also tats�a
hli
h nur logarithmis
he Divergenzen vor.Man zeigt au�erdem lei
ht, da� die divergenten Anteile der Integrale I0, I1 undI2 v�ollig identis
h sind. Dazu f�uhren wir ein neues Integrationsma� eindQ (����)s := dDq(2�)D D(0;1)��T �P2 � q� D(0;1)��T �P2 + q� (D.1)und bilden beispielsweise die Di�erenz zwis
hen I1 und I0 :I ����1 � I ����0= 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s  q4f(p; q) � 1!= 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s  q4 � f(p; q)f(p; q) != 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s  2 q2 (p2 + u001;2�2) � 4 (p � q)2 + O (q0)f(p; q) !Eine erneute Abz�ahlung der Impulspotenzen zeigt aber, da� dies ein konvergentesIntegral ist.Die Integrale I0 und I1 unters
heiden si
h also nur bez�ugli
h ihrer endli
henAnteile. Auf v�ollig analoge Weise lie�en si
h au
h die Integrale I0 und I2 oderdie Integrale I1 und I2 verglei
hen und so die entspre
henden divergenten Anteileidenti�zieren. 86



D.1 Das Integral IWir bere
hnen nun den divergenten Anteil des Integrals I0 . Dazu s
hreiben wir denGluonpropagator (4.28) um:D(0;1)��T �Q� = (Æ��Q2 � Q�Q�)(Q2 + u001;2�2)Q2(Q2 + u+�2)(Q2 + u��2)= (Æ��Æ�� � Æ��Æ��) Q�Q�)(Q2 + u+�2)(Q2 + u��2)  1 + u001;2�2Q2!= 2L(����)� Q�Q�(Q2 + u+�2)(Q2 + u��2)  1 + O (Q�2)! (D.2)Ber�u
ksi
htigen wir die Beziehungen (1.22a) und (1.22b), so gilt mit (D.1) na
hEinsetzen von (D.2) in das Integral I0 :I ����0 = 1=2 g20 �2�0 Z Q (����)s= 2 g20 L(����)� L(�Æ�
)��2�0 Z dDq(2�)D �P2 � q�� �P2 � q�� �P2 + q�
 �P2 + q�Æh(P; q)+ �FIN.�= 2 g20 L(����)� L(�Æ�
)� �2�0 Z dDq(2�)D q�q�q
qÆh(P; q) + �FIN.�= g20 2D(D + 2) L(����)� L(�Æ�
)� �Æ��Æ
Æ + Æ�
Æ�Æ + Æ�ÆÆ�
��2�0 Z dDq(2�)D q4h(P; q) + �FIN.� (D.3)In der letzten Zeile der obigen Re
hnung wird die �ubli
he Standardformel f�ur sym-metris
he Integration [3℄ benutzt. Au�erdem wird der Nenner des Integranden ab-gek�urzt: 87



h(P; q) =  �P2 � q�2 + u+�2!  �P2 � q�2 + u��2! �P2 + q�2 + u+�2!  �P2 + q�2 + u��2!= q8 + �P 2 + 2(u+ + u�)�2�q6 � 2 (P � q)2 q4 + O (q4) (D.4)Die Kontraktion von Lorentzindizes in (D.3) l�a�t si
h ausf�uhren:L(����)� L(�Æ�
)� �Æ��Æ
Æ + Æ�
Æ�Æ + Æ�ÆÆ�
�= D2 � 34 Æ��Æ�� + 14 Æ��Æ�� + 14 Æ��Æ��= D2 � 34 (L0 + L+ + L�)(����) + D4 L(����)0 + 14 (L0 + L+ + L�)(����)= D2 +D � 24 L(����)0 + D2 � 24 L(����)+ � D2 � 44 L(����)� (D.5)Das Impulsintegral in (D.3) wird in der Regel dur
h Feynman-Parametrisierung be-handelt und so auf ein Standardintegral zur�u
kgef�uhrt. Da aber nur eine s
hwa
helogarithmis
he Divergenz vorliegt, kann hier ein einfa
heres Verfahren benutzt wer-den: �2�0 Z dDq(2�)D q4h(P; q)= �2�0 Z dDq(2�)D q4h(P; q) � �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4+ �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4= �2�0 Z dDq(2�)D q4 �(q2 + �2)4 � h(P; q)�h(P; q) (q2 + �2)4+ �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)488



= �2�0 Z dDq(2�)D �(8 � 2u+ � 2u�)�2 � P 2� q10 + 2 (P � q)2 q8 + O (q8)h(P; q) (q2 + �2)4+ �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4= �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4 + �FIN.� (D.6)Die Integral in (D.3) unters
heidet si
h vom logarithmis
h divergenten Standardin-tegral (D.6) also nur bez�ugli
h seiner endli
hen Anteile.Die L�osung des Standardintegrals (D.6) �ndet si
h in vielen Lehrb�u
hern [3℄ [22℄:�2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4 = 1(4�)2  �20�2!� �(4 � �)�(�)(4�)���(4)�(2 � �)= 1(4�)2  �20�2!� (3� �)(2� �)�(�)6 (4�)�� (D.7)Da uns nur die divergenten Anteile interessieren, benutzen wir die �ubli
he Laurent-Entwi
klung der Gamma-Funktion 1�(�) = 1� � 
 + O (�) (D.8)und erhalten:�2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4= 1(4�)2  �20�2!� �1� + ln 4� � 
� + �FIN.�= 1(4�)2 exp( ln� �20�2� �)�1� + ln 4� � 
� + �FIN.�= 1(4�)2  1 + ln� �20�2� � + O (�2)!�1� + ln 4� � 
� + �FIN.�= 1(4�)2  1� � ln��2�20 �! + �FIN.� (D.9)1
 ist die eulers
he Konstante! 89



Dies ist der erw�uns
hte ni
htperturbative Logarithmus (5.5), dur
h den der zurSelbstkonsistenz erforderli
he 1=g2-Me
hanismus (5.6) ansetzen kann. Die im Li-mes � ! 0 endli
hen Beitr�age bleiben w�ahrend der Renormierungsprozedur un-ver�andert und sind folgli
h mindestens von der Ordnung (g2) .Da die Tensorstruktur (D.5) keine Divergenzen f�ur � ! 0 besitzt, l�a�t si
h nunder Limes ausf�uhren und damit D = 4 setzen. Die vollst�andige L�osung von (5.8)lautet dann in Ordnung (g0) :( I ���� )O(g0) = 1�0 � 38 L(����)0 + 724 L(����)+ � 14 L(����)� �D.2 Das Integral JDie Bestimmung des (g0)-Anteils vom Integral J verl�auft v�ollig analog:Wir setzen (D.2) in das Integral (5.11) ein, separieren die divergenten Anteileund benutzen wieder eine Standardformel f�ur symmetris
he Integration [22℄:J ������ = 1=2 g20 �2�0 Z dQ (����)s q2 q� q�f(p; q)= 2 g20 L(����)� L(�Æ�
)��2�0 Z dDq(2�)D �P2 � q�� �P2 � q�� �P2 + q�
 �P2 + q�Æ q� q� q2h(P; q) f(p; q)+ �FIN.�= 2 g20 L(����)� L(�Æ�
)� �2�0 Z dDq(2�)D q�q�q
qÆq�q�q2h(P; q) f(p; q) + �FIN.�= g20 2D(D + 2)(D + 4) L(����)� L(�Æ�
)� S(����
Æ)�2�0 Z dDq(2�)D q8h(P; q) f(p; q) + �FIN.� (D.10)Neben den in (4.12) bzw. (D.4) de�nierten Impulsfunktionen f(p; q) und h(P; q)wird in der obigen Re
hnung der total symmetris
he Lorentztensor se
hster Stufeverwendet: 90



S(����
Æ) = Æ��Æ��Æ
Æ + Æ��Æ�
Æ�Æ + Æ��Æ�ÆÆ�
+ Æ��Æ��Æ
Æ + Æ��Æ�
Æ�Æ + Æ��Æ�ÆÆ�
+ Æ��Æ��Æ
Æ + Æ��Æ�
Æ�Æ + Æ��Æ�ÆÆ�
+ Æ�
Æ��Æ�Æ + Æ�
Æ��Æ�Æ + Æ�
Æ�ÆÆ��+ Æ�ÆÆ��Æ�
 + Æ�ÆÆ��Æ�
 + Æ�ÆÆ�
Æ�� (D.11)Die Kontraktion von Lorentzindizes in (D.10) l�a�t si
h wieder ausf�uhren:L(����)� L(�Æ�
)� S(����
Æ)= D2 + 5D � 34 Æ��Æ��Æ�� + 14 Æ��Æ��Æ�� + 14 Æ��Æ��Æ��� D + 34 M (������)1 + 14 M (������)2= D2 + 6D � 24 Æ��L(����)0 + D2 + 5D � 24 Æ��L(����)+� D2 + 5D � 44 Æ��L(����)�� D + 34 M (������)1 + 14 M (������)2 (D.12)Das Impulsintegral in (D.10) wird wieder auf dasselbe Standardintegral wie in (D.6)zur�u
kgef�uhrt:�2�0 Z dDq(2�)D q8h(P; q) f(p; q)= �2�0 Z dDq(2�)D q8h(P; q) f(p; q) � �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4+ �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4= �2�0 Z dDq(2�)D q8 �(q2 + �2)4 � q4 h(P; q) f(p; q)�h(P; q) f(p; q) (q2 + �2)4+ �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)491



= �2�0 Z dDq(2�)D ~x �2 q14 + �2(P � q)2 + 4(p � q)2�q12 + O (q12)h(P; q) f(p; q) (q2 + �2)4+ �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4= �2�0 Z dDq(2�)D q4(q2 + �2)4 + �FIN.� (D.13)Dabei wird die Festlegung (4.52) benutzt und die folgende Abk�urzung eingef�uhrt,die aber nur im konvergenten Teil vorkommt:~x = 8 � 2(u+ � u�) � u001;2 (D.14)Au�erdem wird im letzten S
hritt wieder eine Abz�ahlung von Impulspotenzen imobigen Integranden vorgenommen und so die Konvergenz des re
ht kompliziertenIntegrals festgestellt.Die weiteren Re
hnungen sind v�ollig identis
h zum Integral I :Mit (D.7) und (D.8) folgt der ni
htperturbative Logarithmus (5.5) in Verbin-dung mit dem divergenten Anteil des Integrals. So kann na
h der multiplikativenRenormierung der Kopplungskonstanten der 1=g2-Me
hanismus (5.6) ansetzen undans
hlie�end der Limes � ! 0 ausgef�uhrt werden.Allein die Tensorstruktur (D.12) unters
heidet also das Integral J vom IntegralI . Die vollst�andige L�osung von (5.11) in Ordnung (g0) mit D = 4 lautet dann:( J ������ )O(g0) = 1�0 " 19192 Æ��L(����)0+ 17192 Æ��L(����)+ � 112 Æ��L(����)�� 7384 M (������)1 + 1384 M (������)2 #
92
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