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Einfiihrung

Im Jahre 1982 erhielt K. G. WILSON den Nobelpreis fiir Physik als Wiirdi-
gung seiner Forschungsarbeit [Wil71, WK74] auf dem Gebiet der Renormie-
rungsgruppe (RG). Dieser nichtperturbative Zugang zur Theorie kritischer
Phinomene entwickelte sich in den letzten 25 Jahren zu einem machtvollen
Werkzeug in der Statistischen Mechanik und der Quantenfeldtheorie (QFT).

Das Grundprinzip der RG ist der Skalenbegriff. Die physikalisch relevanten
Groflen, die Response- oder Greensfunktionen, erhilt man durch Ableiten der
erzeugenden Funktionale, die in der Statistik {iber die Zustandssumme und
in der QFT iiber das Pfadintegral definiert werden.! In diesen spiegelt sich
die meistens hohe und nicht selten unendliche Zahl von Freiheitsgraden des
betrachteten Systems wider. Die Berechnung dieser hochdimensionalen Ob-
jekte (Integrale, Summen) fiihrt man auf eine schrittweise, durch einen Ska-
lenparameter organisierte Ausintegration von Freiheitsgraden zuriick. Dies
geschieht z.B. im kubisch diskretisierten, euklidischen Ortsraum durch eine
Teilsummation iiber Wiirfel, deren Kantenldnge ein endliches, ganzzahliges
Vielfaches der Gitterkonstante betrigt [GK84]. Eine dquivalente Moglichkeit
bietet die Multiskalen-Zerlegung des Propagators einer Theorie in Impuls-
scheiben [BG95].

Die RG ist somit eine Skalentransformation, die eine Theorie, die iiber den
Boltzmann-Faktor oder ein Wechselwirkungsfunktional definiert ist, auf eine
effektive, ausgediinnte, grobere Theorie abbildet. Ein wesentliches Merkmal
dieser renormierten Theorie ist eine kleinere Korrelationsldnge £'. Unter An-
wendung der Blockspintransformation (BST) erkennt man den Zusammen-
hang?

£

g% 1

Im weiteren Verlauf verwenden wir die Begriffe Zustandssumme und Pfadintegral
gleichwertig.

2L € N, ist ein Vielfaches der Raumgitterkonstante a und folglich La die Seitenlinge
eines Blocks.




Diese Eigenschaft macht die RG zu einem idealen Untersuchungswerkzeug
kritischer Phi#nomene. Kontinuierliche Phaseniibergénge (PU) zeichnen sich
am kritischen Punkt durch eine Nichtanalytizitdt in einer zweiten partiellen
Ableitung des thermodynamischen Potentials aus. Die divergierende Korre-
lationslinge als wesentliches Merkmal eines PU’s 2. Ordnung bleibt nach (1)
unter Anwendung einer Renormierungsgruppentransformation (RGT) diver-
gent: kritische Systeme sind (fast) skaleninvariant. Alle Theorien, die in Ein-
zugsbereichen von kritischen Fixpunkten einer RGT liegen, besitzen dasselbe
Verhalten wie die assoziierten Fixpunkte und bilden sogenannte Universa-
litdtsklassen, die nur durch wenige Parameter wie die Raumdimension oder
die lokalen Freiheitsgrade charakterisiert werden. Kritische Systeme lassen
sich unabhingig von ihren mikroskopischen Wechselwirkungen beschreiben.?

Von einer auf dem Gitter diskretisierten QFT fordert man, daf ihre Kor-
relationsfunktionen, aus denen sich die physikalischen Gréflen, wie z.B. die
Masse m des leichtesten Teilchens, bestimmen, im Kontinuumslimes (Gitter-
konstante — 0) endliche Werte annehmen. Der Zusammenhang

£=— (2)

[GK84] bedingt fiir a — 0 folglich die Divergenz der Korrelationslidnge. Die
Gitterfeldtheorie muf} kritisch sein und eignet sich als Proband fiir die RG.

Die Erzeugung nicht lokaler Terme in der effektiven Theorie kompliziert die
mathematische Behandlung der RGT erheblich. Aus diesem Grund arbeitet
man mit hierarchischen Approximationen [Dys69, GK84, Por90], die ein dhn-
liches kritisches Verhalten wie die vollen Modelle aufweisen und lokalitatser-
haltend sind. Sie dienen als vereinfachtes Versuchsfeld zur Entwicklung neuer
RG-Strategien und reprisentieren eine Klasse von eigenstdndigen, untersu-
chungswiirdigen Systemen der Statistischen Physik.

Eine Hauptanwendung der RG ist die konstruktive Behandlung der ¢*-artig
gestorten skalaren, freien Feldtheorie. Nach einer Idee von C. WIECZER-
KOWSKI parametrisiert man die durch RG-Iteration erzeugten Fliisse in der
¢*-Kopplung und konstruiert RG-invariante Kurven, die im freien Feld begin-
nen und tangential zur Stérung liegen. RGT lassen sich somit einfach durch
Entlangfahren der Trajektorie bestimmen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel geben wir eine Definition der RG auf dem Gitter und im
hierarchischen Modell.

3Nur die Reichweite der Wechselwirkung ist noch von Belang.



Im zweiten Abschnitt liefern wir die rigorose Konstruktion der ¢*-Trajektorie
in der hierarchischen Approximation. Das benutzte Verfahren basiert auf dem
construction mapping theorem. Wir beweisen seine Anwendbarkeit fiir alle
Dimensionen 2 < D < 4 und behandeln den Sonderfall D = 3 explizit.

Im dritten Kapitel prisentieren wir eine perturbative Berechnung der @3-
Kurve im Rahmen der RGT auf dem Gitter. Hierzu fiihren wir die Aufga-
benstellung auf das bereits geloste Problem im Kontinuum zuriick.

Der vierte Abschnitt beschreibt den (nicht gegliickten) Konstruktionsversuch
der ¢3-Trajektorie im hierarchischen Modell.

Abschlieflend geben wir eine Zusammenfassung und présentieren Ansétze
und Ideen fiir eine weitere Behandlung des Themas. Anhinge {iber elemen-

tare, mathematische Notationen und Formeln vervollstindigen das Bild der
Arbeit.

Zur besseren Lesbarkeit des Inhaltsverzeichnisses sowie des weiteren Textes
mochten wir bereits an dieser Stelle die wichtigsten Abkiirzungen im Rah-
men der Renormierungsgruppe prasentieren. Es stehen im folgenden RG fiir
Renormierungsgruppe, T fiir Transformation, H fiir hierarchisch und G fiir
Gitter, so daB z.B. eine Ubersetzung des Kiirzels HRGT keine Probleme berei-
ten diirfte. Desweiteren ergidnzen wir Abkiirzungen nicht um Fall spezifische
Endungen.



Kapitel 1

Die RG

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Erstellung eines Begriffs- und Formelap-
parates zur Behandlung skalarer Gitterfeldtheorien. Das Spin-Gitter-Modell
ist das Demonstrationsobjekt der Statistischen Physik zur Untersuchung von
PU und kritischen Phiinomenen schlechthin. Prominentester Vertreter ist
das D-dimensionale Ising-Modell, welches die spontane Magnetisierung ei-
nes Ferromagneten erkliart. Im Jahre 1925 bewies E. ISING, dafl fiir D =1
kein PU existiert. Die analytische Lésung L. ONSAGER’s in zwei Dimensio-
nen zeigt hingegen einen PU auf. Fiir D = 3 steht eine exakte Behandlung
noch aus, aber die RG bewé&hrt sich auch hier als ideales Werkzeug, z.B. zur
Berechnung kritischer Exponenten. In dieser Arbeit legen wir die diskrete
Darstellung einer skalaren QFT zugrunde.

Im néchsten Abschnitt geben wir dem Leser eine mathematische Definition
der RG fiir Gitterfeldtheorien an die Hand. Diese stiitzt sich auf die BST,
die von L. P. KADANOFF [Kad66] erdacht wurde. Dessen Urform basiert
auf einem Ising-Gitter und Blockspins, die nur zwei unterschiedliche Werte
annehmen. Unser Zugang findet sich z.B. in Arbeiten von K. GAWEDZKI
und A. KUPIAINEN [GK84] oder C. WIECZERKOWSKI [Wie98].

Im Anschlufl erarbeiten wir zwei Formen der RGT, die sich aus den zugrunde
liegenden Modellklassen ableiten und nur die Transformation des Wechsel-
wirkungsanteils beinhalten. Die eine bezieht sich auf Gittertheorien, deren
freier Anteil durch den perfekten masselosen Propagator vjp..; beschrieben
wird. Die andere ergibt sich fiir Systeme, deren kinetischer Part durch den
hierarchischen Propagator vy;.. gegeben ist, und deren Potentiale lokal sind.

10



1.1. GRUNDLAGEN 11

1.1 Grundlagen

Die Sprache der Teilchenphysik ist die Quantenfeldtheorie. Mit ihr ist es
moglich, den fiir das Experiment so relevanten Streuquerschnitt zu berech-
nen, der die Fragen nach Reaktionswahrscheinlichkeiten und Zerfallslingen
beantwortet. Die Streumatrix(-elemente) bestimmt man mit Hilfe der Reduk-
tionsformel aus den amputierten Greensfunktionen [Ryd96], und die Korrela-
toren gewinnt man durch Funktionalableitung aus dem von R. FEYNMAN er-
dachten und Nobelpreis gewiirdigten Pfadintegral. Dieses Objekt wird durch
eine Lagrangedichte oder die iiber die Lagrangedichte bestimmte Wirkung
definiert. Lagrangedichte und Wirkungsfunktional nennen wir in Zukunft
Theorie. In dieser werden die Teilchensorten durch die Dimensionalitidt der
Felder und der assoziierten Algebra festgelegt. Wechselwirkungen kénnen so-
wohl untereinander bestehen (inklusive Selbstwechselwirkungen) als auch von
auBleren Quellen herriihren.

Zudem legen wir die euklidische Raum-Zeit in D Dimensionen (im allge-
meinen D = 2,3,4) zugrunde. Die Konsequenz ist eine Vereinfachung der
Rechnungen. Mittels Wick-Rotation lassen sich die Schwingerfunktionen (eu-
klidische Greensfunktionen) in die physikalischen Wightmanfunktionen (auf
dem Minkowski-Raum lebende n-Punkt-Funktionen) fortsetzen. Gegner des
euklidischen Formalismus kritisieren, dafl eine Integration der allgemeinen
Relativitdtstheorie unméglich sei. Fiir die Fragestellungen der Hochenergie-
physik ist das euklidische Pfadintegral jedoch besser geeignet als das min-
kowskische Pendant. Ein weiterer Bonuspunkt des Euklidischen Zugangs ist
die formale Aquivalenz des Feynmanschen Integrals zur Zustandssumme in
der klassischen Statistik. Durch sie entsteht eine Verbindung zu einem inten-
siv erforschten Zweig der Physik.

Als letztes diskretisieren wir die euklidische Raum-Zeit, indem wir statt des
iiberabziahlbaren RP ein unendliches D-dimensionales kubisches Gitter mit
der Gitterkonstanten a einfiihren.

Definition 1.1.1 (Das Gitter A)
Es seien a € R, und

A(a) = aZ"” (1.1)
A(0) = ‘llig(l]A(a) = RP (1.2)

OBdA sei a € R*, da A(a) = A(—a). Der Gitterkontinuumslimes (1.2) ist
formaler Natur.! Die Probleme eines Grenziibergangs zwischen abzihlbaren

'In welcher Norm sollte dieser auch ausgefiihrt werden?
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und iiberabzdhlbaren Mengen behandeln wir im Abschnitt 3.1.

Die Vorteile der Gitterfeldtheorien sind offensichtlich: Schon 20 Jahre vor
der Entwicklung des Pfadintegrals wurden Untersuchungen von Spin-Gittern,
z.B. Ising-, XY- oder Heisenbergmodelle, zur Beschreibung kritischer Phéno-
mene betrieben. Dariiber hinaus werden die Wohldefiniertheit des Pfadin-
tegrals und unter entsprechenden Annahmen (z.B. lokalisierte Wirkungen)
auch seine Berechnung (z.B. Faktorisierung) vereinfacht. Der entscheidende
Faktor ist jedoch, daf die auf dem Gitter A(a) definierte Theorien eine ein-
gebaute Impulsbetragsobergrenze von %” besitzen, die man auch UV-cutoff
nennt. Fiir a — 0 verschwindet diese Beschneidung. Die Verwendung eines
rdumlich begrenzten Gitters hitte eine Untergrenze des Impulsbetrags zur
Folge. Die Theorie beséfle einen IR-cutoff.

Ziel jeder diskretisierten QFT ist es, daf} die Korrelationsfunktionen im Kon-
tinuumslimes endlich bleiben.

In dieser Arbeit wollen wir die einfachste aller Feldtheorien betrachten: ein
reelles skalares Feld, dessen kinetischer bzw. freier Anteil durch einen Pro-
pagator beschrieben wird, ergénzt um ein beliebiges Selbstwechselwirkungs-
potential. Der Urvater aller skalaren Feldtheorien ist die Klein-Gordon Glei-
chung, welche freie, ungeladene Spin-0 Teilchen beschreibt. Wir beginnen mit
der Definition des Feldraumes:

Definition 1.1.2 (Der Konfigurationsraum #(a))

H(a) = ¢:A(a)—>]R‘ Y 1é(@)] < oo (1.3)

z€A(a)

Da A(a) als endliches, kartesisches Produkt der abzihlbaren Menge Z abzihl-
bar ist, existiert ein Isomorphismus zwischen #(a) und dem Vektorraum der
betragsintegrablen Folgen [;. Folglich ist auch #(a) ein Vektorraum und die
Bilinearform

Definition 1.1.3 (Skalarprodukt auf #(a))

(6,0) = / RETCICEDILONE (1.4)

z€A(a)

vervollstandigt H(a) zu einem Hilbertraum, da l; C Iy und || - |2 < || - |1

=
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[MV92].2 Die Fourier-Transformation in den Impulsraum
o) = [ a0 (15)
Aa

ist fiir alle p € R? wohldefiniert und gitterperiodisch beziiglich A (%’r), SO
dafl wir uns auf die Brillouin-Zone

Definition 1.1.4 (Der Impulsraum)
~ m™ m1D
Ala) = (——, —] (1.6)

beschréinken kénnen [MM94]. Der Impulskonfigurationsraum H(a) ist, wie
die Bezeichnung schon andeutet, das Bild des Konfigurationsraumes H(a)
unter Fourier-Transformation und auch ein Hilbertraum beziiglich des Ska-
larproduktes

dPp ~

3.9)= [ Gy 90 90). (1.7

Die Riicktransformation in den Ortsraum schreibt sich als

_ d—Dp P 4
o) = [ om0 (1.9

Als letzter Komponente des Pfadintegrals begegnen wir dem Wirkungsfunk-
tional S(¢) = 1(¢,v7'¢) + V(¢). Die Eigenschaften des freien Propagators
v und der Wechselwirkung V' notieren wir in folgendem

Satz 1.1.5 (Der freie Propagator und die Wechselwirkung)

Der freie Propagator v € L(H(a)) modulo Nullmoden® ist eine Kovarianz
und invariant gegeniiber der Poincaré-Gruppe auf dem Gitter A(a).* Der
Wechselwirkungsterm Z = e~V ist ein positives, reelles Funktional iiber H(a).

Die kanonische Wahl H(a) = I, ist natiirlich auch méglich.

3Der physikalische Ausdruck ,,modulo Nullmoden“ entspricht dem Ausschlufl des Ope-
ratorkerns Ker(v) = {¢ € H(a)|v¢ = 0} aus dem Integrationsgebiet #(a). Auf dem Quo-
tientenraum (a)\Ker(v) ist v dann injektiv und somit invertierbar. Diese Reduzierung
des Pfadintegrals ist moglich, da der Operatorkern des Propagators beziiglich des Gauf3-
schen Mafles eine Nullmenge darstellt - fiir v — 0 konvergiert der Exponentialfaktor gegen
Null.

4Das ist die Menge aller Gittertranslationen, -rotationen und -spiegelungen.
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Ziehen wir den kinetischen Anteil der Wirkung zum formalen Maf} des Pfad-
integrals [[, .5, d¢(z), erhalten wir ein Gaufsches Maf (B.2), und das er-
zeugende Funkt10nal der Gitter-Greensfunktionen schreibt sich als

Foy () 7()e”)

G == duu(¢)Z(¢)

(1.9)

1.1.1 Propagatoren der RG

Die RG bildet eine nackte Wirkung auf eine effektive Theorie ab. Durch Ite-
ration dieses Prozesses erhélt man eine Folge von Propagatoren und Wech-
selwirkungspotentialen. In diesem Abschnitt charakterisieren wir die Eigen-
schaften von Propagatoren 1.1.5 anhand ihrer Fourier-Transformierten.

Aufgrund der Linearitét lassen sich die Propagatoren iiber ihre Operatorker-
ne darstellen,® die auf A(a) x A(a) definiert sind. Aus der Gittertranslations-
invarianz folgt

viz,y) = d"p ePEY)
0= [ e ). (1.10)

Alle weiteren Eigenschaften charakterisieren wir iiber die Fourier-Transfor-
mierte 7 : A(a) — Ry .6 Aus der Spiegelsymmetrie (7 € Za(A(a)))” folgt, daB
v selbstadjungiert ist. Ein allgemeiner Propagator gemif 1.1.5 sei durch

D
o(p)~ =co+ap’+ > O(p})) (1.11)
pn=1
gegeben. Motiviert ist diese Darstellung durch die kanonische Diskretisierung

des Standardpropagators der skalaren Feldtheorie (—A +m?) !(z,y), dessen
inverse Fourier-Transformierte [MM94]

D

D
7 (p) =222 (1 =407 sin® (B2) 4 m? (112
v~ (p) = 2a Z (1 —cos(pya)) +m a ; sin” (=~ ) +m (1.12)

p=1
lautet. Zwei wichtige Eigenschaften fiir die Behandlung wechselwirkender
Theorien sind die Beschrénkungen

17l = fA | (p)| < 00 UV-cutoff
17| = Suppd( |7(p)| < oo IR-cutoff

(1.13)

= ot 4Py v(2,9) 6(y)
6Der B11dberelch R macht v (modulo Nullmoden) zu einem positiv definiten Operator.
Mit #(p) = 9(—p) zeigt man, daBl v reell ist.
"und der Translationsinvarianz
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Gelten diese nicht, spricht man von UV- bzw. IR-Divergenzen. Da sich die
Integration in der || - ||; Norm fiir a > 0 auf ein Kompaktum beschrinkt,
ergeben sich fiir Propagatoren gemaf (1.11) mit |co|+|cz| > 0 in Dimensionen
D > 2 endliche Ausdriicke. Sie besitzen einen UV-cutoff. Propagatoren mit
co = 0 sind IR-divergent.®

Der gitterinterne UV-cutoff ermoglicht eine perturbative Behandlung gestor-
ter Theorien, da die in den zusammenhingenden Greensfunktionen auftau-
chenden Schleifen-Integrale v(z, z) nicht divergieren [Ryd96].

Eine storungstheoretische Behandlung nicht regularisierter Theorien wird
durch Renormierung der nackten Kopplungen (1) oder das Einfiigen von
Countertermen in den Lagrangian (2) moglich [Ryd96]. Bei diesen Metho-
den entwickelt man die auftretenden Divergenzen in den Schleifen-Integralen.
Durch die Annahme unendlicher, nackter (renormierter) Kopplungen erzeugt
man endliche, physikalische Grofien, wie z.B. die Masse (1), oder die zusétzli-
chen, divergenten Counterterme heben die Divergenzen des Propagators auf
(2). Diese Form der RG ist dquivalent mit dem Zugang von K. GAWEDZKI
und A. KUPIAINEN, den wir im néichsten Kapitel erldutern.

Man mag sich abschlieflend fragen, warum wir den Propagatorbegriff so allge-
mein halten? Im Kontinuum betreibt man skalare Feldtheorie mit dem masse-
losen oder massebehafteten Klein-Gordon Operator. Abweichungen von die-
sem Propagator-Standard kénnen in das Wechselwirkungspotential geschrie-
ben werden.’ Da die Diskretisierung des Laplace-Operators nicht eindeutig
ist, existiert nicht der Gitterpropagator des skalaren Feldes. Hierzu verglei-
che man z.B. den kanonisch diskretisierten masselosen (m = 0) Propagator
(1.12) mit der perfekten masselosen Kovarianz v,s (1.43). Unsere allgemei-
ne Form (1.11) trégt diesem Umstand Rechnung und erlaubt dariiber hinaus
die Verwendung abstrakterer Propagatoren.

1.2 Die Idee der RG

In diesem Kapitel leiten wir die auf der BST basierende RGT fiir Gitterfeld-
theorien her. Wir orientieren uns dabei an [GK84, Wie98] und beginnen mit
einer Re-Definition des Pfadintegrals.

8Im Kontinuum (a = 0) sind obige Normen nicht dquivalent! Zwei Gegenbeispiele sind
z.B. 9(p) =1 und #(p) = |p|’(D’1)e"p‘2. Fiir D =1 gilt jedoch, da8 || - ||; schwicher ist.

°Im allgemeinen méchte man jedoch, da Z = 1 weiterhin die ungestérte Theorie
beschreibt.
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Satz 1.2.1
Es sei H ein reelles Funktional iiber H(a) definiert durch
du,(0)Z (o +
J am(€)Z(C)
Dann gilt fiir alle J € H(a)
G(J) = e DH(1) . (1.15)

Eine einfache Substitution liefert den Beweis [Geh97|. In Zukunft arbeiten
wir mit dem Funktional H, aus dem die Quelle J entfernt wurde. H ist das er-
zeugende Funktional der Korrelationsfunktionen, deren duflere Propagatoren
trunkiert sind (amputierte Greensfunktionen).

Ein Trick zur Berechnung von H(¢) liegt nun in der Reorganisierung der
Integration. Statt sofort ,,in einem Rutsch® {iber alle moéglichen Feldkonfigu-
rationen aus H(a) zu summieren (diese Anzahl ist im iibrigen iiberabzihlbar,
da die Spins aus R stammen), fithren wir diese Aufgabe schrittweise aus.

Wir teilen das (unendlich grofie) Gitter A(a) in kubische Blocke der Sei-
tenldnge La, wobei L € N, und wir L den Blockparameter nennen. Durch
L fiihren wir eine Skala ein.

Nun zerlegen wir die Gesamtintegration. Dazu betrachten wir bzgl. H(a)
den Untervektorraum Hy(a), dessen Elemente die Eigenschaft auszeichnet,
daB ihre Blockspins (d.h. die Mittelwerte der Spins bzgl. der oben erklarten
Blocke) verschwinden. Betrachten wir desweiteren den Untervektorraum
H.(a), dessen Felder auf Blocken konstant sind, so sind wir in der Lage,
das Pfadintegral in einfacher Weise zu zerlegen.

L= [ o[ pldfero a9

Ho(a)

Die Integration iiber Hg(a) entspricht einer Ausintegration kurzreichweitiger
Wechselwirkungen (< La), sogenannter Fluktuationen. Wir entfernen Impul-
2 2w

se |p| € [2F, %] aus der Theorie. Dieses Verfahren 148t sich iterieren, wenn

man weitere Blockungen mit den Skalenparametern L? L3 usw. ausfiihrt.

Es ist giinstiger, den Feldkonfigurationsraum #.(a) nach #(a) zu iiber-
tragen'® und wiederum eine Blockung der Grofle L vorzunehmen. Auf die-
se Weise gestaltet sich eine Iteration der BST wesentlich angenehmer. Im

0Djese Transformation ist moglich, da H.(a) = H(a).
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nichsten Abschnitt kleiden wir dieses Vorgehen in ein mathematisches Ge-
wand.

Das Prinzip der BST folgt Uberlegungen im Ortsraum. Die schrittweise
Blockung der Spins ist jedoch nichts anderes als die Multiskalen-Zerlegung
des freien Propagators im Impulsraum [BG95, Geh97]. Dazu schreiben wir
den Propagator v als (unendliche) Summe iiber Fluktuationspropagatoren vy,
deren Spektrum jeweils auf einer kompakten Impulsschale ax 1 < [p| < ay
liegt. Es gelten die Randbedingungen ay = %’r und limy_,o ar = 0. Eine
Integration {iber die reguldren Kovarianzen v ist problemlos. Das (nicht
normierte) Pfadintegral zerfillt nach der Faltungsformel fiir Gauische Mafle
(B.14).
N N

[dnsy @20 = [TTdmaiz6+3 00 @)
k=0

k=0

An dieser Stelle erkennt man nun deutlich die Auswirkungen der Propagator
cutoff’s (1.13). Die UV-Schranke liefert uns die Impulsobergrenze 2%.'' Tm
Falle einer IR-Divergenz, die aufgrund der Struktur (1.11) nur bei p = 0
auftreten kann, miissen wir uns mit der Untergrenze der Impulsscheiben ay
an den Pol herantasten und zur Berechnung des Funktionalintegrals iiber
v den IR-Limes N — 0 ausfiihren. Ist ©# in p = 0 reguldr, benutzt man
giinstigerweise eine endliche (z.B. dquidistante) Multiskalen-Zerlegung des
Propagators.

Die Berechnung des Pfadintegrals oder das Ausfiihren des IR-Limes entspre-
chen somit einer unendlichen Iteration von BST. Die korrespondierende Ska-
lenzerlegung des Propagators wird durch den Blockparameter L in der Form
a = % organisiert. Dieses nichtperturbative Losungsverfahren formulieren
wir nun explizit.

1.2.1 Operatoren der RG

Wir beginnen mit der Definition des Blockmitteloperators B2, welcher
die (normierten) Blockspins berechnet und auf das grobere Gitter A(La)
tibertrdgt. Im folgenden sei L € N, vorausgesetzt.

1Tn der nichtdiskreten Theorie miifiten wir den Propagator in eine Impulsfolge iiber Z
zerlegen, und der UV-Limes entspriche der Untergrenze —oo.
12Den Index notieren wir nur, wenn er benétigt wird.
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© 000
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0000 o 0

Abbildung 1.1: Die Wirkung des Blockmitteloperators By, in 2 Dimensionen.
Die Zahlen in den Kreisen sind die reellen Spins.

Definition 1.2.2 (Der Blockmitteloperator B : #(a) — H(La))

N b
BOE) = [, TV 00 (115)
B(z') = {yGA(a)|La [%]:x} (1.19)
IB(z')[| = (La)” (1.20)

Die Wirkung von Bp'® verdeutlicht man sich am besten durch Abbildung
1.1. Obige Wahl der Normierung (Division durch das Blockvolumen liefert
einen Faktor L ) scheint auf den ersten Blick willkiirlich, doch wird erst
auf diese Weise der adjungierte Operator B}; zu einem Re-Blockoperator.

Satz 1.2.3 (Der Blockoperator B! : H(La) — H(a))

Bi(¢)(2) = ¢ (La [%]) (1.21)
Beweis:

(Blo.o) = |

A(a)

s ¢ (1a[ 2]) o0

13]| . || beschreibt das Volumen einer Teilmenge des Gitters A(a) (beliebige Vereinigung
von Einheitsblécken). Damit || - || zu einer Norm wird, mufl man die Menge aller Teil-
mengen mit endlichem Volumen bzgl. der Aquivalenzrelation A ~ B :& ||A|| = ||B|| auf
den korrespondierenden Quotientenraum einschrinken und eine Abbildung wie folgt de-
finieren: VA, B3C : ||C|| = ||4]| + ||B||- Inverse Elemente werden adjungiert (z.B. Farben
+ korrespondierende Verkniipfung). Eine skalare Multiplikation muf} entsprechend erklért
werden. Der so konstruierte R-Vektorraum ist isomorph zu R.



1.2. DIE IDEE DER RG 19
- 0000
o—0 g @@@@f
= @ @ @ @f
O o @ @ @ @'

Abbildung 1.2: Die Wirkung des adjungierten Blockmitteloperators Bz in 2

Dimensionen
- ||/ e / e dD”'(L“ [Lia])‘“y)

= / dPz'¢ (x
A(La) ||
= (¢',B9)

|

Funktionen Bl (¢') sind auf Blcken B(z'), 2’ € A(La) konstant. Dies ver-
deutlicht auch Abbildung 1.2. Als néchstes konstruieren wir einen Operator,
mit dessen Hilfe man ein Gitter streckt bzw. staucht.

Definition 1.2.4 (Die Dilatationsoperatoren S und S)
Es sei 0 € R. Wir definieren und erhalten
S :H(La) — H(a) S(¢")(z) = L ¢'(Lx) (1.22)

mI

S': #H(a) — #H(La) SH¢)(a') = L7 P (-

- (1.23)

Den Exponenten o, den wir im folgenden skalierende Dimension nennen, las-
sen wir noch unbestimmt. Die Abbildungsvorschrift ist unabhéngig von der
Wahl des Definitionsbereiches und der zugehorigen Wertemenge, so dal S
auch fiir a = 0 definiert ist und zu einer selbstabbildenden Kontinuumsfunk-
tion wird.

Mit Hilfe der Operatoren B und S ist es nun moglich, einen auf #(a) selbst-
abbildenden Blockoperator abzuleiten, der das geblockte Feld bzgl. der Git-
terkonstante wieder auf die urspriingliche Gréfe reduziert bzw. ein Feld ver-
groflert und entstehende Blocke mit urspriinglichen Eckwerten auffiillt. Wir
definieren kanonisch:
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2000 0000
000 ¢ 0000
0000 =0000
OO0 0000

Abbildung 1.3: Die Wirkung des Blockmitteloperators C';, in 2 Dimensionen
(ohne skalierenden Faktor)

0000 0000
0000 ¢ 0000
0000 =0000
OO0 0000

Abbildung 1.4: Die Wirkung des adjungierten Blockmitteloperators C’}J in 2
Dimensionen (ohne skalierenden Faktor)

Definition 1.2.5 (Die Blockmitteloperatoren C und C")

C:H(a) > H(a) C:=SoB = (1.24)
COE) = Figgy Loy, VIO (1.25)
Cl(g)(z) = L7 P¢ (a [Lia]) (1.26)

Die Wirkungsweise der beiden Operatoren entnimmt man den Abbildungen
1.3 und 1.4. Man erkennt deutlich, dal CT gerade die von uns definierte
Aufgabe erfiillt, die in einem Feld gespeicherten Spins auf Blocke zu vertei-
len. Wir wollen ein geblocktes Feld CT¢ (manchmal auch nur ¢) in Zukunft
Hintergrund- oder Blockfeld nennen. Die Operatorkerne schreiben sich als

Clz,y) = L7 P8, Clz,y) = Cly,2) = L7 Y Gou. (127)

z, %]a
z€B(Ly)
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Fiir die Komposition zweier Blockoperatoren gilt:
CrLCr =Crr (1.28)

Fiir den Beweis setze man zur Vereinfachung a = 1 und D = 1. OBdA sei
x € Ny. Es existieren die eindeutigen Darstellungen

r = X (LI,  z,=0,...,LL —1

1.29
To = ZZiO(LI)kfk Z,=0,...,L' — 1, (1.29)
aus denen man die Relationen

T e .

[LL'] = D (L) (1.30)
k=0
€T o0
2] = L Wm0
k=0 k=0

ableitet. [L ' [(L') " z]] bestimmt sich mit Hilfe von (1.31) zu (1.30). Eine
weitere wichtige Eigenschaft ist die Nichtinvertierbarkeit von C' (und folglich
auch C1) auf A(a), da ganze Klassen von Feldern mit gleichen Blockmittel-
werten existieren. Eine interessante Eigenschaft ist die Projektoreigenschaft
von LAP-o)CCt. Mit Hilfe der bildlichen Vorstellung ist diese Eigenschaft
klar, sie rechnet sich jedoch auch leicht mittels (1.27) nach [Rol96]. Unter

Benutzung der Blockmitteloperatoren C' und C' definieren wir die wesentli-
chen Objekte der RG auf dem Gitter.

Definition 1.2.6 (RGT-Operatoren)

u = CvCt geblockte Kovarianz
A = vChu! A-Kern (1.32)
I = v— AuAf Fluktuationskovarianz

u modulo Nullmoden (!) ist eine Kovarianz und invertierbar. Weitere Auskiinf-
te erhalten wir iiber die Kerndarstellungen im Orts- und Impulsraum:

Satz 1.2.7

. dPz dPw
wey) = 1 [ . ||B<Lx>||/ sy BE Y (139

D gip? (e
ap) = >, (1] S(Z%L)) LQJDD(%) (1.34)

Qep+A(3E), \K#=1 L*s
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Esist A(2Z), := A(ZE)/A(EE) = {Q € A (%) | 0 < Q< 2L}, An der Pro-
duktdarstellung des Sinus [FL94]

ﬁ& H H { <2m>2}2 (1.35)

Qua
p=1 L2 sin? ( oL p=1neN—

erkennt man, daf} sich Pole von v auf u vererben, jedoch keine neuen Singu-
laritdten entstehen. Es gilt die Abschéitzung:
_(p+P
— 1.36
() e

A ist eine ausgeschmierte Version des Operators CT und Rechts-Inverses zu
C. Somit ist AC ein Projektor'* auf dem Hilbertraum % (a) beziiglich des
Skalarproduktes < ¢, >:= (¢, v~ ') (da v positiv ist, ist dies wirklich ein
Skalarprodukt).

la(p)| < max L*
PeA(%r)/ACPTE)

Die Fluktuationskovarianz I" erfiillt die Eigenschaften einer Kovarianz. Mit-
tels der Darstellung I' = (1 — AC)v(1 — AC)' folgt, daB T' semidefinit ist.
SchlieBen wir den Kern von (1 — AC)! aus dem Pfadintegral aus, so ist T’
Kovarianz.

Ihren Namen verdankt die Fluktuationskovarianz der Eigenschaft
rct=o, (1.37)

d.h. sie verschwindet auf Hintergrundfeldern. I' wirkt nur auf einen Fluktua-
tionsanteil.

Leider zeigen wir in dieser Arbeit nicht, daf ||I'||; < co - der Fluktuations-
propagator also einen IR-cutoff besitzt. In der Kontinuumstheorie [Wie97d|
definiert man I' {iiber die Impulsscheibenmethode, indem man den freien, mas-
selosen Propagator ﬁ mit einer L-abh&dngigen, exponentiellen IR- und UV-
Abschneidefunkt10n versieht, die im wesentlichen Impulse mit L7t <p<1
herausfiltert: (e~ )

Schon wire auch ein Beweis, der zeigt, dafl die Fourier-Transformierte von I’
priméir den durch z—z <|p| < %” definierten, kompakten Triger besitzt.

YAC) =vtACY
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1.3 Herleitung der RGT

Mit Hilfe der Faltungsformel fiir Gaulsche Mafie (B.14) und der Zerlegung
der Kovarianz v in einen geblockten Teil AuA' und einen Fluktuationsanteil
" 148t sich die geplante Aufteilung des Pfadintegrals problemlos durchfiihren:

/ d(d) Z(6+ ) = / G / dur(C) Z( + € + )
49 / dj1a(9) / dur(C) Z(6 + Ap+ ) (1.38)

Nun zerlegen wir Z&hler und Nenner des erzeugenden Funktionals H und
erhalten

[ dualQR(Z)(6+ )
HA) = . QRD)0) (1.39)
Rz = LR, (1.40)

Unsere Teilintegration hat dazu gefiihrt, dal wir in H nun eine effektive Theo-
rie behandeln, die durch den Propagator u und die Wechselwirkung R(Z)
beschrieben wird. Die Transformation des Wechselwirkungsanteils nennen
wir Gitter-RGT (GRGT). Die Wechselwirkungen, gemessen in der Korrela-
tionslénge, sind in R(Z) um den Faktor I kurzreichweitiger.

Im folgenden présentieren wir die beiden Theorieklassen, die wir in dieser
Arbeit behandeln.

1.3.1 Die perfekte masselose Gitterkovarianz v, s

Wir konstruieren den Propagator vpef, der Fixpunkt der Abbildung
v — u(v) ist. Auf diese Weise miissen wir nur noch die RGT des Poten-
tials betrachten.

Mittels der Folge vy := v, v, := Cv,_1C" fiir n € N und der Eigenschaft

(1.28) formulieren wir eine unendliche Blockung der Kovarianz wie folgt:
lim v, = lim Cp.vCl, = lim CvCl (1.41)
n— 00 n—00 L—oo

Existiert dieser Limes, v,y genannt, ist er per Konstruktion ein Fixpunkt

der Propagatortransformation. Unter der Voraussetzung

D
o=75 -1 (1.42)
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flieBen die IR-divergenten masselosen Kovarianzen (1.11) mit ¢ = 0 und
co = 1, fiir L — oo in den freien, iiber Gitterkuben gemittelten Kontinu-
umspropagator

d’z dPy _ _
vs@n) = [ T [ A @rmyrn. (14)
E E

Hierbei ist Bp = [0, a]P. e,y ist die perfekte, masselose Kovarianz.'® Ob-
wohl sie eine masselose Theorie beschreibt, konnen wir Massenkorrekturen
problemlos in das Potential integrieren. Sie werden von der RGT (sofern
Z # 1) sowieso generiert. In allen folgenden Gitter-Rechnungen wollen wir
nur noch vp..s benutzen und uns auf die Transformation des Boltzmann-
Faktors beschrénken.

1.3.2 Der hierarchische Propagator v,

Ein praktisches Problem der RG ist das Auftreten nichtlokaler Terme in der
effektiven Wechselwirkung R(Z), selbst wenn Z lokal ist. Um dies zu vermei-
den, fiihren wir den hierarchischen Propagator v, ein, dessen Modelle unter
RGT Lokalitdt bewahren. Der grofle Nachteil ist die fehlende Gittertransla-
tionsinvarianz. Weitere Informationen finden sich z.B. in [PPW94, Por93].

Fiir D > 2 definieren wir

Definition 1.3.1 (Die hierarchische Kovarianz)

o
Viier(2,9) = 7 3 LT g (14
n=0
Natiirlich erhalten wir nur fiir ¥ € R™" eine positive Form. Die Delta-Funktion
ist identisch eins, wenn x und y nach der n-ten Blockung im selben Hy-
perwiirfel liegen. Der so definierte Kern ist fiir alle z,y € A(a) endlich, denn
es gilt
f)/ L(Z*d)N(z,y)

D1 (1.45)

Vhier(xa y) -

mit

. T Yy
N(x :mm{nE]N [—]:[ ]} 1.46
(@) ol [ = [72 (1.46)
15Gje ist in der Beziehung perfekt, das sie die optimale Diskretisierung des masselosen,
inversen Klein-Gordon Operators (—A)~! auf dem Gitter darstellt. Die physikalischen
Vorhersagen sind unabhingig vom cutoff, also der Gitterkonstanten. Das Spektrum ist
folglich exakt.
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Der Beweis besteht aus einer einfachen Anwendung der geometrischen Rei-
he. Die Formulierung (1.45) findet sich auch bei [GK84]. Um die nicht vor-
handene Gittertranslationsinvarianz zu zeigen, verschiebt man ein Gitter-
tupel (z,y), das in einem L-Kubus liegt, so, dafl z und y in disjunkten
L-Wiirfeln leben. Fiir |z — y| > 1 gilt zwar mit grofiler Wahrscheinlichkeit
|z —y| ~ LN@Ya, so daB vpse, ~ |z — y|?> ¢ und neben Translationsinvarianz
ein dhnliches IR-Verhalten wie bei —/A\ ! vorliegt, aber die Nichste-Nachbar-
Wechselwirkungen zerstéren dieses Bild.

Man erkennt ferner, dafl die hierarchische Kovarianz 1.3.1 iiber eine Mul-
tiskalen-Zerlegung definiert ist und dasselbe kritische Verhalten (UV-cutoff,
IR-divergent) wie ein allgemeiner, masseloser (¢p = 0) Propagator (1.11)
aufweist.

Nun betrachten wir den geblockten Operator Ctvy,,.,C. Mittels (1.27) be-
rechnen wir

C’TuhierC(:c,y) = /dDz/dDwC(z,m)yhier(z,w)C’(w,y)

_ Lz(afD)yhier([i] a, [ Yy ] a)

La E
_ 2(c—D) (2—d)n
= LAY LT ]

n=0

= [P (Vhier(ma y) - 7536,1/)

Bestimmen wir die skalierende Dimension zu

D
o=1+, (1.47)

so erhalten wir folgende Zerlegung unseres hierarchischen Propagators:
Vhier = yid + CTI/hie,.C (148)

Wir zerlegen das erzeugende Funktional H (1.14) mittels (B.14)'® und erhal-
ten als Pendant zu (1.38)

[ @206+ 9) = [ it 9) [ @206+ €190 (149

Der hierarchische Propagator ist somit ein Fixpunkt des Kovarianzflusses,
und wir miissen unser Augenmerk nur noch auf die effektive Wechselwirkung

16CtyC ist (modulo Nullmoden) positiv.
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legen. Wir benutzen die Ultralokalitdt des Fluktuationspropagators id, in-
dem wir lokale Wechselwirkugen betrachten. Es sei

2(¢) = 1] =) . (1.50)

z€A(a)

Es folgt fiir die unnormierte RGT:
R(2)@) = [ dua(©)2(C0+0)

= I TI & [ dc@e s (o) + ()

z€A(a) z€B(Lz)

— zell[)/\f’{/du7 )z (L1€’¢(x)+c)}Ld
= H N'R(2)(¢(z)) (1.51)

zeA(a

Hierbei bezeichnet man die Abbildung R als (unnormierte) hierarchische
RGT (HRGT). Die Normierungsfaktoren N' und N’ konnen aufgrund der
unendlichen Dimensionalitdt des Integrals nicht explizit angegeben werden
(da H(a) auf den I; eingeschrinkt wurde) und werden durch die Normie-
rungsbedingung an das Gauflsche Integral definiert. Fiir die normierte RGT
folgt

R(2)(¢) = |] % . (1.52)
z€A(a)

normierte HRGT

1.4 Das Werkzeug RG

Wir haben in diesem Kapitel zwei Klassen von Theorien betrachtet, die durch
die Propagatoren v, ¢ und v, charakterisiert werden. Beiden ist die Eigen-
schaft gemein, dafl die Propagatoren Fixpunkte der Blockung sind, so daf
nur noch die RGT des Potentials Z betrachtet werden muf.

Wie schon erwihnt ist die RG gut dazu geeignet, kritische Theorien zu be-
trachten. Die RGT ist eine Skalentransformation: Eine Theorle der Korrelati-
onslénge £ wird auf eine Theorie der Korrelatmnslange abgebildet [GK84].
Ist die Theorie unkritisch, d.h. £ < oo, fiihrt die Berechnung der Zustands-
summe (= unendliche Iteration der RGT) zu einer Theorie der Korrelati-
onsldnge Null. Dies entspricht einer villig unkorrelierten Phase - einer sog.
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Hochtemperaturphase - von der man aufgrund der Ultralokalitdt eine Fakto-
risierung der Wirkung bzgl. des Gitters A(a) erwartet.

Da man eine Gittertheorie jedoch so konstruiert, dal im Kontinuumslimes
a — 0 die Greensfunktionen endlich sind, behandelt man im allgemeinen kri-
tische Gittertheorien mit divergierender Korrelationsldnge, die unter RGT-
Anwendung kritisch bleiben. Ein Fixpunkt der RGT ist somit kritisch (£ =
00) oder ultralokal (¢ = 0). Alle Theorien im Einzugsbereich eines Fixpunk-
tes besitzen dieselben kritischen Eigenschaften wie der Fixpunkt selbst, d.h.
divergierende oder endliche (bei einem ultralokalen Fixpunktpotential) Kor-
relationsldngen. Die im Attraktionsbereich liegenden Theorien sind fast ska-
leninvariant.

Abschlieflend stellen wir noch einen fundamentalen Unterschied zwischen
GRG und HRG heraus:

Satz 1.4.1 (Die Halbgruppeneigenschaft)

Die Menge der GRGT zu fester Dimension {Ry, : L € N} bildet beziiglich der
Komposition eine abelsche Halbgruppe. Die Menge der HRGT besitzt diese
Struktur nicht!

Beweis: Mit Definition 1.2.6 und der Fixpunkteigenschaft u(vpers) = Vpers
erhilt man die Relationen A Ay = App und T + ATy Al = Ty, Bin-
setzen in (1.40) liefert mit Substitution und GauBscher Faltung (B.14) das

gewiinschte Resultat
RL e} RLI = RLL’ . (153)

Man beachte, dal das neutrale Element R; := id ergédnzt werden muf}, da
die Fluktuationskovarianz fiir L = 1 verschwindet, und das Gauf3sche Maf}
folglich nicht mehr definiert ist. Die Verletzung der Halbgruppeneigenschaft
in der HRG mache man sich selbst klar.

Die Halbgruppeneigenschaft der GRGT ermdoglicht eine alternative Berech-
nung des IR-Limes: statt einer unendlichen Iteration von GRGT schickt man
den Skalenparameter gegen unendlich. Es gilt also fiir L € Nj:
lim R} = lim Ry, (1.54)
n—00 L—oo
Die Limes-Bildung iiber L ist praktischer, da die Berechnung einer RGT sehr
komplex ist. Vor allem bei numerischen Untersuchungen bedeutet diese Art
der Berechnung eine effiziente und effektive Ausnutzung von Rechnerkapa-
zitdten.

Fiir den Beweis der Existenz von RG-Fliissen oder der Konstruierbarkeit
von RG-Trajektorien stiitzt man sich jedoch auf einzelne RG-Schritte. Im
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hierarchischen Modell ist dies sogar die einzige Mdoglichkeit. Dennoch spielt
dort, wie wir noch sehen werden, eine geeignete Wahl von L eine grofle Rolle.



Kapitel 2

Rigorose Konstruktion der
¢-Trajektorie im
Hierarchischen Modell fiir
2< D <4

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer Zusammenstellung der wichtigsten Ei-
genschaften der HRGT. Vertiefende Informationen finden sich z.B. in [Rol96,
GS96, Por93]. Nach der Definition der ¢*-Trajektorie gem#f C. WIECZER-
KOWSKI berechnen wir diese perturbativ. AnschlieSend préisentieren wir eine
formalisierte Version des ebenfalls von C. WIECZERKOWSKI entwickelten
nichtstérungstheoretischen Konstruktionsbeweis [Wie97a] und zeigen, dafl
wir mit Hilfe perturbativer Approximanten die ¢*-Kurve in jeder Dimension
2 < D < 4 berechnen kénnen. Schon in der Storungstheorie erkennt man,
dafl in bestimmten Dimensionen Resonanzen auftreten, die z.B. in D = 3
Dimensionen durch eine Doppelreihen-Entwicklung in Kopplung und loga-
rithmierter Kopplung gel6st werden [RW]. Wir zeigen, daf8 das konstruktive
Verfahren auch mit dieser perturbativen Ndherung funktioniert. Abschlie-
end stellen wir einige numerische Ergebnisse vor und diskutieren sie.

2.1 Grundlagen

Die HRGT ist eine nichtlineare Integraltransformation von reellwertigen, auf
R definierten Funktionen (1.52). Die HRGT wird durch die Blockgrée L und
die Dimension D bestimmt. Die Gitterkonstante a findet sich (implizit) im

29
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Wechselwirkungsterm. OBdA sei a = 1. Im Rahmen des hierarchischen Mo-
dells wollen wir die Parameter L und D als kontinuierlich ansehen. Auf diese
Weise konnen wir allgemeine Verhaltensmuster der HRGT besser studieren.
Hier das zentrale Objekt dieses Kapitels:

Definition 2.1.1 (HRGT)
Essei L € (1,00), D € (2,4] undV C C°(R). Dann erkliren wir die HRGT
R = RL,D durch

RiVSY RO = [dn(©)2(66+ 0 (2.1)

Hierbei sind o = LP,8 = L' %, ~ = 1 — L*>~P und V ein geeigneter Funk-
tionenraum,' so daB R wohldefiniert ist.
2

In obiger Integraltransformation ist du.(¢) = ﬁe*%dc das eindimensio-
nale Gauflsche Mafl {iber R mit Mittel Null und Kovarianz v > 0, deren
willkiirliche Wahl zu 1 — 3% im Kapitel iiber die Normalordnung erklirt wird.
Im allgemeinen sind die Transformationen zu zwei Kovarianzen v,y iiber die
Beziehung

!

R,(2)0) =Ry (2 (/%)) 2o (22)

v v
verkniipft.

OBdA seien L und D so gewahlt, dafl a € N. Es folgt die Wohldefiniertheit
von Z¢ auch fiir nicht positive Funktionen.

Obige Form der RGT differiert von der Darstellung in (1.51). Mittels der
Ahnlichkeitstransformation U(Z) = Z® erhalten wir die Beziehung?

R =U'RU, (2.3)

sofern wir uns auf nicht negative Z einschranken. Ist Z Fixpunkt von R, so
ist U(Z) Fixpunkt von R. Somit gestalten sich Untersuchungen an R und R
dquivalent.

Im weiteren Verlauf benutzen wir die nicht normierte RG. Der Vorteil der nor-

mierten Form Ry(Z)(¢) := 77;((?)%)) liegt darin, dafl Funktionen, die beziiglich

der Aquivalenzrelation Z ~ Z' :& % € R* in derselben Nebenklasse liegen,

1Y sei fiir den Beginn nicht den Beschrinkungen des ersten Kapitels, z.B. Positivitit,
unterworfen.
2R sei die HRGT mit externem Exponenten o gem#f (1.51)
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auf dieselbe effektive Wechselwirkung abgebildet werden, so dafl man sich auf
die Reprisentantenmenge Z(0) = 1 beschrinken kann. Z = 0 wird hierbei
explizit auf Null abgebildet oder ausgeschlossen. Der Nachteil ist jedoch die
kompliziertere Form der Transformation.

Driicken wir die Wechselwirkung Z durch ein Potential V' aus, so schreibt
sich die Transformation als

TW—=W V—=-hR(e") (2.4)

Die Wohldefiniertheit folgt daraus, dal R die Positivitit einer Wirkung
erhélt. Entsprechendes gilt fiir die HRGT mit externem «. YW muf natiirlich
gewisse Restriktionen erfiillen, damit 7 definiert und selbstabbildend ist,
doch dazu spiter mehr.

Es stellt sich die Frage, fiir welche Untermengen von C°(R) die HRGT nun
wohldefiniert ist? Einen wichtigen Spezialfall liefert folgender

Satz 2.1.2
Fiir

V=Veaup =417 R R Z(¢) = At mit AR, be Ry}

ist die HRGT 2.1.1 wohldefiniert® und es gilt:

! 2 1 O[ﬂQb
VZeV: RZ = Ale 79 it A= ———A% V= ———
(2)(#) ¢ m1 1+ avyb 1+ ayb

Beweis: Fiir Z € V gilt:

Aa _ 1 0‘/3217 ¢2
R(Z)(¢) = ... = 7m6 2 14ayb

Da «a, 3,7,A € R* bzw. b € Ry, folgt A’ € R bzw. V' € R, .

|

Eine massebehaftete Theorie ist unter der HRGT forminvariant. Interessant
ist nun die Frage nach Fixpunkten, das heift: Existieren Z € V), so daf
R(Z) = Z ? Eine Antwort liefert folgender

3Die HRGT ist natiirlich auch fiir b € (—-L,00) definiert, wegen b’ ((—a%y,oo)) =

oy’

(—oo, 572) allerdings nicht mehr selbstabbildend.



32 KAPITEL 2. ¢*-TRAJEKTORIE DER HRGIN2 < D < 4

Satz 2.1.3 (Gauflsche Fixpunkte der HRGT)
Die HRGT iiber V5 besitzt genau zwei Fixpunkte:

Ayy =1, byvy =0 = Zyv(¢p)=1
bou

1 aB?— _ QU
Agu = (af?)D , by = T2 = Zou(¢) = Ague™? ¢

Hierbei bezeichnet der Index UV den ultravioletten bzw. trivialen, und das
Kiirzel QU den quadratischen bzw. Hochtemperaturfixpunkt.

Der Hochtemperaturfixpunkt entspricht einer vollig unkorrelierten Theorie.
Die zugehorige Korrelationslange & ist Null und die hierarchische Wechselwir-
kung folglich ultralokal [GS96]*. Der triviale Fixpunkt entspricht einer freien
Theorie, welche, wie im vollen Modell mit masselosem Propagator, einer kri-
tischen Theorie oder einem PU zweiter Ordnung entspricht. Die zugehdrige
Korrelationsldange divergiert.

Neben diesen beiden Gaufischen Fixpunkten existieren noch weitere Fixpunk-
te: Zum einem die unphysikalische Theorie Z = 0. Zum anderen existieren
noch die nichttrivialen Fixpunkte. In Abh&ngigkeit der Bifurkationsdimen-
sion d, = % spalten sich vom trivialen Fixpunkt weitere Fixpunkte in
Richtung des marginalen Eigenvektors in der Dimension d, ab, so daf} fiir
D — 2 unendlich viele nichttriviale Fixpunkte existieren. Die Untersuchung
dieses interessanten Bifurkationsszenarios soll jedoch nicht Bestandteil der

Arbeit sein.

Desweiteren bleiben symmetrische Funktionen unter Anwendung von R in-
variant, wie man leicht durch Einsetzen und die Substitution {( — —( zeigt.
Wir beschrianken uns im weiteren auf symmetrische Boltzmann-Faktoren Z,
da auch die Fixpunkte Zyy und Zgy symmetrisch sind. Ein weiterer Grund
fiir diese Restriktion ist die Forderung, dafl wir uns bei unseren Berechnun-
gen in der sog. symmetrischen Phase befinden, in der Korrelationsfunktionen
mit ungerader Argumentenanzahl verschwinden und der Vakuumzustand |0)
eindeutig ist [MM94].

2.1.1 Die Banachrdume Vyy und Vyy

Nun wollen wir den Definitionsbereich V' erkliren. Um eine Iteration zu
ermoglichen, mufl V so gewéhlt sein, dafl R selbstabbildend ist. Eine erste

4Die korrespondierenden Gitter-Wechselwirkungen sind natiirlich immer lokal.
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Wahl ist die Menge
Vov = {Z :R =R |ZeC(R),Z € Zy(R),sup | Z(d)| < oo} ,  (2.5)
PER

die mit der Supremumsnorm zu einem Banachraum?® ergénzt wird. Symmetrie
(s.0) und Beschrénktheit bleiben unter R erhalten, da

sup R(Z)(9) < |75 < 00 - (2.6)

Die Stetigkeit von R(Z) folgt aus den Sidtzen iiber Parameter-Integrale
[For91]. Diese sind zwar nur fiir kompakte Intervalle formuliert, lassen sich
aber problemlos auf R verallgemeinern, da das Kernstiick der Beweise die
gleichmé&Bige Stetigkeit der Integranden auf dem kartesischen Produkt von
Integrationsgebiet und Giiltigkeitsbereich der externen Variablen ist.

Beweis: Wihlen wir R € R™ beliebig, so ist

i(C,8) = e 5 2%(Bg + C) (2.7)

gleichmiBig stetig auf R x [—R, R|. Denn fiir alle € > 0 existieren positive
G und 6 mit G > 4, so daB |i(¢,¢)| < 5 fiir (¢,¢) mit ( > G — 4, da
Z beschrankt ist. Auf dem Kompaktum [—G, G| x [—R, R] ist die stetige
Funktion ¢ gleichméBig stetig und

V(¢ ¢) € R\[-G,G] x [-R, R] V((", ¢') € Us(C, ) : |i(¢',¢') —i(¢, )| < e

Folglich ist i auf ganz R x [—R, R] gleichmiBig stetig und R(Z) auf [—R, R]
stetig. Da R beliebig ist, folgt R(Z) € C°(R).

Auch die Stetigkeit der Transformation R zeigt man leicht:

. «Q a—n n
Rz +0 - R < Y (2) 1215 el 00 @29
n=1

5Der Vektorraum der auf topologischen Riumen stetigen und beschrinkten Abbildun-
gen ist beziiglich der Supremumsnorm ein Banachraum [MV92]. Somit ist der abgeschlos-
sene Unterraum Vyy auf natiirliche Weise auch ein Banachraum. Beweis der Abgeschlos-
senheit: Sei Z,, € Vyv eine Cauchy-Folge mit Grenzwert Z, so gilt Z(¢) = lim Z,(¢) =

lim Z,,(=¢) = Z(-¢).
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Einen weiteren invarianten Banachraum erhalten wir, wenn wir

Z(¢)
ZQU(¢)‘ - OO} 29

Vou = {Z 'R —R|ZeC'(R),Z € Z,(R),sup
PER

durch die Norm

Z(¢) ‘
. Vou — Ry VA = su ‘ 2.10
|- lleu:Vou = Rg | Zlqu S0P | Zou(9) (2.10)
vervollstindigen®. Auch dieser Raum ist invariant unter R, denn
R(Z)(cb)‘
sup | ——| < sup ZI|ER(Z o) =|Z]|% - 2.11
p | | < R IR Zaw)(6) = 12] (211)

Betrachtet man die Konstruktion von Vg, so erkennt man, dafl Vyy im
Grunde mit Hilfe des UV-Fixpunktes konstruiert wurde. Man beachte, daf}
Vou € Vuv, da z.B. Zyy nicht in Vg enthalten ist. In Vg befinden sich nur
Theorien, von denen man den Hochtemperaturfixpunkt abspalten kann, so
dafl der Rest beschrankt bleibt. Sprechen wir in Zukunft vom Theorieraum
V, so impliziert dies Giiltigkeit fiir Vyy und Vgu. In der Statistischen Physik
oder der Feldtheorie werden Wechselwirkungsfunktionale jedoch iiber einen
Boltzmann-Faktor erklart, so da3 wir uns letztendlich auf die konvexe, unter
R invariante (2.4) Teilmenge

vi={ze V‘Z(]R) C R} (2.12)
beschrinken miissen. Dementsprechend folgt fiir den Raum der Potentiale’
W=—-lV". (2.13)

Wir miissen noch anmerken, dafl W keine Vektorraumstruktur besitzt, da
z.B. das Inverse zu —In Zgy oder das neutrale Element im Falle von Vo
nicht enthalten sind.

2.1.2 Die Linearisierung DR

Das Finden von Fixpunkten und zugehorigen Fliissen besitzt nicht nur phy-
sikalische Relevanz - es ist im allgemeinen der Beginn bei der Untersuchung

6Der Vollstindigkeitsbeweis ist dquivalent zu dem Vorgehen bei der Supremumsnorm.
"Wir erkliren die Wirkung einer Abbildung A auf eine Menge M durch A(M) =
{A(m)|m € M}.
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nichtlinearer Systeme. Die hier vorgestellte Form der RGT ist diskret, sie 148t
sich aber problemlos als Differentialgleichung mit kontinuierlichem Flufipa-
rameter L schreiben. Zur Untersuchung eines Fixpunktszenarios betrachtet
man zuerst die am entsprechenden Fixpunkt linearisierte Transformation.
Wir wollen in dieser Arbeit ¢*-artige Storungen der freien Theorie untersu-
chen. Somit linearisieren wir R bei Zyy = 1 bzw. T bei Vi = 0. Es folgt
mit Hilfe von Definition (B.12):

0
DR(Z =
(@) = 5| _
Die Form von DT ist identisch. Mittels der Beziehung zwischen Normal-
ordnung und GauB-Integration - siehe hierzu auch die Anhinge (B.1) und
(B.2) - rechnet man leicht nach, daf§ die normalgeordneten Monome iiber R
Eigenfunktionen der linearisierten RGT sind. Es gilt:

DR(Pn,V)(¢) = aﬁ"Pn,g—z(y,v)(gb) (2-15)

Die Wahl von v = 1 — 32 bedingt eine normalordnende Kovarianz von v = 1,
um die Eigenwertgleichung (2.15) zu lésen. Der Weg, v zu fixieren und die
Fluktuationskovarianz auf v = v(1 — (%) festzulegen, wird hier nicht verfolgt.
Beziiglich des Hilbertraumes La(R, dp,—1(¢)) bildet { P, ,—1 }ner, eine Basis.
Allerdings ist dieser Raum kein geeigneter Definitionsbereich fiir die RGT
selbst [GS96] - er ist ,,zu groB“.

R(Zyv + €Z)(¢) = alZ) s (2.14)

Beziiglich Ly(R, du,—1(¢)) konnen wir jedoch Aussagen iiber das Fixpunkt-
szenario machen. Stabile, unstabile und Zentrumsmannigfaltigkeiten werden
von Eigenvektoren aufgespannt, deren Betrag kleiner, grofler oder gleich eins
ist. Schaut man sich eine unendliche Iteration der verschiedenen Eigenvekto-
ren an, ist sofort klar, da} Objekte aus dem stabilen Unterraum auf Null -
also den Fixpunkt - abgebildet werden. Dementsprechend werden Vektoren
aus dem instabilen Unterraum beziiglich ihres Betrages divergieren, und eine
Funktion aus der Zentrumsmannigfaltigkeit auf einer ,Kugeloberfliche“ mit
dem Radius des Vektorbetrags zu finden ist (Invarianz beim Eigenwert 1,
alternierend beim Eigenwert -1, usw.).

Die Eigenwerte zu den normalgeordneten Polynomen P, , sind

Lon(t-2) | (2.16)

und die Dimensionen der Mannigfaltigkeiten D-abhéngig. Siehe hierzu Ab-
bildung 2.1. Man beachte, dal der Massenterm (n = 2) in jeder Dimension
relevant (L?) ist und der : ¢* :, Eigenwert L*~P | fiir D < 4 relevant, in vier
Dimensionen marginal wird.
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Abbildung 2.1: Mit Hilfe der Formel (2.16) berechnen wir die (reellen) Ei-
genwertordnungen 7,4, fiir die der Exponent verschwindet. Alle Monome
P, , mit n > Nparg (N < Nnarg) sind irrelevant (relevant). Schnittpunkte der
Kurve mit der Funktionenschar f,(z) = n, n € N reprisentieren marginale
Eigenvektoren.

Fiir alle Dimensionen D € (2,4] mit % ¢ Ny handelt es sich bei Zyy al-
so um einen hyperbolischen Fixpunkt, so dafl nach dem Hartman-Grobman-
Theorem [GH86] ein Homdomorphismus existiert, der die stabilen/unstabilen
Eigenrdume bzgl. der linearisierten Transformation auf die tangential lie-
genden invarianten stabilen bzw. nicht stabilen Mannigfaltigkeiten bzgl. der
nichtlinearen Transformation iibertrdgt. Fiir den Fall % € Ny treten noch
Zentrumsmannigfaltigkeiten auf, die nicht eindeutig sind [GH86]®. Aus die-
sem Grund ist die Berechnung der Kurve in D = 4 komplizierter, da wir
in einer marginalen Kopplung parametrisieren. Eine schone Losung wére im
iibrigen das Finden dieses Hom6omorphismus.

8Hier ist die nichtlineare Abbildung ein diffeomorphes Vektorfeld iiber dem R™.
Schrinkt man die HRGT jedoch auf polynomiale Potentiale ein und schaltet hinter die
Abbildung einen geeigneten Projektor, fillt auch die HRGT in diese Gruppe.
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2.2 Die ¢*-Trajektorie

Definition 2.2.1 (Die ¢*-Trajektorie)
Es sei Z : Rf — V7 eine stetige Abbildung. Z heifit ¢*-Trajektorie genau
dann, wenn:

1. 2(0) = Zyy

2. ZI(O) - 1P471

T

3. 38: Ry — Ry € C°(Ry) : R(Z(g)) = Z(B(g))

Obige Definition liefert eine Kurve in V), die im UV-Fixpunkt beginnt, in
diesem die Steigung Py besitzt, also tangential zum normalgeordneten Mo-
nom 4. Grades liegt, und invariant unter der HRGT iiber V ist. Zu jeder
¢*-Trajektorie Z existiert also eine Reparametrisierungsfunktion 3 (step-3-
Funktion), und wir sprechen in diesem Zusammenhang auch von einem ska-
lierenden Paar (Z, ).

Schreibt man Z als formale Potenzreihe® in g = 0, so erhélt man mittels der
ersten beiden Eigenschaften aus 2.2.1 folgende Darstellung:

1
Z(9) = Zyv — EP4,19 +0(¢%) <= Z(g) = e~ (9P1,1+0(¢%))

O(g?) und (3 werden durch die Invarianzeigenschaft festgelegt.

Einige allgemeine Eigenschaften der S-Funktion lassen sich ohne ihre exakte
Berechnung angeben: 3(0) = 0,'° denn wiirde dies nicht gelten, so wire die
Trajektorie zyklisch oder chaotisch. Diese beiden Félle wollen wir ausschlie-
fen und gehen im folgenden davon aus, daf§ die ¢*-Trajektorie doppelpunkt-
frei ist.

Unter der Annahme, dafl die RGT eine Halbgruppe bildet - nach Satz 1.4.1
trifft dies nur fiir die GRGT zu - vererbt sich als Folge der Injektivitdt der
Trajektorie in g die Halbgruppeneigenschaft auf 3:

Z (Br o Bi(g9)) =RroRp(Z)(g9) = Rur(Z)(9) = Z (Brz)

& Profilg) =0OuL (2.17)

9Zur Berechnung einer formalen Potenzreihe benstigen wir nur die C*° -Eigenschaft.
Die Frage nach der Konvergenz stellt man zuriick.
10 Aus diesem Grund ist by = 0 in (2.25).
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Wir nennen (2.17) das Additionstheorem fiir S-Funktionen. Mit Hilfe der
Br-Funktion kénnen wir die sog. laufende Kopplung iiber

g(L) := Br(g) (2.18)

definieren. Hierbei kann die Anfangskopplung g auf der rechten Seite beliebig
gewihlt werden. g(L) gibt dann Auskunft dariiber, auf welchem Punkt der
invarianten Trajektorie man sich befindet, wenn man eine RGT mit Block-
parameter L durchgefiihrt hat. Definieren wir nun noch die differentielle 3-
Funktion [Wie97b] iiber

B(g) = 0Br(g)| (2.19)

L=1

so erfiillt die laufende Kopplung die Gleichung

Lg'(L) = B(g(L)) - (2.20)

Beweis:

Lg(D) = oug(LL)| "X oupu(Bule))| _ =Ble(L)  (221)

L'=
Die differentielle S-Funktion gibt Auskunft iiber die Flufirichtung.

Im folgenden nehmen wir an, Z und [ seien analytisch in g, so dal wir
Storungstheorie betreiben diirfen. Zeigt sich letztendlich, da$ Z und/oder (3
nicht konvergent sind,'! so heifit dies lediglich, da8 keine analytische Loésung
existiert. Desweiteren wird sich herausstellen, daf die trunkierten Stérungs-
reihen sehr gute Approximanten darstellen.

2.3 Storungstheorie

Wir wollen in diesem Kapitel das Potential V' perturbativ bestimmen. Dazu
definieren wir die parameterabhéngige Funktion

F:[0,1] >R FO)(V)(¢):=TEV)(9) (2.22)

HKonvergenzradius gleich Null
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unter der Annahme, daf sie fiir V und ¢ € R unendlich oft differenzierbar!'?
und die Taylor-Entwicklung um 0 konvergent sind.!® Es folgt:

TV)(¢) = F)(V)(¢)

= 27( 27+1§t—n;1n( VO se .
= Z%qw] ) 5o (2.23)

3
5

Zur Definition der trunkierten Erwartungswerte lese man im Anhang (B.2).
Die ¢*-Trajektorie und die Reparametrisierungsfunktion 3 schreiben wir als
formale Potenzreihe in g = 0:1

Vig,g) = Y Vi(d)g (2.24)

Blg) = i brg" (2.25)
mit
Vi(g) =: " : (2.26)

Aufgrund der Multilinearitdt der trunkierten Erwartungswerte konnen wir
T (V') nach Potenzen von g ordnen:

TV )(¢ 9)
i m+1 o
- Z Z Z g = lrl r1a---aa‘/rm]>?;’13¢
m=1 ri=1
i m+1 o
-y DILD DR C AN
m=1 Si_iri=m
00 r (_1)m+1 r .
= YA Y (o aW g g (220)
r=1 m=1 ’ ST =T

12Hierzu miissen die n-ten Ableitungen des RG-Integranden nach ¢ auf R x [0,1]
gleichmiBig stetig sein. Aus diesem Grund ist z.B. eine Forderung V' € W zu schwach, da
ein Term V exp(—aVt) multipliziert mit dem Gaufischen Gewichtungsfaktor nicht mehr
gleichmaBig stetig sein muB. Beispiel: V(¢) = e*¢” mit k > oo

13Es wird sich herausstellen, dal die Storungsreihe nicht konvergent ist. Aus diesem
Grund wollen wir im folgenden lieber den Begriff der formalen Potenzreihe benutzen.
Folglich handelt es sich auch bei 7(V') in (2.23) nur um eine formale Potenzreihe.

14Wir geben die Entwicklungskoeffizienten ohne %—Terme an, da dies eine formale Ver-
einfachung darstellt.
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Ebenso ergibt sich
=Y > Y []bnVmle) p o - (2.28)
r=1 | m=1Y" r=ri=l
In erster Ordnung erhalten wir die Eigenwertgleichung
a V1), 55 = 1Vi(9), (2.29)
die aufgrund der Anfangsbedingung (2.26) die eindeutige Losung
by =ap*=L*""P (2.30)
besitzt. In hheren Ordnungen r > 2 gilt es

a (Vi) g6 = UiVi(9) = b:Vi(9) + L (B, V) () — K (V)(9) (2.31)

zu losen. Hierbei sind

ﬂ
,_.

L.(8,V)(¢) = Z Hb Vi (2.32)

m:2 1, 11-277'2 1

~ (=)™ T
K.(V)(¢) = B Y (Vi oV D) s, - (2.33)

m=2 . Z;’;lri:r

Wir merken an, da K, und L, unabhéngig von V, und b, sind, so daf} eine
rekursive Losung des Problems moglich ist. Da V, analytisch und symme-
trisch sein soll, stellen wir es durch eine Potenzreihe in normalgeordneten'®
geraden'® Monomen dar:

P) = szn,r L 7" (2.34)
n=>0

Aufgrund der Tatsache, dafl es sich beim Startterm V; um eine endliche
Reihe handelt (V3,1 = 0 fiir n > 3), pflanzt sich diese Eigenschaft in den

15Eine Darstellung in der Basis {¢*"},en, ist genauso gut méglich, doch vereinfacht die
Benutzung der Eigenybasis {: $?" :},en, die Berechnungen erheblich.

1Wie man leicht nachrechnet, gilt: Pay . (¢) = Yoo _o Poy2m(v)¢?(»~™): Es folgt also,
dafB8 : ¢>" :€ Lin (1, 2, .. .,¢2") und ebenso ¢?* € Lin (1,: R ) Somit werden
gerade Funktionen auch durch Potenzreihen in : ¢™ : reprisentiert.
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Kumulanten fort. So ist K, ein normalgeordnetes Polynom vom Grade r + 1.
Es gilt also fiir alle n > r + 1:17

(P2n,1a Kr)l =0 (235)

Dies zeigt man leicht mittels vollstdndiger Induktion. Im Induktionsschritt
benutzt man

@V, .-, a‘/rm]>’;z;’[8¢ (2.36)
ri+1 rm+1

Ié/ Z L Z am‘/2n1,1'1 cee ‘/2nm,rm <[P2n1,1a v aPan,1]>’;z;’ﬁ¢

n1=0 Nm=0
T'1+1 rm—+1 Nmaz
m . AT
= E e E o ‘/2n1,r1 e %nm,rm E Cn,nl,...,nm (ﬁa’)I) . ¢ ‘1.
n1=0 N =0 n=0

Die genaue Form der Koeffizienten Cy, ,, . n,.(3,7) ist unwichtig, essentiell

ist hingegen die Bestimmungsformel fiir n,,,,:'®

Nmaz = 2ini —2(m—1) < Qi(n +1)—2(m—-1)=2(r+1) (2.37)

i=1

Die bislang noch unbeantwortete Frage nach der Konvergenz der Stérungs-
reihe stellen wir ein wenig zuriick. Physikalisch sinnvoll ist nur ein Konver-
genzgebiet, das einen Quader R X [0, gjuq) beinhaltet. Schon numerische
Simulationen in [Rol96] sprachen gegen eine Konvergenz der perturbativen
Trajektorie, ein weiteres Argument fiir die Divergenz liefern wir in Abschnitt
2.6.4.

2.3.1 Die lineare g-Funktion fiir 2 < D < 4

Die Wahl der linearen 3-Funktion

Blg) =L* Pg (2.38)
bedeutet b, = 0 fiir alle » > 2 und (2.31) wird zu
a(Vi)ypp = 01Ve(9) = K- (V)(9) . (2.39)

"Hierbei nutzen wir die Orthogonalititsrelation der normalgeordneten Monome
beziiglich des Skalarproduktes (f, g), = [ dp.(¢)f(¢)g(¢). Es gilt
(Pn,ua Pm,u)l/ = Vnn!(sn,m-

18Diese Formel ist grafisch sofort klar: die Kontraktion mit maximaler Beinzahl erhilt
man, wenn m — 2 Vertices jeweils 2 Beine und 2 Vertices jeweils 1 Bein opfern.
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Mit Hilfe von (2.34) und (2.15) erhalten wir die Bestimmungsgleichung

aff B 1

Durch diese Gleichung werden die Koeffizienten V5, , eindeutig bestimmt. Im
Falle
Oéﬁ2n

l—-—7=0&D—-n(D-2)—r(4—D)=0 2.41
e (D-2)~r(4-D) (2.41)
muf} gewihrleistet sein, daf die rechte Seite von (2.40) identisch Null ist -
Vonr wird zu einem frei wiahlbaren Parameter. Ansonsten sprechen wir von
(n,r)-Resonanzen, die Trajektorie ist perturbativ nicht bestimmbar.!® Fiir
den Fall, dal n > r + 1 und r > 1 folgt

D+n(2-D)—r(4—D)<2(1—r)<0, (2.42)
so daf mit (2.35) der polynomiale Ansatz

r+1

Vo(¢) =) Vot ¢ (2.43)
n=0

gerechtfertigt ist. Stellt sich noch die Frage, wann Resonanzen auftreten. Zu
fester Dimension D ergibt sich aus (2.41) die streng monoton fallende Folge

4—-D D
nD(r)ZQ_Dr+D_2, (2.44)
S—— S——
<0 >0

die nach oben durch np(2) = 3 — 5% beschrinkt ist. Hieraus folgt, daB
in2 <D< % keine Resonanzen auftreten koénnen. In % < D < 3 konnen
nur eine Vakuumresonanz?® (n = 0) und in 3 < D < 4 eine Vakuumresonanz
und/oder eine Massenresonanz?' (n = 1) erscheinen. Resonante Terme treten
fiir D — 4 erst in immer héheren Ordnungen auf. Die Resonanz behafteten

Dimensionen besitzen D = 4 als Hiufungspunkt.

Man beachte noch, daf§ die lineare S-Funktion das Additionstheorem (2.17)
erfiillt. Dies zeigt, dafl die lineare Reparametrisierung auch fiir die volle RGT
eine geeignete Wahl darstellt. Die nach (2.19) bestimmte differentielle (-
Funktion lautet 5(g) = (4 — D)g.

19Zumindest nicht mit diesem Ansatz.
*°Hierzu muf es eine Ordnung r € Ny geben, so dal D = L.

?!Hierzu muf es eine Ordnung r € N geben, so dal D =4 — 2,
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Ferner verdeutlicht sich anhand der step-3-Funktion die Wirkung der RGT
in 2 < D < 4 Dimensionen: Ein RG-Schritt treibt uns auf der Trajektorie aus
dem trivialen Fixpunkt heraus. Eine unendliche Iteration von RG-Schritten
fiihrt uns somit zur Fixpunkttheorie Z(o0), welche dieselben kritischen Ei-
genschaften besitzt wie alle Theorien Z(g) mit g > 0. Eine Trajektorie mit
streng monotoner Reparametrisierungsfunktion verbindet also immer die Fix-
punkte Z(0) und Z(c0), und die Flufirichtung ist eindeutig. Zur Berechnung
von Z(oo) bendtigen wir nur noch die Trajektorie selbst.

Die step-3-Funktion ist auf Ry definiert und umkehrbar. Wir erkliren
§=B8':Rf =Ry 6(9)=0dg mit 6=L"P"* (2.45)
und schreiben die Invarianzgleichung in eine Fixpunktgleichung um:

R x 6*(Z)(g) = R((9)) = Z(g) (2.46)

2.3.2 Die kubische g-Funktion fiir D =4

Die lineare 3-Funktion verkommt in 4 Dimensionen zur Identitdt. Somit fin-
det sich auf der Trajektorie fiir g > 0 iiberall dieselbe Theorie. Die Kurve
reduziert sich zu einem ,Punkt“.?? Die Wirkung Z(g > 0) ist ein weite-
rer Fixpunkt der RGT. Diese Unstetigkeit in g = 0 ist Motivator fiir den
folgenden Beweis, daf} fiir D = 4 kein skalierendes Paar mit linearer Repa-
rametrisierungsfunktion existiert. Aus (2.29) folgt by = 1 und (2.31) schreibt
sich mit Hilfe des Ansatzes (2.43)%3 als
1

{]_ — Olﬂ2n} V'Zn,r - (2—71/)'(P2n,1a KT(V) - Lr(ﬂa V) - br‘/l)l . (247)
(2.47) 148t sich fiir n € {0,...,7 + 1}\ {2} eindeutig l6sen.?* Fiir n = 2 wird
die linke Seite identisch Null und (2.47) bestimmt b, zu

1
br - E(P4,1a KT(V) - Lr(ﬂa V))l . (248)

Fiir r = 2 ergibt sich nach kurzer Rechnung unter Benutzung der Kumulan-
tenformel (B.20)

1 1
b2 ] E <P4’1, —5 <05V1; (]{‘/1>EZ;,,3>1 = —36(L4 — 1) . (2.49)

22Genauer gesagt zu zwei Punkten: Z(0) = Zyyv und Z(g > 0).
23Da L,von der Ordnung : ¢*" : ist, folgt wie schon zuvor Vonr=0fiirn >r+ 1
24in Abhingigkeit von b,
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Diese Gleichung zeigt, dafl die Wahl einer linearen -Funktion nicht méglich
ist. V4o wird zu einem frei wihlbaren Parameter. Es stellt sich die Frage,
ob man nun V;, so wéhlen kann, dafl z.B. b3 = 0. Allgemeiner formuliert:
Determiniert eine willkiirliche Wahl der b,>3 die freien Parameter Vj ,~,? Fiir
r > 3 gilt:

E(V)(¢) = —(aVi;aVi1)] g, + Ko (V)(9) (2.50)
LB, V)($) = (r—1)bVea(9) + Lo(B,V)(9) , (2.51)

wobei IE',. und I~/,. nur aus V; mit 7 < r — 1 bestehen. Es folgt fiir » > 3:
br = (3 - 7") b2V4,,,_1 + N (252)

N besteht aus schon bekannten Gréfien. In dritter Ordnung fillt der erste
Summand auf der rechten Seite weg, so dafl b3 noch bestimmt und Vj 5 ein
freier Parameter ist. Es ergibt sich?

by = 432 — 3456 L% — 2592L* + 3456 L° + 2160L® (2.53)

Alle Koeffizienten b,-3 setzen wir zu Null. Es folgt eine Determinierung der
ofreien“ Parameter Vj,_; entsprechend (2.52).2® Die Stérungsrechnung in

D = 4 Dimensionen liefert somit ein skalierendes Paar bestehend aus der
kubischen (-Funktion

B(g) =g—36(L* —1)g° +432 (1 —8L* —6L* +8L°* + 5L%) g°  (2.54)

und dem Potential V', das bis auf den freien Parameter V,, eindeutig be-
stimmt ist.

Wir wollen nun iiberpriifen, ob diese perturbativ bestimmte Reparametri-
sierungsfunktion als Grundstock fiir konstruktive Berechnungen geeignet ist.
Als erstes stellen wir fest, dal G auf R streng monoton steigend ist, da
die Diskriminante der 1. Ableitung fiir L > 1 echt kleiner Null ist und
B'(0) = 1 > 0. Damit existiert die Umkehrfunktion § := B7', die wir
zum Beispiel mittels des Satzes iiber implizite Funktionen berechnen kénnen
(6(g) = g — bag® + (2b% — b3)g* + O(g*)). Die approximierte Umkehrfunktion
3. Grades liegt aber z.B. erst fiir 0 < g < 1072 im richtigen 1. Quadran-
ten. Natiirlich 148t sich mit Hilfe der Cardanoschen Formeln, welche die drei
Losungen einer algebraischen kubischen Gleichung durch Radikale beschrei-
ben, § auch exakt bestimmen.

25p3 wurde mittels MapleV und der Basis {¢?"}ncn, berechnet. Dies éndert jedoch
nichts.
26Dies kann man natiirlich auch aus der entgegengesetzten Blickrichtung betrachten.
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Es stellt sich die Frage nach Fixpunkten 3(g) = g. Wir erhalten gy = 0 und
1

12(5L4 + 82— 1)

Somit reprisentiert Z(¢,q) eine (perturbative) infrarote Fixpunkttheorie.

Wir schlieflen den fiir das hierarchische Modell pathologischen Fall L — oo
aus.2’

g= (2.55)

Daf} ein Polynom vom Grade grofler eins nicht die Kompositionseigenschaft
fiir S-Funktionen (2.17) erfiillt, ist klar. Somit ist diese Funktion kein Kan-
didat fiir die volle RGT. Dessen perturbativ berechnete (G-Funktion schreibt
sich als [Wie97d]

3log(L) ,
B(g) = (an)? !
Durch die logarithmische L-Abhéngigkeit der Koeffizienten ist Kompositions-
eigenschaft in der vollen RGT erfiillt. Man beachte jedoch, dafl zur Berech-
nung von (2.56) die Parametrisierung V4,T = 0,1 benutzt wurde. Allerdings
merkte WIECZERKOWSKI in [Wie97c| an, daf§ auch im vollen Modell die Ko-
effizienten des kubischen Anteils universell sind und eine Reparametrisierung
b,~3 = 0 der Trajektorie moglich ist.?8

+0(g%) . (2.56)

Das qualitative Verhalten ist jedoch fiir beide Modelle gleich, da der g?>-Term
ein negatives Vorzeichen besitzt und somit fiir 0 < g < 1 die Eigenschaft
B(g) < g folgt - Theorien mit kleinen Kopplungen laufen unter unendlicher
RG-Iteration in den trivialen Fixpunkt.

Fiir das hierarchische Modell kann man konkret angeben, dafl Theorien
V(0 < g < 7g) in den trivialen Fixpunkt (8(g) < g) und Punkte V(g > g)
nach V(o0) (B(g9) > g¢) laufen, sofern diese Konvergenz existiert. Zur Ver-
deutlichung schaue man sich die differentielle S-Funktion (2.19) an, die die
Kopplungsidnderung in der Ndhe von L = 1 widerspiegelt. In D = 4 ist die
freie Theorie also attraktiv und der infrarote Fixpunkt repulsiv.?

2.4 Der Raum der Trajektorien

Im folgenden werden wir ob der einfacheren Notation immer das kartesische
Produkt von Feld- und Kopplungsraum betrachten. Wir definieren iiber die

*"Das hiitte g(L) — 0 zur Folge.

28Diese Aussage bezieht sich jedoch auf die differentielle 3-Funktion.

29Man beachte, daB8 in unserer Terminologie die Aquivalenzen IR-Fixpunkt = nicht-
Gaufischer Fixpunkt, UV-Fixpunkt = trivialer Fixpunkt gelten. In [MM94] spricht man
im Falle eines attraktiven/repulsiven Fixpunktes von einem IR-/UV-Fixpunkt.
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Maximalkopplung go € R* die Menge

P =R x[0,90] mit Py = lim Py =R x Ry . (2.57)
go—00
In 2.1.2 haben wir den Funktionenraum V(;,,,8 kennengelernt und gesehen,
dafl die HRGT auf ihm wohldefiniert ist - eine Gaufl-Funktion transformiert
sich in eine GauB-Funktion. Daf eine unter der HRGT invariante, aus Gauf}-
Funktionen bestehende Trajektorie existiert, zeigt folgender

Satz 2.4.1
Zqu:Po — R (,g) s crev@=—"2554"
mit
l-a' ¢ 1+ "g) g’
— "] b =b
sanle) = 5= e (R bl =t
. 2
P=4-D

ist ein Fixpunkt der Abbildung R x §*.

Beweis: Zgy ist eine in g parametrisierte Kurve in Vg, g, da bou(Rg) C
Ry und bgy stetig ist. Bei agp zeigt man diese Eigenschaften mittels des
Majorantenkriteriums. Es sei g € Ry beliebig, aber fest:

-n 1+ (57”9)10 -n 1 " p 1 i 1 p

Aus dieser Abschitzung folgt agry(Rg) C R und die gleichméBige Konver-
genz auf beliebigen kompakten Intervallen aus Ry, und somit die Stetigkeit
von aqQu-

Die Transformation R x§* ist dadurch wohldefiniert. Es gilt noch zu beweisen,
dal R x 8*(Zgu) = Zgu. Nach Satz 2.1.2 gilt V(¢, g) € Pw :

b’QU(Q)

R % 6*(Zu($,9)) = R(Zqu($,dg) = eev@=—2—¢" (2.58)

mit
, 1
agu(g) = aaqu(dg) — 5ln (14 aybou(dg)) (2.59)
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' (g) = af*bqu(dg)
QU 9) = 1 +a7bQU(5g) '

Durch Einsetzen zeigt man ap; = aqu und by = bou - Eine mogliche Herlei-
tung von b iiber die Hilfsfunktion ¢ = b~ ! und die Bestimmung von a durch
sukzessives Einsetzen in (2.59) findet der Leser in [Wie97a]. In dieser Arbeit
wollen wir b jedoch mittels Storungsrechnung in g” berechnen (p € R*). Der
Parameter p ermoglicht es, auch nicht unendlich oft differenzierbare Lésun-
gen zu finden. Um den Vakuumterm a kiimmern wir uns nicht, da er in der
normierten Transformation sowieso bedeutungslos wird. Es sei also

(2.60)

9) =Y beg™ . (2.61)
k=1

Wir tragen in diesem Ansatz der Bedingung Rechnung, dafl die Kurve fiir
g = 0 im UV-Fixpunkt beginnen soll. Mit Hilfe von A = af* = L?, B = avy
und der Eigenschaft |2b(g)| < 1 schreibt sich (2.60) als®

b69) = Y- 5 (5ot (2:62)

Mit der Vereinfachung b = %bk sbh= %b ergibt sich analog zur Stérungs-
rechnung in Kapitel 2.3 durch Koeffizientenvergleich fiir alle &:

Aby 6P = Z Z (2.63)

m= 121 L=
n; EN

In erster Ordnung ergibt sich, dafl p = % und by ein freier Parameter ist.

Alle iibrigen b, lassen sich rekursiv bestimmen. Explizite Berechnungen der
nédchsten Ordnungen erhérten den Verdacht, daf fiir die iibrigen Koeffizienten
die Gleichung

_ L2 k-1
b, = (1 _L2> bk = Ok 1pk (2.64)

gilt. Der Beweis erfolgt durch Einsetzen:

e e Y b

m= 221, 1™
nE]N

30Die Ungleichung |§b(g)| < 1 gilt ob der angenommenen Stetigkeit in g = 0 gewif} fiir
kleine g. Das Resultat (2.66) mit by > 0 erfiillt diese Relation sogar fiir alle g € Ry .
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k
(2-64) k—17k m
- c b1L21 k) _ 1 ZC Z 1
=2 X ni=k
nE]N
k

k—171k m
c b1L21k_1ZC <>

do—1 (14 C~ l)k -
[2(1-k) _ 1
= CF Ut (2.65)

—
*
N

= CH'

In (%) wurde die Beziehung 9,(1 + z)* = 3% _| m(*)z™! benutzt. Fiir den
invarianten Massenterm ergibt sich somit:

A 051 gp

b(g9) = =5 —7F— 2.66
9= 561 dt o (2:66)

Da C < 0 folgt fiir jedes b; > 0, daB b auf Ry stetig ist. Unabhiingig von der
exakten Wahl gilt dann

. A A-1

Fiir by = —C ' erhalten wir b = bgy.
O

Wir haben also mit Zg; eine Trajektorie vorliegen, die im trivialen Fixpunkt

beginnt (Zgu(-,0) = Zyv € Vgaug) und in den Hochtemperaturfixpunkt

lauft (lim Zgu(-,9) = Zou € Vgaup)- Man beachte aber, da Zoy (-, Ry) C
g—00

Vaauh da z.B. bQU(]RfJf) = [buv, bou).

Arbeiten wir mit der normierten Transformation, so miissen wir den kon-
stanten Term nicht beachten und erhalten die Gauf3-Trajektorie

b (9)
QU
¢2 )

Z(¢,9) =
Wir merken noch an, daf agp(g) = O(g”) und bgr(g9) = boug” + O ((g°)?).

(2.68)

Es stellt sich die Frage, warum wir die perturbative b-Konstruktion der ele-
ganten Methode von WIECZERKOWSKI vorziehen? Wie man leicht sieht, ist
die GauB3-Trajektorie fiir D = 4 nicht mehr definiert. Die beiden Fixpunkte,
die durch die Kurve Zgy(g) verbunden werden, existieren aber dennoch. Fiir



2.4. DER RAUM DER TRAJEKTORIEN 49

eine nichtlineare §-Funktion, die wir in 4 Dimensionen benutzen miissen (sie-
he 2.3.2), stellt die Stérungstheorie jedoch ein mdogliches Verfahren fiir die
Konstruktion einer invarianten Massenkopplung unter der erweiterten RGT
dar.

Jetzt konstruieren wir - analog zu (2.9) und (2.10) - mit Hilfe des quadrati-

schen Fixpunktes der Transformation R x §* einen Raum von Funktionen-
kurven bzw. Funktionen in zwei Variablen. Es sei gy > 0.

Vo = {7:P, > R|Z(,9) € C'(R), Z(6,) € C°(10,90)),

Z(9,

Z(-,9) € Zy(R) Vg € [0, go], sup 7(¢ 9) < 00 p(2.69)
(6,9)ePyg | ZQu(, )
Wir ergidnzen die Abbildungen
Z(9,9)

g €10, gol, Mot Vyr — R 7 5 sup | ——" 2.70
0,90, I 1lg: Vo 0 S| Zow (6, ) (2.70)
11+ llgo : Vao — Re. Zw sup ||Z]], . (2.71)

QG[O,QO]
Der R-Vektorraum V9 wird durch die Norm ||| - |||4, zu einem Banachraum.

Da fiir die lineare 6-Funktion die Eigenschaft d(g) < g gegeben ist, ist die
erweiterte RGT R x 6* auf V,, selbstabbildend. Schranken wir V,, auf Theo-
rien zu einem festen Kurvenparameter g ein, so ist auf diesem Unterraum
auch [ -]/, eine Norm. Fiir g = 0 bzw. g = oo erhalten wir Vyy bzw. Vou. Vo
stellt folglich eine Menge von Theorieriumen dar, deren Objekte zwischen
Vuv und Vgy interpolieren und sich durch Zgy(g) abschitzen lassen.

Es sei g < go. Werden die Funktionen aus Vg2 auf Py eingeschrinkt, so gilt

Korrespondierend zu (2.13) definieren wir aus der konvexen Teilmenge von
Vy,, die aus den positiven Funktionen besteht, den Raum der Potentiale W,
auf dem die erweiterte Transformation T x §* agiert.

Abschlieflend wollen wir noch einmal die Bedeutung der Transformation R x
0* herausstellen: Sie wirkt auf einem Raum von Kurven, und ihre Fixpunkte
stellen unter der HRGT invariante Trajektorien dar.
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2.5 Existenz und Konstruktion eines
Fixpunktes

Ziel dieses Paragraphen ist es, Kriterien zu finden, die einen Punkt aus Vy,
zu einem approximativen Fixpunkt der Transformation R x ¢* machen, so
dal wir um diese Funktion eine Menge konstruieren kénnen, in der gewif
ein Fixpunkt liegt. Der Banachsche Fixpunktsatz, welcher uns die Existenz
dieses Fixpunktes beweist, liefert auch sogleich ein Konstruktionsverfahren
desselbigen.

Zu Beginn zwei Definitionen, die uns das Leben leichter machen. Die erste
vereinfacht uns die Handhabung der in diesem Abschnitt hdufig auftretenden
Indizes C, o, g, die zweite bietet Transformationen, mit deren Hilfe wir R x *
zerlegen konnen. Im folgenden sei gy € R vorausgesetzt.

Definition 2.5.1

I=R"'"xR" x 0, g, X*=(Coy00,90) €T (2.72)

Definition 2.5.2
Es sei Zy € V,,. Dann definiere

AV, = Vi Z — (R x 6 —id)(2) (2.73)
Rz, = Vo = Vo Z s Rx 62+ Z) — R x 6*(Z1) . (2.74)

Die Wohldefiniertheit der beiden Abbildungen folgt aus der von R x §*, welche
sich mit Hilfe der obigen Definition auch darstellen 148t als:

Zy € VI = R X (5*(21 + Zz) =71+ A(Zl) + RZ1 (Zz) (275)

Ferner liefert uns die Funktion A ein Maf fiir die Giite eines angendherten
Fixpunktes von R x *, indem wir die Abweichungen in jedem Punkt mittels
|A()]l, oder die maximale Abweichung per [[|A(-)|]],, berechnen.

Was nun einen beliebigen Punkt aus V,, zu einem angenéherten Fixpunkt
macht, klart folgende

Definition 2.5.3 (Der approximierte Fixpunkt)
Zy € Vg, ist ein approximierter Fixpunkt genau dann wenn gilt:

AXL XA eI mit on > 25 Zy € Vi
1Z]l, < e Vg€ 0,41
IA(Z)]l, < Cag™ Vg€ [0,94]

g
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Ein solcher approximierter Fixpunkt Z; hat die Eigenschaft, daf3 seine Trajek-
torie denselben Ursprung besitzt wie der exakte Fixpunkt, da [|A(Z1)|lo = 0.
Je grofler der Wert von o4, desto mehr schmiegt sich die approximierte an die
reale Fixpunkttrajektorie an (fiir ¢ < 1). Die erste Forderung macht Z; zu ei-
ner physikalisch sinnvollen Fixpunktapproximante.3! Die zweite Abschitzung
flieBt bei der Konstruktion eines Konus um Z; ein, innerhalb dessen nur po-
sitive, also durch Wirkungen realisierbare, Funktionen liegen.

Dieser Konus sei eine Menge von folgender Gestalt:

Definition 2.5.4 (Die approximierte Fixpunktumgebung)
Es sei X*> € T und Z; € V,, ein approximierter Fixpunkt. Dann definiere

Ur(0) = {Z €V |112:), < Cog™ Vg€ 0,0]}  (276)
qu(Zl) = Zl —I—L{X2(0) . (277)

Es heiit nun eine Menge Ux>(Z;) Umgebung eines approximierten Fixpunk-
tes, oder einfach approximierte Fixpunktumgebung, genau dann, wenn X2 €
T so gewéhlt ist, daf3

12:6,9)| < 371(8,9) V(9,9) € Py, (2.75)

Die Eigenschaft (2.78) gewidhrt, daf alle Wirkungen einer approximierten
Fixpunktumgebung positiv sind.3? Ferner sind oben definierte Mengen kon-
vex und vollstédndig bzw. der Norm ||| [||4,. Die letzte Eigenschaft wollen wir
hier explizit zeigen:

Es sei Z, € Ux2(0) eine Cauchy-Folge mit Z = lim Z,,, d.h. fiir alle e > 0
existiert ein N, so daB |||Z — Z,]|||;, < € fiir n > N. Es folgt direkt, da8
fir alle (¢, g) € P,, die Ungleichung |Z(¢,g)| < |Z.(#,g)| + € gilt. Nehmen
wir nun an, Z liegt nicht in Ux2(0), so existiert ein (¢, g)-Tupel, so dafl
Z(¢,9) > 1Z1(¢, g). Es existiert ein ¢, mit dem auch

Zn(0,9) > Z(9,9) — € > %Zl(aﬁ,g)

gilt, was einen Widerspruch darstellt.

Im folgenden zeigen wir zwei Lemmata (inkl. eines Korollars), welche wir
zum Beweis des darauffolgenden Satzes bendtigen.

31Da wir den Fixpunkt durch eine unendliche Iteration der erweiterten RGT generieren
werden, und 7 x &* die Positivitéit erhélt, miissen wir schon mit einer physikalischen
Approximante starten.

32Gtatt I hitten wir auch jede andere Zahl aus (0,1) benutzen kénnen.
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Lemma 2.5.5

XY X?2cT mit >
mit oo i-D

Z€Vy mit |71, < e Vg e [0,9]

C
< g Vgel0,g  (279)

= Eg S (0,90] VZQ S Z/{X2(O) : ||R21(ZQ)||Q 9

Beweis:
1. 341 € (0,min{gy, g1}] : 19 < Cy =1+ ( 7 Vg€ 0, ¢1]
2. 32 € (0,90] : C2(09)™ < 557 Vg € [0, &2]
3. = min{g, fo}

Sei nun Zy € Ux2(0) und (¢, g) € P;

|RZ1 (Z2)(¢, g)|
R85+ s2(6,0)|,

1

—
S
~

dsg'R X 6*(Z1 + sZ5)(¢, )‘

< / ds/dM {12 + 5122)°""| 2]} (B + €, b9)
(b) - a—1
< a / ds [ dus(0) (1 + 5Ca(89)) " Calbo)™ 250 (56 + ¢,59)
0
. a—1
< {81[11)]01(01+502(59)02> 02(59)"2}72x5*(ZQU)(¢,9)
s€l0,1
- a—1
= a(01+02(5g)”2) C2(09)* Zou (4, 9)
(e)
< LP-W Doy g72 700(, g)
@ 1
< 5029 *Zou(9,9) -

Die partielle Ableitung des Integranden nach s (a) ist wohldefiniert, da er
eine Verkettung stetig differenzierbarer Funktionen in s darstellt.?® In der

33Vertauschung von Integration und Differentiation ist aufgrund gleichmBiger Stetigkeit
gewihrleistet.
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Umformung (b) durfte 1. wegen dg < g benutzt werden. In (c) fliefen 2. und
Vz € R* : (14 1)" < e ein. Damit (d) gilt, miissen wir

(2.80)

1+1n2
LZexp( +n )

(4 — D)oy — D

wihlen.34

|

Es stellt sich die Frage nach dem maximalen Wert von g. Unabhéngig von
go und g; stellen die Ungleichungen 1. und 2. natiirliche Schranken dar und
wir erhalten

In (1 + —2(0‘171)) - 1
Ch "5 (2Cy(a — 1))

Onat = MI1N

(2.81)

Da die Wahl von g im obigen Lemma unabhingig von g, war, kann man
sofort ein g wahlen, das die Abschdtzungen von g erfiillt. Wir erhalten somit
folgenden wichtigen

Korollar 2.5.6
Es seien

X' eI, ZieV, mit |Z],<e Vgel0,g] (2.82)

C
= 3XT €TV cUa(0):  [Ru(Z)ll, < 9™ Ygcl0.gl. (283)

Hierbei sind Cy € R™ und oy € (%, oo) frei wihlbar.

Lemma 2.5.7
FEs seien

X*€I, Zi€V, mit [[A(Z)],<Cag’™ Vge(0,9a]  (2.84)

und 3
CA,&A eR" mit on < O (285)

= 3ga € (0,90] = [[A(Z)]], < Crg® Vg el0,jn] . (2.86)

34Getzen wir L > exp (m) voraus, so erhalten wir in Schritt (d) des Beweises
statt 1 einen Faktor C(L) < 1.
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5\ ——
Beweis: Wahle g = min { (g—i) TaTTA ,QA}-

Korollar 2.5.6 und Lemma 2.5.7 bilden die Basis der Aussage, dal um einen
approximierten Fixpunkt eine konvexe Menge konstruiert werden kann, auf
der R x 0* selbstabbildend ist. Diese, fiir die spitere Anwendung des Ba-
nachschen Fixpunktsatzes benotigte, erste wichtige Eigenschaft protokolliert
folgender

Satz 2.5.8
Zy € Vg, sei ein approximierter Fixpunkt =

X2 €I mit oy <opn: R X6 :Ux2(Zy) = Ux(Zy) (2.87)

Beweis: Es ist zu zeigen : 3X? € T VZ, € Ux2(0) :
1A(Z1) + Rz,(Z2)|, < C2g7 V[0, g2

Nach Korollar 2.5.6 3X? € T mit 03 € (;25,04), so daf

C
VZy €Ux2(0) 1 [Rz(Za)ll, < 519% Vg € (0,90 -
OBdA existiert nach Lemma 2.5.7 eine Transformation X* — X2, so daf§

C
1A(Z1)]], < 72902 Vg € [0, g,] .

Und auch die letzte benétigte Eigenschaft von R x §* in einem

Satz 2.5.9
Z1 € Vg, sei ein approximierter Fixpunkt =

3X? € T so daB R x &* : Ux>(Z1) — Ux>(Z,) kontrahierend ist.

Beweis: Es ist zu zeigen:
IX2e T AINe(0,1) VZ=2,+2,y, 7' =7, + Zy € Ux>(Z)) :

IR x 6*(Z) — R x 6*(Z")|,, < AIZ - Z')||,,

lgo



2.5. EXISTENZ UND KONSTRUKTION EINES  FIXPUNKTES 55

Wihle X2 wie in Satz 2.5.8

IR x 6*(Z1 + Z5) — R x 6*(Z1 + Z5)
1R 2, (Z2) — Rz,(Z3)

1
9
/ ds || LR (20 + 5(Zs — Z0)) + (2o — Z1)
0 ~ P ——

g0

lgo

1
8 ! !
/ dsa_RZI (Z2 — 5(Z2 — Z2))
0 S

—~
[

)

g0

IN

Oe >

v w e=01llgg
= ()

Der Term in (1) ist stetig partiell nach s differenzierbar, da Ux2(Z;) konvex
ist. Diese Eigenschaft bewahrt uns auch darauffolgend vor einem evtl. Ver-
lassen des Definitionsbereiches von Rz, , denn das Integral ist in diesem Fall
als uneigentlich zu betrachten. Folglich ist s € (0,1) und es gilt:

Vs € (0,1) Je(s) >0 V|e| <e(s): s+ee€]0,]1]

Es folgt nun V(¢, g) € Py, :

0
SR v+ w)(@,9)

e=0

— % /0 ds / dpy(Q)a {(Z1 +3(v + ew))* (v + ew) } (Bd + ¢, 69)

e=0

— /01 dg/duv(C)oz {w(Zy + 50)*7(Zy + adv) } (B + ¢, 59)‘

- /dm(g)a {w(Z +v)*"'} (8o + ¢, 59)‘

255 1
< lllwlllseZeu(4.9)

Im letzten Schritt wurde darauf zuriickgegriffen, dal Z; ein approximierter
Fixpunkt ist, v € Uss und [w(@, 9)| < [10]llgoZau(#9) ¥(é,9) € Py, Die
Rechnung lauft analog der aus Lemma, 2.5.5.

Jetzt ist es uns vergénnt, die anfangs begonnene Rechnung fortzufithren. Da
HlwllowZou (¢, g) unabhéngig von s ist, erhalten wir (x) < £/|w||ls. Es ist

also hier \ = %
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Mittels der Sétze 2.5.8, 2.5.9 und der Vollstidndigkeit der approximierten Fix-
punktumgebung beziiglich der Norm-induzierten Metrik gelingt es uns nun,
den fundamentalen Satz iiber die Existenz von Fixpunkten der Transforma-
tion R x ¢* zu formulieren.

Satz 2.5.10 (Fixpunktsatz)
Sei Zy € V,, ein approximierter Fixpunkt. Dann existiert ein X? € Z, so daf3
R x 0* : Ux2(Z1) — Ux2(Z1) genau einen Fixpunkt besitzt.

Beweis: Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes fiir metrische Rdume,
z.B. [Sma80].

Anmerkungen: Der Banachsche Fixpunktsatz liefert auch ein Verfahren zur
Konstruktion des Fixpunktes, indem wir auf einen beliebigen Punkt der ap-
proximativen Fixpunktumgebung R x ¢* iterativ anwenden, bis das Bild der
Abbildung sich stabilisiert.

Am wichtigsten bei dem hier vorgestellten Verfahren ist die Wahl eines guten
approximierten Fixpunktes, d.h. wir bendtigen eine Abschidtzung
Ay < Cag® mit groflem on. Dieser Exponent wird jedoch nicht nur
durch unsere Qualitdtsanspriiche bestimmt. Entscheidend ist die folgende
Ungleichung, die fiir die Konstruktion von R x §* gelten muf:

D
4—-D

<on (2.88)

2.6 Approximierte Fixpunkte

Im letzten Paragraphen wurde gezeigt, dal man zur iterativen Berechnung
unseres RG-Fixpunktes eine Starttrajektorie benotigt, welche den Bedingun-
gen von Definition 2.5.3 geniigt. Um die Konstruktion einer solchen Anfangs-
kurve wollen wir uns in diesem Kapitel bemiihen.

2.6.1 Interpolationsformeln

Zuvor wollen wir jedoch einige mathematische Hilfsmittel bereitstellen, die
uns den Umgang mit der RGT erleichtern.
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Satz 2.6.1
Esseit € [0,1] und V ein Raum von analytischen Funktionen iiber R, so daf}

F:VoV  E2)(9) = / A (O)Z(6+ () Vo e R (2.89)

wohldefiniert ist. Dann ist die Abbildungsschar F stetig differenzierbar in
ihrem Parameter t, und es gilt die Differentialgleichung

5 1) B2 =0, (2.90)
Beweis: F} ist in (0, 1] stetig partiell differenzierbar. Es gilt:
9,
SED®) = [ 5dun©26+0)
1 2
-/ —(C— Vi () 26+ C)

2t “ty

82
2 [ g (©26+)
2

9 7 [ (055 26+ 0

v 0

—
*
~

Die Umformung () entspricht einer zweimaligen partiellen Integration, in
der

i e 02(0+0) = lim 206+ 05z =0

¢l—00
benutzt wurde. Um die Ableitung in ¢ = 0 zu berechnen, bemiihen wir deren

Definition. Wir wollen noch bemerken, dafi Fy = id, da du,({) — = §(¢)d¢.
Daraus folgt fiir beliebige Z € V und ¢ € R:

1 10"
lim + (F(2)(6) - B(2)(#)) = lim - [ du( Z—.
X4 9 "
- Hn%z_: 2?:71! o 2 (9) 1
_ 1
5529

Die Stetigkeit der Ableitung ist offensichtlich.
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Der soeben bewiesene Satz 2.6.1 liefert die Grundlage fiir eine weitere Ab-
bildung, die mittels des Parameters ¢ zwischen der RGT T x ¢* und der
,ldentitdt“ interpoliert.

Lemma 2.6.2
Definieren wir fiir t € [0, 1]

Ti(V)(¢, 9) = —log / dpiq1 sy (Q)e oV (BoFC09) (2.91)

so ist diese Abbildungsschar stetig differenzierbar in ihrem Parameter t, und
es gilt die Differentialgleichung®®

2

STV)(6,9) = %@{(%mww,g)) - %mvw,g)} . @9

Beweis: Wir haben die Angabe eines Definitions- und Wertebereiches bewuft
ausgelassen, da wir die Eigenschaft der Differenzierbarkeit in V bzw W nicht
involviert haben.?® Man beachte aber, da8 fiir eine Kovarianz v RGT geeig-
nete Wirkung (Potential) auch fiir eine RGT mit Kovarianz 7' < v geeignet
ist. Die Wohldefiniertheit von 7 = 7, iibertrdgt sich also auf 7;. Die stetige
Differenzierbarkeit in ¢ folgt aus 2.6.1. Die Differentialgleichung beweist man
durch explizites Ableiten. Um dabei die Ergebnisse aus dem zuvor bewiese-
nen Satz benutzen zu konnen, schreiben wir 7; durch die Substitution % —(
als

Ti(V)(¢,9) = —log / dps11yyp-»(C)e Y BE+O09)

2.6.2 Baumgraphen

Betrachten wir die formale Stérungsreihe

VR(hg) =D Y Vansg'¢™", (2.93)

n=0 r=max{1,n—1}

35Diese gilt natiirlich nur fiir solche Potentiale, die zweimal stetig differenzierbar sind -
und nur solche werden wir betrachten.

36Um die Vollstindigkeit des Raumes V zu wahren, hiitten wir eine Supremumsnorm, die
auch die Ableitungen mit einschliefft, benutzen miissen. Da wir die Interpolationsformel
allerdings nur auf ganz bestimmte Potentiale, nimlich solche, die approximierte Fixpunkte
generieren und die Differentiationseigenschaft aufweisen, anwenden, kénnen wir die Defi-
nition von V bzw. W so allgemein halten, wie sie war.
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deren Koeffizienten so bestimmt sind, dal V> die Eigenschaften einer ¢*-
Trajektorie beziiglich §(g) = dg besitzt,3” so erkennen wir, daf fiir ¢ < 1
das Verhalten eines Feldes der Ordnung 2n primir durch den g-Summanden
in kleinster Ordnung beschrieben wird. In diesem Abschnitt berechnen wir
die korrespondierenden Leitkoeffizienten Vp maxfn—1,1}, die fir n > 2 auch
Baumgraphen genannt werden, indem wir aus dem mittels 2.6.2 interpolier-
ten Potential (2.93) Differentialgleichungen ableiten und lésen.

Wir beginnen mit

T(V) b 9) =D > Vanslt)g ¢™ . (2.94)

n=0 r=max{1l,n—1}

Da der Parameter ¢t nur in der Kovarianz der Integraltransformation auf-
taucht, ist seine Wirkung durch die Gleichung (2.27) beschrieben.*® Laut
(2.35) sind die ¢-abhiingigen Koeffizienten zu gegebener Ordnung ¢g" von der
Ordnung r + 1. Folglich ist das interpolierte Potential forminvariant. Der nun
t-abhéngige Koeffizient V3, , ist ein Polynom in ¢, da die Kovarianz polyno-
mial in den normalgeordneten Monomen auftaucht. Es sei noch bemerkt, dafl
T; keine Terme in ¢° generieren kann, da

~tog [ dunig (e = —10g [ dpyy(O)11+ 0(0)}
= —log{1+0(9)} =0(9) .
Wir folgern folgenden

Satz 2.6.3 (Differentialgleichung der Baumgraphen)
Es seien gy € R*, t € [0,1] und die formalen Potenzreihen

VO T(V®): Py = R
definiert wie in (2.93) bzw. (2.94). Dann gilt

Vii(t) =0, Vau(t) = —6[32‘/41( ), Voult) = ﬁ2V21( ) - (2.95)
Ferner erhélt man fiir n > 3 die Differentialgleichungen
~1
VvZn n— 1 Z m(n+1— V'Zm ,m— 1( )V'Z(n+17m),nfm(t) . (296)

37Diese Reihe unterscheidet sich von der in Kapitel 2.3 bestimmten Reihe nur dadurch,
daB sie nicht in normalgeordneten Monomen organisiert ist.
38Man muf nur g durch §g und ~ durch (1 — t)vy ersetzen.
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Beweis: Um das Summieren in den folgenden Rechnungen zu vereinfachen,
benutzen wir die Schreibweise

(o oo o]

T(V2)6,9) = > Vans(t)g"¢™"

n=0r=n—1

82 o0 o0
35 (V) 9) = D) (20 +1)(2n + 2)Va(nin),»(£)g ™
n=0 r=n
und
) - 2
(%Tt(v )(¢,g)>

S
I
=)
3
I
=)
3
=

[M]8
M:
: [M]#

7
L

S
Il
w
3
[|
I\
3
=

NE
LM
: M2

NE

4m(n + 1 — m)Vamm—1(t) Vans1—myn—m (£)g" '¢°" + O(g") .

S
Il
w
3
[|
I\

In (*) haben wir ausgenutzt, daf§ ein Summand Null ist, falls r; oder ry nicht
positiv sind. Wir diirfen uns somit auf 1 < m < n — 1 beschrénken, und es
folgt, daf} fiir n < 3 alle Summanden verschwinden. Anschlielend fiihrt man
noch eine Indexverschiebung der Form n — n — 1 durch.

Vergleichen wir nun mittels der Differentialgleichung aus Lemma 2.6.2 die
Koeffizienten von g™®{Ln-1}42" erhalten wir die Behauptung.

O

Obwohl es auch moglich gewesen wire, Differentialgleichungen fiir alle V5, ,.(t)
zu formulieren und durch das Losen derselbigen die Koeffizienten zu bestim-
men, bendtigen wir im folgenden nur die Vorfaktoren der Form Vo, max(1,n-13 ().
Wir weiten den Baumgraphenbegriff vom Beginn des Kapitels aus und er-
halten eine
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Definition 2.6.4 (Baumgraphen und Baumgraphenkoeffizienten)
Die Koeffizienten

b2n(t) = %n,max{l,n—l} (t) (297)
heiBen Baumgraphenkoeffizienten. Das interpolierte Potential der Form
Vi(t, ¢,9) == ) bon(t)gmtin =11 g2 (2.98)
n=0

nennen wir dementsprechend Baumgraph oder Baumgraphenpotential, in
manchen Féllen sprechen wir auch von der Baumgraphenniherung.

Das Baumgraphenpotential Vg geniigt der Differentialgleichung, die sich aus
der Interpolation 2.6.2 ergibt. Es hat jedoch einen Schénheitsfehler: Vz(0, -, -)
ist kein Fixpunkt der RGT T x §*. Wenn wir uns jedoch an unser eigentliches
Vorhaben erinnern, das Konstruieren eines approximierten Fixpunktpoten-
tials, so ist diese Eigenschaft der Baumgraphen belanglos, sofern sie den
Bedingungen eines approximierten Fixpunktes geniigen.

Wir erwdhnen an dieser Stelle, dafl der Baumgraph in seiner jetzigen Form
natiirlich nicht als Starttrajektorie fiir das vorgestellte Konstruktionsverfah-
ren dienen kann, da man all seine Koeffizienten berechnen miifite, was ja for-
maler Storungstheorie entspriche. Liefle man das zu, kénnten wir V'*° sogleich
perturbativ bestimmen und hétte die Fixpunktgleichung T x §*(V>®) = V*°
(formal) geldst.>

Dennoch wollen wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels mehr iiber die Baum-
graphenkoeffizienten erfahren. Neben den in Satz 2.6.3 bestimmten Differen-
tialgleichungen gehorchen sie noch einer weiteren Randbedingung:

Ti(V=)(9,9) = aV>=(8¢,dg) = aTo(V>=)(8¢, dg) (2.99)

Ein Koeffizientenvergleich liefert

bon(1) = (L*)* ™ by,(0) Vn > 2
b(1) = B2  by0) (2.100)
bo(1) = B b(0)

Da es sich bei V*® um eine ¢*-Trajektorie handelt, gilt ferner
bs(0) =1, by(0) =—6, be(0)=3. (2.101)

Mit Hilfe der Baumgraphendifferentialgleichung und den zuvor definierten
Randbedingungen in (2.100) und (2.101) erarbeiten wir uns folgenden

39Wir werden jedoch eine explizite Formel fiir die Baumgraphenkoeffizienten herleiten.
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Satz 2.6.5
Es sei V*® eine als formale Potenzreihe dargestellte ¢*-Trajektorie, deren
Form Gleichung (2.93) geniige. Dann gilt fiir die Baumgraphen

bo(t) = 3<%>2t2+6%t+3 (2.102)
bo(t) = —6%1&—6 (2.103)
ba(t) = 1 (2.104)
bonnzs(t) = an{V(lﬁ;(il__LL;))t)} . (2.105)

Hierbei ist die Folge (Bay)n>2 durch die rekursive Vorschrift

B, = 1 (2.106)

2 «
By, = 2 _n m(n +1-— m)BZmB2(n+1—m) (2-107)
2

—

3
[

gegeben.

Beweis: Die Herleitung der Baumgraphen by, (t) mit n € {0,1,2} ist eine
einfache Ubung der Integrationstheorie. Beim Uberpriifen der Randbedin-
gungen beachte man, dal v = 1 — 32. Durch explizites Einsetzten zeigt man,
daf auch der Ansatz by, ,>3(t) den geforderten Randbedingungen geniigt.

Ohne die Storungsreihe zu kennen oder berechnen zu miissen, ist es uns
gelungen, eine Rekursionsformel fiir die by, (¢) zu finden. Da diesen, wie oben
schon erwidhnt, der Charakter von Leitkoeffizienten innewohnt, werden sie
beim Fiihren von Abschitzungen vollstdndig ausreichen, um das Verhalten
unserer Fixpunktkandidaten zu bestimmen. Es sei noch erwihnt, daf§ b,,(0)
die exakten Baumgraphenkoeffizienten des Fixpunktpotentials V'*° sind.

Abschlieflend noch ein

Lemma 2.6.6
Es sei n € N>,. Dann gilt:

Bon = (—1)" | Bay| (2.108)
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Beweis iiber Induktion (nur Schritt):

m(n+1—m) |Bom| | Bani1-m)| = (—1)" | Bzs| (2.109)

|

Aus (2.105) und Lemma 2.6.6 folgt, dal auch die ¢t-abhéngigen Baumgra-
phenkoeffizienten by, alternierend sind.

2.6.3 Explizite Formulierung der Baumgraphenkoeffi-
zienten

Die rekursive Formulierung der Baumgraphenkoeffizienten (2.106) ist schon,
aber nicht effizient. Aus diesem Grund machen wir uns in diesem Abschnitt
auf die Suche nach einer expliziten Formel fiir die Leitkoeffizienten.

Wir betrachten die Hilfsfolge
Cm = V/2m | Bop| (2.110)

und erhalten mit @ = 22 und b = 22

2 = a (2.111)
bn <
= — mz_; CrmCrg1—m - (2.112)
Nun konstruieren wir die erzeugende Funktion
(e ¢]
g(z) = chz" : (2.113)
n=2

Unter der Annahme, dafl g in z = 0 analytisch ist, erhalten wir mit Hilfe von
(2.112)

2 !
29'(2) —2g(z) = b <g(z) ) z. (2.114)
z
Diese nicht lineare Differentialgleichung besitzt die implizite Losung (berech-
net mit MapleV')

Czg(z) = (2 4 bg(2))* (2.115)
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Unter Verwendung der Anfangsbedingung (2.111) bestimmen wir die noch
unbestimmte Konstante zu C = £. (2.115) erlaubt nun z.B. durch sukzessives
Ableiten die Bestimmung der Koeffizienten c¢,. Nach der Berechnung der
ersten Ordnungen erahnen wir die Losung

Cn = fpa™ 10" 2 (2.116)
mit
{fu}nen, = {1,3,12,55,273,1428, 7752, 43263, 246675,.. .} .  (2.117)

Die bis zu einer gewissen Position berechnete Koeffizientenfolge {f,} finden
wir? samt expliziter Formel in [Slo]. Wir erhalten

fo>1 = ! <3(n - 1)> (2.118)

2n —1 n—1

und beweisen nun fiir den Fall a = b = 1, daf} (2.118) wirklich die Gleichungen
(2.111) und (2.112) erfiillt. Den Fall n = 2 zeigt man durch Einsetzen, fiir
die Rekursionsbeziehung betrachte man die implizite Gleichung

F(z) - F(z)* =1, (2.119)
welche die Potenzreihe F(z) =Y >, f,z®" ! erfiillt.

Beweis: Die Gleichung (2.119) wird durch die Biirmann-Lagrangesche-Reihe
F(z) =37 faz" gelost, deren Koeffizienten sich durch

fn = %resO ((F — F""’)_") (2.120)

bestimmen [HC64|. Bei der Residuenbestimmung ist die Laurentreihe in F
gemeint. Mit Hilfe der geometrischen Reihe?! erhalten wir

L \" 1 1 ot 1
F - F3 - Fr(n—1)g(F2)"1— F?

Fk=3nd2 0 (9.121)

1 > k!
(n—1)! k§1 (k—n+1)!

Fiir gerade n ist (2.121) residuenfrei. Ungerade Folgenglieder n — 2n — 1
16sen die Residuengleichung gemé&f

2% —3(2n—1)+2=-1k=3(n-1). (2.122)

“Onach langer Suche

41Da F(0) = 0,existiert ob der Stetigkeit ein R > 0, so daB8 |F(z)| < 1 fiir |z| < R.
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Durch Einsetzen erhilt man (2.118). O

(2.119) liefert nun nach einmaligem Differenzieren, Multiplikation mit F' und
nochmaliger Verwendung der Beziehung (2.119) die Gleichung

3zF(z) — (F(z)?) = F(z) , (2.123)

aus der die Rekursionsbeziehung der ¢, folgt. Die Giiltigkeit von (2.116) fiir
beliebige a,b € R folgt durch Einsetzen in (2.111), (2.112) und Ausnutzung
der soeben gewonnenen Relation fiir a = b = 1. Fiir die Baumgraphenkoeftfi-
zienten erhalten wir

Bon = (—1)"n(2i <3(" - 1)> . (2.124)

2n—1)\ n—1

Nachdem wir die f, berechnet haben, kénnen wir auch beweisen, dafl der
Ansatz einer konvergenten Potenzreihe g (2.113) gerechtfertigt war. Mittels
des Quotientenkriteriums bestimmen wir den Konvergenzradius zu

4 1 1
= 2—7(ab) =—=>0. (2.125)
Der Ansatz der erzeugenden Funktion g erweist sich letztendlich als iiber-
fliissig, da alle Resultate aus der Gleichung (2.119) ableitbar sind. Wir be-
trachten die Potenzreihe g jedoch als Experiment, das uns erste numerische
und analytische Ideen schenkte, und deshalb einen berechtigten Platz in die-
ser Arbeit einnimmt,.

. Cn
lim
n—0o0

Cn+1

2.6.4 Konvergenzgebiet der Baumgraphen

Abschlielend diskutieren wir noch die Konvergenz der Baumgraphen Vp.
Fassen wir sie als Potenzreihen in ¢? auf, so ergibt sich fiir den kopplungs-
abhingigen Konvergenzradius mit Hilfe von (2.105) und (2.125)

00 —0
R(t,9) = 1 _B°(1-L7?%) -1 J (2.126)
wyi-a-rp 9l sonst

Dieses Resultat gilt auch fiir negative g. Dennoch erscheint es auf den ersten
Blick sehr unbefriedigend, da fiir endliche Kopplungsparameter das (qua-
drierte) Feld beschrinkt ist. Eine exakte Berechnung des Baumgraphenpo-
tentials auf dem Rand des Konvergenzgebietes ergibt fiir g > 0:

_ L PO Uy, 1\"
Vs(t, $9) pinpg Y {7(1—(1—L‘2)t)} nz_;( )"|Ben <27>
(2.127)
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Die Punkte symbolisieren die fiir die Konvergenzbetrachtung unwichtigen
ersten beiden Summanden. Die Konvergenz der Reihe (2.127) folgt aus dem
Leibniz-Kriterium,*? da

_13n—2 3n—1
6. n+12n+1
S——

<3 <2

<27, (2.128)

‘ Ban1)
B2n

und somit (27)7"|Bs,| streng monoton fallend ist. Unter Benutzung der Po-
sitivitdt folgt die Konvergenz gegen Null.

Fiir > = —R(t, g) erhalten wir (2.127) ohne den Faktor (—1)". Diese Reihe
konvergiert nicht - ansonsten ldge ein Widerspruch zum Konvergenzradius
vor. Aufgrund der Entwicklung in ¢? liegen auf der negativen reellen Achse
nur imaginire Feldvariablen ¢, so dafi wir unsere Betrachtungen auf Rg
konzentrieren.

Fir ¢ > \/R(t,g) divergiert Vz. Mochte man mit einer Baumgraphenap-
proximante rechnen, die auch fiir Grofifelder definiert ist, so mufl man Vg
in ¢ = \/R(t,g) (n mal) stetig (differenzierbar) fortsetzen. Diesem Problem
werden wir in dieser Arbeit jedoch nicht begegnen.

Unter der Annahme, dafl das Konvergenzgebiet der perturbativen Trajektorie
im Konvergenzbereich der Baumgraphen liegt, erhalten wir die Aussage, daf3
V(¢,g > 0) nicht fiir alle ¢ konvergiert. Dies ist direkt beweisbar, sofern
ein ¢?"-Vertex die Gestalt gm2*(=11)(b,, (0) + O(g)) besitzt. Da die Reihe
der Koeffizienten ) . V5, 9" jedoch héchstwahrscheinlich nicht konvergiert,
diirfen wir sie nicht mit O(g) identifizieren. Dennoch glauben wir, daf} das
Verhalten der Baumgraphenapproximante ein starkes Indiz fiir die Divergenz
von V ist.

2.6.5 Das skalierende Potential

Wie generieren wir nun unseren approximierten Fixpunkt? Was liegt niher,
als ihn von einem polynomialen Potential zu erzeugen, welches der Stérungs-
reihe in der Ordnung s entspricht. Fiir kleine Kopplungskonstanten unter-
scheidet sich dieser Kandidat nur geringfiigig von dem formal bestimmten
perturbativen Potential. Dies liegt an der besonderen Struktur von V*°, in
der Felder der Ordnung 2n mit der Gewichtung O(g™a*{1:"~1}) einflieBen.

Zuvor jedoch ein

“2Es sei (a,) eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe > (—1)"ay.
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Lemma 2.6.7
Es seien r,n € Ny. Dann gilt:
1 1 . 87‘—1—1 . 0 n S r

Beweis: Die Teilaussage fiir n < r folgt aus %u” = 0. Den Part fiirn > r
zeigt man mit vollstdndiger Induktion i{iber r und benutzt im Induktions-

schritt partielle Integration.

|

Mittels obiger Integraltransformation gelingt es uns, einen Projektor zu kon-
struieren, der zu beliebig vorgegebenem r € Ny das Polynom vom Grade r
aus einer um den Nullpunkt entwickelten Potenzreihe entfernt. Dazu folgende

Definition 2.6.8
Es sei r € Ny und

D = {f:Us(0) — R | f analytisch in 0} .
Dann definiere den Projektor

1 r+1
P":D—D f($)'_>ﬁ/0 du(l—u)’"wf(ux) Ve € Uy (0) .

Obige Definition ist wohldefiniert, da Potenzreihen innerhalb ihres Konver-
genzradius - und dort befinden wir uns wéahrend der Integration, da
luz| < R(f) wegen |u| < 1 - gliedweise integriert und differenziert werden
diirfen. Ferner ist die oben definierte Abbildung linear und es gilt P" o P" =
Pr.

Falls es sich beim Definitionsbereich D um Funktionen mehrerer Verédnderli-
cher handelt, so wollen wir den Variablennamen, auf den der Projektor wirkt,
als Index hinzufiigen. Im Falle formaler Potenzreihen sei P ein formaler Pro-
jektor.

Mit Hilfe von P" gewinnen wir nun auf einfachste Weise aus V*° ein polyno-
miales Potential.

Definition 2.6.9
Es sei s € 2Ny + 1. Dann heifit

Ve, 9) = (1 =P (V=)(9,9) (2.130)

skalierendes Potential in der Ordnung s.



68 KAPITEL 2. ¢*-TRAJEKTORIE DER HRGIN2 < D < 4

Wir schridnken uns bei dieser Definition sogleich auf die Potentiale ein, deren
Grofifeldverhalten die Wohldefiniertheit der Transformation 7 x ¢* erhalt.
Fiir ungerade s sind die Baumgraphenkoeffizienten by(,;1)(t) positiv (siehe
Lemma 2.6.6), und folglich ist e™"" € W,,. Ferner werden wir V* im weiteren
Verlauf in der Form

s+1
Vs(¢,g) — ngax{l,n—l})\zn(g)gb%z (2131)
n=0

notieren und bemerken noch, daf bs,(0) = X2, (0).

Eine grundlegende Eigenschaft des skalierenden Potentials ist die Erfiillung
der Fixpunktgleichung fiir 7 x 0* bis zur Ordnung s in g. Man erkennt dies
leicht, wenn man die Exponential- und Logarithmusfunktionen, die in der
RGT auftauchen, als Reihen darstellt und beachtet, daBl V*°(¢, g) = O(g).

T x & (Vi) (p,9) = T x8o(1=P,)(V=)(9,9)
= (1=P;)oT x5*(V=)(¢,9) + O(g*)
(1=P)(V®)(¢,9) + O(g°™)
= V*(4,9)+0(¢"")

Wir vereinbaren noch, den Index g des Projektors in Zukunft nicht mehr
anzugeben und formulieren einen

Satz 2.6.10
Es sei s € 2Ny + 1 und V? ein skalierendes Potential. Dann gilt:

(1=PNoT x (V) =V* (2.132)

2.6.6 Die Baumgraphenschranke

Bei V? handelt es sich um ein Polynom in ¢ und g, das man erhélt, wenn man
aus der perturbativen Losung der Fixpunktgleichung V°° den Part O(g**!)
entfernt. Wir sprechen deshalb auch von einem trunkierten Potential, das in
den einzelnen Ordnungen im Kopplungsparameter aus Summen trunkierter
Erwartungswerte besteht. In diesem Paragraphen wollen wir nun zeigen, daf3
V¢ durch |[e="" Hg < %197 abgeschitzt werden kann, und somit eine wichtige
Voraussetzung erfiillt, um nach Definition 2.5.3 ein approximierter Fixpunkt
zu sein. Die einzigen Groflen, die fiir diesen bound bekannt sein miissen, sind
die Baumgraphenkoeffizienten, welche wir in Kapitel 2.6.2 berechnet haben.
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Wir werden im folgenden mit dem interpolierten skalierten Potential rechnen,
das fiir s € 2N + 1 als

s+1

Vit ¢,9) = (1—P)T(VO)($,9) = > g™ (g, 1)¢™"  (2.133)

n=0

definiert ist. Der Spezialfall ¢ = 0 liefert dann entsprechend Definition 2.6.9
das skalierende Potential. Das Polynom \,, erfiillt die Eigenschaft

Natiirlich hingt auch O(g) noch von ¢ ab. Nun folgt eine rekursive Abschit-
zung des Potentials (2.133). Beginnend mit

:\;(s—l—l)(ga t) = /\2(s+1)(ga t), (2135)
fahren wir flirn =s—1,5s—3,...,2 fort
gn—l/\2n(g, t)¢2n + gn)‘2(n+1)(g, t)¢2(n+1) + gn+15\;(n+2) (g, t)¢2(n+2)

_ )\2(n+1) (9, t)2
> n—1 )\n 1) — 2n
> g et - e

= g" Mg, 1), (2.136)
um die Ungleichung
VE(t,¢,9) > gho(g,t) + gha(g, )0” + gXi(g, ) 8" (2.137)

zu erhalten. Jedes interpolierte skalierende Potential ungerader Ordnung be-
sitzt also ein ¢* Potential als untere Schranke. Diese Abschétzung ist aller-
dings nur sinnvoll, wenn wir zeigen kénnen, daB A(g,t) positiv ist.** Die ef-
fektive ¢*-Kopplung X5 (g, ) ist ein Kettenbruch, der alle Koeffizienten hher-
er Feldordnungen in sich vereint. Es ergibt sich®!

)‘6(gat)2| )‘10(gat)2| )\Zs(g’t)2|

— — _ .= ——x=7 7 (2.138
D@D Bha(g,) Doy (0, 21

S‘Z(Q’t) = )‘4(g’t)

Wir kénnen 5\3 zwar in einen ,normalen“ Bruch umschreiben, doch ist es
uns nicht moglich, die Funktionswerte oder singuldre Punkte zu berechnen,
da wir die Ay, nicht explizit bestimmt haben. Wir wissen aber, daf} die Ay,
Polynome in g und ¢ sind, folglich ist \{ eine rationale Funktion in (g,t).

43 Ansonsten konnen wir nicht gegen Zorr (¢, g) abschétzen.
44Wir verwenden hier die Darstellung von Kettenbriichen gem&$ [OL].
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Wenn wir nun zeigen konnen, dafl die effektive Kopplung fiir ¢ = 0 durch
eine positive Konstante C nach unten beschrinkt ist, so existieren g > 0 und
C > 0 mit

¥(g,t) €[0,3] x [0,1] : Xi(g,t)>C . (2.139)

Beweis: Da S\fi als rationale Funktion nur endlich viele Null- und Polstellen
besitzt, wihlen wir g > 0 so klein, daf§ das Rechteck [0,7] x [0, 1] null- und
polstellenfrei ist. Es folgt Positivitdt. Die Existenz einer unteren Schranke
leiten wir aus der gleichméBigen Stetigkeit?® ab, denn fiir alle € > 0 existiert
ein Universal*® § > 0, so daf fiir alle (g1,%1), (g2, t2), die in Kreisen mit dem
Durchmesser 6 liegen®”, die Ungleichung |\5(g1,t1) — AS(ga,t2)| < e erfiillt
ist. Insbesondere folgt fiir g, = 0: |AS(ga,t2)| > C — €. Leider bietet die
Argumentation iiber die gleichmé&flige Stetigkeit keine quantitative Aussage
iiber die maximale Kopplung g.

Es bleibt die Positivitat fiir ¢ = 0 zu zeigen. Mittels (2.134) und (2.105)
erarbeiten wir

- be(t)? bio(t)? bos (t)?
R(0.8) = ba(t) — 6(t)*]  bio(t)’ o 2s(1)?]
|4bs(t)  [4b12(t) |4ba(s41) (¢)
B2| B?,| B2 |
- B, — 6t~ T2l 2.140
" |4Bs  |4Bys |4Bs(s 41y ( )

Man erkennt, daB die effektive ¢*-Wirkung XS = X5(0,¢) unabhingig vom
Interpolationsparameter ist. Die Berechnung der ersten 50 Schranken ist in
Abbildung 2.2 dargestellt. Es stellt sich die Frage, ob diese Folge gegen ei-
ne positive reelle Zahl konvergiert. Diese Annahme wird durch die Grafik
gestiitzt. In 199. Ordnung erhalten wir A\}% ~ 0,7292155 mit der absoluten
Abweichung (zum Vorgéinger) von ~ 0,22 1075 und dem relativen Fehler*®
~ 0,31 107°. Allerdings ist das kein Indiz, denn auch , ganz viele kleine Din-
ge konnen etwas Grofles bewirken“.*® Fiir die Existenz der Baumschranke
geniigt es, die Relation 5\3 > 0 fiir alle s € 2Ny + 1 zu beweisen. Mit Hilfe
der expliziten Formulierung der Baumgraphenkoeffizienten wird dies moglich.
Aus (2.140) erhalten wir in Anlehnung an (2.136) die Rekursionsbeziehung

:\§(s+1) = By (2.141)

45Jede stetige Funktion ist auf einem Kompaktum gleichméBig stetig.
46unabhingig von (g, t)
4Tund natiirlich auch im Rechteck [0,g] x [0, 1]
Is_ys—2
485 — 22;;;\‘%_2
49Ginngemifes Zitat von K. LANGMANN, welches er in der Mathematikvorlesung zur
Veranschaulichung der Divergenz der harmonischen Reihe benutzte.
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~

—Kopplung A3

untere Grenze der effektiven @*

0.6 I I I | I I I | I I I | I I I | I I I
0 20 40 60 80 100
Ordnung s des skalierenden Potentials V *

Abbildung 2.2: Diese Grafik unterstiitzt die Vermutung, daf die untere Gren-
ze der effektiven ¢*-Kopplung )\ gegen eine positive, reelle Zahl konvergiert.

B? 1
S URE A P (2.142)

S‘Zn = B4n_ =
4)‘i(n+1) 2

Zeigen wir nun induktiv fiir alle perturbativen Ordnungen s € 2Ny + 1 die

Ungleichung

s+1
2 )

so sind wir fertig. Mit Hilfe des Lemmas 2.6.6 zeigt man leicht den Induk-

tionsanfang (n = #i') und die obere Schranke im Induktionsschritt. In der

Abschitzung gegen Null nutzen wir (n > 2)

0<X, <Byp n=1,..., (2.143)

4|Bagony| | Bagan—2)| — | Baen-ny|”

2n—14n—-34n—-46n—-36n—46n—>5

2
= | Byon_ 4
|Bo(an-)| 2n 4n—14n—26n—6 6n— 7 6n —8
"
>3 >5 >2 >1 >1 >1
3 2
- ‘BZ(anl)‘ >0.

Aus (2.137) folgt nun, daf fiir alle s eine maximale Kopplung g, > 0 und
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eine Konstante C > 0 existieren, so daf fiir g € [0, g,]:

Vi(t, d,9) > gholg, t) + gha(g,t)¢” + Cogd’ (2.144)

Was fehlt, ist die Abschitzung in der g-Norm. Die (Betriige der) stetigen
Koeffizienten Ay und Ay seien auf [0, g5] x [0,1] durch Cy und C5 beschrankt.
Definieren wir nun eine Funktion b durch

2/Cugh(a) = "9 4 0, (2.145)

so gilt die Ungleichung

Cuas' = (VCug# ~bla)) +2V/Cugbl) -

bQU( )¢ + Cagd® — b(g)? . (2.146)

Aus (2. 145) leiten wir mit Hilfe von® bgp(g) = O(g”) € O(g) die Beziehung
b(g) = O(g?) ab. Da auch agu(g) = O(g”) € O(g) gilt, erhalten wir mit der
Definition

T =(1-P%)o

A

(2.147)

die Représentation
e TtV < eC°9+b(9)2*aQU(9)ZQU(¢, g) = QO(Q)ZQU(qs, 9). (2.148)

Mit o; < 1 und eventueller Redefinition der maximalen Kopplung g, folgt
der

Satz 2.6.11
Es sei s € 2Ng + 1. Dann existiert ein X! = X(s) € Z, so da8 fiir alle
g9 €0, g1]

o), < oo (2109

Man setzt ¢ = 0 und sieht, dal e™V" die zweite Eigenschaft eines approxi-
mierten Fixpunktes 2.5.3 erfiillt.

50Zur Notation: Wir fassen den Ausdruck O(f(g)) als eine Funktionenmenge auf, deren
Elemente h die Eigenschaft innewohnt, fiir g — 0 die Relation lim,_, % < oo zu erfiillen.
h = O(f(g)) entspricht somit h € O(f(g)).
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2.6.7 Die Giite des skalierenden Potentials

Obiger Titel ist ein wenig irrefithrend, denn natiirlich geht es in diesem Para-
graphen um die Giite A der Funktion e~V". Wir beginnen mit der Definition
einer weiteren Interpolationsformel, die wir mit Hilfe von Lemma 2.6.2 kon-
struieren. Es seien s € N und ¢ € [0, 1].

R;(V)(¢,9) = / dpp(Q)e " VG+59) (2.150)

Diese Abbildung ist fiir V* mit s € 2Ny + 1 wohldefiniert,”! und es gelten
Ry(VE) (o, 9) = e To(Vo)(99) — o= (1=P?)oTx6(V?)(h9) — o~ V*(d:9) (2.151)
und
RV (b g) — / Ay (C)emPIT )@ +50)
- / dyu ()= (=P )@V )(Bo+C9)
= Rx8(e)(9,9). (2.152)

Ferner wissen wir, dal R stetig differenzierbar in ¢ ist, da es sich um eine
Komposition von in t differenzierbaren Funktionen handelt (siehe hierzu auch
Lemma 2.6.1). Eine Anwendung des Mittelwertsatzes bringt uns dann zu
einer ersten Abschéitzung der Giite A.

A () (6,9)] = IRI(V*)(0,9) — Ry(V*)(4,9)]

0 s s
= ‘&RX(V )(¢,9)

Xx€(0,1)

< sup
te[0,1]

8 8 8
SRAV)(6,9)

Mit Hilfe der Substitution % — ¢ und Anwendung des Satzes 2.6.1 erhalten
wir

O Ry(V* = ¥ O s
= [ e

51da auch 7;° fiir die skalierten Potentiale definiert ist
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mit

(3= o (2T 6+ 60) (5o b ) T6+ o).

Fiir s — oo ist {...} nach 2.6.2 identisch Null und somit A(e™V") = 0. Dies
gilt fiir das skalierende Potential, welches einen Approximanten des echten
Fixpunktpotentials darstellt, natiirlich nicht. Wir berechnen

9,18
267 092

)60 = 0= (5 + e ) TV6.0)

- - (2T
= =P (T <v3><¢g>)2

2 96t
- P (2mvee)
- L gmries) -

2 (T 0)

Man beachte, dafl der Projektor 1 —P* mit Differentialoperatoren in ¢ und ¢
vertauscht, da er nur die Variable g angreift. Wir erkennen dies auch explizit
in der Integraldarstellung des Projektors.

Die Abschitzungsformel der Giite vereinfacht sich also zu

A7) (@9 < sup 55 / dipyp-(Q)e DL} (2.153)

t€[0,1]

[.)= (2.154)

P (55T N6+, g>)2

Zur Behandlung des {...}-Terms nutzen wir

N 2N-1

SN anm = ZZamn+1m+ > Z amn+1m. (2.155)

n=1 m=1 n=1m=1 n=N+1m=n-+1—
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Nun gilt es, die quadrierte Ableitung des interpolierten skalierenden Potenti-
als zu bestimmen. Diese Aufgabe 16sten wir schon im Beweis zur Baumgra-
phendifferentialgleichung 2.6.3. Allerdings wirkte dort nicht der Projektor
P?. Aus diesem Grund ordnen wir die Summe hier in Potenzen von g.

( ¢Ts<vs><¢,g>)
{Z Z + Z Z } 4m n+1—’l’n)gn_1(/\Qm)\z(nJrl,m))(g, t)¢2n

n=1m=1 n=s+2m=n—s

s+1 2541
= {Z+ Z } 1ﬂ2n(gat)¢2n

=1 n=s+2

Die neu definierten fis, sind Polynome in (g,t). Folglich wirkt der Projektor
P?, der alle Potenzen von kleinerer Ordnung als s + 1 vernichtet, nur auf den
ersten Summanden. Wir erhalten®?

s+1 2s+1

0
P? (@ ( > ng+1u2n g, ¢ + Z g" /LG gt ¢

n=s+2

Sofern g € [0, g| gilt fiir den Betrag dieser Projektion

P (5T 0@, g>)2

s+1 - L mn 25+1 1 2n
< Y0 (o)l (90) + 98 D0 9" luanle 1) (%0)
n=1 n=s+2
2s+1 ) on
< qﬁ}jcﬂ@ . (2.156)
n=1

Hierbei ist B
C := max g"" (552 +1) |pan(g,t)] < oo (2.157)

n,t,g
mit
<n<
ymy:{+1 lsnsstl (2.158)

-1 s+2<n<2s+1.

Das Maximum C existiert, da g='|u2,| in g = 0 reguldr und die betrachtete
Menge {1,...,2s+ 1} x [0,1] x [0, §] kompakt ist.

2Fiir n > s+2 gilt fia, = pon, fiir n < s+ 1 {iberleben in g"1jiz, (g, t) nur Summanden
der Ordnung ¢g°*!. Diese werden mit abgespaltetem ¢°*'-Term in s, verwahrt.
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Den bisher noch ungenutzten Exponentialfaktor e 7¢ (#+¢9) schiitzen wir mit
(2.137) ab. Dann dominieren wir die in polynomialer Form auftretenden Fel-

der, indem wir den Faktor e~ 59%" extrahieren und ausnutzen, daf fiir belie-
biges n € Ny und o > 0 die Ungleichung

sup z"e " < 00 (2.159)
zcR

giiltig ist. Fiir alle (¢, g) € P; gilt somit

C 4 0 2 s ! s
e 29 P (%7?(1/3)@6,9)) <Cg*» Cn=:Dg’.
n=1

Analog zu (2.145) - (2.148) erhalten wir

A (e") (¢,9)] <: Cag?Zou(4,9) - (2.160)

Wihlen wir s grof} genug, so gelten sicher op = § > % und folgender

Satz 2.6.12
Es sei s € 2Ng + 1. Dann existiert ein X* = X*(s) € T mit o > {25, 50
das fiir alle g € [0, g%%]:

A ()], < Cag”® (2.161)

komplettiert gemeinsam mit Satz 2.6.11 die Aussage, dafl in Dimensionen
2 < D < 4 das skalierte Potential V* mit > % gemaf der Definition 2.5.3
einen approximierten Fixpunkt darstellt. Wir schreiben diese Bedingung an

s in der Form®? ‘D
+
> | — . 2.162

o2 [ (2,162
Minimalen Berechnungsaufwand bietet also die perturbative Ordnung s, die
die Gleichung in (2.162) erfiillt>*. Veranschaulicht wird dies in der Grafik 2.3.
Allerdings mufl man beachten, dafy diese Wahl die Grofle des Blockparameters
L beeinfluit (2.80). Obwohl bei o = § fiir alle D € (2,4) die Ungleichung
(4 — D)oy — D > 0 per Definition von o erfiillt ist, und somit L in jeder

Dimension finit ist, existieren kritische Dimensionen®® D>y = 42—;, fiir die

lim (4 — D)op—D =0 (2.163)
bnn

53Wir benutzen, daff man den n#hst groferen Integer einer Zahl z durch [z+1] berechnet.

54Sollte dieses s gerade sein, miissen wir es natiirlich um eins inkrementieren.

55Die Dimensionen Dy>y = 432;} sind gerade die Dimensionen, bei denen zu einer
Fixpunktapproximante héherer Ordnung iibergegangen werden muf.
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Abbildung 2.3: Diese Grafik veranschaulicht, welche Ordnung s die storungs-
theoretischen Fixpunktapproximanten in Abhingigkeit von der Dimension
D mindestens besitzen miissen. In D = 3 Dimensionen muf} Storungstheorie
der Ordnung 7 betrieben werden.

gilt und folglich L divergiert. Dies veranschaulicht auch Abbildung 2.4. Man
behebt dieses Problem jedoch, indem man zu einem approximierten Fixpunkt
héherer Ordnung iibergeht.

Eine andere Vorgehensweise 148t den Blockparameter konstant (z.B. L = 2)
und betreibt Storungstheorie bis zu einer so hohen Ordnung s, dafl die
Abschétzung (d) im Beweis zu Lemma 2.5.5 ebenfalls gilt. Wir halten dieses
Verfahren allerdings fiir ineffizient, da die Berechnung der stérungstheoreti-
schen Approximanten numerisch erfolgt.

2.7 Konstruktion der ¢3-Trajektorie

Bei der Konstruktion des approximierten Fixpunktes e~V griffen wir, wie in

Kapitel 2.6 zu sehen ist, auf Stérungstheorie der Ordnung s zuriick. Hierbei
nahmen wir an, daf sich die Koeffizienten der Reihe V* eindeutig rekursiv
bestimmen lassen. In D = 3 Dimensionen treten allerdings zwei nicht 16sbare
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Abbildung 2.4: Der inverse Exponent der unteren Blockingparameterschranke
konvergiert fiir die kritischen Dimensionen D,, linksseitig gegen Null.

Koeffizientengleichungen auf: die Massenresonanz (1,2) und die Vakuumreso-
nanz (0, 3).5® Mit dem von ROLF und WIECZERKOWSKI erdachten Verfahren
[RW] gelingt es jedoch, die Resonanzen bei einer perturbativen Losung der
erweiterten RG-Fixpunktgleichung zu eliminieren.

Die bisher nur in ihrer Kopplung g parametrisierten Trajektorien werden
durch einen Parameter x erginzt, der iiber die Relation k = k(g) = logg
explizit von g abhingt und somit der Reparametrisierung x — logx + logd
obliegt. Im folgenden sind die Koeffizienten V37, rk-abhéngig, und wir er-
klaren die formale Potenzreihe

(4, g,k Z Z Vix, (K)g 6" (2.164)
n=0 r=max{1,n—1}

mit

Von (K szn,,km : (2.165)

56 Arbeitet man mit der normierten RGT, ist die Vakuumresonanz natiirlich nicht vor-
handen.



2.7. KONSTRUKTION DER ¢3-TRAJEKTORIE 79

Der Ansatz einer oberen Grenze [g] ermoglicht eine rekursive Berechnung
der endlich vielen Koeffizienten V,2 ; zu gegebener Ordnung in g und ¢. Er-
weitern wir die Reparametrisierungsfunktion § dann noch um den Parameter
K

6(g,k) = (dg, K +logd) , (2.166)

ist die RGT T x §* fiir zwei-parametrige Potentiale erkldrt, und wir be-
stimmen die Koeffizienten V> . wiederum so, dal 7 x §*(V*°) = V> und
die Randbedingungen einer ¢*-Trajektorie erfiillt sind. Beim Losen der Fix-
punktgleichung behandeln wir g und « als unabhéngige Variablen. Statt der
beiden Resonanzen treten nun allerdings zwei frei wihlbare Konstanten auf,
zu denen verschiedenartig parametrisierte Kurven gehoren. Sie werden i.a.

zu Null gesetzt.

Aus V* gewinnen wir wie zuvor die skalierenden Potentiale V*. Natiirlich
bezieht sich der Projektor P* immer noch auf die Kopplung g, denn sie ist
ja nach der Substitution x = log g der einzige Kurvenparameter. Aus diesem
Grund gilt auch O(k) = O(logg) = O(g°), so daf} logarithmische Terme bei
Ordnungsbetrachtungen unberiicksichtigt bleiben.

Desweiteren merken wir noch an, dafl die skalierenden Potentiale V* im Kur-
venparameter g formal einmal stetig differenzierbar sind, da sie keine Terme
der Form log g bzw. glog g enthalten. Diese Eigenschaft macht einen Zusatz-
parameter der Form k = log g iiberhaupt erst sinnvoll, da er sonst fiir g =0
nicht definiert wire. Ferner sehen wir hier, wie wichtig es ist, dafl unsere
Transformation 7 x 0* die stetige Differenzierbarkeit des Argumentes erhilt.

Wir wollen noch folgende Notation vereinbaren: Fiihren wir in Funktionen,
die von (¢, g, k) abhiingen, die Substitution x = log g aus, so verkiirzen wir
das Argument auf (¢,g), z.B. V) (¢, g,logg) = V¥ (4, g).

Satz 2.7.1
1. Vr € NVk € Ng Ve € (0,7] 3go € R* Vg € [0,90] : |g"log" g < g"*

2. Vr € NVk € No gy € RT Vg € [0,90] : |9 log"g| > g

Beweis: Alle Funktionen der Form f., : Rt — Ry g — |g¢log®g| mit
€ > 0,k € Ny lassen sich mit f.x(0) := 0 stetig fortsetzen (L’Hospital).
Folglich existiert ein go € R*, so daB ¢¢|log"g| < 1 Vg € [0, go] und man
zeigt (1). Fiir alle g € (0,e!) gilt |log g| > 1 und man erhélt (2).
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Aus dieser Abschitzung folgt

Korollar 2.7.2
Es seien a € R, € € (0,1) und r € N, k € Ny. Dann existiert ein go € R", so
dafi Vg € [0, go| gilt:

(—Dkag™™¢ (a>0Ak€2N+1)V(a<0AEk € 2N)

r k
>
ag'log” g = { (—1)*ag" sonst .

Mit Hilfe dieses Korollars gelingt es uns nun, das in g und log g entwickelte
Potential nach unten gegen ein Potential in g abzuschitzen, dessen Struktur
der in Kapitel 2.6 benutzten Form gleicht. Dies ist moglich, da die Baum-
graphenkoeffizienten der Logarithmuskorrekturen verschwinden. Wir zeigen
somit zunéchst fiir V° = 7;(V>°) die Relationen

‘/2n n—1 0(0) — ‘/2n n—l(o)
) ’ ) . n— 2.167
Vinm 13(0) = 0 ¥neNsy W)€ {L,...,[21]} . (2.167)

Beweis: Wir betrachten im folgenden Potentiale mit normalgeordneten Feld-
komponenten. Es seien also

V(g,g,k) = Z V,i(¢)g"s

und
]
0 > [5]-
Die Koeffizienten Vj(, 1) ; unterscheiden sich nicht von denen, die in einem
nichtnormalgeordneten Potential auftauchen. Entwickeln wir 7 x 6* gemif
(2.27) in Kumulanten

Vii(4) = {EV o]

NSNS

o z—|—1

T x 6*(V) (o, 9, k) Z

=1

T

< (-,5g,ﬂ+log5);]i>%ﬁ¢,

erhalten wir fiir V° in beliebiger Ordnung (7, j) mit j < [7]

SY YT Avedavieonn)l,

=1 =0 3y sk=r Yhey Gk=t

Z aAr,j,l,t <V;c’>;>’y”3¢ + KT,J(Vm)(¢) .
=

Vi (9)
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Die Koeffizienten bestimmen sich iiber
(5] 1
‘/2n R B Z B2n r,],t‘/2n r,t +
2 (2n)!
Hierbei ist Bop s i = ™A1 = (;) af?6" (log )17, Nun zeigen wir die
Behauptung des Lemmas per Induktion. Der Induktionsanfang r = 1 ist tri-
vial, da der ¢*-Term in g* logarithmusfrei ist. Zur Bestimmung von V,2° (1),
benétigen wir K, ;j(V)(¢), welches eine Superposition von Kumulanten

(PZH 1y Kr,](voo))l

T
< sl,Jl’ e 51,7.71>'y ,BQS
s1+1 s;+1
_ E' E' R e 2, . 2ni.>T
- e V2n1,sml 2”1,"51;]1 < A v,B3¢
n1=0 n; =0

s1+1 $i+1 Nmaa

_ N1,...,N; T 700 R e CAn
= D D OV Vo P8

n1=0 n;=0 n=0

darstellt. Der bei obiger Konstruktion entstehende Vertex mit maximaler
Beinzahl : ¢™ma= : besitzt somit

i—1
Nmaz = (201 — 1) +22nk—2 (2n; — 1) = an—z—i—
k=2

Beine, und es folgt
Nmaz =2(r+1) < Vke{l,...,i} : p=s,+1.

er : p2"+1) :-Anteil in K, ;(V*°) bestimmt sich somit zu

x Z Z Z Z V2?21+1),81,J'1 . -‘/2?31""1),31';]'1' .

=2 =0 STy sk=r ke Jk=t

Da nun aber j > 1 ist, existiert fiir alle ¢ > j ein k € {1,...,4}, so daB
Jr > 1. Da aber sy < r (wegen i > 1), folgt nach Induktionsvoraussetzung
Va(sr+1),s,5x = 0. Somit ist

/ Ay (6) : 2 < K, ;(V)(9) = 0.

Das Gleichungssystem zur Bestimmung der Vo(,41),, ; reduziert sich fiir j > 1

zu
(5]

Valost)mj Z Bor11),r,5,tVa(r+ 1) it

t=j
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Beginnend mit j = [§] bestimmen sich die Koeffizienten rekursiv zu Null, da
die Faktoren By, 11, 7 1. Fiir Vag41),0 erhalten wir die Bestimmungs-
gleichung (2.40) und folglich dieselben Baumgraphenkoeffizienten wie bei der
Einfachentwicklung.

Obiges Lemma verallgemeinern wir nun fiir alle ¢ € [0, 1].

Satz 2.7.3
Es sei T,(V*°) das interpolierte perturbative Fixpunktpotential mit t-abhingi-
gen Koeffizienten. Dann sind

Vn € Nso  t Voppo1,0(t) = Vanpe1(t) = ban(t)

und

-1
Vn € NZ?’ VJ € {1,..., |:n 9 :|} : ‘/an,nfl,j(t) =0.

Beweis: Zu Beginn wollen wir die Frage behandeln, ob die Transformation
7; Terme der Form g¢"x' mit [ > [£] generieren kann. Es sei g" durch g
erzeugt, d.h. g" = [] ¢" = g>"i. Dann gilt fiir den Exponenten der zugehori-
gen k-Potenz ) [; < Y [%] < [r/2], und es ist gezeigt, da8 V> unter T,
formerhaltend ist.

Fiir die nun x-abhéngigen Baumgraphen mit n > 2 folgt aus Satz 2.6.3

5] ) [22]
ARIUEED Z D" GnmVamm- 11 (OVtni1mnoms (W2
j=0 m=2 j1=0

wobei ay, , = %m(n + 1 —m). Da wir g und « als unabhéngig betrachten,
16sen wir obige Gleichung durch Koeffizientenvergleich in k. Man erkennt
sofort, dafl die Funktionen V%, ,_1,0(t) derselben Differentialgleichung gehor-
chen wie die Baumgraphenkoeffizienten bs, (t). Aus (2.167) ergibt sich

To(V=) (8, 9,5) = aT;(V=)(84,0g,10gd + k) ,
fiir n > 2 wiederum
%n,n—l,o(o) — (L2)2_nvv2n,n—1,0(1) )

und der erste Teil des Satzes ist gezeigt. Der Beweis der zweiten Aussage
folgt iiber Induktion: Fiir n = 3 gilt V521(¢) = 0 und aufgrund obiger For-
derung Vg21(t) = 0. Im Induktionsschritt nutzen wir aus, daf8 die Indizes
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J1,J2 nicht gleichzeitig Null und m,n+ 1 —m kleiner gleich n — 1 sind, so daf
also Vop n_1,>1 = 0. Mit oben geforderter Randbedingung erhalten wir die
Behauptung.

|

Nennen wir den (g, log g)-abhiingigen Koeffizienten eines interpolierten Feldes
¢* wieder g" !X, (g, t), so erhalten wir mit Hilfe des Satzes 2.7.3 fiir n € N>,

Aon(951) = ban(t) + O(g) . (2.168)

Man beachte, dafi die Logarithmuskorrekturen in O(g) mit g-Faktoren ge-
paart sind. Somit existiert zu gegebenem s € 2Ny + 1 und € € (0,1) nach
Lemma 2.7.2 ein gy = go(s,€) € R*, so daB alle auftretenden glog g-Terme
durch g-Potenzen, deren Ordnung gréfler n — 1 ist, ersetzt werden konnen.
Da nur endlich viele Korrekturterme auftreten, ist die Existenz einer solchen
Schranke fiir den Kopplungsparameter gesichert.

Fiir das abgeschéitzte Potential gilt:
Aon(9,t) > bon(t) + O(g ) = Aan(g,t) = Agn(0,1) = byn(t) (2.169)

Nun werden wir zeigen, dafl die in g und logg perturbativ entwickelten
skalierenden Potentiale den Bedingungen eines approximierten Fixpunktes
geniigen. Auf dieselbe Weise wie im Beweis des Satzes 2.6.11 konstruieren wir
eine untere Schranke fiir 7;*(V*). Somit erhalten wir sogar dasselbe C. Als
obere Kopplungsparameterschranke g; wahlen wir das Minimum der Gren-
zen, die 2.6.11 und 2.7.2 fordern. Es gilt somit fiir alle (¢, g) € P,,:

s+1

7?(Vs)(¢, g) — Z gmax{n—l,l}/\%(g, t)¢2n

n=0
s+1

> Z gmax{nfl,l}x2n(g, t)¢2n

n=0

> gh(g,t) + gha(g,1)6” + Cgg* (2.170)
Hieraus folgern wir nun die Endlichkeit der g-Norm fiir g € [0, g1]-

Wir zeigen nun, dafl auch die Giite A(V*) den Bedingungen eines appro-
ximierten Fixpunktes geniigt. Hierzu verfahren wir genauso wie im Kapitel

2
2.6.7. Die Abschitzung von P* (3‘9—¢ S (V) (o, g)) 14uft problemlos, d.h

C:= maxg”(")(%ﬂ) |pan(g,t)| < 0o . (2.171)

n7t’g
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L—1 101 102 1073 104 10°° 106
100gmaes || 1.98541 | 2.35698 | 2.39793 | 2.40206 | 2.40247 | 2.40251

Tabelle 2.1: Die Funktion der durch die Baumgraphenschranke gegebenen
Maximalkopplung ist fallend in L. Aus diesem Grund betrachten wir in dieser
Tabelle L — 1. Zur Berechnung wurde ein glog g-Potential 7. Ordnung in
D = 3 benutzt. ~ 0.025 scheint eine obere Schranke fiir g zu sein.

Fiir 0 < n < s+ 1 regularisiert ¢~ ™' = O(g%) eventuell in po,(g,t) auf-
tauchende Singularitédten, die durch alleinstehende Logarithmen verursacht
werden. Die Terme mit s+2 < n < 2s+1 wurden nicht durch P? beschnitten,
und somit sind die Koeffizienten ps,(g,t) reguldr in g = 0.

2.8 Numerische Ergebnisse

Ziel dieses Abschnittes war es, die ¢*-Trajektorie bis zu einer méoglichst ma-
ximalen Kopplung g4, zu berechnen, um z.B. den Limes g — oo zu bestim-
men/abzuschitzen. Sollte er existieren, entspricht er einem Fixpunkt der
RGT.

e Der Limes entspricht dem Hochtemperaturfixpunkt Zgy. In diesem Fall
hatten wir zwei RGT-invariante Trajektorien, die Zyy und Zgy ver-
binden, sich aber in ihren Ein-/Auslaufrichtungen unterscheiden (Ab-
leitungen an den Stellen g = 0 und g = o0). Es wiirde die Frage auf-
kommen, ob eine ganze Schar invarianter Trajektorien existiert, die den
trivialen und den quadratischen Fixpunkt verbinden.

e Die ¢*-Trajektorie endet in einem nichttrivialen Fixpunkt. In diesem
Fall liefert die Konstruktion der Kurve den Fixpunkt mit.

e Die Trajektorie endet nicht in einem Fixpunkt.

Die von uns benutzte Konstruktion ist nur fiir kleine Kopplungen g geeignet,
da wir an vielen Stellen Restriktionen an g stellen miissen. Einen funda-
mentalen Einflul hat die von uns benutzte Norm, die immer eine Relation
zur GauB-Trajektorie verlangt. Ziel der Optimierung dieses Konstruktions-
schemas ist es, alle g-Abhéngigkeiten zu extrahieren. Deshalb stellt auch die
Grofle von ¢p,q, ein Maf fiir die Qualitdt unseres Verfahrens dar.
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Abbildung 2.5: Die maximale Kopplung der Baumgraphenschranke ist streng
monoton fallend in dem Blockparameter L.

Wir berechnen nun die Grenzkopplung in D = 3 Dimensionen, die sich aus
der Baumgraphenschranke ergibt. Dazu bestimmen wir mittels Computeral-
gebra die Stérungsreihe 7. Ordnung in g und log g und ermitteln numerisch
die erste positive Nullstelle der g-abhingigen, effektiven ¢*-Wechselwirkung
A7(g,0) (2.138). Wie man in der Abbildung 2.5 sieht, ist diese obere Schranke
fiir die maximale Kopplung L abhéngig, fiir L — 1 scheint sie, wie Tabelle
2.8 zeigt, gegen einen Wert = 0.024 zu konvergieren. Obwohl wir L beliebig
klein machen kénnen, miissen wir die Restriktion (2.80) beachten. In unse-
rem Fall (D = 3 und o, = 3.5) erhalten wir eine minimale Untergrenze
von L ~ 30 und folglich eine sehr kleine maximale Kopplung. Nun mag man
die perturbative Reihe bis zu Ordnungen > 7 bestimmen, doch dazu spéter
mehr.

Eine weitere interessante Frage ist, inwieweit die Grenzkopplung g,,4, von der
Dimension D abhéngt. Hierzu haben wir Storungsrechnung in der minimalen
Ordnung s = [%} betrieben und bei konstantem L = 2 die erste positive
Nullstelle der effektiven ¢*-Kopplung berechnet. Wir benutzten D,, = 2+ 100
mit n = 1,...,111. Diese Wahl gewé&hrleistet fiir alle D,, # 3 Resonanz-
freiheit und folglich eine einfachere numerische Berechnung. Die Obergrenze

Dy, = 3.11 ergibt sich aus der begrenzten Rechnerleistung, da fiir D = 3.12
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schon Stérungstheorie bis zur 9. Ordnung betrieben werden muf.5” Doch
auch fiir den Bereich {D,} lassen sich interessante Aussagen machen. Fiir
2.01 < D,, < 2.85% und 2.96 < D,, < 2.99 ist die effektive Kopplung auf Ry
nullstellenfrei, und die Baumgraphenabschitzung demnach fiir alle Kopplun-
gen giiltig. Bei Dg = 4% = 2.857... miissen wir von der Ordnung s = 5
zur Ordnung s = 7 iibergehen (siehe hierzu auch Abbildung 2.3). Folge ist
ein skalierendes Potential V2%, welches sich bis zur 5. Kopplungsordnung
nur geringfiigig von V2 unterscheidet ((1 — P%) (V2% — V28%) ~ (), aber
zusitzliche Terme in g% und ¢7 aufweist. Als Konsequenz besitzt A} nun
Nullstellen, deren Lage stetig von D abzuhdngen scheint, siehe 2.6 oben.
Dies ist jedoch nicht wahr, denn fiir 2.95 und 2.96 verdndert die effektive
Kopplung ihr GroSkopplungsverhalten von lim, , (D = 2.95) = —o0 zu
lim,_,0 Aj(D = 2.96) = co. Dieser Prozef kann nicht stetig verlaufen. Die
aufgrund dieses Verhaltens bis dato sichere Nullstelle verschwindet wieder,
da auch im Bereich endlicher Kopplungen Positivitdt vorliegt. Fiir D = 3
erhalten wir wieder ein endliches gyq., Welches sich doch deutlich von den
folgenden g-Grenzwerten, die nicht aus einer Doppelentwicklung gewonnen
wurden, unterscheidet 2.6 unten. Auch das gegensitzliche Steigungsverhalten
zwischen den Dimensionen 3.04 und 3.05 deutet eine Nichtdifferenzierbarkeit

oder Unstetigkeit (evtl. in Form einer Singularitdt) an.

Wir erkennen somit, dafl die Abhingigkeit gmaz = Gmaz(D) nicht von so
einfacher Natur ist wie die Abhéingigkeit von L. Auch wenn wir eine ein-
heitliche Stérungsordnung s benutzen, die selbstverstdndlich nur bis zu einer
gewissen Dimension ausreicht, bleibt ein komplexes Gefiige zuriick. Grund ist
die Kettenbruchkonstruktion, die durch geringe Anderung der Koeffizienten
Vanr bzw. Vo g, Null- und Polstellen erzeugt/vernichtet und asymptoti-
sches Verhalten dndert. Berechnen wir die Potentiale, die nur bis zur dritten
oder fiinften Ordnung bestimmt werden muflten, bis zur siebten Ordnung, so
dndert sich der Grenzwert nicht.

Was 14t sich zu der Frage sagen, ob fiir D — 4 die Kopplungsschranke
endlich bleibt? Wenn wir beweisen konnen, dafl S\fi fiir s — oo gegen eine po-
sitive reelle Zahl konvergiert, wissen wir auch um die Existenz einer positiven
Grenzkopplung.

Zudem haben wir gesehen, wie gering die Parametrisierungsldnge unser Tra-
jektorie ist. Obwohl wir nur eine der vielen Restriktionen an g betrachtet

57Wir haben hierzu ein MapleV -Programm geschrieben. In einer Hochsprache wiren
Berechnungen hoherer Ordnungen gewifl kein Problem gewesen, fiir die qualitative Be-
trachtung der dimensionalen Abhéngigkeit reicht die 9. Ordnung jedoch aus.

58Fiir s = 3,5 verkommt ;\Z zu einer ganzrationalen Funktion.



2.8. NUMERISCHE ERGEBNISSE 87

0.04 ‘ ——— ——— ——— —— —x
¢ | i
o
o
[
2
S 0.02- -
O
e
N X
C
8 | - —
< %
ki 3 ¥ v ¥ »; ¥ x
ooo L ‘ L L ‘ L L ‘ L L ‘ L L ‘ L L
2.86 2.88 2.90 2.92 2.94 2.96

Dimension D

0.0050 ‘

0.0040

0.0030

0.0020

Grenzkopplung g

0.0010

0.0000 | | \
3.00 3.05 3.10
Dimension D

Abbildung 2.6: Erste positive Nullstellen der effektiven ¢?-Kopplung mit

s = [%]. Bei D = 3 wurde eine Doppelreihenentwicklung benutzt.
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haben, wissen wir, dafl g < 1. Es ist noch ein weiter Weg zu einer Kon-
struktion mit gy = oo.



Kapitel 3

Perturbative Konstruktion der
gb%-Trajektorie auf dem Gitter

In diesem Abschnitt werden wir die ¢3-Trajektorie auf dem kubischen Gitter
A(a) perturbativ berechnen. Dazu benutzen wir viele Erkenntnisse aus der
hierarchischen Approximation, deren Giiltigkeit sich (formal) auf die GRG
iibertragt.

Wir beginnen mit der Konstruktion von Operatoren, die eine Interpolation
zwischen Gitter- und Kontinuumsformulierung der RG ermdoglichen [GK84,
Wie98]. Mit diesen definieren wir die Gitterkerne der ¢3-Trajektorie iiber
Kontinuumsfunktionen. Aus der Storungstheorie erhalten wir Bestimmungs-
gleichungen fiir die kontinuierlichen, gittertranslationsinvarianten Impulsker-
ne der Kurve, die durch das Einfiigen einer Gitterinterpolationsfunktion auf
dieselbe Weise wie in [Wie97d, Wie97b| behandelt werden kénnen. Wir ge-
ben ein explizites und ein implizites Verfahren zur Berechnung an. Die auch
auf dem Gitter auftretenden Resonanzen werden wie schon im hierarchischen
Modell durch Doppelentwicklung gelost [Wie97b].

3.1 Der Operator A

Der kinetische Anteil unserer Theorie wird durch die perfekte, masselose
Gitterkovarianz v = v,s beschrieben, die wir im Kapitel 1.3.1 hergeleitet
haben. Die GRGT begegnet uns somit in der Form:

_ Jdur(Q2(A9 + Q)
R2)0) =m0z

89

(3.1)
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Hierbei sind A = vC'v~! und I' = v — AvAt!. Da wir nicht - wie im hierar-
chischen Bild - iiber so méchtige mathematische Hilfsmittel (z.B. contraction
mapping) verfiigen, um den Raum der Wirkungen Z geeignet zu behandeln,’
betrachten wir fiir perturbative Betrachtungen im folgenden die Transforma-
tion fiir Potentiale

T(V)(¢)=—1In <€_V>F’A¢ +1In <€_V>F’0 . (3.2)

Aufgrund der Normierung schrinken wir uns OBdA wieder auf die Aquiva-
lenzklasse® V(0) = 0 ein. Das freie Feld, also V = 0, ist trivialer Fixpunkt,
und Linearisierung an diesem liefert analog (2.14)3

DT(V)(¢) = (V)r,ap — (V)ro - (3.3)

Als néchstes konstruieren wir einen Operator, mit dessen Hilfe wir ein Feld
vom Kontinuum A(0) auf das Gitter A(a) transferieren kénnen und vice versa.
Benutzen wir als Ausgangsgitter fiir den Operator S nicht die Gitterkonstante
a, sondern 7 mit n € Ny, so erhalten wir S, : H(ztr) — H({%) mit
So = S. Diese Operatoren kéonnen wir hintereinanderschalten und definieren
fiirn e N

S™: H(a) — 7{(%) SM$)(x) = Spo...0 81 (¢)(z) = L ¢(L"z) . (3.4)

Wir wollen einige Worte iiber den Fall n — oo verlieren, der ein Gitterfeld
auf das Kontinuum iibertragen wiirde.* Fiir z = 0 gilt S™(¢)(0) = L™ $(0).
Daoc=2-1>0fiir D€ (2,00), existiert 5°(¢)(0) nur, wenn ¢(0) = 0,
und ist identisch Null. Da H(a) isomorph zum /; ist, folgt OBdA die Eigen-
schaft |¢(z)| < ﬁ fiir |z| — oo. Fiir  # 0 wihlt man n grof§ genug, so daf§
1S™(9)(z)] < L("_l)”‘% < %| fir D € (2,4]. Dies stimmt mutig, doch sollte
man nicht vergessen, Aaﬁ Aie Interpolation zwischen Gitter und Kontinuum
nicht richtig funktioniert, da man z.B. einen Punkt des RP mit irrationaler
Komponente aus einem Gitter mit rationaler Gitterkonstante a nicht gewin-
nen kann. Wiirden wir unsere euklidische Raum-Zeit mit Q” identifizieren
und a € Q fordern, wire S™ wohldefiniert und die Interpolation perfekt.

!Dieser Tatbestand stellt eher ein Unvermogen unsererseits dar, Funktionalriume ma-
thematisch exakt zu fassen.

2beziiglich Vi ~ Vo :& Vi — Vo € R

3Man muf sich natiirlich die Frage stellen, inwieweit eine Parameterableitung nach
€ analog (3.3) giiltig ist. Hier handelt es sich ja um eine unendliche Vertauschung von
Integration und Differentiation. Wir wollen uns mit solchen Problemen in Zukunft nicht
aufhalten und eine Wohldefiniertheit annehmen.

“Ein endliches Gitter wiirde nach unendlich vielen Stauchungen auf den Ursprung kon-
trahiert werden.
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Wir definieren einen neuen A-Kern geméif
A™ () — 7{(%) AM = gn A (3.5)

Da A" = v (CT)nzfl, erfiillt A die Aufgabe eines n-maligen Reblockens
mit anschliefender n-maliger Kontraktion. Desweiteren gilt die Relation

AMA = grAntt = gL gnitgntl — g1 At (3.6)

Definieren wir nun den Operator A(®) = lim,, . A™ und gehen davon aus,
daf dieser Grenzoperator existiert, so leitet sich aus (3.6) die intertwiner
Eigenschaft

A A = ST A) (3.7)

ab. A der Gitterfelder in Kontinuumsfelder transferiert, zeigt auf, daB
dem Operator A im Kontinuum der Dilatationsoperator S;! entspricht. Die
Moglichkeit, mittels des Operators A®) vom Gitter ins Kontinuum zu wech-
seln, nutzen wir aus, um die Berechnung der ¢*-Trajektorie auf die Kontinu-
umsergebnisse zuriickzufiihren.

Nach einigem Rechenaufwand erhalten wir fiir den intertwiner A(>) die Im-
pulsraumdarstellung

(0) (5. ») — d°p | iqaX(9) omivz_L
45 = [ o ot ]A(%)@) o 69
mit
[F(q)]A(a) (p) := Z F(Q) (3.9)
Qep+A(a)
und
S(r) O sin (%) —ibue
x(p) H s € . (3.10)

Man zeigt leicht, da A(*) invariant gegeniiber den Symmetrieoperationen
des Gitters ist.

3.2 Storungsrechnung auf dem Gitter

Im hierarchischen Bild waren die normalgeordneten Monome Eigenfunktio-
nen der linearisierten RGT. Das ist auf dem Gitter nicht so. Wir erhalten
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mit (B.13) und (B.2)

cp(zy) . p(zp)

<.L4>¢ : A¢(.’171) ce A(ﬁ(ﬂ?n) ‘AvAt

= () 8 97w P {WATJ) - 5 ”ATJ)}

J=0
Die ,,Kettenregel“ fiir Funktionalableitungen

9 . 9
ST AT = Alw,y) = / P2 A(e,2) 5 AT)

liefert dann

: ¢($1) T ¢($n) v (3'11)
<.>F—’A>¢ / dPz1 ... dP 2 A(z1,21) o ATy 20) t d(21) o (2n) 5
& A(a)

Bei den A-Kernen handelt es sich um ausgeschmierte d-Distributionen, die
fir |z —y| > 1 exponentiell abfallen. Wegen lim, o A(z,y) = §(z,y) werden
die normalgeordneten Felder auf dem Kontinuum wieder zu Eigenfunktionen
der RGT. Die ,Eigenfunktionen* der normierten RGT DT schreiben sich als

0@ - B(aa) = 9(m) e Bon) = 5 Do) be) | (312)
In Zukunft werden wir die normierten, normalgeordneten Monome mit der
iiblichen Darstellung ohne Uberstrich identifizieren. Die normalordnende Ko-
varianz v ergdnzen wir nur in benotigten Féllen.

Wir wollen in diesem Kapitel wiederum ein skalierendes Paar bestimmen,
das aus einer unter der RG-invarianten Potentialkurve V und einer Repa-
rametrisierungsfunktion 3 besteht. Die zugehorigen formalen Potenzreihen
definieren wir wie in (2.24) und (2.25). Fiir die Feldkomponenten setzten wir

an:®

r+l1

Vi(9) = Z ﬁ /®A(a) dPr .. .dDmgnVngf,f(xl, ey Top) t P(m1) oL p(Tay)

n=1
(3.13)
Die Funktionale V, sind Taylor-Polynome 2(r+1). Grades in unendlich vielen

Variablen {¢(z)},c (- Die Wahl der normalgeordneten Darstellung ist auf

®Die explizite Darstellung von V/%* und V{4 geben wir spéter.
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dem Gitter nicht zwingend, liefert aber beim Ubergang zum Kontinuumsfor-
malismus eine Basis aus Eigenfunktionen. Fiir eine rigorose Berechnung der
¢*-Trajektorie wird die lineare Hiille der normalgeordneten Monome zu grof
sein, fiir eine perturbative Konstruktion, die sich wie schon in 2.3 auf die
lineare Transformation reduziert, ist dieser Raum jedoch sehr gut geeignet.

Per Definition sind die V, symmetrisch in ¢.% Der Ansatz einer Obergrenze
r+1 ist - wie schon in der hierarchischen Approximation (2.35) - eine Folge der
Verwendung eines Feldpolynoms vierter Ordnung in der linearen Ordnung.
Die weiteren Eigenschaften werden von dem Vertex Vzl,‘;t,f bestimmt.” Da die
normalgeordneten Monome invariant unter Permutation der Argumente sind
(dies ist eine Folge der Symmetrie der Kovarianz v), fordern wir dies auch

fiir die Vertices:

VI € Son 1 V8O3 L x0n) = VIO (1), ..., T (T0n)) (3.14)

2n,r 2n,r
Desweiteren weisen die Vertices Gittersymmetrien auf, von denen wir beson-
ders die Translationsinvarianz

Va € A(a) : V8™(zy, ..., 29,) = Vi 2y —a,..., 2o — ) (3.15)

2n,r 2n,r

betonen. Auf diese Weise gewédhren wir die Invarianz des Potentialfunktionals
gegeniiber verschobenen, gedrehten oder gespiegelten Feldern.

Mittels des Operators A(®) erzeugen wir die Gitterkerne nun durch Kontinu-
umskerne. Grundgedanke ist die Riickfiihrung des Problems auf die bereits in
[Wie97d] geloste perturbative Behandlung der diskreten RGT auf der eukli-
dischen vierdimensionalen Raum-Zeit. Uber Vzont : ®" RP — R definieren
wir

2n
Vg;:fﬁ(xla T x?n) - [é 5 dDyl s dDy2nV'2cyf,7-t(y1a ) yZn) H A(OO)(yza :I;z) .
R i=1

(3.16)
Damit (3.14) gilt, mufl auch V5" unter Permutation der Argumente inva-
riant sein. Die Forderung (3.15) und A®)(z,y) = A®)(z — a,y — a) fiir
a € A(a) bedingen die Translationsinvarianz der Kontinuumsvertices. Ferner

existiere die Fourier-Transformierte, die sich als

2n
%crl;,?t(pl) s ap2n) - (27T)D Z 5 (sz - Q) Vv2n,r(p1a v ap2n) (317)
i=1

Qen ()

6Man zeigt dies direkt mit Hilfe der Definition (B.2).
"Im weiteren Verlauf identifizieren wir die Begriffe Vertex, Vertexfunktion und Kern
eines Vertex.
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schreibt. Wir nennen VQM einen reduzierten Impulskern. Man beachte, dafl
Vzn,r i.a. unter Permutation der Argumente nicht invariant ist, da fiir Y p; ¢
A(%%) der Integrand verschwindet, und der reduzierte Impulskern somit be-
liebige Werte annehmen kann. Fiir Gesamtimpulse, die auf dem Impulsgitter
A(%) liegen, gilt jedoch die Vertauschungseigenschaft. Mit der Definition
limg_0 A(2%) = {0} werden auch die Kontinuumsvertices translationsinvari-
ant. Fiir die assoziierten Kontinuumskerne im Ortsraum ergibt sich

‘/écrtljg-t(a:la---ax?n) (318)
; dPp dPps, . .
— iQx2n 1 2n lZpi(z‘i—mn)V
Z e /(27T)D (27T)De 2n,r(p1a"'ap2n) .
QeA(%r)
Mittels (3.11)% erhilt man
Vaalt(z1, ..., Ton) (3.19)
2n
DT a
— /® ( )dDyl . -dDyznVanfﬁ(yl, ce ey Yon) HA(yi,fl?i)
Aa i=1

3.16
( = ) / dDyl e dDy2n‘/267—??-t(y1a s
®RP

3.7 con
(3.7) / APy ... APy, Vo (s, . ..
QRD

2n
s Yon) H A(“)A(yi, )
i=1

2n
’ y2n) H LiaA(OO) (Lilyia xz)
=1

2n
L—l i i n —0 con o0
y:_)y /;@ D dDyl e dDy2nL2 ® )‘Gn,rt(Lyl’ Tt Lan) H A( )(yz, l’z)
R =1

Man kann die Wirkung der linearen RGT auf eine Skalentransformation der
Kontinuumskerne Vo welche die Gitterkerne V% generieren, reduzieren.

 Ton) 2L LMV (L

cont
V. (1'1, .. o2n,r

2n,r

., Lza,) (3.20)

Die Eigenfunktionen der linearisierten RGT werden durch homogene n-Punkt-
Funktionen erzeugt. Ist £ der Homogenitatsgrad, so ergibt sich der Eigenwert
LMDP+2)+k - Die einfachsten homogenen Kerne sind Produkte von
0-Distributionen, fiir die k = —D ist. Thnen entsprechen im Kontinuum nor-
malgeordnete Produkte von Feldern, die auf dem Gitter durch A-Kerne ver-
schmiert sind. Auch partielle Ableitungen von §-Distributionen sind homogen

8Diese Gleichung gilt auch fiir die normierten, normalgeordneten Monome.
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und liefern einen Faktor t pro Ableitung nach z;; (j € {1,...,D}). Im Kon-
tinuum ist der entsprechende Eigenvektor ein normalgeordnetes Produkt aus
Feldern und deren Ableitungen. Diese Elemente darf man bei der Suche nach
relevanten, marginalen und irrelevanten (verschmierten) Eigenvektoren nicht
vergessen.

Mit einer Definition der Impulskerne V5?7 iiber unendlich oft differenzierbare

reduzierte Kerne VQM stellen wir sicher, dafl die V, eine Superposition aus
(verschmierten) Feldern samt ihrer Ableitungen darstellen. Mehr hierzu in
Kapitel 3.3.3

Im Impulsraum schreibt sich der transformierte Kern (3.20) wie folgt:

LMPAyeont (L, .. Lx2n)

2n,r
Lp—=p D—n(D-2) dPp; ...d pan zZ D b1 Pan
— L =1 Vnr R R
/®RD (27r) .. (2m)D ? (L L )
by g (zpz LQ)
QeA 2")
(D dPp; ...dPpa, D1 Dan
— LD n(D 2)/ ZE 1pzsz A
SRP (27r) .. (2m)D 2n (L’ ’ L)
2n
Py 6(2@ )T(sz—) (3.21)
QeA(2) i=1
wobei
D 1 QeA(%”L)
T:R” >R T‘A(%)(Q)_{ ) o (3.22)

Die ¢*-Trajektorie ist durch die vorgegebene lineare Kopplungsparameter-
ordnung

Vi (z1,20) = 0 (3.23)
4

‘/Alc,(lmt(mla'r2am3am4) = Hé(ml_mz) (324)
i=2

definiert. Diese Anfangsbedingung gilt auch fiir das Kontinuum. Die pertur-
bative Behandlung der Gleichung T (V)(¢,9) = V(¢,8(g)) verlduft wie in
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Abschnitt 2.3. Die nach Kumulanten entwickelte RGT schreibt sich als®

o0 r 1)m+1

T =3 4 C S W Vel p o (325)

r=1 | m=1 ) S ri=r

V (¢, 8(g)) gleicht (2.28). Die in erster Ordnung entstehenden Eigenwertglei-
chungen legen ob (3.23) und (3.24) b; eindeutig fest. Der 4-Punkt-Vertex
besitzt den Homogenitatsgrad —3D, so dal mit (3.20) wie schon in (2.30)

by = L*P (3.26)

folgt. Wir legen eine ganz bestimmte Parametrisierung der Trajektorie durch
die Wahl der linearen [-Funktion fest (vgl. (2.38)), und erhalten mit den
Ersetzungen a« < 1, v & T, & A und K,(V) & —K,(V) aus (2.39) fiir
r > 2 die Bestimmungsgleichungen

PR DY eont (L, Livgn) — Vawni (@1, . ., Tan)

2n,r 2n,r
= LT PIK(V)Sri (2, ..., 2n) - (3.27)
Hierbei ist K (V)52 (z1,...,%2,) der erzeugende Kontinuumskern des

: d(x1) ... p(z2n) -Anteils im vollstindig bestimmten Term K(V),. (3.27)
16sende Vertices erfiillen die (entsprechend substituierte) Gleichung (2.39),
sind jedoch nicht eindeutig. Fiir die reduzierten Impulskerne ergibt sich

2n
La(n,r)T (ZZ%) ‘7271,7' (%, vy %) - ‘7271,7' (pl, e ap2n)
i=1

= L_r(4_D)K(V)2n’r (pl, e ap2n) (328)

mit
o(n,r)=D —n(D—-2)—r(4—D). (3.29)
Der Grund fiir die Berechnung im Impulsraum liegt im besseren power coun-
ting. Wie wir noch sehen werden, bereitet die Berechnung der Vertices Pro-

bleme, deren Exponent o > 0 ist. In der Impulsdarstellung ist deren Anzahl
fiir 2 < D < 4 endlich. Fiir D = 3 ergibt sich

on,r)=3—-n—r. (3.30)

Da die Bestimmungsgleichungen erst fiir r > 2 gelten, und 7 normiert ist
(n > 0), existiert kein relevanter (¢ > 0) Vertex. Der Massenvertex V5 ist
marginal (¢ = 0) und alle {ibrigen Impulskerne sind irrelevant (o < 0).

9Man beachte, daB es sich im folgenden immer um normierte Kumulanten handelt, d.h.
T A T T
<[V7‘1’ R V?“m]>1",A¢> = <[VT1’ R V?‘m]>I‘,A¢ - <[VT1’ ] V?‘m]>[‘,0'
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Man beachte die Aquivalenz von (3.29) und (2.42). Die HRG bestitigt ihren
Ruf als Testfeld fiir das volle Modell.

Eine wichtige Eigenart der Stérungstheorie auf dem Gitter ist, dafl die Ver-
tices V5o gegeniiber Kontinuumstranslationen nicht invariant sind, so daf
eine dquivalente Behandlung gemafi [Wie97d| nicht moglich ist. Begriindet
liegt dies darin, daf} die Operatoren A und I' nur gittertranslationsinvariant

sind und in die K(V), einflieflen.

Desweiteren wollen wir betonen, daf§ die mittels (3.28) bestimmten reduzier-
ten Impulskerne zwar T-abhéngig sind, durch die extrahierte d-Distribution
jedoch nur die Werte Y p; € A(25) zur ¢*-Trajektorie beitragen. Alle anderen
Impulskonstellationen sind auf dem Gitter irrelevant und somit frei wiahlbar.
Bei der Verwendung einer kontinuierlichen 7-Funktion eriibrigen sich jedoch
Fallunterscheidungen im Definitionsbereich.

3.3 Explizite Berechnung reduzierter Impuls-
kerne

Ziel dieses Paragraphen ist es, eine analytische Funktion 7' mit den Eigen-
schaften (3.22) zu finden, die eine explizite Berechnung der reduzierten Im-
pulskerne V5, , ermoglicht.

Mit Hilfe der Funktion [Wal]

. ) _(&2)" 2
§:R—-R §= eXp( C(eoy) < (3.31)

2
0 sonst

aus dem Raum der Testfunktionen'® definieren wir

S:R—R Sz)=)_8 (:17 + %”Lk) (3.32)
T:RP” =R T(p) = ﬁ S(py) - (3.33)

Die auf diese Weise konstruierte T-Funktion ist unendlich oft differenzierbar
und erfiillt die Eigenschaft (3.22). Siehe hierzu auch Abbildung 3.1.

10Das ist der Raum aller finiten (=kompakter Tréger), unendlich oft differenzierbaren
Funktionen iiber RR.
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Abbildung 3.1: Eine 3-dimensionale Darstellung der 7T-Funktion fiir
D =2,a0=27und L = 4.

3.3.1 Berechnung der irrelevanten Kerne

Wir beginnen mit dem irrelevanten Fall, d.h. o0 := o(n,r) < 0. Gleichung
(3.28)" wird dann von

0o 2n

Vipi,...,pm) = — ZLk“Tk(Zpi)K(V)(%, . %) (3.34)

k=0 i=1

eindeutig gelost. Wir setzen voraus, dafl

K(V) € C®°(R*P) (3.35)
und benutzen die Definition
k—1 Q
Ti(Q) == nl;[oT (L—m> : (3.36)

Beweis: (3.28) ist eine Gleichung der Form V(p) = F(V(p/L)). Durch suk-
zessives Einsetzen erhélt man fiir S € N die Aussage

S—1 2n
R - A p Dan
V) = =D L*TQ_p)K(V) (G- 73
k=0 =1

A”Wir vernachlissigen im folgenden die Indizes (2n,r) und den Vorfaktor des
K (V)-Anteils
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2n

o o P1 P2n

+L° Tg(Zpi)V(ﬁ, ) (3.37)
i=1

Man zeigt dies explizit mit dem Prinzip der vollsténdigen Induktion. Unter

der Annahme, daf8 V stetig ist,'2, folgt aus supgp |T'| = 1 und der Wahl eines

geniigend groflen S

< 2L |V(0,...,0)] 55 0. (3.38)

2n
o > D1 Pon
LS TS(Zpi)V(ﬁ, )
=1

Der Beweis der Eindeutigkeit lduft analog, denn die Differenz Vp zweier
Losungen erfiillt die homogene Differenzengleichung, d.h. K (V') = 0, so daf
man Vp = 0 erhilt.

Desweiteren ist die Reihendarstellung (3.34) gleichm&Big konvergent, was
man auf dhnliche Art und Weise wie zuvor mit Hilfe des Majorantenkri-
teriums beweist: Es sei K C ®Z221 RP kompakt. OBdA sei K eine Kugel, so
daf fiir alle (py1,...,p;m) € K und k € Ny die Relation £ € K erfiillt ist.
Dann gilt

2n

LkﬂTk@pi)fcm(%, B < ) sup [K(V)] . (3.39)

Da die Summanden stetig sind, ist dies sogleich ein Beweis fiir die Stetigkeit
der reduzierten Kerne. Mit Hilfe der Eigenschaft V', T}, € C*°(R*"") und des
3. Vertauschungssatzes [For91] erarbeiten wir ebenso V' € C®(R*P).

3.3.2 V e C®(R*D)

Nun haben wir die Eigenschaft V € C®(R?"P) aus der Voraussetzung (3.35)
abgeleitet. Dafl dies gerechtfertigt war, zeigt man per Induktion iiber der
Ordnung r. Aus der Gittertranslationsinvarianz der Vertices Vo folgt fiir

2n,r
die assoziierten, reduzierten Impulskerne (k € {1,...,2n} beliebig)
2n 1
. iy o
V'Zn,r(pl) s ap2n) - /H deza_D [ . a,]D deke 121=1pl$lv'2c;g-t($la ey x2n) .
i=1 PR
i£k

(3.40)

12Beweis folgt.
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Diese Formel zeigt man unter Benutzung der Relation [Pur96]
. 2r
—iyp _ NSl —
o= ) —0(p - Q). (3.41)
yeA(a) Qen(2)

Aus (3.40) erhélt man in erster Ordnung'3

Voi(p1,p2) = 0 (3.42)
D
. . (AP
o I _ . ( ) ‘ ) 3.43
4,1(P1 P2, D3, P4) };[1 2 P=31_1pi ( )

Da si € C*(R), ist der Induktionsanfang (r = 1) komplett. Man beachte,
daB fiir a = 0 die Kontinuumseigenschaft V(pi,...,ps) = 1 folgt.'

Fiir den Induktionsschritt machen wir uns die Miihe, das Gitterpotential ins
Kontinuum zu transferieren, um es dort von einer ebenfalls in das Kontinu-
um expandierten RGT bearbeiten zu lassen. Abschlielend fiihren wir eine
Gitterriicktransformation durch. Siehe hierzu auch [Wie98|]. Diese Prozedur
ermoglicht es uns, viele Ergebnisse der Kontinuumstheorie zu benutzen. Ein-
ziges Problem ist die nicht vorhandene Kontinuumstranslationsinvarianz der
auf das Kontinuum gebrachten Fluktuationskovarianz und des kontinuierli-
chen Propagators. Ohne dieses Handicap kénnte man die RG auf dem Gitter
vollstdndig auf das geloste Problem im Kontinuum zuriickfiihren.

Es sei nun O ein Gitteroperator H(a) — #(a). Dann definieren wir den
korrespondierenden Kontinuumsoperator H.(0) — #(0) iiber
00 = A A" (3.44)
Wir erhalten somit #(*) und I'(*), welche die Eigenschaft
(%) _ (e0) — g1 (00) g-11 (3.45)

erfiillen. Die Fluktuationskovarianz ist eine nach Skalen zerlegte Kovarianz
v(®), In dieser Gleichung finden wir das Grundprinzip der RG wieder.

Definieren wir nun die kontinuierliche RGT R {iber T(*) und S~' und
die ¢*-Trajektorie V" analog zu (3.13), indem wir kontinuierliche Felder
beziiglich der normalordnenden Kovarianz v(®) und durch die kontinuierli-

chen Impulskerne Vzﬁ;”;t erzeugte Ortskerne benutzen, so gilt

V(g) = Vori(A®)g) (3.46)

13 sin(z)

si(z) = =
14Tn diesem Fall existiert nur 5 p; = 0.
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und folglich!®
R(V)(¢) = RV (A®g) . (3.47)

Weitere Informationen finden sich bei [Wie98, GK84|. Aufgrund der Multi-
linearitdt der Kumulanten sind die K,(V') eine Superposition von trunkier-
ten Erwartungswerten normalgeordneter Felder, deren Kerne Produkte der
bereits berechneten C*°-Kerne V3, , sind. In die trunkierten Erwartungswer-
te flieBen nun die normalordnende und die Fluktuationskovarianz ein. Nach
WIECZERKOWSKI [Wie98] ergibt sich z.B. fiir () = /{)

-1
D

2
A(oo) - _ p1p2 3 48
o (P1,p2) E (1 + P)? II p1+P . (3.48)
PeA(Zr) p=1

Fiir p; + p» € A(2%) ergibt sich nach Substitution von P die Symmetrie

ﬁéoo)(Pl,Pz) = ’7500) (Pz,Pl) . (3-49)

Der reduzierte Impulskern ist singulér. Dies ist nicht verwunderlich, da auch
schon die perfekte masselose Gitterkovarianz fiir p = 0 divergent war. Fiir
a — 0 erhalten wir den freien Propagator v(p;, p2) = —p3.

Diese infrarote Divergenz zerstort das Argument der unendlichen Differen-
zierbarkeit jedoch nicht. Im Kontinuum trat »(®) nur in Impulsraum-Faltun-
gen mit I'(*) auf. Die durch einen Exponential-cutoff regularisierte Fluktua-
tionskovarianz vererbt ihre Beschranktheit in Null samt Differenzierbarkeit
auf die Faltung, so dafl die Kerne der Kumulanten unendlich oft differenzier-
bar bleiben [Wie97d].

Auf dem Gitter folgt mit (3.45), daB T'(®) auf dem feineren Gesamtimpuls-
gitter A(2%) lebt. Man berechnet

I )(pbpz Z 6(p1 +p2 + Q) (pl,Pz) (3.50)
QeA(3%)
mit!6
L) (p1,p2) = T(p1 + p2)t>) (p1, p2) — L0 (Lpy, Lps) - (3.51)

15Das renormierte Potential ist ein Kontinuumspotential, dessen Impulskerne die renor-
mierten Gitterkerne generieren.

16Man beachte, dafl ﬁgj’) (p1,p2) = L2o{>) (Lp1, Lps).
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T sei eine C*™-Funktion entsprechend (3.22) mit der Ersetzung a — La. Fiir
p1+Dp2 € A(zf) folgt:

A

1
[() (p1,p2) = (1 - LZ)PCL(pl,pQ) (3-52)
2

C, regularisiert den freien Propagator z%' Leider kénnen wir dies nicht zeigen.
2

In Analogie zum Kontinuum, wo man den freien Propagator z.B. mit dem
exponentiellen IR- und UV-Regulator

Czont(p) — 6—p2 _ 6—(147)2 — (L2 — 1)p2 + O(p4) (353)

versieht, sollte auch hier die Relation CL(p1,p2) = O(p2) gelten. Ein weite-
res Problem finden wir fiir p; + p; € A(32) — A(2%). Fiir diese Impulspaare
verschwindet die T-Funktion, und es bleibt die divergente, reskalierte nor-
malordnende Kovarianz zuriick. Das Zeigen der Polfreiheit der Fluktuations-
kovarianz ist eine reizvolle Aufgabe, der wir uns hier jedoch nicht widmen
wollen'”.

Wir gehen im weiteren davon aus, da ') € C®°(RP x RP). Aus

con con T
Ky (V) () = — <V LV t>1~(eo),5—1A(oo)¢ (3.54)
ergibt sich mit u(®)(z,y) = L?> Pv(*)(2 %) und der Kumulantenformel
(B.20)
KZ?Znt(mla"'a$4) (355)
= 3L (zy — 22)6(z3 — x4)T) (Lay, Las)?
+6L40(zy — x5)0(z5 — 24)0) (L, Las)u® (Lzy, Las) .
Kg:)Znt(mla s a$6) (356)
_ 6—D (00) (L1 T4
= 20L 5(.’171 — 1'2)5(.'171 — Ig)é(l@ — l’5)(5(1’4 — xﬁ)F (f, f) .

Den aus drei Summanden bestehenden Massenvertex haben wir der Einfach-
heit halber weggelassen. Die reduzierten Impulskerne berechnen wir unter
Benutzung von (3.40) zu

R'4,2(p1, e ,p4) (3-57)
D aF dPp
_ o (25), [
2 HS‘( 2 > st 22 | Gop
SeA(3rL) =1 QeA(® L)

7kdnnen
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- Q - S —p1—p2 p1+p2— @
() (e —
31 (p, 7 — ) ( 7 P, T + )
- . S —pi—po p1+p2—Q
Py, @ oy S PP pitp—@Q
I (p, = = P (—— P, T + p)
und
KﬁyQ(pl,...,pﬁ) (3 58)

) , QS
— 01 Y H( )\mze r()(i:fi__zp>.

QEA(z’r L)yp=1

Fiir a — 0 ergibt sich wieder das Kontinuumsresultat. Wir beweisen die C*°-
Eigenschaft fiir R6,2 und beginnen mit dem Zeigen von gleichméfiger Kon-
vergenz. Fiir jedes Kompaktum K C R®? existiert ein R > 0, so da$§ [[(®)|
aufgrund seines ultravioletten cutoffs fiir |@Q| > R beschrinkt ist. Dies gilt
auch fiir alle partiellen Ableitungen.'® Wir reduzieren unsere Betrachtungen
somit auf die si-Reihe mit positiven Indizes und a = D = 1. Die reskalierte
Summe z = § ) p; sei durch M beschrankt. OBdA seien Lnm — M > 0 und
L ungerade. Dann gilt unter Benutzung eines Additionstheorems:

> si(Lnr —z)| < Y % <> (=1)" <oo  (3.59)

<
- Lnm — (=1)"M
neN neN N

Die Konvergenz der Majorante folgt aus dem Leibniz-Kriterium, und Ste-
tigkeit liegt auf der Hand. Da si eine C*°-Funktion ist, deren Ableitungen
sich ebenso abschétzen lassen, folgt unendliche Differenzierbarkeit fiir den
KﬁyQ‘ Vertex.

Die erweiterte Faltung der 4-Punkt-Funktion R'4,2 wirkt da schon etwas kom-
Elizierter. AFiir a — 0 erhalten wir mit Hilfe der Identifikation
1) (p) = I'(*) (—p) = I'™)(p, —p) das Kontinuumsresultat

4—D
S (00) | (o0) P11 P2 D1+ P2
W{gp( )b BLER2) | g g (LR

(3.60)
Hierbei bezeichnet % die Faltung. Die Berechnung von K{%" findet sich in
[Wie97d]|. Den Beweis der Analytizitit auf dem Gitter bleiben wir schuldig.

R—Zfant(pla s ap4) =

3.3.3 Eigenschaft differenzierbarer Impulskerne 1%

Wir betrachten in diesem Kapitel die kontinuierliche, gittertranslationsin-
variante RGT und zeigen, dafl unsere Wahl der Potentialdarstellung {iber

18Natiirlich mit einem anderen R.
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normalgeordnete Felder dquivalent zu einer Konstruktion ist, die auch nor-
malgeordnete Produkte abgeleiteter Felder in die Superposition involviert.
Neben der Gittertranslationsinvarianz bildet die unendliche Differenzierbar-
keit der Impulskerne die Grundlage dieser Aussage.

Wir betrachten im folgenden V als Funktion von Piy- .-, Pop—1 und @ und
bilden die formale Taylor-Reihe.'® Durch Einsetzen in (3.18) erhalten wir fiir
einen Kontinuumskern

V(l’l,. . .,l’gn) (361)
|k\ 2n—1
_ Xk: (=i

H 6’“ — Tay) / dDyai“;:é(xzn —y).
A(a)
Hierbei benutzen wir den Multiindex k& = k,,, mit m € {1,...,2n} und
pe{1,...,D}. 0% steht somit fiir Hle o5+ Man beachte, da$ 8’“2" =g,
Mit (3.61) und partieller Integration folgt

/ Hd .'172 .'171,...,.'172n) : ¢(.’E1)¢(.’E2n) 1()
2n " RD
= Zgaﬁ (0 )/A( )dDy : Oy p(Y) i) - (3.62)

Hierbei gilt : df¢(y) := T T12, 0% (1) 2y

i—=1 “z;

AnAdieser Darstellung sieht man sehr schon, daf8 die ¢*-Trajektorie durch die
05 Von +(0) vollstandig festgelegt ist und in der linearen Hiille der : 6§¢(y) L(o0) s
y € A(a) lebt.

Die Anfangsbedingungen (3.23) und (3.24) schreiben sich entsprechend:?

V51(0,0) = 0 (3.63)
V41(0,0,0,0) = 1 (3.64)

3.3.4 Berechnung der marginalen Kerne

Im marginalen Fall (¢ = 0) erhilt man aus der Bestimmungsgleichung (3.28)
durch Einsetzen von p = 0 die Bedingung

K(V)(0)=0. (3.65)

19FEinen exakten Zugang bietet die Darstellung iiber Taylor-Polynom und Restglied.
20Fﬁ1‘ |k| =0 ist V(p1 = 0,...,p2n_1 = O,Q = 0) = V(p1 = 0,...,p2n = 0)
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Wie wir im folgenden sehen werden, ist gerade diese Gleichung fiir D = 3
nicht erfiillt, wir beheben das Problem jedoch wie schon im hierarchischen
Bild durch eine Doppelentwicklung.

Die Lésung von (3.28) bestimmt sich analog (3.37) zu?!

Vps, pen) = V(0) = ST p)R (V) (G ) (3:66)

Sie ist, wie man leicht zeigt, bis auf die frei wihlbare Konstante V(0) ein-
deutig. Desweiteren gilt V € C>®(R*"D).

Beweis: Die unendliche Reihe in (3.66) ist gleichmifig konvergent, denn fiir
Impulse p; aus einer beliebigen, kompakten Kugel Ug(0) gilt (Multiindex!):

2n
&y P Pon : p T it
LY PR (V) (5, 2] < VRO 4 < sw K(V)7; (367
i=1 R

Die Eigenschaft (3.65) ermdglicht die Extraktion der Majorante 7. Direkte

Folge der gleichmé&figen Konvergenz ist die Stetigkeit von Vzn,r- Fiir parti-
elle Ableitungen ergibt sich die Majorante direkt durch den Faktor L=F der
inneren Funktion L~ *p.

3.3.5 Berechnung der nicht-relevanten Kerne

Obwohl relevante Kerne in D = 3 Dimensionen nicht auftreten, wollen wir
die Problemstellung kurz behandeln. Das vorgestellte Verfahren greift auch
im marginalen Fall.

Wir gehen davon aus, dafl 1% Taylor-entwickelbar ist. Unter Benutzung der
Multiindexschreibweise erhalten wir durch das Bilden der partiellen Ablei-
tung 95 der Differenzengleichung®?

s
IAEDD (3V) (%) 07T) (1) = 83V (0) = K (V) (p) - (3.68)

|v|=kwCs

*'Der marginale reduzierte Kern 1é8t sich fiir grofie Impulse logarithmisch abschéitzen,
d.h. |V (p)| < A+ Blog|p| [Wie97h].

22Wir schreiben im folgenden T'(p) fiir T(32", Pi1s--+» Yoy Pi.p). Da die innere Ab-
leitung eins ist, treten beim Ableiten keine Probleme auf.
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Da s und v Multiindizes sind, mufl der Ausdruck s — v mengentheoretisch
interpretiert werden. Mit p = 0 folgt aus 7'(0) = 1 fiir |s| # o

[s|—1
¥ 1 2 - v/ s—v
OV (0) = = S BEM) () = D17+ Y (apv) (0) (82T (0)
k=0 |v|=k,vCs
(3.69)
Fiir Ableitungen der Ordnung ¢ muf} die Bedingung
[s|—1
REV)(0) =Y 17 % (a;;v) (0) (8:7*T) (0) (3.70)
k=0 |v|=k,vCs

erfiillt sein. Anders als im hierarchischen Modell tritt diese Forderung jedoch
nicht nur bei den marginalen, sondern auch bei den relevanten (n, r)-Tupeln
auf. 6;17(0) (|s| = o) wird in Folge der gew&hlten Parametrisierung (bis
heute die lineare S-Funktion) frei wahlbar.

Ein grofier Nachteil im Vergleich zu den Losungen (3.34) und (3.66) ist jedoch,
dal wir keine Aussage dariiber machen konnen, ob die Taylor-Reihe, die
durch (3.69) definiert wird, konvergiert. Obwohl wir vermuten, daf der Faktor
L°~* fiir s > o die Konvergenz sicherstellen wird, ist es uns bis dato nicht
gelungen zu zeigen, dal das Restglied fiir s — oo verschwindet.

Durch die kiinstlich eingefiihrte Funktion 7T ist es nicht mehr moglich, wie
in [Wie97d] durch partielles Ableiten den Grad L? der Differenzengleichung
zu verringern und Forminvarianz zu wahren. Diese Eigenschaft ermdoglicht
eine Bestimmung der Taylor-Koeffizienten 8517(0) fir |p| < o und die Be-
rechnung des Restgliedes durch (3.34) aus einer Bestimmungsgleichung mit
renormierten o < 0 (T'(p) = 1 im Kontinuum).

Aus diesem Grund wollen wir abschlieflend ein letztes Verfahren zur Bestim-
mung der Impulsvertices vorstellen, welches sich auf [Wie97d] stiitzt, doch
weniger explizit ist.

3.4 Implizite Berechnung reduzierter Impuls-
kerne

Es sei wieder K, (V) € C®(R*"P) vorausgesetzt. Wir betrachten fiir beliebi-
ges Q € RP die Menge

Mon(Q€) = {(pl, ooy Dan) |l Zpi - Q2 < 6} (3.71)
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und definieren

Un(e) = | Mul(@e) (3.72)
QeA(ZL)

No(e) = | Man(Q,€) = Unle) . (3.73)
QeA(’r)

Dann ist die T-Funktion gem&f (3.22) auf Us,,(0) identisch eins und ver-
schwindet fiir Impulse aus Na,(0). (3.28) gleicht somit auf Us,(0) der Be-
stimmungsgleichung in [Wie97d]. Wir erweitern diese Gleichung auf R?"P

und l6sen sie gemifl WIECZERKOWSKI. Die zugehorige Losung sei 172(:’[?. Fiir
(p1, .-y D2n € Nay(€)) ergibt sich direkt

%n,r(pl, o ap2n) — K(V)2n,r(p1a v ,p2n) . (374)

Wir suchen nun eine C*°-Funktion Vzn,r mit den Eigenschaften

Vor » = V" 3.75
2n, o (€) 2n, Uan(€) ( )
Vonr = K(WV)ons(p1,---,Dom . 3.76
2n, Non(e) (V)2n,r(P1 Pan) Now(e) ( )

Es ist € > 0 beliebig. Hier zeigt sich wieder die fundamentale Eigenschaft
einer Gittertheorie, durch Impulsvertices an Stellen, wo der Gesamtimpuls
auf dem diskretisierten Impulsgitter liegt, vollstindig definiert zu sein.

Daf3 die Konstruktion der Funktion mer moglich ist, wollen wir an einem
vereinfachten Beispiel verdeutlichen: Wir reduzieren den Definitionsbereich
auf R und redefinieren Us,(€) := (—00, —€] und Ny, (€) := [¢, 00). Gelingt es
uns nun, eine unendlich oft differenzierbare Funktion S, : R — R mit den
Eigenschaften S.(p) = 0 fiir p < —e und S.(p) = 1 fiir p > € zu konstruieren,
so besitzt die Abbildung

Vonge () 1= (1 = Se(p)) Vo () + Se(p) K (V)20 (p) (3.77)

gerade die von uns gewiinschten Eigenschaften.

Nehmen wir an der Testfunktion (3.31) die Substitution 2* = € vor, so haben

wir eine Funktion S, konstruiert, die auBerhalb von (—¢,¢) verschwindet.
Man erhilt S. € C*°(R) durch

7 Selg)dg
) = s e (378)
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3.5 Doppelreihenentwicklungin D = 3 Dimen-
sionen

In D = 3 Dimensionen existieren neben dem marginalen ¢-Vertex in 2.
Ordnung nur irrelevante Impulskerne. Die Bestimmungsgleichung (3.65) wird
von der Funktion V3, im Kontinuum nicht erfiillt [Wie97b]. Auch auf dem
Gitter tritt die (n,r) = (1,2)-Resonanz auf. Sie ist wiederum eine Folge der
(willkiirlichen) Parametrisierung 3(g) = Lg. Wir beheben das Problem durch
eine Doppelentwicklung.

Auf diese Weise erhalten wir eine stérungstheoretische Behandlung analog
der HRG in drei Dimensionen und bestimmen durch die Riickfiihrung des
Gitters auf das Kontinuum die ¢*-Trajektorie perturbativ gemifl [Wie97b].



Kapitel 4

Konstruktionsversuch der
qbfl-Trajektorie im
Hierarchischen Modell

In diesem Abschnitt prisentieren wir einige Ansétze der Konstruktion der ¢3-
Trajektorie im hierarchischen Modell. Wir stiitzen uns dabei auf die Arbeiten
[Por90] und [Alb91].

Im Kapitel 2 haben wir an vielen Stellen gesehen, dafl die dort présentierte
Konstruktion nur fiir 2 < D < 4 giiltig ist. Wir wollen hier die wesentlichen
Faktoren noch einmal auffiihren.

e Die Benutzung einer linearen (- bzw. d-Funktion (2.38), (2.45) ist
unsinnig, da sie zur Identitit verkommen. Ursache ist, dafl die ¢*-
Kopplung in D = 4 Dimensionen marginal ist. In der Stérungstheorie
erweist sich diese Wahl sogar als falsch (Abschnitt 2.3.2).

e Der Trajektorienraum V), ist nicht konstruierbar, da keine Gauf-Tra-
jektorie beziiglich der linearen §-Funktion existiert (Kapitel 2.4).!

e Zur Berechnung der RG-Trajektorie benétigen wir skalierende Poten-
tiale, die Polynome in Kopplung g und Feld ¢ darstellen. Fiir D — 4
fiihrt dies zur Verwendung der kompletten, formalen Stérungsreihe
(2.162). Diese ist praktisch nicht berechenbar und nicht konvergent
(Abschnitt 2.6.4).

'Fiir D — 4 gilt Zgu(0) = Zyv und Zgu(g > 0) = Zgu - die Trajektorie ,verbindet®
also nicht mehr den trivialen Fixpunkt mit dem Hochtemperaturfixpunkt.

109
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e Die Bedingung (2.88) bringt mit sich, daf} eine (nichtstérungstheoreti-
sche) Fixpunktapproximante bereits ein Fixpunkt der RGT sein mu8.

Wir verwenden im folgenden die RGT in der Form

R(Z)(6) = {(Z), 06} - (4.1)

Diese Formulierung vermeidet eine a-Integration vor der Gaufischen Faltung.
T sei die RGT fiir Potentiale. Die charakterisierenden Parameter bestimmen
sich zu

a = L* > 1
6 = L' < 1 (4.2)
¥y = 1-L72 < 1.

Eine mogliche §-Funktion ist das Inverse der in Abschnitt 2.3.2 bestimmten
kubischen (-Funktion

3
Blg) = D bag" (4.3)
n=1
= g—36(L*—1)g* + (432 — 3456 L% — 2592L* + 3456L° + 2160L%)g>

Man beachte, dafl die (-Funktion (4.3) mittels der Transformation
T = U 'TU gewonnen wurde, wobei U(V) = aV ist. Aus der Eigenschaft,
daB (V, B) ein skalierendes Paar zu 7T ist, folgt, da$f auch (I(V), 3) ein skalie-
rendes Paar zu T darstellt. Wir diirfen die Trajektorie somit mit der obigen
(-Funktion konstruieren.

Die storungstheoretische Konstruktion einer Gauf3-Trajektorie gelingt nicht,
da die ¢-Funktion selbst eine unendliche Reihe ist. Setzt man b(g) wie im
Beweis zu 2.4.1 als Potenzreihe in ¢g” an, so 148t sich die Invarianzgleichung
b(g) = b'(0(g)) (vgl. mit (2.60)) nicht mehr nach Potenzen in g ordnen. Fiir
p = 0 ergibt sich z.B. nur die triviale Losung.

4.1 Existenz der Trajektorie

Bei der perturbativen Behandlung im Kapitel 2.3 wurde uns der gravierende
Unterschied zwischen einer Konstruktion in D < 4 und D = 4 Dimensionen
aufgezeigt. Mit Hilfe der linearen J-Funktion findet man in D < 4 fiir die
Bestimmungsgleichungen sowohl in der hierarchischen (2.42) als auch in der
Gitterapproximation (3.29) dieselben Exponenten. Diese zeigen auf, daf fiir
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2 < D < 4 nur endlich viele relevante Vertices existieren. Fiir D = 4 ist o
nicht mehr ordnungsabhiingig und der Massen- und ¢*-Vertex sind in jeder
Ordnung der Storungstheorie relevant bzw. marginal.

Diese Eigenschaft korrespondiert mit den Ergebnissen der perturbativen Be-
handlung der skalaren Feldtheorie. Die dort auftauchende Gleichung fiir den
oberflachlichen Divergenzgrad der Feynman-Graphen (superficial degree of
divergenz) ist identisch mit (2.42) und (3.29). Man spricht von einer renor-
mierbaren Theorie, wenn es moglich ist, die Divergenzen in jeder Ordnung
durch Renormierung der nackten Kopplungen oder Einfiigen von Counter-
termen zu beheben (D = 4). Eine Theorie heifit superrenormierbar, wenn in
der gesamten Storungsreihe nur endlich viele divergente Graphen existieren
(D < 4). Die Theorie ist gewif nicht renormierbar, wenn der Divergenzgrad
mit der Ordnung steigt.? Die Begriffe renormierbar und superrenormierbar
iibertragen sich in die Wilson-Renormierungsgruppe, wenn man sie auf die
Anzahl der marginalen und relevanten Impulskerne bezieht.?

In D = 4 Dimensionen sehen wir uns also mit dem Problem konfrontiert, daf}
der Kopplungsterm, in welchem wir die Trajektorie parametrisieren, marginal
ist. Dies bedeutet, dafl wir keine pauschale Aussage dariiber machen kénnen,
wie sich die ¢*-Kopplung unter der RGT verhilt (wachsend oder fallend), da
der ¢*-Vertex in der Zentrumsmannigfaltigkeit der RGT liegt.* Es ist somit
vollig unklar, welche ¢*-Theorien, definiert durch

1 1
Vio,g0(®) = 5#0@’52 + Ego¢4, (4.4)

nach Zyy flieen. Oder ob iiberhaupt ¢*-artig gestorte Theorien in die Uni-
versalitidtsklasse der freie Theorie fallen.

Rigorose Aussagen sind also nur méglich, wenn wir Kontrolle iiber den RG-
flufl bewahren. Hierzu betrachten wir einen durch das Potential

S

V(9) :z@%w (45)

2Es konnen jedoch in allen Graphen sog. primitive Divergenzen auftauchen. Die Kon-
vergenz eines Feynman-Graphen ist genau dann gewéhrleistet, wenn die Summe aus ober-
flachlichem Divergenzgrad und Divergenzgrade in allen Untergraphen kleiner als Null ist
(Weinberg’s Theorem).

3Man beachte, das ein 2n-Impulskern eine Potenzreihe eines ¢*"-Vertex samt seiner
Ableitungen repriisentiert.

4Exakter: Die Zentrumsmannigfaltigkeit tangiert den Eigenraum zu : ¢* : in Zyy .
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erzeugten Boltzmann-Faktor. Dann bildet (4.1) die Theorie (4.5) auf die ef-
fektive Theorie

o0

V)0 =3 o™ (46)

ab - die Transformation generiert neue Wechselwirkungsterme. Hierbei ist
2;277, — ié2n(k2a veey k2s) (47)

OBdA kann man sogleich einen unendlich dimensionalen Raum von Kopp-
lungen benutzen, und beginnt den ersten Iterationsschritt mit ks, = 0 fiir
n > s. Betrachtet man die trunkierte Transformation R§, der ein Polynom-
projektor in ¢ vom Grad 2s nachgeschaltet ist, so erhalten wir eine Abbil-
dung R§ : R®* — R® mit der Zuweisungsvorschrift (4.7). Die Flufigleichungen
schreiben sich als

8211

12271(]{:2, vy k2s) = W

To(V)(0) . (4.8)

Mittels obiger Gleichung kénnen wir die renormierten Kopplungen ganz be-
stimmter Feldterme explizit berechnen. In [Por90] betrachtet man Ausgangs-
potentiale der Form (4.4) und erhilt

R(e™Vom)(g) = e~V 1 H(g) . (4.9)

Hierbei sind 1 = p1(po, g0) und g1 = g1(to, go) iiber (4.8) berechnet und
H = H(uo,go) iiber die Differenz H := R(e Vko90) — e~Vuro1 definiert.
Es folgt, daB H(¢) = O(¢®) ist, und so liegt die Erweiterung [Alb91] auf
der Hand, sogleich von einem Startpotential der Form e Vkowo + H, mit
Hy(¢) = Hyy g,(6) = O(¢°) auszugehen. Entsprechend (4.9) erhilt man

Ho . p1 (o, 9o, Ho)
90 | — | 91(ko, 90, Ho) (4.10)
Hy H,

Das weitere Vorgehen wollen wir hier nur kurz skizzieren. Das exakte Ver-
fahren findet sich in den oben genannten Referenzen. Zur Untersuchung des
Flufiverhaltens taylort man die Gleichungen fiir die Massen- und die ¢*-
Kopplung exakt (mit Restglied) an.’ Konstruiert man einen Banachraum
der Korrekturterme H iiber H(¢) = h(gi¢) , so lassen sich die bei der

®Man substituiert die Kovarianz v durch v¢ und entwickelt in ¢.
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Entwicklung entstehenden Ableitungen von H mit Hilfe der gewichteten Su-
premumsnorm ||h|| = Supgy, (<o |h(x)e”’| abschitzen. Man erhilt fiir den
n-ten RG-Schritt Gleichungen der Form

1 3 E]
i1 = L*{un + 579 — Yk — 57 Gnbtn + Y02} +O(g2) (4.11)

7 3
Onil = Gn— YYinGn — 57293 + 1072 g2 + O(g3) - (4.12)

Die abgeschatzten Ableitungen der Korrekturterme in H beinhalten Poten-

zen von g2 und flieflen in den Ausdruck O(gn) ein. Das grundsétzliche Ver-
halten der effektiven Kopplungen unter DT (g — g und p — L?pu) findet sich
auch in der vollen Transformation. Das intuitive Gefiihl, die Massenkopplung
wiirde bei jeder Wahl von (uy, go) bei unendlicher Tteration ob des L? Faktors
explodieren, wird z.B. in [GK84], [Por90] oder [Alb91] widerlegt:

Satz 4.1.1

Vigl <1 Fpelg)=g20(g2) : lim R™(e V) = Zyy (4.13)

n—oo

Fiir die renormierte Massen- und ¢*-Kopplung bedeutet dies eine gleichmé8i-
ge Konvergenz gegen Null.® Die kritische Massenkopplung pe(g) mufl aus
der Menge (),cnlnsBp] = [limap,limB,] stammen’. Da man die genaue
Struktur der Intervallgrenzen nicht kennt, erhalten wir nur einen Beweis
fiir die Existenz einer kritischen Massenkopplung, aber nicht ihre explizite
Abhéangigkeit von g.

Fiir den effektiven, irrelevanten Term findet man in [Alb91]

1 1 1 _1
hn+1(¢) = ﬁﬁo(hn) + gﬁF + O(||hn||2, gﬁ “hnHagn 2Un||hn||agna ,U’n) : (414)
Arbeitet man mit der kritischen Masse, d.h. gy = p.(go), so gilt

O(g;%unﬂhn”) = O(gé||hn||) Benutzen wir nun noch, da§ die Normen des
linearen Operators £y und der Funktion F beschrinkt sind,® und wir L be-
liebig grofl wihlen diirfen, folgen ||h,1|| < ||hs|| und die Konvergenz des
Restes h,, gegen Null.

6Die gleichméBige Konvergenz ist fiir p. als Funktion von g zu verstehen. Er leitet sich

3
aus den Eigenschaften |g,| < n+1 und |p, + %7Lf—i1gn| < Dg? ab.
"Es gilt die Relation [an11,Bn+1] € [an, Bnl-
8Die Funktion F heifit bei Albuquerque hg.
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Mit Hilfe der Anfangstheorien (4.9) unter den Voraussetzungen von Satz
4.1.1 und additiver Wirkungen Hj gelingt es uns, einen diskreten RG-fluf} zu
konstruieren, der in den trivialen Fixpunkt lduft. Es bleibt die offene Frage,
ob diese Punktfolgen den Eigenschaften einer ¢*-Trajektorie geniigen.

4.2 Konstruktionsversuch

Dieses Kapitel tragt seinen Namen nicht zu unrecht, da die vorgestellte Kon-
struktion nicht rigoros ist. Ursache ist die Verwendung eines nicht vollstandi-
gen Vektorraumes von Korrekturen. Komplettiert man diesen, so gilt es, wei-
tere Abschédtzungen zu beweisen, was uns bis dato nicht gelungen ist. Wir
wollen das Verfahren dennoch vorstellen, um an entsprechenden Stellen auf
Probleme, offene Fragen und Ideen einzugehen.

Wir verwenden im folgenden die RGT (4.1) mit einer §-Funktion der Form

5(9) =g+ 0(g) . (4.15)

Fiir unsere Konstruktion reicht auch® §(g) = g + o(g), allerdings erfiillt das
Inverse der kubischen -Funktion (4.3) die Gleichung (4.15), so dafl wir mit
dieser Definition arbeiten werden. Desweiteren sei § stetig differenzierbar.
Auch diese Eigenschaft weist § = 37! nach dem Satz iiber die Ableitung der
Umkehrfunktion (4'(g) # 0) auf. Die Reparametrisierung ¢ 148t sich nach
oben und unten wie folgt abschitzen:

VO >13g€R : g<d(9)<Cyg (4.16)

Bei der Suche nach einer Funktion Z(¢, g), die einen Fixpunkt der erweiterten
RGT R x * darstellt, teilen wir die Wirkungen analog dem Verfahren in
2 < D < 4 Dimensionen in einen approximativen Fixpunkt Z; und einen
Rest H. Es sei im folgenden

Za(g) = e 00 = -t _ galt-o6) (4.17)

Es handelt sich hierbei um den linearen Anteil des perturbativen Fixpunkt-
potentials. Man beachte, dafl Z; kein Fixpunkt der erweiterten linearisierten
Transformation DT (Z1)(#,0(g)) ist. Die Wahl von (4.17) stellt auf dem er-
sten Blick einen Riickschritt dar, da dem Verfahren aus Kapitel 2 die Tendenz
innewohnte, fiir D — 4 immer bessere storungstheoretische Approximanten

°£(9) € olg) & limy_p £ =0
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zu benutzen. Die lineare Ndherung reichte dort nur fiir Probleme in D < %
[Wie97a]. ! Dennoch kann diese Approximante als Testobjekt dienen, um
uns fehlende Restriktionen aufzuzeigen.

Wir schreiben die Invarianzgleichung nach H um und erhalten

F(H)(¢,9) =R x 6*(Z, + H)(¢,9) — Z(0, 9) - (4.18)

Als néchstes konstruieren wir einen Banachraum, auf dem F selbstabbildend
ist. Dazu bendétigen wir die Konstanten

Ago € RY. (4.19)

In Zukunft sei gy immer so gewéhlt, dafl alle Abschdtzungen giiltig sind. Wir
kennzeichnen das Auftreten solcher Re-Definitionen durch die Angabe eines

9
go iiber dem Relationszeichen, z.B. A go B. Sofern keine Mehrdeutigkeiten
auftreten nennen wir alle Konstanten, die in Abschitzungen auftauchen, C,
so dafl z.B. eine Ungleichung der Form x < 3C' < C' zulissig ist.

Der Banachraum der Korrekturen B bestehe aus reelwertigen Funktionen
H (¢, g) iiber P,,, die folgende Eigenschaften besitzen:

H(,g) € C'(R) (4.20)
H(g,) € C([0,g)) (4.21)
H(-,9) € ZyR) (4.22)
HR,9) € R (4.23)
H($,0) = 0 (4.24)
0,H(4,0) = 0 (4.25)
H(0,9) = 0 (4.26)

Hierbei gewéhrleisten (4.24) und (4.25), da§ Z; + H die Anfangsbedingungen
einer ¢*-Trajektorie 2.2.1 erfiillt. (4.26) sorgt dafiir, dal Z; + H; normiert
ist. Fordern wir nun noch, dafl

max sup  sup |8;’H(¢,g)e)‘g¢2| < 00, (4.27)
=01 g€10,90] peG (k) (g)

so wird B zu einem R-Vektorraum und durch die Norm

2
|H|| := max sup sup 07 H (o, g)er?| (4.28)
"= ge[0,g0] pER

0Es gilt op = %
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komplettiert.

Fiir den weiteren Verlauf der Konstruktion sind die Selbstabbildungs- und
Kontraktionseigenschaften von F essentiell. Es gelingt (uns) jedoch nicht,
diese fiir Objekte 0,F(H) zu zeigen. Das vorgestellte Verfahren ist somit
nicht vollstéindig oder unméglich. Wir sind nur in der Lage, die ¢*-Trajektorie
beziiglich der ,,Norm*

|H]|| := sup sup [H(¢,g)e*”’|, (4.29)
9€[0,90] 4ER
zu berechnen. Diese vervollstindigt jedoch nicht den Raum B, da dieser
beziiglich der Kopplung g aus C'-Funktionen besteht. Die partielle Differen-
zierbarkeit der Korrekturterme ist jedoch eine notwendige Voraussetzung,
denn

o die ¢*-Trajektorie ist per Definition in g = 0 differenzierbar. Es folgt
Differenzierbarkeit in einer Umgebung von Null, die sich OBdA iiber
[0, go| erstreckt (Definition 2.2.1),

e die Konstruktion stiitzt sich auf eine Interpolation, die Differenzierbar-

keit in g voraussetzt (4.35).

Desweiteren gewéhrleistet die Norm (4.29) natiirlich nicht, dafl die Ableitun-
gen 0,H beschrénkt sind. Dies sind die wunden Punkte der Konstruktion.

Man priift schnell nach, daf eine Funktion F(H) ebenfalls die Eigenschaften
(4.20) bis (4.25) besitzt. So gilt z.B.

0y F (H)(¢,0) (4.30)

= —a(Z 055 [ dn(OFO): 36+ 0) 1 ¢ =0,
Die Eigenschaft F(H)(0, g) folgt nur bei Verwendung der normierten RGT.
Obwohl wir diese Transformation im Konstruktionsbeweis nicht benutzen,

wollen wir OBdA gemif (4.26) normierte H voraussetzen. Statt der Bedin-
gung (4.27) zeigen wir die

4.3 Existenz eines invarianten Balls

Eine wichtige Voraussetzung zur Anwendung des Fixpunktsatzes von Banach
ist die Selbstabbildungseigenschaft. Diese wollen wir nun beziiglich (4.29)
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zeigen. Definieren wir fiir u € R die abgeschlossene, konvexe Menge
B —{H ¢ B||H| <} , (4.31)
so miissen wir die Existenz eines 1 > 0 zeigen, so daf

F.BW _ g (4.32)

gilt. Die Wahl der RGT mit duflerem «, das OBdA eine natiirliche Zahl sei,
erlaubt folgende Zerlegung

F (9, 9) (4.33)
= (B0~ 21(000) + 3 () (A 0(a5 5 (EC 80

=:A(¢,9)

Mit Hilfe der Sétze 4.5.1,4.5.2 und 4.5.3 gelingt es uns, fast alle Summanden
aus (4.33) abzuschitzen. Es bleibt der Term

a (Z1(8(9)))5 g (H(-,8(9))), 55 - (4.34)

Dieser Ausdruck ist auch bei den Arbeiten von Pordt und Albuquerque pro-
blembehaftet. Da fiir H € B die Eigenschaft H(#,0) = 0 gilt, ergibt sich
hier

(HC80)) 0 = [ 50 (HC,55(0) 0

_ 5(g) sup / 1 (C) 10, H (B + ¢, 58(9))|

s€[0,1]
2 CglH] . (435)

Es folgt
@ 0] g0
F(H)($,9)e*"" | < Cag+aCugl|H| + ) <k>Ck||H||k <u.  (436)
k=2

Es ist natiirlich moglich, alle Terme mit Hilfe der Interpolation (4.35) ab-
zuschédtzen. Wir wollen dieses Hilfsmittel, das in der Norm (4.29) ungiiltig
ist, jedoch nur dort benutzen, wo keine anderen Abschitzungen greifen.

Als zweiten Schritt gilt es die Ungleichung

10 F(H)|| < 11 (4.37)
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zu zeigen. Mit dieser Abschitzung haben wir uns bisher nicht sehr inten-
siv beschéftigt. Die Wahrscheinlichkeit, aus der differenzierten Abbildung F
kleine Faktoren in g oder ||H| zu extrahieren, wirkt auf den ersten Blick
gering. Unsere Skepsis begriindet sich in folgendem Argument:

Ableiten nach g generiert einen Term (k=1)

a(Z1(+,6(9)))5 55 0 (H (-, 6(9))) 5
= a(Zi(-6(9))5558'(9) (O H(-,6(9))), 55 - (4.38)

Da §'(g) = O(1), miissen wir (9,H(-,6(g))), g, analog (4.35) interpolieren.
Das so entstehende 8§H findet sich jedoch nicht mehr in B und kann folglich
nicht {iber die Norm abgeschétzt werden.

Eine Losungsidee stellt die Einschrankung des Banachraumes auf C*°-Funk-
tionen in g dar. Auf diese Weise wiirde |0y H| < ||H|| fiir alle n gelten.
Dann gilt es jedoch zu beweisen, daf} alle Terme |0, F(H)(¢, g9)|e=9%" durch
i beschrankt sind.

4.3.1 Ein anderer Weg

In [Por90] und [Alb91] tritt die Abschitzung des Problemterms (4.34) eben-
falls auf. Dort haben die Autoren den Vorteil, dafl ihre Korrekturterme von
der Ordnung O(¢%) sind. Sie erreichen dies, weil der abgespaltene Summand
(4.9) durch die renormierten Massen- und ¢*-Kopplungen (4.8) generiert
wird. Dieses Vorgehen kommt fiir uns jedoch nicht in Frage, da wir die unter
R x 6* invarianten, in g parametrisierten Kopplungen des ¢2- und ¢*-Vertex
nicht kennen. Das construction mapping soll uns diese im Limes ja gerade
erzeugen.

Dehnt man das Integrationsgebiet auf die g-abh&ngigen komplexen Streifen

GW(g) = {¢ eC

gi[tmg] < k} (4.39)

aus und betrachtet den Raum der dort holomorphen Funktion, so wird die-
ser, sofern man sich auf stetige Funktionen in g beschriankt, durch die Supre-
mumsnorm (4.29) komplettiert. Die Einschrinkung auf G*)(g) erméoglicht
die Abschitzung des Betrages von e 9¢* gegen eine Konstante.'! Den Pro-

1
''Es liegt auf der Hand, im Komplexen mit der Norm ||H|| = supp, [H (4, 9)e*9¢*| zu

arbeiten. Mit ihr ist es moglich, Polynome in g%qb zu dominieren. Bei unseren Rechnungen
machte es jedoch keinen Unterschied, welche Norm wir benutzten.



4.3. EXISTENZ EINES INVARIANTEN BALLS 119

blemterm spaltet man nun entsprechend
o (21 (95 (H (- 5(0)),
- af 450, (24,50 (50,0
+72(86,6(0)° H(88,5(9)) (4.40)

auf. Zur Behandlung des zweiten Summanden taylort man H (3¢, 5(9))6§(ﬂ¢)2
in der reskalierten Feldvariablen 3¢ an.!?

2

H(88.80)eF 0" = 3" o

1 6 c.2
SO H(x,8(g))e

02" H(x,6(9))es®"|  (Bo)™

x=0

pe (BO) (4.41)

s€(0,1)

Die zusétzliche e-Funktion wird durch Multiplikation mit e~ 589’ wieder ent-
fernt. Dieser Term dominiert dann auch die bei der Entwicklung entstehenden
Potenzen in 3¢.

Die Elemente aus B besitzen im Gegensatz zu den Korrekturen in [Por90] und
[Alb91] sehr wohl quadratische und quartische Anteile. Sie bereiten jedoch
keine Probleme, denn es gilt:

€~ 2

83 H (x,0(g))e>™ = 87H(x,0(g)) (4.42)

= 0H(x,6(9))

x=0

o 6c02H(x,6(g))| (4.43)

x=0

x=0
2

O H (x,8(g))eX

x=0 X=

Mittels der Cauchyschen Ungleichung und Benutzung eines Radius von
R="%g71 (= Ur(0) € G™(g)) lassen sich (4.42) und (4.43) gegen Cgz| H]||
abschétzen. Da man auch die Ungleichung

Z1(B¢,5(g))> < Cle 2%’ (4.44)

fiir komplexes ¢ € G*)(g) herleiten kann (Satz 4.5.4), verliuft die Abschitzung
des Betrages des Taylor-Polynoms durch Cgz||H|||e=*9%| problemlos. Der
vorangestellte Faktor a wird von der Wurzel in g dominiert.

Einziger Knackpunkt bei dieser Beweisfiihrung ist das Restglied. Die Idee,
die bei den Beweisen von Pordt und Albuquerque Anwendung findet, ist
die Abschitzung durch L, da man durch das Monom (8¢)¢ einen Faktor

12Man beachte (4.22) und (4.26).



120 KAPITEL 4. ¢;-TRAJEKTORIE DER HRG

aB% = L2 extrahieren kann. Mit diesem kann man fiir groe L die benétigten
kleinen Vorfaktoren erzeugen. Im Restglied taucht nun allerdings die kiinst-
lich integrierte Exponentialfunktion explizit auf. Thre Kopplungsfreiheit im
Exponenten fiihrt bei einer Cauchy-Abschidtzung zu Problemen: Als Radius
wihlen wir R = (1—8)kg™¢. Auf diese Weise erfiillen wir Ug(8¢s) C G®(g).
Damit folgt jedoch

sup e M@V 20 (4.45)
YEOUR(Bos)

da Re?(¢) fiir g — 0 divergiert.

Eine weitere Moglichkeit ist, die Taylor-Potenzen 3¢ nicht durch einen kiinst-
lichen Faktor zu dominieren, sondern mit Hilfe von Z;. Da wir die Abschitzung
(4.44) auch mit /g statt g und 2 statt X filhren konnen, siehe 4.5.4, gelingt
eine Abschétzung der Form
a-1] % “Ag%g?| | —Agg?
|21(88,8(9))* T < C'le 7| e
Wir vollfiihren also eine Taylor-Entwicklung des nackten H(B¢,d(g)) und
schiatzen die Ableitungen mit der Cauchy-Formel ab. Mit diesem Verfah-
ren gelingt es, das Restglied zu kontrollieren: Wir adjungieren den Cauchy-

(4.46)

1
Faktor g2 an ¢® und dominieren durch |e=9%¢*|. Nun bendtigen wir fiir die
¢-Monome 2. und 4. Grades ebenfalls die Cauchy-Faktoren g% und g. Die

g-Potenzen konnen somit nicht mehr die Vorfaktoren ,klein machen“. Was
bleibt, ist z.B. der Massenkoeffizient 8Ca3%k~2 = 8CL2k~2.

Nun mag man glauben, dafl nur eine geniigend grofle Wahl von & geniigt, um
die Vorfaktoren der || H |||e~*9%"|-Terme zu verringern. Tut man dies, muf man
jedoch genaue Kenntnis iiber die L-Abhingigkeit der Koeffizienten besitzen.
All unsere Berechnungen haben bisher ergeben, dafl die Vorfaktoren in einem
solchen Mafle von L abhingen, dafl eine Dominierung durch geeignete Wahl
von k nicht moglich ist.

Das heif}t jedoch nicht, dafl es unméglich ist.

4.4 Die Kontraktionseigenschaft

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl eine Zahl 0 < ¢ < 1 existiert, so daf fiir
alle Hy, Hy € B® die Beziehung

|F(Hy) — F(Ha)|| < ql|Hy — Ha| (4.47)
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erfiillt ist. Gemeinsam mit den Eigenschaften, daB B als abgeschlossene Un-
termenge des Banachraumes B vollstindig und F nach (4.3) selbstabbildend
sind, gewinnen wir wiederum aus dem contraction mapping theorem [Sma80)|
die Erkenntnis, da8 F einen Fixpunkt in B® besitzt. Man konstruiert die-
sen, indem man einen beliebigen Startpunkt aus B®*) (z.B. 0) unendlich oft
iteriert. Die ¢*-Trajektorie bestimmt sich zu

Zy + lim F*(0) . (4.48)

n— 00

Beweis:

| F(Hy) — F(Hs)|

IN
Q
N———
S~
N
o
—
(=)
—~
Q
N—
N—
Ny
2R
> |
S 3
——
N
=
—
(=)
—~
Q
N—
N—
Nyt
=2 3
=
©
s
=
—~
=3
—
Q
N—r
N—r
Nyt
2 3
i
<
——

s (Z) (20, 8(0) 550 [(CF — H)(8(0)))
< ST (L 8(0))" g (Hol 605

Fiir diese Rechnung nutzt man die Relation 2" —y™ = (z—y) z;é_k ghyn—1-k

und die Linearitdt der Gauflschen Mittelwertbildung aus. Das weitere Vor-
gehen hidngt vom Summenindex n ab. Fiir alle n gilt

((Hy = H2)(,0(9)))y 55| < |Hy — Hal| - (4.49)

Im Falle n = o miissen wir sogar gegen ||H; — Halle *9% abschitzen, da die

Ungleichung (Z:(-,4(g)))5 g5 < Ce 2 nur fiir n # « gilt.

Fiir den Betrag der inneren Summe in (4.49) existiert die obere Schranke

3
—

(H1 (-, 6(9))) 5 (Ha(-,8(9)))] g || < ™, (4.50)

0

>
i

die man durch entsprechende Wahl von g fiir n # 1 beliebig klein machen
kann.

Der Fall n = 1 bedarf einer Sonderbehandlung. Analog zu (4.35) arbeiten
wir aus dem Ausdruck ||H; — Ha|| einen g-Faktor heraus.

Die Abschitzung des Terms |9, F(H)(¢, g)e 9%’ | steht noch aus. Wir rechnen
jedoch mit dhnlichen Problemen wie in (4.3).
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4.5 Abschitzungen

Die folgenden Abschétzungen sind zu einem groflen Teil fiir reelle Felder
hergeleitet. Sie bewahren ihre Giiltigkeit jedoch auch auf dem komplexen
Streifen (4.39). Fast alle auftauchenden Konstanten sind L-abhingig. Dies
spielt jedoch keine Rolle, da L ein beliebiger, aber fester Parameter ist. Des-
weiteren sind die (vom Blockparameter abhidngigen) Konstanten immer an
Potenzen in g oder ||H|| gekoppelt, so daf kleine gy oder u die Koeffizienten
dominieren.

Satz 4.5.1 (Die Giite der linearen Approximante)

3o € R V(h,9) €Pyy : |A(¢,g)] < Cgre 9%’

Beweis: Wir definieren

R (¢,9) = {/dﬂuy's(C)e_(Vl(-,J(g)»‘y(lS),5¢+C}a - (4.51)

Diese Interpolation ist fast identisch mit (2.150). Sie beschneidet ¢ jedoch
nicht in g und legt die RGT mit externem « zugrunde. Ferner leiten wir
in diesem Abschnitt die Giite-Ungleichung iiber die Cauchy-Formel her. Es
wire aber genauso gut méglich, den Beweis mit kleinen Anderungen analog
Kapitel 2.6.7 zu fiihren.

Aus den Eigenschaften Ry(¢,9) = Z1(¢,6(g)) und R; = R x §*(Z;) folgt die
Beziehung

A g) = / dsd, {Ru(d,9) + Z:(6,58(0) + (1— 8)g)} . (452)

0

Mit Hilfe der Relationen |6(g) — g| g§0 C1g%, |s6(g) + (1 — s)g| 920 4C5g und
ppti=1(¢? —6)2 + 14" — 15 > %4 — 15 erhélt man

/ dsd,Z,(¢, 58(g) + (1 — 5)g)

0

< 0192| : ¢4 : |6702g¢4e*02g¢4+6002g

< Cyg {(gicﬁ)‘1 +6g2(gi0)? + 39} o~ CalgF 9)* 93, +60C2) — g7

g

< Cge (4.53)
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Fiir die differenzierte Interpolierte gilt |ar® 19,r,| < C|0,r,|. Wir erhalten

2

[Wie97aj

18,748, 9)| 23 [ din(©) {Bsge IO 002}

1 4, 2
=2y [ (©) |y B (4.54)

Y=B¢+(

Die Funktion exp{—%8(g) : ¢¥* :1_,(1_s)} ist fiir ¢ € C eine ganze Funktion.
Schitzen wir den Betrag der i-Ableitung iiber die Cauchysche Ungleichung
mit einem Kreisradius R = §(g) ¢ ab'® und benutzen [Por90]

2

Vp e RVx € CVs € [0,1]Ja,b€R : Re: (¢+X)* 114019 %—a|x|4—b

(4.55)
so erhalten wir
(4.54) < 27/@75(05(9)%6%6(9)(ﬁ¢+<)2+a+ba(g)
< Cgie” (4.56)

Die Gaufische Integration der quadratischen Form fiihrt man exakt aus (Satz
2.1.2) und schétzt dann ab.

Satz 4.5.2 (Potenzierte Gaufische Erwartungswerte von Z;)

390,C € RT ¥n € N Vs € [0,1] ¥(¢,9) € Pyy : (Z1(,0(9))), 54 < Ce ™9

Beweis: Man benutzt 6(g) 2 g (4.16) und™ : ¢* 1> p*—6¢? > rop?—1(r+6)>
fiir beliebiges, reelles r. Es folgt mit Re-Definition von C' nach Gauf3scher
Integration

<Zl("5(g))>'ys,ﬁ¢ < C/dﬂ’ys(oegr(ﬂdﬂroz < 067913;5597-(]52

(4.57)

Wihlt man 2r3% > ), so existiert ein s-unabhéngiges go, und die Behauptung
des Satzes fiir n = 1 folgt. Fiir n > 1 gilt sie trivialerweise.

13Da der A-Term fiir ¢ = 0 verschwindet, sei OBdA g # 0. Desweiteren liegt jeder
abgeschlossene Kreis um v im Holomorphiegebiet C, und die Cauchysche Ungleichung

| ()| < g—,’, SUP|y|—R |f(¥ + x)| ist anwendbar.
Myt = (2 — 2E0)? 4 (r + 6)y? — L(r +6)°
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Satz 4.5.3 (Potenzierter Gauf3scher Erwartungswert von H)

1
Vi > SI%3g € RVs € [0,1] V(6,0) € Pay ¢ (H(,6(9))) g < | H|"e 9%

Beweis: Mit 4(g) gzo g (4.16) erhilt man die Abschétzung
n n_— 2n8% o
(H(,8(9)) 5| < |[H|"e rezmma® (4.58)

Fiir kleine gy ndhert sich der Nenner im Exponenten beliebig nahe der Eins.
go ist nicht vom Interpolationsparameter s abhingig, da 1+ 2ysAg in diesem
monoton steigend ist und so gg fiir s = 1 bestimmt wird.

2 2
5wy (4.59)
14 2vysAg

erfordert die notwendige Bedingung 2n > L2. Wir merken an, daf diese
Eigenschaft fiir n = o gewif} erfiillt ist.

Satz 4.5.4 (Abschéitzung von Z; mit komplexem Feld)

go Y
3C, g0 € R Vg € [0,g0] Yo € GV(g) : |Z1(89,8(g))° 7" £ Ce9%"]

Beweis: Fiir alle ¢ € G*)(g # 0) und ¢,r € R gilt:'®

Re(: (B +Q)* 1) = {2r —66°Im*(¢) — 6} (BRe(¢) +)* — 77
> {2r 632k — 6} (BRe(¢) + ¢)? — 12(4.60)

g 1 90=1 1
Vergessen wir nicht 6(g) 20 g und g2 OZ g, so fiihrt die Wahl von r = Cg2
mit (2C — 63%k% — 6g2) > A(a — 1)"* zum Ziel.

15Man benutzt hierbei Re*(z) > 2rRe?(z) — r? fiir alle komplexen z und reellen 7.



Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Konstruktion der ¢*-Trajektorie in zwei verschiede-
nen Modellen (HRG/GRG). Dabei hétten die Behandlungsmethoden unter-
schiedlicher nicht sein konnen: Der rigorosen Beweisfiihrung in der hierarchi-
schen Approximation stand die Storungstheorie auf dem Gitter gegeniiber -
eine Konsequenz der wesentlich h6heren Komplexitit des ,,groflen Bruders®.

Betrachtet man den Berechnungsaufwand in der HRG

e Konstruktion eines geeigneten Banachraumes

e Beweis von Invarianz- und Kontraktionseigenschaften durch
Norm-Abschitzungen

e Suche nach geeigneten approximierten Fixpunkt-Trajektorien

e Berechnung der Approximanten durch Storungstheorie,

so liegt es auf der Hand, dafl die in der GRG oder der kontinuierlichen RG
zu 16senden Probleme um ein Vielfaches komplexer sind. Zudem ist die Ma-
thematik einer reellen oder komplexen Verdnderlichen besser verstanden und
erforscht als das Gebiet des Pfadintegrals [GJ81].'® Dies macht die Konstruk-
tion in der hierarchischen Approximation jedoch nicht trivial.

Das wesentliche Defizit der Berechnungen im 2. Kapitel besteht in der Be-
schrinkung der Kopplung g durch go. Obwohl dieser Tatbestand gegeniiber
der Storungstheorie, deren perturbative Reihe nur fiir ¢ = 0 konvergiert,
einen grofien Vorteil ausmacht, sind wir von dem eigentlichen Ziel, dem
Ausfiihren des Limes g — oo, noch weit entfernt. Es gilt also das Verfah-
ren in der Hinsicht zu verbessern, dafl alle g-abhingigen Abschitzungen un-
abhéngig von einer Maximalkopplung gy werden. C. WIECZERKOWSKI hat

6Dieses Zitat soll die Verdienste der Autoren J. GLIMM und A. JAFFE nicht schmilern,
sondern betonen!
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sich dieses Problems angenommen und prisentiert in der Uberarbeitung von
[Wie97a] ein allgemeineres Losungsprinzip.

Eine sinnvolle Erweiterung des Verfahrens ist sicherlich der Beweis, dafl
auch Baumgraphenpotentiale approximierte Fixpunkte generieren. Da sie die
Baumschranke trivialerweise erfiillen, muf3 man nur noch die Giite-Abschéit-
zung zeigen. Der Vorteil von Baumgraphen liegt auf der Hand: sie sind mit
der Koeffizientenformel (2.124) in jeder Ordnung explizit berechenbar. Des-
weiteren sind die Kettenbriiche, die bei der Berechnung einer Obergrenze fiir
die Baumgraphenschranke entstehen, einfacherer Natur.

Eine weitere interessante Aufgabe stellt die Bestimmung des Grenzwertes der
effektiven ¢?-Untergrenze A\ dar.

Das weitere Vorgehen bei der Behandlung des Problems in D = 4 Dimensio-
nen ist klar: es gilt die Konstruktion zu komplettieren. Das Manko unseres
Verfahrens ist, da} der approximierte Fixpunkt nicht ,gut genug“ ist. Die
Korrekturterme enthalten quadratische Felder und ¢*-Anteile. Da wir in vier
Dimensionen nicht wie in D < 4 mittels eines § < 1 grofle Terme domi-
nieren kénnen, miissen wir die RGT-internen Parameter o und 3 benutzen.
Die linearisierte RGT zeigt uns (Eigenwerte), dafi dieses Vorhaben nur fiir
Feldpotenzen der Ordnung sechs gelingt. Aus diesem Grund sehen wir die be-
sten Chancen in einer Aufteilung des Potentialraumes: Ein zweidimensionaler
Raum fiir Massen- und ¢*-Kopplung und ein , Restraum®- in der Hoffnung,
daB die Behandlung des endlich dimensionalen, nicht trivialen Problems (eine
relevante und eine marginale Richtung) losbar ist.

Auf dem Gitter gelang die perturbative Behandlung mittels der 7-Funktion,
die es uns ermdoglichte, die Ideen der Kontinuumslésung [Wie97d, Wie97b] zu
adaptieren. Ein grofler Nachteil ist die fehlende Berechnung des reduzierten I'-
Kernes, den man fiir eine allgemeine Form der Beweise ben6tigt. Aus diesem
Grund ist auch die Berechnung der zweiten Ordnung noch nicht beendet.

Allerdings stellt sich die Behandlung der Kontinuumstheorie in drei Dimen-
sionen auch nicht so einfach dar wie in D = 4. So ist es uns z.B. nicht gelun-
gen, die Faltungen, die sich bei der Berechnung der Impulskontinuumskerne
in zweiter Ordnung ergeben, vgl. z.B. (3.60), explizit zu lésen. Numerisch
kann man jedoch zeigen, da8 der Impulskern IA(ZC"Q”t(O) nicht verschwindet
und eine Doppelentwicklung in g und log g notwendig ist.



Anhang A

Notation
N, = {k,k+1,..}
Z, =Z/kZ ={0,....k—1},Zy =Z
M, Die Gruppe M reduziert um das neutrale Element.
Bei einem Korper bezieht sich dies auf die Additi-
on.
[(z1,..yzn)] = ([z1], .., [22])
c™(U) Menge der auf'U n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen
Zs(U) Menge der Abbildungen Z : U — R mit Z(¢) =
Z(—¢) firallep € U
Kovarianz Reeller?, symmetrischer, positiv definiter Opera-
tor?
Se(U) =U x i(—€,€) mit U CR
o) Die Menge der auf dem Bereich*U C C holomor-
phen Funktionen
Lo |- Il I, = {(an)| (2, Janl?)? < oo} ist beziiglich der
Norm ||(an)|l, = (32, |an|P)? ein Banachraum.
L(H(a)) ={f:H(a) — H(a)|f linear}

1OBdA sei U offen. Ansonsten definieren wir C*(U) = Nucos fen c ().
20 reell & O(z,y) € R fiir alle z,y

3auch positiver Operator oder Operator > 0

4offene, nichtleere Teilmenge
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Anhang B

Formelsammlung

Wir geben eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Erkenntnisse {iber
die Normalordnung und das Gauflsche Maf3. Weitere Informationen finden
sich z.B. in [GJ81, Geh97, GS96, Rol96].

B.1 Normalordnung

Die Normalordnung begegnet uns in vielen Bereichen der Physik. Normal-
geordnete Ausdriicke liefern hiufig die kanonische Formulierung eines Pro-
blems. In der Feldtheorie steht der Normalordnungsbegriff im allgemeinen
fiir das Entfernen der divergierenden Nullpunktsenergie aus den Zustédnden.
Im Kontext der RG erweisen sich die normalgeordneten Monome als Basis
von Eigenvektoren beziiglich der linearisierten RGT am trivialen Fixpunkt.

Wir betrachten das erzeugende Funktional

Ce(8T) o (@) 5 () (B.1)

¢ und J seien Elemente eines Hilbertraumes - in unserem Fall Felder auf
dem Kontinuum R? oder dem Gitter A(a), v eine beliebige Kovarianz. Ein
beziiglich ¥ normalgeordnetes polynomiales Funktional wird iiber die Funk-
tionalableitung [MM94] definiert.!

sp(x)™ L ()™ (B.2)

L Auf dem Gitter muf die Funktionalableitung nicht definiert werden, da man die Feld-
Spins ¢(z), z € A(a) explizit mit den iiblichen Differentiationsregeln fiir eindimensionale
reellwertige Funktionen ableiten kann.
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Hlm|
- e(®T) .

= : .,, B.3
aJ(-Tl,l)---J(-Tl,ml)---J(wn,l)---J(wn,mn) m»J'::Om> ( )

Man sieht sofort, da8 die Normalordnung linear ist und erhélt z.B.
cp(z1) W = é(z1) (B.4)
th(z)p(z2) W = P(z1)p(T2) — v(21,72) - (B.5)

Die Normalordnung von Polynomen R — R erh&lt man, wenn man auf dem
Gitter A(1) arbeitet, die ultralokale Kovarianz v(z,y) = vé(z,y) benutzt
und ¢ = ¢(x) setzt. Die normalgeordneten Monome sind reskalierte Hermite-

Polynome:
Pute) = 0= () 1o () (B.6)
n,v . 22 2 n \/ﬁ .
Eine weitere Definition der normalgeordneten Polynome, die auch auf be-

liebige Funktionale ausgeweitet werde kann, ergibt sich aus der Anwendung

des Differentialoperators exp {—% (%, u%)} auf das polynomiale Funktio-

nal. Die Aquivalenz zeigt man durch Berechnung von (B.1), indem man den
Normalordnungsoperator auf exp(¢, J) anwendet.

Mit J(z) = Jé(x — z;) folgt die , Vereinfachung*

n

~aJn

: B(z1)" exp {J¢(x1) - %u(ml, xl)ﬂ} (B.7)

J=0

Fiir n-Punkt-Funktionen setzten wir J(z) = Y. | Jnd(z — z,,) und be-
trachten entsprechende Mehrfachableitungen. Mit Hilfe dieses Tricks zeigt
man z.B. leicht die Fusionsformel [Rol96]

: ?(371)"1 i §(2)™ 1
= mm%’”}m! <n1> <n2> v(w1, 2)™ @)™ " P(22) ™ 1 . (B.8)

m m
m=0

B.2 Gauflsche Mafle

Fiir n-dimensionale Kovarianzen 7 ist das Gauflsche Maf} auf dem R"

.: d*¢ )
() 1= ek (8.9)
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wohldefiniert und auf eins normiert. (-,-) bezeichnet das euklidische Skalar-
produkt des R"™. Aquivalent dazu ist die Definition iiber die charakteristische
Funktion

/du7(¢)e(¢’1) — e300 YJeR". (B.10)

Sollte n — oo oder der zugrunde liegende Raum gar von iiberabzdhlba-
rer Dimension sein, d.h. es existiert keine abzdhlbare Basis, wie z.B. beim
Kontinuums-Pfadintegral, so wollen wir Gleichung B.10 als alleinige Defi-
nition betrachten. Dabei mufl dann die Wohldefiniertheit des Exponenten
gewéhrleistet sein. Im abz&hlbar unendlich dimensionalen Fall kann man z.B.
das Mafl auf den Folgenraum [, einschrdnken und fordern, dafl die Kovarianz
in der Operatornorm finit ist. Es folgt

1Ty D)l < Il < oo (B.11)

Da aber schon die physikalische Kovarianz ﬁ unbeschrinkt ist, miissen wir

zur Regularisierung haufig kiinstliche cutoffs einfiihren, die nach einer Be-
rechnung wieder entfernt werden.

Zitieren wir den Satz von Bochner [Geh97], so folgt die Wohldefiniertheit
der Definition (B.10) aus der Eigenschaft, daB e 277 als in J stetige, posi-

tiv (semi)definite Funktion Fourier-Transformierte eines endlichen, positiven
Mafes ist.?

Mit Hilfe des Gauflschen Mafles definieren wir die Integraltransformation

(o= [ durf)2(6+0) (B.12)

und nennen sie das Gauflsche Mittel mit Kovarianz v und Mittel ¢.

Zwischen (B.12) und der Normalordnung besteht ein fundamentaler Zusam-
menhang:

( 2() t)ys = 2(8) sy - (B.13)
Fiir polynomiale Funktionale beweist man diesen Zusammenhang, indem
man das GauBische Mittel der erzeugenden Funktion : e(%) : berechnet.

Fiir zwei Kovarianzen 7,7, gilt die Faltungsformel fiir Gaufische Mafe:

/dM71+72(<)Z(¢ +¢) = /dun(Cl)d%(Cz)Z(cb + G+ G) (B.14)

2Man erhilt (B.10) mit der Substitution J — iJ.
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Eine weitere Abbildung stellen die trunkierten Erwartungswerte?, auch Ku-
mulanten genannt, dar, definiert iiber*

T a" n O (-
= In (X1 X0i0) B.1
<[Ola ,On]>’y,,3¢ a)\l L 8)\11 n <6 >'y,,3¢ A;=0 ( 5)
Einfache Rechnungen liefern
(ont = (o) (B.16)
([01;0:))T = (0:05) = (01){0) . (B.17)

Hierbei ist (B.17) nichts anderes als die Korrelationsfunktion der Operatoren
O; und Os. Eine wichtige Eigenschaft der Kumulanten ist ihre Multilinea-
ritéit, d.h.

(e s MO0+ 2505, .. DT = M., 00, DT+ X([o- ., 0s,.. DT, (B.18)

die direkt aus der Linearitdt von (B.12) folgt.

Fiir die storungstheoretische Behandlung der RG benétigt man in 2. Ordnung
folgende Kumulantenformel:

( ()™ 1yt d(m2)™ 1)y, (B.19)
min(ni,n2)
= Z m! <:;> (:i) s(z)™ Ty (22)™ Ty (7, )™
m=1

Eine andere Darstellung dieser Kumulante findet man, wenn man die Formeln
(B.17), (B.8) und (B.13) benutzt. Es ergibt sich

v(zy, x2)m’17(x1, zo)™ . (B.20)

3Die Definition ist unabhéingig von der Art der Mittelwertbildung und der Operatoren.
Ho;1MT = (05..;0)T
————

nmal
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