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Einf�uhrung
Im Jahre 1982 erhielt K. G. Wilson den Nobelpreis f�ur Physik als W�urdi-gung seiner Forschungsarbeit [Wil71, WK74] auf dem Gebiet der Renormie-rungsgruppe (RG). Dieser nichtperturbative Zugang zur Theorie kritischerPh�anomene entwickelte sich in den letzten 25 Jahren zu einem machtvollenWerkzeug in der Statistischen Mechanik und der Quantenfeldtheorie (QFT).Das Grundprinzip der RG ist der Skalenbegri�. Die physikalisch relevantenGr�o�en, die Response- oder Greensfunktionen, erh�alt man durch Ableiten dererzeugenden Funktionale, die in der Statistik �uber die Zustandssumme undin der QFT �uber das Pfadintegral de�niert werden.1 In diesen spiegelt sichdie meistens hohe und nicht selten unendliche Zahl von Freiheitsgraden desbetrachteten Systems wider. Die Berechnung dieser hochdimensionalen Ob-jekte (Integrale, Summen) f�uhrt man auf eine schrittweise, durch einen Ska-lenparameter organisierte Ausintegration von Freiheitsgraden zur�uck. Diesgeschieht z.B. im kubisch diskretisierten, euklidischen Ortsraum durch eineTeilsummation �uber W�urfel, deren Kantenl�ange ein endliches, ganzzahligesVielfaches der Gitterkonstante betr�agt [GK84]. Eine �aquivalente M�oglichkeitbietet die Multiskalen-Zerlegung des Propagators einer Theorie in Impuls-scheiben [BG95].Die RG ist somit eine Skalentransformation, die eine Theorie, die �uber denBoltzmann-Faktor oder ein Wechselwirkungsfunktional de�niert ist, auf einee�ektive, ausged�unnte, gr�obere Theorie abbildet. Ein wesentliches Merkmaldieser renormierten Theorie ist eine kleinere Korrelationsl�ange �0. Unter An-wendung der Blockspintransformation (BST) erkennt man den Zusammen-hang2 �0 = �L . (1)1Im weiteren Verlauf verwenden wir die Begri�e Zustandssumme und Pfadintegralgleichwertig.2L 2 N2 ist ein Vielfaches der Raumgitterkonstante a und folglich La die Seitenl�angeeines Blocks. 7



8Diese Eigenschaft macht die RG zu einem idealen Untersuchungswerkzeugkritischer Ph�anomene. Kontinuierliche Phasen�uberg�ange (P�U) zeichnen sicham kritischen Punkt durch eine Nichtanalytizit�at in einer zweiten partiellenAbleitung des thermodynamischen Potentials aus. Die divergierende Korre-lationsl�ange als wesentliches Merkmal eines P�U's 2: Ordnung bleibt nach (1)unter Anwendung einer Renormierungsgruppentransformation (RGT) diver-gent: kritische Systeme sind (fast) skaleninvariant. Alle Theorien, die in Ein-zugsbereichen von kritischen Fixpunkten einer RGT liegen, besitzen dasselbeVerhalten wie die assoziierten Fixpunkte und bilden sogenannte Universa-lit�atsklassen, die nur durch wenige Parameter wie die Raumdimension oderdie lokalen Freiheitsgrade charakterisiert werden. Kritische Systeme lassensich unabh�angig von ihren mikroskopischen Wechselwirkungen beschreiben.3Von einer auf dem Gitter diskretisierten QFT fordert man, da� ihre Kor-relationsfunktionen, aus denen sich die physikalischen Gr�o�en, wie z.B. dieMasse m des leichtesten Teilchens, bestimmen, im Kontinuumslimes (Gitter-konstante ! 0) endliche Werte annehmen. Der Zusammenhang� = 1am (2)[GK84] bedingt f�ur a ! 0 folglich die Divergenz der Korrelationsl�ange. DieGitterfeldtheorie mu� kritisch sein und eignet sich als Proband f�ur die RG.Die Erzeugung nicht lokaler Terme in der e�ektiven Theorie kompliziert diemathematische Behandlung der RGT erheblich. Aus diesem Grund arbeitetman mit hierarchischen Approximationen [Dys69, GK84, Por90], die ein �ahn-liches kritisches Verhalten wie die vollen Modelle aufweisen und lokalit�atser-haltend sind. Sie dienen als vereinfachtes Versuchsfeld zur Entwicklung neuerRG-Strategien und repr�asentieren eine Klasse von eigenst�andigen, untersu-chungsw�urdigen Systemen der Statistischen Physik.Eine Hauptanwendung der RG ist die konstruktive Behandlung der �4-artiggest�orten skalaren, freien Feldtheorie. Nach einer Idee von C. Wieczer-kowski parametrisiert man die durch RG-Iteration erzeugten Fl�usse in der�4-Kopplung und konstruiert RG-invariante Kurven, die im freien Feld begin-nen und tangential zur St�orung liegen. RGT lassen sich somit einfach durchEntlangfahren der Trajektorie bestimmen.Die Arbeit gliedert sich wie folgt:Im ersten Kapitel geben wir eine De�nition der RG auf dem Gitter und imhierarchischen Modell.3Nur die Reichweite der Wechselwirkung ist noch von Belang.



9Im zweiten Abschnitt liefern wir die rigorose Konstruktion der �4-Trajektoriein der hierarchischen Approximation. Das benutzte Verfahren basiert auf demconstruction mapping theorem. Wir beweisen seine Anwendbarkeit f�ur alleDimensionen 2 < D < 4 und behandeln den Sonderfall D = 3 explizit.Im dritten Kapitel pr�asentieren wir eine perturbative Berechnung der �43-Kurve im Rahmen der RGT auf dem Gitter. Hierzu f�uhren wir die Aufga-benstellung auf das bereits gel�oste Problem im Kontinuum zur�uck.Der vierte Abschnitt beschreibt den (nicht gegl�uckten) Konstruktionsversuchder �44-Trajektorie im hierarchischen Modell.Abschlie�end geben wir eine Zusammenfassung und pr�asentieren Ans�atzeund Ideen f�ur eine weitere Behandlung des Themas. Anh�ange �uber elemen-tare, mathematische Notationen und Formeln vervollst�andigen das Bild derArbeit.Zur besseren Lesbarkeit des Inhaltsverzeichnisses sowie des weiteren Textesm�ochten wir bereits an dieser Stelle die wichtigsten Abk�urzungen im Rah-men der Renormierungsgruppe pr�asentieren. Es stehen im folgenden RG f�urRenormierungsgruppe, T f�ur Transformation, H f�ur hierarchisch und G f�urGitter, so da� z.B. eine �Ubersetzung des K�urzels HRGT keine Probleme berei-ten d�urfte. Desweiteren erg�anzen wir Abk�urzungen nicht um Fall spezi�scheEndungen.



Kapitel 1
Die RG
Wir beginnen dieses Kapitel mit der Erstellung eines Begri�s- und Formelap-parates zur Behandlung skalarer Gitterfeldtheorien. Das Spin-Gitter-Modellist das Demonstrationsobjekt der Statistischen Physik zur Untersuchung vonP�U und kritischen Ph�anomenen schlechthin. Prominentester Vertreter istdas D-dimensionale Ising-Modell, welches die spontane Magnetisierung ei-nes Ferromagneten erkl�art. Im Jahre 1925 bewies E. Ising, da� f�ur D = 1kein P�U existiert. Die analytische L�osung L. Onsager's in zwei Dimensio-nen zeigt hingegen einen P�U auf. F�ur D = 3 steht eine exakte Behandlungnoch aus, aber die RG bew�ahrt sich auch hier als ideales Werkzeug, z.B. zurBerechnung kritischer Exponenten. In dieser Arbeit legen wir die diskreteDarstellung einer skalaren QFT zugrunde.Im n�achsten Abschnitt geben wir dem Leser eine mathematische De�nitionder RG f�ur Gitterfeldtheorien an die Hand. Diese st�utzt sich auf die BST,die von L. P. Kadanoff [Kad66] erdacht wurde. Dessen Urform basiertauf einem Ising-Gitter und Blockspins, die nur zwei unterschiedliche Werteannehmen. Unser Zugang �ndet sich z.B. in Arbeiten von K. Gawedzkiund A. Kupiainen [GK84] oder C. Wieczerkowski [Wie98].Im Anschlu� erarbeiten wir zwei Formen der RGT, die sich aus den zugrundeliegenden Modellklassen ableiten und nur die Transformation des Wechsel-wirkungsanteils beinhalten. Die eine bezieht sich auf Gittertheorien, derenfreier Anteil durch den perfekten masselosen Propagator �perf beschriebenwird. Die andere ergibt sich f�ur Systeme, deren kinetischer Part durch denhierarchischen Propagator �hier gegeben ist, und deren Potentiale lokal sind.10



1.1. GRUNDLAGEN 111.1 GrundlagenDie Sprache der Teilchenphysik ist die Quantenfeldtheorie. Mit ihr ist esm�oglich, den f�ur das Experiment so relevanten Streuquerschnitt zu berech-nen, der die Fragen nach Reaktionswahrscheinlichkeiten und Zerfallsl�angenbeantwortet. Die Streumatrix(-elemente) bestimmt man mit Hilfe der Reduk-tionsformel aus den amputierten Greensfunktionen [Ryd96], und die Korrela-toren gewinnt man durch Funktionalableitung aus dem von R. Feynman er-dachten und Nobelpreis gew�urdigten Pfadintegral. Dieses Objekt wird durcheine Lagrangedichte oder die �uber die Lagrangedichte bestimmte Wirkungde�niert. Lagrangedichte und Wirkungsfunktional nennen wir in ZukunftTheorie. In dieser werden die Teilchensorten durch die Dimensionalit�at derFelder und der assoziierten Algebra festgelegt. Wechselwirkungen k�onnen so-wohl untereinander bestehen (inklusive Selbstwechselwirkungen) als auch von�au�eren Quellen herr�uhren.Zudem legen wir die euklidische Raum-Zeit in D Dimensionen (im allge-meinen D = 2; 3; 4) zugrunde. Die Konsequenz ist eine Vereinfachung derRechnungen. Mittels Wick-Rotation lassen sich die Schwingerfunktionen (eu-klidische Greensfunktionen) in die physikalischen Wightmanfunktionen (aufdem Minkowski-Raum lebende n-Punkt-Funktionen) fortsetzen. Gegner deseuklidischen Formalismus kritisieren, da� eine Integration der allgemeinenRelativit�atstheorie unm�oglich sei. F�ur die Fragestellungen der Hochenergie-physik ist das euklidische Pfadintegral jedoch besser geeignet als das min-kowskische Pendant. Ein weiterer Bonuspunkt des Euklidischen Zugangs istdie formale �Aquivalenz des Feynmanschen Integrals zur Zustandssumme inder klassischen Statistik. Durch sie entsteht eine Verbindung zu einem inten-siv erforschten Zweig der Physik.Als letztes diskretisieren wir die euklidische Raum-Zeit, indem wir statt des�uberabz�ahlbaren RD ein unendliches D-dimensionales kubisches Gitter mitder Gitterkonstanten a einf�uhren.De�nition 1.1.1 (Das Gitter �)Es seien a 2 R? und �(a) := aZD (1.1)�(0) := lima!0�(a) := RD (1.2)OBdA sei a 2 R+, da �(a) = �(�a). Der Gitterkontinuumslimes (1.2) istformaler Natur.1 Die Probleme eines Grenz�ubergangs zwischen abz�ahlbaren1In welcher Norm sollte dieser auch ausgef�uhrt werden?



12 KAPITEL 1. DIE RGund �uberabz�ahlbaren Mengen behandeln wir im Abschnitt 3.1.Die Vorteile der Gitterfeldtheorien sind o�ensichtlich: Schon 20 Jahre vorder Entwicklung des Pfadintegrals wurden Untersuchungen von Spin-Gittern,z.B. Ising-, XY- oder Heisenbergmodelle, zur Beschreibung kritischer Ph�ano-mene betrieben. Dar�uber hinaus werden die Wohlde�niertheit des Pfadin-tegrals und unter entsprechenden Annahmen (z.B. lokalisierte Wirkungen)auch seine Berechnung (z.B. Faktorisierung) vereinfacht. Der entscheidendeFaktor ist jedoch, da� die auf dem Gitter �(a) de�nierte Theorien eine ein-gebaute Impulsbetragsobergrenze von 2�a besitzen, die man auch UV-cuto�nennt. F�ur a ! 0 verschwindet diese Beschneidung. Die Verwendung einesr�aumlich begrenzten Gitters h�atte eine Untergrenze des Impulsbetrags zurFolge. Die Theorie bes�a�e einen IR-cuto�.Ziel jeder diskretisierten QFT ist es, da� die Korrelationsfunktionen im Kon-tinuumslimes endlich bleiben.In dieser Arbeit wollen wir die einfachste aller Feldtheorien betrachten: einreelles skalares Feld, dessen kinetischer bzw. freier Anteil durch einen Pro-pagator beschrieben wird, erg�anzt um ein beliebiges Selbstwechselwirkungs-potential. Der Urvater aller skalaren Feldtheorien ist die Klein-Gordon Glei-chung, welche freie, ungeladene Spin-0 Teilchen beschreibt. Wir beginnen mitder De�nition des Feldraumes:De�nition 1.1.2 (Der Kon�gurationsraum H(a))H(a) := 8<:� : �(a)! R��� Xx2�(a) j�(x)j <19=; (1.3)Da �(a) als endliches, kartesisches Produkt der abz�ahlbaren Menge Z abz�ahl-bar ist, existiert ein Isomorphismus zwischen H(a) und dem Vektorraum derbetragsintegrablen Folgen l1. Folglich ist auch H(a) ein Vektorraum und dieBilinearformDe�nition 1.1.3 (Skalarprodukt auf H(a))(�;  ) := Z�(a) dDx �(x) (x) := Xx2�(a) aD�(x) (x) (1.4)vervollst�andigt H(a) zu einem Hilbertraum, da l1 ( l2 und k � k2 � k � k1



1.1. GRUNDLAGEN 13[MV92].2 Die Fourier-Transformation in den Impulsraum~�(p) = Z�(a) dDx e�ipx �(x) (1.5)ist f�ur alle p 2 RD wohlde�niert und gitterperiodisch bez�uglich � �2�a �, soda� wir uns auf die Brillouin-ZoneDe�nition 1.1.4 (Der Impulsraum)~�(a) := ���a ; �aiD (1.6)beschr�anken k�onnen [MM94]. Der Impulskon�gurationsraum ~H(a) ist, wiedie Bezeichnung schon andeutet, das Bild des Kon�gurationsraumes H(a)unter Fourier-Transformation und auch ein Hilbertraum bez�uglich des Ska-larproduktes (~�; ~ ) := Z~�(a) dDp(2�)D ~�(p) ~ (p) . (1.7)Die R�ucktransformation in den Ortsraum schreibt sich als�(x) = Z~�(a) dDp(2�)D eipx ~�(p) . (1.8)Als letzter Komponente des Pfadintegrals begegnen wir dem Wirkungsfunk-tional S(�) = 12(�; ��1�) + V (�). Die Eigenschaften des freien Propagators� und der Wechselwirkung V notieren wir in folgendemSatz 1.1.5 (Der freie Propagator und die Wechselwirkung)Der freie Propagator � 2 L(H(a)) modulo Nullmoden3 ist eine Kovarianzund invariant gegen�uber der Poincar�e-Gruppe auf dem Gitter �(a).4 DerWechselwirkungsterm Z = e�V ist ein positives, reelles Funktional �uberH(a).2Die kanonische Wahl H(a) �= l2 ist nat�urlich auch m�oglich.3Der physikalische Ausdruck "modulo Nullmoden\ entspricht dem Ausschlu� des Ope-ratorkerns Ker(�) = �� 2 H(a)���� = 0	 aus dem Integrationsgebiet H(a). Auf dem Quo-tientenraum H(a)nKer(�) ist � dann injektiv und somit invertierbar. Diese Reduzierungdes Pfadintegrals ist m�oglich, da der Operatorkern des Propagators bez�uglich des Gau�-schen Ma�es eine Nullmenge darstellt - f�ur � ! 0 konvergiert der Exponentialfaktor gegenNull.4Das ist die Menge aller Gittertranslationen, -rotationen und -spiegelungen.



14 KAPITEL 1. DIE RGZiehen wir den kinetischen Anteil der Wirkung zum formalen Ma� des Pfad-integrals Qx2�(a) d�(x), erhalten wir ein Gau�sches Ma� (B.2), und das er-zeugende Funktional der Gitter-Greensfunktionen schreibt sich alsG(J) = RH(a) d��(�)Z(�)e(�;J)RH(a) d��(�)Z(�) . (1.9)1.1.1 Propagatoren der RGDie RG bildet eine nackte Wirkung auf eine e�ektive Theorie ab. Durch Ite-ration dieses Prozesses erh�alt man eine Folge von Propagatoren und Wech-selwirkungspotentialen. In diesem Abschnitt charakterisieren wir die Eigen-schaften von Propagatoren 1.1.5 anhand ihrer Fourier-Transformierten.Aufgrund der Linearit�at lassen sich die Propagatoren �uber ihre Operatorker-ne darstellen,5 die auf �(a)��(a) de�niert sind. Aus der Gittertranslations-invarianz folgt �(x; y) = Z~�(a) dDp(2�)D eip(x�y)~�(p) . (1.10)Alle weiteren Eigenschaften charakterisieren wir �uber die Fourier-Transfor-mierte ~� : ~�(a)! R+0 .6 Aus der Spiegelsymmetrie (~� 2 Z2(~�(a)))7 folgt, da�� selbstadjungiert ist. Ein allgemeiner Propagator gem�a� 1.1.5 sei durch~�(p)�1 = c0 + c1p2 + DX�=1 O(p4�) (1.11)gegeben. Motiviert ist diese Darstellung durch die kanonische Diskretisierungdes Standardpropagators der skalaren Feldtheorie (�4+m2)�1(x; y), desseninverse Fourier-Transformierte [MM94]~��1(p) = 2a�2 DX�=1 (1� cos(p�a)) +m2 = 4a�2 DX�=1 sin2 �p�a2 � +m2 (1.12)lautet. Zwei wichtige Eigenschaften f�ur die Behandlung wechselwirkenderTheorien sind die Beschr�ankungenk~�k1 = R~�(a) dDp(2�)D j~�(p)j <1 UV-cuto�k~�k1 = supp2~�(a) j~�(p)j <1 IR-cuto� (1.13)5��(x) = R�(a) dDy �(x; y)�(y)6Der BildbereichR+0 macht � (modulo Nullmoden) zu einem positiv de�niten Operator.Mit ~�(p) = ~�(�p) zeigt man, da� � reell ist.7und der Translationsinvarianz



1.2. DIE IDEE DER RG 15Gelten diese nicht, spricht man von UV- bzw. IR-Divergenzen. Da sich dieIntegration in der k � k1 Norm f�ur a > 0 auf ein Kompaktum beschr�ankt,ergeben sich f�ur Propagatoren gem�a� (1.11) mit jc0j+jc2j > 0 in DimensionenD > 2 endliche Ausdr�ucke. Sie besitzen einen UV-cuto�. Propagatoren mitc0 = 0 sind IR-divergent.8Der gitterinterne UV-cuto� erm�oglicht eine perturbative Behandlung gest�or-ter Theorien, da die in den zusammenh�angenden Greensfunktionen auftau-chenden Schleifen-Integrale �(x; x) nicht divergieren [Ryd96].Eine st�orungstheoretische Behandlung nicht regularisierter Theorien wirddurch Renormierung der nackten Kopplungen (1) oder das Einf�ugen vonCountertermen in den Lagrangian (2) m�oglich [Ryd96]. Bei diesen Metho-den entwickelt man die auftretenden Divergenzen in den Schleifen-Integralen.Durch die Annahme unendlicher, nackter (renormierter) Kopplungen erzeugtman endliche, physikalische Gr�o�en, wie z.B. die Masse (1), oder die zus�atzli-chen, divergenten Counterterme heben die Divergenzen des Propagators auf(2). Diese Form der RG ist �aquivalent mit dem Zugang von K. Gawedzkiund A. Kupiainen, den wir im n�achsten Kapitel erl�autern.Man mag sich abschlie�end fragen, warum wir den Propagatorbegri� so allge-mein halten? Im Kontinuum betreibt man skalare Feldtheorie mit dem masse-losen oder massebehafteten Klein-Gordon Operator. Abweichungen von die-sem Propagator-Standard k�onnen in das Wechselwirkungspotential geschrie-ben werden.9 Da die Diskretisierung des Laplace-Operators nicht eindeutigist, existiert nicht der Gitterpropagator des skalaren Feldes. Hierzu verglei-che man z.B. den kanonisch diskretisierten masselosen (m = 0) Propagator(1.12) mit der perfekten masselosen Kovarianz �perf (1.43). Unsere allgemei-ne Form (1.11) tr�agt diesem Umstand Rechnung und erlaubt dar�uber hinausdie Verwendung abstrakterer Propagatoren.1.2 Die Idee der RGIn diesem Kapitel leiten wir die auf der BST basierende RGT f�ur Gitterfeld-theorien her. Wir orientieren uns dabei an [GK84, Wie98] und beginnen miteiner Re-De�nition des Pfadintegrals.8Im Kontinuum (a = 0) sind obige Normen nicht �aquivalent! Zwei Gegenbeispiele sindz.B. ~�(p) = 1 und ~�(p) = jpj�(D�1)e�jpj2 . F�ur D = 1 gilt jedoch, da� k � k1 schw�acher ist.9Im allgemeinen m�ochte man jedoch, da� Z = 1 weiterhin die ungest�orte Theoriebeschreibt.



16 KAPITEL 1. DIE RGSatz 1.2.1Es sei H ein reelles Funktional �uber H(a) de�niert durchH(�) = R d��(�)Z(�+ �)R d��(�)Z(�) . (1.14)Dann gilt f�ur alle J 2 H(a)G(J) = e(J;�J)H(�J) . (1.15)Eine einfache Substitution liefert den Beweis [Geh97]. In Zukunft arbeitenwir mit dem FunktionalH, aus dem die Quelle J entfernt wurde. H ist das er-zeugende Funktional der Korrelationsfunktionen, deren �au�ere Propagatorentrunkiert sind (amputierte Greensfunktionen).Ein Trick zur Berechnung von H(�) liegt nun in der Reorganisierung derIntegration. Statt sofort "in einem Rutsch\ �uber alle m�oglichen Feldkon�gu-rationen aus H(a) zu summieren (diese Anzahl ist im �ubrigen �uberabz�ahlbar,da die Spins aus R stammen), f�uhren wir diese Aufgabe schrittweise aus.Wir teilen das (unendlich gro�e) Gitter �(a) in kubische Bl�ocke der Sei-tenl�ange La, wobei L 2 N�2 und wir L den Blockparameter nennen. DurchL f�uhren wir eine Skala ein.Nun zerlegen wir die Gesamtintegration. Dazu betrachten wir bzgl. H(a)den Untervektorraum H0(a), dessen Elemente die Eigenschaft auszeichnet,da� ihre Blockspins (d.h. die Mittelwerte der Spins bzgl. der oben erkl�artenBl�ocke) verschwinden. Betrachten wir desweiteren den UntervektorraumHc(a), dessen Felder auf Bl�ocken konstant sind, so sind wir in der Lage,das Pfadintegral in einfacher Weise zu zerlegen.ZH(a)D[ ]f( ) = ZHc(a)D[�] ZHo(a)D[�]f(�+ �) (1.16)Die Integration �uber H0(a) entspricht einer Ausintegration kurzreichweitigerWechselwirkungen (� La), sogenannter Fluktuationen. Wir entfernen Impul-se jpj 2 [ 2�aL ; 2�a ] aus der Theorie. Dieses Verfahren l�a�t sich iterieren, wennman weitere Blockungen mit den Skalenparametern L2,L3 usw. ausf�uhrt.Es ist g�unstiger, den Feldkon�gurationsraum Hc(a) nach H(a) zu �uber-tragen10 und wiederum eine Blockung der Gr�o�e L vorzunehmen. Auf die-se Weise gestaltet sich eine Iteration der BST wesentlich angenehmer. Im10Diese Transformation ist m�oglich, da Hc(a) �= H(a).



1.2. DIE IDEE DER RG 17n�achsten Abschnitt kleiden wir dieses Vorgehen in ein mathematisches Ge-wand.Das Prinzip der BST folgt �Uberlegungen im Ortsraum. Die schrittweiseBlockung der Spins ist jedoch nichts anderes als die Multiskalen-Zerlegungdes freien Propagators im Impulsraum [BG95, Geh97]. Dazu schreiben wirden Propagator � als (unendliche) Summe �uber Fluktuationspropagatoren �k,deren Spektrum jeweils auf einer kompakten Impulsschale ak+1 � jpj � akliegt. Es gelten die Randbedingungen a0 = 2�a und limk!1 ak = 0. EineIntegration �uber die regul�aren Kovarianzen �k ist problemlos. Das (nichtnormierte) Pfadintegral zerf�allt nach der Faltungsformel f�ur Gau�sche Ma�e(B.14). Z d�PNk=0 �k(�)Z(�) = Z NYk=0 d��k(�k)Z(�+ NXk=0 �k) (1.17)An dieser Stelle erkennt man nun deutlich die Auswirkungen der Propagatorcuto� 's (1.13). Die UV-Schranke liefert uns die Impulsobergrenze 2�a .11 ImFalle einer IR-Divergenz, die aufgrund der Struktur (1.11) nur bei p = 0auftreten kann, m�ussen wir uns mit der Untergrenze der Impulsscheiben aNan den Pol herantasten und zur Berechnung des Funktionalintegrals �uber� den IR-Limes N ! 0 ausf�uhren. Ist ~� in p = 0 regul�ar, benutzt mang�unstigerweise eine endliche (z.B. �aquidistante) Multiskalen-Zerlegung desPropagators.Die Berechnung des Pfadintegrals oder das Ausf�uhren des IR-Limes entspre-chen somit einer unendlichen Iteration von BST. Die korrespondierende Ska-lenzerlegung des Propagators wird durch den Blockparameter L in der Formak = 2�aLk organisiert. Dieses nichtperturbative L�osungsverfahren formulierenwir nun explizit.1.2.1 Operatoren der RGWir beginnen mit der De�nition des Blockmitteloperators BL12, welcherdie (normierten) Blockspins berechnet und auf das gr�obere Gitter �(La)�ubertr�agt. Im folgenden sei L 2 N�2 vorausgesetzt.11In der nichtdiskreten Theorie m�u�ten wir den Propagator in eine Impulsfolge �uber Zzerlegen, und der UV-Limes entspr�ache der Untergrenze �1.12Den Index notieren wir nur, wenn er ben�otigt wird.
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Abbildung 1.1: Die Wirkung des Blockmitteloperators BL in 2 Dimensionen.Die Zahlen in den Kreisen sind die reellen Spins.De�nition 1.2.2 (Der Blockmitteloperator B : H(a)! H(La))B(�)(x0) = 1kB(x0)k ZB(x0) dDy �(y) (1.18)B(x0) = ny 2 �(a) j La h yLai = x0o (1.19)kB(x0)k = (La)D (1.20)Die Wirkung von BL13 verdeutlicht man sich am besten durch Abbildung1.1. Obige Wahl der Normierung (Division durch das Blockvolumen lieferteinen Faktor L�D) scheint auf den ersten Blick willk�urlich, doch wird erstauf diese Weise der adjungierte Operator ByL zu einem Re-Blockoperator.Satz 1.2.3 (Der Blockoperator ByL : H(La)! H(a))ByL(�0)(x) = �0 �La h xLai� (1.21)Beweis:(ByL�0; �) = Z�(a) dDx �0 �La h xLai� �(x)13k � k beschreibt das Volumen einer Teilmenge des Gitters �(a) (beliebige Vereinigungvon Einheitsbl�ocken). Damit k � k zu einer Norm wird, mu� man die Menge aller Teil-mengen mit endlichem Volumen bzgl. der �Aquivalenzrelation A � B :, kAk = kBk aufden korrespondierenden Quotientenraum einschr�anken und eine Abbildung wie folgt de-�nieren: 8A;B9C : kCk = kAk + kBk. Inverse Elemente werden adjungiert (z.B. Farben+ korrespondierende Verkn�upfung). Eine skalare Multiplikation mu� entsprechend erkl�artwerden. Der so konstruierte R-Vektorraum ist isomorph zu R.



1.2. DIE IDEE DER RG 19
B2

1

3

14 4

44

1

1

2

2 2

23

3 3

1

23

4

Abbildung 1.2: Die Wirkung des adjungierten Blockmitteloperators ByL in 2Dimensionen = 1kB(x0)k Z�(La) dDx0 ZB(x0) dDy �0 �La h yLai��(y)= Z�(La) dDx0�0 (x0) 1kB(x0)k ZB(x0) dDy �(y)= (�0; B�) 2Funktionen ByL(�0) sind auf Bl�ocken B(x0), x0 2 �(La) konstant. Dies ver-deutlicht auch Abbildung 1.2. Als n�achstes konstruieren wir einen Operator,mit dessen Hilfe man ein Gitter streckt bzw. staucht.De�nition 1.2.4 (Die Dilatationsoperatoren S und Sy)Es sei � 2 R. Wir de�nieren und erhaltenS : H(La)!H(a) S(�0)(x) = L��0(Lx) (1.22)Sy : H(a)! H(La) Sy(�)(x0) = L��D�(x0L ) . (1.23)Den Exponenten �, den wir im folgenden skalierende Dimension nennen, las-sen wir noch unbestimmt. Die Abbildungsvorschrift ist unabh�angig von derWahl des De�nitionsbereiches und der zugeh�origen Wertemenge, so da� Sauch f�ur a = 0 de�niert ist und zu einer selbstabbildenden Kontinuumsfunk-tion wird.Mit Hilfe der Operatoren B und S ist es nun m�oglich, einen auf H(a) selbst-abbildenden Blockoperator abzuleiten, der das geblockte Feld bzgl. der Git-terkonstante wieder auf die urspr�ungliche Gr�o�e reduziert bzw. ein Feld ver-gr�o�ert und entstehende Bl�ocke mit urspr�unglichen Eckwerten au��ullt. Wirde�nieren kanonisch:
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Abbildung 1.3: Die Wirkung des Blockmitteloperators CL in 2 Dimensionen(ohne skalierenden Faktor)
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6Abbildung 1.4: Die Wirkung des adjungierten Blockmitteloperators CyL in 2Dimensionen (ohne skalierenden Faktor)De�nition 1.2.5 (Die Blockmitteloperatoren C und Cy)C : H(a)!H(a) C := S �B ) (1.24)C(�)(x) = L�B(Lx) ZB(Lx) dDy �(y) (1.25)Cy(�)(x) = L��D��a h xLai� (1.26)Die Wirkungsweise der beiden Operatoren entnimmt man den Abbildungen1.3 und 1.4. Man erkennt deutlich, da� Cy gerade die von uns de�nierteAufgabe erf�ullt, die in einem Feld gespeicherten Spins auf Bl�ocke zu vertei-len. Wir wollen ein geblocktes Feld Cy� (manchmal auch nur �) in ZukunftHintergrund- oder Blockfeld nennen. Die Operatorkerne schreiben sich alsC(x; y) = L��D�x;[ yLa ]a Cy(x; y) = C(y; x) = L��D Xz2B(Ly) �x;z . (1.27)



1.2. DIE IDEE DER RG 21F�ur die Komposition zweier Blockoperatoren gilt:CLCL0 = CLL0 (1.28)F�ur den Beweis setze man zur Vereinfachung a = 1 und D = 1. OBdA seix 2 N0. Es existieren die eindeutigen Darstellungenx = P1k=0 (LL0)k xk xk = 0; : : : ; LL0 � 1x0 = P1k=0 (L0)k ~xk ~xk = 0; : : : ; L0 � 1 , (1.29)aus denen man die Relationenh xLL0 i = 1Xk=0 (LL0)k xk+1 (1.30)h xL0 i = L 1Xk=0 (LL0)k xk+1 + 1Xk=0 (L0)k ~xk+1| {z }�x0L0 <L (1.31)ableitet. �L�1 �(L0)�1 x�� bestimmt sich mit Hilfe von (1.31) zu (1.30). Eineweitere wichtige Eigenschaft ist die Nichtinvertierbarkeit von C (und folglichauch Cy) auf �(a), da ganze Klassen von Feldern mit gleichen Blockmittel-werten existieren. Eine interessante Eigenschaft ist die Projektoreigenschaftvon L2(D��)CCy. Mit Hilfe der bildlichen Vorstellung ist diese Eigenschaftklar, sie rechnet sich jedoch auch leicht mittels (1:27) nach [Rol96]. UnterBenutzung der Blockmitteloperatoren C und Cy de�nieren wir die wesentli-chen Objekte der RG auf dem Gitter.De�nition 1.2.6 (RGT-Operatoren)u := C�Cy geblockte KovarianzA := �Cyu�1 A-Kern� := � � AuAy Fluktuationskovarianz (1.32)umodulo Nullmoden (!) ist eine Kovarianz und invertierbar. Weitere Ausk�unf-te erhalten wir �uber die Kerndarstellungen im Orts- und Impulsraum:Satz 1.2.7u(x; y) = L2� ZB(Lx) dDzkB(Lx)k ZB(Ly) dDwkB(Ly)k�(z; w) (1.33)~u(p) = XQ2p+�( 2�a )L0@ DY�=1 sin2 �Q�a2 �L2 sin2 �Q�a2L �1AL2��D~� �QL� (1.34)



22 KAPITEL 1. DIE RGEs ist �(2�a )L := �(2�a )=�(2�La ) = �Q 2 � �2�a � j 0 � Q� < 2�La 	. An der Pro-duktdarstellung des Sinus [FL94]DY�=1 sin2 �Q�a2 �L2 sin2 �Q�a2L � = DY�=1 Yn2N�LN(1� �Q�a2�n�2)2 (1.35)erkennt man, da� sich Pole von � auf u vererben, jedoch keine neuen Singu-larit�aten entstehen. Es gilt die Absch�atzung:j~u(p)j � maxP2�( 2�a )=�( 2�La )L2� ����~� �p+ PL ����� (1.36)A ist eine ausgeschmierte Version des Operators Cy und Rechts-Inverses zuC. Somit ist AC ein Projektor14 auf dem Hilbertraum H(a) bez�uglich desSkalarproduktes < �;  >:= (�; ��1 ) (da � positiv ist, ist dies wirklich einSkalarprodukt).Die Fluktuationskovarianz � erf�ullt die Eigenschaften einer Kovarianz. Mit-tels der Darstellung � = (1 � AC)�(1 � AC)y folgt, da� � semide�nit ist.Schlie�en wir den Kern von (1 � AC)y aus dem Pfadintegral aus, so ist �Kovarianz.Ihren Namen verdankt die Fluktuationskovarianz der Eigenschaft�Cy = 0 , (1.37)d.h. sie verschwindet auf Hintergrundfeldern. � wirkt nur auf einen Fluktua-tionsanteil.Leider zeigen wir in dieser Arbeit nicht, da� k~�k1 < 1 - der Fluktuations-propagator also einen IR-cuto� besitzt. In der Kontinuumstheorie [Wie97d]de�niert man � �uber die Impulsscheibenmethode, indemman den freien, mas-selosen Propagator 1p2 mit einer L-abh�angigen, exponentiellen IR- und UV-Abschneidefunktion versieht, die im wesentlichen Impulse mit L�1 < jpj < 1heraus�ltert: 1p2 (e�p2 � e�L2p2).Sch�on w�are auch ein Beweis, der zeigt, da� die Fourier-Transformierte von �prim�ar den durch 2�aL � jpj � 2�a de�nierten, kompakten Tr�ager besitzt.14(AC)y = ��1AC�



1.3. HERLEITUNG DER RGT 231.3 Herleitung der RGTMit Hilfe der Faltungsformel f�ur Gau�sche Ma�e (B.14) und der Zerlegungder Kovarianz � in einen geblockten Teil AuAy und einen Fluktuationsanteil� l�a�t sich die geplante Aufteilung des Pfadintegrals problemlos durchf�uhren:Z d��(�) Z( + �) = Z d�AuAy(�) Z d��(�) Z( + � + �)�=A�= Z d�u(�) Z d��(�) Z( + A�+ �) (1.38)Nun zerlegen wir Z�ahler und Nenner des erzeugenden Funktionals H underhalten H(A�) = R d�u(�)R(Z)(�+ �)R d�u(�)R(Z)(�) (1.39)R(Z)(�) = R d��(�)Z(A�+ �)R d��(�)Z(�) . (1.40)Unsere Teilintegration hat dazu gef�uhrt, da� wir inH nun eine e�ektive Theo-rie behandeln, die durch den Propagator u und die Wechselwirkung R(Z)beschrieben wird. Die Transformation des Wechselwirkungsanteils nennenwir Gitter-RGT (GRGT). Die Wechselwirkungen, gemessen in der Korrela-tionsl�ange, sind in R(Z) um den Faktor 1L kurzreichweitiger.Im folgenden pr�asentieren wir die beiden Theorieklassen, die wir in dieserArbeit behandeln.1.3.1 Die perfekte masselose Gitterkovarianz �perfWir konstruieren den Propagator �perf , der Fixpunkt der Abbildung� ! u(�) ist. Auf diese Weise m�ussen wir nur noch die RGT des Poten-tials betrachten.Mittels der Folge �0 := �, �n := C�n�1Cy f�ur n 2 N und der Eigenschaft(1.28) formulieren wir eine unendliche Blockung der Kovarianz wie folgt:limn!1 �n = limn!1CLn�CyLn = limL!1CL�CyL (1.41)Existiert dieser Limes, �perf genannt, ist er per Konstruktion ein Fixpunktder Propagatortransformation. Unter der Voraussetzung� = D2 � 1 (1.42)



24 KAPITEL 1. DIE RG
ie�en die IR-divergenten masselosen Kovarianzen (1.11) mit c0 = 0 undc2 = 1, f�ur L ! 1 in den freien, �uber Gitterkuben gemittelten Kontinu-umspropagator�perf(x; y) = ZBE dDxaD ZBE dDyaD (�4)�1(x+ x; y + y) . (1.43)Hierbei ist BE = [0; a]D. �perf ist die perfekte, masselose Kovarianz.15 Ob-wohl sie eine masselose Theorie beschreibt, k�onnen wir Massenkorrekturenproblemlos in das Potential integrieren. Sie werden von der RGT (sofernZ 6= 1) sowieso generiert. In allen folgenden Gitter-Rechnungen wollen wirnur noch �perf benutzen und uns auf die Transformation des Boltzmann-Faktors beschr�anken.1.3.2 Der hierarchische Propagator �hierEin praktisches Problem der RG ist das Auftreten nichtlokaler Terme in dere�ektiven Wechselwirkung R(Z), selbst wenn Z lokal ist. Um dies zu vermei-den, f�uhren wir den hierarchischen Propagator �hier ein, dessen Modelle unterRGT Lokalit�at bewahren. Der gro�e Nachteil ist die fehlende Gittertransla-tionsinvarianz. Weitere Informationen �nden sich z.B. in [PPW94, Por93].F�ur D > 2 de�nieren wirDe�nition 1.3.1 (Die hierarchische Kovarianz)�hier(x; y) = 
 1Xn=0 L(2�D)n�[ xLna ];[ yLna ] (1.44)Nat�urlich erhalten wir nur f�ur 
 2 R+ eine positive Form. Die Delta-Funktionist identisch eins, wenn x und y nach der n-ten Blockung im selben Hy-perw�urfel liegen. Der so de�nierte Kern ist f�ur alle x; y 2 �(a) endlich, dennes gilt �hier(x; y) = 
aD L(2�d)N(x;y)1� L(2�d) (1.45)mit N(x; y) = minnn 2 N0 j h xLnai = h yLnaio . (1.46)15Sie ist in der Beziehung perfekt, das sie die optimale Diskretisierung des masselosen,inversen Klein-Gordon Operators (�4)�1 auf dem Gitter darstellt. Die physikalischenVorhersagen sind unabh�angig vom cuto�, also der Gitterkonstanten. Das Spektrum istfolglich exakt.



1.3. HERLEITUNG DER RGT 25Der Beweis besteht aus einer einfachen Anwendung der geometrischen Rei-he. Die Formulierung (1.45) �ndet sich auch bei [GK84]. Um die nicht vor-handene Gittertranslationsinvarianz zu zeigen, verschiebt man ein Gitter-tupel (x; y), das in einem L-Kubus liegt, so, da� x und y in disjunktenL-W�urfeln leben. F�ur jx � yj � 1 gilt zwar mit gro�er Wahrscheinlichkeitjx� yj � LN(x;y)a, so da� �hier � jx� yj2�d und neben Translationsinvarianzein �ahnliches IR-Verhalten wie bei �4�1 vorliegt, aber die N�achste-Nachbar-Wechselwirkungen zerst�oren dieses Bild.Man erkennt ferner, da� die hierarchische Kovarianz 1.3.1 �uber eine Mul-tiskalen-Zerlegung de�niert ist und dasselbe kritische Verhalten (UV-cuto�,IR-divergent) wie ein allgemeiner, masseloser (c0 = 0) Propagator (1.11)aufweist.Nun betrachten wir den geblockten Operator Cy�hierC. Mittels (1.27) be-rechnen wirCy�hierC(x; y) = Z dDz Z dDwC(z; x)�hier(z; w)C(w; y)= L2(��D)�hier(h xLai a; h yLai a)= 
L2(��D) 1Xn=0 L(2�d)n�[ xLn+1a ];[ xLn+1a ]= L2��D�2 (�hier(x; y)� 
�x;y)Bestimmen wir die skalierende Dimension zu� = 1 + D2 , (1.47)so erhalten wir folgende Zerlegung unseres hierarchischen Propagators:�hier = 
id + Cy�hierC (1.48)Wir zerlegen das erzeugende Funktional H (1.14) mittels (B.14)16 und erhal-ten als Pendant zu (1.38)Z d��hier(�)Z( + �) = Z d��hier(�) Z d�
id(�)Z( + Cy�+ �) . (1.49)Der hierarchische Propagator ist somit ein Fixpunkt des Kovarianz
usses,und wir m�ussen unser Augenmerk nur noch auf die e�ektive Wechselwirkung16Cy�C ist (modulo Nullmoden) positiv.



26 KAPITEL 1. DIE RGlegen. Wir benutzen die Ultralokalit�at des Fluktuationspropagators 
id, in-dem wir lokale Wechselwirkugen betrachten. Es seiZ(�) = Yx2�(a) z(�(x)) . (1.50)Es folgt f�ur die unnormierte RGT:R(Z)(�) := Z d�
id(�)Z(Cy�+ �)= Yx2�(a) Yz2B(Lx)N Z d�(z)e� 12
 �(z)2z �L1�D2 �(x) + �(z)�= Yx2�(a)N 0�Z d�
(�)z �L1�D2 �(x) + ���Ld= Yx2�(a)N 0R(z)(�(x)) (1.51)Hierbei bezeichnet man die Abbildung R als (unnormierte) hierarchischeRGT (HRGT). Die Normierungsfaktoren N und N 0 k�onnen aufgrund derunendlichen Dimensionalit�at des Integrals nicht explizit angegeben werden(da H(a) auf den l1 eingeschr�ankt wurde) und werden durch die Normie-rungsbedingung an das Gau�sche Integral de�niert. F�ur die normierte RGTfolgt R(Z)(�) = Yx2�(a) R(z)(�(x))R(z)(0)| {z }normierte HRGT . (1.52)
1.4 Das Werkzeug RGWir haben in diesem Kapitel zwei Klassen von Theorien betrachtet, die durchdie Propagatoren �perf und �hier charakterisiert werden. Beiden ist die Eigen-schaft gemein, da� die Propagatoren Fixpunkte der Blockung sind, so da�nur noch die RGT des Potentials Z betrachtet werden mu�.Wie schon erw�ahnt ist die RG gut dazu geeignet, kritische Theorien zu be-trachten. Die RGT ist eine Skalentransformation: Eine Theorie der Korrelati-onsl�ange � wird auf eine Theorie der Korrelationsl�ange �L abgebildet [GK84].Ist die Theorie unkritisch, d.h. � < 1, f�uhrt die Berechnung der Zustands-summe (= unendliche Iteration der RGT) zu einer Theorie der Korrelati-onsl�ange Null. Dies entspricht einer v�ollig unkorrelierten Phase - einer sog.



1.4. DAS WERKZEUG RG 27Hochtemperaturphase - von der man aufgrund der Ultralokalit�at eine Fakto-risierung der Wirkung bzgl. des Gitters �(a) erwartet.Da man eine Gittertheorie jedoch so konstruiert, da� im Kontinuumslimesa! 0 die Greensfunktionen endlich sind, behandelt man im allgemeinen kri-tische Gittertheorien mit divergierender Korrelationsl�ange, die unter RGT-Anwendung kritisch bleiben. Ein Fixpunkt der RGT ist somit kritisch (� =1) oder ultralokal (� = 0). Alle Theorien im Einzugsbereich eines Fixpunk-tes besitzen dieselben kritischen Eigenschaften wie der Fixpunkt selbst, d.h.divergierende oder endliche (bei einem ultralokalen Fixpunktpotential) Kor-relationsl�angen. Die im Attraktionsbereich liegenden Theorien sind fast ska-leninvariant.Abschlie�end stellen wir noch einen fundamentalen Unterschied zwischenGRG und HRG heraus:Satz 1.4.1 (Die Halbgruppeneigenschaft)Die Menge der GRGT zu fester Dimension fRL : L 2 Ng bildet bez�uglich derKomposition eine abelsche Halbgruppe. Die Menge der HRGT besitzt dieseStruktur nicht!Beweis: Mit De�nition 1.2.6 und der Fixpunkteigenschaft u(�perf) = �perferh�alt man die Relationen ALAL0 = ALL0 und �L + AL�L0AyL = �LL0. Ein-setzen in (1.40) liefert mit Substitution und Gau�scher Faltung (B.14) dasgew�unschte Resultat RL �RL0 = RLL0 . (1.53)Man beachte, da� das neutrale Element R1 := id erg�anzt werden mu�, dadie Fluktuationskovarianz f�ur L = 1 verschwindet, und das Gau�sche Ma�folglich nicht mehr de�niert ist. Die Verletzung der Halbgruppeneigenschaftin der HRG mache man sich selbst klar.Die Halbgruppeneigenschaft der GRGT erm�oglicht eine alternative Berech-nung des IR-Limes: statt einer unendlichen Iteration von GRGT schickt manden Skalenparameter gegen unendlich. Es gilt also f�ur L 2 N2:limn!1RnL = limL!1RL (1.54)Die Limes-Bildung �uber L ist praktischer, da die Berechnung einer RGT sehrkomplex ist. Vor allem bei numerischen Untersuchungen bedeutet diese Artder Berechnung eine e�ziente und e�ektive Ausnutzung von Rechnerkapa-zit�aten.F�ur den Beweis der Existenz von RG-Fl�ussen oder der Konstruierbarkeitvon RG-Trajektorien st�utzt man sich jedoch auf einzelne RG-Schritte. Im



28 KAPITEL 1. DIE RGhierarchischen Modell ist dies sogar die einzige M�oglichkeit. Dennoch spieltdort, wie wir noch sehen werden, eine geeignete Wahl von L eine gro�e Rolle.



Kapitel 2Rigorose Konstruktion der�4D-Trajektorie imHierarchischen Modell f�ur2 < D < 4
Wir beginnen dieses Kapitel mit einer Zusammenstellung der wichtigsten Ei-genschaften der HRGT. Vertiefende Informationen �nden sich z.B. in [Rol96,GS96, Por93]. Nach der De�nition der �4-Trajektorie gem�a� C. Wieczer-kowski berechnen wir diese perturbativ. Anschlie�end pr�asentieren wir eineformalisierte Version des ebenfalls von C. Wieczerkowski entwickeltennichtst�orungstheoretischen Konstruktionsbeweis [Wie97a] und zeigen, da�wir mit Hilfe perturbativer Approximanten die �4-Kurve in jeder Dimension2 < D < 4 berechnen k�onnen. Schon in der St�orungstheorie erkennt man,da� in bestimmten Dimensionen Resonanzen auftreten, die z.B. in D = 3Dimensionen durch eine Doppelreihen-Entwicklung in Kopplung und loga-rithmierter Kopplung gel�ost werden [RW]. Wir zeigen, da� das konstruktiveVerfahren auch mit dieser perturbativen N�aherung funktioniert. Abschlie-�end stellen wir einige numerische Ergebnisse vor und diskutieren sie.2.1 GrundlagenDie HRGT ist eine nichtlineare Integraltransformation von reellwertigen, aufR de�nierten Funktionen (1.52). Die HRGT wird durch die Blockgr�o�e L unddie Dimension D bestimmt. Die Gitterkonstante a �ndet sich (implizit) im29



30 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Wechselwirkungsterm. OBdA sei a = 1. Im Rahmen des hierarchischen Mo-dells wollen wir die Parameter L und D als kontinuierlich ansehen. Auf dieseWeise k�onnen wir allgemeine Verhaltensmuster der HRGT besser studieren.Hier das zentrale Objekt dieses Kapitels:De�nition 2.1.1 (HRGT)Es sei L 2 (1;1); D 2 (2; 4] und V � C0(R). Dann erkl�aren wir die HRGTR � RL;D durchR : V ! V R(Z)(�) = Z d�
(�)Z(��+ �)� . (2.1)Hierbei sind � = LD; � = L1�D2 , 
 = 1 � L2�D und V ein geeigneter Funk-tionenraum,1 so da� R wohlde�niert ist.In obiger Integraltransformation ist d�
(�) = 1p2�
 e� �22
 d� das eindimensio-nale Gau�sche Ma� �uber R mit Mittel Null und Kovarianz 
 > 0, derenwillk�urliche Wahl zu 1��2 im Kapitel �uber die Normalordnung erkl�art wird.Im allgemeinen sind die Transformationen zu zwei Kovarianzen 
,
0 �uber dieBeziehung R
(Z)(�) = R
0 �Z �r 

0 ��� (
0
 �) (2.2)verkn�upft.OBdA seien L und D so gew�ahlt, da� � 2 N. Es folgt die Wohlde�niertheitvon Z� auch f�ur nicht positive Funktionen.Obige Form der RGT di�eriert von der Darstellung in (1.51). Mittels der�Ahnlichkeitstransformation U(Z) = Z� erhalten wir die Beziehung2R = U�1RU ; (2.3)sofern wir uns auf nicht negative Z einschr�anken. Ist Z Fixpunkt von R, soist U(Z) Fixpunkt von R. Somit gestalten sich Untersuchungen an R und R�aquivalent.Im weiteren Verlauf benutzen wir die nicht normierte RG. Der Vorteil der nor-mierten Form R0(Z)(�) := R(Z)(�)R(Z)(0) liegt darin, da� Funktionen, die bez�uglichder �Aquivalenzrelation Z � Z 0 :, ZZ0 2 R? in derselben Nebenklasse liegen,1V sei f�ur den Beginn nicht den Beschr�ankungen des ersten Kapitels, z.B. Positivit�at,unterworfen.2R sei die HRGT mit externem Exponenten � gem�a� (1.51)



2.1. GRUNDLAGEN 31auf dieselbe e�ektive Wechselwirkung abgebildet werden, so da� man sich aufdie Repr�asentantenmenge Z(0) = 1 beschr�anken kann. Z = 0 wird hierbeiexplizit auf Null abgebildet oder ausgeschlossen. Der Nachteil ist jedoch diekompliziertere Form der Transformation.Dr�ucken wir die Wechselwirkung Z durch ein Potential V aus, so schreibtsich die Transformation alsT :W !W V 7! � lnR �e�V � (2.4)Die Wohlde�niertheit folgt daraus, da� R die Positivit�at einer Wirkungerh�alt. Entsprechendes gilt f�ur die HRGT mit externem �.W mu� nat�urlichgewisse Restriktionen erf�ullen, damit T de�niert und selbstabbildend ist,doch dazu sp�ater mehr.Es stellt sich die Frage, f�ur welche Untermengen von C0(R) die HRGT nunwohlde�niert ist? Einen wichtigen Spezialfall liefert folgenderSatz 2.1.2F�urV � VGau� = nZ : R ! R+ j Z(�) = Ae� b2�2 mit A 2 R+; b 2 R+0 oist die HRGT 2.1.1 wohlde�niert3 und es gilt:8Z 2 V : R(Z)(�) = A0e� b02 �2 mit A0 = 1p1 + �
bA�; b0 = ��2b1 + �
bBeweis: F�ur Z 2 V gilt:R(Z)(�) = : : : = A�p1 + �
be� 12 ��2b1+�
b�2Da �; �; 
; A 2 R+ bzw. b 2 R+0 , folgt A0 2 R+ bzw. b0 2 R+0 . 2Eine massebehaftete Theorie ist unter der HRGT forminvariant. Interessantist nun die Frage nach Fixpunkten, das hei�t: Existieren Z 2 V, so da�R(Z) � Z ? Eine Antwort liefert folgender3Die HRGT ist nat�urlich auch f�ur b 2 (� 1�
 ;1) de�niert, wegen b0 �(� 1�
 ;1)� =��1; �2
 � allerdings nicht mehr selbstabbildend.



32 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Satz 2.1.3 (Gau�sche Fixpunkte der HRGT)Die HRGT �uber VGau� besitzt genau zwei Fixpunkte:AUV = 1; bUV = 0 ) ZUV (�) = 1AQU = (��2) 12(��1) ; bQU = ��2�1�
 ) ZQU(�) = AQUe� bQU2 �2Hierbei bezeichnet der Index UV den ultravioletten bzw. trivialen, und dasK�urzel QU den quadratischen bzw. Hochtemperatur�xpunkt.Der Hochtemperatur�xpunkt entspricht einer v�ollig unkorrelierten Theorie.Die zugeh�orige Korrelationsl�ange � ist Null und die hierarchische Wechselwir-kung folglich ultralokal [GS96]4. Der triviale Fixpunkt entspricht einer freienTheorie, welche, wie im vollen Modell mit masselosem Propagator, einer kri-tischen Theorie oder einem P�U zweiter Ordnung entspricht. Die zugeh�origeKorrelationsl�ange divergiert.Neben diesen beiden Gau�schen Fixpunkten existieren noch weitere Fixpunk-te: Zum einem die unphysikalische Theorie Z = 0. Zum anderen existierennoch die nichttrivialen Fixpunkte. In Abh�angigkeit der Bifurkationsdimen-sion dn = 2nn�1 spalten sich vom trivialen Fixpunkt weitere Fixpunkte inRichtung des marginalen Eigenvektors in der Dimension dn ab, so da� f�urD ! 2 unendlich viele nichttriviale Fixpunkte existieren. Die Untersuchungdieses interessanten Bifurkationsszenarios soll jedoch nicht Bestandteil derArbeit sein.Desweiteren bleiben symmetrische Funktionen unter Anwendung von R in-variant, wie man leicht durch Einsetzen und die Substitution � ! �� zeigt.Wir beschr�anken uns im weiteren auf symmetrische Boltzmann-Faktoren Z,da auch die Fixpunkte ZUV und ZQU symmetrisch sind. Ein weiterer Grundf�ur diese Restriktion ist die Forderung, da� wir uns bei unseren Berechnun-gen in der sog. symmetrischen Phase be�nden, in der Korrelationsfunktionenmit ungerader Argumentenanzahl verschwinden und der Vakuumzustand j0ieindeutig ist [MM94].2.1.1 Die Banachr�aume VUV und VQUNun wollen wir den De�nitionsbereich V erkl�aren. Um eine Iteration zuerm�oglichen, mu� V so gew�ahlt sein, da� R selbstabbildend ist. Eine erste4Die korrespondierenden Gitter-Wechselwirkungen sind nat�urlich immer lokal.



2.1. GRUNDLAGEN 33Wahl ist die MengeVUV = (Z : R ! R j Z 2 C0(R); Z 2 Z2(R); sup�2R jZ(�)j <1) ; (2.5)die mit der Supremumsnorm zu einem Banachraum5 erg�anzt wird. Symmetrie(s.o) und Beschr�anktheit bleiben unter R erhalten, dasup�2R jR(Z)(�)j � kZk�1 <1 . (2.6)Die Stetigkeit von R(Z) folgt aus den S�atzen �uber Parameter-Integrale[For91]. Diese sind zwar nur f�ur kompakte Intervalle formuliert, lassen sichaber problemlos auf R verallgemeinern, da das Kernst�uck der Beweise diegleichm�a�ige Stetigkeit der Integranden auf dem kartesischen Produkt vonIntegrationsgebiet und G�ultigkeitsbereich der externen Variablen ist.Beweis: W�ahlen wir R 2 R+ beliebig, so isti(�; �) := e� �22
Z�(��+ �) (2.7)gleichm�a�ig stetig auf R � [�R;R]. Denn f�ur alle � > 0 existieren positiveG und � mit G > �, so da� ji(�; �)j < �2 f�ur (�; �) mit � > G � �, daZ beschr�ankt ist. Auf dem Kompaktum [�G;G] � [�R;R] ist die stetigeFunktion i gleichm�a�ig stetig und8(�; �) 2 Rn[�G;G]� [�R;R] 8(� 0; �0) 2 U�(�; �) : ji(� 0; �0)� i(�; �)j < �Folglich ist i auf ganz R� [�R;R] gleichm�a�ig stetig und R(Z) auf [�R;R]stetig. Da R beliebig ist, folgt R(Z) 2 C0(R). 2Auch die Stetigkeit der Transformation R zeigt man leicht:kR(Z + �)�R(Z)k1 � �Xn=1 ��n�kZk��n1 k�kn1 �!k�k1!0 0 (2.8)5Der Vektorraum der auf topologischen R�aumen stetigen und beschr�ankten Abbildun-gen ist bez�uglich der Supremumsnorm ein Banachraum [MV92]. Somit ist der abgeschlos-sene Unterraum VUV auf nat�urliche Weise auch ein Banachraum. Beweis der Abgeschlos-senheit: Sei Zn 2 VUV eine Cauchy-Folge mit Grenzwert Z, so gilt Z(�) = limZn(�) =limZn(��) = Z(��).



34 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Einen weiteren invarianten Banachraum erhalten wir, wenn wirVQU = (Z : R ! R j Z 2 C0(R); Z 2 Z2(R); sup�2R ���� Z(�)ZQU(�)���� <1) (2.9)durch die Normk � kQU : VQU ! R+0 kZkQU = sup�2R ���� Z(�)ZQU(�)���� (2.10)vervollst�andigen6. Auch dieser Raum ist invariant unter R, dennsup�2R ����R(Z)(�)ZQU(�) ���� � sup�2R 1ZQU(�)kZk�1R(ZQU)(�) = kZk�1 . (2.11)Betrachtet man die Konstruktion von VQU , so erkennt man, da� VUV imGrunde mit Hilfe des UV-Fixpunktes konstruiert wurde. Man beachte, da�VQU ( VUV , da z.B. ZUV nicht in VQU enthalten ist. In VQU be�nden sich nurTheorien, von denen man den Hochtemperatur�xpunkt abspalten kann, soda� der Rest beschr�ankt bleibt. Sprechen wir in Zukunft vom TheorieraumV, so impliziert dies G�ultigkeit f�ur VUV und VQU . In der Statistischen Physikoder der Feldtheorie werden Wechselwirkungsfunktionale jedoch �uber einenBoltzmann-Faktor erkl�art, so da� wir uns letztendlich auf die konvexe, unterR invariante (2.4) TeilmengeV+ = nZ 2 V���Z(R) � R+o (2.12)beschr�anken m�ussen. Dementsprechend folgt f�ur den Raum der Potentiale7W = � lnV+ . (2.13)Wir m�ussen noch anmerken, da� W keine Vektorraumstruktur besitzt, daz.B. das Inverse zu � lnZQU oder das neutrale Element im Falle von VQUnicht enthalten sind.2.1.2 Die Linearisierung DRDas Finden von Fixpunkten und zugeh�origen Fl�ussen besitzt nicht nur phy-sikalische Relevanz - es ist im allgemeinen der Beginn bei der Untersuchung6Der Vollst�andigkeitsbeweis ist �aquivalent zu dem Vorgehen bei der Supremumsnorm.7Wir erkl�aren die Wirkung einer Abbildung A auf eine Menge M durch A(M) =�A(m)��m 2M	.



2.1. GRUNDLAGEN 35nichtlinearer Systeme. Die hier vorgestellte Form der RGT ist diskret, sie l�a�tsich aber problemlos als Di�erentialgleichung mit kontinuierlichem Flu�pa-rameter L schreiben. Zur Untersuchung eines Fixpunktszenarios betrachtetman zuerst die am entsprechenden Fixpunkt linearisierte Transformation.Wir wollen in dieser Arbeit �4-artige St�orungen der freien Theorie untersu-chen. Somit linearisieren wir R bei ZUV = 1 bzw. T bei VUV = 0. Es folgtmit Hilfe von De�nition (B.12):DR(Z)(�) := @@� ����=0R(ZUV + �Z)(�) = �hZi
;�� (2.14)Die Form von DT ist identisch. Mittels der Beziehung zwischen Normal-ordnung und Gau�-Integration - siehe hierzu auch die Anh�ange (B.1) und(B.2) - rechnet man leicht nach, da� die normalgeordneten Monome �uber REigenfunktionen der linearisierten RGT sind. Es gilt:DR(Pn;�)(�) = ��nPn;��2(��
)(�) (2.15)Die Wahl von 
 = 1��2 bedingt eine normalordnende Kovarianz von � = 1,um die Eigenwertgleichung (2.15) zu l�osen. Der Weg, � zu �xieren und dieFluktuationskovarianz auf 
 = �(1��2) festzulegen, wird hier nicht verfolgt.Bez�uglich des Hilbertraumes L2(R; d��=1(�)) bildet fPn;�=1gn2R0 eine Basis.Allerdings ist dieser Raum kein geeigneter De�nitionsbereich f�ur die RGTselbst [GS96] - er ist "zu gro�\.Bez�uglich L2(R; d��=1(�)) k�onnen wir jedoch Aussagen �uber das Fixpunkt-szenario machen. Stabile, unstabile und Zentrumsmannigfaltigkeiten werdenvon Eigenvektoren aufgespannt, deren Betrag kleiner, gr�o�er oder gleich einsist. Schaut man sich eine unendliche Iteration der verschiedenen Eigenvekto-ren an, ist sofort klar, da� Objekte aus dem stabilen Unterraum auf Null -also den Fixpunkt - abgebildet werden. Dementsprechend werden Vektorenaus dem instabilen Unterraum bez�uglich ihres Betrages divergieren, und eineFunktion aus der Zentrumsmannigfaltigkeit auf einer "Kugelober
�ache\ mitdem Radius des Vektorbetrags zu �nden ist (Invarianz beim Eigenwert 1,alternierend beim Eigenwert -1, usw.).Die Eigenwerte zu den normalgeordneten Polynomen Pn;� sindLD+n(1�D2 ) , (2.16)und die Dimensionen der Mannigfaltigkeiten D-abh�angig. Siehe hierzu Ab-bildung 2.1. Man beachte, da� der Massenterm (n = 2) in jeder Dimensionrelevant (L2) ist und der : �4 :� Eigenwert L4�D, f�ur D < 4 relevant, in vierDimensionen marginal wird.



36 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4

Abbildung 2.1: Mit Hilfe der Formel (2.16) berechnen wir die (reellen) Ei-genwertordnungen nmarg, f�ur die der Exponent verschwindet. Alle MonomePn;� mit n > nmarg (n < nmarg) sind irrelevant (relevant). Schnittpunkte derKurve mit der Funktionenschar fn(x) = n, n 2 N0 repr�asentieren marginaleEigenvektoren.F�ur alle Dimensionen D 2 (2; 4] mit 2DD�2 62 N0 handelt es sich bei ZUV al-so um einen hyperbolischen Fixpunkt, so da� nach dem Hartman-Grobman-Theorem [GH86] ein Hom�oomorphismus existiert, der die stabilen/unstabilenEigenr�aume bzgl. der linearisierten Transformation auf die tangential lie-genden invarianten stabilen bzw. nicht stabilen Mannigfaltigkeiten bzgl. dernichtlinearen Transformation �ubertr�agt. F�ur den Fall 2DD�2 2 N0 treten nochZentrumsmannigfaltigkeiten auf, die nicht eindeutig sind [GH86]8. Aus die-sem Grund ist die Berechnung der Kurve in D = 4 komplizierter, da wirin einer marginalen Kopplung parametrisieren. Eine sch�one L�osung w�are im�ubrigen das Finden dieses Hom�oomorphismus.8Hier ist die nichtlineare Abbildung ein di�eomorphes Vektorfeld �uber dem Rn.Schr�ankt man die HRGT jedoch auf polynomiale Potentiale ein und schaltet hinter dieAbbildung einen geeigneten Projektor, f�allt auch die HRGT in diese Gruppe.



2.2. DIE �4-TRAJEKTORIE 372.2 Die �4-TrajektorieDe�nition 2.2.1 (Die �4-Trajektorie)Es sei Z : R+0 ! V+ eine stetige Abbildung. Z hei�t �4-Trajektorie genaudann, wenn:1. Z(0) = ZUV2. Z 0(0) = � 14!P4;13. 9� : R+0 ! R+0 2 C0(R+0 ) : R(Z(g)) = Z(�(g))Obige De�nition liefert eine Kurve in V, die im UV-Fixpunkt beginnt, indiesem die Steigung P4;1 besitzt, also tangential zum normalgeordneten Mo-nom 4: Grades liegt, und invariant unter der HRGT �uber V ist. Zu jeder�4-Trajektorie Z existiert also eine Reparametrisierungsfunktion � (step-�-Funktion), und wir sprechen in diesem Zusammenhang auch von einem ska-lierenden Paar (Z; �).Schreibt man Z als formale Potenzreihe9 in g = 0, so erh�alt man mittels derersten beiden Eigenschaften aus 2.2.1 folgende Darstellung:Z(g) = ZUV � 14!P4;1g +O(g2) () Z(g) = e�(gP4;1+O(g2))O(g2) und � werden durch die Invarianzeigenschaft festgelegt.Einige allgemeine Eigenschaften der �-Funktion lassen sich ohne ihre exakteBerechnung angeben: �(0) = 0,10 denn w�urde dies nicht gelten, so w�are dieTrajektorie zyklisch oder chaotisch. Diese beiden F�alle wollen wir ausschlie-�en und gehen im folgenden davon aus, da� die �4-Trajektorie doppelpunkt-frei ist.Unter der Annahme, da� die RGT eine Halbgruppe bildet - nach Satz 1.4.1tri�t dies nur f�ur die GRGT zu - vererbt sich als Folge der Injektivit�at derTrajektorie in g die Halbgruppeneigenschaft auf �:Z (�L0 � �L(g)) = RL � RL0(Z)(g) = RL0L(Z)(g) = Z (�L0L), �L0 � �L(g) = �L0L (2.17)9Zur Berechnung einer formalen Potenzreihe ben�otigen wir nur die C1 -Eigenschaft.Die Frage nach der Konvergenz stellt man zur�uck.10Aus diesem Grund ist b0 = 0 in (2.25).



38 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Wir nennen (2.17) das Additionstheorem f�ur �-Funktionen. Mit Hilfe der�L-Funktion k�onnen wir die sog. laufende Kopplung �uberg(L) := �L(g) (2.18)de�nieren. Hierbei kann die Anfangskopplung g auf der rechten Seite beliebiggew�ahlt werden. g(L) gibt dann Auskunft dar�uber, auf welchem Punkt derinvarianten Trajektorie man sich be�ndet, wenn man eine RGT mit Block-parameter L durchgef�uhrt hat. De�nieren wir nun noch die di�erentielle �-Funktion [Wie97b] �uber �(g) := @L�L(g)���L=1 , (2.19)so erf�ullt die laufende Kopplung die GleichungLg0(L) = �(g(L)) . (2.20)Beweis:Lg0(L) = @L0g(LL0)���L0=1 (2:17)= @L0�L0(�L(g))���L0=1 = �(g(L)) (2.21)Die di�erentielle �-Funktion gibt Auskunft �uber die Flu�richtung.Im folgenden nehmen wir an, Z und � seien analytisch in g, so da� wirSt�orungstheorie betreiben d�urfen. Zeigt sich letztendlich, da� Z und/oder �nicht konvergent sind,11 so hei�t dies lediglich, da� keine analytische L�osungexistiert. Desweiteren wird sich herausstellen, da� die trunkierten St�orungs-reihen sehr gute Approximanten darstellen.2.3 St�orungstheorieWir wollen in diesem Kapitel das Potential V perturbativ bestimmen. Dazude�nieren wir die parameterabh�angige FunktionF : [0; 1]! R F (t)(V )(�) := T (tV )(�) (2.22)11Konvergenzradius gleich Null



2.3. ST �ORUNGSTHEORIE 39unter der Annahme, da� sie f�ur V und � 2 R unendlich oft di�erenzierbar12und die Taylor-Entwicklung um 0 konvergent sind.13 Es folgt:T (V )(�) = F (1)(V )(�)= 1Xm=0 (�1)m+1m! @m@tm lnhe�V (�)ti
;������t=0= 1Xm=1 (�1)m+1m! h[�V ; ]miT
;�� (2.23)Zur De�nition der trunkierten Erwartungswerte lese man im Anhang (B.2).Die �4-Trajektorie und die Reparametrisierungsfunktion � schreiben wir alsformale Potenzreihe in g = 0:14V (�; g) = 1Xr=1 Vr(�)gr (2.24)�(g) = 1Xr=1 brgr (2.25)mit V1(�) =: �4 : (2.26)Aufgrund der Multilinearit�at der trunkierten Erwartungswerte k�onnen wirT (V ) nach Potenzen von g ordnen:T (V )(�; g)= 1Xm=1 (�1)m+1m! 1Xr1=1 : : : 1Xrm=1 gPmi=1 ri h[�Vr1; : : : ; �Vrm]iT
;��= 1Xm=1 (�1)m+1m! 1Xr=m gr XPri=1 ri=m h[�Vr1 ; : : : ; �Vrm]iT
;��= 1Xr=18<: rXm=1 (�1)m+1m! XPmi=1 ri=r h[�Vr1; : : : ; �Vrm]iT
;��9=; gr (2.27)12Hierzu m�ussen die n-ten Ableitungen des RG-Integranden nach t auf R � [0; 1]gleichm�a�ig stetig sein. Aus diesem Grund ist z.B. eine Forderung V 2 W zu schwach, daein Term V exp(��V t) multipliziert mit dem Gau�schen Gewichtungsfaktor nicht mehrgleichm�a�ig stetig sein mu�. Beispiel: V (�) = ek�2 mit k > 12
13Es wird sich herausstellen, da� die St�orungsreihe nicht konvergent ist. Aus diesemGrund wollen wir im folgenden lieber den Begri� der formalen Potenzreihe benutzen.Folglich handelt es sich auch bei T (V ) in (2.23) nur um eine formale Potenzreihe.14Wir geben die Entwicklungskoe�zienten ohne 1r! -Terme an, da dies eine formale Ver-einfachung darstellt.



40 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Ebenso ergibt sichV (�; �(g)) = 1Xr=18<: rXm=1 XPmi=1 ri=r mYi=1 briVm(�)9=; gr . (2.28)In erster Ordnung erhalten wir die Eigenwertgleichung� hV1i
;�� = b1V1(�); (2.29)die aufgrund der Anfangsbedingung (2.26) die eindeutige L�osungb1 = ��4 = L4�D (2.30)besitzt. In h�oheren Ordnungen r � 2 gilt es� hVri
;�� � br1Vr(�) = brV1(�) + Lr(�; V )(�)�Kr(V )(�) (2.31)zu l�osen. Hierbei sindLr(�; V )(�) = r�1Xm=2 XPmi=1 ri=r mYi=1 briVm(�) , (2.32)Kr(V )(�) = rXm=2 (�1)m+1m! XPmi=1 ri=r h[�Vr1; : : : ; �Vrm]iT
;�� . (2.33)Wir merken an, da� Kr und Lr unabh�angig von Vr und br sind, so da� einerekursive L�osung des Problems m�oglich ist. Da Vr analytisch und symme-trisch sein soll, stellen wir es durch eine Potenzreihe in normalgeordneten15,geraden16 Monomen dar: Vr(�) = 1Xn=0 V2n;r : �2n : (2.34)Aufgrund der Tatsache, da� es sich beim Startterm V1 um eine endlicheReihe handelt (V2n;1 = 0 f�ur n � 3), p
anzt sich diese Eigenschaft in den15Eine Darstellung in der Basis f�2ngn2N0 ist genauso gut m�oglich, doch vereinfacht dieBenutzung der Eigenybasis f: �2n :gn2N0 die Berechnungen erheblich.16Wie man leicht nachrechnet, gilt: P2n;�(�) = Pnm=0 P2n;2m(v)�2(n�m): Es folgt also,da� : �2n :2 Lin �1; �2; : : : ; �2n� und ebenso �2n 2 Lin �1; : �2 :; : : : ; : �2n :�. Somit werdengerade Funktionen auch durch Potenzreihen in : �2n : repr�asentiert.



2.3. ST �ORUNGSTHEORIE 41Kumulanten fort. So ist Kr ein normalgeordnetes Polynom vom Grade r+1.Es gilt also f�ur alle n > r + 1:17(P2n;1; Kr)1 = 0 (2.35)Dies zeigt man leicht mittels vollst�andiger Induktion. Im Induktionsschrittbenutzt manh[�Vr1; : : : ; �Vrm]iT
;�� (2.36)IV= r1+1Xn1=0 : : : rm+1Xnm=0�mV2n1;r1 : : : V2nm;rm h[P2n1;1; : : : ; P2nm;1]iT
;��= r1+1Xn1=0 : : : rm+1Xnm=0�mV2n1;r1 : : : V2nm;rm nmaxXn=0 Cn;n1;:::;nm(�; 
) : �n :1 .Die genaue Form der Koe�zienten Cn;n1;:::;nm(�; 
) ist unwichtig, essentiellist hingegen die Bestimmungsformel f�ur nmax:18nmax = 2 mXi=1 ni � 2(m� 1) � 2 mXi=1 (ri + 1)� 2(m� 1) = 2(r + 1) (2.37)Die bislang noch unbeantwortete Frage nach der Konvergenz der St�orungs-reihe stellen wir ein wenig zur�uck. Physikalisch sinnvoll ist nur ein Konver-genzgebiet, das einen Quader R � [0; gmax) beinhaltet. Schon numerischeSimulationen in [Rol96] sprachen gegen eine Konvergenz der perturbativenTrajektorie, ein weiteres Argument f�ur die Divergenz liefern wir in Abschnitt2.6.4.2.3.1 Die lineare �-Funktion f�ur 2 < D < 4Die Wahl der linearen �-Funktion�(g) = L4�Dg (2.38)bedeutet br = 0 f�ur alle r � 2 und (2.31) wird zu� hVri
;�� � br1Vr(�) = �Kr(V )(�) . (2.39)17Hierbei nutzen wir die Orthogonalit�atsrelation der normalgeordneten Monomebez�uglich des Skalarproduktes (f; g)� = R d��(�)f(�)g(�). Es gilt(Pn;� ; Pm;�)� = �nn!�n;m.18Diese Formel ist gra�sch sofort klar: die Kontraktion mit maximaler Beinzahl erh�altman, wenn m� 2 Vertices jeweils 2 Beine und 2 Vertices jeweils 1 Bein opfern.



42 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Mit Hilfe von (2.34) und (2.15) erhalten wir die Bestimmungsgleichung�1� ��2n(��4)r�V2n;r = 1(2n)!(��4)r (P2n;1; Kr(V ))
 . (2.40)Durch diese Gleichung werden die Koe�zienten V2n;r eindeutig bestimmt. ImFalle �1� ��2n(��4)r� = 0, D � n(D � 2)� r(4�D) = 0 (2.41)mu� gew�ahrleistet sein, da� die rechte Seite von (2.40) identisch Null ist -V2n;r wird zu einem frei w�ahlbaren Parameter. Ansonsten sprechen wir von(n; r)-Resonanzen, die Trajektorie ist perturbativ nicht bestimmbar.19 F�urden Fall, da� n > r + 1 und r > 1 folgtD + n(2�D)� r(4�D) < 2(1� r) < 0 , (2.42)so da� mit (2.35) der polynomiale AnsatzVr(�) = r+1Xn=0 V2n;r : �2n : (2.43)gerechtfertigt ist. Stellt sich noch die Frage, wann Resonanzen auftreten. Zufester Dimension D ergibt sich aus (2.41) die streng monoton fallende FolgenD(r) = 4�D2�D| {z }<0 r + DD � 2| {z }>0 , (2.44)die nach oben durch nD(2) = 3 � 2D�2 beschr�ankt ist. Hieraus folgt, da�in 2 < D < 83 keine Resonanzen auftreten k�onnen. In 83 � D < 3 k�onnennur eine Vakuumresonanz20 (n = 0) und in 3 � D < 4 eine Vakuumresonanzund/oder eine Massenresonanz21 (n = 1) erscheinen. Resonante Terme tretenf�ur D ! 4 erst in immer h�oheren Ordnungen auf. Die Resonanz behaftetenDimensionen besitzen D = 4 als H�aufungspunkt.Man beachte noch, da� die lineare �-Funktion das Additionstheorem (2.17)erf�ullt. Dies zeigt, da� die lineare Reparametrisierung auch f�ur die volle RGTeine geeignete Wahl darstellt. Die nach (2.19) bestimmte di�erentielle �-Funktion lautet �(g) = (4�D)g.19Zumindest nicht mit diesem Ansatz.20Hierzu mu� es eine Ordnung r 2 N2 geben, so da� D = 4r1+r .21Hierzu mu� es eine Ordnung r 2 N2 geben, so da� D = 4� 2r .



2.3. ST �ORUNGSTHEORIE 43Ferner verdeutlicht sich anhand der step-�-Funktion die Wirkung der RGTin 2 < D < 4 Dimensionen: Ein RG-Schritt treibt uns auf der Trajektorie ausdem trivialen Fixpunkt heraus. Eine unendliche Iteration von RG-Schrittenf�uhrt uns somit zur Fixpunkttheorie Z(1), welche dieselben kritischen Ei-genschaften besitzt wie alle Theorien Z(g) mit g > 0. Eine Trajektorie mitstreng monotoner Reparametrisierungsfunktion verbindet also immer die Fix-punkte Z(0) und Z(1), und die Flu�richtung ist eindeutig. Zur Berechnungvon Z(1) ben�otigen wir nur noch die Trajektorie selbst.Die step-�-Funktion ist auf R+0 de�niert und umkehrbar. Wir erkl�aren� = ��1 : R+0 ! R+0 �(g) = �g mit � = LD�4 (2.45)und schreiben die Invarianzgleichung in eine Fixpunktgleichung um:R� �?(Z)(g) := R(�(g)) = Z(g) (2.46)2.3.2 Die kubische �-Funktion f�ur D = 4Die lineare �-Funktion verkommt in 4 Dimensionen zur Identit�at. Somit �n-det sich auf der Trajektorie f�ur g > 0 �uberall dieselbe Theorie. Die Kurvereduziert sich zu einem "Punkt\.22 Die Wirkung Z(g > 0) ist ein weite-rer Fixpunkt der RGT. Diese Unstetigkeit in g = 0 ist Motivator f�ur denfolgenden Beweis, da� f�ur D = 4 kein skalierendes Paar mit linearer Repa-rametrisierungsfunktion existiert. Aus (2.29) folgt b1 = 1 und (2.31) schreibtsich mit Hilfe des Ansatzes (2.43)23 als�1� ��2n	V2n;r = 1(2n)!(P2n;1; Kr(V )� Lr(�; V )� brV1)1 . (2.47)(2.47) l�a�t sich f�ur n 2 f0; : : : ; r + 1g n f2g eindeutig l�osen.24 F�ur n = 2 wirddie linke Seite identisch Null und (2.47) bestimmt br zubr = 14!(P4;1; Kr(V )� Lr(�; V ))1 . (2.48)F�ur r = 2 ergibt sich nach kurzer Rechnung unter Benutzung der Kumulan-tenformel (B.20)b2 = 14! �P4;1;�12 h�V1;�V1iT
;���1 = �36(L4 � 1) . (2.49)22Genauer gesagt zu zwei Punkten: Z(0) = ZUV und Z(g > 0).23Da Lrvon der Ordnung : �2r : ist, folgt wie schon zuvor V2n;r = 0 f�ur n > r + 1.24in Abh�angigkeit von br



44 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Diese Gleichung zeigt, da� die Wahl einer linearen �-Funktion nicht m�oglichist. V4;2 wird zu einem frei w�ahlbaren Parameter. Es stellt sich die Frage,ob man nun V4;2 so w�ahlen kann, da� z.B. b3 = 0. Allgemeiner formuliert:Determiniert eine willk�urliche Wahl der br�3 die freien Parameter V4;r�2? F�urr � 3 gilt: Kr(V )(�) = �h�V1;�Vr�1iT
;�� + ~Kr(V )(�) (2.50)Lr(�; V )(�) = (r � 1)b2Vr�1(�) + ~Lr(�; V )(�) , (2.51)wobei ~Kr und ~Lr nur aus V~r mit ~r < r � 1 bestehen. Es folgt f�ur r � 3:br = (3� r) b2V4;r�1 +N (2.52)N besteht aus schon bekannten Gr�o�en. In dritter Ordnung f�allt der ersteSummand auf der rechten Seite weg, so da� b3 noch bestimmt und V4;2 einfreier Parameter ist. Es ergibt sich25b3 = 432� 3456L2 � 2592L4 + 3456L6 + 2160L8 (2.53)Alle Koe�zienten br>3 setzen wir zu Null. Es folgt eine Determinierung der"freien\ Parameter V4;r�1 entsprechend (2.52).26 Die St�orungsrechnung inD = 4 Dimensionen liefert somit ein skalierendes Paar bestehend aus derkubischen �-Funktion�(g) = g � 36(L4 � 1)g2 + 432 �1� 8L2 � 6L4 + 8L6 + 5L8� g3 (2.54)und dem Potential V , das bis auf den freien Parameter V4;2 eindeutig be-stimmt ist.Wir wollen nun �uberpr�ufen, ob diese perturbativ bestimmte Reparametri-sierungsfunktion als Grundstock f�ur konstruktive Berechnungen geeignet ist.Als erstes stellen wir fest, da� � auf R streng monoton steigend ist, dadie Diskriminante der 1. Ableitung f�ur L > 1 echt kleiner Null ist und� 0(0) = 1 > 0. Damit existiert die Umkehrfunktion � := ��1, die wirzum Beispiel mittels des Satzes �uber implizite Funktionen berechnen k�onnen(�(g) = g� b2g2 + (2b22 � b3)g3 +O(g4)). Die approximierte Umkehrfunktion3. Grades liegt aber z.B. erst f�ur 0 � g < 10�3 im richtigen 1. Quadran-ten. Nat�urlich l�a�t sich mit Hilfe der Cardanoschen Formeln, welche die dreiL�osungen einer algebraischen kubischen Gleichung durch Radikale beschrei-ben, � auch exakt bestimmen.25b3 wurde mittels MapleV und der Basis f�2ngn2N0 berechnet. Dies �andert jedochnichts.26Dies kann man nat�urlich auch aus der entgegengesetzten Blickrichtung betrachten.



2.4. DER RAUM DER TRAJEKTORIEN 45Es stellt sich die Frage nach Fixpunkten �(g) = g. Wir erhalten gUV = 0 undg = 112 (5L4 + 8L2 � 1) . (2.55)Somit repr�asentiert Z(�; g) eine (perturbative) infrarote Fixpunkttheorie.Wir schlie�en den f�ur das hierarchische Modell pathologischen Fall L ! 1aus.27Da� ein Polynom vom Grade gr�o�er eins nicht die Kompositionseigenschaftf�ur �-Funktionen (2.17) erf�ullt, ist klar. Somit ist diese Funktion kein Kan-didat f�ur die volle RGT. Dessen perturbativ berechnete �-Funktion schreibtsich als [Wie97d] �(g) = g � 3 log(L)(4�)2 g2 +O(g3) . (2.56)Durch die logarithmische L-Abh�angigkeit der Koe�zienten ist Kompositions-eigenschaft in der vollen RGT erf�ullt. Man beachte jedoch, da� zur Berech-nung von (2.56) die Parametrisierung V̂4;r = �r;1 benutzt wurde. Allerdingsmerkte Wieczerkowski in [Wie97c] an, da� auch im vollen Modell die Ko-e�zienten des kubischen Anteils universell sind und eine Reparametrisierungbr>3 = 0 der Trajektorie m�oglich ist.28Das qualitative Verhalten ist jedoch f�ur beide Modelle gleich, da der g2-Termein negatives Vorzeichen besitzt und somit f�ur 0 � g � 1 die Eigenschaft�(g) � g folgt - Theorien mit kleinen Kopplungen laufen unter unendlicherRG-Iteration in den trivialen Fixpunkt.F�ur das hierarchische Modell kann man konkret angeben, da� TheorienV (0 < g < g) in den trivialen Fixpunkt (�(g) < g) und Punkte V (g > g)nach V (1) (�(g) > g) laufen, sofern diese Konvergenz existiert. Zur Ver-deutlichung schaue man sich die di�erentielle �-Funktion (2.19) an, die dieKopplungs�anderung in der N�ahe von L = 1 widerspiegelt. In D = 4 ist diefreie Theorie also attraktiv und der infrarote Fixpunkt repulsiv.292.4 Der Raum der TrajektorienIm folgenden werden wir ob der einfacheren Notation immer das kartesischeProdukt von Feld- und Kopplungsraum betrachten. Wir de�nieren �uber die27Das h�atte g(L)! 0 zur Folge.28Diese Aussage bezieht sich jedoch auf die di�erentielle �-Funktion.29Man beachte, da� in unserer Terminologie die �Aquivalenzen IR-Fixpunkt = nicht-Gau�scher Fixpunkt, UV-Fixpunkt = trivialer Fixpunkt gelten. In [MM94] spricht manim Falle eines attraktiven/repulsiven Fixpunktes von einem IR-/UV-Fixpunkt.



46 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Maximalkopplung g0 2 R+ die MengePg0 = R� [0; g0] mit P1 = limg0!1Pg0 = R�R+0 . (2.57)In 2.1.2 haben wir den Funktionenraum VGau� kennengelernt und gesehen,da� die HRGT auf ihm wohlde�niert ist - eine Gau�-Funktion transformiertsich in eine Gau�-Funktion. Da� eine unter der HRGT invariante, aus Gau�-Funktionen bestehende Trajektorie existiert, zeigt folgenderSatz 2.4.1 ZQU : P1 ! R+ (�; g) 7! eaQU (g)� bQU (g)2 �2mitaQU(g) = 1� ��12 1Xn=1 ��n ln�1 + (��ng)�1 + g� � ; bQU(g) = bQU g�1 + g�� = 24�Dist ein Fixpunkt der Abbildung R� �?.Beweis: ZQU ist eine in g parametrisierte Kurve in VGau�, da bQU(R+0 ) �R+0 und bQU stetig ist. Bei aQU zeigt man diese Eigenschaften mittels desMajorantenkriteriums. Es sei g 2 R+0 beliebig, aber fest:������n ln�1 + (��ng)�1 + g� ����� � ��n ln�1 + � 1L2�n g�� � � 1��n ln�1 + 1L2 g��Aus dieser Absch�atzung folgt aQU(R+0 ) � R und die gleichm�a�ige Konver-genz auf beliebigen kompakten Intervallen aus R+0 , und somit die Stetigkeitvon aQU .Die TransformationR��? ist dadurch wohlde�niert. Es gilt noch zu beweisen,da� R� �?(ZQU) = ZQU . Nach Satz 2.1.2 gilt 8(�; g) 2 P1 :R� �?(ZQU(�; g)) = R(ZQU(�; �g) = ea0QU (g)� b0QU (g)2 �2 (2.58)mit a0QU(g) = �aQU(�g)� 12 ln (1 + �
bQU(�g)) (2.59)



2.4. DER RAUM DER TRAJEKTORIEN 47b0QU(g) = ��2bQU(�g)1 + �
bQU(�g) . (2.60)Durch Einsetzen zeigt man a0QU � aQU und b0QU � bQU . Eine m�ogliche Herlei-tung von b �uber die Hilfsfunktion c = b�1 und die Bestimmung von a durchsukzessives Einsetzen in (2.59) �ndet der Leser in [Wie97a]. In dieser Arbeitwollen wir b jedoch mittels St�orungsrechnung in g� berechnen (� 2 R+). DerParameter � erm�oglicht es, auch nicht unendlich oft di�erenzierbare L�osun-gen zu �nden. Um den Vakuumterm a k�ummern wir uns nicht, da er in dernormierten Transformation sowieso bedeutungslos wird. Es sei alsob(g) = 1Xk=1 bkg�k . (2.61)Wir tragen in diesem Ansatz der Bedingung Rechnung, da� die Kurve f�urg = 0 im UV-Fixpunkt beginnen soll. Mit Hilfe von A = ��2 = L2, B = �
und der Eigenschaft ��BAb(g)�� < 1 schreibt sich (2.60) als30b(�g) = 1Xm=1 1B �BAb(g)�m . (2.62)Mit der Vereinfachung ~bk = BAbk , ~b = BAb ergibt sich analog zur St�orungs-rechnung in Kapitel 2.3 durch Koe�zientenvergleich f�ur alle k:A~bk��k = kXm=1 XPmi=1 ni=kni2N ~bn1 : : :~bnm (2.63)In erster Ordnung ergibt sich, da� � = 24�D und ~b1 ein freier Parameter ist.Alle �ubrigen ~bn lassen sich rekursiv bestimmen. Explizite Berechnungen dern�achsten Ordnungen erh�arten den Verdacht, da� f�ur die �ubrigen Koe�zientendie Gleichung ~bk = � L21� L2�k�1 ~bk1 =: Ck�1~bk1 (2.64)gilt. Der Beweis erfolgt durch Einsetzen:~bk (2:63)= 1L2(1�k) � 1 kXm=2 XPmi=1 ni=kni2N ~bn1 : : :~bnm30Die Ungleichung ��BA b(g)�� < 1 gilt ob der angenommenen Stetigkeit in g = 0 gewi� f�urkleine g. Das Resultat (2.66) mit ~b1 > 0 erf�ullt diese Relation sogar f�ur alle g 2 R+0 .



48 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4(2:64)= Ck�1~bk1 CL2(1�k) � 1 kXm=2C�m XPmi=1 ni=kni2N 1= Ck�1~bk1 CL2(1�k) � 1 kXm=2C�mmk � km�(?)= Ck�1~bk1 @C�1 (1 + C�1)k � 1L2(1�k) � 1= Ck�1~bk1 (2.65)In (?) wurde die Beziehung @x(1 + x)k =Pkm=1m� km�xm�1 benutzt. F�ur deninvarianten Massenterm ergibt sich somit:b(g) = ABC C~b1g�1� C~b1g� (2.66)Da C < 0 folgt f�ur jedes ~b1 > 0, da� b auf R+0 stetig ist. Unabh�angig von derexakten Wahl gilt dannlimg!1 b(g) = ABC = A� 1B = bQU . (2.67)F�ur ~b1 = �C�1 erhalten wir b = bQU . 2Wir haben also mit ZQU eine Trajektorie vorliegen, die im trivialen Fixpunktbeginnt (ZQU(�; 0) = ZUV 2 VGau�) und in den Hochtemperatur�xpunktl�auft ( limg!1ZQU(�; g) = ZQU 2 VGau�). Man beachte aber, da� ZQU(�;R+0 ) (VGau�, da z.B. bQU(R+0 ) = [bUV ; bQU).Arbeiten wir mit der normierten Transformation, so m�ussen wir den kon-stanten Term nicht beachten und erhalten die Gau�-TrajektorieZ(�; g) = e� bQU (g)2 �2 . (2.68)Wir merken noch an, da� aQU(g) = O(g�) und bQU(g) = bQUg� +O ((g�)2).Es stellt sich die Frage, warum wir die perturbative b-Konstruktion der ele-ganten Methode von Wieczerkowski vorziehen? Wie man leicht sieht, istdie Gau�-Trajektorie f�ur D = 4 nicht mehr de�niert. Die beiden Fixpunkte,die durch die Kurve ZQU(g) verbunden werden, existieren aber dennoch. F�ur



2.4. DER RAUM DER TRAJEKTORIEN 49eine nichtlineare �-Funktion, die wir in 4 Dimensionen benutzen m�ussen (sie-he 2.3.2), stellt die St�orungstheorie jedoch ein m�ogliches Verfahren f�ur dieKonstruktion einer invarianten Massenkopplung unter der erweiterten RGTdar.Jetzt konstruieren wir - analog zu (2.9) und (2.10) - mit Hilfe des quadrati-schen Fixpunktes der Transformation R � �? einen Raum von Funktionen-kurven bzw. Funktionen in zwei Variablen. Es sei g0 > 0.Vg0 = nZ : Pg0 ! R���Z(�; g) 2 C0(R); Z(�; �) 2 C0([0; g0]);Z(�; g) 2 Z2(R) 8g 2 [0; g0]; sup(�;g)2Pg0 ���� Z(�; g)ZQU(�; g)���� <1)(2.69)Wir erg�anzen die Abbildungeng 2 [0; g0]; k � kg : Vg0 ! R+0 Z 7! sup�2R ���� Z(�; g)ZQU(�; g)���� (2.70)kj � jkg0 : Vg0 ! R+0 Z 7! supg2[0;g0] kZkg . (2.71)Der R-Vektorraum Vg0 wird durch die Norm kj � jkg0 zu einem Banachraum.Da f�ur die lineare �-Funktion die Eigenschaft �(g) < g gegeben ist, ist dieerweiterte RGT R� �? auf Vg0 selbstabbildend. Schr�anken wir Vg0 auf Theo-rien zu einem festen Kurvenparameter g ein, so ist auf diesem Unterraumauch k �kg eine Norm. F�ur g = 0 bzw. g =1 erhalten wir VUV bzw. VQU . V1stellt folglich eine Menge von Theorier�aumen dar, deren Objekte zwischenVUV und VQU interpolieren und sich durch ZQU(g) absch�atzen lassen.Es sei g10 < g20. Werden die Funktionen aus Vg20 auf Pg10 eingeschr�ankt, so giltVg20 � Vg10 .Korrespondierend zu (2.13) de�nieren wir aus der konvexen Teilmenge vonVg0 , die aus den positiven Funktionen besteht, den Raum der PotentialeWg0 ,auf dem die erweiterte Transformation T � �? agiert.Abschlie�end wollen wir noch einmal die Bedeutung der TransformationR��? herausstellen: Sie wirkt auf einem Raum von Kurven, und ihre Fixpunktestellen unter der HRGT invariante Trajektorien dar.



50 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 42.5 Existenz und Konstruktion einesFixpunktesZiel dieses Paragraphen ist es, Kriterien zu �nden, die einen Punkt aus Vg0zu einem approximativen Fixpunkt der Transformation R � �? machen, soda� wir um diese Funktion eine Menge konstruieren k�onnen, in der gewi�ein Fixpunkt liegt. Der Banachsche Fixpunktsatz, welcher uns die Existenzdieses Fixpunktes beweist, liefert auch sogleich ein Konstruktionsverfahrendesselbigen.Zu Beginn zwei De�nitionen, die uns das Leben leichter machen. Die erstevereinfacht uns die Handhabung der in diesem Abschnitt h�au�g auftretendenIndizes C; �; g, die zweite bietet Transformationen, mit deren Hilfe wirR��?zerlegen k�onnen. Im folgenden sei g0 2 R+ vorausgesetzt.De�nition 2.5.1I = R+ �R+ � [0; g0]; X� = (C�; ��; g�) 2 I (2.72)De�nition 2.5.2Es sei Z1 2 Vg0. Dann de�niere4 : Vg0 ! Vg0 Z 7! (R� �? � id)(Z) (2.73)RZ1 : Vg0 ! Vg0 Z 7! R � �?(Z1 + Z)�R� �?(Z1) . (2.74)DieWohlde�niertheit der beiden Abbildungen folgt aus der vonR��?, welchesich mit Hilfe der obigen De�nition auch darstellen l�a�t als:Z2 2 Vg0 )R� �?(Z1 + Z2) = Z1 +4(Z1) +RZ1(Z2) (2.75)Ferner liefert uns die Funktion 4 ein Ma� f�ur die G�ute eines angen�ahertenFixpunktes von R� �?, indem wir die Abweichungen in jedem Punkt mittelsk4(�)kg oder die maximale Abweichung per kj4(�)jkg0 berechnen.Was nun einen beliebigen Punkt aus Vg0 zu einem angen�aherten Fixpunktmacht, kl�art folgendeDe�nition 2.5.3 (Der approximierte Fixpunkt)Z1 2 Vg0 ist ein approximierter Fixpunkt genau dann wenn gilt:9X1; X4 2 I mit �4 > D4�D : Z1 2 V+g0kZ1kg � eC1g�1 8g 2 [0; g1]k4(Z1)kg � C4g�4 8g 2 [0; g4]



2.5. EXISTENZ UND KONSTRUKTION EINES FIXPUNKTES 51Ein solcher approximierter Fixpunkt Z1 hat die Eigenschaft, da� seine Trajek-torie denselben Ursprung besitzt wie der exakte Fixpunkt, da k4(Z1)k0 = 0.Je gr�o�er der Wert von �4, desto mehr schmiegt sich die approximierte an diereale Fixpunkttrajektorie an (f�ur g � 1). Die erste Forderung macht Z1 zu ei-ner physikalisch sinnvollen Fixpunktapproximante.31 Die zweite Absch�atzung
ie�t bei der Konstruktion eines Konus um Z1 ein, innerhalb dessen nur po-sitive, also durch Wirkungen realisierbare, Funktionen liegen.Dieser Konus sei eine Menge von folgender Gestalt:De�nition 2.5.4 (Die approximierte Fixpunktumgebung)Es sei X2 2 I und Z1 2 Vg0 ein approximierter Fixpunkt. Dann de�niereUX2(0) = nZ2 2 Vg0 j kZ2kg � C2g�2 8g 2 [0; g2]o (2.76)UX2(Z1) = Z1 + UX2(0) . (2.77)Es hei�t nun eine Menge UX2(Z1) Umgebung eines approximierten Fixpunk-tes, oder einfach approximierte Fixpunktumgebung, genau dann, wenn X2 2I so gew�ahlt ist, da�jZ2(�; g)j � 12Z1(�; g) 8(�; g) 2 Pg2 (2.78)Die Eigenschaft (2.78) gew�ahrt, da� alle Wirkungen einer approximiertenFixpunktumgebung positiv sind.32 Ferner sind oben de�nierte Mengen kon-vex und vollst�andig bzw. der Norm kj � jkg2. Die letzte Eigenschaft wollen wirhier explizit zeigen:Es sei Zn 2 UX2(0) eine Cauchy-Folge mit Z = limZn, d.h. f�ur alle � > 0existiert ein N , so da� kjZ � Znjkg2 < � f�ur n > N . Es folgt direkt, da�f�ur alle (�; g) 2 Pg2 die Ungleichung jZ(�; g)j < jZn(�; g)j+ � gilt. Nehmenwir nun an, Z liegt nicht in UX2(0), so existiert ein (�; g)-Tupel, so da�Z(�; g) > 12Z1(�; g). Es existiert ein �, mit dem auchZn(�; g) > Z(�; g)� � > 12Z1(�; g)gilt, was einen Widerspruch darstellt.Im folgenden zeigen wir zwei Lemmata (inkl. eines Korollars), welche wirzum Beweis des darau�olgenden Satzes ben�otigen.31Da wir den Fixpunkt durch eine unendliche Iteration der erweiterten RGT generierenwerden, und T � �? die Positivit�at erh�alt, m�ussen wir schon mit einer physikalischenApproximante starten.32Statt 12 h�atten wir auch jede andere Zahl aus (0; 1) benutzen k�onnen.



52 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Lemma 2.5.5 X1; X2 2 I mit �2 > D4�DZ1 2 Vg0 mit kZ1kg � eC1g�1 8g 2 [0; g1]) 9~g 2 (0; g0] 8Z2 2 UX2(0) : kRZ1(Z2)kg � C22 g�2 8g 2 [0; ~g] (2.79)Beweis:1. 9 ~g1 2 (0;minfg0; g1g] : eC1g�1 � ~C1 := 1 + 12(��1) 8g 2 [0; ~g1]2. 9 ~g2 2 (0; g0] : C2(�g)�2 � 12(��1) 8g 2 [0; ~g2]3. ~g := minf ~g1; ~g2gSei nun Z2 2 UX2(0) und (�; g) 2 P~g:jRZ1(Z2)(�; g)j= ����R� �?(Z1 + sZ2)(�; g)���10����(a)= ����Z 10 ds @@sR� �?(Z1 + sZ2)(�; g)����� � Z 10 ds Z d�
(�)�(jZ1j+ sjZ2j)��1jZ2j	 (��+ �; �g)(b)� � Z 10 ds Z d�
(�)� ~C1 + sC2(�g)�2���1 C2(�g)�2Z�QU(��+ �; �g)� ( sups2[0;1]�� ~C1 + sC2(�g)�2���1C2(�g)�2)R� �?(ZQU)(�; g)= �� ~C1 + C2(�g)�2���1C2(�g)�2ZQU(�; g)(c)� LD�(4�D)�2eC2g�2ZQU(�; g)(d)� 12C2g�2ZQU(�; g) .Die partielle Ableitung des Integranden nach s (a) ist wohlde�niert, da ereine Verkettung stetig di�erenzierbarer Funktionen in s darstellt.33 In der33Vertauschung von Integration und Di�erentiation ist aufgrund gleichm�a�iger Stetigkeitgew�ahrleistet.



2.5. EXISTENZ UND KONSTRUKTION EINES FIXPUNKTES 53Umformung (b) durfte 1: wegen �g � g benutzt werden. In (c) 
ie�en 2: und8x 2 R+ : �1 + 1x�x � e ein. Damit (d) gilt, m�ussen wirL � exp� 1 + ln 2(4�D)�2 �D� (2.80)w�ahlen.34 2Es stellt sich die Frage nach dem maximalen Wert von ~g. Unabh�angig vong0 und g1 stellen die Ungleichungen 1: und 2: nat�urliche Schranken dar undwir erhaltengnat = min8><>:0@ ln�1 + 12(��1)�C1 1A 1�1 ; 1� (2C2(�� 1)) 1�2 9>=>; . (2.81)Da die Wahl von ~g im obigen Lemma unabh�angig von g2 war, kann mansofort ein g2 w�ahlen, das die Absch�atzungen von ~g erf�ullt. Wir erhalten somitfolgenden wichtigenKorollar 2.5.6Es seienX1 2 I; Z1 2 Vg0 mit kZ1kg � eC1g�1 8g 2 [0; g1] (2.82)) 9X2 2 I 8Z2 2 UX2(0) : kRZ1(Z2)kg � C22 g�2 8g 2 [0; g2] . (2.83)Hierbei sind C2 2 R+ und �2 2 � D4�D ;1� frei w�ahlbar.Lemma 2.5.7Es seienX4 2 I; Z1 2 Vg0 mit k4(Z1)kg � C4g�4 8g 2 [0; g4] (2.84)und ~C4; ~�4 2 R+ mit ~�4 < �4 (2.85)) 9~g4 2 (0; g0] : k4(Z1)kg � ~C4g~�4 8g 2 [0; ~g4] . (2.86)34Setzen wir L > exp� 1(4�D)�2�D� voraus, so erhalten wir in Schritt (d) des Beweisesstatt 12 einen Faktor C(L) < 1.



54 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Beweis: W�ahle ~g4 = min�� ~C4C4� 1�4�~�4 ; g4�.Korollar 2.5.6 und Lemma 2.5.7 bilden die Basis der Aussage, da� um einenapproximierten Fixpunkt eine konvexe Menge konstruiert werden kann, aufder R � �? selbstabbildend ist. Diese, f�ur die sp�atere Anwendung des Ba-nachschen Fixpunktsatzes ben�otigte, erste wichtige Eigenschaft protokolliertfolgenderSatz 2.5.8Z1 2 Vg0 sei ein approximierter Fixpunkt )9X2 2 I mit �2 < �4 : R� �? : UX2(Z1)! UX2(Z1) (2.87)Beweis: Es ist zu zeigen : 9X2 2 I 8Z2 2 UX2(0) :k4(Z1) +RZ1(Z2)kg � C2g�2 8g[0; g2]Nach Korollar 2.5.6 9X2 2 I mit �2 2 � D4�D ; �4�, so da�8Z2 2 UX2(0) : kRZ1(Z2)kg � C22 g�2 8g 2 [0; g2] .OBdA existiert nach Lemma 2.5.7 eine Transformation X4 ! X2, so da�k4(Z1)kg � C22 g�2 8g 2 [0; g2] . 2Und auch die letzte ben�otigte Eigenschaft von R� �? in einemSatz 2.5.9Z1 2 Vg0 sei ein approximierter Fixpunkt )9X2 2 I so da� R� �? : UX2(Z1)! UX2(Z1) kontrahierend ist.Beweis: Es ist zu zeigen:9X2 2 I 9� 2 (0; 1) 8Z = Z1 + Z2; Z 0 = Z1 + Z 02 2 UX2(Z1) :kjR � �?(Z)�R� �?(Z 0)jkg0 � � kjZ � Z 0jkg0



2.5. EXISTENZ UND KONSTRUKTION EINES FIXPUNKTES 55W�ahle X2 wie in Satz 2.5.8kjR � �?(Z1 + Z2)�R� �?(Z1 + Z 02)jkg0= kjRZ1(Z2)�RZ1(Z 02)jkg0(1)= 



����Z 10 ds @@sRZ1(Z 02 � s(Z2 � Z 02))����



g0� Z 10 ds 





������ @@�RZ1(Z 02 + s(Z2 � Z 02)| {z }� ) + �(Z2 � Z 02| {z }! )�������=0������





g0= (?)Der Term in (1) ist stetig partiell nach s di�erenzierbar, da UX2(Z1) konvexist. Diese Eigenschaft bewahrt uns auch darau�olgend vor einem evtl. Ver-lassen des De�nitionsbereiches von RZ1 , denn das Integral ist in diesem Fallals uneigentlich zu betrachten. Folglich ist s 2 (0; 1) und es gilt:8s 2 (0; 1) 9�(s) > 0 8j�j < �(s) : s+ � 2 [0; 1]Es folgt nun 8(�; g) 2 Pg0 :���� @@�RZ1(� + �!)(�; g)�����=0����= ���� @@� Z 10 d~sZ d�
(�)��(Z1 + ~s(� + �!))��1 (� + �!)	 (��+ �; �g)�����=0����= ����Z 10 d~s Z d�
(�)��!(Z1 + ~s�)��2(Z1 + �~s�)	 (��+ �; �g)����= ����Z d�
(�)��!(Z1 + �)��1	 (��+ �; �g)����2:5:5� 12kj!jkg0ZQU(�; g)Im letzten Schritt wurde darauf zur�uckgegri�en, da� Z1 ein approximierterFixpunkt ist, � 2 UX2 und j!(�; g)j � kj!jkg0ZQU(�; g) 8(�; g) 2 Pg0 . DieRechnung l�auft analog der aus Lemma 2.5.5.Jetzt ist es uns verg�onnt, die anfangs begonnene Rechnung fortzuf�uhren. Da12k!k1ZQU(�; g) unabh�angig von s ist, erhalten wir (?) � 12kj!jkg0. Es istalso hier � = 12 . 2



56 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Mittels der S�atze 2.5.8, 2.5.9 und der Vollst�andigkeit der approximierten Fix-punktumgebung bez�uglich der Norm-induzierten Metrik gelingt es uns nun,den fundamentalen Satz �uber die Existenz von Fixpunkten der Transforma-tion R� �? zu formulieren.Satz 2.5.10 (Fixpunktsatz)Sei Z1 2 Vg0 ein approximierter Fixpunkt. Dann existiert ein X2 2 I, so da�R� �? : UX2(Z1)! UX2(Z1) genau einen Fixpunkt besitzt.Beweis: Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes f�ur metrische R�aume,z.B. [Sma80].Anmerkungen: Der Banachsche Fixpunktsatz liefert auch ein Verfahren zurKonstruktion des Fixpunktes, indem wir auf einen beliebigen Punkt der ap-proximativen Fixpunktumgebung R� �? iterativ anwenden, bis das Bild derAbbildung sich stabilisiert.Am wichtigsten bei dem hier vorgestellten Verfahren ist die Wahl eines gutenapproximierten Fixpunktes, d.h. wir ben�otigen eine Absch�atzungk4(�)kg � C4g�4 mit gro�em �4. Dieser Exponent wird jedoch nicht nurdurch unsere Qualit�atsanspr�uche bestimmt. Entscheidend ist die folgendeUngleichung, die f�ur die Konstruktion von R� �? gelten mu�:D4�D < �4 (2.88)2.6 Approximierte FixpunkteIm letzten Paragraphen wurde gezeigt, da� man zur iterativen Berechnungunseres RG-Fixpunktes eine Starttrajektorie ben�otigt, welche den Bedingun-gen von De�nition 2.5.3 gen�ugt. Um die Konstruktion einer solchen Anfangs-kurve wollen wir uns in diesem Kapitel bem�uhen.2.6.1 InterpolationsformelnZuvor wollen wir jedoch einige mathematische Hilfsmittel bereitstellen, dieuns den Umgang mit der RGT erleichtern.



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 57Satz 2.6.1Es sei t 2 [0; 1] und V ein Raum von analytischen Funktionen �uber R, so da�Ft : V ! V Ft(Z)(�) = Z d�t
(�)Z(�+ �) 8� 2 R (2.89)wohlde�niert ist. Dann ist die Abbildungsschar F stetig di�erenzierbar inihrem Parameter t, und es gilt die Di�erentialgleichung� @@t � 
2 @2@�2�Ft(Z)(�) = 0 . (2.90)Beweis: Ft ist in (0; 1] stetig partiell di�erenzierbar. Es gilt:@@t Ft(Z)(�) = Z @@t d�t
(�)Z(�+ �)= Z 12t(�2t
 � 1)d�t
(�)Z(�+ �)= 
2 Z @2@�2d�t
(�)Z(�+ �)(�)= 
2 Z d�t
(�) @2@�2Z(�+ �)= 
2 @2@�2Ft(Z)(�)Die Umformung (�) entspricht einer zweimaligen partiellen Integration, inder limj�j!1 e� �22t
 @@� Z(�+ �) = limj�j!1Z(�+ �) @@� e� �22t
 = 0benutzt wurde. Um die Ableitung in t = 0 zu berechnen, bem�uhen wir derenDe�nition. Wir wollen noch bemerken, da� F0 = id, da d�
(�) 
!0�! �(�)d�.Daraus folgt f�ur beliebige Z 2 V und � 2 R:limt!0 1t ((Ft(Z)(�)� F0(Z)(�)) = limt!0 1t Z d�t
(�) 1Xn=1 1n! @n@�nZ(�)�n= limt!0 1Xn=1 
n2nn! @2n@�2nZ(�)tn�1= 
2 @2@�2Z(�)Die Stetigkeit der Ableitung ist o�ensichtlich.



58 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Der soeben bewiesene Satz 2.6.1 liefert die Grundlage f�ur eine weitere Ab-bildung, die mittels des Parameters t zwischen der RGT T � �? und der"Identit�at\ interpoliert.Lemma 2.6.2De�nieren wir f�ur t 2 [0; 1]Tt(V )(�; g) = � logZ d�(1�t)
(�)e��V (��+�;�g) , (2.91)so ist diese Abbildungsschar stetig di�erenzierbar in ihrem Parameter t, undes gilt die Di�erentialgleichung35@@tTt(V )(�; g) = 
2�2 (� @@�Tt(V )(�; g)�2 � @2@�2Tt(V )(�; g)) : (2.92)Beweis: Wir haben die Angabe eines De�nitions- und Wertebereiches bewu�tausgelassen, da wir die Eigenschaft der Di�erenzierbarkeit in V bzwW nichtinvolviert haben.36 Man beachte aber, da� f�ur eine Kovarianz 
 RGT geeig-nete Wirkung (Potential) auch f�ur eine RGT mit Kovarianz 
0 < 
 geeignetist. Die Wohlde�niertheit von T = T0 �ubertr�agt sich also auf Tt. Die stetigeDi�erenzierbarkeit in t folgt aus 2.6.1. Die Di�erentialgleichung beweist mandurch explizites Ableiten. Um dabei die Ergebnisse aus dem zuvor bewiese-nen Satz benutzen zu k�onnen, schreiben wir Tt durch die Substitution �� ! �als Tt(V )(�; g) = � logZ d�(1�t)
��2(�)e��V (�(�+�);�g) 22.6.2 BaumgraphenBetrachten wir die formale St�orungsreiheV 1(�; g) = 1Xn=0 1Xr=maxf1;n�1gV2n;rgr�2n ; (2.93)35Diese gilt nat�urlich nur f�ur solche Potentiale, die zweimal stetig di�erenzierbar sind -und nur solche werden wir betrachten.36Um die Vollst�andigkeit des Raumes V zu wahren, h�atten wir eine Supremumsnorm, dieauch die Ableitungen mit einschlie�t, benutzen m�ussen. Da wir die Interpolationsformelallerdings nur auf ganz bestimmte Potentiale, n�amlich solche, die approximierte Fixpunktegenerieren und die Di�erentiationseigenschaft aufweisen, anwenden, k�onnen wir die De�-nition von V bzw. W so allgemein halten, wie sie war.



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 59deren Koe�zienten so bestimmt sind, da� V1 die Eigenschaften einer �4-Trajektorie bez�uglich �(g) = �g besitzt,37 so erkennen wir, da� f�ur g � 1das Verhalten eines Feldes der Ordnung 2n prim�ar durch den g-Summandenin kleinster Ordnung beschrieben wird. In diesem Abschnitt berechnen wirdie korrespondierenden Leitkoe�zienten V2n;maxfn�1;1g, die f�ur n � 2 auchBaumgraphen genannt werden, indem wir aus dem mittels 2.6.2 interpolier-ten Potential (2.93) Di�erentialgleichungen ableiten und l�osen.Wir beginnen mitTt(V 1)(�; g) = 1Xn=0 1Xr=maxf1;n�1gV2n;r(t)gr�2n : (2.94)Da der Parameter t nur in der Kovarianz der Integraltransformation auf-taucht, ist seine Wirkung durch die Gleichung (2.27) beschrieben.38 Laut(2.35) sind die �-abh�angigen Koe�zienten zu gegebener Ordnung gr von derOrdnung r+1. Folglich ist das interpolierte Potential forminvariant. Der nunt-abh�angige Koe�zient V2n;r ist ein Polynom in t, da die Kovarianz polyno-mial in den normalgeordneten Monomen auftaucht. Es sei noch bemerkt, da�Tt keine Terme in g0 generieren kann, da� log Z d�
(t)(�)e�V1(�+�;g) = � log Z d�
(t)(�)f1 +O(g)g= � log f1 +O(g)g = O(g) :Wir folgern folgendenSatz 2.6.3 (Di�erentialgleichung der Baumgraphen)Es seien g0 2 R+, t 2 [0; 1] und die formalen PotenzreihenV 1; Tt(V1) : Pg0 ! Rde�niert wie in (2.93) bzw. (2.94). Dann gilt_V4;1(t) = 0; _V2;1(t) = �6 
�2V4;1(t); _V0;1(t) = � 
�2V2;1(t) : (2.95)Ferner erh�alt man f�ur n � 3 die Di�erentialgleichungen_V2n;n�1(t) = 2
�2 n�1Xm=2m(n+ 1�m)V2m;m�1(t)V2(n+1�m);n�m(t) : (2.96)37Diese Reihe unterscheidet sich von der in Kapitel 2.3 bestimmten Reihe nur dadurch,da� sie nicht in normalgeordneten Monomen organisiert ist.38Man mu� nur g durch �g und 
 durch (1� t)
 ersetzen.



60 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Beweis: Um das Summieren in den folgenden Rechnungen zu vereinfachen,benutzen wir die SchreibweiseTt(V1)(�; g) = 1Xn=0 1Xr=n�1V2n;r(t)gr�2nmit V0;�1(t) = V0;0(t) = V2;0(t) = 0. Damit ergeben sich die Ableitungen@@tTt(V 1)(�; g) = 1Xn=0 1Xr=n�1 _V2n;r(t)gr�2n@2@�2Tt(V 1)(�; g) = 1Xn=0 1Xr=n(2n+ 1)(2n+ 2)V2(n+1);r(t)gr�2nund � @@�Tt(V 1)(�; g)�2= 1Xn=0 nXm=0 1Xr1=m�1 1Xr2=n�m�1 4m(n�m)V2m;r1(t)V2(n�m);r2(t)gr1+r2�2(n�1)(�)= 1Xn=3 n�1Xm=2 1Xr1=m�1 1Xr2=n�m 4m(n+ 1�m)V2m;r1(t)V2(n+1�m);r2(t)gr1+r2�2n= 1Xn=3 n�1Xm=2 4m(n + 1�m)V2m;m�1(t)V2(n+1�m);n�m(t)gn�1�2n +O(gn) :In (�) haben wir ausgenutzt, da� ein Summand Null ist, falls r1 oder r2 nichtpositiv sind. Wir d�urfen uns somit auf 1 < m < n � 1 beschr�anken, und esfolgt, da� f�ur n � 3 alle Summanden verschwinden. Anschlie�end f�uhrt mannoch eine Indexverschiebung der Form n! n� 1 durch.Vergleichen wir nun mittels der Di�erentialgleichung aus Lemma 2.6.2 dieKoe�zienten von gmaxf1;n�1g�2n, erhalten wir die Behauptung. 2Obwohl es auch m�oglich gewesen w�are, Di�erentialgleichungen f�ur alle V2n;r(t)zu formulieren und durch das L�osen derselbigen die Koe�zienten zu bestim-men, ben�otigen wir im folgenden nur die Vorfaktoren der Form V2n;maxf1;n�1g(t).Wir weiten den Baumgraphenbegri� vom Beginn des Kapitels aus und er-halten eine



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 61De�nition 2.6.4 (Baumgraphen und Baumgraphenkoe�zienten)Die Koe�zienten b2n(t) := V2n;maxf1;n�1g(t) (2.97)hei�en Baumgraphenkoe�zienten. Das interpolierte Potential der FormVB(t; �; g) := 1Xn=0 b2n(t)gmaxf1;n�1g�2n (2.98)nennen wir dementsprechend Baumgraph oder Baumgraphenpotential, inmanchen F�allen sprechen wir auch von der Baumgraphenn�aherung.Das Baumgraphenpotential VB gen�ugt der Di�erentialgleichung, die sich ausder Interpolation 2.6.2 ergibt. Es hat jedoch einen Sch�onheitsfehler: VB(0; �; �)ist kein Fixpunkt der RGT T ��?. Wenn wir uns jedoch an unser eigentlichesVorhaben erinnern, das Konstruieren eines approximierten Fixpunktpoten-tials, so ist diese Eigenschaft der Baumgraphen belanglos, sofern sie denBedingungen eines approximierten Fixpunktes gen�ugen.Wir erw�ahnen an dieser Stelle, da� der Baumgraph in seiner jetzigen Formnat�urlich nicht als Starttrajektorie f�ur das vorgestellte Konstruktionsverfah-ren dienen kann, da man all seine Koe�zienten berechnen m�u�te, was ja for-maler St�orungstheorie entspr�ache. Lie�e man das zu, k�onnten wir V 1 sogleichperturbativ bestimmen und h�atte die Fixpunktgleichung T � �?(V1) = V1(formal) gel�ost.39Dennoch wollen wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels mehr �uber die Baum-graphenkoe�zienten erfahren. Neben den in Satz 2.6.3 bestimmten Di�eren-tialgleichungen gehorchen sie noch einer weiteren Randbedingung:T1(V1)(�; g) = �V1(��; �g) � �T0(V1)(��; �g) (2.99)Ein Koe�zientenvergleich liefertb2n(1) = (L2)2�n b2n(0) 8n � 2b2(1) = ��2 b2(0)b0(1) = ��4 b2(0) : (2.100)Da es sich bei V 1 um eine �4-Trajektorie handelt, gilt fernerb4(0) = 1; b2(0) = �6; b0(0) = 3 : (2.101)Mit Hilfe der Baumgraphendi�erentialgleichung und den zuvor de�niertenRandbedingungen in (2.100) und (2.101) erarbeiten wir uns folgenden39Wir werden jedoch eine explizite Formel f�ur die Baumgraphenkoe�zienten herleiten.



62 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Satz 2.6.5Es sei V1 eine als formale Potenzreihe dargestellte �4-Trajektorie, derenForm Gleichung (2.93) gen�uge. Dann gilt f�ur die Baumgraphenb0(t) = 3� 
�2�2 t2 + 6 
�2 t + 3 (2.102)b2(t) = �6 
�2 t� 6 (2.103)b4(t) = 1 (2.104)b2n;n�3(t) = B2n�
(1� (1� L�2)t)�2(1� L�2) �n�2 : (2.105)Hierbei ist die Folge (B2n)n�2 durch die rekursive VorschriftB4 = 1 (2.106)B2n = 22� n n�1Xm=2m(n + 1�m)B2mB2(n+1�m) (2.107)gegeben.Beweis: Die Herleitung der Baumgraphen b2n(t) mit n 2 f0; 1; 2g ist eineeinfache �Ubung der Integrationstheorie. Beim �Uberpr�ufen der Randbedin-gungen beachte man, da� 
 = 1��2. Durch explizites Einsetzten zeigt man,da� auch der Ansatz b2n;n�3(t) den geforderten Randbedingungen gen�ugt.2Ohne die St�orungsreihe zu kennen oder berechnen zu m�ussen, ist es unsgelungen, eine Rekursionsformel f�ur die b2n(t) zu �nden. Da diesen, wie obenschon erw�ahnt, der Charakter von Leitkoe�zienten innewohnt, werden siebeim F�uhren von Absch�atzungen vollst�andig ausreichen, um das Verhaltenunserer Fixpunktkandidaten zu bestimmen. Es sei noch erw�ahnt, da� b2n(0)die exakten Baumgraphenkoe�zienten des Fixpunktpotentials V 1 sind.Abschlie�end noch einLemma 2.6.6Es sei n 2 N�2. Dann gilt: B2n = (�1)n jB2nj (2.108)



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 63Beweis �uber Induktion (nur Schritt):B2n = (�1)n 2n� 2 n�1Xm=2m(n+1�m) jB2mj ��B2(n+1�m)�� = (�1)n jB2nj (2.109)2Aus (2.105) und Lemma 2.6.6 folgt, da� auch die t-abh�angigen Baumgra-phenkoe�zienten b2n alternierend sind.2.6.3 Explizite Formulierung der Baumgraphenkoe�-zientenDie rekursive Formulierung der Baumgraphenkoe�zienten (2.106) ist sch�on,aber nicht e�zient. Aus diesem Grund machen wir uns in diesem Abschnittauf die Suche nach einer expliziten Formel f�ur die Leitkoe�zienten.Wir betrachten die Hilfsfolge cm := p2m jB2mj (2.110)und erhalten mit a = 2 32 und b = 2 12c2 = a (2.111)cn = bnn� 2 n�1Xm=2 cmcn+1�m : (2.112)Nun konstruieren wir die erzeugende Funktiong(z) = 1Xn=2 cnzn : (2.113)Unter der Annahme, da� g in z = 0 analytisch ist, erhalten wir mit Hilfe von(2.112) zg0(z)� 2g(z) = b�g(z)2z �0 z : (2.114)Diese nicht lineare Di�erentialgleichung besitzt die implizite L�osung (berech-net mit MapleV ) Czg(z) = (z + bg(z))3 (2.115)



64 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Unter Verwendung der Anfangsbedingung (2.111) bestimmen wir die nochunbestimmte Konstante zu C = 1a . (2.115) erlaubt nun z.B. durch sukzessivesAbleiten die Bestimmung der Koe�zienten cn. Nach der Berechnung derersten Ordnungen erahnen wir die L�osungcn = fnan�1bn�2 (2.116)mit ffngn2N2 = f1; 3; 12; 55; 273; 1428; 7752; 43263; 246675; : : :g : (2.117)Die bis zu einer gewissen Position berechnete Koe�zientenfolge ffng �ndenwir40 samt expliziter Formel in [Slo]. Wir erhaltenfn�1 = 12n� 1�3(n� 1)n� 1 � (2.118)und beweisen nun f�ur den Fall a = b = 1, da� (2.118) wirklich die Gleichungen(2.111) und (2.112) erf�ullt. Den Fall n = 2 zeigt man durch Einsetzen, f�urdie Rekursionsbeziehung betrachte man die implizite GleichungF (x)� F (x)3 = x ; (2.119)welche die Potenzreihe F (x) =P1n=1 fnx2n�1 erf�ullt.Beweis: Die Gleichung (2.119) wird durch die B�urmann-Lagrangesche-ReiheF (x) =P1n=1 fnxn gel�ost, deren Koe�zienten sich durchfn = 1nres0 ��F � F 3��n� (2.120)bestimmen [HC64]. Bei der Residuenbestimmung ist die Laurentreihe in Fgemeint. Mit Hilfe der geometrischen Reihe41 erhalten wir� 1F � F 3�n = 1F n 1(n� 1)! @n�1@ (F 2)n�1 11� F 2= 1(n� 1)! 1Xk=n�1 k!(k � n + 1)!F 2k�3n+2 : (2.121)F�ur gerade n ist (2.121) residuenfrei. Ungerade Folgenglieder n ! 2n � 1l�osen die Residuengleichung gem�a�2k � 3(2n� 1) + 2 = �1, k = 3(n� 1) : (2.122)40nach langer Suche41Da F (0) = 0,existiert ob der Stetigkeit ein R > 0, so da� jF (x)j < 1 f�ur jxj < R.



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 65Durch Einsetzen erh�alt man (2.118). 2(2.119) liefert nun nach einmaligem Di�erenzieren, Multiplikation mit F undnochmaliger Verwendung der Beziehung (2.119) die Gleichung3xF (x)0 � �F (x)2�0 = F (x) , (2.123)aus der die Rekursionsbeziehung der cn folgt. Die G�ultigkeit von (2.116) f�urbeliebige a; b 2 R folgt durch Einsetzen in (2.111), (2.112) und Ausnutzungder soeben gewonnenen Relation f�ur a = b = 1. F�ur die Baumgraphenkoe�-zienten erhalten wirB2n = (�1)n 22n�3n(2n� 1)�3(n� 1)n� 1 � : (2.124)Nachdem wir die fn berechnet haben, k�onnen wir auch beweisen, da� derAnsatz einer konvergenten Potenzreihe g (2.113) gerechtfertigt war. Mittelsdes Quotientenkriteriums bestimmen wir den Konvergenzradius zulimn!1 ���� cncn+1 ���� = 427(ab)�1 = 127 > 0 : (2.125)Der Ansatz der erzeugenden Funktion g erweist sich letztendlich als �uber-
�ussig, da alle Resultate aus der Gleichung (2.119) ableitbar sind. Wir be-trachten die Potenzreihe g jedoch als Experiment, das uns erste numerischeund analytische Ideen schenkte, und deshalb einen berechtigten Platz in die-ser Arbeit einnimmt.2.6.4 Konvergenzgebiet der BaumgraphenAbschlie�end diskutieren wir noch die Konvergenz der Baumgraphen VB.Fassen wir sie als Potenzreihen in �2 auf, so ergibt sich f�ur den kopplungs-abh�angigen Konvergenzradius mit Hilfe von (2.105) und (2.125)R(t; g) = ( 1 g = 0127 �2(1�L�2)
(1�(1�L�2)t) jgj�1 sonst (2.126)Dieses Resultat gilt auch f�ur negative g. Dennoch erscheint es auf den erstenBlick sehr unbefriedigend, da f�ur endliche Kopplungsparameter das (qua-drierte) Feld beschr�ankt ist. Eine exakte Berechnung des Baumgraphenpo-tentials auf dem Rand des Konvergenzgebietes ergibt f�ur g > 0:VB(t; �; g)����2=+R(t;g) = : : :+g�1� �2(1� L�2)
(1� (1� L�2)t)�2 1Xn=2(�1)njB2nj� 127�n(2.127)



66 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Die Punkte symbolisieren die f�ur die Konvergenzbetrachtung unwichtigenersten beiden Summanden. Die Konvergenz der Reihe (2.127) folgt aus demLeibniz-Kriterium,42 da����B2(n+1)B2n ���� = 16 3n� 2n+ 1| {z }<3 3n� 12n+ 1| {z }< 32 < 27 ; (2.128)und somit (27)�njB2nj streng monoton fallend ist. Unter Benutzung der Po-sitivit�at folgt die Konvergenz gegen Null.F�ur �2 = �R(t; g) erhalten wir (2.127) ohne den Faktor (�1)n. Diese Reihekonvergiert nicht - ansonsten l�age ein Widerspruch zum Konvergenzradiusvor. Aufgrund der Entwicklung in �2 liegen auf der negativen reellen Achsenur imagin�are Feldvariablen �, so da� wir unsere Betrachtungen auf R+0konzentrieren.F�ur � > pR(t; g) divergiert VB. M�ochte man mit einer Baumgraphenap-proximante rechnen, die auch f�ur Gro�felder de�niert ist, so mu� man VBin � =pR(t; g) (n mal) stetig (di�erenzierbar) fortsetzen. Diesem Problemwerden wir in dieser Arbeit jedoch nicht begegnen.Unter der Annahme, da� das Konvergenzgebiet der perturbativen Trajektorieim Konvergenzbereich der Baumgraphen liegt, erhalten wir die Aussage, da�V (�; g > 0) nicht f�ur alle � konvergiert. Dies ist direkt beweisbar, sofernein �2n-Vertex die Gestalt gmax(n�1;1)(b2n(0) + O(g)) besitzt. Da die Reiheder Koe�zientenPr�n V2n;rgr jedoch h�ochstwahrscheinlich nicht konvergiert,d�urfen wir sie nicht mit O(g) identi�zieren. Dennoch glauben wir, da� dasVerhalten der Baumgraphenapproximante ein starkes Indiz f�ur die Divergenzvon V ist.2.6.5 Das skalierende PotentialWie generieren wir nun unseren approximierten Fixpunkt? Was liegt n�aher,als ihn von einem polynomialen Potential zu erzeugen, welches der St�orungs-reihe in der Ordnung s entspricht. F�ur kleine Kopplungskonstanten unter-scheidet sich dieser Kandidat nur geringf�ugig von dem formal bestimmtenperturbativen Potential. Dies liegt an der besonderen Struktur von V 1, inder Felder der Ordnung 2n mit der Gewichtung O(gmaxf1;n�1g) ein
ie�en.Zuvor jedoch ein42Es sei (an) eine monotone Nullfolge. Dann konvergiert die Reihe Pn(�1)nan.



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 67Lemma 2.6.7Es seien r; n 2 N0. Dann gilt:1r! Z 10 du(1� u)r @r+1@ur+1un = � 0 n � r1 n > r : (2.129)Beweis: Die Teilaussage f�ur n � r folgt aus @r+1@ur+1un = 0. Den Part f�ur n > rzeigt man mit vollst�andiger Induktion �uber r und benutzt im Induktions-schritt partielle Integration. 2Mittels obiger Integraltransformation gelingt es uns, einen Projektor zu kon-struieren, der zu beliebig vorgegebenem r 2 N0 das Polynom vom Grade raus einer um den Nullpunkt entwickelten Potenzreihe entfernt. Dazu folgendeDe�nition 2.6.8Es sei r 2 N0 undD = ff : Uf(0)! R j f analytisch in 0g :Dann de�niere den ProjektorPr : D ! D f(x) 7! 1r! Z 10 du(1� u)r @r+1@ur+1f(ux) 8x 2 Uf (0) :Obige De�nition ist wohlde�niert, da Potenzreihen innerhalb ihres Konver-genzradius - und dort be�nden wir uns w�ahrend der Integration, dajuxj < R(f) wegen juj � 1 - gliedweise integriert und di�erenziert werdend�urfen. Ferner ist die oben de�nierte Abbildung linear und es gilt Pr � Pr =Pr.Falls es sich beim De�nitionsbereich D um Funktionen mehrerer Ver�anderli-cher handelt, so wollen wir den Variablennamen, auf den der Projektor wirkt,als Index hinzuf�ugen. Im Falle formaler Potenzreihen sei Pr ein formaler Pro-jektor.Mit Hilfe von Pr gewinnen wir nun auf einfachste Weise aus V 1 ein polyno-miales Potential.De�nition 2.6.9Es sei s 2 2N0 + 1. Dann hei�tV s(�; g) = (1� Psg)(V 1)(�; g) (2.130)skalierendes Potential in der Ordnung s.



68 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Wir schr�anken uns bei dieser De�nition sogleich auf die Potentiale ein, derenGro�feldverhalten die Wohlde�niertheit der Transformation T � �? erh�alt.F�ur ungerade s sind die Baumgraphenkoe�zienten b2(s+1)(t) positiv (sieheLemma 2.6.6), und folglich ist e�V s 2 W1. Ferner werden wir V s im weiterenVerlauf in der Form V s(�; g) = s+1Xn=0 gmaxf1;n�1g�2n(g)�2n (2.131)notieren und bemerken noch, da� b2n(0) = �2n(0).Eine grundlegende Eigenschaft des skalierenden Potentials ist die Erf�ullungder Fixpunktgleichung f�ur T � �? bis zur Ordnung s in g. Man erkennt diesleicht, wenn man die Exponential- und Logarithmusfunktionen, die in derRGT auftauchen, als Reihen darstellt und beachtet, da� V 1(�; g) = O(g).T � �?(V s)(�; g) = T � �? � (1� Psg)(V1)(�; g)= (1� Psg) � T � �?(V1)(�; g) +O(gs+1)= (1� Psg)(V1)(�; g) +O(gs+1)= V s(�; g) +O(gs+1)Wir vereinbaren noch, den Index g des Projektors in Zukunft nicht mehranzugeben und formulieren einenSatz 2.6.10Es sei s 2 2N0 + 1 und V s ein skalierendes Potential. Dann gilt:(1� Ps) � T � �?(V s) = V s (2.132)2.6.6 Die BaumgraphenschrankeBei V s handelt es sich um ein Polynom in � und g, das man erh�alt, wenn manaus der perturbativen L�osung der Fixpunktgleichung V 1 den Part O(gs+1)entfernt. Wir sprechen deshalb auch von einem trunkierten Potential, das inden einzelnen Ordnungen im Kopplungsparameter aus Summen trunkierterErwartungswerte besteht. In diesem Paragraphen wollen wir nun zeigen, da�V s durch 

e�V s

g � eC1g�1 abgesch�atzt werden kann, und somit eine wichtigeVoraussetzung erf�ullt, um nach De�nition 2.5.3 ein approximierter Fixpunktzu sein. Die einzigen Gr�o�en, die f�ur diesen bound bekannt sein m�ussen, sinddie Baumgraphenkoe�zienten, welche wir in Kapitel 2.6.2 berechnet haben.



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 69Wir werden im folgenden mit dem interpolierten skalierten Potential rechnen,das f�ur s 2 2N+ 1 alsV s(t; �; g) = (1� Ps) Tt(V1)(�; g) = s+1Xn=0 gmaxf1;n�1g�2n(g; t)�2n (2.133)de�niert ist. Der Spezialfall t = 0 liefert dann entsprechend De�nition 2.6.9das skalierende Potential. Das Polynom �2n erf�ullt die Eigenschaft�2n(g; t) = b2n(t) +O(g) : (2.134)Nat�urlich h�angt auch O(g) noch von t ab. Nun folgt eine rekursive Absch�at-zung des Potentials (2.133). Beginnend mit~�s2(s+1)(g; t) := �2(s+1)(g; t); (2.135)fahren wir f�ur n = s� 1; s� 3; : : : ; 2 fortgn�1�2n(g; t)�2n + gn�2(n+1)(g; t)�2(n+1) + gn+1~�s2(n+2)(g; t)�2(n+2)� gn�1��2n(g; t)� �2(n+1)(g; t)24�2(n+2)(g; t)��2n=: gn�1~�s2n(g; t)�2n ; (2.136)um die UngleichungV s(t; �; g) � g�0(g; t) + g�2(g; t)�2 + g~�s4(g; t)�4 (2.137)zu erhalten. Jedes interpolierte skalierende Potential ungerader Ordnung be-sitzt also ein �4 Potential als untere Schranke. Diese Absch�atzung ist aller-dings nur sinnvoll, wenn wir zeigen k�onnen, da� ~�s4(g; t) positiv ist.43 Die ef-fektive �4-Kopplung ~�s4(g; t) ist ein Kettenbruch, der alle Koe�zienten h�oher-er Feldordnungen in sich vereint. Es ergibt sich44~�s4(g; t) = �4(g; t)� �6(g; t)2jj4�8(g; t) � �10(g; t)2jj4�12(g; t) � : : :� �2s(g; t)2jj4�2(s+1)(g; t) : (2.138)Wir k�onnen ~�s4 zwar in einen "normalen\ Bruch umschreiben, doch ist esuns nicht m�oglich, die Funktionswerte oder singul�are Punkte zu berechnen,da wir die �2n nicht explizit bestimmt haben. Wir wissen aber, da� die �2nPolynome in g und t sind, folglich ist ~�s4 eine rationale Funktion in (g; t).43Ansonsten k�onnen wir nicht gegen ZQU (�; g) absch�atzen.44Wir verwenden hier die Darstellung von Kettenbr�uchen gem�a� [OL].



70 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Wenn wir nun zeigen k�onnen, da� die e�ektive Kopplung f�ur g = 0 durcheine positive Konstante ~C nach unten beschr�ankt ist, so existieren ~g > 0 undC > 0 mit 8(g; t) 2 [0; ~g]� [0; 1] : ~�s4(g; t) > C : (2.139)Beweis: Da ~�s4 als rationale Funktion nur endlich viele Null- und Polstellenbesitzt, w�ahlen wir g > 0 so klein, da� das Rechteck [0; g] � [0; 1] null- undpolstellenfrei ist. Es folgt Positivit�at. Die Existenz einer unteren Schrankeleiten wir aus der gleichm�a�igen Stetigkeit45 ab, denn f�ur alle � > 0 existiertein Universal46 � > 0, so da� f�ur alle (g1; t1); (g2; t2), die in Kreisen mit demDurchmesser � liegen47, die Ungleichung j~�s4(g1; t1) � ~�s4(g2; t2)j < � erf�ulltist. Insbesondere folgt f�ur g1 = 0: j~�s4(g2; t2)j > ~C � �. Leider bietet dieArgumentation �uber die gleichm�a�ige Stetigkeit keine quantitative Aussage�uber die maximale Kopplung ~g.Es bleibt die Positivit�at f�ur g = 0 zu zeigen. Mittels (2.134) und (2.105)erarbeiten wir~�s4(0; t) = b4(t)� b6(t)2jj4b8(t) � b10(t)2jj4b12(t) � : : :� b2s(t)2jj4b2(s+1)(t)= B4 � B26 jj4B8 � B210jj4B12 � : : :� B22sjj4B2(s+1) (2.140)Man erkennt, da� die e�ektive �4-Wirkung ~�s4 � ~�s4(0; t) unabh�angig vomInterpolationsparameter ist. Die Berechnung der ersten 50 Schranken ist inAbbildung 2.2 dargestellt. Es stellt sich die Frage, ob diese Folge gegen ei-ne positive reelle Zahl konvergiert. Diese Annahme wird durch die Gra�kgest�utzt. In 199: Ordnung erhalten wir ~�1994 � 0; 7292155 mit der absolutenAbweichung (zum Vorg�anger) von � 0; 22 10�5 und dem relativen Fehler48� 0; 31 10�5. Allerdings ist das kein Indiz, denn auch "ganz viele kleine Din-ge k�onnen etwas Gro�es bewirken\.49 F�ur die Existenz der Baumschrankegen�ugt es, die Relation ~�s4 > 0 f�ur alle s 2 2N0 + 1 zu beweisen. Mit Hilfeder expliziten Formulierung der Baumgraphenkoe�zienten wird dies m�oglich.Aus (2.140) erhalten wir in Anlehnung an (2.136) die Rekursionsbeziehung~�s2(s+1) = B2(s+1) (2.141)45Jede stetige Funktion ist auf einem Kompaktum gleichm�a�ig stetig.46unabh�angig von (g; t)47und nat�urlich auch im Rechteck [0; g]� [0; 1]48rs = 2 ~�s4�~�s�24~�s4+~�s�2449Sinngem�a�es Zitat von K. Langmann, welches er in der Mathematikvorlesung zurVeranschaulichung der Divergenz der harmonischen Reihe benutzte.



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 71

Abbildung 2.2: Diese Gra�k unterst�utzt die Vermutung, da� die untere Gren-ze der e�ektiven �4-Kopplung ~�s4 gegen eine positive, reelle Zahl konvergiert.~�s4n = B4n � B24n+24~�s4(n+1) n = 1; : : : ; s� 12 : (2.142)Zeigen wir nun induktiv f�ur alle perturbativen Ordnungen s 2 2N0 + 1 dieUngleichung 0 < ~�s4n � B4n n = 1; : : : ; s+ 12 ; (2.143)so sind wir fertig. Mit Hilfe des Lemmas 2.6.6 zeigt man leicht den Induk-tionsanfang (n = s+12 ) und die obere Schranke im Induktionsschritt. In derAbsch�atzung gegen Null nutzen wir (n � 2)4 ��B2(2n)�� ��B2(2n�2)��� ��B2(2n�1)��2= ��B2(2n�1)��28>>><>>>:4 2n� 12n| {z }� 34 4n� 34n� 1| {z }� 57 4n� 44n� 2| {z }� 23 6n� 36n� 6| {z }>1 6n� 46n� 7| {z }>1 6n� 56n� 8| {z }>1 �19>>>=>>>;� 37 ��B2(2n�1)��2 > 0 :Aus (2.137) folgt nun, da� f�ur alle s eine maximale Kopplung gs > 0 und



72 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4eine Konstante Cs > 0 existieren, so da� f�ur g 2 [0; gs]:V s(t; �; g) � g�0(g; t) + g�2(g; t)�2 + Csg�4 (2.144)Was fehlt, ist die Absch�atzung in der g-Norm. Die (Betr�age der) stetigenKoe�zienten �0 und �2 seien auf [0; gs]� [0; 1] durch C0 und C2 beschr�ankt.De�nieren wir nun eine Funktion b durch2pCsgb(g) := bQU(g)2 + C2g; (2.145)so gilt die UngleichungCsg�4 = �pCsg�2 � b(g)�2 + 2pCsg�2b(g)� b(g)2� bQU(g)2 �2 + C2g�2 � b(g)2 : (2.146)Aus (2.145) leiten wir mit Hilfe von50 bQU(g) = O(g�) ( O(g) die Beziehungb(g) = O(g 12 ) ab. Da auch aQU(g) = O(g�) ( O(g) gilt, erhalten wir mit derDe�nition T st = (1� Ps) � Tt (2.147)die Repr�asentatione�T st (V1) � eC0g+b(g)2�aQU (g)ZQU(�; g) = eO(g)ZQU(�; g) : (2.148)Mit �1 � 1 und eventueller Rede�nition der maximalen Kopplung gs folgtderSatz 2.6.11Es sei s 2 2N0 + 1. Dann existiert ein X1 = X1(s) 2 I, so da� f�ur alleg 2 [0; g1] 

e�T st (V1)

g � eC1g�1 (2.149)Man setzt t = 0 und sieht, da� e�V s die zweite Eigenschaft eines approxi-mierten Fixpunktes 2.5.3 erf�ullt.50Zur Notation: Wir fassen den Ausdruck O(f(g)) als eine Funktionenmenge auf, derenElemente h die Eigenschaft innewohnt, f�ur g ! 0 die Relation limg!0 h(g)f(g) <1 zu erf�ullen.h = O(f(g)) entspricht somit h 2 O(f(g)).



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 732.6.7 Die G�ute des skalierenden PotentialsObiger Titel ist ein wenig irref�uhrend, denn nat�urlich geht es in diesem Para-graphen um die G�ute 4 der Funktion e�V s . Wir beginnen mit der De�nitioneiner weiteren Interpolationsformel, die wir mit Hilfe von Lemma 2.6.2 kon-struieren. Es seien s 2 N und t 2 [0; 1].Rst (V )(�; g) = Z d�
t(�)e�T st (V )(�+ �� ;g) (2.150)Diese Abbildung ist f�ur V s mit s 2 2N0 + 1 wohlde�niert,51 und es geltenRs0(V s)(�; g) = e�T s0 (V s)(�;g) = e�(1�Ps)�T ��?(V s)(�;g) = e�V s(�;g) (2.151)und Rs1(V s)(�; g) = Z d�
(�)e�(1�Ps)�T1(V s)(�+ �� ;g)= Z d�
(�)e�(1�Ps)(�V s)(��+�;�g)= R� �?(e�V s)(�; g) : (2.152)Ferner wissen wir, da� Rst stetig di�erenzierbar in t ist, da es sich um eineKomposition von in t di�erenzierbaren Funktionen handelt (siehe hierzu auchLemma 2.6.1). Eine Anwendung des Mittelwertsatzes bringt uns dann zueiner ersten Absch�atzung der G�ute 4.��4 �e�V s� (�; g)�� = jRs1(V s)(�; g)�Rs0(V s)(�; g)j= ����� @@�Rs�(V s)(�; g)�����2(0;1)������ supt2[0;1] ���� @@tRst (V s)(�; g)����Mit Hilfe der Substitution �� ! � und Anwendung des Satzes 2.6.1 erhaltenwir @@tRst (V s)(�; g) = Z d�
��2t(�)� 
2�2 @2@�2 + @@t� e�T st (�+�;g)= Z d�
��2t(�)e�T st (V s)(�+�;g) f: : :g51da auch T st f�ur die skalierten Potentiale de�niert ist



74 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4mitf: : :g = 
2�2 � @@�T st (V s)(�+ �; g)�2 � � @@t + 
2�2 @2@�2� T st (V s)(�+ �; g) :F�ur s!1 ist f: : :g nach 2.6.2 identisch Null und somit 4(e�V1) = 0. Diesgilt f�ur das skalierende Potential, welches einen Approximanten des echtenFixpunktpotentials darstellt, nat�urlich nicht. Wir berechnen� @@t + 
2�2 @2@�2� T st (V s)(�; g) = (1� Ps)� @@t + 
2�2 @2@�2� Tt(V s)(�; g)= 
2�2 (1� Ps)� @@�Tt(V s)(�; g)�2= 
2�2 (1� Ps)2� @@�Tt(V s)(�; g)�2= 
2�2 (1� Ps)� @@�T st (V s)(�; g)�2= 
2�2 � @@�T st (V s)(�; g)�2 �
2�2Ps� @@�T st (V s)(�; g)�2 :Man beachte, da� der Projektor 1�Ps mit Di�erentialoperatoren in � und tvertauscht, da er nur die Variable g angreift. Wir erkennen dies auch explizitin der Integraldarstellung des Projektors.Die Absch�atzungsformel der G�ute vereinfacht sich also zu��4 �e�V s� (�; g)�� � supt2[0;1] 
2�2 Z d�
��2t(�)e�T st (�+�;g) f: : :g (2.153)mit f: : :g = �����Ps� @@�T st (V s)(�+ �; g)�2����� : (2.154)Zur Behandlung des f: : :g-Terms nutzen wirNXn=1 NXm=1 an;m = NXn=1 nXm=1 am;n+1�m + 2N�1Xn=N+1 NXm=n+1�N am;n+1�m : (2.155)



2.6. APPROXIMIERTE FIXPUNKTE 75Nun gilt es, die quadrierte Ableitung des interpolierten skalierenden Potenti-als zu bestimmen. Diese Aufgabe l�osten wir schon im Beweis zur Baumgra-phendi�erentialgleichung 2.6.3. Allerdings wirkte dort nicht der ProjektorPs. Aus diesem Grund ordnen wir die Summe hier in Potenzen von g.� @@�T st (V s)(�; g)�2(2:155)= ( s+1Xn=1 nXm=1+ 2s+1Xn=s+2 s+1Xm=n�s) 4m(n+1�m)gn�1(�2m�2(n+1�m))(g; t)�2n=: ( s+1Xn=1+ 2s+1Xn=s+2) gn�1~�2n(g; t)�2nDie neu de�nierten ~�2n sind Polynome in (g; t). Folglich wirkt der ProjektorPs, der alle Potenzen von kleinerer Ordnung als s+1 vernichtet, nur auf denersten Summanden. Wir erhalten52Ps� @@�T st (V s)(�; g)�2 =: s+1Xn=1 gs+1�2n(g; t)�2n + 2s+1Xn=s+2 gn�1�2n(g; t)�2n :Sofern g 2 [0; ~g] gilt f�ur den Betrag dieser Projektion�����Ps� @@�T st (V s)(�; g)�2������ g s2 s+1Xn=1 g s�n2 +1 j�2n(g; t)j�g 14��2n + g s2 2s+1Xn=s+2 g n�s2 �1 j�2n(g; t)j�g 14��2n� Cg s2 2s+1Xn=1 �g 14��2n : (2.156)Hierbei ist C := maxn;t;g g�(n)( s�n2 +1) j�2n(g; t)j <1 (2.157)mit �(n) := � +1 1 � n � s+ 1�1 s+ 2 � n � 2s+ 1 : (2.158)Das Maximum C existiert, da g:::j�2nj in g = 0 regul�ar und die betrachteteMenge f1; : : : ; 2s+ 1g � [0; 1]� [0; ~g] kompakt ist.52F�ur n � s+2 gilt ~�2n = �2n, f�ur n � s+1 �uberleben in gn�1~�2n(g; t) nur Summandender Ordnung gs+1. Diese werden mit abgespaltetem gs+1-Term in �2n verwahrt.



76 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Den bisher noch ungenutzten Exponentialfaktor e�T st (�+�;g) sch�atzen wir mit(2.137) ab. Dann dominieren wir die in polynomialer Form auftretenden Fel-der, indem wir den Faktor e� ~Cs2 g�4 extrahieren und ausnutzen, da� f�ur belie-biges n 2 N0 und � > 0 die Ungleichungsupx2R xne��x2 <1 (2.159)g�ultig ist. F�ur alle (�; g) 2 P~g gilt somite� ~C2 g�4 �����Ps� @@�T st (V s)(�; g)�2����� � Cg s2 2s+1Xn=1 Cn =: Dg s2 :Analog zu (2.145) - (2.148) erhalten wir��4 �e�V s� (�; g)�� �: C4g s2ZQU(�; g) : (2.160)W�ahlen wir s gro� genug, so gelten sicher �4 = s2 > D4�D und folgenderSatz 2.6.12Es sei s 2 2N0 + 1. Dann existiert ein X4 = X4(s) 2 I mit �4 > D4�D , soda� f�ur alle g 2 [0; g�4]: 

4 �e�V s�

g � C4g4 (2.161)komplettiert gemeinsam mit Satz 2.6.11 die Aussage, da� in Dimensionen2 < D < 4 das skalierte Potential V s mit s2 > D4�D gem�a� der De�nition 2.5.3einen approximierten Fixpunkt darstellt. Wir schreiben diese Bedingung ans in der Form53 s � �4 +D4�D� : (2.162)Minimalen Berechnungsaufwand bietet also die perturbative Ordnung s, diedie Gleichung in (2.162) erf�ullt54. Veranschaulicht wird dies in der Gra�k 2.3.Allerdings mu� man beachten, da� diese Wahl die Gr�o�e des BlockparametersL beein
u�t (2.80). Obwohl bei �4 = s2 f�ur alle D 2 (2; 4) die Ungleichung(4 � D)�2 � D > 0 per De�nition von � erf�ullt ist, und somit L in jederDimension �nit ist, existieren kritische Dimensionen55 Dn�4 = 4n�1n+1 , f�ur dielimD!DnD<Dn (4�D)�4 �D = 0 (2.163)53Wir benutzen, da� man den n�ahst gr�o�eren Integer einer Zahl x durch [x+1] berechnet.54Sollte dieses s gerade sein, m�ussen wir es nat�urlich um eins inkrementieren.55Die Dimensionen Dn�2 = 4 2n�12n+1 sind gerade die Dimensionen, bei denen zu einerFixpunktapproximante h�oherer Ordnung �ubergegangen werden mu�.



2.7. KONSTRUKTION DER �43-TRAJEKTORIE 77

Abbildung 2.3: Diese Gra�k veranschaulicht, welche Ordnung s die st�orungs-theoretischen Fixpunktapproximanten in Abh�angigkeit von der DimensionD mindestens besitzen m�ussen. In D = 3 Dimensionen mu� St�orungstheorieder Ordnung 7 betrieben werden.gilt und folglich L divergiert. Dies veranschaulicht auch Abbildung 2.4. Manbehebt dieses Problem jedoch, indem man zu einem approximierten Fixpunkth�oherer Ordnung �ubergeht.Eine andere Vorgehensweise l�a�t den Blockparameter konstant (z.B. L = 2)und betreibt St�orungstheorie bis zu einer so hohen Ordnung s, da� dieAbsch�atzung (d) im Beweis zu Lemma 2.5.5 ebenfalls gilt. Wir halten diesesVerfahren allerdings f�ur ine�zient, da die Berechnung der st�orungstheoreti-schen Approximanten numerisch erfolgt.2.7 Konstruktion der �43-TrajektorieBei der Konstruktion des approximierten Fixpunktes e�V s gri�en wir, wie inKapitel 2.6 zu sehen ist, auf St�orungstheorie der Ordnung s zur�uck. Hierbeinahmen wir an, da� sich die Koe�zienten der Reihe V s eindeutig rekursivbestimmen lassen. In D = 3 Dimensionen treten allerdings zwei nicht l�osbare



78 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4

Abbildung 2.4: Der inverse Exponent der unteren Blockingparameterschrankekonvergiert f�ur die kritischen Dimensionen Dn linksseitig gegen Null.Koe�zientengleichungen auf: die Massenresonanz (1; 2) und die Vakuumreso-nanz (0; 3).56 Mit dem von Rolf undWieczerkowski erdachten Verfahren[RW] gelingt es jedoch, die Resonanzen bei einer perturbativen L�osung dererweiterten RG-Fixpunktgleichung zu eliminieren.Die bisher nur in ihrer Kopplung g parametrisierten Trajektorien werdendurch einen Parameter � erg�anzt, der �uber die Relation � = �(g) = log gexplizit von g abh�angt und somit der Reparametrisierung � 7! log � + log �obliegt. Im folgenden sind die Koe�zienten V 12n;r �-abh�angig, und wir er-kl�aren die formale PotenzreiheV1(�; g; �) = 1Xn=0 1Xr=maxf1;n�1gV 12n;r(�)gr�2n (2.164)mit V2n;r(�) = [ r2 ]Xj=0 V 12n;r;k�j : (2.165)56Arbeitet man mit der normierten RGT, ist die Vakuumresonanz nat�urlich nicht vor-handen.



2.7. KONSTRUKTION DER �43-TRAJEKTORIE 79Der Ansatz einer oberen Grenze � r2� erm�oglicht eine rekursive Berechnungder endlich vielen Koe�zienten V 12n;r;k zu gegebener Ordnung in g und �. Er-weitern wir die Reparametrisierungsfunktion � dann noch um den Parameter� �(g; �) = (�g; �+ log �) ; (2.166)ist die RGT T � �? f�ur zwei-parametrige Potentiale erkl�art, und wir be-stimmen die Koe�zienten V 12n;g;� wiederum so, da� T � �?(V1) = V1 unddie Randbedingungen einer �4-Trajektorie erf�ullt sind. Beim L�osen der Fix-punktgleichung behandeln wir g und � als unabh�angige Variablen. Statt derbeiden Resonanzen treten nun allerdings zwei frei w�ahlbare Konstanten auf,zu denen verschiedenartig parametrisierte Kurven geh�oren. Sie werden i.a.zu Null gesetzt.Aus V1 gewinnen wir wie zuvor die skalierenden Potentiale V s. Nat�urlichbezieht sich der Projektor Ps immer noch auf die Kopplung g, denn sie istja nach der Substitution � = log g der einzige Kurvenparameter. Aus diesemGrund gilt auch O(�) = O(log g) = O(g0), so da� logarithmische Terme beiOrdnungsbetrachtungen unber�ucksichtigt bleiben.Desweiteren merken wir noch an, da� die skalierenden Potentiale V s im Kur-venparameter g formal einmal stetig di�erenzierbar sind, da sie keine Termeder Form log g bzw. g log g enthalten. Diese Eigenschaft macht einen Zusatz-parameter der Form � = log g �uberhaupt erst sinnvoll, da er sonst f�ur g = 0nicht de�niert w�are. Ferner sehen wir hier, wie wichtig es ist, da� unsereTransformation T � �? die stetige Di�erenzierbarkeit des Argumentes erh�alt.Wir wollen noch folgende Notation vereinbaren: F�uhren wir in Funktionen,die von (�; g; �) abh�angen, die Substitution � = log g aus, so verk�urzen wirdas Argument auf (�; g), z.B. V (s)(�; g; log g) � V (s)(�; g).Satz 2.7.11. 8r 2 N 8k 2 N0 8� 2 (0; r] 9g0 2 R+ 8g 2 [0; g0] : ��gr logk g�� � gr��2. 8r 2 N 8k 2 N0 9g0 2 R+ 8g 2 [0; g0] : ��gr logk g�� � grBeweis: Alle Funktionen der Form f�;k : R+ ! R+0 g 7! jg� logk gj mit� > 0; k 2 N0 lassen sich mit f�;k(0) := 0 stetig fortsetzen (L'Hospital).Folglich existiert ein g0 2 R+, so da� g�j logk gj � 1 8g 2 [0; g0] und manzeigt (1). F�ur alle g 2 (0; e�1) gilt j log gj � 1 und man erh�alt (2). 2



80 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Aus dieser Absch�atzung folgtKorollar 2.7.2Es seien a 2 R, � 2 (0; 1) und r 2 N; k 2 N0. Dann existiert ein g0 2 R+, soda� 8g 2 [0; g0] gilt:agr logk g � � (�1)kagr�� (a � 0 ^ k 2 2N+ 1) _ (a < 0 ^ k 2 2N)(�1)kagr sonst :Mit Hilfe dieses Korollars gelingt es uns nun, das in g und log g entwickeltePotential nach unten gegen ein Potential in g abzusch�atzen, dessen Strukturder in Kapitel 2.6 benutzten Form gleicht. Dies ist m�oglich, da die Baum-graphenkoe�zienten der Logarithmuskorrekturen verschwinden. Wir zeigensomit zun�achst f�ur V1 = T0(V 1) die RelationenV2n;n�1;0(0) = V2n;n�1(0)V2n;n�1;j(0) = 0 8n 2 N�2 8j 2 �1; : : : ; �n�12 �	 : (2.167)Beweis: Wir betrachten im folgenden Potentiale mit normalgeordneten Feld-komponenten. Es seien alsoV (�; g; �) = 1Xr=1 1Xj=0 Vr;j(�)gr�jund Vr;j(�) = � Pr+1n=0 V2n;r;j : �2n : j � [ r2 ]0 j > [ r2 ] :Die Koe�zienten V2(r+1);r;j unterscheiden sich nicht von denen, die in einemnichtnormalgeordneten Potential auftauchen. Entwickeln wir T � �? gem�a�(2.27) in KumulantenT � �?(V )(�; g; �) = 1Xi=1 (�1)i+1i! D[�V (�; �g; �+ log �); ]iET
;�� ;erhalten wir f�ur V1 in beliebiger Ordnung (r; j) mit j � [ r2 ]V1r;j (�) � rXi=1 1Xt=j XPik=1 sk=r XPik=1 jk=tAr;j;i;t 
�V 1s1;j1; : : : ; �V1si;ji�T
;��=: 1Xt=j �Ar;j;1;t 
V 1r;j �
;�� +Kr;j(V1)(�) :



2.7. KONSTRUKTION DER �43-TRAJEKTORIE 81Die Koe�zienten bestimmen sich �uberV2n;r;j = [ r2 ]Xt=j B2n;r;j;tV2n;r;t + 1(2n)! (P2n;1; Kr;j(V 1))1Hierbei ist B2n;r;j;t = ��2nAr;j;1;t = �tj���2n�r(log �)t�j. Nun zeigen wir dieBehauptung des Lemmas per Induktion. Der Induktionsanfang r = 1 ist tri-vial, da der �4-Term in g1 logarithmusfrei ist. Zur Bestimmung von V 12(r+1);r;tben�otigen wir Kr;j(V )(�), welches eine Superposition von Kumulanten
V1s1;j1; : : : ; V 1si;ji�T
;��= s1+1Xn1=0 : : : si+1Xni=0V12n1;s1;j1 � � �V12ni;si;ji 
: �2n1 :; : : : ; : �2ni :�T
;��= s1+1Xn1=0 : : : si+1Xni=0 nmaxXn=0 Cn1;:::;nin V12n1;s1;j1 � � �V12ni;si;ji : �n :darstellt. Der bei obiger Konstruktion entstehende Vertex mit maximalerBeinzahl : �nmax : besitzt somitnmax = (2n1 � 1) + i�1Xk=2(2nk � 2) + (2ni � 1) = 2( iXk=1 nk � i+ 1)Beine, und es folgtnmax = 2(r + 1) , 8k 2 f1; : : : ; ig : nk = sk + 1 :Der : �2(r+1) :-Anteil in Kr;j(V 1) bestimmt sich somit zu/ rXi=2 1Xt=j XPik=1 sk=r XPik=1 jk=tV12(s1+1);s1;j1 � � �V 12(si+1);si;ji :Da nun aber j � 1 ist, existiert f�ur alle t � j ein k 2 f1; : : : ; ig, so da�jk � 1. Da aber sk < r (wegen i > 1), folgt nach InduktionsvoraussetzungV2(sk+1);sk;jk = 0. Somit istZ d�1(�) : �2(r+1) : Kr;j(V1)(�) = 0 :Das Gleichungssystem zur Bestimmung der V2(r+1);r;j reduziert sich f�ur j � 1zu V 12(r+1);r;j = [ r2 ]Xt=j B2(r+1);r;j;tV12(r+1);r;t :



82 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4Beginnend mit j = [ r2 ] bestimmen sich die Koe�zienten rekursiv zu Null, dadie Faktoren B2(r+1);r;j;t 6= 1. F�ur V2(r+1);r;0 erhalten wir die Bestimmungs-gleichung (2.40) und folglich dieselben Baumgraphenkoe�zienten wie bei derEinfachentwicklung. 2Obiges Lemma verallgemeinern wir nun f�ur alle t 2 [0; 1].Satz 2.7.3Es sei Tt(V 1) das interpolierte perturbative Fixpunktpotential mit t-abh�angi-gen Koe�zienten. Dann sind8n 2 N�2 : V2n;n�1;0(t) � V2n;n�1(t) = b2n(t)und 8n 2 N�3 8j 2 �1; : : : ; �n� 12 �� : V2n;n�1;j(t) = 0 :Beweis: Zu Beginn wollen wir die Frage behandeln, ob die TransformationTt Terme der Form gr�l mit l > [ r2 ] generieren kann. Es sei gr durch grierzeugt, d.h. gr =Q gri = gP ri. Dann gilt f�ur den Exponenten der zugeh�ori-gen �-Potenz P li � P[ ri2 ] � [r=2], und es ist gezeigt, da� V 1 unter Ttformerhaltend ist.F�ur die nun �-abh�angigen Baumgraphen mit n � 2 folgt aus Satz 2.6.3[n�12 ]Xj=0 _V2n;n�1;j(t)�j = n�1Xm=2 [n�m2 ]Xj2=0 [m�12 ]Xj1=0 �n;mV2m;m�1;j1(t)V2(n+1�m);n�m;j2(t)�j1+j2 ;wobei �n;m = 2
�2m(n + 1 �m). Da wir g und � als unabh�angig betrachten,l�osen wir obige Gleichung durch Koe�zientenvergleich in �. Man erkenntsofort, da� die Funktionen V2n;n�1;0(t) derselben Di�erentialgleichung gehor-chen wie die Baumgraphenkoe�zienten b2n(t). Aus (2.167) ergibt sichT0(V 1)(�; g; �) = �T1(V1)(��; �g; log � + �) ;f�ur n � 2 wiederum V2n;n�1;0(0) = (L2)2�nV2n;n�1;0(1) ;und der erste Teil des Satzes ist gezeigt. Der Beweis der zweiten Aussagefolgt �uber Induktion: F�ur n = 3 gilt _V6;2;1(t) = 0 und aufgrund obiger For-derung V6;2;1(t) = 0. Im Induktionsschritt nutzen wir aus, da� die Indizes



2.7. KONSTRUKTION DER �43-TRAJEKTORIE 83j1,j2 nicht gleichzeitig Null und m,n+1�m kleiner gleich n� 1 sind, so da�also _V2n;n�1;j�1 = 0. Mit oben geforderter Randbedingung erhalten wir dieBehauptung. 2Nennen wir den (g; log g)-abh�angigen Koe�zienten eines interpolierten Feldes�2n wieder gn�1�2n(g; t), so erhalten wir mit Hilfe des Satzes 2.7.3 f�ur n 2 N�2�2n(g; t) = b2n(t) +O(g) : (2.168)Man beachte, da� die Logarithmuskorrekturen in O(g) mit g-Faktoren ge-paart sind. Somit existiert zu gegebenem s 2 2N0 + 1 und � 2 (0; 1) nachLemma 2.7.2 ein g0 = g0(s; �) 2 R+, so da� alle auftretenden g log g-Termedurch g-Potenzen, deren Ordnung gr�o�er n � 1 ist, ersetzt werden k�onnen.Da nur endlich viele Korrekturterme auftreten, ist die Existenz einer solchenSchranke f�ur den Kopplungsparameter gesichert.F�ur das abgesch�atzte Potential gilt:�2n(g; t) � b2n(t) +O(g1��) =: ~�2n(g; t) =) ~�2n(0; t) = b2n(t) (2.169)Nun werden wir zeigen, da� die in g und log g perturbativ entwickeltenskalierenden Potentiale den Bedingungen eines approximierten Fixpunktesgen�ugen. Auf dieselbe Weise wie im Beweis des Satzes 2.6.11 konstruieren wireine untere Schranke f�ur T st (V s). Somit erhalten wir sogar dasselbe ~C. Alsobere Kopplungsparameterschranke g1 w�ahlen wir das Minimum der Gren-zen, die 2.6.11 und 2.7.2 fordern. Es gilt somit f�ur alle (�; g) 2 Pg1 :T st (V s)(�; g) = s+1Xn=0 gmaxfn�1;1g�2n(g; t)�2n� s+1Xn=0 gmaxfn�1;1g~�2n(g; t)�2n� g~�0(g; t) + g~�2(g; t)�2 + ~Cg�4 (2.170)Hieraus folgern wir nun die Endlichkeit der g-Norm f�ur g 2 [0; g1].Wir zeigen nun, da� auch die G�ute 4(V s) den Bedingungen eines appro-ximierten Fixpunktes gen�ugt. Hierzu verfahren wir genauso wie im Kapitel2.6.7. Die Absch�atzung von Ps � @@�T st (V s)(�; g)�2 l�auft problemlos, d.hC := maxn;t;g g�(n)( s�n2 +1) j�2n(g; t)j <1 : (2.171)



84 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4L� 1 10�1 10�2 10�3 10�4 10�5 10�6100gmax 1:98541 2:35698 2:39793 2:40206 2:40247 2:40251Tabelle 2.1: Die Funktion der durch die Baumgraphenschranke gegebenenMaximalkopplung ist fallend in L. Aus diesem Grund betrachten wir in dieserTabelle L ! 1. Zur Berechnung wurde ein g log g-Potential 7: Ordnung inD = 3 benutzt. � 0:025 scheint eine obere Schranke f�ur g zu sein.F�ur 0 � n � s + 1 regularisiert g s�n2 +1 = O(g 12 ) eventuell in �2n(g; t) auf-tauchende Singularit�aten, die durch alleinstehende Logarithmen verursachtwerden. Die Terme mit s+2 � n � 2s+1 wurden nicht durch Ps beschnitten,und somit sind die Koe�zienten �2n(g; t) regul�ar in g = 0.2.8 Numerische ErgebnisseZiel dieses Abschnittes war es, die �4-Trajektorie bis zu einer m�oglichst ma-ximalen Kopplung gmax zu berechnen, um z.B. den Limes g !1 zu bestim-men/abzusch�atzen. Sollte er existieren, entspricht er einem Fixpunkt derRGT.� Der Limes entspricht dem Hochtemperatur�xpunkt ZQU . In diesem Fallh�atten wir zwei RGT-invariante Trajektorien, die ZUV und ZQU ver-binden, sich aber in ihren Ein-/Auslaufrichtungen unterscheiden (Ab-leitungen an den Stellen g = 0 und g = 1). Es w�urde die Frage auf-kommen, ob eine ganze Schar invarianter Trajektorien existiert, die dentrivialen und den quadratischen Fixpunkt verbinden.� Die �4-Trajektorie endet in einem nichttrivialen Fixpunkt. In diesemFall liefert die Konstruktion der Kurve den Fixpunkt mit.� Die Trajektorie endet nicht in einem Fixpunkt.Die von uns benutzte Konstruktion ist nur f�ur kleine Kopplungen g geeignet,da wir an vielen Stellen Restriktionen an g stellen m�ussen. Einen funda-mentalen Ein
u� hat die von uns benutzte Norm, die immer eine Relationzur Gau�-Trajektorie verlangt. Ziel der Optimierung dieses Konstruktions-schemas ist es, alle g-Abh�angigkeiten zu extrahieren. Deshalb stellt auch dieGr�o�e von gmax ein Ma� f�ur die Qualit�at unseres Verfahrens dar.
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Abbildung 2.5: Die maximale Kopplung der Baumgraphenschranke ist strengmonoton fallend in dem Blockparameter L.Wir berechnen nun die Grenzkopplung in D = 3 Dimensionen, die sich ausder Baumgraphenschranke ergibt. Dazu bestimmen wir mittels Computeral-gebra die St�orungsreihe 7: Ordnung in g und log g und ermitteln numerischdie erste positive Nullstelle der g-abh�angigen, e�ektiven �4-Wechselwirkung~�74(g; 0) (2.138). Wie man in der Abbildung 2.5 sieht, ist diese obere Schrankef�ur die maximale Kopplung L abh�angig, f�ur L ! 1 scheint sie, wie Tabelle2.8 zeigt, gegen einen Wert � 0:024 zu konvergieren. Obwohl wir L beliebigklein machen k�onnen, m�ussen wir die Restriktion (2.80) beachten. In unse-rem Fall (D = 3 und �4 = 3:5) erhalten wir eine minimale Untergrenzevon L � 30 und folglich eine sehr kleine maximale Kopplung. Nun mag mandie perturbative Reihe bis zu Ordnungen > 7 bestimmen, doch dazu sp�atermehr.Eine weitere interessante Frage ist, inwieweit die Grenzkopplung gmax von derDimension D abh�angt. Hierzu haben wir St�orungsrechnung in der minimalenOrdnung s = �4+D4�D� betrieben und bei konstantem L = 2 die erste positiveNullstelle der e�ektiven �4-Kopplung berechnet. Wir benutzten Dn = 2+ n100mit n = 1; : : : ; 111. Diese Wahl gew�ahrleistet f�ur alle Dn 6= 3 Resonanz-freiheit und folglich eine einfachere numerische Berechnung. Die ObergrenzeD111 = 3:11 ergibt sich aus der begrenzten Rechnerleistung, da f�ur D = 3:12



86 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4schon St�orungstheorie bis zur 9: Ordnung betrieben werden mu�.57 Dochauch f�ur den Bereich fDng lassen sich interessante Aussagen machen. F�ur2:01 � Dn � 2:8558 und 2:96 � Dn � 2:99 ist die e�ektive Kopplung auf R+0nullstellenfrei, und die Baumgraphenabsch�atzung demnach f�ur alle Kopplun-gen g�ultig. Bei D6 = 46�16+1 = 2:857::: m�ussen wir von der Ordnung s = 5zur Ordnung s = 7 �ubergehen (siehe hierzu auch Abbildung 2.3). Folge istein skalierendes Potential V 2:86, welches sich bis zur 5: Kopplungsordnungnur geringf�ugig von V 2:86 unterscheidet ((1� P5) (V 2:86 � V 2:85) � 0), aberzus�atzliche Terme in g6 und g7 aufweist. Als Konsequenz besitzt ~�74 nunNullstellen, deren Lage stetig von D abzuh�angen scheint, siehe 2.6 oben.Dies ist jedoch nicht wahr, denn f�ur 2:95 und 2:96 ver�andert die e�ektiveKopplung ihr Gro�kopplungsverhalten von limg!1 ~�74(D = 2:95) = �1 zulimg!1 ~�74(D = 2:96) = 1. Dieser Proze� kann nicht stetig verlaufen. Dieaufgrund dieses Verhaltens bis dato sichere Nullstelle verschwindet wieder,da auch im Bereich endlicher Kopplungen Positivit�at vorliegt. F�ur D = 3erhalten wir wieder ein endliches gmax, welches sich doch deutlich von denfolgenden g-Grenzwerten, die nicht aus einer Doppelentwicklung gewonnenwurden, unterscheidet 2.6 unten. Auch das gegens�atzliche Steigungsverhaltenzwischen den Dimensionen 3:04 und 3:05 deutet eine Nichtdi�erenzierbarkeitoder Unstetigkeit (evtl. in Form einer Singularit�at) an.Wir erkennen somit, da� die Abh�angigkeit gmax = gmax(D) nicht von soeinfacher Natur ist wie die Abh�angigkeit von L. Auch wenn wir eine ein-heitliche St�orungsordnung s benutzen, die selbstverst�andlich nur bis zu einergewissen Dimension ausreicht, bleibt ein komplexes Gef�uge zur�uck. Grund istdie Kettenbruchkonstruktion, die durch geringe �Anderung der Koe�zientenV2n;r bzw. V2n;r;k, Null- und Polstellen erzeugt/vernichtet und asymptoti-sches Verhalten �andert. Berechnen wir die Potentiale, die nur bis zur drittenoder f�unften Ordnung bestimmt werden mu�ten, bis zur siebten Ordnung, so�andert sich der Grenzwert nicht.Was l�a�t sich zu der Frage sagen, ob f�ur D ! 4 die Kopplungsschrankeendlich bleibt? Wenn wir beweisen k�onnen, da� ~�s4 f�ur s!1 gegen eine po-sitive reelle Zahl konvergiert, wissen wir auch um die Existenz einer positivenGrenzkopplung.Zudem haben wir gesehen, wie gering die Parametrisierungsl�ange unser Tra-jektorie ist. Obwohl wir nur eine der vielen Restriktionen an g betrachtet57Wir haben hierzu ein MapleV -Programm geschrieben. In einer Hochsprache w�arenBerechnungen h�oherer Ordnungen gewi� kein Problem gewesen, f�ur die qualitative Be-trachtung der dimensionalen Abh�angigkeit reicht die 9: Ordnung jedoch aus.58F�ur s = 3; 5 verkommt ~�s4 zu einer ganzrationalen Funktion.



2.8. NUMERISCHE ERGEBNISSE 87

Abbildung 2.6: Erste positive Nullstellen der e�ektiven �4-Kopplung mits = �4+D4�D�. Bei D = 3 wurde eine Doppelreihenentwicklung benutzt.



88 KAPITEL 2. �4-TRAJEKTORIE DER HRG IN 2 < D < 4haben, wissen wir, da� g0 � 1. Es ist noch ein weiter Weg zu einer Kon-struktion mit g0 =1.



Kapitel 3Perturbative Konstruktion der�43-Trajektorie auf dem Gitter
In diesem Abschnitt werden wir die �43-Trajektorie auf dem kubischen Gitter�(a) perturbativ berechnen. Dazu benutzen wir viele Erkenntnisse aus derhierarchischen Approximation, deren G�ultigkeit sich (formal) auf die GRG�ubertr�agt.Wir beginnen mit der Konstruktion von Operatoren, die eine Interpolationzwischen Gitter- und Kontinuumsformulierung der RG erm�oglichen [GK84,Wie98]. Mit diesen de�nieren wir die Gitterkerne der �43-Trajektorie �uberKontinuumsfunktionen. Aus der St�orungstheorie erhalten wir Bestimmungs-gleichungen f�ur die kontinuierlichen, gittertranslationsinvarianten Impulsker-ne der Kurve, die durch das Einf�ugen einer Gitterinterpolationsfunktion aufdieselbe Weise wie in [Wie97d, Wie97b] behandelt werden k�onnen. Wir ge-ben ein explizites und ein implizites Verfahren zur Berechnung an. Die auchauf dem Gitter auftretenden Resonanzen werden wie schon im hierarchischenModell durch Doppelentwicklung gel�ost [Wie97b].3.1 Der Operator A(1)Der kinetische Anteil unserer Theorie wird durch die perfekte, masseloseGitterkovarianz � = �perf beschrieben, die wir im Kapitel 1.3.1 hergeleitethaben. Die GRGT begegnet uns somit in der Form:R(Z)(�) = R d��(�)Z(A�+ �)R d��(�)Z(�) : (3.1)89



90 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3Hierbei sind A = �Cy��1 und � = � � A�Ay. Da wir nicht - wie im hierar-chischen Bild - �uber so m�achtige mathematische Hilfsmittel (z.B. contractionmapping) verf�ugen, um den Raum der Wirkungen Z geeignet zu behandeln,1betrachten wir f�ur perturbative Betrachtungen im folgenden die Transforma-tion f�ur PotentialeT (V )(�) = � ln 
e�V ��;A� + ln 
e�V ��;0 . (3.2)Aufgrund der Normierung schr�anken wir uns OBdA wieder auf die �Aquiva-lenzklasse2 V (0) = 0 ein. Das freie Feld, also V = 0, ist trivialer Fixpunkt,und Linearisierung an diesem liefert analog (2.14)3DT (V )(�) = hV i�;A� � hV i�;0 : (3.3)Als n�achstes konstruieren wir einen Operator, mit dessen Hilfe wir ein Feldvom Kontinuum �(0) auf das Gitter �(a) transferieren k�onnen und vice versa.Benutzen wir als Ausgangsgitter f�ur den Operator S nicht die Gitterkonstantea, sondern aLn mit n 2 N0, so erhalten wir Sn : H( aLn�1 ) ! H( aLn ) mitS0 = S. Diese Operatoren k�onnen wir hintereinanderschalten und de�nierenf�ur n 2 NSn : H(a)!H( aLn ) Sn(�)(x) = Sn � : : : � S1(�)(x) = Ln��(Lnx) : (3.4)Wir wollen einige Worte �uber den Fall n ! 1 verlieren, der ein Gitterfeldauf das Kontinuum �ubertragen w�urde.4 F�ur x = 0 gilt Sn(�)(0) = Ln��(0).Da � = D2 � 1 > 0 f�ur D 2 (2;1), existiert S1(�)(0) nur, wenn �(0) = 0,und ist identisch Null. Da H(a) isomorph zum l1 ist, folgt OBdA die Eigen-schaft j�(x)j < 1jxj f�ur jxj ! 1. F�ur x 6= 0 w�ahlt man n gro� genug, so da�jSn(�)(x)j < L(��1)n 1jxj � 1jxj f�ur D 2 (2; 4]. Dies stimmt mutig, doch sollteman nicht vergessen, da� die Interpolation zwischen Gitter und Kontinuumnicht richtig funktioniert, da man z.B. einen Punkt des RD mit irrationalerKomponente aus einem Gitter mit rationaler Gitterkonstante a nicht gewin-nen kann. W�urden wir unsere euklidische Raum-Zeit mit QD identi�zierenund a 2 Q fordern, w�are S(n) wohlde�niert und die Interpolation perfekt.1Dieser Tatbestand stellt eher ein Unverm�ogen unsererseits dar, Funktionalr�aume ma-thematisch exakt zu fassen.2bez�uglich V1 � V2 :, V1 � V2 2 R3Man mu� sich nat�urlich die Frage stellen, inwieweit eine Parameterableitung nach� analog (3.3) g�ultig ist. Hier handelt es sich ja um eine unendliche Vertauschung vonIntegration und Di�erentiation. Wir wollen uns mit solchen Problemen in Zukunft nichtaufhalten und eine Wohlde�niertheit annehmen.4Ein endliches Gitter w�urde nach unendlich vielen Stauchungen auf den Ursprung kon-trahiert werden.



3.2. ST �ORUNGSRECHNUNG AUF DEM GITTER 91Wir de�nieren einen neuen A-Kern gem�a�A(n) : H(a)!H( aLn ) A(n) := SnAn . (3.5)Da An = � �Cy�n ��1, erf�ullt A(n) die Aufgabe eines n-maligen Reblockensmit anschlie�ender n-maliger Kontraktion. Desweiteren gilt die RelationA(n)A = SnAn+1 = S�1n+1Sn+1An+1 = S�1n+1A(n+1) : (3.6)De�nieren wir nun den Operator A(1) = limn!1A(n) und gehen davon aus,da� dieser Grenzoperator existiert, so leitet sich aus (3.6) die intertwinerEigenschaft A(1)A = S�11 A(1) (3.7)ab. A(1), der Gitterfelder in Kontinuumsfelder transferiert, zeigt auf, da�dem Operator A im Kontinuum der Dilatationsoperator S�11 entspricht. DieM�oglichkeit, mittels des Operators A(1) vom Gitter ins Kontinuum zu wech-seln, nutzen wir aus, um die Berechnung der �4-Trajektorie auf die Kontinu-umsergebnisse zur�uckzuf�uhren.Nach einigem Rechenaufwand erhalten wir f�ur den intertwiner A(1) die Im-pulsraumdarstellungA(1)(x; z) = Z~�(a) dDp(2�)D �eiqx ~�(q)q2 ��( 2�a ) (p) e�ipz 1~�(p) (3.8)mit [F (q)]�(a) (p) := XQ2p+�(a)F (Q) (3.9)und ~�(p) = DY�=1 sin �p�a2 �p�a2 e�i p�a2 . (3.10)Man zeigt leicht, da� A(1) invariant gegen�uber den Symmetrieoperationendes Gitters ist.3.2 St�orungsrechnung auf dem GitterIm hierarchischen Bild waren die normalgeordneten Monome Eigenfunktio-nen der linearisierten RGT. Das ist auf dem Gitter nicht so. Wir erhalten



92 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3mit (B.13) und (B.2): �(x1) : : : �(xn) :�h�i�;A��! : A�(x1) : : : A�(xn) :A�Ay= @n@J(x1) : : : @J(xn) exp�(�;AyJ)� 12(AyJ; �AyJ)�����J=0 :Die "Kettenregel\ f�ur Funktionalableitungen@@J(x)AyJ(y) = A(x; y) = Z dDzA(x; z) @@(AyJ)(z)AyJ(y)liefert dann: �(x1) : : : �(xn) :� (3.11)h�i�;A��! ZN�(a) dDz1 : : : dDznA(x1; z1) : : : A(xn; zn) : �(z1) : : : �(zn) :� :Bei den A-Kernen handelt es sich um ausgeschmierte �-Distributionen, dief�ur jx� yj � 1 exponentiell abfallen. Wegen lima!0A(x; y) = �(x; y) werdendie normalgeordneten Felder auf dem Kontinuum wieder zu Eigenfunktionender RGT. Die "Eigenfunktionen\ der normierten RGT DT schreiben sich als: �(x1) : : : �(xn) :� :=: �(x1) : : : �(xn) :� � : �(x1) : : : �(xn) :� ����=0 : (3.12)In Zukunft werden wir die normierten, normalgeordneten Monome mit der�ublichen Darstellung ohne �Uberstrich identi�zieren. Die normalordnende Ko-varianz � erg�anzen wir nur in ben�otigten F�allen.Wir wollen in diesem Kapitel wiederum ein skalierendes Paar bestimmen,das aus einer unter der RG-invarianten Potentialkurve V und einer Repa-rametrisierungsfunktion � besteht. Die zugeh�origen formalen Potenzreihende�nieren wir wie in (2.24) und (2.25). F�ur die Feldkomponenten setzten wiran:5Vr(�) = r+1Xn=1 1(2n)! ZN�(a) dDx1 : : : dDx2nV latt2n;r(x1; : : : ; x2n) : �(x1) : : : �(x2n) :(3.13)Die Funktionale Vr sind Taylor-Polynome 2(r+1): Grades in unendlich vielenVariablen f�(x)gx2�(a). Die Wahl der normalgeordneten Darstellung ist auf5Die explizite Darstellung von V latt4;1 und V latt2;1 geben wir sp�ater.



3.2. ST �ORUNGSRECHNUNG AUF DEM GITTER 93dem Gitter nicht zwingend, liefert aber beim �Ubergang zum Kontinuumsfor-malismus eine Basis aus Eigenfunktionen. F�ur eine rigorose Berechnung der�4-Trajektorie wird die lineare H�ulle der normalgeordneten Monome zu gro�sein, f�ur eine perturbative Konstruktion, die sich wie schon in 2.3 auf dielineare Transformation reduziert, ist dieser Raum jedoch sehr gut geeignet.Per De�nition sind die Vr symmetrisch in �.6 Der Ansatz einer Obergrenzer+1 ist - wie schon in der hierarchischen Approximation (2.35) - eine Folge derVerwendung eines Feldpolynoms vierter Ordnung in der linearen Ordnung.Die weiteren Eigenschaften werden von dem Vertex V latt2n;r bestimmt.7 Da dienormalgeordneten Monome invariant unter Permutation der Argumente sind(dies ist eine Folge der Symmetrie der Kovarianz �), fordern wir dies auchf�ur die Vertices:8� 2 S2n : V latt2n;r(x1; : : : ; x2n) = V latt2n;r(�(x1); : : : ; �(x2n)) (3.14)Desweiteren weisen die Vertices Gittersymmetrien auf, von denen wir beson-ders die Translationsinvarianz8a 2 �(a) : V latt2n;r(x1; : : : ; x2n) = V latt2n;r(x1 � a; : : : ; x2n � a) (3.15)betonen. Auf diese Weise gew�ahren wir die Invarianz des Potentialfunktionalsgegen�uber verschobenen, gedrehten oder gespiegelten Feldern.Mittels des Operators A(1) erzeugen wir die Gitterkerne nun durch Kontinu-umskerne. Grundgedanke ist die R�uckf�uhrung des Problems auf die bereits in[Wie97d] gel�oste perturbative Behandlung der diskreten RGT auf der eukli-dischen vierdimensionalen Raum-Zeit. �Uber V cont2n;r :N2ni=1RD ! R de�nierenwirV latt2n;r(x1; : : : ; x2n) = ZNRD dDy1 : : : dDy2nV cont2n;r (y1; : : : ; y2n) 2nYi=1 A(1)(yi; xi) :(3.16)Damit (3.14) gilt, mu� auch V cont2n;r unter Permutation der Argumente inva-riant sein. Die Forderung (3.15) und A(1)(x; y) = A(1)(x � a; y � a) f�ura 2 �(a) bedingen die Translationsinvarianz der Kontinuumsvertices. Fernerexistiere die Fourier-Transformierte, die sich als~V cont2n;r (p1; : : : ; p2n) = (2�)D XQ2�( 2�a ) � 2nXi=1 pi �Q! V̂2n;r(p1; : : : ; p2n) (3.17)6Man zeigt dies direkt mit Hilfe der De�nition (B.2).7Im weiteren Verlauf identi�zieren wir die Begri�e Vertex, Vertexfunktion und Kerneines Vertex.



94 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3schreibt. Wir nennen V̂2n;r einen reduzierten Impulskern. Man beachte, da�V̂2n;r i.a. unter Permutation der Argumente nicht invariant ist, da f�urP pi 62�(2�a ) der Integrand verschwindet, und der reduzierte Impulskern somit be-liebige Werte annehmen kann. F�ur Gesamtimpulse, die auf dem Impulsgitter�(2�a ) liegen, gilt jedoch die Vertauschungseigenschaft. Mit der De�nitionlima!0 �(2�a ) = f0g werden auch die Kontinuumsvertices translationsinvari-ant. F�ur die assoziierten Kontinuumskerne im Ortsraum ergibt sichV cont2n;r (x1; : : : ; x2n) (3.18)= XQ2�( 2�a ) eiQx2n Z dDp1(2�)D : : : dDp2n(2�)D eiP pi(xi�x2n)V̂2n;r(p1; : : : ; p2n) :Mittels (3.11)8 erh�alt manV latt2n;r(x1; : : : ; x2n) (3.19)DT�! ZN�(a) dDy1 : : : dDy2nV latt2n;r(y1; : : : ; y2n) 2nYi=1 A(yi; xi)(3:16)= ZNRD dDy1 : : : dDy2nV cont2n;r (y1; : : : ; y2n) 2nYi=1 A(1)A(yi; xi)(3:7)= ZNRD dDy1 : : : dDy2nV cont2n;r (y1; : : : ; y2n) 2nYi=1 L��A(1) �L�1yi; xi�L�1yi!yi= ZNRD dDy1 : : : dDy2nL2n(D��)V cont2n;r (Ly1; : : : ; Ly2n) 2nYi=1 A(1)(yi; xi)Man kann die Wirkung der linearen RGT auf eine Skalentransformation derKontinuumskerne V cont2n;r , welche die Gitterkerne V latt2n;r generieren, reduzieren.V cont2n;r (x1; : : : ; x2n) DT�! Ln(D+2)V cont2n;r (Lx1; : : : ; Lx2n) (3.20)Die Eigenfunktionen der linearisierten RGT werden durch homogene n-Punkt-Funktionen erzeugt. Ist k der Homogenit�atsgrad, so ergibt sich der EigenwertLn(D+2)+k. Die einfachsten homogenen Kerne sind Produkte von�-Distributionen, f�ur die k = �D ist. Ihnen entsprechen im Kontinuum nor-malgeordnete Produkte von Feldern, die auf dem Gitter durch A-Kerne ver-schmiert sind. Auch partielle Ableitungen von �-Distributionen sind homogen8Diese Gleichung gilt auch f�ur die normierten, normalgeordneten Monome.



3.2. ST �ORUNGSRECHNUNG AUF DEM GITTER 95und liefern einen Faktor 1L pro Ableitung nach xi;j (j 2 f1; : : : ; Dg). Im Kon-tinuum ist der entsprechende Eigenvektor ein normalgeordnetes Produkt ausFeldern und deren Ableitungen. Diese Elemente darf man bei der Suche nachrelevanten, marginalen und irrelevanten (verschmierten) Eigenvektoren nichtvergessen.Mit einer De�nition der Impulskerne V cont2n;r �uber unendlich oft di�erenzierbarereduzierte Kerne V̂2n;r stellen wir sicher, da� die Vr eine Superposition aus(verschmierten) Feldern samt ihrer Ableitungen darstellen. Mehr hierzu inKapitel 3.3.3Im Impulsraum schreibt sich der transformierte Kern (3.20) wie folgt:Ln(D+2)V cont2n;r (Lx1; : : : ; Lx2n)Lp!p= LD�n(D�2) ZNRD dDp1 : : : dDp2n(2�)D : : : (2�)D eiP2ni=1 pixiV̂2n;r �p1L ; : : : ; p2nL ��(2�)D XQ2�( 2�a ) � 2nXi=1 pi � LQ!= LD�n(D�2) ZNRD dDp1 : : : dDp2n(2�)D : : : (2�)D eiP2ni=1 pixiV̂2n;r �p1L ; : : : ; p2nL ��(2�)D XQ2�( 2�a ) � 2nXi=1 pi �Q!T ( 2nXi=1 pi) (3.21)wobei T : RD ! R T ����( 2�a )(Q) = � 1 Q 2 � �2�a L�0 sonst (3.22)Die �4-Trajektorie ist durch die vorgegebene lineare Kopplungsparameter-ordnung V cont2;1 (x1; x2) = 0 (3.23)V cont4;1 (x1; x2; x3; x4) = 4Yi=2 �(x1 � xi) (3.24)de�niert. Diese Anfangsbedingung gilt auch f�ur das Kontinuum. Die pertur-bative Behandlung der Gleichung T (V )(�; g) = V (�; �(g)) verl�auft wie in



96 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3Abschnitt 2.3. Die nach Kumulanten entwickelte RGT schreibt sich als9T (V )(�; g) = 1Xr=1 8<: rXm=1 (�1)m+1m! XPmi=1 ri=r h[Vr1; : : : ; Vrm]iT�;A�9=; gr : (3.25)V (�; �(g)) gleicht (2.28). Die in erster Ordnung entstehenden Eigenwertglei-chungen legen ob (3.23) und (3.24) b1 eindeutig fest. Der 4-Punkt-Vertexbesitzt den Homogenit�atsgrad �3D, so da� mit (3.20) wie schon in (2.30)b1 = L4�D (3.26)folgt. Wir legen eine ganz bestimmte Parametrisierung der Trajektorie durchdie Wahl der linearen �-Funktion fest (vgl. (2.38)), und erhalten mit denErsetzungen � , 1, 
 , �, � , A und Kr(V ) , �Kr(V ) aus (2.39) f�urr � 2 die BestimmungsgleichungenLn(D+2)�r(4�D)V cont2n;r (Lx1; : : : ; Lx2n)� V cont2n;r (x1; : : : ; x2n)= L�r(4�D)K(V )cont2n;r(x1; : : : ; x2n) : (3.27)Hierbei ist K(V )cont2n;r(x1; : : : ; x2n) der erzeugende Kontinuumskern des: �(x1) : : : �(x2n) :-Anteils im vollst�andig bestimmten Term K(V )r. (3.27)l�osende Vertices erf�ullen die (entsprechend substituierte) Gleichung (2.39),sind jedoch nicht eindeutig. F�ur die reduzierten Impulskerne ergibt sichL�(n;r)T  2nXi=1 pi! V̂2n;r �p1L ; : : : ; p2nL �� V̂2n;r (p1; : : : ; p2n)= L�r(4�D)K̂(V )2n;r (p1; : : : ; p2n) (3.28)mit �(n; r) = D � n(D � 2)� r(4�D) : (3.29)Der Grund f�ur die Berechnung im Impulsraum liegt im besseren power coun-ting. Wie wir noch sehen werden, bereitet die Berechnung der Vertices Pro-bleme, deren Exponent � � 0 ist. In der Impulsdarstellung ist deren Anzahlf�ur 2 < D < 4 endlich. F�ur D = 3 ergibt sich�(n; r) = 3� n� r : (3.30)Da die Bestimmungsgleichungen erst f�ur r � 2 gelten, und T normiert ist(n > 0), existiert kein relevanter (� > 0) Vertex. Der Massenvertex V̂2;2 istmarginal (� = 0) und alle �ubrigen Impulskerne sind irrelevant (� < 0).9Man beachte, da� es sich im folgenden immer um normierte Kumulanten handelt, d.h.h[Vr1 ; : : : ; Vrm ]iT�;A� =̂ h[Vr1 ; : : : ; Vrm ]iT�;A� � h[Vr1 ; : : : ; Vrm ]iT�;0.



3.3. EXPLIZITE BERECHNUNG REDUZIERTER IMPULSKERNE 97Man beachte die �Aquivalenz von (3.29) und (2.42). Die HRG best�atigt ihrenRuf als Testfeld f�ur das volle Modell.Eine wichtige Eigenart der St�orungstheorie auf dem Gitter ist, da� die Ver-tices V cont2n;r gegen�uber Kontinuumstranslationen nicht invariant sind, so da�eine �aquivalente Behandlung gem�a� [Wie97d] nicht m�oglich ist. Begr�undetliegt dies darin, da� die Operatoren A und � nur gittertranslationsinvariantsind und in die K(V )r ein
ie�en.Desweiteren wollen wir betonen, da� die mittels (3.28) bestimmten reduzier-ten Impulskerne zwar T -abh�angig sind, durch die extrahierte �-Distributionjedoch nur die WerteP pi 2 �(2�a ) zur �4-Trajektorie beitragen. Alle anderenImpulskonstellationen sind auf dem Gitter irrelevant und somit frei w�ahlbar.Bei der Verwendung einer kontinuierlichen T -Funktion er�ubrigen sich jedochFallunterscheidungen im De�nitionsbereich.3.3 Explizite Berechnung reduzierter Impuls-kerneZiel dieses Paragraphen ist es, eine analytische Funktion T mit den Eigen-schaften (3.22) zu �nden, die eine explizite Berechnung der reduzierten Im-pulskerne V̂2n;r erm�oglicht.Mit Hilfe der Funktion [Wal]Ŝ : R! R Ŝ = 8<: exp�� ( a2� x)21�( a2� x)2� jxj < 2�a0 sonst (3.31)aus dem Raum der Testfunktionen10 de�nieren wirS : R! R S(x) =Xk2Z Ŝ �x+ 2�a Lk� (3.32)T : RD ! R T (p) = DY�=1S(p�) : (3.33)Die auf diese Weise konstruierte T -Funktion ist unendlich oft di�erenzierbarund erf�ullt die Eigenschaft (3.22). Siehe hierzu auch Abbildung 3.1.10Das ist der Raum aller �niten (=kompakter Tr�ager), unendlich oft di�erenzierbarenFunktionen �uber R.
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Abbildung 3.1: Eine 3-dimensionale Darstellung der T -Funktion f�urD = 2,a = 2� und L = 4.3.3.1 Berechnung der irrelevanten KerneWir beginnen mit dem irrelevanten Fall, d.h. � := �(n; r) < 0. Gleichung(3.28)11 wird dann vonV̂ (p1; : : : ; p2n) = � 1Xk=0 Lk�Tk( 2nXi=1 pi)K̂(V )( p1Lk ; : : : ; p2nLk ) (3.34)eindeutig gel�ost. Wir setzen voraus, da�K̂(V ) 2 C1(R2nD) (3.35)und benutzen die De�nitionTk(Q) := k�1Ym=0T � QLm� : (3.36)Beweis: (3.28) ist eine Gleichung der Form V̂ (p) = F (V̂ (p=L)). Durch suk-zessives Einsetzen erh�alt man f�ur S 2 N die AussageV̂ (p) = � S�1Xk=0 Lk�Tk( 2nXi=1 pi)K̂(V )( p1Lk ; : : : ; p2nLk )11Wir vernachl�assigen im folgenden die Indizes (2n; r) und den Vorfaktor desK̂(V )-Anteils



3.3. EXPLIZITE BERECHNUNG REDUZIERTER IMPULSKERNE 99+LS�TS( 2nXi=1 pi)V̂ ( p1LS ; : : : ; p2nLS ) : (3.37)Man zeigt dies explizit mit dem Prinzip der vollst�andigen Induktion. Unterder Annahme, da� V̂ stetig ist,12, folgt aus supRD jT j = 1 und der Wahl einesgen�ugend gro�en S�����LS�TS( 2nXi=1 pi)V̂ ( p1LS ; : : : ; p2nLS )����� � 2LS� ���V̂ (0; : : : ; 0)��� �!S!1 0 : (3.38)Der Beweis der Eindeutigkeit l�auft analog, denn die Di�erenz V̂D zweierL�osungen erf�ullt die homogene Di�erenzengleichung, d.h. K̂(V ) = 0, so da�man V̂D = 0 erh�alt.Desweiteren ist die Reihendarstellung (3.34) gleichm�a�ig konvergent, wasman auf �ahnliche Art und Weise wie zuvor mit Hilfe des Majorantenkri-teriums beweist: Es sei K �N2ni=1RD kompakt. OBdA sei K eine Kugel, soda� f�ur alle (p1; : : : ; p2n) 2 K und k 2 N0 die Relation piLk 2 K erf�ullt ist.Dann gilt�����Lk�Tk( 2nXi=1 pi)K̂(V )( p1Lk ; : : : ; p2nLk )����� � (L�)k supK jK̂(V )j : (3.39)Da die Summanden stetig sind, ist dies sogleich ein Beweis f�ur die Stetigkeitder reduzierten Kerne. Mit Hilfe der Eigenschaft V̂ ; Tk 2 C1(R2nD) und des3: Vertauschungssatzes [For91] erarbeiten wir ebenso V̂ 2 C1(R2nD).3.3.2 V̂ 2 C1(R2nD)Nun haben wir die Eigenschaft V̂ 2 C1(R2nD) aus der Voraussetzung (3.35)abgeleitet. Da� dies gerechtfertigt war, zeigt man per Induktion �uber derOrdnung r. Aus der Gittertranslationsinvarianz der Vertices V cont2n;r folgt f�urdie assoziierten, reduzierten Impulskerne (k 2 f1; : : : ; 2ng beliebig)V̂2n;r(p1; : : : ; p2n) = Z 2nYi=1i6=k dDxi 1aD Z[�a2 ;a2 ]D dDxke�iP2ni=1 pixiV cont2n;r (x1; : : : ; x2n) :(3.40)12Beweis folgt.



100 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3Diese Formel zeigt man unter Benutzung der Relation [Pur96]Xy2�(a) e�iyp = XQ2�( 2�a ) 2�a �(p�Q) : (3.41)Aus (3.40) erh�alt man in erster Ordnung13V̂2;1(p1; p2) = 0 (3.42)V̂4;1(p1; p2; p3; p4) = DY�=1 si�ap�2 � ���p=P4i=1 pi : (3.43)Da si 2 C1(R), ist der Induktionsanfang (r = 1) komplett. Man beachte,da� f�ur a = 0 die Kontinuumseigenschaft V̂4;1(p1; : : : ; p4) = 1 folgt.14F�ur den Induktionsschritt machen wir uns die M�uhe, das Gitterpotential insKontinuum zu transferieren, um es dort von einer ebenfalls in das Kontinu-um expandierten RGT bearbeiten zu lassen. Abschlie�end f�uhren wir eineGitterr�ucktransformation durch. Siehe hierzu auch [Wie98]. Diese Prozedurerm�oglicht es uns, viele Ergebnisse der Kontinuumstheorie zu benutzen. Ein-ziges Problem ist die nicht vorhandene Kontinuumstranslationsinvarianz derauf das Kontinuum gebrachten Fluktuationskovarianz und des kontinuierli-chen Propagators. Ohne dieses Handicap k�onnte man die RG auf dem Gittervollst�andig auf das gel�oste Problem im Kontinuum zur�uckf�uhren.Es sei nun O ein Gitteroperator H(a) ! H(a). Dann de�nieren wir denkorrespondierenden Kontinuumsoperator H(0)!H(0) �uberO(1) = A(1)OA(1)y : (3.44)Wir erhalten somit �(1) und �(1), welche die Eigenschaft�(1) � �(1) = S�1�(1)S�1y (3.45)erf�ullen. Die Fluktuationskovarianz ist eine nach Skalen zerlegte Kovarianz�(1). In dieser Gleichung �nden wir das Grundprinzip der RG wieder.De�nieren wir nun die kontinuierliche RGT Rcont �uber T (1) und S�1 unddie �4-Trajektorie V cont analog zu (3.13), indem wir kontinuierliche Felderbez�uglich der normalordnenden Kovarianz �(1) und durch die kontinuierli-chen Impulskerne V̂ cont2n;r erzeugte Ortskerne benutzen, so giltV (�) = V cont(A(1)�) (3.46)13si(x) = sin(x)x14In diesem Fall existiert nur P pi = 0.



3.3. EXPLIZITE BERECHNUNG REDUZIERTER IMPULSKERNE 101und folglich15 R(V )(�) = Rcont(V cont)(A(1)�) : (3.47)Weitere Informationen �nden sich bei [Wie98, GK84]. Aufgrund der Multi-linearit�at der Kumulanten sind die Kr(V ) eine Superposition von trunkier-ten Erwartungswerten normalgeordneter Felder, deren Kerne Produkte derbereits berechneten C1-Kerne V2n;r sind. In die trunkierten Erwartungswer-te 
ie�en nun die normalordnende und die Fluktuationskovarianz ein. NachWieczerkowski [Wie98] ergibt sich z.B. f�ur �(1) = �(1)a�̂(1)a (p1; p2) = �8><>: XP2�(2�a ) p21p22(p1 + P )2 DY�=1 (p1)�(p2)�(p1 + P )2�9>=>;�1 . (3.48)F�ur p1 + p2 2 �(2�a ) ergibt sich nach Substitution von P die Symmetrie�̂(1)a (p1; p2) = �̂(1)a (p2; p1) : (3.49)Der reduzierte Impulskern ist singul�ar. Dies ist nicht verwunderlich, da auchschon die perfekte masselose Gitterkovarianz f�ur p = 0 divergent war. F�ura! 0 erhalten wir den freien Propagator �(p1; p2) = �p22.Diese infrarote Divergenz zerst�ort das Argument der unendlichen Di�eren-zierbarkeit jedoch nicht. Im Kontinuum trat �(1) nur in Impulsraum-Faltun-gen mit �(1) auf. Die durch einen Exponential-cuto� regularisierte Fluktua-tionskovarianz vererbt ihre Beschr�anktheit in Null samt Di�erenzierbarkeitauf die Faltung, so da� die Kerne der Kumulanten unendlich oft di�erenzier-bar bleiben [Wie97d].Auf dem Gitter folgt mit (3.45), da� �(1) auf dem feineren Gesamtimpuls-gitter �( 2�aL) lebt. Man berechnet�(1)(p1; p2) = XQ2�( 2�aL ) �(p1 + p2 +Q)�̂(1)(p1; p2) (3.50)mit16 �̂(1)(p1; p2) = T (p1 + p2)�̂(1)a (p1; p2)� L2�̂(1)a (Lp1; Lp2) . (3.51)15Das renormierte Potential ist ein Kontinuumspotential, dessen Impulskerne die renor-mierten Gitterkerne generieren.16Man beachte, da� �̂(1)La (p1; p2) = L2�̂(1)a (Lp1; Lp2).



102 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3T sei eine C1-Funktion entsprechend (3.22) mit der Ersetzung a! La. F�urp1 + p2 2 �(2�a ) folgt:̂�(1)(p1; p2) = (1� L2) 1p22CL(p1; p2) (3.52)CL regularisiert den freien Propagator 1p22 . Leider k�onnen wir dies nicht zeigen.In Analogie zum Kontinuum, wo man den freien Propagator z.B. mit demexponentiellen IR- und UV-RegulatorCcontL (p) = e�p2 � e�(Lp)2 = (L2 � 1)p2 +O(p4) (3.53)versieht, sollte auch hier die Relation CL(p1; p2) = O(p2) gelten. Ein weite-res Problem �nden wir f�ur p1 + p2 2 �( 2�La)� �(2�a ). F�ur diese Impulspaareverschwindet die T -Funktion, und es bleibt die divergente, reskalierte nor-malordnende Kovarianz zur�uck. Das Zeigen der Polfreiheit der Fluktuations-kovarianz ist eine reizvolle Aufgabe, der wir uns hier jedoch nicht widmenwollen17.Wir gehen im weiteren davon aus, da� �̂(1) 2 C1(RD �RD). AusK2(V )(�) = � 
V cont; V cont�T�(1);S�1A(1)� (3.54)ergibt sich mit u(1)(x; y) = L2�D�(1)( xL ; yL) und der Kumulantenformel(B.20) Kcont4;2 (x1; : : : ; x4) (3.55)= 3L4�(x1 � x2)�(x3 � x4)�(1)(Lx1; Lx3)2+6L4�(x1 � x2)�(x3 � x4)�(1)(Lx1; Lx3)u(1)(Lx1; Lx3) .Kcont6;2 (x1; : : : ; x6) (3.56)= 20L6�D�(x1 � x2)�(x1 � x3)�(x4 � x5)�(x4 � x6)�(1)(x1L ; x4L ) :Den aus drei Summanden bestehenden Massenvertex haben wir der Einfach-heit halber weggelassen. Die reduzierten Impulskerne berechnen wir unterBenutzung von (3.40) zuK̂4;2(p1; : : : ; p4) (3.57)= L4�D XS2�( 2�a L) DY�=1 si�aF�2 � ���F=S�P4i=1 pi XQ2�( 2�a L) Z dDp(2�)D17k�onnen



3.3. EXPLIZITE BERECHNUNG REDUZIERTER IMPULSKERNE 1033�̂(1)(p; QL � p)�̂(1)(S � p1 � p2L � p; p1 + p2 �QL + p)+6�̂(1)(p; QL � p)û(1)(S � p1 � p2L � p; p1 + p2 �QL + p)und K̂6;2(p1; : : : ; p6) (3.58)= 20L6�2D XQ2�( 2�a L) DY�=1 si�aF�2 � ���F=Q�P6i=1 pi�̂(1) 3Xi=1 piL ; QL � 3Xi=1 piL! :F�ur a! 0 ergibt sich wieder das Kontinuumsresultat. Wir beweisen die C1-Eigenschaft f�ur K̂6;2 und beginnen mit dem Zeigen von gleichm�a�iger Kon-vergenz. F�ur jedes Kompaktum K ( R6D existiert ein R > 0, so da� j�̂(1)jaufgrund seines ultravioletten cuto�s f�ur jQj > R beschr�ankt ist. Dies giltauch f�ur alle partiellen Ableitungen.18 Wir reduzieren unsere Betrachtungensomit auf die si-Reihe mit positiven Indizes und a = D = 1. Die reskalierteSumme x = a2P pi sei durch M beschr�ankt. OBdA seien Ln� �M > 0 undL ungerade. Dann gilt unter Benutzung eines Additionstheorems:�����Xn2N si(Ln� � x)����� � �����Xn2N (�1)LnLn� � x ����� �Xn2N (�1)nLn� � (�1)nM <1 (3.59)Die Konvergenz der Majorante folgt aus dem Leibniz-Kriterium, und Ste-tigkeit liegt auf der Hand. Da si eine C1-Funktion ist, deren Ableitungensich ebenso absch�atzen lassen, folgt unendliche Di�erenzierbarkeit f�ur denK̂6;2- Vertex.Die erweiterte Faltung der 4-Punkt-Funktion K̂4;2 wirkt da schon etwas kom-plizierter. F�ur a ! 0 erhalten wir mit Hilfe der Identi�kation�̂(1)(p) = �̂(1)(�p) = �̂(1)(p;�p) das KontinuumsresultatK̂cont4;2 (p1; : : : ; p4) = L4�D(2�)D �3�̂(1) ? �̂(1)(p1 + p2L ) + 6�̂(1) ? û(1)(p1 + p2L )� :(3.60)Hierbei bezeichnet ? die Faltung. Die Berechnung von K̂cont4;2 �ndet sich in[Wie97d]. Den Beweis der Analytizit�at auf dem Gitter bleiben wir schuldig.3.3.3 Eigenschaft di�erenzierbarer Impulskerne V̂Wir betrachten in diesem Kapitel die kontinuierliche, gittertranslationsin-variante RGT und zeigen, da� unsere Wahl der Potentialdarstellung �uber18Nat�urlich mit einem anderen R.



104 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3normalgeordnete Felder �aquivalent zu einer Konstruktion ist, die auch nor-malgeordnete Produkte abgeleiteter Felder in die Superposition involviert.Neben der Gittertranslationsinvarianz bildet die unendliche Di�erenzierbar-keit der Impulskerne die Grundlage dieser Aussage.Wir betrachten im folgenden V̂ als Funktion von p1; : : : ; p2n�1 und Q undbilden die formale Taylor-Reihe.19 Durch Einsetzen in (3.18) erhalten wir f�ureinen KontinuumskernV (x1; : : : ; x2n) (3.61)= Xk (�i)jkjk! @kp V̂ (0) 2n�1Yi=1 @kixi�(xi � x2n) Z�(a) dDy@k2nx2n�(x2n � y) :Hierbei benutzen wir den Multiindex k = km;� mit m 2 f1; : : : ; 2ng und� 2 f1; : : : ; Dg. @kixi steht somit f�urQD�=1 @ki;�xi;� . Man beachte, da� @k2np2n = @k2nQ .Mit (3.61) und partieller Integration folgtZN2ni=1RD 2nYi=1 dDxiV (x1; : : : ; x2n) : �(x1) : : : �(x2n) :�(1)= Xk ijkjk! @kp V̂ (0) Z�(a) dDy : @ky�(y) :�(1) : (3.62)Hierbei gilt : @ky�(y) :=:Q2ni=1 @kixi�(xi) :xi=y.An dieser Darstellung sieht man sehr sch�on, da� die �4-Trajektorie durch die@kp V̂2n;r(0) vollst�andig festgelegt ist und in der linearen H�ulle der : @ky�(y) :�(1),y 2 �(a) lebt.Die Anfangsbedingungen (3.23) und (3.24) schreiben sich entsprechend:20V̂2;1(0; 0) = 0 (3.63)V̂4;1(0; 0; 0; 0) = 1 (3.64)3.3.4 Berechnung der marginalen KerneIm marginalen Fall (� = 0) erh�alt man aus der Bestimmungsgleichung (3.28)durch Einsetzen von p = 0 die BedingungK̂(V )(0) = 0 : (3.65)19Einen exakten Zugang bietet die Darstellung �uber Taylor-Polynom und Restglied.20F�ur jkj = 0 ist V̂ (p1 = 0; : : : ; p2n�1 = 0; Q = 0) = V̂ (p1 = 0; : : : ; p2n = 0).



3.3. EXPLIZITE BERECHNUNG REDUZIERTER IMPULSKERNE 105Wie wir im folgenden sehen werden, ist gerade diese Gleichung f�ur D = 3nicht erf�ullt, wir beheben das Problem jedoch wie schon im hierarchischenBild durch eine Doppelentwicklung.Die L�osung von (3.28) bestimmt sich analog (3.37) zu21V̂ (p1; : : : ; p2n) = V̂ (0)� 1Xk=0 Tk( 2nXi=1 pi)K̂(V )( p1Lk ; : : : ; p2nLk ) : (3.66)Sie ist, wie man leicht zeigt, bis auf die frei w�ahlbare Konstante V̂ (0) ein-deutig. Desweiteren gilt V̂ 2 C1(R2nD).Beweis: Die unendliche Reihe in (3.66) ist gleichm�a�ig konvergent, denn f�urImpulse pi aus einer beliebigen, kompakten Kugel UR(0) gilt (Multiindex!):�����Tk( 2nXi=1 pi)K̂(V )( p1Lk ; : : : ; p2nLk )����� � ���rK̂(V )(�) pLk ��� � supUR(0) K̂(V ) RLk (3.67)Die Eigenschaft (3.65) erm�oglicht die Extraktion der Majorante 1Lk . DirekteFolge der gleichm�a�igen Konvergenz ist die Stetigkeit von V̂2n;r. F�ur parti-elle Ableitungen ergibt sich die Majorante direkt durch den Faktor L�k derinneren Funktion L�kp. 23.3.5 Berechnung der nicht-relevanten KerneObwohl relevante Kerne in D = 3 Dimensionen nicht auftreten, wollen wirdie Problemstellung kurz behandeln. Das vorgestellte Verfahren greift auchim marginalen Fall.Wir gehen davon aus, da� V̂ Taylor-entwickelbar ist. Unter Benutzung derMultiindexschreibweise erhalten wir durch das Bilden der partiellen Ablei-tung @sp der Di�erenzengleichung22jsjXk=0 L��k Xjvj=k;v�s�@vp V̂ �� pL� �@s�vp T � (p)� @spV̂ (p) = @spK̂(V ) (p) : (3.68)21Der marginale reduzierte Kern l�a�t sich f�ur gro�e Impulse logarithmisch absch�atzen,d.h. jV̂ (p)j � A+B log jpj [Wie97b].22Wir schreiben im folgenden T (p) f�ur T (P2ni=1 pi;1; : : : ;P2ni=1 pi;D). Da die innere Ab-leitung eins ist, treten beim Ableiten keine Probleme auf.



106 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 3Da s und v Multiindizes sind, mu� der Ausdruck s � v mengentheoretischinterpretiert werden. Mit p = 0 folgt aus T (0) = 1 f�ur jsj 6= �@spV̂ (0) = 1L��s � 1 8<:@spK̂(V ) (0)� jsj�1Xk=0 L��k Xjvj=k;v�s�@vp V̂ � (0) �@s�vp T � (0)9=; :(3.69)F�ur Ableitungen der Ordnung � mu� die Bedingung@spK̂(V ) (0) = jsj�1Xk=0 L��k Xjvj=k;v�s�@vp V̂ � (0) �@s�vp T � (0) (3.70)erf�ullt sein. Anders als im hierarchischen Modell tritt diese Forderung jedochnicht nur bei den marginalen, sondern auch bei den relevanten (n; r)-Tupelnauf. @spV̂ (0) (jsj = �) wird in Folge der gew�ahlten Parametrisierung (bisheute die lineare �-Funktion) frei w�ahlbar.Ein gro�er Nachteil im Vergleich zu den L�osungen (3.34) und (3.66) ist jedoch,da� wir keine Aussage dar�uber machen k�onnen, ob die Taylor-Reihe, diedurch (3.69) de�niert wird, konvergiert. Obwohl wir vermuten, da� der FaktorL��k f�ur s � � die Konvergenz sicherstellen wird, ist es uns bis dato nichtgelungen zu zeigen, da� das Restglied f�ur s!1 verschwindet.Durch die k�unstlich eingef�uhrte Funktion T ist es nicht mehr m�oglich, wiein [Wie97d] durch partielles Ableiten den Grad L� der Di�erenzengleichungzu verringern und Forminvarianz zu wahren. Diese Eigenschaft erm�oglichteine Bestimmung der Taylor-Koe�zienten @kp V̂ (0) f�ur jpj � � und die Be-rechnung des Restgliedes durch (3.34) aus einer Bestimmungsgleichung mitrenormierten � < 0 (T (p) = 1 im Kontinuum).Aus diesem Grund wollen wir abschlie�end ein letztes Verfahren zur Bestim-mung der Impulsvertices vorstellen, welches sich auf [Wie97d] st�utzt, dochweniger explizit ist.3.4 Implizite Berechnung reduzierter Impuls-kerneEs sei wieder Kr(V ) 2 C1(R2nD) vorausgesetzt. Wir betrachten f�ur beliebi-ges Q 2 RD die MengeM2n(Q; �) = ((p1; : : : ; p2n)���k 2nXi=1 pi �Qk2 � �) (3.71)



3.4. IMPLIZITE BERECHNUNG REDUZIERTER IMPULSKERNE 107und de�nieren U2n(�) = [Q2�(2�a L)M2n(Q; �) (3.72)N2n(�) = [Q2�(2�a )M2n(Q; �)� U2n(�) : (3.73)Dann ist die T -Funktion gem�a� (3.22) auf U2n(0) identisch eins und ver-schwindet f�ur Impulse aus N2n(0). (3.28) gleicht somit auf U2n(0) der Be-stimmungsgleichung in [Wie97d]. Wir erweitern diese Gleichung auf R2nDund l�osen sie gem�a�Wieczerkowski. Die zugeh�orige L�osung sei V̂ (W )2n;r . F�ur(p1; : : : ; p2n 2 N2n(�)) ergibt sich direktV̂2n;r(p1; : : : ; p2n) = K̂(V )2n;r(p1; : : : ; p2n) : (3.74)Wir suchen nun eine C1-Funktion V̂2n;r mit den EigenschaftenV̂2n;r���U2n(�) = V̂ (W )2n;r ���U2n(�) (3.75)V̂2n;r���N2n(�) = K̂(V )2n;r(p1; : : : ; p2n)���N2n(�) : (3.76)Es ist � > 0 beliebig. Hier zeigt sich wieder die fundamentale Eigenschafteiner Gittertheorie, durch Impulsvertices an Stellen, wo der Gesamtimpulsauf dem diskretisierten Impulsgitter liegt, vollst�andig de�niert zu sein.Da� die Konstruktion der Funktion V̂2n;r m�oglich ist, wollen wir an einemvereinfachten Beispiel verdeutlichen: Wir reduzieren den De�nitionsbereichauf R und rede�nieren U2n(�) := (�1;��] und N2n(�) := [�;1). Gelingt esuns nun, eine unendlich oft di�erenzierbare Funktion S� : R ! R mit denEigenschaften S�(p) = 0 f�ur p � �� und S�(p) = 1 f�ur p � � zu konstruieren,so besitzt die AbbildungV̂2n;r(p) := (1� S�(p))V̂ (W )2n;r (p) + S�(p)K̂(V )2n;r(p) (3.77)gerade die von uns gew�unschten Eigenschaften.Nehmen wir an der Testfunktion (3.31) die Substitution 2�a = � vor, so habenwir eine Funktion Ŝ� konstruiert, die au�erhalb von (��; �) verschwindet.Man erh�alt S� 2 C1(R) durchS�(p) = R p�1 Ŝ�(q)dqR1�1 Ŝ�(q)dq : (3.78)



108 KAPITEL 3. �4-TRAJEKTORIE DER GRG IN D = 33.5 Doppelreihenentwicklung in D = 3Dimen-sionenIn D = 3 Dimensionen existieren neben dem marginalen �2-Vertex in 2:Ordnung nur irrelevante Impulskerne. Die Bestimmungsgleichung (3.65) wirdvon der Funktion V̂2;2 im Kontinuum nicht erf�ullt [Wie97b]. Auch auf demGitter tritt die (n; r) = (1; 2)-Resonanz auf. Sie ist wiederum eine Folge der(willk�urlichen) Parametrisierung �(g) = Lg. Wir beheben das Problem durcheine Doppelentwicklung.Auf diese Weise erhalten wir eine st�orungstheoretische Behandlung analogder HRG in drei Dimensionen und bestimmen durch die R�uckf�uhrung desGitters auf das Kontinuum die �4-Trajektorie perturbativ gem�a� [Wie97b].



Kapitel 4Konstruktionsversuch der�44-Trajektorie imHierarchischen Modell
In diesem Abschnitt pr�asentieren wir einige Ans�atze der Konstruktion der �44-Trajektorie im hierarchischen Modell. Wir st�utzen uns dabei auf die Arbeiten[Por90] und [Alb91].Im Kapitel 2 haben wir an vielen Stellen gesehen, da� die dort pr�asentierteKonstruktion nur f�ur 2 < D < 4 g�ultig ist. Wir wollen hier die wesentlichenFaktoren noch einmal au��uhren.� Die Benutzung einer linearen �- bzw. �-Funktion (2.38), (2.45) istunsinnig, da sie zur Identit�at verkommen. Ursache ist, da� die �4-Kopplung in D = 4 Dimensionen marginal ist. In der St�orungstheorieerweist sich diese Wahl sogar als falsch (Abschnitt 2.3.2).� Der Trajektorienraum Vg0 ist nicht konstruierbar, da keine Gau�-Tra-jektorie bez�uglich der linearen �-Funktion existiert (Kapitel 2.4).1� Zur Berechnung der RG-Trajektorie ben�otigen wir skalierende Poten-tiale, die Polynome in Kopplung g und Feld � darstellen. F�ur D ! 4f�uhrt dies zur Verwendung der kompletten, formalen St�orungsreihe(2.162). Diese ist praktisch nicht berechenbar und nicht konvergent(Abschnitt 2.6.4).1F�ur D ! 4 gilt ZQU (0) = ZUV und ZQU (g > 0) = ZQU - die Trajektorie "verbindet\also nicht mehr den trivialen Fixpunkt mit dem Hochtemperatur�xpunkt.109



110 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRG� Die Bedingung (2.88) bringt mit sich, da� eine (nichtst�orungstheoreti-sche) Fixpunktapproximante bereits ein Fixpunkt der RGT sein mu�.Wir verwenden im folgenden die RGT in der FormR(Z)(�) = nhZi
;��o� : (4.1)Diese Formulierung vermeidet eine �-Integration vor der Gau�schen Faltung.T sei die RGT f�ur Potentiale. Die charakterisierenden Parameter bestimmensich zu � = L4 > 1� = L�1 < 1
 = 1� L�2 < 1 : (4.2)Eine m�ogliche �-Funktion ist das Inverse der in Abschnitt 2.3.2 bestimmtenkubischen �-Funktion�(g) = 3Xn=1 bngn (4.3)= g � 36(L4 � 1)g2 + (432� 3456L2 � 2592L4 + 3456L6 + 2160L8)g3Man beachte, da� die �-Funktion (4.3) mittels der Transformation~T = U�1T U gewonnen wurde, wobei U(V ) = �V ist. Aus der Eigenschaft,da� ( ~V ; �) ein skalierendes Paar zu ~T ist, folgt, da� auch (U( ~V ); �) ein skalie-rendes Paar zu T darstellt. Wir d�urfen die Trajektorie somit mit der obigen�-Funktion konstruieren.Die st�orungstheoretische Konstruktion einer Gau�-Trajektorie gelingt nicht,da die �-Funktion selbst eine unendliche Reihe ist. Setzt man b(g) wie imBeweis zu 2.4.1 als Potenzreihe in g� an, so l�a�t sich die Invarianzgleichungb(g) = b0(�(g)) (vgl. mit (2.60)) nicht mehr nach Potenzen in g ordnen. F�ur� = 0 ergibt sich z.B. nur die triviale L�osung.4.1 Existenz der TrajektorieBei der perturbativen Behandlung im Kapitel 2.3 wurde uns der gravierendeUnterschied zwischen einer Konstruktion in D < 4 und D = 4 Dimensionenaufgezeigt. Mit Hilfe der linearen �-Funktion �ndet man in D < 4 f�ur dieBestimmungsgleichungen sowohl in der hierarchischen (2.42) als auch in derGitterapproximation (3.29) dieselben Exponenten. Diese zeigen auf, da� f�ur



4.1. EXISTENZ DER TRAJEKTORIE 1112 < D < 4 nur endlich viele relevante Vertices existieren. F�ur D = 4 ist �nicht mehr ordnungsabh�angig und der Massen- und �4-Vertex sind in jederOrdnung der St�orungstheorie relevant bzw. marginal.Diese Eigenschaft korrespondiert mit den Ergebnissen der perturbativen Be-handlung der skalaren Feldtheorie. Die dort auftauchende Gleichung f�ur denober
�achlichen Divergenzgrad der Feynman-Graphen (super�cial degree ofdivergenz ) ist identisch mit (2.42) und (3.29). Man spricht von einer renor-mierbaren Theorie, wenn es m�oglich ist, die Divergenzen in jeder Ordnungdurch Renormierung der nackten Kopplungen oder Einf�ugen von Counter-termen zu beheben (D = 4). Eine Theorie hei�t superrenormierbar, wenn inder gesamten St�orungsreihe nur endlich viele divergente Graphen existieren(D < 4). Die Theorie ist gewi� nicht renormierbar, wenn der Divergenzgradmit der Ordnung steigt.2 Die Begri�e renormierbar und superrenormierbar�ubertragen sich in die Wilson-Renormierungsgruppe, wenn man sie auf dieAnzahl der marginalen und relevanten Impulskerne bezieht.3In D = 4 Dimensionen sehen wir uns also mit dem Problem konfrontiert, da�der Kopplungsterm, in welchem wir die Trajektorie parametrisieren, marginalist. Dies bedeutet, da� wir keine pauschale Aussage dar�uber machen k�onnen,wie sich die �4-Kopplung unter der RGT verh�alt (wachsend oder fallend), dader �4-Vertex in der Zentrumsmannigfaltigkeit der RGT liegt.4 Es ist somitv�ollig unklar, welche �4-Theorien, de�niert durchV�0;g0(�) = 12�0�2 + 14!g0�4; (4.4)nach ZUV 
ie�en. Oder ob �uberhaupt �4-artig gest�orte Theorien in die Uni-versalit�atsklasse der freie Theorie fallen.Rigorose Aussagen sind also nur m�oglich, wenn wir Kontrolle �uber den RG-
u� bewahren. Hierzu betrachten wir einen durch das PotentialV (�) = sXn=1 k2n(2n)!�2n (4.5)2Es k�onnen jedoch in allen Graphen sog. primitive Divergenzen auftauchen. Die Kon-vergenz eines Feynman-Graphen ist genau dann gew�ahrleistet, wenn die Summe aus ober-
�achlichem Divergenzgrad und Divergenzgrade in allen Untergraphen kleiner als Null ist(Weinberg's Theorem).3Man beachte, das ein 2n-Impulskern eine Potenzreihe eines �2n-Vertex samt seinerAbleitungen repr�asentiert.4Exakter: Die Zentrumsmannigfaltigkeit tangiert den Eigenraum zu : �4 : in ZUV .



112 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRGerzeugten Boltzmann-Faktor. Dann bildet (4.1) die Theorie (4.5) auf die ef-fektive Theorie T0(V )(�) = 1Xn=1 ~k2n(2n)!�2n (4.6)ab - die Transformation generiert neue Wechselwirkungsterme. Hierbei ist~k2n = ~k2n(k2; : : : ; k2s) (4.7)OBdA kann man sogleich einen unendlich dimensionalen Raum von Kopp-lungen benutzen, und beginnt den ersten Iterationsschritt mit k2n = 0 f�urn > s. Betrachtet man die trunkierte Transformation Rs0, der ein Polynom-projektor in � vom Grad 2s nachgeschaltet ist, so erhalten wir eine Abbil-dung Rs0 : Rs ! Rs mit der Zuweisungsvorschrift (4.7). Die Flu�gleichungenschreiben sich als ~k2n(k2; : : : ; k2s) = @2n@�2nT0(V )(0) : (4.8)Mittels obiger Gleichung k�onnen wir die renormierten Kopplungen ganz be-stimmter Feldterme explizit berechnen. In [Por90] betrachtet man Ausgangs-potentiale der Form (4.4) und erh�altR(e�V�0 ;g0 )(�) = e�V�1;g1 (�) +H(�) : (4.9)Hierbei sind �1 = �1(�0; g0) und g1 = g1(�0; g0) �uber (4.8) berechnet undH = H(�0; g0) �uber die Di�erenz H := R(e�V�0 ;g0 ) � e�V�1;g1 de�niert.Es folgt, da� H(�) = O(�6) ist, und so liegt die Erweiterung [Alb91] aufder Hand, sogleich von einem Startpotential der Form e�V�0 ;g0 + H0 mitH0(�) = H�0;g0(�) = O(�6) auszugehen. Entsprechend (4.9) erh�alt man0@ �0g0H0 1A R�! 0@ �1(�0; g0; H0)g1(�0; g0; H0)H1 1A : (4.10)Das weitere Vorgehen wollen wir hier nur kurz skizzieren. Das exakte Ver-fahren �ndet sich in den oben genannten Referenzen. Zur Untersuchung desFlu�verhaltens taylort man die Gleichungen f�ur die Massen- und die �4-Kopplung exakt (mit Restglied) an.5 Konstruiert man einen Banachraumder Korrekturterme H �uber H(�) = h(g 14�) , so lassen sich die bei der5Man substituiert die Kovarianz 
 durch 
t und entwickelt in t.



4.1. EXISTENZ DER TRAJEKTORIE 113Entwicklung entstehenden Ableitungen von H mit Hilfe der gewichteten Su-premumsnorm khk = supjIm(x)j<C jh(x)ecx2 j absch�atzen. Man erh�alt f�ur denn-ten RG-Schritt Gleichungen der Form�n+1 = L2f�n + 12
gn � 
�2n � 32
2gn�n + 
2�3ng+O(g 32n ) (4.11)gn+1 = gn � 4
�ngn � 72
2g2n + 10
2gn�2n +O(g 32n ) : (4.12)Die abgesch�atzten Ableitungen der Korrekturterme in H beinhalten Poten-zen von g 12n und 
ie�en in den Ausdruck O(g 32n ) ein. Das grunds�atzliche Ver-halten der e�ektiven Kopplungen unter DT (g ! g und �! L2�) �ndet sichauch in der vollen Transformation. Das intuitive Gef�uhl, die Massenkopplungw�urde bei jeder Wahl von (�0; g0) bei unendlicher Iteration ob des L2 Faktorsexplodieren, wird z.B. in [GK84], [Por90] oder [Alb91] widerlegt:Satz 4.1.18jgj � 1 9�c(g) = g 12O(g 12 ) : limn!1Rn(e�V�c;g) = ZUV (4.13)F�ur die renormierte Massen- und �4-Kopplung bedeutet dies eine gleichm�a�i-ge Konvergenz gegen Null.6 Die kritische Massenkopplung �c(g) mu� ausder Menge Tn2N[�n; �n] = [lim�n; lim�n] stammen7. Da man die genaueStruktur der Intervallgrenzen nicht kennt, erhalten wir nur einen Beweisf�ur die Existenz einer kritischen Massenkopplung, aber nicht ihre expliziteAbh�angigkeit von g.F�ur den e�ektiven, irrelevanten Term �ndet man in [Alb91]hn+1(�) = 1L2L0(hn) + g 12nF +O(khnk2; g 12nkhnk; g� 12n �nkhnk; gn; �n) : (4.14)Arbeitet man mit der kritischen Masse, d.h. �0 = �c(g0), so giltO(g� 12n �nkhnk) = O(g 12nkhnk). Benutzen wir nun noch, da� die Normen deslinearen Operators L0 und der Funktion F beschr�ankt sind,8 und wir L be-liebig gro� w�ahlen d�urfen, folgen khn+1k < khnk und die Konvergenz desRestes hn gegen Null.6Die gleichm�a�ige Konvergenz ist f�ur �c als Funktion von g zu verstehen. Er leitet sichaus den Eigenschaften jgnj < Cn+1 und j�n + 12
 L2L2�1gnj < Dg 32n ab.7Es gilt die Relation [�n+1; �n+1] ( [�n; �n].8Die Funktion F hei�t bei Albuquerque h0.



114 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRGMit Hilfe der Anfangstheorien (4.9) unter den Voraussetzungen von Satz4.1.1 und additiver Wirkungen H0 gelingt es uns, einen diskreten RG-
u� zukonstruieren, der in den trivialen Fixpunkt l�auft. Es bleibt die o�ene Frage,ob diese Punktfolgen den Eigenschaften einer �4-Trajektorie gen�ugen.4.2 KonstruktionsversuchDieses Kapitel tr�agt seinen Namen nicht zu unrecht, da die vorgestellte Kon-struktion nicht rigoros ist. Ursache ist die Verwendung eines nicht vollst�andi-gen Vektorraumes von Korrekturen. Komplettiert man diesen, so gilt es, wei-tere Absch�atzungen zu beweisen, was uns bis dato nicht gelungen ist. Wirwollen das Verfahren dennoch vorstellen, um an entsprechenden Stellen aufProbleme, o�ene Fragen und Ideen einzugehen.Wir verwenden im folgenden die RGT (4.1) mit einer �-Funktion der Form�(g) = g +O(g2) : (4.15)F�ur unsere Konstruktion reicht auch9 �(g) = g + o(g), allerdings erf�ullt dasInverse der kubischen �-Funktion (4.3) die Gleichung (4.15), so da� wir mitdieser De�nition arbeiten werden. Desweiteren sei � stetig di�erenzierbar.Auch diese Eigenschaft weist � = ��1 nach dem Satz �uber die Ableitung derUmkehrfunktion (� 0(g) 6= 0) auf. Die Reparametrisierung � l�a�t sich nachoben und unten wie folgt absch�atzen:8C > 1 9g0 2 R : g � �(g) � Cg (4.16)Bei der Suche nach einer Funktion Z(�; g), die einen Fixpunkt der erweitertenRGT R � �? darstellt, teilen wir die Wirkungen analog dem Verfahren in2 < D < 4 Dimensionen in einen approximativen Fixpunkt Z1 und einenRest H. Es sei im folgendenZ1(�; g) = e�V1(�;g) := e�g:�4:1 = e�g(�4�6�2+3) : (4.17)Es handelt sich hierbei um den linearen Anteil des perturbativen Fixpunkt-potentials. Man beachte, da� Z1 kein Fixpunkt der erweiterten linearisiertenTransformation DT (Z1)(�; �(g)) ist. Die Wahl von (4.17) stellt auf dem er-sten Blick einen R�uckschritt dar, da dem Verfahren aus Kapitel 2 die Tendenzinnewohnte, f�ur D ! 4 immer bessere st�orungstheoretische Approximanten9f(g) 2 o(g), limg!0 f(g)g = 0



4.2. KONSTRUKTIONSVERSUCH 115zu benutzen. Die lineare N�aherung reichte dort nur f�ur Probleme in D < 43[Wie97a]. 10 Dennoch kann diese Approximante als Testobjekt dienen, umuns fehlende Restriktionen aufzuzeigen.Wir schreiben die Invarianzgleichung nach H um und erhaltenF(H)(�; g) := R� �?(Z1 +H)(�; g)� Z1(�; g) : (4.18)Als n�achstes konstruieren wir einen Banachraum, auf dem F selbstabbildendist. Dazu ben�otigen wir die Konstanten�; g0 2 R+ : (4.19)In Zukunft sei g0 immer so gew�ahlt, da� alle Absch�atzungen g�ultig sind. Wirkennzeichnen das Auftreten solcher Re-De�nitionen durch die Angabe einesg0 �uber dem Relationszeichen, z.B. A g0� B. Sofern keine Mehrdeutigkeitenauftreten nennen wir alle Konstanten, die in Absch�atzungen auftauchen, C,so da� z.B. eine Ungleichung der Form x < 3C < C zul�assig ist.Der Banachraum der Korrekturen B bestehe aus reelwertigen FunktionenH(�; g) �uber Pg0, die folgende Eigenschaften besitzen:H(�; g) 2 C0(R) (4.20)H(�; �) 2 C1([0; g0]) (4.21)H(�; g) 2 Z2(R) (4.22)H(R; g) � R (4.23)H(�; 0) = 0 (4.24)@gH(�; 0) = 0 (4.25)H(0; g) = 0 (4.26)Hierbei gew�ahrleisten (4.24) und (4.25), da� Z1+H die Anfangsbedingungeneiner �4-Trajektorie 2.2.1 erf�ullt. (4.26) sorgt daf�ur, da� Z1 + H1 normiertist. Fordern wir nun noch, da�maxn=0;1 supg2[0;g0] sup�2G(k)(g) j@ngH(�; g)e�g�2j <1 ; (4.27)so wird B zu einem R-Vektorraum und durch die NormkHk := maxn=0;1 supg2[0;g0] sup�2R j@ngH(�; g)e�g�2j (4.28)10Es gilt �4 = 12 .



116 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRGkomplettiert.F�ur den weiteren Verlauf der Konstruktion sind die Selbstabbildungs- undKontraktionseigenschaften von F essentiell. Es gelingt (uns) jedoch nicht,diese f�ur Objekte @gF (H) zu zeigen. Das vorgestellte Verfahren ist somitnicht vollst�andig oder unm�oglich. Wir sind nur in der Lage, die �4-Trajektoriebez�uglich der "Norm\kHk := supg2[0;g0] sup�2R jH(�; g)e�g�2j; (4.29)zu berechnen. Diese vervollst�andigt jedoch nicht den Raum B, da dieserbez�uglich der Kopplung g aus C1-Funktionen besteht. Die partielle Di�eren-zierbarkeit der Korrekturterme ist jedoch eine notwendige Voraussetzung,denn� die �4-Trajektorie ist per De�nition in g = 0 di�erenzierbar. Es folgtDi�erenzierbarkeit in einer Umgebung von Null, die sich OBdA �uber[0; g0] erstreckt (De�nition 2.2.1),� die Konstruktion st�utzt sich auf eine Interpolation, die Di�erenzierbar-keit in g voraussetzt (4.35).Desweiteren gew�ahrleistet die Norm (4.29) nat�urlich nicht, da� die Ableitun-gen @gH beschr�ankt sind. Dies sind die wunden Punkte der Konstruktion.Man pr�uft schnell nach, da� eine Funktion F(H) ebenfalls die Eigenschaften(4.20) bis (4.25) besitzt. So gilt z.B.@gF(H)(�; 0) (4.30)= �� hZ1(�; 0)i��1
;�� Z d�
(�)�0(0) : (��+ �)4 : + : �4 := 0 :Die Eigenschaft F(H)(0; g) folgt nur bei Verwendung der normierten RGT.Obwohl wir diese Transformation im Konstruktionsbeweis nicht benutzen,wollen wir OBdA gem�a� (4.26) normierte H voraussetzen. Statt der Bedin-gung (4.27) zeigen wir die4.3 Existenz eines invarianten BallsEine wichtige Voraussetzung zur Anwendung des Fixpunktsatzes von Banachist die Selbstabbildungseigenschaft. Diese wollen wir nun bez�uglich (4.29)



4.3. EXISTENZ EINES INVARIANTEN BALLS 117zeigen. De�nieren wir f�ur � 2 R+0 die abgeschlossene, konvexe MengeB(�) = nH 2 B���kHk � �o ; (4.31)so m�ussen wir die Existenz eines � > 0 zeigen, so da�F : B(�) ! B(�) (4.32)gilt. Die Wahl der RGT mit �au�erem �, das OBdA eine nat�urliche Zahl sei,erlaubt folgende ZerlegungF(�; g) (4.33)= hZ1(�; �(g))i�
;�� � Z1(�; g)| {z }=:4(�;g) + �Xk=1 ��k� hZ1(�; �(g))i��k
;�� hH(�; �(g))ik
;�� :Mit Hilfe der S�atze 4.5.1,4.5.2 und 4.5.3 gelingt es uns, fast alle Summandenaus (4.33) abzusch�atzen. Es bleibt der Term� hZ1(�; �(g))i��1
;�� hH(�; �(g))i
;�� : (4.34)Dieser Ausdruck ist auch bei den Arbeiten von Pordt und Albuquerque pro-blembehaftet. Da f�ur H 2 B die Eigenschaft H(�; 0) = 0 gilt, ergibt sichhier hH(�; �(g))i
;�� = Z 10 ds@s hH(�; s�(g))i
;��= �(g) sups2[0;1]Z d�
(�) j@gH(��+ �; s�(g))jg0� CgkHk : (4.35)Es folgt���F(H)(�; g)e�g�2��� � C4g + �C1gkHk+ �Xk=2 ��k�CkkHkk g0� � : (4.36)Es ist nat�urlich m�oglich, alle Terme mit Hilfe der Interpolation (4.35) ab-zusch�atzen. Wir wollen dieses Hilfsmittel, das in der Norm (4.29) ung�ultigist, jedoch nur dort benutzen, wo keine anderen Absch�atzungen greifen.Als zweiten Schritt gilt es die Ungleichungk@gF(H)k � � (4.37)



118 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRGzu zeigen. Mit dieser Absch�atzung haben wir uns bisher nicht sehr inten-siv besch�aftigt. Die Wahrscheinlichkeit, aus der di�erenzierten Abbildung Fkleine Faktoren in g oder kHk zu extrahieren, wirkt auf den ersten Blickgering. Unsere Skepsis begr�undet sich in folgendem Argument:Ableiten nach g generiert einen Term (k=1)� hZ1(�; �(g))i��1
;�� @g hH(�; �(g))i
;��= � hZ1(�; �(g))i��1
;�� �0(g) h@gH(�; �(g))i
;�� : (4.38)Da �0(g) = O(1), m�ussen wir h@gH(�; �(g))i
;�� analog (4.35) interpolieren.Das so entstehende @2gH �ndet sich jedoch nicht mehr in B und kann folglichnicht �uber die Norm abgesch�atzt werden.Eine L�osungsidee stellt die Einschr�ankung des Banachraumes auf C1-Funk-tionen in g dar. Auf diese Weise w�urde j@ngHj � kHk f�ur alle n gelten.Dann gilt es jedoch zu beweisen, da� alle Terme j@ngF(H)(�; g)je��g�2 durch� beschr�ankt sind.4.3.1 Ein anderer WegIn [Por90] und [Alb91] tritt die Absch�atzung des Problemterms (4.34) eben-falls auf. Dort haben die Autoren den Vorteil, da� ihre Korrekturterme vonder Ordnung O(�6) sind. Sie erreichen dies, weil der abgespaltene Summand(4.9) durch die renormierten Massen- und �4-Kopplungen (4.8) generiertwird. Dieses Vorgehen kommt f�ur uns jedoch nicht in Frage, da wir die unterR� �? invarianten, in g parametrisierten Kopplungen des �2- und �4-Vertexnicht kennen. Das construction mapping soll uns diese im Limes ja geradeerzeugen.Dehnt man das Integrationsgebiet auf die g-abh�angigen komplexen StreifenG(k)(g) = n� 2 C���g 14 jIm�j < ko (4.39)aus und betrachtet den Raum der dort holomorphen Funktion, so wird die-ser, sofern man sich auf stetige Funktionen in g beschr�ankt, durch die Supre-mumsnorm (4.29) komplettiert. Die Einschr�ankung auf G(k)(g) erm�oglichtdie Absch�atzung des Betrages von e�g�2 gegen eine Konstante.11 Den Pro-11Es liegt auf der Hand, im Komplexen mit der Norm kHk = supPg0 jH(�; g)e�g 12 �2 j zuarbeiten. Mit ihr ist es m�oglich, Polynome in g 14 � zu dominieren. Bei unseren Rechnungenmachte es jedoch keinen Unterschied, welche Norm wir benutzten.



4.3. EXISTENZ EINES INVARIANTEN BALLS 119blemterm spaltet man nun entsprechend� hZ1(�; �(g))i��1
;�� hH(�; �(g))i
;��= � Z 10 ds@s hZ1(�; �(g))i��1
s;�� hH(�; �(g))i
s;��+Z1(��; �(g))��1H(��; �(g)) (4.40)auf. Zur Behandlung des zweiten Summanden taylort manH(��; �(g))e c2 (��)2in der reskalierten Feldvariablen �� an.12H(��; �(g))e c2 (��)2 = 2Xn=1 1(2n)!@2n� H(�; �(g))e c2�2����=0(��)2n+ 16!@6�H(�; �(g))e c2�2��� �=��ss2(0;1) (��)2n (4.41)Die zus�atzliche e-Funktion wird durch Multiplikation mit e� c2 (��)2 wieder ent-fernt. Dieser Term dominiert dann auch die bei der Entwicklung entstehendenPotenzen in ��.Die Elemente aus B besitzen im Gegensatz zu den Korrekturen in [Por90] und[Alb91] sehr wohl quadratische und quartische Anteile. Sie bereiten jedochkeine Probleme, denn es gilt:@2�H(�; �(g))e c2�2����=0 = @2�H(�; �(g))����=0 (4.42)@4�H(�; �(g))e c2�2����=0 = @4�H(�; �(g))����=0 � 6c@2�H(�; �(g))����=0(4.43)Mittels der Cauchyschen Ungleichung und Benutzung eines Radius vonR = k2g� 14 () UR(0) ( G(k)(g)) lassen sich (4.42) und (4.43) gegen Cg 12kHkabsch�atzen. Da man auch die UngleichungZ1(��; �(g))��1 g0� Cje��g�2 j (4.44)f�ur komplexes � 2 G(k)(g) herleiten kann (Satz 4.5.4), verl�auft die Absch�atzungdes Betrages des Taylor-Polynoms durch Cg 12kHkje��g�2j problemlos. Dervorangestellte Faktor � wird von der Wurzel in g dominiert.Einziger Knackpunkt bei dieser Beweisf�uhrung ist das Restglied. Die Idee,die bei den Beweisen von Pordt und Albuquerque Anwendung �ndet, istdie Absch�atzung durch L, da man durch das Monom (��)6 einen Faktor12Man beachte (4.22) und (4.26).



120 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRG��6 = L�2 extrahieren kann. Mit diesem kann man f�ur gro�e L die ben�otigtenkleinen Vorfaktoren erzeugen. Im Restglied taucht nun allerdings die k�unst-lich integrierte Exponentialfunktion explizit auf. Ihre Kopplungsfreiheit imExponenten f�uhrt bei einer Cauchy-Absch�atzung zu Problemen: Als Radiusw�ahlen wir R = (1��)kg� 14 . Auf diese Weise erf�ullen wir UR(��s) ( G(k)(g).Damit folgt jedoch sup 2@UR(��s) ���e���(g) 2+ c2 2��� g!0�!1 (4.45)da Re2(�) f�ur g ! 0 divergiert.Eine weitere M�oglichkeit ist, die Taylor-Potenzen �� nicht durch einen k�unst-lichen Faktor zu dominieren, sondern mit Hilfe von Z1. Da wir die Absch�atzung(4.44) auch mit pg statt g und 2� statt � f�uhren k�onnen, siehe 4.5.4, gelingteine Absch�atzung der Form��Z1(��; �(g))��1�� g0� C ���e��g 12 �2��� ���e��g�2��� : (4.46)Wir vollf�uhren also eine Taylor-Entwicklung des nackten H(��; �(g)) undsch�atzen die Ableitungen mit der Cauchy-Formel ab. Mit diesem Verfah-ren gelingt es, das Restglied zu kontrollieren: Wir adjungieren den Cauchy-Faktor g 32 an �6 und dominieren durch je��g 12 �2 j. Nun ben�otigen wir f�ur die�-Monome 2: und 4: Grades ebenfalls die Cauchy-Faktoren g 12 und g. Dieg-Potenzen k�onnen somit nicht mehr die Vorfaktoren "klein machen\. Wasbleibt, ist z.B. der Massenkoe�zient 8C��2k�2 = 8CL2k�2.Nun mag man glauben, da� nur eine gen�ugend gro�e Wahl von k gen�ugt, umdie Vorfaktoren der kHkje��g�2j-Terme zu verringern. Tut man dies, mu� manjedoch genaue Kenntnis �uber die L-Abh�angigkeit der Koe�zienten besitzen.All unsere Berechnungen haben bisher ergeben, da� die Vorfaktoren in einemsolchen Ma�e von L abh�angen, da� eine Dominierung durch geeignete Wahlvon k nicht m�oglich ist.Das hei�t jedoch nicht, da� es unm�oglich ist.4.4 Die KontraktionseigenschaftIn diesem Abschnitt zeigen wir, da� eine Zahl 0 < q < 1 existiert, so da� f�uralle H1; H2 2 B(�) die BeziehungkF(H1)� F(H2)k � qkH1 �H2k (4.47)



4.4. DIE KONTRAKTIONSEIGENSCHAFT 121erf�ullt ist. Gemeinsammit den Eigenschaften, da� B(�) als abgeschlossene Un-termenge des Banachraumes B vollst�andig und F nach (4.3) selbstabbildendsind, gewinnen wir wiederum aus dem contraction mapping theorem [Sma80]die Erkenntnis, da� F einen Fixpunkt in B(�) besitzt. Man konstruiert die-sen, indem man einen beliebigen Startpunkt aus B(�) (z.B. 0) unendlich oftiteriert. Die �4-Trajektorie bestimmt sich zuZ1 + limn!1Fn(0) : (4.48)Beweis: jF(H1)�F(H2)j� �Xn=1 ��n� ���hZ1(�; �(g))i��n
;�� nhH1(�; �(g))in
;�� � hH2(�; �(g))in
;��o���= �Xn=1 ��n� hZ1(�; �(g))i��n
;�� ���h(H1 �H2)(�; �(g))i
;������ �����n�1Xk=0 hH1(�; �(g))ik
;�� hH2(�; �(g))in�1�k
;�� ����� :F�ur diese Rechnung nutzt man die Relation xn�yn = (x�y)Pn�1�kk=0 xkyn�1�kund die Linearit�at der Gau�schen Mittelwertbildung aus. Das weitere Vor-gehen h�angt vom Summenindex n ab. F�ur alle n gilt���h(H1 �H2)(�; �(g))i
;����� � kH1 �H2k : (4.49)Im Falle n = � m�ussen wir sogar gegen kH1 �H2ke��g� absch�atzen, da dieUngleichung hZ1(�; �(g))i��n
;�� � Ce��g�2 nur f�ur n 6= � gilt.F�ur den Betrag der inneren Summe in (4.49) existiert die obere Schranke�����n�1Xk=0 hH1(�; �(g))ik
;�� hH2(�; �(g))in�1�k
;�� ����� � n�n�1 ; (4.50)die man durch entsprechende Wahl von � f�ur n 6= 1 beliebig klein machenkann.Der Fall n = 1 bedarf einer Sonderbehandlung. Analog zu (4.35) arbeitenwir aus dem Ausdruck kH1 �H2k einen g-Faktor heraus.Die Absch�atzung des Terms j@gF(H)(�; g)e��g�2j steht noch aus. Wir rechnenjedoch mit �ahnlichen Problemen wie in (4.3).



122 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRG4.5 Absch�atzungenDie folgenden Absch�atzungen sind zu einem gro�en Teil f�ur reelle Felderhergeleitet. Sie bewahren ihre G�ultigkeit jedoch auch auf dem komplexenStreifen (4.39). Fast alle auftauchenden Konstanten sind L-abh�angig. Diesspielt jedoch keine Rolle, da L ein beliebiger, aber fester Parameter ist. Des-weiteren sind die (vom Blockparameter abh�angigen) Konstanten immer anPotenzen in g oder kHk gekoppelt, so da� kleine g0 oder � die Koe�zientendominieren.Satz 4.5.1 (Die G�ute der linearen Approximante)9g0 2 R+ 8(�; g) 2 Pg0 : j4(�; g)j � Cg 12 e��g�2Beweis: Wir de�nierenRs(�; g) = �Z d�
s(�)e�hV1(�;�(g))i
(1�s);��+��� =: rs(�; g)� : (4.51)Diese Interpolation ist fast identisch mit (2.150). Sie beschneidet � jedochnicht in g und legt die RGT mit externem � zugrunde. Ferner leiten wirin diesem Abschnitt die G�ute-Ungleichung �uber die Cauchy-Formel her. Esw�are aber genauso gut m�oglich, den Beweis mit kleinen �Anderungen analogKapitel 2.6.7 zu f�uhren.Aus den Eigenschaften R0(�; g) = Z1(�; �(g)) und R1 = R� �?(Z1) folgt dieBeziehung4(�; g) = Z 10 ds@s fRs(�; g) + Z1(�; s�(g) + (1� s)g)g : (4.52)Mit Hilfe der Relationen j�(g) � gj g0� C1g2, js�(g) + (1 � s)gj g0� 4C2g und: �4 := 12(�2 � 6)2 + 12�4 � 15 � �42 � 15 erh�alt man����Z 10 ds@sZ1(�; s�(g) + (1� s)g)����� C1g2j : �4 : je�C2g�4e�C2g�4+60C2g� C1g n(g 14�)4 + 6g 12 (g 14�)2 + 3go e�C2(g 14 �)4eg( �24C2+60C2)e�g��2g0� Cge�g��2 : (4.53)



4.5. ABSCH�ATZUNGEN 123F�ur die di�erenzierte Interpolierte gilt j�r��1s @srsj � Cj@srsj. Wir erhaltenj@srs(�; g)j [Wie97a]= 2
 Z d�
s(�)n@��e� 12 hV1(�;�(g))i
(1�s);��+�o2= 2
 Z d�
s(�) ���@ e� 12 �(g): 4 :1�
(1�s)���2 =��+� :(4.54)Die Funktion expf�12�(g) :  4 :1�
(1�s)g ist f�ur  2 C eine ganze Funktion.Sch�atzen wir den Betrag der  -Ableitung �uber die Cauchysche Ungleichungmit einem Kreisradius R = �(g)� 14 ab13 und benutzen [Por90]8 2 R 8� 2 C 8s 2 [0; 1] 9a; b 2 R : Re : (�+�)4 :1�
(1�s)� �22 �aj�j4�b(4.55)so erhalten wir(4:54) � 2
 Z d�
s(�)�(g) 12 e� 12 �(g)(��+�)2+a+b�(g)g0� Cg 12 e��g�2 (4.56)Die Gau�sche Integration der quadratischen Form f�uhrt man exakt aus (Satz2.1.2) und sch�atzt dann ab. 2Satz 4.5.2 (Potenzierte Gau�sche Erwartungswerte von Z1)9g0; C 2 R+ 8n 2 N 8s 2 [0; 1] 8(�; g) 2 Pg0 : hZ1(�; �(g))in
s;�� � Ce��g�2Beweis: Man benutzt �(g) g0� g (4.16) und14 :  4 :1�  4�6 2 � r 2� 14(r+6)2f�ur beliebiges, reelles r. Es folgt mit Re-De�nition von C nach Gau�scherIntegrationhZ1(�; �(g))i
s;�� � C Z d�
s(�)e�gr(��+�)2 � Ce�g 2r�21+2
sgr �2 : (4.57)W�ahlt man 2r�2 > �, so existiert ein s-unabh�angiges g0, und die Behauptungdes Satzes f�ur n = 1 folgt. F�ur n > 1 gilt sie trivialerweise.13Da der 4-Term f�ur g = 0 verschwindet, sei OBdA g 6= 0. Desweiteren liegt jederabgeschlossene Kreis um  im Holomorphiegebiet C, und die Cauchysche Ungleichungjf (n)( )j � n!Rn supj�j=R jf( + �)j ist anwendbar.14 4 = � 2 � r+62 �2 + (r + 6) 2 � 14 (r + 6)2



124 KAPITEL 4. �44-TRAJEKTORIE DER HRGSatz 4.5.3 (Potenzierter Gau�scher Erwartungswert von H)8n > 12L29g0 2 R+8s 2 [0; 1] 8(�; g) 2 Pg0 : hH(�; �(g))in
s;�� � kHkne��g�2Beweis: Mit �(g) g0� g (4.16) erh�alt man die Absch�atzung���hH(�; �(g))i
s;�����n � kHkne��g 2n�21+2
s�g �2 : (4.58)F�ur kleine g0 n�ahert sich der Nenner im Exponenten beliebig nahe der Eins.g0 ist nicht vom Interpolationsparameter s abh�angig, da 1+2
s�g in diesemmonoton steigend ist und so g0 f�ur s = 1 bestimmt wird.2n�21 + 2
s�g g0� 1 (4.59)erfordert die notwendige Bedingung 2n > L2. Wir merken an, da� dieseEigenschaft f�ur n = � gewi� erf�ullt ist. 2Satz 4.5.4 (Absch�atzung von Z1 mit komplexem Feld)9C; g0 2 R+ 8g 2 [0; g0] 8� 2 G(k)(g) : ��Z1(��; �(g))��1�� g0� C ���e��g�2���Beweis: F�ur alle � 2 G(k)(g 6= 0) und �; r 2 R gilt:15Re �: (��+ �)4 :1� � �2r � 6�2Im2(�)� 6	 (�Re(�) + �)2 � r2� n2r � 6�2k2g� 12 � 6o (�Re(�) + �)2 � r2(4.60)Vergessen wir nicht �(g) g0� g und g 12 g0=1� g, so f�uhrt die Wahl von r = Cg� 12mit (2C � 6�2k2 � 6g 12 ) > �(�� 1)�1 zum Ziel. 215Man benutzt hierbei Re4(z) � 2rRe2(z)� r2 f�ur alle komplexen z und reellen r.



Zusammenfassung und Ausblick
Ziel dieser Arbeit war die Konstruktion der �4-Trajektorie in zwei verschiede-nen Modellen (HRG/GRG). Dabei h�atten die Behandlungsmethoden unter-schiedlicher nicht sein k�onnen: Der rigorosen Beweisf�uhrung in der hierarchi-schen Approximation stand die St�orungstheorie auf dem Gitter gegen�uber -eine Konsequenz der wesentlich h�oheren Komplexit�at des "gro�en Bruders\.Betrachtet man den Berechnungsaufwand in der HRG� Konstruktion eines geeigneten Banachraumes� Beweis von Invarianz- und Kontraktionseigenschaften durchNorm-Absch�atzungen� Suche nach geeigneten approximierten Fixpunkt-Trajektorien� Berechnung der Approximanten durch St�orungstheorie,so liegt es auf der Hand, da� die in der GRG oder der kontinuierlichen RGzu l�osenden Probleme um ein Vielfaches komplexer sind. Zudem ist die Ma-thematik einer reellen oder komplexen Ver�anderlichen besser verstanden underforscht als das Gebiet des Pfadintegrals [GJ81].16 Dies macht die Konstruk-tion in der hierarchischen Approximation jedoch nicht trivial.Das wesentliche De�zit der Berechnungen im 2: Kapitel besteht in der Be-schr�ankung der Kopplung g durch g0. Obwohl dieser Tatbestand gegen�uberder St�orungstheorie, deren perturbative Reihe nur f�ur g = 0 konvergiert,einen gro�en Vorteil ausmacht, sind wir von dem eigentlichen Ziel, demAusf�uhren des Limes g ! 1, noch weit entfernt. Es gilt also das Verfah-ren in der Hinsicht zu verbessern, da� alle g-abh�angigen Absch�atzungen un-abh�angig von einer Maximalkopplung g0 werden. C. Wieczerkowski hat16Dieses Zitat soll die Verdienste der Autoren J. Glimm und A. Jaffe nicht schm�alern,sondern betonen! 125



126sich dieses Problems angenommen und pr�asentiert in der �Uberarbeitung von[Wie97a] ein allgemeineres L�osungsprinzip.Eine sinnvolle Erweiterung des Verfahrens ist sicherlich der Beweis, da�auch Baumgraphenpotentiale approximierte Fixpunkte generieren. Da sie dieBaumschranke trivialerweise erf�ullen, mu� man nur noch die G�ute-Absch�at-zung zeigen. Der Vorteil von Baumgraphen liegt auf der Hand: sie sind mitder Koe�zientenformel (2.124) in jeder Ordnung explizit berechenbar. Des-weiteren sind die Kettenbr�uche, die bei der Berechnung einer Obergrenze f�urdie Baumgraphenschranke entstehen, einfacherer Natur.Eine weitere interessante Aufgabe stellt die Bestimmung des Grenzwertes dere�ektiven �4-Untergrenze ~�14 dar.Das weitere Vorgehen bei der Behandlung des Problems in D = 4 Dimensio-nen ist klar: es gilt die Konstruktion zu komplettieren. Das Manko unseresVerfahrens ist, da� der approximierte Fixpunkt nicht "gut genug\ ist. DieKorrekturterme enthalten quadratische Felder und �4-Anteile. Da wir in vierDimensionen nicht wie in D < 4 mittels eines � < 1 gro�e Terme domi-nieren k�onnen, m�ussen wir die RGT-internen Parameter � und � benutzen.Die linearisierte RGT zeigt uns (Eigenwerte), da� dieses Vorhaben nur f�urFeldpotenzen der Ordnung sechs gelingt. Aus diesem Grund sehen wir die be-sten Chancen in einer Aufteilung des Potentialraumes: Ein zweidimensionalerRaum f�ur Massen- und �4-Kopplung und ein "Restraum\- in der Ho�nung,da� die Behandlung des endlich dimensionalen, nicht trivialen Problems (einerelevante und eine marginale Richtung) l�osbar ist.Auf dem Gitter gelang die perturbative Behandlung mittels der T -Funktion,die es uns erm�oglichte, die Ideen der Kontinuumsl�osung [Wie97d, Wie97b] zuadaptieren. Ein gro�er Nachteil ist die fehlende Berechnung des reduzierten �-Kernes, den man f�ur eine allgemeine Form der Beweise ben�otigt. Aus diesemGrund ist auch die Berechnung der zweiten Ordnung noch nicht beendet.Allerdings stellt sich die Behandlung der Kontinuumstheorie in drei Dimen-sionen auch nicht so einfach dar wie in D = 4. So ist es uns z.B. nicht gelun-gen, die Faltungen, die sich bei der Berechnung der Impulskontinuumskernein zweiter Ordnung ergeben, vgl. z.B. (3.60), explizit zu l�osen. Numerischkann man jedoch zeigen, da� der Impulskern K̂cont2;2 (0) nicht verschwindetund eine Doppelentwicklung in g und log g notwendig ist.



Anhang ANotationNk = fk; k + 1; : : :gZk = Z=kZ = �0; : : : ; k � 1	, Z0 = ZM? Die GruppeM reduziert um das neutrale Element.Bei einem K�orper bezieht sich dies auf die Additi-on.[(x1; : : : ; xn)] = ([x1]; : : : ; [x2])Cn(U) Menge der auf1U n-mal stetig di�erenzierbarenFunktionenZ2(U) Menge der Abbildungen Z : U ! R mit Z(�) =Z(��) f�ur alle � 2 UKovarianz Reeller2, symmetrischer, positiv de�niter Opera-tor3S�(U) = U � i(��; �) mit U � RO(U) Die Menge der auf dem Bereich4U � C holomor-phen Funktionenlp, k � kp lp = n(an)j (Pn janjp) 1p <1o ist bez�uglich derNorm k(an)kp = (Pn janjp) 1p ein Banachraum.L(H(a)) = ff : H(a)!H(a)jf linearg
1OBdA sei U o�en. Ansonsten de�nieren wir Cn(U) = TU� ~Uoffen Cn( ~U).2O reell , O(x; y) 2 R f�ur alle x; y3auch positiver Operator oder Operator > 04o�ene, nichtleere Teilmenge 127



Anhang BFormelsammlung
Wir geben eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Erkenntnisse �uberdie Normalordnung und das Gau�sche Ma�. Weitere Informationen �ndensich z.B. in [GJ81, Geh97, GS96, Rol96].B.1 NormalordnungDie Normalordnung begegnet uns in vielen Bereichen der Physik. Normal-geordnete Ausdr�ucke liefern h�au�g die kanonische Formulierung eines Pro-blems. In der Feldtheorie steht der Normalordnungsbegri� im allgemeinenf�ur das Entfernen der divergierenden Nullpunktsenergie aus den Zust�anden.Im Kontext der RG erweisen sich die normalgeordneten Monome als Basisvon Eigenvektoren bez�uglich der linearisierten RGT am trivialen Fixpunkt.Wir betrachten das erzeugende Funktional: e(�;J) :�= e(�;J)� 12 (J;�J) : (B.1)� und J seien Elemente eines Hilbertraumes - in unserem Fall Felder aufdem Kontinuum RD oder dem Gitter �(a), � eine beliebige Kovarianz. Einbez�uglich � normalgeordnetes polynomiales Funktional wird �uber die Funk-tionalableitung [MM94] de�niert.1: �(x1)m1 : : : �(xn)mn :� (B.2)1Auf dem Gitter mu� die Funktionalableitung nicht de�niert werden, da man die Feld-Spins �(x), x 2 �(a) explizit mit den �ublichen Di�erentiationsregeln f�ur eindimensionalereellwertige Funktionen ableiten kann. 128



B.2. GAUSSSCHE MASSE 129= @jmj@J(x1;1) : : : J(x1;m1) : : : J(xn;1) : : : J(xn;mn) : e(�;J) :� ���� J=0xi;j=xi (B.3)Man sieht sofort, da� die Normalordnung linear ist und erh�alt z.B.: �(x1) :� = �(x1) (B.4): �(x1)�(x2) :� = �(x1)�(x2)� v(x1; x2) : (B.5)Die Normalordnung von Polynomen R ! R erh�alt man, wenn man auf demGitter �(1) arbeitet, die ultralokale Kovarianz �(x; y) = ��(x; y) benutztund � = �(x) setzt. Die normalgeordneten Monome sind reskalierte Hermite-Polynome: Pn;�(�) =: �n :�= ��2�n2 Hn� �p2�� (B.6)Eine weitere De�nition der normalgeordneten Polynome, die auch auf be-liebige Funktionale ausgeweitet werde kann, ergibt sich aus der Anwendungdes Di�erentialoperators expn�12 � @@� ; � @@��o auf das polynomiale Funktio-nal. Die �Aquivalenz zeigt man durch Berechnung von (B.1), indem man denNormalordnungsoperator auf exp(�; J) anwendet.Mit J(x) = J�(x� x1) folgt die "Vereinfachung\: �(x1)n := @n@Jn exp�J�(x1)� 12�(x1; x1)J2� ����J=0: (B.7)F�ur n-Punkt-Funktionen setzten wir J(x) = Pnm=1 Jm�(x � xm) und be-trachten entsprechende Mehrfachableitungen. Mit Hilfe dieses Tricks zeigtman z.B. leicht die Fusionsformel [Rol96]: �(x1)n1 :�: �(x2)n2 :�= minfn1;n2gXm=0 m!�n1m��n2m��(x1; x2)m : �(x1)n1�m�(x2)n2�m :� : (B.8)B.2 Gau�sche Ma�eF�ur n-dimensionale Kovarianzen 
 ist das Gau�sche Ma� auf dem Rnd�
(�) := dn�p(2�)n det(
)e� 12 (�;
�1�) (B.9)



130 ANHANG B. FORMELSAMMLUNGwohlde�niert und auf eins normiert. (�; �) bezeichnet das euklidische Skalar-produkt des Rn. �Aquivalent dazu ist die De�nition �uber die charakteristischeFunktion Z d�
(�)e(�;J) := e 12 (J;
J) 8J 2 Rn : (B.10)Sollte n ! 1 oder der zugrunde liegende Raum gar von �uberabz�ahlba-rer Dimension sein, d.h. es existiert keine abz�ahlbare Basis, wie z.B. beimKontinuums-Pfadintegral, so wollen wir Gleichung B:10 als alleinige De�-nition betrachten. Dabei mu� dann die Wohlde�niertheit des Exponentengew�ahrleistet sein. Im abz�ahlbar unendlich dimensionalen Fall kann man z.B.das Ma� auf den Folgenraum l2 einschr�anken und fordern, da� die Kovarianzin der Operatornorm �nit ist. Es folgtk(J; 
J)k2 � k
k kJk22 <1 : (B.11)Da aber schon die physikalische Kovarianz 1p2 unbeschr�ankt ist, m�ussen wirzur Regularisierung h�au�g k�unstliche cuto�s einf�uhren, die nach einer Be-rechnung wieder entfernt werden.Zitieren wir den Satz von Bochner [Geh97], so folgt die Wohlde�niertheitder De�nition (B.10) aus der Eigenschaft, da� e� 12 (J;
J) als in J stetige, posi-tiv (semi)de�nite Funktion Fourier-Transformierte eines endlichen, positivenMa�es ist.2Mit Hilfe des Gau�schen Ma�es de�nieren wir die IntegraltransformationhZi
;� := Z d�
(�)Z(�+ �) (B.12)und nennen sie das Gau�sche Mittel mit Kovarianz 
 und Mittel �.Zwischen (B.12) und der Normalordnung besteht ein fundamentaler Zusam-menhang: h: Z(�) :�i
;� =: Z(�) :��
 : (B.13)F�ur polynomiale Funktionale beweist man diesen Zusammenhang, indemman das Gau�sche Mittel der erzeugenden Funktion : e(�;J) : berechnet.F�ur zwei Kovarianzen 
1,
2 gilt die Faltungsformel f�ur Gau�sche Ma�e:Z d�
1+
2(�)Z(�+ �) = Z d�
1(�1)d�
2(�2)Z(�+ �1 + �2) (B.14)2Man erh�alt (B.10) mit der Substitution J ! iJ .



B.2. GAUSSSCHE MASSE 131Eine weitere Abbildung stellen die trunkierten Erwartungswerte3, auch Ku-mulanten genannt, dar, de�niert �uber4h[O1; : : : ;On]iT
;�� := @n@�1 : : : @�n lnDePni=1 �iOi(�)E
;�� �����i=0 : (B.15)Einfache Rechnungen liefernh[O]iT = hOi (B.16)h[O1;O2]iT = hO1O2i � hO1ihO2i : (B.17)Hierbei ist (B.17) nichts anderes als die Korrelationsfunktion der OperatorenO1 und O2. Eine wichtige Eigenschaft der Kumulanten ist ihre Multilinea-rit�at, d.h.h[: : : ; �1O1 + �2O2; : : :]iT = �1h[: : : ; O1; : : :]iT + �2h[: : : ; O2; : : :]iT ; (B.18)die direkt aus der Linearit�at von (B.12) folgt.F�ur die st�orungstheoretische Behandlung der RG ben�otigt man in 2: Ordnungfolgende Kumulantenformel:h: �(x1)n1 :�; : �(x2)n2 :�iT
; (B.19)= min(n1;n2)Xm=1 m!�n1m��n2m� :  (x1)n1�m :��
:  (x2)n2�m :��
 
(x1; x2)m .Eine andere Darstellung dieser Kumulante �ndet man, wenn man die Formeln(B.17), (B.8) und (B.13) benutzt. Es ergibt sichh: �(x1)n1 :�; : �(x2)n2 :�iT
; = min(n1;n2)Xm=1 m!�n1m��n2m� :  (x1)n1�m (x2)n2�m :��
� mXl=1 (�1)l+1�ml ��(x1; x2)m�1
(x1; x2)m . (B.20)
3Die De�nition ist unabh�angig von der Art der Mittelwertbildung und der Operatoren.4h[O; ]niT = h[O; : : : ;O]| {z }nmal iT
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