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Kapitel 1Einf�uhrungDie Renormierungsgruppe1 (RG) hat sich in den letzten 25 Jahren zu einemwichtigen Standbein in der statistischen Physik entwickelt. Durch die enge Ana-logie von klassischer statistischer Mechanik und Euklidischer Quantenfeldtheoriehat sie auch unmittelbare Bedeutung f�ur das Verst�andnis und die Analyse vonkritischen Ph�anomenen in der Theorie der Elementarteilchen.Die Renormierungsgruppe2 liefert mit ihren Begri�en \e�ektive Wirkung",Renormierungsgruppenu�, Fixpunkt etc. eine nat�urliche Erkl�arung f�ur die zen-tralen Ph�anomene Universalit�at und Skalenverhalten. Beide Ph�anomene habensich als wesentlich f�ur das qualitative und quantitative Verst�andnis der kritischenPh�anomene herausgestellt.Auch im Rahmen der konstruktiven Quantenfeldtheorie und der mathemati-schen statistischen Mechanik ist die Renormierungsgruppe sehr wichtig. Liefertsie doch einen Begri�sapparat, mit dem man die Renormierung, d.h. das gleich-zeitige Entfernen von Ultraviolett-Cuto� und Divergenzen, mathematisch sauberde�nieren kann, und zwar unabh�angig von der St�orungstheorie.Als Werkzeug f�ur konkrete (z.B. numerische) Berechnungen hat sich die Re-normierungsgruppe auch bew�ahrt, z.B. als sogenannte Monte-Carlo-Renormie-rungsgruppe (MCRG). Hier werden allerdings in der Regel keine e�ektiven Wir-kungen ausgerechnet. Statt dessen wird die Renormierungsgruppe verwendet, umein ausgekl�ugeltes hierarchisches System von (Block-) Observablen zu de�nieren,das eine e�ziente Analyse des Systems im Sinne einer Multiskalen-Zerlegung derFreiheitsgrade erm�oglicht.Relativ wenig Aufmerksamkeit hat die Frage der expliziten Berechnung vone�ektiven Wirkungen gefunden. Dies mag damit zusammenh�angen, da� dieseWirkungen i.a. unendlich viele Wechselwirkungsterme enthalten. In der Praxis1Ein lesenswerter �Ubersichtsartikel mit vielen historischen Anmerkungen ist: M.E. Fisher,Renormalization group theory: Its basis and formulation in statistical physics, Rev. Mod. Phys.70 (1998) 6532Im folgenden ist immer die sogenannte Blockspin-Renormierungsgruppe im Sinne von Ka-dano� und Wilson [1] gemeint 3



mu� man sie trunkieren, d.h. alle bis auf endlich viele Kopplungskonstanten un-ber�ucksichtigt lassen. Damit die dadurch verursachten Trunkationsfehler nicht zugro� werden, ist es erforderlich, viele Kopplungsterme einzubeziehen. Dies kanneine beachtliche Komplexit�at des Rechenverfahrens nach sich ziehen.In den letzten Jahren haben die mit diesem Problemkomplex zusammenh�angen-den Fragen wieder gr�o�ere Aufmerksamkeit gefunden. Durch eine Arbeit von Ha-senfratz und Niedermayer �uber eine Perfekte Wirkung f�ur das O(3)-symmetrischenichtlineare �-Modell [2] wurde ein sorgf�altiges Studium von Blockspin-Transfor-mationen in einer Reihe von (im Ultravioletten asymptotisch freien) Modellenangeschoben. Das Ziel war stets, eine sehr gute Approximation der sogenanntenrenormierten Trajektorie zu �nden. Auf dieser liegen n�amlich diejenigen Wirkun-gen, die durch eine Zahl von Renormierungsgruppen-Transformationen mit derNachbarschaft des Fixpunktes verbunden sind. Daher weisen diese \PerfektenWirkungen" keine Cuto�-E�ekte (in diesem Fall Gitterartefakte) auf.Die Arbeit von Hasenfratz und Niedermayer beruht auf der sogenannten klas-sischen Approximation. Ohne R�uckgri� auf statistische (Monte-Carlo-) Technikenkann der Renormierungsgruppen-Fixpunkt (mehr oder weniger exakt) bestimmtwerden. Die Trajektorie selbst wird dann lediglich aus der linearen Approximati-on bestimmt, n�amlich als Gerade, die man durch Multiplikation des Fixpunktesmit einem Faktor � erh�alt.Die sehr gute \Perfektion" auf der so erhaltenen Trajektorie auch bei kleinenKorrelationsl�angen (�-Werten) gibt jedoch Anla� zur Verbl�u�ung. Soll sie einenat�urliche Erkl�arung im Rahmen der Blockspin-Renormierungsgruppe �nden, sosollte die \wahre" Trajektorie mit der linearen Approximation auch in diesemBereich kleiner Korrelationsl�angen noch sehr gut �ubereinstimmen.Die Untersuchung dieser Frage ist eines der Ziele der vorliegenden Diplom-arbeit. Es wird mit einigem Aufwand die renormierte Trajektorie im Rahmender von Hasenfratz und Niedermayer gew�ahlten Trunkation auf 24 Kopplungs-konstanten3 verfolgt, und zwar mit der Monte-Carlo-Methode. Da die etabliertenMethoden zur Berechnung e�ektiver Wirkungen bei einer so gro�en Zahl vonKopplungskonstanten nicht hinreichend e�zient waren, wurde eine neue Metho-de, \Pr�a-Demon" genannt, entwickelt. Damit gelang es, die renormierte Trajek-torie jenseits der linearen Approximation zu verfolgen.Es hat sich gezeigt, da� die \wahre" Trajektorie bei kleinen Korrelationsl�angendeutlich von der klassischen Trajektorie abweicht. Es liegt daher nahe, da� f�ur dieErkl�arung der \Perfektness" der Hasenfratz-Niedermayer-Wirkung noch ein gutesArgument fehlt. Interessanterweise hat die mit Monte-Carlo-Methoden bestimmteWirkung keinesfalls sehr gute Verbesserungseigenschaften.Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert (siehe auch das Inhaltsverzeichnis):Der erste Teil der Arbeit gibt eine Einf�uhrung in die Renormierungsgrup-3Es erwies sich als erforderlich, sogar dar�uber hinauszugehen und drei weitere Kopplungs-konstanten in den Ansatz aufzunehmen 4



pentheorie. Nach einer kurzen De�nition der Konventionen und einer knappenEinf�uhrung in die Feldtheorie werden Begri�e wie Blocktransformation, Renor-mierungsgruppenu�, Renormierungsgruppentrajektorie und perfekte Wirkungvorgestellt.Der zweite Teil besch�aftigt sich mit der neuen Methode zur Berechnung vonrenormierten Kopplungskonstanten. Sie wird in ihrer allgemeinsten Form ein-gef�uhrt. Anschlie�end wird ihre Anwendung auf das O(3)-Modell beschrieben.Schlie�lich wird die neue Methode diskutiert und mit der kanonischen D�amonen-Methode [3, 4] verglichen.Im dritten Teil werden die Eigenschaften der gemessenen e�ektiven Wirkungbetrachtet unter besonderen Ber�ucksichtigung der Trunkationse�ekte.Der letzte Teil widmet sich den Untersuchungen des Renormierungsgruppen-usses. Diese wurden f�ur einen um drei weitere Kopplungskonstanten erweitertemHasenfratz-Niedermayer-Ansatz durchgef�uhrt. Hier wird auch ein Test der Per-fektness des berechneten Flusses durchgef�uhrt.1.1 Begri�e und De�nitionen1.1.1 Kanonische EnsemblesKanonische Systeme werden in der statistischen Mechanik durch ihre Zustands-summe beschrieben: Z = Z
 d� e��A(�) (1.1)Dabei ist 
 der (meist endlich dimensionale) Raum aller m�oglichen Zust�ande �und e��A(�) der Boltzmann-Faktor. A(�) ist die Energie des Systems, � = 1kBTdie inverse Temperatur. In der euklidischen Quantenfeldtheorie wird �AWirkunggenannt. Die Wahrscheinlichkeit, da� sich das System in einer in�nitesimalenUmgebung d� des Zustandes � be�ndet, ist proportional zum Boltzmann-Faktordieses Zustands: W (�; d�) = �(�)d� = 1Ze��A(�)d� (1.2)Die Gr�o�e �(�) wird Wahrscheinlichkeitsdichte des Zustands � genannt.In dieser Arbeit werden haupts�achlich Wirkungen der folgenden Form be-trachtet: �A(�) = NXi=1 �iHi(�)= � �H(�) (1.3)5



Dabei werden die Hi Kopplungen oder (Elementar-)Wirkungen und die �i Kopp-lungskonstanten genannt.Der Erwartungswert hOi einer Observablen O(�) auf dem Zustandsraum 
ist folgenderma�en de�niert:hOi = 1Z Z
 d� e���H(�)O(�) (1.4)Die Erwartungswerte weisen im allgemeinen eine Varianz varO auf:varO = 
O2�� hOi2 : (1.5)1.1.2 Sch�atzer f�ur ErwartungswerteIn der Praxis stellen die Erwartungswerte hochdimensionale Integrale dar (in die-ser Arbeit ist die Dimension des Zustandsraumes 
 von der Ordnung 103), dienur in den seltensten F�allen analytisch l�osbar sind. Sie k�onnen dennoch numerischgesch�atzt werden. Als erfolgreichste Methode der hochdimensionalen numerischenIntegration hat sich die sogenannte Monte-Carlo-Simulation [5] erwiesen, bei derentsprechend der Wahrscheinlichkeitsverteilung �(�) repr�asentative Kon�gura-tionen f�ig des kanonischen Systems erzeugt werden. Dieses geschieht meistensdynamisch im Rahmen eines sogenannten Markov-Prozesses, in dem die Kon�-guration �i+1 abh�angig von der vorhergehenden Kon�guration �i generiert wird.Mit wachsendem i wird so der gesammte Zustandsraum abgetastet. Mit diesenrepr�asentativen Zust�anden werden Sch�atzer O f�ur Erwartungswerte hOi berech-net: O = 1NO NOXi=1 O(�i) (1.6)Sind die Werte O(�i) untereinander korreliert, so ist es sinnvoll, die e�ektive Zahlder statistisch unabh�angigen Werte Nunabh. = NO2�int zu betrachten. Dabei ist dieintegrierte Autokorrelationszeit�int = 12 + 1Xt=1 C(t)C(0) (1.7)ein Ma� f�ur die Korreliertheit der aufeinanderfolgenden O(�n). Die Autokorrela-tionsfunktion C(t) ist folgenderma�en de�niert:C(t) = hO(�i)O(�i+t)i � hO(�i)i hO(�i+t)i (1.8)F�ur unkorrelierte Werte ist �int = 12 . Die De�nition (1.6) ist so gew�ahlt, da�f�ur eine exponentiell abfallende Autokorrelation C(t) � e�t=� und � � 1 dieintegrierte Autokorrelationszeit �int � � ist.6



Nach dem Gesetz der gro�en Zahlen sind die Sch�atzer O f�ur gro�e Nunabh.Gau�-verteilt. Sie sind mit einem statistischen Fehler�O =r varONunabh. (1.9)behaftet, dessen Sch�atzer �O aus dem Sch�atzer der Varianz varO berechnet wird:varO = O2 �O2 (1.10)�O =r varONunabh. (1.11)Die Problematik der statistischen Auswertung von Monte-Carlo-Daten wird ausf�uhr-lich in [5] diskutiert.1.1.3 BiasOft interessiert man sich f�ur Funktionen von Erwartungswerten f(hOi). In die-ser Arbeit sind das haupts�achlich die Kopplungskonstanten �i. Diese stehen, wiesp�ater erl�autert wird, im nichttrivialen Zusammenhang mit me�baren Observa-blen des Systems. Die Funktionen von Erwartungswerten werden folgenderma�engesch�atzt: f = f(O) (1.12)Im allgemeinen ist der Sch�atzer f nicht erwartungstreu:
f� 6= f(hOi) (1.13)Die Abweichung der beiden Werte wird Bias genanntBiasf = f(hOi)� 
f� (1.14)F�ur gro�e Nunabh.-Werte gilt: Biasf � 1Nunabh. : (1.15)Durch eine entsprechend gro�e Wahl von Nunabh. kann erreicht werden, da� derBias wesentlich kleiner als der statistische Fehler �f � 1pNunabh. wird. Er kanndann vernachl�assigt werden. 7



1.1.4 Sonstige De�nitionenIn dieser Arbeit wird eine verallgemeinerte Stufenfunktion benutzt:�(x) = (1 falls x wahr0 falls x falsch (1.16)Dabei ist x eine logische Aussage.Beispiel: �(� 2 
) = (1 falls � 2 
0 falls � 62 
 (1.17)Es wird auch die N -dimensionale �-Distribution verwendet:�(h) = �N (h) = NYn=1 �(hn) (1.18)1.1.5 Notation f�ur VektorenAlle N -dimensionalen Vektoren und Funktionen werden in dieser Arbeit fettge-druckt dargestellt: �;H(�);h; 0 = (0; 0; : : : ; 0) 2 RN (1.19)Die dreidimensionalen Vektoren (auch Spins genannt) werden mit einem Vektor-pfeil oder mit einem \Hut" versehen:~s;~b; û; v̂ 2 R3 (1.20)1.2 RenormierungsgruppeIn der Kontinuums-Feldtheorie werden die Zust�ande eines Systems durch Felderbeschrieben: � = �(x); x 2 I � Rd (1.21)Daher m�ussen Observablen, insbesondere die Wirkung, als Funktionale de�niertwerden: O[�]; A[�] (1.22)Die Integrale (1.1) und (1.4) werden nun zu Pfadintegralen �uber �uberabz�ahlbarviele Freiheitsgrade: Z d� � � � ! Z D� � � � ; (1.23)8



deren mathematische Bedeutung im allgemeinen noch festgelegt werden mu�.Dies geschieht mit Hilfe einer Regularisierung. Die einzige bekannte nicht-pertur-bative Regularisierung ist die Einschr�ankung des De�nitionsbereichs des Feldesauf eine diskrete Menge (ein Gitter)�(x)! �n; n 2 J � (aN)d : (1.24)In einer so regularisierten Theorie werden Distanzen kleiner als die Gitterein-heit a und die zugeh�origen Impulse, die gr�o�er als �UV � 1a sind, nicht mehrber�ucksichtigt. Man spricht hier von einem Ultraviolett-Cuto�.Beschr�ankt man sich auf ein endliches Gitter der L�ange L (in Einheiten a),so gibt es auch einen Infrarot-Cuto� �IR � 1L , da langwellige Fluktuationennicht ber�ucksichtigt werden. Die Auswirkungen des Infrarot-Cuto�s werden als�nite-size-E�ekte bezeichnet.Das regularisierte Pfadintegral wird so zum gew�ohnlichen IntegralZ D� � � � ! Z Yn2J d�n (1.25)und kann in dieser Form ausgewertet werden. Auch die Wirkung selbst mu�regularisiert werden.Die so regularisierte Theorie wird im allgemeinen nicht die erw�unschten phy-sikalischen Ergebnisse liefern - sie leidet unter Gitterartefakten. Um diese zuentfernen, mu� ein Grenz�ubergang a! 0 durchgef�uhrt werden. Dieser Proze� istnichttrivial und bedarf in der Regel einer Renormierung der Wirkung.Meistens, wie in dieser Arbeit, werden f�ur ein endliches Gitter periodischeRandbedingungen�(x1; : : : ; xi + L; : : : ; xd) = �(x1; : : : ; xi; : : : ; xd) (1.26)gew�ahlt.Im folgenden werden die meisten Einheiten so gew�ahlt, da� a � 1.1.2.1 RenormierungsgruppentransformationF�uhrt man den im letzten Abschnitt beschriebenen �Ubergang zum Kontinuumaus, so w�achst mit der kleiner werdenden Gittereinheit a die Anzahl der Freiheits-grade. Diese sind jedoch nicht direkt in physikalischen Fragestellungen enthalten,sondern beeinussen die physikalischen Vorhersagen durch einen kompliziertenKaskadenproze�. Ihre Anwesenheit und ihr indirekter Einu� machen es schwie-rig, eine intuitive Verbindung zwischen der Form der Wirkung A(�) und den zuerwartenden Ergebnissen herzustellen. Ihre gro�e Anzahl macht die technischeUmsetzung von Berechnungen sehr aufwendig.Aus diesen Gr�unden ist es naheliegend, die \hochfrequenten" Freiheitsgradeim Pfadintegral auszuintegrieren. Diese Integration sollte so geartet sein, da� sie9



keinen Einu� auf physikalische Vorhersagen hat, soweit diese sich auf Eigen-schaften der Theorie bei gro�en Abst�anden beziehen.Ein solcher Proze� der Reduktion von Freiheitsgraden wird Renormierungs-gruppentransformation (RGT) genannt.1.2.2 BlocktransformationEine M�oglichkeit, die RGT zu realisieren, ist die Einf�uhrung eines Blockfeldes �mit dem Index nB und einer Gittereinheit a0 = 2a, dessen Elemente durch eineMittelung �uber das urspr�ungliche Feld � entstanden sind:�nB = bXn !(2nB � n)�n ; (1.27)wobei die Gewichtungsfunktion !(2nB�n) folgende Normierungsbedingung erf�ullt:Xn !(2nB � n) = 1 : (1.28)Die Konstante b dient zur Renormierung des Feldes und ist f�ur die in dieser Arbeitbetrachteten dimensionslosen Felder4 gleich 1.Nun integriert man �uber das urspr�ungliche Feld � und h�alt das Blockfeld fest:e��0A0(�) = Z Yn d�nYnB � �nB � bXn !(2nB � n)�n! e��A(�) (1.29)Die so de�nierte Wirkung � 0A0(�) beschreibt die Wechselwirkung zwischen denElementen des Blockfeldes, sie wird auch e�ektive Wirkung genannt. Im allgemei-nen stellt A0(�) eine komplizierte Funktion5 von � dar, selbst wenn die urspr�ung-liche Wirkung A(�) eine einfache Form besitzt. Der Faktor � 0 wird f�ur das indieser Arbeit betrachtete nichtlineare O(3) �-Modell im Abschnitt 1.4 de�niert.Die e�ektive Zustandssumme Z 0 ist gleich der Zustandssumme Z des ur-spr�unglichen Feldes �:Z 0 = Z YnB d�nBe��0A0(�) = Z Yn d�ne��A(�) = Z (1.30)Man erwartet auch, da� das Spektrum und andere niederenergetische Eigenschaf-ten des Systems unver�andert bleiben [6].4Im allgemeinen hat man au�er einer Reskalierung, die f�ur d 6= 2 von der naiven Felddimen-sion herr�uhrt, auch noch eine \anomale Dimension" zu ber�ucksichtigen.5Von besonderem Interesse sind Wirkungen mit einem starken exponentiellen Abfall ihrerSt�arke mit dem Abstand der Gitterpunkte. Sie werden als lokal bezeichnet.10



Die in (1.29) de�nierte RGT kann weiter verallgemeinert werden:e��A0(�) = N(�) Z Yn d�ne��A(�)��PnB ��nB�b Pn !(2nB�n)�n�2 (1.31)Dabei uktuiert das Blockfeld �nB um die MittelPn !(2nB � n)�n umso mehr,je kleiner der Parameter � gew�ahlt wird. F�ur �!1 geht diese De�nition in dieDeltablockung (1.29) �uber. Die Konstante N(�) ist ein Normierungsfaktor6, derdie G�ultigkeit der Gleichung (1.30) gew�ahrleistet.In der Wahl der Gewichtungsfunktion ! ist man weitgehend frei. Es solltenaber folgende Gesichtspunkte ber�ucksichtigt werden:� Die Symmetrie des Systems sollte bei der Blockung erhalten bleiben.� Die Gewichtungsfunktion sollte lokal sein, also mit steigendem Abstandj2nB � nj schnell verschwinden, da sonst auch langwellige Fluktuationeneliminiert w�urden.� ! sollte auch nicht ultralokal (!(2nB�n) = �2nB ;n) sein, da eine solche Dezi-mierung zwar die Zustandssumme erh�alt und somit eine legitime Transfor-mation des Pfadintegrals ist, aber keine Mittelung �uber die feinen Variablendarstellt. Es ist bekannt, da� dies zu e�ektiven Wirkungen mit schlechtenLokalit�atseigenschaften f�uhrt.In dieser Arbeit wird die gel�au�ge Wahl der Gewichtungsfunktion benutzt:! = (2�d f�ur n 2 nB0 sonst (1.32)Das urspr�ungliche Gitter wird in Hyperkuben mit der Kantenl�ange a0 = 2a unter-teilt. Ein Hyperkubus besitzt 2d Elemente. Die Elemente des Kubus nB werdenmit n 2 nB bezeichnet. Abbildung 1.1 zeigt diese Unterteilung f�ur d = 2. Mitdieser Blockungsvorschrift werden Fluktuationen von der Gr�o�enordnung O(a)eliminiert.Die Hauptannahme der RG-Theorie besagt, da� selbst dann, wenn das ur-spr�ungliche System kritisch gew�ahlt wurde, die Integrale (1.29) und (1.31) keineKritikalit�at7 mehr aufweisen. Somit ist ein RG-Schritt ein nichtkritisches Pro-blem.Dies l�a�t ho�en, da� die Kopplungskonstanten der e�ektiven Theorie expo-nentiell mit ihrer Reichweite abfallen und somit lokale Observablen darstellen.Es sollte also m�oglich sein, selbst bei Systemen nahe der Kritikalit�at (� � 1),schon auf kleinen Gittern (L < �) die e�ektiven Kopplungskonstanten ohne gro�e�nite-size-E�ekte zu bestimmen.6Bei der Berechnung von Erwartungswerten spielt die Normierung allerdings keine Rolle7Unter kritischen Systemen versteht man dabei Systeme mit einer sehr gro�en oder unend-lichen Korrelationsl�ange � 11
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Abbildung 1.1: Einfache Wahl der Gewichtungsfunktion in d = 2.1.2.3 RGT als Transformation der KopplungskonstantenStellen wir uns einen Basissatz von Wirkungen Hi(�) vor, aus deren Linearkom-binationen jede nur denkbare Wirkung aufgebaut werden kann:�A(�) =Xi �iHi(�)= � �H(�) (1.33)In weiteren Ausf�uhrungen wird es manchmal sinnvoll sein, statt der Kopplungs-konstanten �i folgende Gr�o�en zu betrachten:ci = �i� (1.34)Jede Wirkung ist somit durch einen Punkt (� oder f�; cg) aus dem (im allge-meinen unendlich dimensionalen) Raum der Kopplungskonstanten repr�asentiert.In diesem Raum de�niert die RGT eine Abbildung R:� ! �0 � R(�) (1.35)Im allgemeinen kann es Punkte geben, die unter der RG-Abbildung invariantsind: R(��) = �� (1.36)Diese werden Fixpunkte genannt.Bei jedem RGT-Schritt wird die dimensionslose Korrelationsl�ange � halbiert.Da jedem � eindeutig ein � zugeordnet ist, gibt es nur zwei m�ogliche Werte derKorrelationsl�ange an einem Fixpunkt:� � = 0: man spricht von einem trivialen Fixpunkt� � =1: das System ist kritisch 12



Physikalisch interessant sind die nichttrivialen Fixpunkte und ihre Umgebungen,da kritische Systeme den feldtheoretischen Kontinuumslimes beschreiben. DieLage der nichttrivialen Fixpunkte auf der kritischen Hyper�ache ist nicht ein-deutig und h�angt von der expliziten Form der RGT ab. Dies kann man nutzen,indem man eine RGT w�ahlt, deren Fixpunktwirkung besonders lokal und deshalbleichter numerisch umsetzbar ist.1.2.4 RenormierungsgruppentrajektorieDie wiederholte Anwendung der RGT generiert einen Flu�:�! �0 ! �00 ! : : : (1.37)Da sich die Korrelationsl�ange bei jedem Schritt halbiert, entfernt sich der Flu�von der kritischen Hyperebene (� = 1), wenn sein Startpunkt nicht zu dieserEbene geh�ort, und bewegt sich auf den trivialen Fixpunkt � = 0 zu.In der Umgebung eines nichttrivialen Fixpunkts �� kann dieser Flu� folgen-derma�en entwickelt werden:�0i = Ri(�) = Ri(��) +Xj @@�jRi(�)j�=��(�j � ��j ) +O((� � ��)2) (1.38)Betrachtet man die Relativbewegung zum Fixpunkt�� = � � �� (1.39)in linearer N�aherung, so erh�alt man folgende RG-Gleichung:�� 0i =Xj Tij��j (1.40)mit: Tij = @@�jRi(�)j�=�� (1.41)Wir nehmen an, da� die Matrix reelle Eigenwerte �i besitztT�i = �i� i (1.42)und da� die zugeh�origen Eigenvektoren �i eine Basis bilden. Stellt man den Punkt� in dieser Basis mit dem Fixpunkt als Ursprung dar:� = �� +Xi ki� i; (1.43)13



so weist die RGT in der Umgebung des Fixpunktes eine sehr einfache Form auf:Rn(�) = �� +Xi (�i)n�i (1.44)Man kann auch die Wirkung selbst mit Eigenoperatoren der RGT beschreiben:�A(�) = ��A�(�) +Xi kiU i(�) (1.45)wobei ��A�(�) die Fixpunktwirkung ist:��A�(�) = �� �H(�); (1.46)mit Eigenoperatoren: U i(�) = � i �H(�): (1.47)Man kann die Eigenoperatoren nach ihrem Verhalten unter der wiederholtenRGT in der Umgebung des Fixpunktes einordnen:� j�ij > 1: der absolute Wert der Kopplung jkij steigt. Der Operator U i wirdrelevant genannt.� j�ij < 1: der absolute Wert der Kopplung jkij wird immer kleiner. Mannennt U i irrelevant.� j�ij = 1: das Verhalten zugeh�origer Kopplungen wird von den Termenh�oherer Ordnung bestimmt, die in der Linearisierung vernachl�assigt wer-den. In diesem Fall nennt man den Operator U i marginal.Nehmen wir an, die RGT besitze nur einen relevanten Operator U rel und unserSystem be�nde sich in der N�ahe des Fixpunkts, aber nicht auf der kritischenHyper�ache. Bei wiederholter Durchf�uhrung der RGT w�achst die Kopplungskon-stante krel. Startet man in einer Umgebung des Fixpunkts, so werden die �ubrigenKopplungskonstanten immer kleiner und man bewegt sich auf die sogenannte Re-normierungstrajektorie (RT) zu. Diese hat in der Umgebung des Fixpunkts diefolgende Form: RT (t) = �� + t�rel (1.48)Das Verhalten der RT in gr�o�eren Entfernungen vom Fixpunkt weicht im allge-meinen von der linearisierten Form ab. Man erwartet aber, da� sie noch �uber weiteBereiche attraktiv bleibt. Der Verlauf der RT ist, wie die Lage der zugeh�origenFixpunkte, nicht eindeutig und h�angt von der Form der RGT ab.14



1.2.5 Perfekte WirkungJeder beliebige Punkt der RT �RT ist �uber unendlich viele exakte RGT-Schrittemit der in�nitesimalen Umgebung des Fixpunkts verbunden. Diese beschreibtden Kontinuumslimes, besitzt also keine Gitterartefakte. Da Antworten auf phy-sikalische Fragestellungen vor und nach der RGT gleich sind, besitzt auch diezu diesem Punkt �RT zugeh�orige Wirkung keine Gitterartefakte und wird alsperfekte Wirkung bezeichnet.F�ande man eine perfekte Wirkung, die sich numerisch gut umsetzen l�a�t,k�onnte man mit relativ kleinem Rechenaufwand schon auf kleinen Gittern Kon-tinuumsergebnisse bestimmen. Leider wurde f�ur die physikalisch interessantenSysteme bis heute keine analytische M�oglichkeit, die RT zu berechnen, gefunden.Ein anderer Zugang zu diesem Problem ist, den RG-Flu� numerisch zu ver-folgen. W�ahlt man den Startpunkt aus der Nachbarschaft des Fixpunkts, so kon-vergiert der RG-Flu� gegen die RT.Um den Flu� numerisch zu verfolgen, simuliert man das System mit denStartkopplungen, f�uhrt f�ur jede simulierte Kon�guration die Blocktransformationdurch und bestimmt die e�ektive Kopplungskonstanten anhand der geblocktenKon�gurationen. Danach werden diese im n�achsten Iterationsschritt als Start-punkt eingesetzt.1.3 Methoden zur Bestimmung der e�ektivenKopplungskonstantenDie Bestimmung der Kopplungskonstanten � ist ein nichttrivialer Proze�, dadiese keine einfachen Observablen des Systems darstellen.Die bekanntesten Verfahren, die diese Bestimmung durchf�uhren, sind:� Schwinger-Dyson-Methode� mikrokanonischer D�amon� kanonischer D�amonEin Teil dieser Arbeit (Kapitel 2) besch�aftigt sich mit der neu entwickeltenMethode, die den Arbeitsnamen \Pr�a-D�amon" erhalten hat.Im folgenden wird kurz auf die bereits etablierten Methoden eingegangen. EinVergleich des kanonischen D�amons mit dem Pr�a-D�amon �ndet im Abschnitt 2.4statt.1.3.1 Schwinger-Dyson-MethodeIn dieser Methode werden lineare Schwinger-Dyson-Gleichungen f�ur die Kopp-lungskonstanten benutzt, die die Symmetrie des Systems widerspiegeln. Diese15



Erwartungswertgleichungen werden numerisch unter Verwendung der geblocktenGitterkon�gurationen gel�ost.Die in den Gleichungen vorkommenden Observablen erhalten Ableitungen derKopplungen nach den Feldkomponenten. Diese m�ussen bei der Umsetzung desVerfahrens analytisch berechnet werden. Es ist also notwendig, diese Methodef�ur jeden neuen Satz von Kopplungen neu zu implementieren. Der Aufwand kannerheblich sein.Ein Vergleich dieser Methode mit dem kanonischen D�amon-Verfahren hatgezeigt [7], da� sie vergleichbare Genauigkeit bei gleicher Rechenzeit aufweisen.1.3.2 Anschauliche Bedeutung der D�amon-MethodenNehmen wir an, es soll die Temperatur eines sich im W�armebad be�ndendenK�orpers K gemessen werden, ohne auf das W�armebad in der Messung direkt zu-zugreifen. Wie kann die Temperatur festgestellt werden? Eine M�oglichkeit w�are,sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zust�ande des K�orpers (prob(�)) anzu-schauen und aus dieser, unter Ber�ucksichtigung der Zustandsdichte dieses K�orpers(�(�)), die Temperatur direkt ablesen:prob(�) � e��A(�)�(�) (1.49)Leider ist die Zustandsdichte im allgemeinen sehr kompliziert und nicht a prioribekannt. Au�erdem besitzt der Zustand � in den meisten interessanten F�alleneine sehr gro�e Anzahl an Freiheitsgraden.Mikrokanonischer und kanonischer D�amonEine andere M�oglichkeit ist es, einen Probek�orper D, auch D�amon genannt, miteiner einfachen (z.B. konstanten) Zustandsdichte zu benutzen. Dieser wird mitdem K�orper K in thermischen Kontakt gebracht und erreicht nach einer gewissenZeit (asymptotisch) die zu messende Temperatur. Ein Beispiel f�ur einen solchenD�amon ist ein Teilchen im konstanten Kraftfeld (z.B. im erdnahem Gravitations-feld), eingeschlossen im Kasten der H�ohe H. Dieses System hat bei der Tempe-ratur T = 1kB� die Wahrscheinlichkeitsverteilungprob(h) � e��Fh; (1.50)wobei F die konstante Kraft und h die H�ohe des Teilchens ist. Es besteht also eindirekter Zusammenhang zwischen dem Erwartungswert der H�ohe des Teilchens< h > und der inversen Temperatur � der Kastenw�ande< h > = 1Z Z H0 dh he��Fh (1.51)= 1�F �1� �FHe�FH � 1� (1.52)16



mit Z = Z H0 dh e��FhStatt eines Teilchens kann auch ein ideales Gas verwendet werden, bei dem dieDichteverteilung proportional zu der Wahrscheinlichkeitsverteilung der einzelnenTeilchen ist und der Schwerpunkt des Systems mit dem Erwartungswert < h >zusammenf�allt.Die Realisierung der Messung kann in zwei Schritte aufgeteilt werden:1. Kanonischer Schritt: Der K�orper K be�ndet sich im W�armebad unter Aus-tausch von Energie mit diesem.
K�E
T2. Mikrokanonischer Schritt: Der K�orper K wird mit dem D�amon in ther-mischen Kontakt gebracht. Es �ndet kein Austausch von Energie mit derUmgebung statt, D und K bilden ein abgeschlossenes System.

K�ED
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Man unterscheidet nun zwei D�amon-Methoden� die �altere, mikrokanonische von M. Creutz [8] entwickelte, bei der diese zweiSchritte nur einmal ausgef�uhrt werden, und� die kanonische von M. Hasenbusch, K. Pinn und C. Wieczerkowski [3] beiwelcher diese Schritte mehrmals hintereinander wiederholt ausgef�uhrt wer-den.Die erste Methode hat den Nachteil, da� der Probek�orper je nach seiner An-fangstemperatur dem K�orper K Energie zuf�uhrt oder entzieht, was dazu f�uhrt,da� die sich einstellende Gleichgewichtstemperatur des gesamten Systems vonder Temperatur des W�armebads abweicht. Dieser methodische Fehler wird umsogr�o�er, je gr�o�er das Verh�altnis der W�armekapazit�aten des K�orpers K und desD�amons CKCD ist.Bei der zweiten Methode tritt dieser Fehler nicht auf, da der D�amon �uber denK�orper K im thermischen Kontakt mit dem W�armebad steht.Gau�scher D�amonStatt eines Probek�orpers mit konstanter Zustandsdichte kann auch einer mitGau�-f�ormiger verwendet werden, z.B. statt des Gases im Kasten eine gasgef�ullteVase, deren Querschnitt (und somit die Zustandsdichte) proportional zu e�Ah2 ist.In einer solchen Vase l�a�t sich die Temperatur direkt aus dem Erwartungswertder Dichteverteilung ablesen:< h > = 1Z Z dh e��h�Ah2 (1.53)= � �2A (1.54)mit Z = Z dh e��h�Ah2Diese hier anschaulich vorgestellte Methode tr�agt den Namen \Gau�scher D�amon".Alle drei D�amon-Methoden lassen sich (zumindest theoretisch und numerisch)auf Systeme mit mehreren Kopplungskonstanten erweitern. Dabei wird jederKopplung ein D�amon zugeordnet. Dieser kann nur Energie mit den Beitr�agender entsprechenden Kopplung austauschen.Eine ausf�uhrliche Diskussion der D�amon-Methoden �ndet man in [4].18



1.4 Das d = 2 O(3) nichtlineare �-ModellDiese Arbeit besch�aftigt sich mit dem O(3)-symmetrischen nichtlinearen �-Modellin zwei Dimensionen (einer Zeit- und einer Raumdimension). Dieses Modell istim Kontinuum durch das folgende Pfadintegral de�niert:Z = Z DS e��A[S] (1.55)mit der Wirkung:A[S] = 12 ZR2 dx @�~s(x)@�~s(x) (1.56)wobei: S = f~s(x)g; DS =Yx d3s(x) �3(~s 2x � 1): (1.57)Das Integrationsma� und der Boltzmann-Faktor sind invariant unter globalenDrehungen und Spiegelungen der Spins (O(3)-Symmetrieoperationen). Die St�orungs-theorie sagt f�ur dieses Modell asymptotische Freiheit im Ultravioletten, d.h. beikleinen Abst�anden, voraus. Viele weitere interessante Eigenschaften, die diesemModell zugeschrieben werden, wie dynamische Massengenerierung und die Exi-stenz eines massiven O(3)-Multiplets im Energiespektrum, sowie viele Analogi-en mit der Yang-Mills-Theorie in vier Dimensionen machen es zum Testfeld f�urnichtperturbative Ideen und neue numerische Methoden.Wie in jedem asymptotisch freien Modell be�ndet sich die kritische Hyper-�ache bei 1� = 0, beschreibt also die klassische Theorie. Der in ihr liegende Fix-punkt weist einen marginalen Operator auf, der gleich der Fixpunktwirkung A�(�)ist. Nach Ber�ucksichtigung von h�oheren Ordnungen der RGT stellt sich heraus,da� dieser Operator in Wirklichkeit schwach relevant ist.Startet man also mit der Wirkung �A�(�) aus der Umgebung des Fixpunkts,also mit einem sehr gro�en �, so transformiert sich der Punkt (�; c�) wie folgt:(�; c�)! R(�; c�) = (� 0; c�) (1.58)�A�(�)! � 0A�(�) (1.59)Bei einer RGT mit einem Skalenfaktor 2 liefert die St�orungstheorie f�ur � ! 1in erster Ordnung � 0 = � � ln 22� (1 + 12�� +O(��2)): (1.60)19



Bei der Gitter-Regularisierung dieses Modells geht das Pfadintegral (1.55) inein gew�ohnliches Integral �uber:Z = Z dS e��A(S) (1.61)mit dS =Yn d3sn �(~s 2n � 1); S = f~sngBei der Regularisierung der Wirkung hat man viele M�oglichkeiten. Die einfachsteist, die sogenannte Standardwirkung zu verwenden, bei der nur die n�achstenNachbarn miteinander wechselwirken:A(S) = X<i;j>(1� ~si � ~sj) (1.62)Diese entsteht durch naive Regularisierung der Ableitung @�~s(x):@�~s(x) = lim"!0 ~s(x+ "e�)� ~s(x)" (1.63)W�ahlt man " = a = 1 so folgt:@�~s(x)! ��~s(x) = ~s(x+ e�)� ~s(x) (1.64)@�~s(x)@�~s(x)!X� (��~s(x))2 =X� [2� 2~s(x)~s(x+ e�)] (1.65)Diese Art der Regularisierung ist in der numerischen Umsetzung sehr einfach,f�uhrt aber zu sehr starken Gitterartefakten.Da es nicht zu erwarten ist, da� unter RG-Transformationen die Wirkungdiese einfache Form beibeh�alt, w�ahlt man einen allgemeineren Ansatz:A(S) = 12Xn;r �r(1� ~sn~sn+r) +X�ijkl(1� ~si~sj)(1� ~sk~sl) + : : : (1.66)Dieser stellt die ersten Terme der allgemeinen Entwicklung einer O(3)-invariantenObservablen dar. Der Faktor � wird f�ur eine bestimmte Wirkung �A(S) aus derKonvention Xr �rr2 = 4 (1.67)bestimmt. Diese Konvention stellt sicher, da� der Term (��~s)2 stehts auf 1 nor-miert ist. 20
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Abbildung 1.2: RG-Flu� des d = 2 O(3) nichtlinearen �-Modells.1.5 Klassisch Perfekte WirkungIn ihrer vieldiskutierten Arbeit [2] stellten P. Hasenfratz und F. Niedermayereinen neuen Zugang zur perfekten Wirkung vor. Sie nahmen an, da� die RTauch bei moderaten �-Werten noch weitgehend einen linearen Flu�verlauf (1.58)aufweist, sich also durch die sogenannte Fixpunktwirkung�A�(S) (1.68)gut n�ahern l�a�t. Die durch die Fixpunktwirkung im Raum der Kopplungskon-stanten de�nierte Trajektorie wird als klassische Trajektorie (KT) bezeichnet.Abb. 1.2 zeigt schematisch den vermuteten Verlauf der RT.In ihren Studien benutzten sie folgende, O(3)-symmetrische Blockungsvor-schrift:e��0A0(B) = Z dS e��A(S)+PnB (P~bnBPn2nB ~sn�lnY3(P jPn2nB ~snj)) (1.69)Dabei ist B = f~bnBg der geblockte Zustand, n 2 nB beschreibt alle vier in denBlockspin eingehenden Gitterpunkte. Die Funktion Y3(z) � sinh zz gew�ahrleistet,da� sich die Zustandssumme nicht �andert. P ist ein Parameter der Transforma-tion. F�ur P ! 1 geht diese in die Deltablockung �uber. In der oben genanntenArbeit wurde er wie folgt gew�ahlt:P = �(�+O(1=�)); (1.70)wobei � ein freier Parameter ist. 21



Mit dieser Blockspintransformation wurden die Koe�zienten der Parametri-sierung � und � f�ur den Fixpunkt analytisch berechnet. Bei diesen Berechnungenergab sich, da� die Fixpunktwirkung f�ur die Wahl � = 2 ein Minimum der Reich-weite aufweist. Da die Lokalit�at der Wirkung sehr wichtig f�ur die numerischeUmsetzung ist (langreichweitige Kopplungen sind vernachl�assigbar klein), wurdediese Wahl auch in dieser Arbeit verwendet.Desweiteren hat sich f�ur moderate �-Werte eine Entwicklung der Wirkungnach Potenzen von #2=2 statt (1� ~si � ~sj) = (1� cos#i;j) als besser erwiesen, daman erwartet [2], da� ihre ersten Terme auch noch auf rauhen Kon�gurationeneine gute Approximation der e�ektiven Wirkung liefern.A(S) = 12Xn;r ��r#2n;(n+r)2 +X ��ijkl#2i;j2 #2k;l2 (1.71)Die Koe�zienten �� und �� h�angen f�ur � !1 trivial von � und � ab. Entwickeltman die Parametrisierung (1.66) nach Potenzen von #, so erh�alt man mit cos# =1� #22 + #424 + : : : :A(S) = 12Xn;r �r �#2n;n+r2 � #4n;n+r24 + : : :� +X�ijkl�#2i;j2 #2k;l2 + : : :� + : : : :(1.72)Ein Koe�zientenvergleich liefert folgende Zusammenh�ange:��r = �r (1.73)��ijkl = �ijkl f�ur i 6= k _ j 6= l (1.74)��ijij = �ijij � 16�i�j (1.75)Kopplungen weiterer Ordnungen wurden mit Hilfe eines Fits berechnet. Ta-belle 1.1 zeigt die in der Studie benutzten Kopplungen.1.5.1 Running CouplingEine ph�anomenologische Kopplungskonstante, die sich gut zur Untersuchung desRenormierungsgruppenusses eignet, ist die sogenannte Running Couplingg = m(L)L: (1.76)Sie wurde von M. P. Nightingale [9] f�ur das zweidimensionale Ising-Modell vor-gestellt und zur Berechnung der kritischen Temperatur und des kritischen Ex-ponenten � benutzt. Dabei ist die Massenl�ucke m(L) die inverse Impuls-Null-Korrelationsl�ange �(L) (s. Abschnitt 3.4) auf einem Gitter mit einer endlichenr�aumlichen Ausdehnung L. 22



Diese Kopplung wurde f�ur nichtlineareO(N) �-Modelle zuerst von M. L�uscheret al. studiert [10]. F�ur diese Modelle ist sie folgenderma�en de�niert:g = 2N � 1m(L)L (1.77)Diese De�nition nimmt f�ur den in dieser Arbeit betrachteten FallN = 3 die Form(1.76) an.Mit der im letzten Abschnitt beschriebenen Parametrisierung der Fixpunkt-wirkung wurde die Running Coupling g(L) = L=�(L) untersucht [2]. Es wurdedas Verhalten der Step Scaling Function�(2; g; a) = g(2La ; �) (1.78)f�ur gegebenes g(La ; �) = 1:0595 bestimmt. Diese Gr�o�e zeigt bei Simulationenmit Standardwirkung starke Gitterartefakte, so da� der Kontinuums-Limes nurdurch Extrapolation der Ergebnisse aus Rechnungen mit immer gr�o�er gew�ahltenGittern a=L! 0 errechnet werden kann.Die mit der Fixpunktwirkung durchgef�uhrten Simulationen zeigen keine UV-Cuto�-E�ekte, obwohl sie auf sehr kleinen Gittern durchgef�uhrt wurden. Abbil-dung 1.3 illustriert die Extrapolation und die Ergebnisse der Fixpunktwirkungf�ur Messungen der Ver�anderung der Running Coupling bei einer Verdopplung derGitterl�ange L mit g(L) = 1:0595.Obwohl sich sp�ater herausgestellt hat [11], da� die Fixpunktwirkung nichtmehr den Namen \Perfekte Wirkung" verdient, so weist doch bei anderen emp-�ndlichen Gr�o�en einen erstaunlich hohen Perfektionsgrad auf.
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Abbildung 1.3: Step Scaling Function als Funktion von (a=L)2 Die mitder Fixpunktwirkung berechneten Werte (N) stimmen mit dem aus denStandardwirkung-Ergebnissen (�) extrapolierten Kontinuumswert (2) schon aufsehr kleinen Gittern gut �uberein. Die Abbildung wurde aus [2] entnommen.
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i Typus c�i i Typus c�i i Typus c�i1 0.61884 2 -0.04957 3 -0.011634 0.19058 5 -0.02212 6 -0.004637 0.01881 8 -0.00139 9 0.0049710 0.02155 11 0.00717 12 -0.0005513 0.01078 14 0.00765 15 -0.0055716 0.01209 17 3 241 -0.00114 18 0.0054819 -0.00258 20 0.00387 21 -0.0010022 -0.01817 23 -0.00772 24 0.04970Tabelle 1.1: Die in der Studie [2] bestimmten Fixpunkt-Kopplungen. Die Punktedeuten die Gitterpunkte an. Die Linien symbolisieren die H�alfte des Quadratsdes Winkels zwischen den verbundenen Spins (#22 ). Kommen in einem Diagrammmehrere Linien vor, so sind ihre Beitr�age zu multiplizieren (z.B. besitzt die Kopp-lung Nr. 17 Terme der Form: #21;42 #43;24 ). Um den Wert der Kopplung selbst zuerhalten, mu� �uber alle nicht�aquivalenten und nichttrivialen Symmetrieoperatio-nen der Beitr�age auf dem Gitter (Drehungen, Spiegelungen und Translationen)summiert werden. Die Anzahl der in den Termen enthaltenen Spins (mehrfachesVorkommen mitgez�ahlt) wird als Ordnung der Wirkung bezeichnet, sie ist gleichder doppelten Anzahl der in den Diagrammen vorkommenden Verbindungslinien.So ist z.B. die Wirkung 11 von der Ordnung 6.
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Kapitel 2Die neue Methode zurBestimmung derKopplungskonstanten
2.1 Allgemeine HerleitungDie in diesem Kapitel beschriebene Methode zur Berechnung der e�ektiven Kopp-lungskonstanten entstand im April 1997 beim Studium des kanonischen D�amons[3] mit dem Ziel, diesen besser zu verstehen und zu optimieren. Da das neue Ver-fahren auf Daten zugreift, die beim kanonischen D�amon benutzt werden, hat esden Arbeitsnamen \Pr�a-D�amon" erhaltenIm folgenden wird die G�ultigkeit des Verfahrens f�ur beliebige kanonische Sy-steme bewiesen.2.1.1 �H-VerteilungBetrachten wir ein kanonisches System mit der Zustandssumme in der Form:Z = Z
 d� e���H(�) (2.1)Wird eine Kon�guration des Systems verstellt, d.h.�0 = (�+ � f�ur (�+ �) 2 
� f�ur (�+ �) 62 
 ; (2.2)�andern sich die Energiebeitr�age der einzelnen Wirkungen Hi um�Hi(�; �0) = Hi(�0)�Hi(�): (2.3)26



Um die Notation zu vereinfachen, werden diese �Anderungen mith = (�H1;�H2; : : :�HN ) (2.4)bezeichnet. Die Verstellungen � sind im allgemeinen nichtin�nitesimal.Die oben beschriebenen Verstellungen werden im weiteren Verlauf \Anregun-gen" genannt. Bei diesen Anregungen kann dem System sowohl Energie zugef�uhrtals auch entnommen werden.Betrachten wir jetzt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energiebeitrags-�anderungen h genauer. Um sie zu erhalten, mu� �uber alle Zust�ande � 2 
mit ihrer Wahrscheinlichkeitsdichte 1Z e���H(�) und alle Anregungen �, mit derenWahrscheinlichkeitsdichte E(�) gewichtet, integriert werden. Dabei werden f�ur einfestes h alle erlaubten �Uberg�ange ber�ucksichtigt, bei denen die \Energiedi�erenz"gleich h ist (Term �N(H(�+ �)�H(�)� h)).Liegt der Vorschlag �+� nicht im Phasenraum 
, so gibt es keinen �Ubergang,der Zustand �andert sich nicht, die Energiedi�erenz ist Null und es gibt nur einenBeitrag bei h = 0 (Term �N(h)).Es ergibt sich so die folgende Formel:�(h) = Z�2
 d� 1Z e���H(�) Z d�E(�)h�(�+ � 2 
)�N�H(�+ �)�H(�)� h�+�(�+ � =2 
)�N�h�iEs folgt:�(h)� �N�h� Z�2
 d���(�) Z d�E(�)�(�+ � =2 
) � X(h)= 1Z Z d� Z�2
 d� e���H(�)E(�)�N�H(�+ �)�H(�)� h��(�+ � 2 
)= 1Z Z d� Z�2
 d� e���(H(�+�)�h)E(�)�N�H(�+ �)�H(�)� h��(�+ � 2 
)Man substituiert jetzt �0 = �+ � und erh�altX(h) =e��hZ Z d� Z(�0��)2
 d�0 e���H(�0)E(�)�N�H(�0)�H(�0 � �)� h��(�0 2 
)=e��hZ Z d� Z�02
 d�0 e���H(�0)E(�)�N�H(�0)�H(�0 � �)� h��(�0 � � 2 
)27



Nach der Substitution �0 = �� ergibt sichX(h) =e��hZ Z d�0 Z�02
 d�0 e���H(�0)E(��0)�N�H(�0)�H(�0 + �0)� h��(�0 + �0 2 
)=e��hZ Z d�0 Z�02
 d�0 e���H(�0)E(��0)�N�H(�0 + �0)�H(�0) + h��(�0 + �0 2 
)Sind die Anregungen symmetrisch, d.h. ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung be-sitzt die Eigenschaft E(�) = E(��) (2.5)und E(�) ist unabh�angig von dem aktuellen Zustand �, dann gilt f�ur die Verteilungder Anregungsenergien: �(h) = e��h�(�h) (2.6)Da die Symmetrieeigenschaft (2.6) nicht von �(0) abh�angt, bleibt sie nochg�ultig, wenn man die Anregungen mit �0 = � aus der Betrachtung ausschlie�t,sich also nur auf erlaubte Vorschl�age ((�+ �) 2 
), z.B. Drehungen im Falle desO(3)-Modells, beschr�ankt.2.1.2 Erwartungswerte von Funktionen im �H-RaumAus der im letzten Abschnitt bewiesenen Symmetrieeigenschaft (2.6) der �H-Verteilung lassen sich allgemeing�ultige Erwartungswerteigenschaften von �H-abh�angigen Observablen ableiten.F�ur den Erwartungswert einer Funktion f(h) gilt:hf(h)i = Z dNh�(h)f(h) (2.7)= Z dNh�(�h)f(�h) (2.8)(2:6)= Z dNh�(h)e���hf(�h) (2.9)= 
f(�h)e���h� (2.10)Wird nun f(h) = y(h)e� 12��h gesetzt, so erh�alt man:Dy(h)e� 12��hE = Dy(�h)e 12��he���hE (2.11), D(y(h)� y(�h))e� 12��hE = 0 (2.12)F�ur jede ungerade Funktion u(h) = �u(�h) gilt also:Du(h)e� 12��hE = 0 (2.13)28



2.1.3 Bestimmung der KopplungskonstantenMit N ungeraden Funktionen u1(h); u2(h); : : : ; uN(h) kann man unter Anwen-dung von (2.13) ein nichtlineares Gleichungssystem f�ur � aufstellen:Du1(h)e� 12��hE = 0Du2(h)e� 12��hE = 0...DuN(h)e� 12��hE = 0 (2.14)
Bei einer geeigneten Wahl der Funktionen ui(h) besitzt dieses Gleichungssystemeine eindeutige L�osung und l�a�t sich numerisch l�osen.Im folgenden werden die ungeraden Funktionen ui zu einem Vektor zusam-mengefa�t: u(h) = (u1(h); u2(h); : : : ; uN(h)) (2.15)2.1.4 Numerische UmsetzungMit numerischer L�osung ist die Erzeugung eines repr�asentativen Satzes der Anre-gungsenergien fhig mit Hilfe eines Monte-Carlo-Algorithmus gemeint. Das nicht-lineare Gleichungssystem f�ur die unbekannten �1Nh NhXj=1 u(hj)e� 12��hj = 0 (2.16)wird numerisch gel�ost. Dazu wird ein iteratives Verfahren eingesetzt. Da bei je-dem Iterationsschritt der gesamte Satz fhig gebraucht wird, ist es notwendig ihnnach seiner Erzeugung zu speichern. In der Praxis kommt daf�ur nur der Haupt-speicher (RAM) in Frage, da das Lesen und Schreiben von einem anderen Medium(Festplatte) das Verfahren um viele Gr�o�enordnungen langsamer machen w�urde.Mit diesem R�ustzeug l�a�t sich das neue Verfahren folgenderma�en de�nieren:1. Generierung einer Kon�guration � mit der Wahrscheinlichkeit � e��H(�)2. (Je nach Bedarf auch mehrmalige) Anregung der Kon�guration � und Be-rechnung der Anregungsenergien h3. Speicherung der erhaltenen h-Werte und je nachdem, ob noch Speicherplatzf�ur weitere Werte vorhanden ist oder nicht, R�uckkehr zu Schritt (1) oderSprung zu Schritt (4) 29



4. Numerische L�osung des Gleichungssystems (2.16) unter Verwendung derabgespeicherten h-Werte und Freigabe des Speichers5. Speicherung der als L�osung berechneten Sch�atzer f�ur Kopplungskonstantenzur weiteren statistischen Auswertung6. R�uckkehr zu (1)Die so erhaltenen S�atze von Sch�atzern f�ur Kopplungskonstanten werden anschlie-�end statistisch ausgewertet (Berechnung der Mittelwerts und des statistischenFehlers).2.1.5 BemerkungenDie Gleichungen (2.14) k�onnen auch als nichtin�nitesimale Schwinger-Dyson-Gleichungen aufgefa�t werden.Sind einige von den zu bestimmenden Kopplungskonstanten schon bekannt,z.B. aus einem anderen Verfahren, so k�onnen diese im Pr�a-D�amon eingesetztwerden. Dies w�urde den numerischen Aufwand der Berechnungen reduzieren unddie Genauigkeit des Verfahrens erh�ohen.Die allgemeing�ultige Symmetrieeigenschaft (2.6) k�onnte zu weiteren, eventuellbesseren Verfahren zur Berechnung der Kopplungskonstanten f�uhren.2.1.6 Freie \Parameter"Bei der Anwendung der neuen Methode ist man frei in der Wahl der� ungeraden Funktionen ui(h)� AnregungsverteilungDiese sollten so eingestellt werden, da� das Verfahren m�oglichst gute Ergebnissepro CPU-Zeit liefert. Deshalb sollten die Funktionen/Anregungen mit m�oglichstkleinem numerischen Aufwand berechenbar sein und gleichzeitig kleine Varianzender Kopplungskonstanten � liefern.2.2 Anwendung auf das d = 2 O(3) nichtlineare�-ModellIm folgenden wird die numerische Realisierung des Pr�a-D�amons auf das O(3)-Modell dargestellt. 30



2.2.1 Wahl der ungeraden FunktionenDie ersten Testl�aufe der neuen Methode wurden mitui(h) = sign(hi) (2.17)durchgef�uhrt. Dabei wurde das Verfahren bei gr�o�erer Anzahl von Kopplungen(N > 10) sehr instabil. Bei weiteren Versuchen mit h3i , 1hi�(hi > jrj) versagte dieMethode schon bei kleineren N -Werten.Als sehr g�unstig hat sich die Wahl:ui(h) = hi (2.18)erwiesen. Das Verfahren zeigte bei dieser Wahl keine Anzeichen einer Instabilit�atbei Erh�ohung der Kopplungszahl. Auch die statistischen Fehler waren kleiner alsbei (2.17).Um die Kopplungskonstanten � zu erhalten, mu� folgendes Gleichungssystemgel�ost werden: Dhe���h2 E = 0 (2.19)Dies geschieht mit Hilfe des Newton-Verfahrens:Mit � = �0��� kann der Erwartungswert um �0 nach�� Taylor-entwickeltwerden:0 = Dhie���h2 E = Dhie��0�h2 E��� � @@� Dhie���h2 E ����=�0 +O(��2)= Dhie��0�h2 E+ 12�� � Dhhie��0�h2 E+O(��2)mit i = 1; 2; :::; N (2.20)In erster Ordnung stellt (2.20) ein lineares Gleichungssystem f�ur �� dar. Eskann numerisch gel�ost werden. Das so bestimmte O(��)-genaue �� wird beiBerechnung einer besseren N�aherung f�ur � verwendet:�00 = �0 ��� (2.21)�00 kann dann als Startwert einer noch genaueren N�aherung eingesetzt werden.Dieses rekursive Verfahren konvergiert exponentiell gegen �.limn!1�(n) = � (2.22)In unserem Fall reichen drei bis f�unf Iterationsschritte, um eine absolute Ge-nauigkeit von mindestens 10�10 zu erreichen.31



Weil bei jedem Iterationsschritt alle Koe�zienten des Gleichungsystems�hie��(n)�h2 � ;�hihje��(n)�h2 � (2.23)neu berechnet werden, m�ussen die h-Werte bis zum Ende der letzten Iterati-on zwischengespeichert werden. Da der Hauptspeicher begrenzt ist, kann die h-Stichprobe nicht beliebig gro� gew�ahlt werden, was unweigerlich zu einem syste-matischen Fehler (Bias) f�uhrt. Eine genaue Diskussion der damit verbundenenProbleme und ihre Behebung wird im Abschnitt 2.3.1 durchgef�uhrt.2.2.2 Wahl der AnregungsverteilungDie einzigen Beschr�ankungen der Wahl der Anregungsverteilung ist ihre Symme-trieeigenschaft (2.5) und die Unabh�angigkeit vom Gitterzustand. Es sind sowohlEinzelspin- als auch Mehrspinanregungen denkbar. Die ersten Testl�aufe der neuenMethode wurden sogar mit Ganzgitteranregungen durchgef�uhrt, was sich aber,aufgrund des hohen Rechenaufwands pro h-Wert, als nicht e�zient erwies.Als sehr wichtig f�ur die optimale Wahl der Anzahl der gleichzeitig anzuregen-den Spins stellte sich die Gitter-Update-Methode heraus. Besonders bei nichtlo-kalen Algorithmen wie dem von Swendsen und Wang [12, 13] lieferten 4-Spin-Anregungen die besten Resultate. Dabei waren die Spins r�aumlich voneinandergetrennt - der Abstand, der aus programmiertechnischen Gr�unden gr�o�er als 2sein mu�te, schien keine gro�e Rolle zu spielen.Die beste E�zienz, sowohl bei Reproduktionsl�aufen als auch beim Messenvon e�ektiven Kopplungskonstanten wurde beim Einsatz von 1-Spin-Anregungenund abwechselnd Swendsen-Wang- und Metropolis-Updates [14] erzielt, was ver-mutlich auf die Einfachheit der Berechnung (kleiner Rechenaufwand pro h-Wert)und die lokalen Eigenschaften der gemessen Anregungen zur�uckzuf�uhren ist.Um die beste Anregungsart zu �nden, sollte man zuerst �uberlegen, welcheAnteile der h-Verteilung die meiste Information �uber das � beinhalten. Dazueine kleine, eindimensionale Studie:Nehmen wir an, die h-Verteilung bestehe nur aus zwei Peaks bei h0 und �h0:�(h) = 11 + e��h �e��h�(h + h0) + �(h� h0)� ; (2.24)Jede g�ultige Anregungsverteilung kann als Linearkombinationen dieser einfachenVerteilungen mit unterschiedlichen h0-Werten dargestellt werden.F�ur die Kopplungskonstante � gilt:� = 1h0 ln �(h0)�(�h0) (2.25)Diese einfachen Verteilungen wurden f�ur verschiedene h0-Werte simuliert: Es wur-de eine uniform verteilte Zufallsvariable r 2 [0; 1] generiert. War diese kleiner als32
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β h’Abbildung 2.1: Die Abh�angigkeit des statistischen Fehlers �� von �h0 in einemeinfachen Spielzeugmodell.11+e��h , so wurde die Z�ahlrate �+ um 1 erh�oht, war dies nicht der Fall, so erh�ohtesich die Z�ahlrate �� um 1. Diese Schritte wurden 100 000 mal wiederholt. Ausden Z�ahlraten konnte ein Sch�atzer f�ur � berechnet werden:�� = 1h0 ln �+�� (2.26)Es wurden f�ur jeden h0-Wert 300 solche Sch�atzer berechnet. Diese wurden ei-ner Auswertung unterzogen, bei der die statistischen Fehler der Mittelwerte die-ser Sch�atzer bestimmt wurden. Um sicher zu gehen, da� der Bias der �� beidiesen �Uberlegungen keine Rolle spielte, wurde auch die mittleren Abweichungq
(� � ��)2� dieser Sch�atzer von dem exakt bekannten � aufgenommen. DieseAbweichungen stimmten mit den berechneten Fehlern �uberein. Wie man leichtsehen kann (h0 ! �h0), spielt die Wahl der Kopplung � bei diesen �Uberlegungenkeine Rolle, sobald man die berechneten Werte in Abh�angigkeit von dem Produkt�h0 betrachtet.Bild (2.1) zeigt die errechneten Fehler in Abh�angigkeit von �h0. Bei �h0 � 2:5gibt es die kleinsten statistischen Fehler.Die Anregung sollte also so bescha�en sein, da� sie einen hohen Anteil der h-Verteilung bei �h0 � 2 : : : 4 bedingt. Diese kleine Studie zeigt, da� die Anregungm�oglichst gezielt sein sollte, um kleine statistische Fehler zu liefern.33



~s 0 ~s#
Abbildung 2.2: Elementaranregung A#; der Ring deutet alle m�oglichen Stellungenvon ~s 0 an.Die einfachste 1-Spin-Anregung, die die Symmetrieeigenschaft (2.5) erf�ullt, istdie Verdrehung um einen festen Winkel # um eine senkrecht zur Spinrichtungliegende Achse, deren Orientierung zuf�allig und gleichverteilt ausgew�ahlt ist (Abb.2.2). Diese Anregung wird im folgenden als A# bezeichnet.Wie sich herausstellte, gibt es einen Winkel #opt, bei dem die statistischenFehler aller Kopplungskonstanten minimal werden. Er ist �-abh�angig und mu�im Einzelfall ermittelt werden.Als Faustregel f�ur die Wahl von #opt kann angesetzt werden, da�, wenn A#optals Vorschlag beim Metropolis-Algorithmus eingesetzt wird, eine Akzeptanzratevon ca. 50% erreicht werden soll. Bei unseren Simulationen wurden Winkel von40� bis 60� benutzt.Alle anderen g�ultigen Anregungen lassen sich als Linearkombinationen von A#mit verschiedenen Winkeln # darstellen. Die h-Verteilung der zusammengesetztenAnregung ist gleich der Linearkombination der h-Verteilungen der einzelnen A#.Daraus folgt, da� die A#opt gezielter als jede andere zusammengesetzte Anregungarbeitet.Diese �Uberlegung wurde durch numerische Experimente mit anderen Anre-gungsvorschriften best�atigt.2.2.3 Technische UmsetzungDa es sich bei dem Pr�a-D�amon um eine neue Methode handelt, mu�te er zuerstauf seine Genauigkeit und numerische Verl�a�lichkeit gepr�uft werden. Dies geschahin Simulationen mit exakt bekannten Kopplungen (ohne Blockung), diese werdenim folgenden als Reproduktionsl�aufe bezeichnet.Die Messung der e�ektiven Kopplungskonstanten besteht aus folgenden Schrit-ten: 34



i Typus c�i25 1.998 �10�326 6.793 �10�4
27 1.625 �10�3Tabelle 2.1: Neue Kopplungen mit dem Wert der Kopplungskonstanten am Fix-punkt [2]. Die kleinen Kreise symbolisieren unbeteiligte Gitterpunkte und dienenlediglich der Orientierung.� Generierung der repr�asentativen Gitterzust�ande� Blocken (nicht in Reproduktionsl�aufen)� Anregen mit �Ubergabe der Anregungsenergien an den Pr�a-D�amonGitterupdatesUnsere Simulationen arbeiteten mit quadratischen Gittern mit Kantenl�angenvon L = 32 bzw. 16. Zur Generation und zum Updaten der Gitterzust�ande �(gem�a� der Wahrscheinlichkeitsverteilung 1Z e���H(�)) wurde ein verallgemeiner-ter Swendsen-Wang-Algorithmus benutzt, den uns freundlicherweise Herr Nie-dermayer zur Verf�ugung stellte. Dieser Algorithmus simulierte die in der Tabelle1.1 dargestellten 24 Kopplungen und ist lediglich um den Faktor 3 langsamerals eine entsprechende Simulation der Standardwirkung (nur Kopplung Nr.1) [2].Das Programm wurde so ge�andert, da� die von uns verwendeten Routinen vonder uns besser vertrauten Sprache C aus benutzt werden konnten. Es wurde imLaufe des Projekts um drei weitere Kopplungen erweitert (Tabelle 2.1).Da sich herausgestellt hat, da� f�ur die Bestimmung der Kopplungskonstanten� eine Verbesserung der lokalen Eigenschaften der Simulation notwendig war -um gute Ergebnisse zu liefern mu�ten bei reinen Swendsen-Wang-Updates viervoneinander entferne Spins gleichzeitig angeregt werden - wurde dem Swendsen-Wang- noch ein Metropolis-Algorithmus nachgeschaltet.35



BlockungDas mit Swendsen-Wang- und Metropolis-Algorithmen generierte Gitter wurdegem�a� (1.69) geblockt. Dabei wurden jeweils vier Spins ~sj des gro�en Gitters(L = 32 bzw. 16) zu einem Blockspin ~bk zusammengefa�t, entsprechend derWahrscheinlichkeitsverteilung:�(~bk) � eP~bk�~S (2.27)= eP j~Sjj~bkj cos# (2.28)= eP j~Sj cos# (2.29)mit : ~S =Xj2k ~sj (2.30)und P = �� (2.31)Um dies zu realisieren, wurde zuerst die Zufallsvariable \cos#" mit der Wahr-scheinlichkeitsverteilung � eP j~Sjj~bkj cos# erzeugt (s. Anhang C):cos# = 1P j~Sj ln��eP j~Sj � e�P j~Sj� r + e�P j~Sj� ; (2.32)wobei die Zufallsvariable r 2 [0; 1] gleichverteilt war und mit dem Zufallszahlgene-rator g05caf aus der NAG-Bibliothek erzeugt wurde. Danach wurde der zugeh�ori-ge Spin ~b( ~Sj~Sj ; #) mit Hilfe der im Anhang B beschriebenen Methode generiert.AnregungDie Spins des geblockten Gitters (bzw. die des simulierten im Falle der Reproduk-tionsl�aufe in der Testphase) wurden einer nach dem anderen verstellt (~sj ! ~sj 0).Vor und nach dieser Verstellung wurden alle Energiebeitr�age der einzelnen Kopp-lungen berechnet, bei denen der verstellte Spin einen Beitrag lieferte. Damit konn-ten die Energie�anderungen h selbst bestimmt werden:h = H(�0)�H(�) (2.33)mit � = f~s1; ~s2; :::; ~sj; :::; ~sV g36



und �0 = f~s1; ~s2; :::; ~sj 0; :::; ~sV gNach jedem Schritt wurde der verstellte Spin in seinen urspr�unglichen Zustandzur�uckgebracht. Die Verstellung A# wurde mit der im Anhang B beschriebenenMethode durchgef�uhrt. Jeder h-Wert wurde der PreDemon-Klasse �ubergeben.Bestimmung der Kopplungskonstanten: PreDemon-KlasseDie Auswertungsklasse (PreDemon) wurde in C++ implementiert, um ihren Ein-satz m�oglichst exibel gestalten zu k�onnen. Sie stellt den ben�otigten Speicherplatz(ca. 110 MB) zur Verf�ugung, speichert die �ubergebenen h-Werte ab und �uber-pr�uft, ob noch Speicherplatz f�ur weitere h-Werte vorhanden ist. Ist das nicht derFall, f�uhrt sie die in (2.2.1) beschriebenen Berechnung der Kopplungskonstanten� durch, gibt sie aus und stellt den Speicherplatz den n�achsten h-Werten zurVerf�ugung.Statistische Auswertung der �-DatenDie so erhaltenen �-Daten von mehreren mehrst�undigen1 L�aufen werden anschlie-�en mit einem AWK2-Skript statistisch ausgewertet.HilfsklassenF�ur unsere Untersuchungen wurden folgende Hilfsklassen implementiert:� Histogramm-Klasse zur Darstellung von Histogrammen.� Eval-Klasse zur statistischen Auswertung nichtkorrelierter Observablen (wur-de von der PreDemon-Klasse benutzt)� Ana-Klasse zur statistischen Analyse korrelierter Observablen.2.3 Probleme und Verbesserungen2.3.1 BiasBei der Anwendung der neuen Methode wird die Gleichung:Du(h)e� 12��hE = 0 (2.34)1Die Beschreibung des Rechenaufwands be�ndet sich im Anhang E2Siehe Anhang D 37



1Nh
� i(N h)�� i � � i

3.5e-053e-052.5e-052e-051.5e-051e-055e-060

3020100-10-20-30
Abbildung 2.3: Abh�angigkeit der gemessenen 24 Kopplungen von 1=Nh in der120-Stunden-Messung. Von den Sch�atzern wurde jeweils der exakt bekannte Wertsubtrahiert. Die so erhaltene Abweichung wurde auf den statistischen Fehler deszugeh�origen Sch�atzers �i(Nh = 1024000) normiert. Die Verbindungslinien sollendie Zugeh�origkeit der Me�punkte zu einer bestimmten Kopplung verdeutlichen.gel�ost. Die dabei erhaltenen Sch�atzer f�ur ��(Nh) = L�osung aus 1Nh NhXj=1 u(hj)e� 12��hj = 0 (2.35)sind nicht erwartungstreu (s. Abschnitt 2.3.1).Der dadurch verursachte systematische Fehler (Bias) kann verringert werden,indem die Zahl der unabh�angigen hj-Werte Nunabh. = Nh2�int , die in die Berechnungeinbezogen werden, gr�o�er gew�ahlt wird. Dies kann man entweder durch die Wahleines gr�o�eren Nh oder durch das Verwenden von weniger korrelierten hj-Wertenerreichen.Um die Gr�o�e des Bias zu untersuchen, wurden Rechnungen durchgef�uhrt,bei denen die gleichen hj-Wert-S�atze mit verschiedenen Nh ausgewertet wurden.Die sonst �ubliche Jackknife-Methode [15] w�are in diesem Fall zu rechenaufwendiggewesen.Abbildung 2.3 zeigt die Ergebnisse dieser Auswertung f�ur eine 120-st�undigeReproduktionsrechnung. Es wurden Auswertungen mit Nh =1 024 000, 512 000,256 000, 64 000, 32 000 vorgenommen, d.h. in eine Auswertung sind 1000, 500,250, 125, 62.5, 31.25 Gitterkon�gurationen eingeossen.38
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Abbildung 2.4: Vergr�o�erung der Abb. 2.3. Die gepunkteten Linien deuten dieBias-Korrektur an.Die bekannten Kopplungskonstanten � wurden von den berechneten Erwar-tungswerten �i(Nh) subtrahiert, danach wurden die so erhaltenen Abweichungendurch die statistischen Fehler von �i(Nh = 1024000) geteilt3, um das Verh�alt-nis des Bias zum statistischen Fehler zu verdeutlichen. Die so erhaltenen Wertewurden anschlie�end gegen 1=Nh aufgetragen.Man sieht, da� die Abweichungen ann�ahernd proportional zu 1=Nh sind. Dieserlaubt zu den wahren Werte �i(1) zu extrapolieren:�i(Nh) = �i(1)� Bias(Nh)�i(Nh=2) = �i(1)� Bias(Nh=2)Bias(Nh=2) = 2Bias(Nh) 9=;�i(1) = 2�i(Nh)� �i(Nh=2) (2.36)Wie man in der Vergr�o�erung 2.4 sehen kann, liegen alle biaskorrigierten Wer-te innerhalb des 2�-Intervalls. Da der Bias in diesem Fall schon die gleiche Gr�o�en-ordnung erreicht wie der statistische Fehler, kann er nicht mehr vernachl�assigtwerden.Um den Bias zu verringern, w�are es sinnvoll, die Zahl der unabh�angigen hj-Werte Nunabh. zu erh�ohen. Da schon mit Zwischenspeichergr�o�en von ca. 110 MBgearbeitet wurde, war seine Vergr�o�erung nicht denkbar. Die andere M�oglich-keit, auf einen Teil der Me�daten zu verzichten, also entweder nicht alle Spinsanzuregen oder nicht alle Gitterkon�gurationen bei der Berechnung zu benutzen,3Die statistischen Fehler der Sch�atzer von �i zu unterschiedlichen Nh waren in der Praxisann�ahernd gleich. 39



hat sich zwar bei den Reproduktionsl�aufen als erfolgreich herausgestellt (Ab-schnitt 2.3.3), f�uhrte jedoch bei der Blockung aufgrund des �uber vier mal h�oherenRechenaufwands pro Gitterpunkt-Update, zu gr�o�eren statistischen Fehlern proCPU-Zeit.Aus diesen Gr�unden wurden in den weiteren Messungen alle Ergebnisse einerBiaskorrektur (2.36) unterzogen. Tabelle 2.2 zeigt die Ergebnisse dieser Bias-Korrektur in der oben beschriebenen 120-Stunden-Rechnung.Die ersten zwei Korrekturen stimmen bei allen Werten gut �uberein. Die fol-genden weichen teilweise im erheblichen Ma�e ab, was auf Verletzung der 1=Nh-Abh�angigkeit zur�uckzuf�uhren ist.Als n�achstes wurde der Bias bei Blockungsl�aufen �uberpr�uft. Wie zu erwarten,ist er kleiner als bei den Reproduktionsl�aufen, obwohl die statistischen Fehleraufgrund der doppelt so langen Rechenzeit kleiner waren. Dies kann auf die ge-ringere Anzahl der Gitterpunkte zur�uckgef�uhrt werden - es werden jeweils vierurspr�ungliche Spins zu einem Blockspin zusammengefa�t.Um den Bias genau zu untersuchen, wurde eine 240-Stunden-Rechnung mitNh =1 024 000, 512 000, 256 000 durchgef�uhrt. In jede Berechnung der Sch�atzerwurden also 4000, 2000, bzw. 1000 Gitterkon�gurationen einbezogen. Das 1=N -Verhalten konnte auch hier beobachtet werden (Abbildung 2.5). Wie man derTabelle 2.3 entnehmen kann, ist der Bias bei dieser schon sehr guten Statistikkleiner als der statistische Fehler.Wie sich herausgestellt hat, wird der Bias mit steigendem � und gleicher Re-chenzeit gr�o�er, da die von den Gitterupdatern gelieferte Gitterkon�gurationenmit sinkender Temperatur st�arker korreliert sind. Tabelle 2.4 zeigt die Biaskor-rekturen bei der von uns durchgef�uhrten Verfolgung des Renormierungsusses.Wie man sieht, ist die Bias-Korrektur bei der von uns durchgef�uhrten Berech-nungen bei den Kopplungen 1, 10, 11 und 12 von Bedeutung. F�ur Messungen mit� . 1:4 k�onnte man auf die Bias-Korrektur verzichten, da der Bias im Rauschenverschwindet.2.3.2 FilterIn der Ho�nung das Verfahren noch weiterhin zu verbessern, wurde mit ver-schiedenen Filtern f�ur die h-Werte experimentiert. Diese Filter entschieden nachder Berechnung eines h-Wertes, ob dieser an die PreDemon-Klasse weitergeleitetwurde oder nicht.Da bei dem Pr�a-D�amon das Skalarprodukt � �h eine gro�e Rolle spielt, wurdedieses als Entscheidungskriterium f�ur die Weitergabe des gegebenen h-Werteseinbezogen. Dies war in den Reproduktionsl�aufen ohne weiteres m�oglich, da dieKopplungskonstanten exakt bekannt waren.40



i ��i Nh=1031024 512 256 128 641 0.0014 -1.00 -1.10 -1.30 -1.80 -3.302 0.00096 -0.33 -0.24 0.05 0.50 1.903 0.0002 1.20 1.10 1.10 0.88 0.684 0.0008 -0.79 -0.63 -0.42 -0.19 0.595 0.00047 0.09 0.09 0.22 0.23 0.216 0.00013 -0.10 -0.14 -0.37 -0.44 -0.967 0.00063 0.97 0.87 0.58 0.25 -0.888 0.00021 -0.85 -0.76 -0.76 -0.69 -0.709 0.00021 -0.14 -0.14 0.01 0.17 0.9510 0.0011 1.80 1.90 2.10 2.60 4.2011 0.00072 -1.40 -1.30 -1.70 -2.10 -3.6012 0.00012 1.20 1.10 1.50 1.90 3.5013 0.00085 -1.10 -1.00 -0.68 -0.39 1.1014 0.0003 0.77 0.73 0.60 0.46 -0.2415 0.00016 1.30 1.40 1.20 1.10 0.1216 0.0011 1.10 1.00 0.89 1.20 1.4017 0.00068 -1.00 -1.00 -0.93 -1.30 -1.7018 0.00012 0.78 0.77 0.66 0.98 1.4019 0.00089 -1.20 -1.00 -0.72 -0.32 1.9020 0.00039 1.40 1.40 1.30 1.30 0.6221 0.00015 -0.87 -0.81 -0.85 -0.86 -0.2922 0.00081 -0.33 -0.56 -0.99 -1.60 -4.2023 0.00015 0.08 0.18 0.54 1.10 3.1024 0.00074 0.43 0.72 1.10 1.60 4.40Tabelle 2.2: Bias-Korrekturen bei der 120-Stunden-Reproduktionsrechnung. Dieletzten f�unf Spalten geben die Abweichung des Bias-korrigierten Wertes von dem\besten" Sch�atzer (Nh = 1024000) in Einheiten des statistischen Fehlers � an
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i ��i Nh=1031024 512 2561 0.00086 0.44 0.36 0.312 0.00049 -0.28 -0.30 -0.223 9.2e-05 -0.16 -0.04 -0.274 0.00043 -0.14 -0.10 0.005 0.00026 0.04 -0.03 0.076 6.4e-05 0.07 0.01 0.047 0.00033 0.14 0.19 -0.028 9e-05 0.09 -0.01 0.179 9.6e-05 -0.17 -0.09 -0.1210 0.00058 -0.52 -0.43 -0.3611 0.00034 0.52 0.47 0.5012 5e-05 -0.56 -0.56 -0.6213 0.00042 -0.08 -0.20 0.0714 0.00013 -0.10 0.03 -0.2115 7e-05 0.04 0.07 0.0016 0.0006 -0.18 -0.19 -0.1317 0.00034 0.27 0.28 0.1718 5.2e-05 -0.34 -0.39 -0.2419 0.00044 -0.57 -0.50 -0.4420 0.00018 0.31 0.28 0.4721 6.4e-05 -0.45 -0.42 -0.6522 0.00032 0.66 0.62 0.2523 5.2e-05 -0.64 -0.58 -0.2724 0.00027 -0.67 -0.69 -0.41Tabelle 2.3: Bias-Korrekturen bei der 240-Stunden-Blockung. Die letzten dreiSpalten geben die Abweichung des Bias-korrigierten Wertes von dem \besten"Sch�atzer (Nh = 1024000) in Einheiten des statistischen Fehlers �
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Abbildung 2.5: Abh�angigkeit der gemessenen e�ektiven 24 Kopplungen von 1=Nhin der 240-Stunden-Messung. Da der exakte Wert nicht bekannt war, wurdejeweils der zum h�ochsten Nh zugeh�orige Sch�atzer subtrahiert. Die so erhalte-ne Abweichung wurde auf den statistischen Fehler des zugeh�origen Sch�atzers�i(Nh = 1024000) normiert. Die Verbindungslinien sollen die Zugeh�origkeit derMe�punkte zu einer bestimmten Kopplung verdeutlichen.
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RG-IterationKopplung 1 2 3 4 5 6 7 8 91 2.00 1.40 1.37 1.63 0.85 0.56 0.52 0.24 0.112 -0.65 -0.65 -0.69 -1.05 -0.49 -0.30 -0.31 -0.15 -0.083 -1.06 -0.74 -0.76 -0.71 -0.29 -0.19 -0.14 -0.05 -0.044 -0.26 -0.22 -0.14 -0.43 -0.17 -0.15 -0.15 -0.07 -0.025 0.67 0.53 0.36 0.46 0.16 0.07 0.04 -0.00 -0.016 -0.04 -0.10 -0.03 -0.03 -0.06 -0.02 0.02 0.03 0.007 -0.33 -0.10 -0.09 0.15 0.12 0.13 0.16 0.09 0.038 0.61 0.43 0.39 0.41 0.13 0.05 0.06 0.02 0.029 -0.44 -0.40 -0.35 -0.49 -0.20 -0.13 -0.13 -0.07 -0.0310 -1.92 -1.39 -1.39 -1.62 -0.81 -0.59 -0.56 -0.27 -0.1211 2.69 2.10 2.07 2.53 1.18 0.71 0.64 0.27 0.1312 -3.07 -2.49 -2.45 -3.16 -1.40 -0.80 -0.71 -0.29 -0.1413 0.93 0.48 0.39 0.13 -0.02 -0.07 -0.11 -0.06 -0.0214 -1.32 -0.87 -0.73 -0.71 -0.30 -0.12 -0.08 -0.04 -0.0215 -0.12 0.09 0.03 0.26 0.14 0.03 0.03 0.02 0.0116 -0.49 -0.65 -0.62 -0.63 -0.41 -0.25 -0.17 -0.11 -0.0517 0.94 1.12 1.08 1.09 0.78 0.45 0.29 0.16 0.0818 -1.34 -1.53 -1.49 -1.52 -1.13 -0.67 -0.39 -0.21 -0.0919 -1.03 -0.85 -0.86 -1.07 -0.79 -0.61 -0.60 -0.30 -0.1820 1.03 0.98 0.96 1.08 0.72 0.45 0.34 0.17 0.1121 -1.33 -1.35 -1.31 -1.47 -0.96 -0.65 -0.50 -0.24 -0.1422 0.73 0.57 0.47 0.71 0.60 0.61 0.68 0.34 0.1623 -0.91 -0.65 -0.67 -0.80 -0.62 -0.65 -0.68 -0.33 -0.1624 -0.85 -0.81 -0.64 -0.91 -0.77 -0.68 -0.72 -0.36 -0.1625 0.03 -0.01 -0.03 0.01 0.01 0.02 0.01 0.03 0.0326 -0.08 -0.06 -0.11 -0.10 -0.06 -0.02 -0.01 -0.02 -0.0127 -0.06 -0.07 -0.04 -0.07 0.00 -0.01 0.01 0.02 0.03� 1.9054(61) 1.7828(67) 1.6557(56) 1.5278(39) 1.3978(45) 1.2538(41) 1.1087(31) 0.9399(29) 0.7460(28)Tabelle 2.4: Das Verh�altnis des gesch�atzten Bias zum statistischen Fehler bei denErgebnissen der iterativen Blockung
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Es wurden zwei Filterarten ausgetestet:� ui = hi�(j� � hj < Fhi)� ui = hi�(j� � hj > Flo)Nur bei dem Fhi-Variante zeigte sich bei Reproduktionsl�aufen eine geringf�ugi-ge Verbesserung des Verfahrens (Fehler um ca. 5 % kleiner bei gleicher CPU-Zeit).Bei den Blockungsl�aufen war dieser Verbesserungsvorschlag nicht mehr er-folgreich, da der Rechenaufwand pro h-Wert ca. 4 mal gr�o�er war als bei derReproduktion. Dar�uberhinaus waren hier die exakten Werte der Kopplungskon-stanten nicht bekannt.2.3.3 Andere AnregungsmusterEine weitere M�oglichkeit der Verbesserung stellte die Wahl eines anderen Anre-gungsmusters dar. Denkt man sich das Gitter wie ein Schachfeld in \wei�e" und\schwarze" Stellen aufgeteilt, so ist es denkbar, statt jedesmal alle Gitterspins hin-tereinander anzuregen, entweder nur die wei�en oder die schwarzen auszuw�ahlen.Die so erhaltene Datenmenge reduziert sich auf die H�alfte. Da die aufeinander-folgenden h-Werte miteinander korreliert sind, k�onnte die so erreichte Zahl derunabh�angigen Werte h�oher liegen als bei dem �ublichen Anregungsmuster. Einweiterer Vorteil ist, da� durch die Halbierung des �int der Bias bei gleichem Spei-cherverbrauch zwei mal kleiner wird.Es wurden Reproduktionsl�aufe, bei denen nur jeder zweite bzw. jeder vierteSpin angeregt wurde, durchgef�uhrt. Es stellte sich heraus, da� die oben beschrie-bene Schachmusteranregung, bei der abwechselnd nur wei�e bzw. nur schwarzeSpins einer Gitterkon�guration angeregt wurden, die kleinsten Fehler lieferte. Sielagen ca. 15-20 % unter den Fehlern des normalen Anregungsmusters.Wie auch bei der Anwendung der Filter war dieser Verbesserungsansatz beiden Blockl�aufen nicht mehr erfolgreich.2.4 Vergleich mit dem kanonischen D�amonDas neue Verfahren hat zwei wesentliche Vorteile gegen�uber dem kanonischenD�amon:� Die D�amon-Methode besitzt f�ur jede zu messende Kopplung einen freienParameter - die Gr�o�e des Intervalls des zugeh�origen D�amons. Dieser Satzvon Parametern beeinu�t in erheblichem Ma�e die E�zienz des Verfah-rens. Die optimale Wahl der Parameter erwies sich als ein sehr schwierigesUnterfangen [4], besonders bei gro�er Zahl von Kopplungen (& 13).45



Diese sehr zeitaufwendige Optimierung mu� f�ur jeden Satz von Kopplungs-konstanten erneut erfolgen, was eine e�ziente Anwendung des Verfahrensextrem m�uhevoll macht.Die Einstellung dieser D�amonenintervalle entf�allt bei der neuen Methode.� Das D�amon-Verfahren funktioniert nur dann, wenn aufeinanderfolgendeGitterkon�gurationen unabh�angig voneinander sind. Um dies zu erreichenist es im allgemeinen notwendig, mehrere D�amonen pro Kopplung einzu-setzen, so da� zwischen den Einsetzen des gleichen D�amons gen�ugend vieleGitter-Updates liegen (demon circle).In der neuen Methode werden Erwartungswerte einer Verteilung gemessen.Hier ist die Reihenfolge und Korreliertheit der Me�werte f�ur die G�ultigkeitdes Verfahrens ohne Bedeutung.Ein gro�er Nachteil der neuen Methode ist ihr hoher Speicherbedarf und derBias. Dieser kann bei endlichem Speicherplatz nicht beliebig verringert werdenund wird, bei entsprechenden Erh�ohung des Rechenaufwands, den statistischenFehler �uberschreiten. Es mu� im Einzelfall gepr�uft werden, ob die in (2.3.1) vor-gestellte Methode der Bias-Absch�atzung angewendet werden kann.2.4.1 Vergleich mit selbstimplementiertem D�amonTabelle 2.5 zeigt einen Vergleich zwischen den statistischen Fehlern beider Metho-den nach zwei Stunden Rechenzeit. Es wurden verschiedene Phasen der D�amon-intervallanpassung [4] ber�ucksichtigt. Dabei sollte man beachten, da� die Opti-mierung des D�amons f�ur diesen Satz der Kopplungskonstanten ca. einen Monatdauerte und mehrere Tage Prozessorzeit beanspruchte. Es ist sehr schwierig zusagen, ob diese Optimierung noch weitgehend verbessert werden k�onnte.Wie man sehen kann (Abbildung 2.6), liefert der Pr�a-D�amon bei fast allenKopplungen genauere Ergebnisse als der D�amon (bis auf Kopplungskonstanten13, 14, 15, deren statistische Fehler in der letzten Stufe der Intervallanpassunggeringf�ugig kleiner als der des Pr�a-D�amons sind).Die f�uhrende Kopplung wird mit dem Pr�a-D�amon-Verfahren ca. 2.3-fach ge-nauer berechnet. Man m�u�te also mit dem D�amon-Verfahren ca. 5.3 mal l�angerals mit dem Pr�a-D�amon rechnen, um bei der ersten Kopplung die gleiche Genau-igkeit zu erzielen.Abbildung 2.7 zeigt den Verlauf der statistischen Fehler der ersten Kopplungmit dem Pr�ad�amon bzw. mit dem D�amon gerechnet, in Abh�angigkeit von derAnzahl der simulierten Kopplungen bei zweist�undigen L�aufen. Diese Rechnungenwurden mit der zu diesem Zeitpunkt vorhandenen ersten Stufe der Intervallan-passung durchgef�uhrt. 46
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Abbildung 2.6: Die statistischen Fehler der letzten Stufe der Intervallanpassungund des Pr�a-D�amons.Leider war es auf Grund der starken Korrelation der D�amonen nicht m�oglich,mit der D�amon-Methode mit mehr als 12 Kopplungen innerhalb von zwei StundenRechenzeit sinnvolle Ergebnisse zu erzielen.2.4.2 Vergleich mit M. Hasenbuschs ProgrammEin weiterer Vergleich wurde mit dem uns freundlich zur Verf�ugung gestelltenD�amon-Programm von M. Hasenbusch durchgef�uhrt (Tabelle 2.6). Dieses Pro-gramm arbeitet mit einem Satz von 13 Kopplungen. Bei dem Vergleich wurdennur die 9 Kopplungen gemessen, die beiden Implementierungen gemeinsam wa-ren. Da beide Software-Pakete die gesamte Anzahl der Kopplungen bei ihrenGitter-Simulationen miteinbeziehen, ist der Rechenaufwand unseres Programmsmit seinen 24 Kopplungen ungef�ahr doppelt so hoch.Bei gleicher Implementierung w�are zu erwarten, da� der in der letzten Spalteder Tabelle 2.6 angegebene zeitliche Mehraufwand des D�amonverfahrens um denFaktor 2 steigen w�urde.
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i Pr�a-D�amon D�amonDmaxi = 10 Intervallanp. 1 Intervallanp. 21 0.0065 0.039 0.016 0.0152 0.0042 0.039 0.016 0.00553 0.0009 0.015 0.0045 0.00124 0.0034 0.012 0.0085 0.00855 0.0022 0.012 0.0058 0.00246 0.00053 0.0041 0.002 0.000857 0.0029 0.014 0.0079 0.0048 0.00089 0.0084 0.0031 0.000859 0.00089 0.0064 0.0025 0.001410 0.0047 0.02 0.017 0.007611 0.0032 0.024 0.012 0.00512 0.00051 0.0091 0.0032 0.000713 0.0039 0.034 0.013 0.002714 0.0014 0.02 0.0062 0.001215 0.00064 0.009 0.0028 0.0005716 0.0045 0.02 0.012 0.005417 0.0028 0.015 0.0086 0.003918 0.0005 0.0083 0.0024 0.0008219 0.004 0.025 0.015 0.004820 0.0016 0.015 0.006 0.002521 0.00061 0.01 0.0042 0.0009222 0.0034 0.02 0.015 0.004323 0.00057 0.0096 0.004 0.001524 0.0035 0.028 0.018 0.0063Tabelle 2.5: Vergleich der beiden Verfahren nach 2 Stunden Rechenzeit
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Abbildung 2.7: Statistischer Fehler der ersten Kopplung in Abh�angigkeit vonder Zahl der simulierten und gemessenen Kopplungen. Der statistische Fehlerdes D�amon-Verfahrens zu N� = 24 stammt wurde in einer zwanzigst�undigerRechnung gewonnen und auf zwei Stunden umgerechnet.

Nr stat. FehlerD�amon Pr�a-D�amon �2D�amon�2Pr�a-Demon1 0.012 0.0059 4.02 0.016 0.0057 7.63 0.0054 0.0021 6.64 0.0064 0.0025 6.55 0.0037 0.0026 2.07 0.0063 0.0026 5.910 0.0078 0.0027 8.416 0.011 0.0059 3.319 0.0056 0.0038 2.1Tabelle 2.6: Vergleich der statistischen Fehler der beiden Verfahren nach 2 Stun-den Rechenzeit. Die letzte Spalte zeigt den zeitlichen Mehraufwand der D�amon-Methode, der f�ur das Erreichen der Genauigkeit des Pr�a-D�amons notwendig w�are
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Kapitel 3Eigenschaften der trunkiertene�ektiven Wirkung
3.1 Einu� vernachl�assigter KopplungenBei der praktischen Umsetzung der Bestimmung von e�ektiven Kopplungskon-stanten wird man sich auf einen relativ kleinen Satz O(10 � 100) dieser be-schr�anken m�ussen. Dies f�uhrt unweigerlich zu systematischen Fehlern bei dengemessenen Kopplungskonstanten. Angenommen, es werde die folgende Theoriesimuliert: � ~A(�) = � �H(�) + ~� � ~H(�) (3.1)Die in Abschnitt 2.1.1 beschriebene Anregungsverteilung besitzt die Symmetrie-eigenschaft ~�(h; ~h) = e��h+~��~h ~�(�h;�~h): (3.2)Werden bei der Bestimmung nur die �i ber�ucksichtigt, so mu� man die trunkierteAnregungsverteilung betrachten:�(h) = Z d~h ~�(h; ~h) (3.3)Sind die ~�j hinreichend klein und ~�(h; ~h) f�ur gro�e ~hj hinreichend schnell ab-fallend, so ist die f�ur die G�ultigkeit der Verfahren (D�amon und Pr�a-D�amon)notwendige Symmetrieeigenschaft noch ann�ahernd erf�ullt:�(h) � e��h�(�h); (3.4)da ~�(h; ~h) ann�ahernd symmetrisch in ~h ist. Ist das nicht der Fall, so weichen diegemessenen Kopplungskonstanten von � ab.50



Wird eine Blockung durchgef�uhrt, so hat die e�ektive Theorie im allgemei-nen unendlich viele Beitr�age, d.h. es werden unendlich viele Kopplungen bei derMessung vernachl�assigt (dim(~�) =1).Tabelle 3.1 zeigt die gemessenen e�ektiven Kopplungskonstanten f�ur Para-metrisierungen mit 27 bzw. 24 Kopplungen. Schon bei der Erweiterung um 3relativ unterdr�uckte Kopplungen sind statistisch relevante Abweichungen bei denf�uhrenden Kopplungen 1 und 4 sichtbar. Um die Auswirkungen der Trunkierungzu studieren, wurden weitere Untersuchungen durchgef�uhrt.3.2 Erwartungswerte der Kopplungen hHiiDer erste Test der Auswirkung der Trunkation wurde an einfachen, lokalen Ob-servablen { den Kopplungen selbst { durchgef�uhrt. Ihre Erwartungswerte wurden1. nach einer Blockung auf dem Blockgitter (hHiibl) und2. bei einer Simulation mit den in zu (1.) analoger Blockung gemessenen ef-fektiven Kopplungskonstanten (hHiie�)bestimmt.Die Blockung fand auf einem 32x32-Gitter statt. Um den Einu� der �nite-size-E�ekte auf den Vergleich zu eliminieren, wurde die Observablenmessung aufGittern der gleichen Gr�o�e (16x16) durchgef�uhrt.Es wurden relative Abweichungen der mit der trunkierten e�ektiven Theoriesimulierten Observablen berechnet:qi = hHiie�hHiibl � 1 (3.5)Diese haben den Wert 0 (im Rahmen des statistischen Fehlers), wenn keine Trun-kationse�ekte vorhanden sind.Bilder 3.1 und 3.2 zeigen die Ergebnisse dieser Untersuchungen. Auf dem32x32-Gitter wurde jeweils die Fixpunktwirkung �A� mit � = 2 (Tabelle 3.1,zweite Spalte) simuliert. Die bei der Berechnung der hHii benutzten e�ektivenKopplungen (dritte und vierte Spalte der Tabelle 3.1) wurden mit zwei verschie-denen Parametrisierungen berechnet:� mit dem Satz von 24 Kopplungen (s. Tabelle 1.1),� mit dem um drei quadratische Kopplungen (s. Tabelle 2.1) erweiterten Satz.Deutlich sichtbar sind die Abweichungen, die bei der Parametrisierung mit 24Kopplungen bis 5.5(3)% und bei der mit 27 Kopplungen bis 4.6(2) % betragen.Durch die Einbeziehung weiterer quadratischer Terme (Kopplungen 25-27;Tabelle 2.1) bei der 27-Kopplungen-Parametrisierung (Abb.3.2) kommt, aus noch51



i �2A�i �27i �24i �27i ��24i��27i +��24i� 2 1.9054(61) 1.7999(44) 101 1.23768 1.0653(17) 1.0809(21) -4.12 -0.09914 -0.0876(21) -0.0899(21) 0.553 -0.018634 -0.01359(67) -0.01468(83) 0.734 0.38116 0.3380(11) 0.3595(12) -9.35 -0.04424 -0.0399(10) -0.0400(12) 0.0456 -0.014924 -0.00207(42) -0.00405(53) 2.17 0.03762 0.0325(13) 0.0368(15) -1.58 -0.003592 0.00169(66) 0.00139(87) 0.29 0.01315 -0.00056(66) 0.00090(88) -0.9510 0.0431 0.0386(24) 0.0361(25) 0.5111 0.021446 -0.0041(19) 0.0017(22) -1.412 -0.00162 0.00339(43) 0.00248(56) 0.9213 0.018818 0.0104(22) 0.0087(26) 0.3514 0.019534 0.0132(12) 0.0127(15) 0.1915 -0.0045 -0.00145(66) -0.00125(82) -0.1416 0.02418 0.0333(26) 0.0231(29) 1.917 0.02134 0.0012(23) 0.0028(29) -0.3118 0.001318 0.00266(64) 0.00358(86) -0.6119 -0.00516 -0.0102(21) -0.0141(25) 0.8520 -0.0069 0.0023(14) 0.0007(18) 0.521 0.002918 0.00074(84) 0.0008(12) -0.02922 -0.020796 0.0085(27) 0.0146(35) -0.9823 -0.004356 -0.00552(84) -0.0064(10) 0.4824 0.054396 0.0028(38) -0.0031(49) 0.6825 0 0.01708(21)26 0 0.00942(13)27 0 0.00020(20)Tabelle 3.1: Gemessene e�ektive Kopplungskonstanten bei Blockung der Fix-punktwirkung 2A� (Spalte 2). Die dritte Spalte zeigt die Ergebnisse bei Para-metrisierung mit 24, die vierte mit 27 Kopplungen. Die f�unfte Spalte gibt dieAbweichung der beiden Werte voneinander in Einheiten des statistischen Fehlers.
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Ordnung der Kopplungen Nummern der Kopplungen Abweichungquadratisch 1,4,25,26 0.8(1) %quartisch 2,5,7,10,16,19 1.8(1) %6-Punkt 3,6,8,9,11,13,17,20,22 2.9(3) %8-Punkt 12,14,15,18,21,23,24 4.1(3) %Tabelle 3.2: Relative Abweichungen in Abh�angigkeit von der Ordnung der Kopp-lung.ungekl�arten Gr�unden, eine Schichtstruktur zum Vorschein - Kopplungen gleicherOrdnung zeigen gleiche relative Abweichungen (Tabelle 3.2).Es scheint sich hier um eine lineare Abh�angigkeit zu handeln (Abbildung 3.3).
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Abbildung 3.3: Abh�angigkeit der relativen Abweichung (qi � 1) � 100% von derOrdnung der Kopplungen. Die gestrichelte Linie deutet den vermuteten linearenZusammenhang an.3.3 ZweipunktfunktionEin �ahnlicher Test wurde mit den Erwartungswerten der ZweipunktfunktionC(r) = 12 �h~s(x) � ~s(y)ix0�y0=r + h~s(x) � ~s(y)ix1�y1=r� (3.6)54
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rAbbildung 3.4: Relative Abweichungen der mit der trunkierten e�ektiven Theoriegemessenen Zweipunktfunktionen von den bei einer exakten Blockung erhaltenenWerten in Abh�angigkeit von dem Abstand r bei der Parametrisierung mit 24Kopplungen.durchgef�uhrt.Es wurde die relative Abweichung der mit der trunkierten e�ektiven Theorieerhaltenen Zweipunktfunktion Ce�(r) von dem auf einem exakt geblockten Gitterberechneten Wert Cbl(r) gebildet:
q(r) = Ce�(r)Cbl(r) � 1 (3.7)

Wie im letzten Abschnitt sollte diese Abweichung den Wert 0 einnehmen, wennkeine Trunkationse�ekte vorhanden w�aren.Diese Auswertung wurde f�ur die Parametrisierungen mit 24 (Abb. 3.4) und27 Kopplungen (Abb. 3.5) vorgenommen. Es zeigt sich, da� bei der ersten Para-metrisierung noch erhebliche Abweichungen auftreten, welche bei der zweiten beider hier erreichten Genauigkeit nicht mehr auszumachen sind.55
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T werden die Sch�atzer der Erwartungswerte der Zweipunktfunktion �G(�) f�ur0 < � < T=2 aufgenommen. Mit diesen werden die Werte~�(�) = 1ln �G(�)� ln �G(� + 1) (3.12)berechnet, diese anschlie�end graphisch dargestellt werden. Man bestimmt dieLage des Plateaus (und somit einen Sch�atzer �� f�ur die Korrelationsl�ange �), dassich beim Einsetzen des Langzeitverhaltens bei �min bildet. Da f�ur gro�e � diestatistischen Fehler der ~�(�) sehr ansteigen, wurden diese Werte ab einem be-stimmten �max bei der Bestimmung des Plateaus nicht ber�ucksichtigt:�� = 11 + �max � �min �maxX�=�min ~�(�) (3.13)Da die gemessenen ~�(�) f�ur verschiedene � untereinander korreliert sind, wird f�urden statistischen Fehler des Sch�atzers der Mittelwert der statistischen Fehler der~�(�) des Plateaus eingesetzt:��� = 11 + �max � �min �maxX�=�min �~�(�) (3.14)3.4.1 Halbierung der Korrelationsl�angeWie schon erw�ahnt, halbiert sich die (dimensionslose) Korrelationsl�ange bei jedemSchritt der RG-Transformation (Abschnitt 1.2.3).Abbildung 3.6 zeigt die graphische Auswertung der Messung der Korrelati-onsl�ange auf einem Gitter mit T = 128, L = 10. Auf diesem Gitter wurde eineTheorie mit den Kopplungskonstanten aus der Spalte Nr. 6 (� = 1:2528) der Ta-belle 4.2 simuliert. Gleichzeitig wurde eine Blockung mit � = 2 ausgef�uhrt. Die aufdiesem Blockgitter (T = 64, L = 5) gemessene Korrelationsl�ange �bl = 4:233(20)(Abbildung 3.6) entspricht genau der H�alfte der Korrelationsl�ange des urspr�ung-lichen Gitters � = 8:466(40).Weiterhin wurde die Korrelationsl�ange der gemessenen trunkierten e�ektivenTheorie (Tabelle 4.2 Spalte Nr. 7; � = 1:1087) auf einem 64x5-Gitter zu �e� =4:0770(28) bestimmt (Abbildung 3.8).Die Abweichung des e�ektiven von dem exakt geblocktenWert liegt bei 0.156(23)(� 6:8�), dies entspricht 3.7(6)%. Sie ist gr�o�er als die in [7] mit einer 13-Kopplungen-Parametrisierung erhaltene Abweichung von 1.766(6)%.
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Kapitel 4Verfolgung desRenormierungsgruppenussesDas Hauptziel dieser Arbeit ist die Kl�arung der Frage, warum die Fixpunktwir-kung einen so hohen Perfektionsgrad [2] zeigt. Insbesondere soll gekl�art werden,wie stark die klassische Trajektorie von der Renormierungsgruppentrajektorieabweicht.4.1 Projekte- �UbersichtUm diese Fragestellung anzugehen, wurden mehrere iterative Blockungsreihengestartet. Tabelle 4.1 gibt eine �Ubersicht dieser Projekte.Projekt Symbol N Startpunkt Anzahl der Iterationsschritte �P1 � 27 2A� 9 2P2 � 27 Schritt 7 von P1 2 2.5P3 N 27 Standardwirkung 2 2P4 � 24 2A� 3 2P5 H 24 Standardwirkung 3 2Tabelle 4.1: Projekte-�UbersichtBei allen diesen Projekten wurde die Startwirkung auf einem 32x32-Gittersimuliert und auf ein 16x16-Gitter geblockt. Auf dem Blockgitter wurden die ef-fektiven Kopplungskonstanten gemessen. Ein Iterationsschritt nahm jeweils zwi-schen 200 und 300 Stunden1 Rechenzeit (CPU-Zeit) in Anspruch. Die in einemSchritt erhaltenen Kopplungskonstanten wurden als Startwerte des n�achsten ein-1Die Beschreibung des Rechenaufwands be�ndet sich im Anhang E60



gesetzt. Der Faktor � wird f�ur eine bestimmte Wirkung �A aus der KonventionXr �rr2 = 4 (4.1)bestimmt. Mit �1 = ��(1;0); �2 = ��(1;1);�25 = ��(2;0); �26 = ��(2;1);�27 = ��(2;2)und �(1;0) = �(�1;0) = �(0;1) = �(0;�1);�(1;1) = �(�1;1) = �(1;�1) = �(�1;�1);�(2;0) = ��2;0) = �(0;2) = �(0;�2);�(2;1) = �(�2;1) = �(2;�1) = �(�2;�1) = �(1;2) = �(�1;2) = �(1;�2) = �(�1;�2);�(2;2) = �(�2;2) = �(2;�2) = �(�2;�2)folgt � = �1 + 2�2 + 4�25 + 10�26 + 8�27: (4.2)Im folgenden werden die Projekte und ihre Zielsetzungen n�aher vorgestellt.Projekt 1In unserem Hauptprojekt (�uber 2000 Stunden CPU-Zeit) wurde die RT mit einerParametrisierung der Wirkung mit 27 Kopplungen (Tabellen: 1.1 und 2.1) ver-folgt. Obwohl es Hinweise gab [2], da� � = 2:5 bei moderaten �-Werten (� � 1)eine RT mit lokaleren Wirkungen liefern w�urde, wurde die Wahl des Blockungs-parameters � = 2 getro�en, da die zu verfolgende Trajektorie direkt mit derFixpunktwirkung verglichen werden sollte, die f�ur � = 2 berechnet wurde. AlsStartpunkt wurde die Fixpunktwirkung 2A� verwendet. Es wurden insgesamt 9Iterationsschritte durchgef�uhrt. Tabelle 4.2 zeigt die Ergebnisse dieser Reihe.Projekt 2Anschlie�end an den Schritt 7 des ersten Projekts wurden 2 Blockungen mit� = 2:5 durchgef�uhrt, um die Auswirkungen dieser Wahl des Blockparametersauf den Verlauf der RGT und insbesondere auf die ihre Lokalit�at zu untersuchen(Tabelle 4.3). 61



0 1 2 3 4� 2 1.9054(61) 1.7828(67) 1.6558(66) 1.5278(39)1 1.23768 1.0653(17) 0.9748(19) 0.8919(18) 0.8135(12)2 -0.09914 -0.0876(21) -0.0816(20) -0.0719(18) -0.06480(99)3 -0.018634 -0.01359(67) -0.01241(58) -0.01315(47) -0.01219(25)4 0.38116 0.3380(11) 0.3105(11) 0.2864(11) 0.25945(65)5 -0.04424 -0.0399(10) -0.03572(96) -0.03186(88) -0.02765(49)6 -0.014924 -0.00207(42) -0.00250(39) -0.00251(33) -0.00281(17)7 0.03762 0.0325(13) 0.0297(12) 0.0257(11) 0.02375(66)8 -0.003592 0.00169(66) 0.00191(58) 0.00217(49) 0.00145(26)9 0.01315 -0.00056(66) -0.00057(61) -0.00062(51) -0.00015(27)10 0.0431 0.0386(24) 0.0306(24) 0.0296(21) 0.0259(12)11 0.021446 -0.0041(19) -0.0001(17) -0.0004(15) -0.00018(78)12 -0.00162 0.00339(43) 0.00209(35) 0.00233(29) 0.00184(14)13 0.018818 0.0104(22) 0.0076(20) 0.0072(18) 0.00465(95)14 0.019534 0.0132(12) 0.01087(97) 0.01032(82) 0.01114(41)15 -0.0045 -0.00145(66) -0.00026(54) 0.00022(45) -0.00023(23)16 0.02418 0.0333(26) 0.0243(26) 0.0202(23) 0.0194(13)17 0.02134 0.0012(23) 0.0028(21) 0.0036(19) 0.00266(95)18 0.001318 0.00266(64) 0.00204(54) 0.00171(46) 0.00154(21)19 -0.00516 -0.0102(21) -0.0078(22) -0.0072(18) -0.0118(11)20 -0.0069 0.0023(14) 0.0016(13) 0.0021(11) 0.00293(55)21 0.002918 0.00074(84) -0.00004(70) -0.00004(57) -0.00019(27)22 -0.020796 0.0085(27) 0.0088(24) 0.0047(20) 0.0063(11)23 -0.004356 -0.00552(84) -0.00477(69) -0.00454(52) -0.00449(25)24 0.054396 0.0028(38) 0.0040(31) 0.0076(25) 0.0069(12)25 0 0.01708(21) 0.01894(26) 0.01882(26) 0.01855(13)26 0 0.00942(13) 0.01063(15) 0.01071(16) 0.010734(87)27 0 0.00020(20) 0.00063(23) 0.00108(23) 0.00174(13)5 6 7 8 9� 1.3979(45) 1.2528(44) 1.1087(31) 0.9399(29) 0.7460(28)1 0.7365(14) 0.6585(14) 0.57488(96) 0.4860(10) 0.3776(10)2 -0.0579(11) -0.0517(11) -0.04581(64) -0.04246(59) -0.03869(47)3 -0.01123(26) -0.01030(23) -0.00918(12) -0.006808(92) -0.002903(71)4 0.23464(79) 0.20683(77) 0.17949(56) 0.14916(54) 0.12144(55)5 -0.02538(57) -0.02122(52) -0.01735(30) -0.01513(26) -0.01593(25)6 -0.00282(19) -0.00280(15) -0.002524(79) -0.001709(64) -0.000555(47)7 0.02185(70) 0.01924(63) 0.01623(41) 0.01560(36) 0.01442(31)8 0.00069(26) 0.00047(21) 0.00043(11) 0.000294(89) -0.000594(61)9 0.00016(29) 0.00013(22) -0.00015(12) -0.00069(10) -0.000610(65)10 0.0197(13) 0.0152(13) 0.01203(75) 0.00864(64) 0.01295(58)11 0.00059(79) 0.00181(73) 0.00266(41) 0.00301(36) -0.00023(29)12 0.00159(13) 0.00113(11) 0.000741(60) 0.000277(51) 0.000196(37)13 0.00128(98) 0.00197(86) 0.00403(51) 0.00614(44) 0.00492(37)14 0.01159(39) 0.00975(31) 0.00752(17) 0.00394(13) 0.00150(10)15 -0.00006(22) 0.00001(17) 0.000015(92) -0.000190(71) -0.000492(49)16 0.0145(14) 0.0157(13) 0.01151(76) 0.01033(65) 0.01015(56)17 0.00633(90) 0.00402(77) 0.00548(43) 0.00405(35) 0.00111(29)18 0.00033(18) 0.00045(14) -0.000325(71) -0.000497(52) -0.000274(41)19 -0.0143(11) -0.0156(10) -0.01782(58) -0.01620(49) -0.00882(38)20 0.00288(54) 0.00315(46) 0.00434(24) 0.00353(19) 0.00233(14)21 -0.00002(24) -0.00001(18) -0.000541(90) -0.000547(62) -0.000489(43)22 0.0089(10) 0.00791(82) 0.00535(44) 0.00537(32) 0.00233(22)23 -0.00506(22) -0.00412(15) -0.003468(75) -0.002461(47) -0.001144(28)24 0.0055(10) 0.00432(76) 0.00547(37) 0.00312(25) 0.00177(16)25 0.01821(15) 0.01711(14) 0.015934(95) 0.014166(81) 0.011747(67)26 0.01048(10) 0.009803(84) 0.009523(61) 0.008520(52) 0.006763(44)27 0.00180(14) 0.00177(11) 0.001989(83) 0.001708(76) 0.001371(66)Tabelle 4.2: Ergebnisse der iterativen Blockung mit � = 2 (Projekt 1)62



7 8 9� 1.1087 0.9290(32) 0.7468(24)1 0.57494 0.5668(11) 0.47135(86)2 -0.04584 -0.04610(63) -0.04290(42)3 -0.00915 -0.00693(11) -0.004266(67)4 0.17934 0.15989(61) 0.12865(46)5 -0.01737 -0.01671(30) -0.01622(22)6 -0.002521 -0.001597(72) -0.000660(45)7 0.01626 0.01613(40) 0.01467(27)8 0.00042 0.000178(99) -0.000275(60)9 -0.00014 -0.00075(11) -0.000780(65)10 0.01191 0.00953(74) 0.01113(51)11 0.00266 0.00300(39) 0.00087(26)12 0.000739 0.000088(56) 0.000099(35)13 0.004 0.00562(47) 0.00551(33)14 0.00751 0.00364(14) 0.001616(95)15 0.000011 -0.000127(76) -0.000370(47)16 0.01155 0.01042(75) 0.01046(49)17 0.00549 0.00438(40) 0.00177(25)18 -0.000328 -0.000602(58) -0.000358(34)19 -0.01784 -0.01317(56) -0.01030(35)20 0.00431 0.00297(20) 0.00254(13)21 -0.000532 -0.000427(67) -0.000503(39)22 0.00546 0.00475(36) 0.00278(21)23 -0.003469 -0.002225(56) -0.001266(28)24 0.00537 0.00290(28) 0.00178(16)25 0.015932 0.004530(89) 0.002242(60)26 0.009529 0.002729(60) 0.001261(42)27 0.00198 -0.000370(85) -0.000430(56)Tabelle 4.3: Ergebnisse der iterativen Blockung mit � = 2:5 (Projekt 2)
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Projekt 3Um die Konvergenz des RG-Flusses gegen die RGT und somit ihre die Attrakti-vit�at zu untersuchen, wurde eine Blockungsreihe mit der Standardwirkung und� = �1 = 2 als Startpunkt durchgef�uhrt. Mit � = 2 und 27 gemessenen Kopp-lungskonstanten wurden 2 Iterationsschritte durchgef�uhrt (Tabelle 4.4).Projekt 4Die ersten Iterationsl�aufe wurden noch mit dem originalen Satz von 24 Kopplun-gen durchgef�uhrt. In einem Vergleich mit den Ergebnissen des Projekts 1 werdendie Auswirkungen der Vernachl�assigung der neuen 3 Kopplungen deutlich. Hierwurden 3 Iterationsschritte mit � = 2 durchgef�uhrt (Tabelle 4.5).Projekt 5Dieser Lauf (�ahnlich wie Projekt 3) dient der Untersuchung der Attraktivit�at derRT, wobei hier wie im Projekt 4 nur die ersten 24 Kopplungen ber�ucksichtigtwurden. Auch hier wurden 3 Iterationen mit � = 2 durchgef�uhrt (Tabelle 4.6).4.2 Konvergenz des RG-FlussesWie sich in Projekten 1, 3, 4 und 5 herausstellte, konvergiert der RG-Flu� mit derStandardwirkung (� = 2) als Startpunkt schon nach zwei bis drei Iterationsschrit-ten gut gegen den mit der Fixpunktwirkung (� = 2) gestarteten Flu�. Dies giltf�ur die gemeinsamen 24 Kopplungen der beiden untersuchten Parametrisierun-gen. Bilder 4.1 und 4.2 illustrieren diese Konvergenz anhand der f�uhrenden zweiKopplungen. Kopplung 25 zeigt ein �ahnliches Verhalten (Abbildung 4.3 oben).Die weiteren Kopplungen 26 und 27 weisen eine viel langsamere Konvergenzauf (Abbildung 4.3 Mitte und unten). Darin ist auch der Grund f�ur die schnelle-re Abnahme von � bei den Iterationen mit Standardwirkung als Startpunkt zusuchen.Die Konvergenzuntersuchungen beschr�ankten sich auf der Bereich � . 2. Mangeht davon aus, da� sich die Konvergenz f�ur kleinere � noch weiter abschw�achenwird.4.3 Linearit�at des RG-FlussesEs ist nicht einfach, den RG-Flu� mit seinen N = 24 bzw. 27 Kopplungen gra-phisch darzustellen. Es m�ussen sinnvolle Projektionen auf zwei Dimensionen vor-genommen werden.Es hat sich als zweckm�a�ig erwiesen, die Verh�altnisse der Kopplungen zubetrachten. Da die f�uhrende Kopplungskonstante �1 mit der h�ochsten relativen64



0 1 2 3� 2 1.8714(54) 1.7419(60) 1.5997(48)1 2 1.1617(15) 0.9782(17) 0.8786(15)2 0 -0.0849(18) -0.0805(19) -0.0734(14)3 0 -0.01314(58) -0.01315(54) -0.01236(37)4 0 0.29625(99) 0.3021(11) 0.27546(84)5 0 -0.03693(88) -0.03506(87) -0.03118(69)6 0 -0.00168(39) -0.00225(37) -0.00215(24)7 0 0.0312(12) 0.0266(11) 0.02644(85)8 0 0.00153(58) 0.00251(53) 0.00203(36)9 0 -0.00099(62) -0.00065(57) -0.00111(37)10 0 0.0382(22) 0.0337(23) 0.0248(17)11 0 -0.0066(18) -0.0019(17) 0.0009(11)12 0 0.00332(40) 0.00233(34) 0.00185(21)13 0 0.0074(21) 0.0103(18) 0.0050(13)14 0 0.0150(11) 0.01072(87) 0.01088(61)15 0 -0.00157(61) -0.00068(51) 0.00020(33)16 0 0.0291(22) 0.0285(24) 0.0235(18)17 0 0.0019(20) 0.0008(20) 0.0030(13)18 0 0.00299(57) 0.00260(51) 0.00156(31)19 0 -0.0081(18) -0.0064(19) -0.0086(15)20 0 0.0016(12) 0.0027(11) 0.00154(74)21 0 0.00006(76) -0.00033(62) 0.00046(38)22 0 0.0070(25) 0.0041(22) 0.0085(15)23 0 -0.00519(74) -0.00468(58) -0.00521(38)24 0 0.0079(35) 0.0086(27) 0.0060(17)25 0 0.01956(19) 0.01908(20) 0.01824(16)26 0 0.00608(12) 0.00914(13) 0.00953(11)27 0 -0.00273(18) -0.00103(17) 0.00024(14)Tabelle 4.4: Ergebnisse der iterativen Blockung mit 27 Kopplungen mit Stan-dardwirkung als Startpunkt (Projekt 3)
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0 1 2 3� 2 1.7999(44) 1.5908(30) 1.3806(29)1 1.23768 1.0809(21) 0.9512(15) 0.8239(13)2 -0.09914 -0.0899(21) -0.0805(14) -0.0668(12)3 -0.018634 -0.01468(83) -0.01372(42) -0.01240(30)4 0.38116 0.3595(12) 0.31980(79) 0.27838(79)5 -0.04424 -0.0400(12) -0.03344(69) -0.03012(59)6 -0.014924 -0.00405(53) -0.00340(27) -0.00325(21)7 0.03762 0.0368(15) 0.03150(94) 0.02706(80)8 -0.003592 0.00139(87) 0.00195(44) 0.00116(30)9 0.01315 0.00090(88) -0.00050(47) 0.00009(32)10 0.0431 0.0361(25) 0.0319(15) 0.0263(13)11 0.021446 0.0017(22) 0.0025(12) -0.00039(88)12 -0.00162 0.00248(56) 0.00204(28) 0.00210(17)13 0.018818 0.0087(26) 0.0052(15) 0.0018(12)14 0.019534 0.0127(15) 0.01229(74) 0.01226(47)15 -0.0045 -0.00125(82) 0.00061(42) 0.00032(27)16 0.02418 0.0231(29) 0.0203(17) 0.0175(15)17 0.02134 0.0028(29) 0.0022(15) 0.0035(11)18 0.001318 0.00358(86) 0.00234(39) 0.00163(24)19 -0.00516 -0.0141(25) -0.0124(15) -0.0124(12)20 -0.0069 0.0007(18) 0.00298(93) 0.00153(66)21 0.002918 0.0008(12) -0.00026(52) 0.00063(33)22 -0.020796 0.0146(35) 0.0088(19) 0.0109(13)23 -0.004356 -0.0064(10) -0.00634(51) -0.00530(29)24 0.054396 -0.0031(49) 0.0055(24) 0.0028(14)Tabelle 4.5: Ergebnisse der iterativen Blockung mit 24 Kopplungen (Projekt 4)
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0 1 2 3� 2 1.7969(65) 1.5824(31) 1.3722(27)1 2 1.1781(30) 0.9601(15) 0.8222(13)2 0 -0.0857(36) -0.0804(14) -0.0665(11)3 0 -0.0145(12) -0.01351(40) -0.01263(28)4 0 0.3094(18) 0.31115(81) 0.27501(73)5 0 -0.0343(17) -0.03387(69) -0.02896(56)6 0 -0.00283(76) -0.00314(27) -0.00324(18)7 0 0.0314(22) 0.03040(89) 0.02582(68)8 0 0.0022(12) 0.00170(42) 0.00142(28)9 0 -0.0008(12) -0.00035(42) -0.00004(29)10 0 0.0295(42) 0.0321(17) 0.0271(13)11 0 -0.0017(36) 0.0014(12) 0.00008(87)12 0 0.00304(82) 0.00189(25) 0.00195(16)13 0 0.0124(39) 0.0055(14) 0.0021(10)14 0 0.0120(21) 0.01247(68) 0.01219(43)15 0 -0.0016(11) -0.00017(38) 0.00035(25)16 0 0.0288(43) 0.0234(17) 0.0198(14)17 0 0.0002(41) 0.0023(14) 0.0029(10)18 0 0.0036(11) 0.00221(37) 0.00143(23)19 0 -0.0058(36) -0.0097(15) -0.0109(12)20 0 -0.0017(24) 0.00270(89) 0.00199(61)21 0 0.0015(16) 0.00009(48) 0.00035(29)22 0 0.0122(42) 0.0068(17) 0.0080(11)23 0 -0.0054(16) -0.00535(47) -0.00502(26)24 0 -0.0000(62) 0.0054(21) 0.0058(13)Tabelle 4.6: Ergebnisse der iterativen Blockung mit 24 Kopplungen mit Stan-dardwirkung als Startpunkt (Projekt 5)
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Genauigkeit ermittelt werden konnte, wurden alle anderen Kopplungskonstanten�i auf �1 normiert und gegen 1=� aufgetragen. Im Anhang G wird dies f�ur alleKopplungen vorgenommen. Wie man sehen kann, unterscheidet sich der Flu�, dermit 24-Kopplungen berechnet wurde (P4) nur wenig von dem 27-Kopplungen-Flu� (P1), bis auf die �-�Anderung, die bei P4 durch die Vernachl�assigung derquadratischen Kopplungen 25-27 kleiner ausf�allt als bei P1. Zum Vergleich wurdein diesen Bildern die klassische Trajektorie als Linie aufgetragen.Es stellt sich heraus, da� die meisten Kopplungen, deren Fixpunktwerte in [2]analytisch berechnet wurden, ein klassisches RG-Transformationsverhalten zei-gen. Dies ist sehr gut f�ur die Wirkungen 2, 4, 7 und 16 erf�ullt, m�a�ig f�ur die 3(die einzige ge�ttete Fixpunktkopplung mit klassischem Verhalten) und Wirkung5. Die �ubrigen in [2] analytisch berechneten Kopplungen 10 und 19 verhalten sichbei den ersten Iterationsschritten noch ann�ahernd klassisch.Die Kopplungskonstanten 9, 11, 15 und 21 weisen einen vom Betrag viel klei-neren Wert als die ge�tteten Fixpunktkopplungen aus [2]. Sie sind bei den erstenIterationen im Rahmen des statischen Fehlers Null.Die Kopplungskonstanten 6, 8, 13, 14, 17, 20, 22 und 24 sind vom Betragkleiner als die ge�tteten Fixpunktkopplungen. Nur die Kopplungskonstanten 12,18, 19 und 23 �ubersteigen betragsm�a�ig die ge�tteten Werte.Die Nicht�ubereinstimmung der iterierten mit den ge�tteten Werten steht imEinklang mit der in [2] vertretener Meinung, wonach es sich bei den ge�ttetenGr�o�en um E�ektivwerte handelt, die einzeln betrachtet keine gro�e Signi�kanzbesitzen.Die st�arksten Abweichungen vom klassischen Verhalten weisen die Kopplun-gen 25 und 26 auf, deren Betrag den analytisch berechneten Fixpunktkopplungs-wert bis um eine Gr�o�enordnung �ubersteigt (Abbildung 4.3).4.4 Bessere Lokalit�atseigenschaften bei Blockungmit � = 2:5Beim Vergleich der letzten beiden Iterationen des Projekts 1 mit den Iterationendes Projekts 2 f�allt auf, da� sich die meisten der ersten 24 e�ektiven Kopplungs-konstanten durch die andere Wahl des Parameters � = 2 bzw. 2.5 nicht vielver�andern (Bilder im Anhang F). Signi�kante Unterschiede zeigen sich bei denersten drei Kopplungen. Besonders die f�uhrende Kopplungskonstante erreicht beider Wahl � = 2:5 ihren Fixpunktwirkungswert.Ganz anders verh�alt es sich bei den neuen drei Kopplungen. Diese sind bei derWahl � = 2:5 bis um den Faktor 5 kleiner als bei � = 2. �25 und �26 kommen soihrem klassischen Verhalten sehr nahe (Abbildung 4.3). Auf Grund des gr�o�eren�1 ist dieser E�ekt bei Betrachtung der auf �1 normierten Kopplungskonstantennoch etwas st�arker. (Anhang G, Seite 95)70



Die Minderung der Beitr�age der quadratischen Kopplungen 25, 26 und 27 l�a�tvermuten, da� die Wirkung durch die Wahl � = 2:5 bei moderatem � zu einerlokaleren e�ektiven Theorie f�uhrt.4.5 ��-FunktionF�ur alle Projekte wurde die Ver�anderung von � bei einem Iterationsschritt un-tersucht. Dieser Wert l�a�t sich f�ur � !1 perturbativ bestimmen:�� = � � � 0 = ln 22� (1 + 12�� +O(��2)) (4.3)Abbildung 4.4 stellt die Ergebnisse graphisch dar.Bei der Einbeziehung der drei neuen Kopplungen zeigt sich eine deutlicheAnn�aherung des �� an den perturbativ berechneten Wert, besonders in denIterationen 2 bis 5 (P1) stimmen die Werte innerhalb des statistischen mit derSt�orungstheorie �uberein. Die deutliche Abweichung des P1-Wertes bei der erstenIteration, k�onnte von Einschwingvorg�angen stammen: Viele der in [2] ge�ttetenKopplungen �andern bei diesem Schritt ihre Werte ganz erheblich, manche sogarihr Vorzeichen.Die bei der 24-Kopplungen-Parametrisierung erhaltenen ��-Werte, in denuntersuchten F�allen (P4 und P5) sind unabh�angig vom Startpunkt der Trajekto-rie.Die Abh�angigkeit dieser Werte vom Startpunkt bei dem ersten Iterations-schritt der 27-Kopplungen-Parametrisierung (P1, P3), k�onnte von den oben an-gesprochenen Einschwingvorg�angen stammen. Da sie nur bei dieser Parametri-sierung auftreten, kann man daraus schlie�en, da� die letzten drei Kopplungenstark von den Sechs- und Acht-Punkt-Kopplungen abh�angen.Die sich abzeichnende, leider bei dieser Statistik nicht ausreichend belegbareAbweichung bei den n�achsten Iterationsschritten von P3, k�onnte ein Ergebnis derlangsamen Konvergenz der letzten beiden Kopplungen sein.4.6 Messung der Step Scaling FunctionAls Test des Perfektionsgrades des bestimmten RG-Flusses wurde die Step ScalingFunction (s. Abschnitt 1.5.1), �ahnlich wie in [2] bestimmt. Die daf�ur notwendigeBestimmung der Korrelationsl�ange erfolgte mit dem im Abschnitt 3.4 beschrie-benen Verfahren.Um die Ergebnisse mit [2] vergleichen zu k�onnen, wurde die RG-Trajektoriezwischen den einzelnen Iterationsschritten linear interpoliert. Der freie Parameterdieser Interpolation � wurde so angepa�t, da� auf einem Gitter der L�ange L = 5die Running Coupling den Wert g(L) = 1:0595 annahm. Dies geschah iterativ.71
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73



1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3

ξ

βAbbildung 4.5: Linearer Zusammenhang der Korrelationsl�ange �(L = 5) und �.

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.1 1.12 1.14 1.16 1.18 1.2 1.22 1.24 1.26

g

β

1.0595

Abbildung 4.6: Iterative Einstellung der Running Coupling. Die horizontale Liniezeigt den angestrebten Wert an.
74



Kapitel 5AusblickWie in den letzten Kapiteln deutlich wurde, entsprechen die gemessenen trun-kierten Kopplungskonstanten nicht den Erwartungen.Die Step Scaling Function weist noch relativ ausgepr�agte Gitterartefakte (Ab-schnitt 4.6) auf. Obwohl sich eine deutliche Verbesserung gegen�uber der Stan-dardwirkung zeigt, ist die Abweichung von den klassisch perfekten Werten aus[2] recht gro�.Die Korrelationsl�ange � nimmt bei den simulierten RG-Schritten geringf�ugigschneller ab als erwartet (Abschnitt 3.4.1). Selbst die Erwartungswerte der Wir-kungen hHii konnten mit der trunkierten e�ektiven Wirkung nicht reproduziertwerden (Abschnitt 3.2). Allein die Erwartungswerte der ZweipunktfunktionenhC(r)i in der 27-Kopplungen-Parametrisierung konnten mit hoher Genauigkeitreproduziert werden. Hier tritt eine deutliche Verbesserung im Vergleich zu der24-Kopplungen-Parametrisierung ein (Abschnitt 3.3).All dies zeigt, da� in den im Rahmen dieser Arbeit durchgef�uhrten Iterationendie RGT nicht exakt verfolgt wurde. Dies k�onnte folgende Ursachen haben:1. Die erreichte Genauigkeit bei der Messung der e�ektiven Kopplungen istnoch nicht ausreichend. Um die Genauigkeit zu steigern, m�u�te mehr Re-chenzeit in die einzelnen Iterationsschritte investiert werden. Dies ist mitden uns zur Verf�ugung stehenden Mitteln nicht zu erreichen.2. Die Trunkierung der e�ektiven Wirkung ist noch zu stark. Es m�u�ten wei-tere Kopplungen in die Parametrisierung einbezogen werden.3. Die Attraktivit�at der RGT k�onnte sich in dem betrachteten Bereich � � 1zu sehr abgeschw�acht haben, um den RG-Flu� gen�ugend stark zu beeinus-sen.4. Weitere noch unbekannte systematische Fehler k�onnten auch Abweichungendes e�ektiven Flusses von der RGT erzeugen.75



Ist hier der Punkt 2 zutre�end, so w�are es sinnvoll, eine RG mit besseren Lo-kalit�atseigenschaften der RG-Flusses zu betrachten. Vielversprechend ist die fol-gende Wahl des Blockungsparameters P :P = �� + 0:5 (5.1)Der zugeh�orige RG-Flu� soll in einer von dieser Diplomarbeit unabh�angigen Stu-die untersucht werden.
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Anhang AStationarit�atsbedingung f�ur denkanonischen D�amonDer kanonische D�amon 0 < � < D wird folgenderma�en aktualisiert:1. Es wird eine Anregung, wie im Abschnitt 2.1.1 beschrieben, generiert.2. Falls f�ur die Anregungsenergie h gilt 0 < � + h < D, wird der D�amon aufeinen neuen Wert �0 = � + h gesetzt. Ist das nicht der Fall, so bleibt derD�amon unver�andert �0 = � und die Anregung wird r�uckg�angig gemacht.Hat das anzuregende System eine Zustandssumme der FormZ = Z d� e��H(�); (A.1)so resultiert aus dem oben beschriebenen Proze� f�ur den kanonischen D�amon eineWahrscheinlichkeitsverteilung, die proportional zu e���0�(0 < �0 < D) ist.Mit der Symmetrieeigenschaft (2.6) l�a�t sich die Stationarit�at dieser Vertei-lung unter dem oben genannten Proze� zeigen:e���0�(0 < �0 < D) = A(�0) +R(�0)Dabei beschreibt der Term A(�0) die akzeptierten und der Term R(�0) die zur�uck-gewiesenen Vorschl�age der D�amon�anderung.A(�0) = DZ0 d� e��� +1Z�1 dh�(h)�(�0 � � � h)�(0 < � + h < D)= �(0 < �0 < D) +1Z�1 dh e���0��h�(h)�(��0 < h < D � �0)= �(0 < �0 < D)e���0 D��0Z��0 dh e��h�(h)78



R(�0) = DZ0 d� e��� +1Z�1 dh�(h)�(�0 � �)f�(0 > � + h) + �(� + h > D)g= �(0 < �0 < D)e���0f �0�DZ�1 dh�(h) + 1Z�0 dh�(h)g= �(0 < �0 < D)e���0f 1Z�1 dh�(h)� �0Z�0�D dh�(h)g= �(0 < �0 < D)e���0f1� �0Z�0�D dh�(h)g(2.6)= �(0 < �0 < D)e���0f1� �0Z�0�D dh�(�h)e�hg= �(0 < �0 < D)e���0f1� D��0Z�0 dh�(h)e��hgA(�0) +R(�0) = e���0�(0 < �0 < D)Dieser Beweis kann analog f�ur den mehrdimensionalen Fall gef�uhrt werden.

79



Anhang BErzeugung einer ZufallsrotationIm folgenden wird die praktische Umsetzung der Rotation eines Spins ~s um einezuf�allig ausgew�ahlte, senkrecht zu ihm stehende Achse um den Winkel # (Abb.B.1) beschrieben. F�ur den gedrehten Spin ~s 0 gilt:~s 0(~s; #) = ~s cos#+ (sin'û+ cos'v̂) sin# (B.1)mitû � ~s = v̂ � ~s = v̂ � û = 0 (B.2)undv̂2 = û2 = 1 (B.3)Dabei ist ' 2 [0; 2�] eine gleichverteilte Zufallsvariable. In der Praxis werdenzwei uniforme Zufallszahlen r1; r2 2 [�1; 1] so lange erzeugt bis r2 = r21 + r22 < 1,danach werden die Werte sin' = r1pr und cos' = r2pr gesetzt.Die senkrecht zu ~s liegenden, normierten Vektoren û und v̂ werden wie folgtfestgelegt. Die Indizes i 6= j 6= k 6= i werden so gew�ahlt, da� si 6= 0 - bei dernumerischen Umsetzung si > 0:1. Danach wird ein zu ~s senkrechter und in derij-Ebene liegender Vektor v̂ bestimmt:~v = 0@�sjsi0 1A v̂ = ~vj~vj (B.4)Der zweite Vektor v̂ kann dann aus dem Vektorprodukt von ~s und v̂ bestimmtwerden: û = ~s� v̂ = 0@�sksi�sksjj~vj 1A (B.5)
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Abbildung B.1: Rotation eines Spins ~s um eine zuf�allig ausgew�ahlte, senkrechtzu ihm stehende Achse um den Winkel #.
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Anhang CTransformationsmethodeDie Transformationsmethode dient zur Erzeugung von nichtuniform verteiltenZufallszahlen x, mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung �(x).Betrachten wir das IntegralZ(x) = Z x�1 dx0�(x0) (C.1)Sei Z�1 die Umkehrfunktion von Z und seien ri 2 [0; 1] uniform verteilte Zufalls-variablen, dann sind x = Z�1(ri) gem�a� �(x) verteilt.Beweis:F�ur die Wahrscheinlichkeit w(x), da� x 2 [a; b], gilt:w(x) = Z 10 dr�(a < Z�1(r) < b): (C.2)Mit: x = Z�1(r); dr = dx ddxZ(x) (C.1)= dx�(x) (C.3)folgt:w(x) = Z 1�1 dx�(x)�(a < x < b) (C.4)= Z ba dx�(x) (C.5)82



Beispiel: Erzeugung einer Zufallsvariablen x 2 [�1; 1] mit �(x) � e�ax.Die Verteilung �(x) = ae�axea � e�a�(�1 < x < 1) (C.6)wird in (C.1) eingesetzt: Z(x) = e�ax�a � 1=e�2a � 1 (C.7)Die Umkehrfunktion l�a�t sich in diesem Fall leicht bestimmen:Z�1(r) = 1a ln ��ea � e�a� r + e�a� (C.8)
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Anhang DSoftwareBei der Erstellung dieser Arbeit wurde folgende Software benutzt:xemacs Ein multifunktionaler Texteditor (Version 19.15).cxx Digital C++-Compiler (DEC C++ V5.6-014 on OpenVMS Alpha V7.1)fortran Digital Fortran77-Compiler (DEC Fortran for OpenVMS AXP SystemsV6.2)posics Eine UNIX-�ahnliche Shell, wurde als komfortable Alternative zu der DCL-Shell von VMS bei der Datenauswertung benutzt.awk Interpreter f�ur eine sehr an C angelehnte Sprache. AWK hat sich als idealesWerkzeug f�ur die numerische Auswertung und Manipulation von in ASCII-Dateien abgespeicherten Daten (z.B. Rohdaten aus Observablenmessungenbei Simulationen) bew�ahrt. Auch bei der Erzeugung von LATEX-Tabellen,sowie zur Generierung von langen Befehlsketten, mit wiederkehrenden Mu-stern (z.B. f�ur gnuplot) hat sie sich als sehr n�utzlich erwiesen. AWK ist einBestandteil jedes UNIX-Systems und der POSICS-Shell.gnuplot Ein Programm zur graphischen Darstellung von Daten.x�g Ein Programm zur Erzeugung einfacher Graphiken.latex LATEX2"-Compiler.xdvi DVI-Viewer.ghostview PostScript-Viewer.
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Anhang EHardwareAlle numerisch aufwendigen L�aufe wurden auf dem VMS-Alpha-Cluster (3 Alpha-Server 2100 / 200 MHz mit insgesamt 10 RISC-Prozessoren und 640 MB RAMpro Server) des Naturwissenschaftlichen Zentrums der Westf�alischen Wilhelms-Universit�at M�unster durchgef�uhrt.Der Rechenaufwand der durchgef�uhrten Projekte kann anhand folgender Da-ten veranschaulicht werden: In einer Stunde Rechenzeit wurden bei den Blockungsl�aufen10 000 bis 20 000 Gitterkon�gurationen erzeugt. 4 000 solche Kon�gurationen gin-gen in die L�osung des Gleichungssystems f�ur die Kopplungskonstanten ein. ProIterationsschritt wurden jeweils ca. 600 dieser Gleichungen gel�ost.Die Datenauswertung fand teilweise auf dem obengenannten Cluster statt, ihrgr�o�ter Teil wurde auf dem Linux-PC feynman.uni-muenster.de durchgef�uhrt.
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Anhang FRG-Flu�diagrammeFolgende Diagramme zeigen Absolutwerte der gemessenen e�ektiven Kopplungs-konstanten der Projekte P1 (�), P2 (�) und P4 (�) in Abh�angigkeit von �. Diegestrichene Linie entspricht der klassischen Trajektorie.
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Anhang GNormierte RG-Flu�diagrammeFolgende Diagramme zeigen die gemessenen mit �1 normierten e�ektiven Kopp-lungskonstanten der Projekte P1 (�), P2 (�) und P4 (�) in Abh�angigkeit von �.Die gestrichene Linie entspricht der klassischen Trajektorie.
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