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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Renormierungsgruppe! (RG) hat sich in den letzten 25 Jahren zu einem
wichtigen Standbein in der statistischen Physik entwickelt. Durch die enge Ana-
logie von klassischer statistischer Mechanik und Euklidischer Quantenfeldtheorie
hat sie auch unmittelbare Bedeutung fiir das Verstdndnis und die Analyse von
kritischen Phinomenen in der Theorie der Elementarteilchen.

Die Renormierungsgruppe? liefert mit ihren Begriffen “effektive Wirkung”,
Renormierungsgruppenflufl, Fixpunkt etc. eine natiirliche Erklarung fiir die zen-
tralen Phinomene Universalitdt und Skalenverhalten. Beide Ph&nomene haben
sich als wesentlich fiir das qualitative und quantitative Verstidndnis der kritischen
Phidnomene herausgestellt.

Auch im Rahmen der konstruktiven Quantenfeldtheorie und der mathemati-
schen statistischen Mechanik ist die Renormierungsgruppe sehr wichtig. Liefert
sie doch einen Begriffsapparat, mit dem man die Renormierung, d.h. das gleich-
zeitige Entfernen von Ultraviolett-Cutoff und Divergenzen, mathematisch sauber
definieren kann, und zwar unabh&ngig von der Stérungstheorie.

Als Werkzeug fiir konkrete (z.B. numerische) Berechnungen hat sich die Re-
normierungsgruppe auch bewdhrt, z.B. als sogenannte Monte-Carlo-Renormie-
rungsgruppe (MCRG). Hier werden allerdings in der Regel keine effektiven Wir-
kungen ausgerechnet. Statt dessen wird die Renormierungsgruppe verwendet, um
ein ausgekliigeltes hierarchisches System von (Block-) Observablen zu definieren,
das eine effiziente Analyse des Systems im Sinne einer Multiskalen-Zerlegung der
Freiheitsgrade ermoglicht.

Relativ wenig Aufmerksamkeit hat die Frage der expliziten Berechnung von
effektiven Wirkungen gefunden. Dies mag damit zusammenh&ngen, daf} diese
Wirkungen i.a. unendlich viele Wechselwirkungsterme enthalten. In der Praxis

'Ein lesenswerter Ubersichtsartikel mit vielen historischen Anmerkungen ist: M.E. Fisher,
Renormalization group theory: Its basis and formulation in statistical physics, Rev. Mod. Phys.
70 (1998) 653

2Im folgenden ist immer die sogenannte Blockspin-Renormierungsgruppe im Sinne von Ka-
danoff und Wilson [1] gemeint



mufl man sie trunkieren, d.h. alle bis auf endlich viele Kopplungskonstanten un-
beriicksichtigt lassen. Damit die dadurch verursachten Trunkationsfehler nicht zu
grofl werden, ist es erforderlich, viele Kopplungsterme einzubeziehen. Dies kann
eine beachtliche Komplexitidt des Rechenverfahrens nach sich ziehen.

In den letzten Jahren haben die mit diesem Problemkomplex zusammenhéngen-
den Fragen wieder grofiere Aufmerksamkeit gefunden. Durch eine Arbeit von Ha-
senfratz und Niedermayer iiber eine Perfekte Wirkung fiir das O(3)-symmetrische
nichtlineare o-Modell [2] wurde ein sorgfiltiges Studium von Blockspin-Transfor-
mationen in einer Reihe von (im Ultravioletten asymptotisch freien) Modellen
angeschoben. Das Ziel war stets, eine sehr gute Approximation der sogenannten
renormierten Trajektorie zu finden. Auf dieser liegen ndmlich diejenigen Wirkun-
gen, die durch eine Zahl von Renormierungsgruppen-Transformationen mit der
Nachbarschaft des Fixpunktes verbunden sind. Daher weisen diese “Perfekten
Wirkungen” keine Cutoff-Effekte (in diesem Fall Gitterartefakte) auf.

Die Arbeit von Hasenfratz und Niedermayer beruht auf der sogenannten klas-
sischen Approximation. Ohne Riickgriff auf statistische (Monte-Carlo-) Techniken
kann der Renormierungsgruppen-Fixpunkt (mehr oder weniger exakt) bestimmt
werden. Die Trajektorie selbst wird dann lediglich aus der linearen Approximati-
on bestimmt, ndmlich als Gerade, die man durch Multiplikation des Fixpunktes
mit einem Faktor  erhilt.

Die sehr gute “Perfektion” auf der so erhaltenen Trajektorie auch bei kleinen
Korrelationsldngen (8-Werten) gibt jedoch Anlafl zur Verbliiffung. Soll sie eine
natiirliche Erklarung im Rahmen der Blockspin-Renormierungsgruppe finden, so
sollte die “wahre” Trajektorie mit der linearen Approximation auch in diesem
Bereich kleiner Korrelationsldngen noch sehr gut iibereinstimmen.

Die Untersuchung dieser Frage ist eines der Ziele der vorliegenden Diplom-
arbeit. Es wird mit einigem Aufwand die renormierte Trajektorie im Rahmen
der von Hasenfratz und Niedermayer gew&dhlten Trunkation auf 24 Kopplungs-
konstanten?® verfolgt, und zwar mit der Monte-Carlo-Methode. Da die etablierten
Methoden zur Berechnung effektiver Wirkungen bei einer so grofien Zahl von
Kopplungskonstanten nicht hinreichend effizient waren, wurde eine neue Metho-
de, “Prd-Demon” genannt, entwickelt. Damit gelang es, die renormierte Trajek-
torie jenseits der linearen Approximation zu verfolgen.

Es hat sich gezeigt, dafl die “wahre” Trajektorie bei kleinen Korrelationsldngen
deutlich von der klassischen Trajektorie abweicht. Es liegt daher nahe, daf fiir die
Erkldarung der “Perfektness” der Hasenfratz-Niedermayer-Wirkung noch ein gutes
Argument fehlt. Interessanterweise hat die mit Monte-Carlo-Methoden bestimmte
Wirkung keinesfalls sehr gute Verbesserungseigenschaften.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert (siehe auch das Inhaltsverzeichnis):

Der erste Teil der Arbeit gibt eine Einfiihrung in die Renormierungsgrup-

3Es erwies sich als erforderlich, sogar dariiber hinauszugehen und drei weitere Kopplungs-
konstanten in den Ansatz aufzunehmen



pentheorie. Nach einer kurzen Definition der Konventionen und einer knappen
Einfiihrung in die Feldtheorie werden Begriffe wie Blocktransformation, Renor-
mierungsgruppenfluf, Renormierungsgruppentrajektorie und perfekte Wirkung
vorgestellt.

Der zweite Teil beschiftigt sich mit der neuen Methode zur Berechnung von
renormierten Kopplungskonstanten. Sie wird in ihrer allgemeinsten Form ein-
gefithrt. Anschlieend wird ihre Anwendung auf das O(3)-Modell beschrieben.
Schliefllich wird die neue Methode diskutiert und mit der kanonischen D&dmonen-
Methode [3, 4] verglichen.

Im dritten Teil werden die Eigenschaften der gemessenen effektiven Wirkung
betrachtet unter besonderen Beriicksichtigung der Trunkationseffekte.

Der letzte Teil widmet sich den Untersuchungen des Renormierungsgruppen-
flusses. Diese wurden fiir einen um drei weitere Kopplungskonstanten erweitertem
Hasenfratz-Niedermayer-Ansatz durchgefiihrt. Hier wird auch ein Test der Per-
fektness des berechneten Flusses durchgefiihrt.

1.1 Begriffe und Definitionen

1.1.1 Kanonische Ensembles

Kanonische Systeme werden in der statistischen Mechanik durch ihre Zustands-
summe beschrieben:

Z:/ﬂdqseﬁf‘(@ (1.1)

Dabei ist 2 der (meist endlich dimensionale) Raum aller méglichen Zusténde ¢
und e P4 der Boltzmann-Faktor. A(¢) ist die Energie des Systems, 3 = kB#T
die inverse Temperatur. In der euklidischen Quantenfeldtheorie wird A Wirkung
genannt. Die Wahrscheinlichkeit, dafl sich das System in einer infinitesimalen
Umgebung d¢ des Zustandes ¢ befindet, ist proportional zum Boltzmann-Faktor

dieses Zustands:
1
W (6,dg) = n(¢)dp = e 4@ dg (1.2)
Die Grofle m(¢) wird Wahrscheinlichkeitsdichte des Zustands ¢ genannt.

In dieser Arbeit werden hauptsidchlich Wirkungen der folgenden Form be-
trachtet:

BA(¢) = Zﬁmi(aﬂ
=3-H(¢)

(1.3)



Dabei werden die H; Kopplungen oder (Elementar-)Wirkungen und die 3; Kopp-
lungskonstanten genannt.

Der Erwartungswert (O) einer Observablen O(¢) auf dem Zustandsraum (2
ist folgendermaflen definiert:

1

)=+ / dé e BHI0(9) (1.4)

Die Erwartungswerte weisen im allgemeinen eine Varianz varp auf:

varg = (O%) — (0)?. (1.5)

1.1.2 Schétzer fiir Erwartungswerte

In der Praxis stellen die Erwartungswerte hochdimensionale Integrale dar (in die-
ser Arbeit ist die Dimension des Zustandsraumes Q von der Ordnung 10%), die
nur in den seltensten Féllen analytisch l6sbar sind. Sie kénnen dennoch numerisch
geschitzt werden. Als erfolgreichste Methode der hochdimensionalen numerischen
Integration hat sich die sogenannte Monte-Carlo-Simulation [5] erwiesen, bei der
entsprechend der Wahrscheinlichkeitsverteilung m(¢) reprédsentative Konfigura-
tionen {¢;} des kanonischen Systems erzeugt werden. Dieses geschieht meistens
dynamisch im Rahmen eines sogenannten Markov-Prozesses, in dem die Konfi-
guration ¢;,; abhingig von der vorhergehenden Konfiguration ¢; generiert wird.
Mit wachsendem 7 wird so der gesammte Zustandsraum abgetastet. Mit diesen
reprisentativen Zustinden werden Schétzer O fiir Erwartungswerte (O) berech-
net:

— 1
0= ZO(@) (1.6)

Sind die Werte O(¢;) untereinander korreliert, so ist es sinnvoll, die effektive Zahl
der statistisch unabh&ngigen Werte Nyapn. = ;X—Ot zu betrachten. Dabei ist die
integrierte Autokorrelationszeit

1 Ot
Tint = 5+;% (1.7)

ein Ma$B fiir die Korreliertheit der aufeinanderfolgenden O(¢,,). Die Autokorrela-
tionsfunktion C(t) ist folgendermaflen definiert:

C(t) = (O(i)O(9ire)) — (O(9i)) (O(i1+1)) (1.8)

Fiir unkorrelierte Werte ist 7y = % Die Definition (1.6) ist so gewéihlt, daB
fiir eine exponentiell abfallende Autokorrelation C(t) ~ e 7 und 7 > 1 die
integrierte Autokorrelationszeit 7,y ~ 7 ist.

6



Nach dem Gesetz der grofien Zahlen sind die Schitzer O fiir groBe Nunabh.
Gaufl-verteilt. Sie sind mit einem statistischen Fehler

varp
oo —
N, unabh.

(1.9)

behaftet, dessen Schitzer o5 aus dem Schitzer der Varianz varp berechnet wird:

=2

varg = 02 — O (1.10)
- varop
0o = 1.11
? Nunabh. ( )

Die Problematik der statistischen Auswertung von Monte-Carlo-Daten wird ausfiihr-
lich in [5] diskutiert.

1.1.3 Bias

Oft interessiert man sich fiir Funktionen von Erwartungswerten f((O)). In die-
ser Arbeit sind das hauptsichlich die Kopplungskonstanten ;. Diese stehen, wie
spater erldutert wird, im nichttrivialen Zusammenhang mit mefibaren Observa-
blen des Systems. Die Funktionen von Erwartungswerten werden folgendermaflen
geschétzt:

f=1700) (1.12)
Im allgemeinen ist der Schétzer f nicht erwartungstreu:

(f) # £({0) (1.13)

Die Abweichung der beiden Werte wird Bias genannt

Biasy = f((0)) — (f) (1.14)
Fiir grole Nynapn.-Werte gilt:

1

unabh.

Bias; ~ (1.15)
Durch eine entsprechend grofle Wahl von Ny.pn. kann erreicht werden, dafl der

. . . . . o~ 1 .
Bias Wesenthc-}.l lflelner als der statistische Fehler o7 TN wird. Er kann
dann vernachlissigt werden.



1.1.4 Sonstige Definitionen

In dieser Arbeit wird eine verallgemeinerte Stufenfunktion benutzt:

1 fall h
O(z) = alls x wahr (1.16)
0 falls z falsch
Dabei ist = eine logische Aussage.
Beispiel:
1 falls¢p € Q2
O €)= alls ¢ (1.17)
0 fallsgp &2
Es wird auch die N-dimensionale §-Distribution verwendet:
N
5(h) =6V (h) =[] 6(ha) (1.18)
n=1

1.1.5 Notation fiir Vektoren

Alle N-dimensionalen Vektoren und Funktionen werden in dieser Arbeit fettge-
druckt dargestellt:

B,H(4),h,0=(0,0,...,0) ¢ RN (1.19)

Die dreidimensionalen Vektoren (auch Spins genannt) werden mit einem Vektor-
pfeil oder mit einem “Hut” versehen:

5,b, 1,9 € R3 (1.20)

1.2 Renormierungsgruppe

In der Kontinuums-Feldtheorie werden die Zustinde eines Systems durch Felder
beschrieben:

¢ = ¢(z), relCR? (1.21)

Daher miissen Observablen, insbesondere die Wirkung, als Funktionale definiert
werden:

Ol¢), Alg] (1.22)
Die Integrale (1.1) und (1.4) werden nun zu Pfadintegralen iiber iiberabzihlbar

viele Freiheitsgrade:
/d¢---—>/D¢---, (1.23)



deren mathematische Bedeutung im allgemeinen noch festgelegt werden mu#.
Dies geschieht mit Hilfe einer Regularisierung. Die einzige bekannte nicht-pertur-
bative Regularisierung ist die Einschriankung des Definitionsbereichs des Feldes
auf eine diskrete Menge (ein Gitter)

() = b, n e JC (aN)2. (1.24)

In einer so regularisierten Theorie werden Distanzen kleiner als die Gitterein-
heit a und die zugehorigen Impulse, die grofler als Ayy ~ é sind, nicht mehr
beriicksichtigt. Man spricht hier von einem Ultraviolett-Cutoff.

Beschrankt man sich auf ein endliches Gitter der Lange L (in Einheiten a),
so gibt es auch einen Infrarot-Cutoff A;p ~ %, da langwellige Fluktuationen
nicht beriicksichtigt werden. Die Auswirkungen des Infrarot-Cutoffs werden als
finite-size-Effekte bezeichnet.

Das regularisierte Pfadintegral wird so zum gewdohnlichen Integral

/D¢---—>/Hd¢n (1.25)

neJ

und kann in dieser Form ausgewertet werden. Auch die Wirkung selbst muf}
regularisiert werden.

Die so regularisierte Theorie wird im allgemeinen nicht die erwiinschten phy-
sikalischen Ergebnisse liefern - sie leidet unter Gitterartefakten. Um diese zu
entfernen, muf ein Grenziibergang a — 0 durchgefiihrt werden. Dieser Prozef ist
nichttrivial und bedarf in der Regel einer Renormierung der Wirkung.

Meistens, wie in dieser Arbeit, werden fiir ein endliches Gitter periodische
Randbedingungen

d(z1y... e+ Ly zg) = P(xr, ... Ty oo, Za) (1.26)

gewdhlt.
Im folgenden werden die meisten Einheiten so gew#hlt, dafl a = 1.

1.2.1 Renormierungsgruppentransformation

Fiihrt man den im letzten Abschnitt beschriebenen Ubergang zum Kontinuum
aus, so wichst mit der kleiner werdenden Gittereinheit a die Anzahl der Freiheits-
grade. Diese sind jedoch nicht direkt in physikalischen Fragestellungen enthalten,
sondern beeinflussen die physikalischen Vorhersagen durch einen komplizierten
Kaskadenprozefl. IThre Anwesenheit und ihr indirekter Einflul machen es schwie-
rig, eine intuitive Verbindung zwischen der Form der Wirkung A(¢#) und den zu
erwartenden Ergebnissen herzustellen. Ihre grofle Anzahl macht die technische
Umsetzung von Berechnungen sehr aufwendig.

Aus diesen Griinden ist es naheliegend, die “hochfrequenten” Freiheitsgrade
im Pfadintegral auszuintegrieren. Diese Integration sollte so geartet sein, daf sie

9



keinen Einflu} auf physikalische Vorhersagen hat, soweit diese sich auf Eigen-
schaften der Theorie bei grolen Abstidnden beziehen.

Ein solcher Proze8 der Reduktion von Freiheitsgraden wird Renormierungs-
gruppentransformation (RGT) genannt.

1.2.2 Blocktransformation

Eine Moglichkeit, die RGT zu realisieren, ist die Einfiihrung eines Blockfeldes x
mit dem Index np und einer Gittereinheit a’ = 2a, dessen Elemente durch eine
Mittelung iiber das urspriingliche Feld ¢ entstanden sind:

Xnz =0 _w(2npg —n)d,, (1.27)

wobei die Gewichtungsfunktion w(2np—n) folgende Normierungsbedingung erfiillt:

» w(@np—n)=1. (1.28)

n

Die Konstante b dient zur Renormierung des Feldes und ist fiir die in dieser Arbeit
betrachteten dimensionslosen Felder? gleich 1.
Nun integriert man iiber das urspriingliche Feld ¢ und hilt das Blockfeld fest:

e B AKX) — /Hd¢n H J (XnB - bzw(2n3 - n)¢n> e~ PA®) (1'29)

Die so definierte Wirkung ('A'(x) beschreibt die Wechselwirkung zwischen den
Elementen des Blockfeldes, sie wird auch effektive Wirkung genannt. Im allgemei-
nen stellt A’(x) eine komplizierte Funktion® von x dar, selbst wenn die urspriing-
liche Wirkung A(¢) eine einfache Form besitzt. Der Faktor § wird fiir das in
dieser Arbeit betrachtete nichtlineare O(3) o-Modell im Abschnitt 1.4 definiert.

Die effektive Zustandssumme Z' ist gleich der Zustandssumme Z des ur-
spriinglichen Feldes ¢:

7 / T dovnye @4 = / T déne 4@ = 2 (1.30)
np n

Man erwartet auch, dafl das Spektrum und andere niederenergetische Eigenschaf-
ten des Systems unveréndert bleiben [6].

4Im allgemeinen hat man aufler einer Reskalierung, die fiir d # 2 von der naiven Felddimen-
sion herriihrt, auch noch eine “anomale Dimension” zu beriicksichtigen.

5Von besonderem Interesse sind Wirkungen mit einem starken exponentiellen Abfall ihrer
Stiirke mit dem Abstand der Gitterpunkte. Sie werden als lokal bezeichnet.

10



Die in (1.29) definierte RGT kann weiter verallgemeinert werden:

e*,@A'(X) — N(I{,) / Hd¢ne—5A(¢)—K an (XnB by, w(?nB—n)¢”) (]_3]_)

Dabei fluktuiert das Blockfeld x,, um die Mittel > w(2ng — n)¢, umso mehr,
je kleiner der Parameter x gewéhlt wird. Fiir K — oo geht diese Definition in die
Deltablockung (1.29) iiber. Die Konstante N (k) ist ein Normierungsfaktor®, der
die Giiltigkeit der Gleichung (1.30) gewé&hrleistet.

In der Wahl der Gewichtungsfunktion w ist man weitgehend frei. Es sollten
aber folgende Gesichtspunkte beriicksichtigt werden:

e Die Symmetrie des Systems sollte bei der Blockung erhalten bleiben.

e Die Gewichtungsfunktion sollte lokal sein, also mit steigendem Abstand
|2np — n| schnell verschwinden, da sonst auch langwellige Fluktuationen
eliminiert wiirden.

e w sollte auch nicht ultralokal (w(2ng—n) = o ») sein, da eine solche Dezi-
mierung zwar die Zustandssumme erhdlt und somit eine legitime Transfor-
mation des Pfadintegrals ist, aber keine Mittelung iiber die feinen Variablen
darstellt. Es ist bekannt, dafl dies zu effektiven Wirkungen mit schlechten
Lokalitatseigenschaften fiihrt.

In dieser Arbeit wird die geldufige Wahl der Gewichtungsfunktion benutzt:

24 fij
w:{ urn € npg (1.32)
0 sonst

Das urspriingliche Gitter wird in Hyperkuben mit der Kantenldnge a’ = 2a unter-
teilt. Ein Hyperkubus besitzt 2¢ Elemente. Die Elemente des Kubus ng werden
mit n € np bezeichnet. Abbildung 1.1 zeigt diese Unterteilung fiir d = 2. Mit
dieser Blockungsvorschrift werden Fluktuationen von der Gréfienordnung O(a)
eliminiert.

Die Hauptannahme der RG-Theorie besagt, dafl selbst dann, wenn das ur-
spriingliche System kritisch gew&hlt wurde, die Integrale (1.29) und (1.31) keine
Kritikalitéit” mehr aufweisen. Somit ist ein RG-Schritt ein nichtkritisches Pro-
blem.

Dies 148t hoffen, dafl die Kopplungskonstanten der effektiven Theorie expo-
nentiell mit ihrer Reichweite abfallen und somit lokale Observablen darstellen.
Es sollte also moglich sein, selbst bei Systemen nahe der Kritikalitdt (£ > 1),
schon auf kleinen Gittern (L < &) die effektiven Kopplungskonstanten ohne grofie
finite-size-Effekte zu bestimmen.

6Bei der Berechnung von Erwartungswerten spielt die Normierung allerdings keine Rolle
"Unter kritischen Systemen versteht man dabei Systeme mit einer sehr grofien oder unend-
lichen Korrelationslénge &

11
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Abbildung 1.1: Einfache Wahl der Gewichtungsfunktion in d = 2.

1.2.3 RGT als Transformation der Kopplungskonstanten

Stellen wir uns einen Basissatz von Wirkungen H;(¢) vor, aus deren Linearkom-
binationen jede nur denkbare Wirkung aufgebaut werden kann:

BA(¢) = Zﬂmi(w
=3-H(9)

In weiteren Ausfiihrungen wird es manchmal sinnvoll sein, statt der Kopplungs-
konstanten ; folgende Groflen zu betrachten:

=D
G

Jede Wirkung ist somit durch einen Punkt (3 oder {3, ¢}) aus dem (im allge-
meinen unendlich dimensionalen) Raum der Kopplungskonstanten repriisentiert.

In diesem Raum definiert die RGT eine Abbildung R:

B — B = R(B) (1.35)

(1.33)

(1.34)

Im allgemeinen kann es Punkte geben, die unter der RG-Abbildung invariant
sind:

R(B") = B° (1.36)

Diese werden Fixpunkte genannt.

Bei jedem RGT-Schritt wird die dimensionslose Korrelationsldnge & halbiert.
Da jedem (3 eindeutig ein £ zugeordnet ist, gibt es nur zwei mogliche Werte der
Korrelationsldnge an einem Fixpunkt:

e ¢ = 0: man spricht von einem trivialen Fixpunkt

e ¢ = o0o: das System ist kritisch

12



Physikalisch interessant sind die nichttrivialen Fixpunkte und ihre Umgebungen,
da kritische Systeme den feldtheoretischen Kontinuumslimes beschreiben. Die
Lage der nichttrivialen Fixpunkte auf der kritischen Hyperfliche ist nicht ein-
deutig und héngt von der expliziten Form der RGT ab. Dies kann man nutzen,
indem man eine RGT wéihlt, deren Fixpunktwirkung besonders lokal und deshalb
leichter numerisch umsetzbar ist.

1.2.4 Renormierungsgruppentrajektorie

Die wiederholte Anwendung der RGT generiert einen Flufi:
B—B —=pB"—... (1.37)

Da sich die Korrelationsldnge bei jedem Schritt halbiert, entfernt sich der Fluf}
von der kritischen Hyperebene (§ = o), wenn sein Startpunkt nicht zu dieser
Ebene gehort, und bewegt sich auf den trivialen Fixpunkt 8 = 0 zu.

In der Umgebung eines nichttrivialen Fixpunkts 8* kann dieser Fluf} folgen-
dermaflen entwickelt werden:

B = Ri(B) +Z 55, BiB)lo-p(8; = B}) + O((B- ") (1.38)
g
Betrachtet man die Relativbewegung zum Fixpunkt
AB=B-B" (1.39)
in linearer Ndherung, so erhélt man folgende RG-Gleichung:
AB =D TyAB (1.40)
J
mit:
Ty = 2 R(B) (1.41)
ij aﬁj i B=p :

Wir nehmen an, dafl die Matrix reelle Eigenwerte A; besitzt

und dafl die zugehorigen Eigenvektoren v; eine Basis bilden. Stellt man den Punkt
B3 in dieser Basis mit dem Fixpunkt als Ursprung dar:

B=p"+ Z kivi, (1.43)
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so weist die RGT in der Umgebung des Fixpunktes eine sehr einfache Form auf:
R'(B)=8"+> (\) v (1.44)
Man kann auch die Wirkung selbst mit Eigenoperatoren der RGT beschreiben:

BA(¢) = B*A*(8) + Z_ kildi(¢) (1.45)

wobei *A*(¢p) die Fixpunktwirkung ist:

BrA*(¢) =B - H(d), (1.46)

mit Eigenoperatoren:
Ui(¢) = vi- H(). (1.47)

Man kann die Eigenoperatoren nach ihrem Verhalten unter der wiederholten
RGT in der Umgebung des Fixpunktes einordnen:

e |\;| > 1: der absolute Wert der Kopplung |k;| steigt. Der Operator U; wird
relevant genannt.

e |)\;| < 1: der absolute Wert der Kopplung |k;| wird immer kleiner. Man
nennt U; irrelevant.

e |\;| = 1: das Verhalten zugehoriger Kopplungen wird von den Termen
héherer Ordnung bestimmt, die in der Linearisierung vernachl&ssigt wer-
den. In diesem Fall nennt man den Operator U; marginal.

Nehmen wir an, die RGT besitze nur einen relevanten Operator U, und unser
System befinde sich in der Ndhe des Fixpunkts, aber nicht auf der kritischen
Hyperfliche. Bei wiederholter Durchfithrung der RGT wéchst die Kopplungskon-
stante k.. Startet man in einer Umgebung des Fixpunkts, so werden die iibrigen
Kopplungskonstanten immer kleiner und man bewegt sich auf die sogenannte Re-
normierungstrajektorie (RT) zu. Diese hat in der Umgebung des Fixpunkts die
folgende Form:

RT(t) = B" + tvre (1.48)

Das Verhalten der RT in grofleren Entfernungen vom Fixpunkt weicht im allge-
meinen von der linearisierten Form ab. Man erwartet aber, daf sie noch iiber weite
Bereiche attraktiv bleibt. Der Verlauf der RT ist, wie die Lage der zugehorigen
Fixpunkte, nicht eindeutig und héngt von der Form der RGT ab.
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1.2.5 Perfekte Wirkung

Jeder beliebige Punkt der RT By ist iiber unendlich viele exakte RGT-Schritte
mit der infinitesimalen Umgebung des Fixpunkts verbunden. Diese beschreibt
den Kontinuumslimes, besitzt also keine Gitterartefakte. Da Antworten auf phy-
sikalische Fragestellungen vor und nach der RGT gleich sind, besitzt auch die
zu diesem Punkt Bpr zugehorige Wirkung keine Gitterartefakte und wird als
perfekte Wirkung bezeichnet.

Fande man eine perfekte Wirkung, die sich numerisch gut umsetzen l4fit,
konnte man mit relativ kleinem Rechenaufwand schon auf kleinen Gittern Kon-
tinuumsergebnisse bestimmen. Leider wurde fiir die physikalisch interessanten
Systeme bis heute keine analytische Moglichkeit, die RT zu berechnen, gefunden.

Ein anderer Zugang zu diesem Problem ist, den RG-Flufl numerisch zu ver-
folgen. Wahlt man den Startpunkt aus der Nachbarschaft des Fixpunkts, so kon-
vergiert der RG-Flufl gegen die RT.

Um den Flufl numerisch zu verfolgen, simuliert man das System mit den
Startkopplungen, fiihrt fiir jede simulierte Konfiguration die Blocktransformation
durch und bestimmt die effektive Kopplungskonstanten anhand der geblockten
Konfigurationen. Danach werden diese im néchsten Iterationsschritt als Start-
punkt eingesetzt.

1.3 Methoden zur Bestimmung der effektiven
Kopplungskonstanten

Die Bestimmung der Kopplungskonstanten 3 ist ein nichttrivialer Proze8, da
diese keine einfachen Observablen des Systems darstellen.
Die bekanntesten Verfahren, die diese Bestimmung durchfiihren, sind:

e Schwinger-Dyson-Methode
e mikrokanonischer Damon
e kanonischer Ddmon

Ein Teil dieser Arbeit (Kapitel 2) beschiftigt sich mit der neu entwickelten
Methode, die den Arbeitsnamen “Prid-Damon” erhalten hat.

Im folgenden wird kurz auf die bereits etablierten Methoden eingegangen. Ein
Vergleich des kanonischen Damons mit dem Pra-Ddmon findet im Abschnitt 2.4
statt.

1.3.1 Schwinger-Dyson-Methode

In dieser Methode werden lineare Schwinger-Dyson-Gleichungen fiir die Kopp-
lungskonstanten benutzt, die die Symmetrie des Systems widerspiegeln. Diese
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Erwartungswertgleichungen werden numerisch unter Verwendung der geblockten
Gitterkonfigurationen gelost.

Die in den Gleichungen vorkommenden Observablen erhalten Ableitungen der
Kopplungen nach den Feldkomponenten. Diese miissen bei der Umsetzung des
Verfahrens analytisch berechnet werden. Es ist also notwendig, diese Methode
fiir jeden neuen Satz von Kopplungen neu zu implementieren. Der Aufwand kann
erheblich sein.

Ein Vergleich dieser Methode mit dem kanonischen D&mon-Verfahren hat
gezeigt [7], daf3 sie vergleichbare Genauigkeit bei gleicher Rechenzeit aufweisen.

1.3.2 Anschauliche Bedeutung der Ddmon-Methoden

Nehmen wir an, es soll die Temperatur eines sich im Wiarmebad befindenden
Korpers K gemessen werden, ohne auf das Warmebad in der Messung direkt zu-
zugreifen. Wie kann die Temperatur festgestellt werden? Eine Moglichkeit wére,
sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zustdnde des Korpers (prob(¢)) anzu-
schauen und aus dieser, unter Beriicksichtigung der Zustandsdichte dieses Korpers
(p(¢)), die Temperatur direkt ablesen:

prob(¢) ~ e P4 p(g) (1.49)

Leider ist die Zustandsdichte im allgemeinen sehr kompliziert und nicht a priori
bekannt. Auflerdem besitzt der Zustand ¢ in den meisten interessanten Féillen
eine sehr grofle Anzahl an Freiheitsgraden.

Mikrokanonischer und kanonischer Dadmon

Eine andere Moglichkeit ist es, einen Probekérper D, auch Ddmon genannt, mit
einer einfachen (z.B. konstanten) Zustandsdichte zu benutzen. Dieser wird mit
dem Korper K in thermischen Kontakt gebracht und erreicht nach einer gewissen
Zeit (asymptotisch) die zu messende Temperatur. Ein Beispiel fiir einen solchen
Démon ist ein Teilchen im konstanten Kraftfeld (z.B. im erdnahem Gravitations-
feld), eingeschlossen im Kasten der Hohe H. Dieses System hat bei der Tempe-
ratur 7' = ﬁ die Wahrscheinlichkeitsverteilung

prob(h) ~ e PFh, (1.50)

wobei F' die konstante Kraft und h die Hohe des Teilchens ist. Es besteht also ein
direkter Zusammenhang zwischen dem Erwartungswert der Hohe des Teilchens
< h > und der inversen Temperatur # der Kastenwéinde

1 H
<h>= 5/0 dh he PTh (1.51)
1 BFH
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mit
H
Z = / dh e "
0

Statt eines Teilchens kann auch ein ideales Gas verwendet werden, bei dem die
Dichteverteilung proportional zu der Wahrscheinlichkeitsverteilung der einzelnen
Teilchen ist und der Schwerpunkt des Systems mit dem Erwartungswert < h >
zusammenfallt.

Die Realisierung der Messung kann in zwei Schritte aufgeteilt werden:

1. Kanonischer Schritt: Der Kérper K befindet sich im Warmebad unter Aus-
tausch von Energie mit diesem.

o o 5
o
o
AE
0 -
K o
o

o o

o o
T o

2. Mikrokanonischer Schritt: Der Koérper K wird mit dem D&mon in ther-
mischen Kontakt gebracht. Es findet kein Austausch von Energie mit der
Umgebung statt, D und K bilden ein abgeschlossenes System.

AFE K
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Man unterscheidet nun zwei Dadmon-Methoden

e die &ltere, mikrokanonische von M. Creutz [8] entwickelte, bei der diese zwei
Schritte nur einmal ausgefiihrt werden, und

e die kanonische von M. Hasenbusch, K. Pinn und C. Wieczerkowski [3] bei
welcher diese Schritte mehrmals hintereinander wiederholt ausgefiihrt wer-
den.

Die erste Methode hat den Nachteil, dafl der Probekorper je nach seiner An-
fangstemperatur dem Korper K Energie zufiihrt oder entzieht, was dazu fiihrt,
daf die sich einstellende Gleichgewichtstemperatur des gesamten Systems von
der Temperatur des Warmebads abweicht. Dieser methodische Fehler wird umso
grofler, je grofler das Verhidltnis der Warmekapazitdten des Korpers K und des
Damons g—g ist.

Bei der zweiten Methode tritt dieser Fehler nicht auf, da der Damon iiber den
Korper K im thermischen Kontakt mit dem Warmebad steht.

Gaufischer Diamon

Statt eines Probekorpers mit konstanter Zustandsdichte kann auch einer mit
GauB-formiger verwendet werden, z.B. statt des Gases im Kasten eine gasgefiillte
Vase, deren Querschnitt (und somit die Zustandsdichte) proportional zu e 4 igt.
In einer solchen Vase 1afit sich die Temperatur direkt aus dem Erwartungswert
der Dichteverteilung ablesen:

1 2
<h>=_ / dh e Ph—AR (1.53)
p

mit
Z= / dhe PP AR

Diese hier anschaulich vorgestellte Methode triagt den Namen “Gaufischer Dadmon”.

Alle drei Ddmon-Methoden lassen sich (zumindest theoretisch und numerisch)
auf Systeme mit mehreren Kopplungskonstanten erweitern. Dabei wird jeder
Kopplung ein Ddmon zugeordnet. Dieser kann nur Energie mit den Beitrdgen
der entsprechenden Kopplung austauschen.

Eine ausfiihrliche Diskussion der Ddmon-Methoden findet man in [4].
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1.4 Das d =2 O(3) nichtlineare o-Modell

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem O(3)-symmetrischen nichtlinearen o-Modell
in zwei Dimensionen (einer Zeit- und einer Raumdimension). Dieses Modell ist
im Kontinuum durch das folgende Pfadintegral definiert:

Z = / DS e~PAIS (1.55)

mit der Wirkung:

AlS] = % /R dz.0,5(2)0,5(2) (1.56)
wobei
S = {5(z)}, DS = Hd3 )83(52 — 1). (1.57)

Das Integrationsmafl und der Boltzmann-Faktor sind invariant unter globalen
Drehungen und Spiegelungen der Spins (O(3)-Symmetrieoperationen). Die Stérungs-
theorie sagt fiir dieses Modell asymptotische Freiheit im Ultravioletten, d.h. bei
kleinen Abstinden, voraus. Viele weitere interessante Eigenschaften, die diesem
Modell zugeschrieben werden, wie dynamische Massengenerierung und die Exi-
stenz eines massiven O(3)-Multiplets im Energiespektrum, sowie viele Analogi-
en mit der Yang-Mills-Theorie in vier Dimensionen machen es zum Testfeld fiir
nichtperturbative Ideen und neue numerische Methoden.

Wie in jedem asymptotisch freien Modell befindet sich die kritische Hyper-
flache bei % = 0, beschreibt also die klassische Theorie. Der in ihr liegende Fix-
punkt weist einen marginalen Operator auf, der gleich der Fixpunktwirkung A*(¢)
ist. Nach Beriicksichtigung von héheren Ordnungen der RGT stellt sich heraus,
daf} dieser Operator in Wirklichkeit schwach relevant ist.

Startet man also mit der Wirkung 3A*(¢) aus der Umgebung des Fixpunkts,
also mit einem sehr grofien [3, so transformiert sich der Punkt (3, ¢*) wie folgt:

(8,¢") = R(B,c") = (B, ") (1.58)
BA*(¢) — A" (9) (1.59)

Bei einer RGT mit einem Skalenfaktor 2 liefert die Storungstheorie fiir 5 — oo
in erster Ordnung

In2 1

=85 (145 5+ 0(5™)) (1.60)
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Bei der Gitter-Regularisierung dieses Modells geht das Pfadintegral (1.55) in
ein gewohnliches Integral {iber:

Z = /dS e~PA(S) (1.61)
mit
dS = [[ d*sn6(52 - 1), S ={sn}
Bei der Regularisierung der Wirkung hat man viele Méglichkeiten. Die einfachste

ist, die sogenannte Standardwirkung zu verwenden, bei der nur die néchsten
Nachbarn miteinander wechselwirken:

AS)= 3 (1-5-5) (1.62)

<ij>
Diese entsteht durch naive Regularisierung der Ableitung 9,5(z):

s(z +¢ee,) — §(x)

0,5(x) = ll_r)% e (1.63)

Wihlt man € = a = 1 so folgt:
0,8(z) — A,s(z) = §(xz +e,) — §(z) 1.64)
0,5(2)0,5(x) = > (Au8(2))* =) [2 - 25(x)3(x + e,)] (1.65)

Diese Art der Regularisierung ist in der numerischen Umsetzung sehr einfach,
fiihrt aber zu sehr starken Gitterartefakten.

Da es nicht zu erwarten ist, dal unter RG-Transformationen die Wirkung
diese einfache Form beibehilt, wahlt man einen allgemeineren Ansatz:

1 - . L
A(S) =3 > (1= Gndnie) + Y (1 — 55) (1 — 55) + ... (1.66)

Dieser stellt die ersten Terme der allgemeinen Entwicklung einer O(3)-invarianten
Observablen dar. Der Faktor 3 wird fiir eine bestimmte Wirkung SA(S) aus der
Konvention

> pr?=4 (1.67)

bestimmt. Diese Konvention stellt sicher, da§ der Term (A,35)? stehts auf 1 nor-
miert ist.
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Abbildung 1.2: RG-Fluf} des d = 2 O(3) nichtlinearen o-Modells.

1.5 Klassisch Perfekte Wirkung

In ihrer vieldiskutierten Arbeit [2] stellten P. Hasenfratz und F. Niedermayer
einen neuen Zugang zur perfekten Wirkung vor. Sie nahmen an, daf§ die RT
auch bei moderaten 3-Werten noch weitgehend einen linearen Flufiverlauf (1.58)
aufweist, sich also durch die sogenannte Fixpunktwirkung

BA*(S) (1.68)

gut ndhern 148t. Die durch die Fixpunktwirkung im Raum der Kopplungskon-
stanten definierte Trajektorie wird als klassische Trajektorie (KT) bezeichnet.
Abb. 1.2 zeigt schematisch den vermuteten Verlauf der RT.

In ihren Studien benutzten sie folgende, O(3)-symmetrische Blockungsvor-
schrift:

o B'A(B) _ /dS e BAB)IHE 5 (Phug Tneng 52— Va(PI Zpenp 51)) (1.69)

Dabei ist B = {b,,} der geblockte Zustand, n € np beschreibt alle vier in den
Blockspin eingehenden Gitterpunkte. Die Funktion Y3(z) ~ % gewihrleistet,
daf sich die Zustandssumme nicht dndert. P ist ein Parameter der Transforma-
tion. Fiir P — oo geht diese in die Deltablockung iiber. In der oben genannten

Arbeit wurde er wie folgt gewahlt:
P = (s + O(1/8)), (1.70)

wobei k ein freier Parameter ist.
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Mit dieser Blockspintransformation wurden die Koeffizienten der Parametri-
sierung p und « fiir den Fixpunkt analytisch berechnet. Bei diesen Berechnungen
ergab sich, daf die Fixpunktwirkung fiir die Wahl x = 2 ein Minimum der Reich-
weite aufweist. Da die Lokalitdt der Wirkung sehr wichtig fiir die numerische
Umsetzung ist (langreichweitige Kopplungen sind vernachlissigbar klein), wurde
diese Wahl auch in dieser Arbeit verwendet.

Desweiteren hat sich fiir moderate J-Werte eine Entwicklung der Wirkung
nach Potenzen von 9?/2 statt (1 — ;- §;) = (1 — cos¥; ;) als besser erwiesen, da
man erwartet [2], dafl ihre ersten Terme auch noch auf rauhen Konfigurationen
eine gute Approximation der effektiven Wirkung liefern.

2 2 2

1 _ 0n, n+r _ 191' j ﬂkl
A(S) = B Zprig ) 4 Zaijkl 2’] 7 (1.71)

n,r

Die Koeflizienten p und @ héngen fiir 3 — oo trivial von p und a ab. Entwickelt
man die Parametrisierung (1.66) nach Potenzen von ¥, so erhilt man mit cos =

92 | 9 .
- 7 + ﬂ + “ e
1 V2 I 92 . 92
AS)= =N p, [ ntr  Tmndr oy g | L)+
(S) 2;p< 5 4 + >+Za3kl<2 2+ +
(1.72)
Ein Koeffizientenvergleich liefert folgende Zusammenhinge:
Pr = Pr (1'73)
aijkl = O4jkl fiir 2 7& k \/j 7& l (174)
_ 1
Qijij = Qijij = FPi~j (1.75)

Kopplungen weiterer Ordnungen wurden mit Hilfe eines Fits berechnet. Ta-
belle 1.1 zeigt die in der Studie benutzten Kopplungen.

1.5.1 Running Coupling

Eine ph&nomenologische Kopplungskonstante, die sich gut zur Untersuchung des
Renormierungsgruppenflusses eignet, ist die sogenannte Running Coupling

g=m(L)L. (1.76)

Sie wurde von M. P. Nightingale [9] fiir das zweidimensionale Ising-Modell vor-
gestellt und zur Berechnung der kritischen Temperatur und des kritischen Ex-
ponenten v benutzt. Dabei ist die Massenliicke m(L) die inverse Impuls-Null-
Korrelationsldnge (L) (s. Abschnitt 3.4) auf einem Gitter mit einer endlichen
rdumlichen Ausdehnung L.
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Diese Kopplung wurde fiir nichtlineare O(NN) o-Modelle zuerst von M. Liischer
et al. studiert [10]. Fiir diese Modelle ist sie folgendermafen definiert:

2
g= mm(L)L (1.77)
Diese Definition nimmt fiir den in dieser Arbeit betrachteten Fall N = 3 die Form
(1.76) an.
Mit der im letzten Abschnitt beschriebenen Parametrisierung der Fixpunkt-
wirkung wurde die Running Coupling g(L) = L/&(L) untersucht [2]. Es wurde
das Verhalten der Step Scaling Function

%(2,9,a) = 9(25,[3) (1.78)

fiir gegebenes g(Z,3) = 1.0595 bestimmt. Diese Gréfle zeigt bei Simulationen
mit Standardwirkung starke Gitterartefakte, so dafi der Kontinuums-Limes nur
durch Extrapolation der Ergebnisse aus Rechnungen mit immer gréfler gewédhlten
Gittern a/L — 0 errechnet werden kann.

Die mit der Fixpunktwirkung durchgefiihrten Simulationen zeigen keine UV-
Cutoff-Effekte, obwohl sie auf sehr kleinen Gittern durchgefiihrt wurden. Abbil-
dung 1.3 illustriert die Extrapolation und die Ergebnisse der Fixpunktwirkung
fiir Messungen der Verdnderung der Running Coupling bei einer Verdopplung der
Gitterlange L mit g(L) = 1.0595.

Obwohl sich spiter herausgestellt hat [11], dal die Fixpunktwirkung nicht
mehr den Namen “Perfekte Wirkung” verdient, so weist doch bei anderen emp-
findlichen Grofen einen erstaunlich hohen Perfektionsgrad auf.
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1.3 T

——
m(L)*L=1.0595

m(2L)*2L

1.295

1.285

1.28

1.275

1.27

1.265

1.26

1.255

g Ll bbb v b b b o b by e o]

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.0256 0.03 0.035 0.04 0.045
(o/L)"

Abbildung 1.3: Step Scaling Function als Funktion von (a/L)? Die mit

der Fixpunktwirkung berechneten Werte (A) stimmen mit dem aus den

Standardwirkung-Ergebnissen (0) extrapolierten Kontinuumswert (O) schon auf

sehr kleinen Gittern gut iiberein. Die Abbildung wurde aus [2] entnommen.
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i Typus c; i Typus c; i Typus c;
1 o—o 0.61884 | 2 ——e -0.04957 | 3 — -0.01163
4 / 0.19058 | 5 / -0.02212 | 6 / -0.00463
7 i 0.01881 | 8 : -0.00139 | 9 { 0.00497
® g
10 0.02155 | 11 0.00717 | 12 -0.00055
*— [
p
13 A 0.01078 | 14 : 0.00765 | 15 A -0.00557
J
1 2
16 >< 0.01209 | 17 >< -0.00114 | 18 >< 0.00548
3 4
*—o *—0 *——=»o
19 -0.00258 | 20 0.00387 | 21 -0.00100
*—o *— *—0
o —=o0 ®
22 -0.01817 | 23 -0.00772 | 24 0.04970
*—O @

Tabelle 1.1: Die in der Studie [2] bestimmten Fixpunkt-Kopplungen. Die Punkte
deuten die Gitterpunkte an. Die Linien symbolisieren die Hilfte des Quadrats
des Winkels zwischen den verbundenen Spins (%2) Kommen in einem Diagramm
mehrere Linien vor, so sind ihre Beitrige zu multiplizieren (z.B. besitzt die Kopp-
lung Nr. 17 Terme der Form: %%). Um den Wert der Kopplung selbst zu
erhalten, muf {iber alle nichtdquivalenten und nichttrivialen Symmetrieoperatio-
nen der Beitridge auf dem Gitter (Drehungen, Spiegelungen und Translationen)
summiert werden. Die Anzahl der in den Termen enthaltenen Spins (mehrfaches
Vorkommen mitgezahlt) wird als Ordnung der Wirkung bezeichnet, sie ist gleich
der doppelten Anzahl der in den Diagrammen vorkommenden Verbindungslinien.

So ist z.B. die Wirkung 11 von der Ordnung 6.
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Kapitel 2

Die neue Methode zur
Bestimmung der
Kopplungskonstanten

2.1 Allgemeine Herleitung

Die in diesem Kapitel beschriebene Methode zur Berechnung der effektiven Kopp-
lungskonstanten entstand im April 1997 beim Studium des kanonischen Damons
[3] mit dem Ziel, diesen besser zu verstehen und zu optimieren. Da das neue Ver-
fahren auf Daten zugreift, die beim kanonischen Ddmon benutzt werden, hat es
den Arbeitsnamen “Pri-Ddmon” erhalten

Im folgenden wird die Giiltigkeit des Verfahrens fiir beliebige kanonische Sy-
steme bewiesen.

2.1.1 AH-Verteilung

Betrachten wir ein kanonisches System mit der Zustandssumme in der Form:

Z = / dgp e~ PH®) (2.1)

Q

Wird eine Konfiguration des Systems verstellt, d.h.

, +e fiir (p+¢€) €
g0t worgen 22)
¢ fiir (¢ +¢) ¢ Q2
dndern sich die Energiebeitrige der einzelnen Wirkungen #; um
AH (¢, ') = Hi(¢') — Hi(d). (2.3)
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Um die Notation zu vereinfachen, werden diese Anderungen mit
h = (AH;,AH,,...AHy) (2.4)

bezeichnet. Die Verstellungen € sind im allgemeinen nichtinfinitesimal.

Die oben beschriebenen Verstellungen werden im weiteren Verlauf “Anregun-
gen” genannt. Bei diesen Anregungen kann dem System sowohl Energie zugefiihrt
als auch entnommen werden.

Betrachten wir jetzt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energiebeitrags-
dnderungen h genauer. Um sie zu erhalten, mufl iiber alle Zustdnde ¢ €
mit ihrer Wahrscheinlichkeitsdichte ~e ##(¢) und alle Anregungen ¢, mit deren
Wahrscheinlichkeitsdichte E(e) gewichtet, integriert werden. Dabei werden fiir ein
festes h alle erlaubten Uberginge beriicksichtigt, bei denen die “Energiedifferenz”
gleich h ist (Term 6" (H(p +¢€) — H(¢p) — h)).

Liegt der Vorschlag ¢+ ¢ nicht im Phasenraum €, so gibt es keinen Ubergang,
der Zustand &ndert sich nicht, die Energiedifferenz ist Null und es gibt nur einen
Beitrag bei h = 0 (Term §V(h)).

Es ergibt sich so die folgende Formel:

(k) = / d %eﬁ“(@ /deE(e) [@(¢ +ee Q)N (’H(qﬁ te)— H(g) — h)

PeEQ

O +e ¢ Q)5N(h)]

Es folgt:

(k) — 5N(h) / d¢ TL4(¢) /deE(e)@(¢ ted Q)= X(h)

»EQ

- / de / dpe PHOE()5Y (H(p+e) — H(@) — h)O(p+e € Q)

PEN
:_/de/d¢e H(pre) (6)5N(H(¢+e)—’H(q&)—h)@(qﬁJreeQ)
e

Man substituiert jetzt ¢' = ¢ + € und erhélt

X (h) =
eﬁzh de / d¢' e P M) ()5N(’H(¢)—’H(¢'—e)—h)@(¢'EQ)
(¢'—€)e
Sy de [ d e PHOEQS (1) - K@~ )~ h)O( -~ c€ Q)
¢
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Nach der Substitution ¢ = —e ergibt sich

X(h) =
eﬁzh / de / dgl e PHOB(— )6V (H(¢) — H(¢ +€) — h)O(¢ +¢ € Q)

¢'eQ

Bh ,
:67 /de' / d¢' e PHEIE(—¢)oN (’H(¢' +¢€)—H(P) + h)@(gb' +€ eN)
¢'eq
Sind die Anregungen symmetrisch, d.h. ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung be-
sitzt die Eigenschaft

E(e) = B(—e¢) (2.5)

und E(e) ist unabhingig von dem aktuellen Zustand ¢, dann gilt fiir die Verteilung
der Anregungsenergien:

(k) = *I(—h) (2.6)

Da die Symmetrieeigenschaft (2.6) nicht von II(0) abhingt, bleibt sie noch
giiltig, wenn man die Anregungen mit ¢’ = ¢ aus der Betrachtung ausschlief3t,
sich also nur auf erlaubte Vorschlige ((¢ + €) € ), z.B. Drehungen im Falle des
O(3)-Modells, beschréinkt.

2.1.2 Erwartungswerte von Funktionen im AH-Raum

Aus der im letzten Abschnitt bewiesenen Symmetrieeigenschaft (2.6) der A#H-
Verteilung lassen sich allgemeingiiltige Erwartungswerteigenschaften von A#H-
abhéngigen Observablen ableiten.

Fiir den Erwartungswert einer Funktion f(h) gilt:

() = [ (k) £(h 1)
= /thH(—h)f(—h) (2.8)
2.5) / AR TI(R)e B f(—h) (2.9)
= (f(~h)e ™) (2.10)

Wird nun f(h) = y(h)e 27" gesetzt, so erhilt man:

< e zﬁ’> < h)esBhe ﬂh> (2.11)

& ((y(h) — y(~h))e e > - (2.12)
Fiir jede ungerade Funktion u(h) —u(—h) gilt also:
<u(h) 38 > —0 (2.13)
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2.1.3 Bestimmung der Kopplungskonstanten

Mit N ungeraden Funktionen wuq(h),us(h),... ,ux(h) kann man unter Anwen-
dung von (2.13) ein nichtlineares Gleichungssystem fiir 3 aufstellen:

(m(m)e3#*) =0

<Uz(h)e‘;ﬁ'h>.: ’ (2.14)

(un(R)e 2" = 0

Bei einer geeigneten Wahl der Funktionen u;(h) besitzt dieses Gleichungssystem
eine eindeutige Losung und 148t sich numerisch 16sen.

Im folgenden werden die ungeraden Funktionen u; zu einem Vektor zusam-
mengefafit:

u(h) = (u1(h), us(h), ... ,un(h)) (2.15)

2.1.4 Numerische Umsetzung

Mit numerischer Losung ist die Erzeugung eines reprédsentativen Satzes der Anre-
gungsenergien {h;} mit Hilfe eines Monte-Carlo-Algorithmus gemeint. Das nicht-
lineare Gleichungssystem fiir die unbekannten 3

1 Ok

— N u(hj)e P =0 (2.16)
Np, 4

j=1

wird numerisch gelost. Dazu wird ein iteratives Verfahren eingesetzt. Da bei je-
dem Iterationsschritt der gesamte Satz {h;} gebraucht wird, ist es notwendig ihn
nach seiner Erzeugung zu speichern. In der Praxis kommt dafiir nur der Haupt-
speicher (RAM) in Frage, da das Lesen und Schreiben von einem anderen Medium
(Festplatte) das Verfahren um viele Grofilenordnungen langsamer machen wiirde.
Mit diesem Riistzeug 48t sich das neue Verfahren folgendermaflen definieren:

1. Generierung einer Konfiguration ¢ mit der Wahrscheinlichkeit ~ e #%(¢)

2. (Je nach Bedarf auch mehrmalige) Anregung der Konfiguration ¢ und Be-
rechnung der Anregungsenergien h

3. Speicherung der erhaltenen h-Werte und je nachdem, ob noch Speicherplatz
fiir weitere Werte vorhanden ist oder nicht, Riickkehr zu Schritt (1) oder
Sprung zu Schritt (4)
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4. Numerische Losung des Gleichungssystems (2.16) unter Verwendung der
abgespeicherten h-Werte und Freigabe des Speichers

5. Speicherung der als Losung berechneten Schétzer fiir Kopplungskonstanten
zur weiteren statistischen Auswertung

6. Riickkehr zu (1)

Die so erhaltenen Sitze von Schitzern fiir Kopplungskonstanten werden anschlie-
Bend statistisch ausgewertet (Berechnung der Mittelwerts und des statistischen
Fehlers).

2.1.5 Bemerkungen

Die Gleichungen (2.14) kénnen auch als nichtinfinitesimale Schwinger-Dyson-
Gleichungen aufgefafit werden.

Sind einige von den zu bestimmenden Kopplungskonstanten schon bekannt,
z.B. aus einem anderen Verfahren, so konnen diese im Prd-Ddmon eingesetzt
werden. Dies wiirde den numerischen Aufwand der Berechnungen reduzieren und
die Genauigkeit des Verfahrens erh6hen.

Die allgemeingiiltige Symmetrieeigenschaft (2.6) konnte zu weiteren, eventuell
besseren Verfahren zur Berechnung der Kopplungskonstanten fiihren.

2.1.6 Freie “Parameter”

Bei der Anwendung der neuen Methode ist man frei in der Wahl der

e ungeraden Funktionen u;(h)

e Anregungsverteilung
Diese sollten so eingestellt werden, dafl das Verfahren moglichst gute Ergebnisse
pro CPU-Zeit liefert. Deshalb sollten die Funktionen/Anregungen mit moglichst

kleinem numerischen Aufwand berechenbar sein und gleichzeitig kleine Varianzen
der Kopplungskonstanten 3 liefern.

2.2 Anwendung auf das d = 2 O(3) nichtlineare
o-Modell

Im folgenden wird die numerische Realisierung des Prd-Damons auf das O(3)-
Modell dargestellt.
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2.2.1 Wahl der ungeraden Funktionen

Die ersten Testlaufe der neuen Methode wurden mit
u;(h) = sign(h;) (2.17)

durchgefiihrt. Dabei wurde das Verfahren bei grofierer Anzahl von Kopplungen
(N > 10) sehr instabil. Bei weiteren Versuchen mit h3, h%@(hi > |r|) versagte die
Methode schon bei kleineren N-Werten.

Als sehr giinstig hat sich die Wahl:

erwiesen. Das Verfahren zeigte bei dieser Wahl keine Anzeichen einer Instabilitat
bei Erh6hung der Kopplungszahl. Auch die statistischen Fehler waren kleiner als
bei (2.17).

Um die Kopplungskonstanten 3 zu erhalten, muf} folgendes Gleichungssystem
gelost werden:

<h6_%> ~0 (2.19)
Dies geschieht mit Hilfe des Newton-Verfahrens:

Mit B = B — AB kann der Erwartungswert um 3’ nach AB Taylor-entwickelt
werden:

0— <hie*¥> - <hie’6;h> —AB- % <hie*¥> ‘B_ﬁ, +0(ABY)
1 ''h

— <hi6—L§h> + §AIB . <hhz—e_ﬁ7> +0(AB%)
mit i =1,2,... N

(2.20)

In erster Ordnung stellt (2.20) ein lineares Gleichungssystem fiir A3 dar. Es
kann numerisch gelést werden. Das so bestimmte O(A3)-genaue AB wird bei
Berechnung einer besseren Niherung fiir 3 verwendet:

B =3 — AB (2.21)

B" kann dann als Startwert einer noch genaueren Niherung eingesetzt werden.
Dieses rekursive Verfahren konvergiert exponentiell gegen 3.

lim 8™ =3 (2.22)

n—oo

In unserem Fall reichen drei bis fiinf Iterationsschritte, um eine absolute Ge-
nauigkeit von mindestens 1071° zu erreichen.
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Weil bei jedem Iterationsschritt alle Koeffizienten des Gleichungsystems

(n). (n).
<hi6_ﬁ 2 h> y <hih]’8_ﬁ 2 h> (223)

neu berechnet werden, miissen die h-Werte bis zum Ende der letzten Iterati-
on zwischengespeichert werden. Da der Hauptspeicher begrenzt ist, kann die h-
Stichprobe nicht beliebig grofl gewihlt werden, was unweigerlich zu einem syste-
matischen Fehler (Bias) fiihrt. Eine genaue Diskussion der damit verbundenen
Probleme und ihre Behebung wird im Abschnitt 2.3.1 durchgefiihrt.

2.2.2 Wahl der Anregungsverteilung

Die einzigen Beschrankungen der Wahl der Anregungsverteilung ist ihre Symme-
trieeigenschaft (2.5) und die Unabhingigkeit vom Gitterzustand. Es sind sowohl
Einzelspin- als auch Mehrspinanregungen denkbar. Die ersten Testldufe der neuen
Methode wurden sogar mit Ganzgitteranregungen durchgefiihrt, was sich aber,
aufgrund des hohen Rechenaufwands pro h-Wert, als nicht effizient erwies.

Als sehr wichtig fiir die optimale Wahl der Anzahl der gleichzeitig anzuregen-
den Spins stellte sich die Gitter-Update-Methode heraus. Besonders bei nichtlo-
kalen Algorithmen wie dem von Swendsen und Wang [12, 13] lieferten 4-Spin-
Anregungen die besten Resultate. Dabei waren die Spins rdumlich voneinander
getrennt - der Abstand, der aus programmiertechnischen Griinden grofler als 2
sein muflte, schien keine grofle Rolle zu spielen.

Die beste Effizienz, sowohl bei Reproduktionsldufen als auch beim Messen
von effektiven Kopplungskonstanten wurde beim Einsatz von 1-Spin-Anregungen
und abwechselnd Swendsen-Wang- und Metropolis-Updates [14] erzielt, was ver-
mutlich auf die Einfachheit der Berechnung (kleiner Rechenaufwand pro h-Wert)
und die lokalen Eigenschaften der gemessen Anregungen zuriickzufiihren ist.

Um die beste Anregungsart zu finden, sollte man zuerst iiberlegen, welche
Anteile der h-Verteilung die meiste Information iiber das @ beinhalten. Dazu
eine kleine, eindimensionale Studie:

Nehmen wir an, die h-Verteilung bestehe nur aus zwei Peaks bei h' und —h/':

M) = —

B
Jede giiltige Anregungsverteilung kann als Linearkombinationen dieser einfachen
Verteilungen mit unterschiedlichen h’-Werten dargestellt werden.
Fiir die Kopplungskonstante 3 gilt:
1 II(h')

b= 5wy

(e P*§(h+R') + 6(h — 1)), (2.24)

(2.25)

Diese einfachen Verteilungen wurden fiir verschiedene h’-Werte simuliert: Es wur-
de eine uniform verteilte Zufallsvariable r € [0, 1] generiert. War diese kleiner als
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Abbildung 2.1: Die Abhéngigkeit des statistischen Fehlers o5 von Sh' in einem
einfachen Spielzeugmodell.

m%ﬁh’ so wurde die Zahlrate II* um 1 erhéht, war dies nicht der Fall, so erhohte
sich die Zdhlrate IT~ um 1. Diese Schritte wurden 100 000 mal wiederholt. Aus
den Zahlraten konnte ein Schétzer fiir 8 berechnet werden:

f=—In— (2.26)

Es wurden fiir jeden h’-Wert 300 solche Schitzer berechnet. Diese wurden ei-
ner Auswertung unterzogen, bei der die statistischen Fehler der Mittelwerte die-
ser Schitzer bestimmt wurden. Um sicher zu gehen, dafi der Bias der § bei
diesen Uberlegungen keine Rolle spielte, wurde auch die mittleren Abweichung

<(ﬁ — B)2> dieser Schitzer von dem exakt bekannten ( aufgenommen. Diese

Abweichungen stimmten mit den berechneten Fehlern iiberein. Wie man leicht
sehen kann (h' — (h'), spielt die Wahl der Kopplung 3 bei diesen Uberlegungen
keine Rolle, sobald man die berechneten Werte in Abhingigkeit von dem Produkt
Bh' betrachtet.

Bild (2.1) zeigt die errechneten Fehler in Abhédngigkeit von Sh'. Bei Sh' ~ 2.5
gibt es die kleinsten statistischen Fehler.

Die Anregung sollte also so beschaffen sein, daf} sie einen hohen Anteil der h-
Verteilung bei h' &~ 2...4 bedingt. Diese kleine Studie zeigt, da} die Anregung
moglichst gezielt sein sollte, um kleine statistische Fehler zu liefern.
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Abbildung 2.2: Elementaranregung Ay; der Ring deutet alle méglichen Stellungen
von §' an.

Die einfachste 1-Spin-Anregung, die die Symmetrieeigenschaft (2.5) erfiillt, ist
die Verdrehung um einen festen Winkel ¥ um eine senkrecht zur Spinrichtung
liegende Achse, deren Orientierung zufillig und gleichverteilt ausgew&hlt ist (Abb.
2.2). Diese Anregung wird im folgenden als Ay bezeichnet.

Wie sich herausstellte, gibt es einen Winkel 9., bei dem die statistischen
Fehler aller Kopplungskonstanten minimal werden. Er ist 3-abhingig und mufl
im Einzelfall ermittelt werden.

Als Faustregel fiir die Wahl von 1, kann angesetzt werden, daf}, wenn Ay,
als Vorschlag beim Metropolis-Algorithmus eingesetzt wird, eine Akzeptanzrate
von ca. 50% erreicht werden soll. Bei unseren Simulationen wurden Winkel von
40° bis 60° benutzt.

Alle anderen giiltigen Anregungen lassen sich als Linearkombinationen von Ay
mit verschiedenen Winkeln 1} darstellen. Die h-Verteilung der zusammengesetzten
Anregung ist gleich der Linearkombination der h-Verteilungen der einzelnen Ay.
Daraus folgt, daf} die Ay,,, gezielter als jede andere zusammengesetzte Anregung
arbeitet.

Diese Uberlegung wurde durch numerische Experimente mit anderen Anre-
gungsvorschriften bestitigt.

2.2.3 Technische Umsetzung

Da es sich bei dem Pra-Diamon um eine neue Methode handelt, mufite er zuerst
auf seine Genauigkeit und numerische Verlafilichkeit gepriift werden. Dies geschah
in Simulationen mit exakt bekannten Kopplungen (ohne Blockung), diese werden
im folgenden als Reproduktionsldufe bezeichnet.

Die Messung der effektiven Kopplungskonstanten besteht aus folgenden Schrit-
ten:
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i Typus ct

)

25 1.998 -103

o——0
26 / 6.793 -10~4

27 1.625 -1073

Tabelle 2.1: Neue Kopplungen mit dem Wert der Kopplungskonstanten am Fix-
punkt [2]. Die kleinen Kreise symbolisieren unbeteiligte Gitterpunkte und dienen
lediglich der Orientierung.

e Generierung der repridsentativen Gitterzustdnde
e Blocken (nicht in Reproduktionsliufen)

e Anregen mit Ubergabe der Anregungsenergien an den Pri-Dimon

Gitterupdates

Unsere Simulationen arbeiteten mit quadratischen Gittern mit Kantenl&ngen
von L = 32 bzw. 16. Zur Generation und zum Updaten der Gitterzustinde ¢
(gem#B der Wahrscheinlichkeitsverteilung e ##(%)) wurde ein verallgemeiner-
ter Swendsen-Wang-Algorithmus benutzt, den uns freundlicherweise Herr Nie-
dermayer zur Verfiigung stellte. Dieser Algorithmus simulierte die in der Tabelle
1.1 dargestellten 24 Kopplungen und ist lediglich um den Faktor 3 langsamer
als eine entsprechende Simulation der Standardwirkung (nur Kopplung Nr.1) [2].
Das Programm wurde so gedndert, dafl die von uns verwendeten Routinen von
der uns besser vertrauten Sprache C aus benutzt werden konnten. Es wurde im
Laufe des Projekts um drei weitere Kopplungen erweitert (Tabelle 2.1).

Da sich herausgestellt hat, daf fiir die Bestimmung der Kopplungskonstanten
B3 eine Verbesserung der lokalen Eigenschaften der Simulation notwendig war -
um gute Ergebnisse zu liefern mufiten bei reinen Swendsen-Wang-Updates vier
voneinander entferne Spins gleichzeitig angeregt werden - wurde dem Swendsen-
Wang- noch ein Metropolis-Algorithmus nachgeschaltet.
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Blockung

Das mit Swendsen-Wang- und Metropolis-Algorithmen generierte Gitter wurde
gemdf (1.69) geblockt. Dabei wurden jeweils vier Spins §; des groflen Gitters
(L = 32 bzw. 16) zu einem Blockspin by zusammengefafit, entsprechend der
Wahrscheinlichkeitsverteilung:

—

TI(by,) ~ oS (2.27)
_ eP\§\\5k\cosz9 (2.28)
— eP\g\ cos ¢ (229)

mit :
S=>"3 (2.30)

jck

und

P =Bk (2.31)

Um dies zu realisieren, wurde zuerst die Zufallsvariable “cos?” mit der Wahr-

scheinlichkeitsverteilung ~ eP!S/Blcos? erzeygt (s. Anhang C):
1 N - i
cosdy = ——=1In ((6P|S| - e’P|S|> T+ 67P|S|> , (2.32)
P|S|

wobei die Zufallsvariable r € [0, 1] gleichverteilt war und mit dem Zufallszahlgene-
rator g0bcaf aus der NAG-Bibliothek erzeugt wurde. Danach wurde der zugehori-

ge Spin l;(%, ) mit Hilfe der im Anhang B beschriebenen Methode generiert.

Anregung

Die Spins des geblockten Gitters (bzw. die des simulierten im Falle der Reproduk-
tionsliufe in der Testphase) wurden einer nach dem anderen verstellt (5; — §;').
Vor und nach dieser Verstellung wurden alle Energiebeitrige der einzelnen Kopp-
lungen berechnet, bei denen der verstellte Spin einen Beitrag lieferte. Damit konn-
ten die Energieinderungen h selbst bestimmt werden:

h =#H(¢") - H(9) (2.33)
mit
¢ = {gl, §2, ceey 5}', very gv}
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und

¢I = {gla §2, ey gj ,a ) gV}

Nach jedem Schritt wurde der verstellte Spin in seinen urspriinglichen Zustand
zuriickgebracht. Die Verstellung Ay wurde mit der im Anhang B beschriebenen
Methode durchgefiihrt. Jeder h-Wert wurde der PreDemon-Klasse iibergeben.

Bestimmung der Kopplungskonstanten: PreDemon-Klasse

Die Auswertungsklasse (PreDemon) wurde in C++ implementiert, um ihren Ein-
satz moglichst flexibel gestalten zu kénnen. Sie stellt den benétigten Speicherplatz
(ca. 110 MB) zur Verfiigung, speichert die iibergebenen h-Werte ab und iiber-
priift, ob noch Speicherplatz fiir weitere h-Werte vorhanden ist. Ist das nicht der
Fall, fiihrt sie die in (2.2.1) beschriebenen Berechnung der Kopplungskonstanten
B durch, gibt sie aus und stellt den Speicherplatz den n&chsten h-Werten zur
Verfiigung.

Statistische Auswertung der 3-Daten

Die so erhaltenen 3-Daten von mehreren mehrstiindigen® Liufen werden anschlie-
fen mit einem AWK?2-Skript statistisch ausgewertet.

Hilfsklassen

Fiir unsere Untersuchungen wurden folgende Hilfsklassen implementiert:
e Histogramm-Klasse zur Darstellung von Histogrammen.

e Eval-Klasse zur statistischen Auswertung nichtkorrelierter Observablen (wur-
de von der PreDemon-Klasse benutzt)

e Ana-Klasse zur statistischen Analyse korrelierter Observablen.

2.3 Probleme und Verbesserungen

2.3.1 Bias

Bei der Anwendung der neuen Methode wird die Gleichung:

<u(h)e*%ﬁ'h> ~0 (2.34)

!Die Beschreibung des Rechenaufwands befindet sich im Anhang E
2Siehe Anhang D
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Abbildung 2.3: Abhingigkeit der gemessenen 24 Kopplungen von 1/Nj, in der
120-Stunden-Messung. Von den Schéitzern wurde jeweils der exakt bekannte Wert
subtrahiert. Die so erhaltene Abweichung wurde auf den statistischen Fehler des
zugehorigen Schitzers (;(Np = 1024000) normiert. Die Verbindungslinien sollen
die Zugehorigkeit der Mefipunkte zu einer bestimmten Kopplung verdeutlichen.

gelost. Die dabei erhaltenen Schéitzer fiir 3

Np

B(Np) = Losung aus 1 Zu(hj)e’%ﬁ'hj =0 (2.35)
Np, =
sind nicht erwartungstreu (s. Abschnitt 2.3.1).

Der dadurch verursachte systematische Fehler (Bias) kann verringert werden,
indem die Zahl der unabhéngigen h;-Werte Nynaph, = %, die in die Berechnung
einbezogen werden, grofler gewdhlt wird. Dies kann man entweder durch die Wahl
eines grofleren IV, oder durch das Verwenden von weniger korrelierten h;-Werten
erreichen.

Um die Grole des Bias zu untersuchen, wurden Rechnungen durchgefiihrt,
bei denen die gleichen h;-Wert-Sitze mit verschiedenen N ausgewertet wurden.
Die sonst iibliche Jackknife-Methode [15] wére in diesem Fall zu rechenaufwendig
gewesen.

Abbildung 2.3 zeigt die Ergebnisse dieser Auswertung fiir eine 120-stiindige
Reproduktionsrechnung. Es wurden Auswertungen mit N =1 024 000, 512 000,
256 000, 64 000, 32 000 vorgenommen, d.h. in eine Auswertung sind 1000, 500,
250, 125, 62.5, 31.25 Gitterkonfigurationen eingeflossen.
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Abbildung 2.4: Vergroflerung der Abb. 2.3. Die gepunkteten Linien deuten die
Bias-Korrektur an.

Die bekannten Kopplungskonstanten 3 wurden von den berechneten Erwar-
tungswerten [3;( Ny ) subtrahiert, danach wurden die so erhaltenen Abweichungen
durch die statistischen Fehler von 3;(Np = 1024000) geteilt?, um das Verhélt-
nis des Bias zum statistischen Fehler zu verdeutlichen. Die so erhaltenen Werte
wurden anschlieBend gegen 1/Nj, aufgetragen.

Man sieht, daf§ die Abweichungen anniihernd proportional zu 1/Np, sind. Dies
erlaubt zu den wahren Werte (3;(c0) zu extrapolieren:

Bi(Np) = pi(oo) — Bias(Ny,)
Bi(Nn/2) = Pi(oo) — Bias(Nn/2) ¢ Fi(c0) = 26i(Np) — Fi(Na/2) (2:36)
Bias(N,/2) = 2Bias(Ny)

Wie man in der Vergroflerung 2.4 sehen kann, liegen alle biaskorrigierten Wer-
te innerhalb des 20-Intervalls. Da der Bias in diesem Fall schon die gleiche Gréfen-
ordnung erreicht wie der statistische Fehler, kann er nicht mehr vernachléssigt
werden.

Um den Bias zu verringern, wére es sinnvoll, die Zahl der unabhéngigen h;-
Werte Nynapn. zu erh6hen. Da schon mit Zwischenspeichergréfien von ca. 110 MB
gearbeitet wurde, war seine Vergréflerung nicht denkbar. Die andere Moglich-
keit, auf einen Teil der Mefldaten zu verzichten, also entweder nicht alle Spins
anzuregen oder nicht alle Gitterkonfigurationen bei der Berechnung zu benutzen,

3Die statistischen Fehler der Schiitzer von §; zu unterschiedlichen N; waren in der Praxis
anndhernd gleich.
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hat sich zwar bei den Reproduktionsldufen als erfolgreich herausgestellt (Ab-
schnitt 2.3.3), fiihrte jedoch bei der Blockung aufgrund des iiber vier mal héheren
Rechenaufwands pro Gitterpunkt-Update, zu grofleren statistischen Fehlern pro
CPU-Zeit.

Aus diesen Griinden wurden in den weiteren Messungen alle Ergebnisse einer
Biaskorrektur (2.36) unterzogen. Tabelle 2.2 zeigt die Ergebnisse dieser Bias-
Korrektur in der oben beschriebenen 120-Stunden-Rechnung.

Die ersten zwei Korrekturen stimmen bei allen Werten gut iiberein. Die fol-
genden weichen teilweise im erheblichen Mafle ab, was auf Verletzung der 1/Nj-
Abhéngigkeit zuriickzufiihren ist.

Als néchstes wurde der Bias bei Blockungslaufen iiberpriift. Wie zu erwarten,
ist er kleiner als bei den Reproduktionsldufen, obwohl die statistischen Fehler
aufgrund der doppelt so langen Rechenzeit kleiner waren. Dies kann auf die ge-
ringere Anzahl der Gitterpunkte zuriickgefiihrt werden - es werden jeweils vier
urspriingliche Spins zu einem Blockspin zusammengefaf}t.

Um den Bias genau zu untersuchen, wurde eine 240-Stunden-Rechnung mit
Np, =1 024 000, 512 000, 256 000 durchgefiihrt. In jede Berechnung der Schétzer
wurden also 4000, 2000, bzw. 1000 Gitterkonfigurationen einbezogen. Das 1/N-
Verhalten konnte auch hier beobachtet werden (Abbildung 2.5). Wie man der
Tabelle 2.3 entnehmen kann, ist der Bias bei dieser schon sehr guten Statistik
kleiner als der statistische Fehler.

Wie sich herausgestellt hat, wird der Bias mit steigendem [ und gleicher Re-
chenzeit grofler, da die von den Gitterupdatern gelieferte Gitterkonfigurationen
mit sinkender Temperatur stérker korreliert sind. Tabelle 2.4 zeigt die Biaskor-
rekturen bei der von uns durchgefiihrten Verfolgung des Renormierungsflusses.

Wie man sieht, ist die Bias-Korrektur bei der von uns durchgefiihrten Berech-
nungen bei den Kopplungen 1, 10, 11 und 12 von Bedeutung. Fiir Messungen mit
B < 1.4 konnte man auf die Bias-Korrektur verzichten, da der Bias im Rauschen
verschwindet.

2.3.2 Filter

In der Hoffnung das Verfahren noch weiterhin zu verbessern, wurde mit ver-
schiedenen Filtern fiir die h-Werte experimentiert. Diese Filter entschieden nach
der Berechnung eines h-Wertes, ob dieser an die PreDemon-Klasse weitergeleitet
wurde oder nicht.

Da bei dem Pra-Diamon das Skalarprodukt 3-h eine grofle Rolle spielt, wurde
dieses als Entscheidungskriterium fiir die Weitergabe des gegebenen h-Wertes
einbezogen. Dies war in den Reproduktionsldufen ohne weiteres moglich, da die
Kopplungskonstanten exakt bekannt waren.
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N,/10°
1024 512 256 128 64
0.0014 | -1.00 | -1.10 | -1.30 | -1.80 | -3.30
0.00096 | -0.33 | -0.24 | 0.05 | 0.50 | 1.90
0.0002 | 1.20 | 1.10| 1.10 | 0.88 | 0.68
0.0008 | -0.79 | -0.63 | -0.42 | -0.19 | 0.59
0.00047 | 0.09 | 0.09 | 0.22 | 0.23 | 0.21
0.00013 | -0.10 | -0.14 | -0.37 | -0.44 | -0.96
0.00063 | 0.97 | 0.87 | 0.58 | 0.25 | -0.88
0.00021 | -0.85 | -0.76 | -0.76 | -0.69 | -0.70
0.00021 | -0.14 | -0.14 | 0.01| 0.17 | 0.95
0.0011 | 1.80 | 1.90 | 2.10| 2.60 | 4.20
0.00072 | -1.40 | -1.30 | -1.70 | -2.10 | -3.60
0.00012 | 1.20 | 1.10| 1.50 | 1.90 | 3.50
0.00085 | -1.10 | -1.00 | -0.68 | -0.39 | 1.10
0.0003 | 0.77 | 0.73 | 0.60 | 0.46 | -0.24
0.00016 | 1.30 | 1.40 | 1.20 | 1.10 | 0.12
0.0011 | 1.10| 1.00| 0.89 | 1.20 | 1.40
0.00068 | -1.00 | -1.00 | -0.93 | -1.30 | -1.70
0.00012 | 0.78 | 0.77 | 0.66 | 0.98 | 1.40
0.00089 | -1.20 | -1.00 | -0.72 | -0.32 | 1.90
0.00039 | 1.40 | 1.40 | 1.30 | 1.30 | 0.62
0.00015 | -0.87 | -0.81 | -0.85 | -0.86 | -0.29
0.00081 | -0.33 | -0.56 | -0.99 | -1.60 | -4.20
0.00015 | 0.08 | 0.18 | 0.54 | 1.10 | 3.10
0.00074 | 0.43 | 0.72| 1.10| 1.60 | 4.40
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Tabelle 2.2: Bias-Korrekturen bei der 120-Stunden-Reproduktionsrechnung. Die
letzten fiinf Spalten geben die Abweichung des Bias-korrigierten Wertes von dem
“besten” Schitzer (Np = 1024000) in Einheiten des statistischen Fehlers o an
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N /10°

Tp: 1024 512 256
0.00086 | 0.44 ] 0.36 | 0.31
0.00049 | -0.28 | -0.30 | -0.22
9.2¢-05 | -0.16 | -0.04 | -0.27
0.00043 | -0.14 | -0.10 | 0.00
0.00026 | 0.04 | -0.03 | 0.07
6.4e-05 | 0.07 | 0.01| 0.04
0.00033 | 0.14 | 0.19 | -0.02
9e-05 | 0.09 | -0.01] 0.17
9.6e-05 | -0.17 | -0.09 | -0.12
0.00058 | -0.52 | -0.43 | -0.36
0.00034 | 0.52 | 0.47 | 0.50
5e-05 | -0.56 | -0.56 | -0.62
0.00042 | -0.08 | -0.20 | 0.07
0.00013 | -0.10 | 0.03 | -0.21
7e-05 | 0.04 | 0.07| 0.00
0.0006 | -0.18 | -0.19 | -0.13
0.00034 | 0.27 | 0.28 | 0.17
5.2e-05 | -0.34 | -0.39 | -0.24
0.00044 | -0.57 | -0.50 | -0.44
0.00018 | 0.31 | 0.28 | 0.47
6.4e-05 | -0.45 | -0.42 | -0.65
0.00032 | 0.66 | 0.62 | 0.25
23 | 5.2e-05 | -0.64 | -0.58 | -0.27
24 | 0.00027 | -0.67 | -0.69 | -0.41

=,

T N T G G o Gy S Gy W Gy GG g
m, SO0 IO AR WML L ®TDO W

[N
[\

Tabelle 2.3: Bias-Korrekturen bei der 240-Stunden-Blockung. Die letzten drei
Spalten geben die Abweichung des Bias-korrigierten Wertes von dem “besten”
Schitzer (Np = 1024000) in Einheiten des statistischen Fehlers o
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Abbildung 2.5: Abhingigkeit der gemessenen effektiven 24 Kopplungen von 1/Nj,
in der 240-Stunden-Messung. Da der exakte Wert nicht bekannt war, wurde
jeweils der zum hochsten N, zugehorige Schétzer subtrahiert. Die so erhalte-
ne Abweichung wurde auf den statistischen Fehler des zugehérigen Schitzers
Bi(Np = 1024000) normiert. Die Verbindungslinien sollen die Zugehorigkeit der
MeBpunkte zu einer bestimmten Kopplung verdeutlichen.
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RG-Iteration

Kopplung 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 200 140 | 1.37| 1.63| 0.85| 0.56 | 0.52 | 0.24 | 0.11
-0.65 | -0.65 | -0.69 | -1.05 | -0.49 | -0.30 | -0.31 | -0.15 | -0.08
3 -1.06 | -0.74 | -0.76 | -0.71 | -0.29 | -0.19 | -0.14 | -0.05 | -0.04
4 -0.26 | -0.22 | -0.14 | -0.43 | -0.17 | -0.15 | -0.15 | -0.07 | -0.02
5 0.67 | 053 | 0.36 | 0.46 | 0.16 | 0.07 | 0.04 | -0.00 | -0.01
6 -0.04 | -0.10 | -0.03 | -0.03 | -0.06 | -0.02 | 0.02 | 0.03 | 0.00
7 -0.33 | -0.10 | -0.09 | 0.15| 0.12 | 0.13 | 0.16 | 0.09 | 0.03
8 0.61] 043 | 0.39| 041 0.13| 0.05| 0.06 | 0.02 | 0.02
9 -0.44 | -0.40 | -0.35 | -0.49 | -0.20 | -0.13 | -0.13 | -0.07 | -0.03
10 -1.92 | -1.39 | -1.39 | -1.62 | -0.81 | -0.59 | -0.56 | -0.27 | -0.12
11 269 | 2.10| 2.07| 2.53| 1.18| 0.71| 0.64 | 0.27| 0.13
12 -3.07 | -2.49 | -2.45 | -3.16 | -1.40 | -0.80 | -0.71 | -0.29 | -0.14
13 0.93 | 048 | 0.39| 0.13 | -0.02 | -0.07 | -0.11 | -0.06 | -0.02
14 -1.32 | -0.87 | -0.73 | -0.71 | -0.30 | -0.12 | -0.08 | -0.04 | -0.02
15 -0.12 | 0.09 | 0.03| 0.26 | 0.14 | 0.03| 0.03 | 0.02 | 0.01
16 -0.49 | -0.65 | -0.62 | -0.63 | -0.41 | -0.25 | -0.17 | -0.11 | -0.05
17 094 | 1.12 | 1.08 | 1.09| 0.78 | 0.45| 0.29 | 0.16 | 0.08
18 -1.34 | -1.53 | -1.49 | -1.52 | -1.13 | -0.67 | -0.39 | -0.21 | -0.09
19 -1.03 | -0.85 | -0.86 | -1.07 | -0.79 | -0.61 | -0.60 | -0.30 | -0.18
20 1.03| 0.98| 096 | 1.08 | 0.72| 045 | 0.34| 0.17 | 0.11
21 -1.33 | -1.35 | -1.31 | -1.47 | -0.96 | -0.65 | -0.50 | -0.24 | -0.14
22 0.73 | 0.57 | 0.47| 0.71 | 0.60 | 0.61 | 0.68 | 0.34 | 0.16
23 -0.91 | -0.65 | -0.67 | -0.80 | -0.62 | -0.65 | -0.68 | -0.33 | -0.16
24 -0.85 | -0.81 | -0.64 | -0.91 | -0.77 | -0.68 | -0.72 | -0.36 | -0.16
25 0.03 | -0.01 | -0.03 | 0.01 | 0.01| 0.02| 0.01| 0.03| 0.03
26 -0.08 | -0.06 | -0.11 | -0.10 | -0.06 | -0.02 | -0.01 | -0.02 | -0.01
27 -0.06 | -0.07 | -0.04 | -0.07 | 0.00 | -0.01 | 0.01 | 0.02 | 0.03

28|88 |2 |2 |88

|8 | E|E|E|g|&|8]|z¢

|2 |8 |8 |8 |8 |58 |=

3 e T s e = =

Tabelle 2.4: Das Verhiltnis des geschitzten Bias zum statistischen Fehler bei den
Ergebnissen der iterativen Blockung
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Es wurden zwei Filterarten ausgetestet:
o U, = hz@(|,3 . h| > -F‘lo)

Nur bei dem Fj;-Variante zeigte sich bei Reproduktionslédufen eine geringfiigi-
ge Verbesserung des Verfahrens (Fehler um ca. 5 % kleiner bei gleicher CPU-Zeit).

Bei den Blockungslaufen war dieser Verbesserungsvorschlag nicht mehr er-
folgreich, da der Rechenaufwand pro h-Wert ca. 4 mal grofler war als bei der
Reproduktion. Dariiberhinaus waren hier die exakten Werte der Kopplungskon-
stanten nicht bekannt.

2.3.3 Andere Anregungsmuster

Eine weitere Moglichkeit der Verbesserung stellte die Wahl eines anderen Anre-
gungsmusters dar. Denkt man sich das Gitter wie ein Schachfeld in “weifle” und
“schwarze” Stellen aufgeteilt, so ist es denkbar, statt jedesmal alle Gitterspins hin-
tereinander anzuregen, entweder nur die weiflen oder die schwarzen auszuwé&hlen.
Die so erhaltene Datenmenge reduziert sich auf die Hilfte. Da die aufeinander-
folgenden h-Werte miteinander korreliert sind, konnte die so erreichte Zahl der
unabhéngigen Werte hoher liegen als bei dem {iblichen Anregungsmuster. Ein
weiterer Vorteil ist, dal durch die Halbierung des 7,y der Bias bei gleichem Spei-
cherverbrauch zwei mal kleiner wird.

Es wurden Reproduktionsldufe, bei denen nur jeder zweite bzw. jeder vierte
Spin angeregt wurde, durchgefiihrt. Es stellte sich heraus, dafl die oben beschrie-
bene Schachmusteranregung, bei der abwechselnd nur weifle bzw. nur schwarze
Spins einer Gitterkonfiguration angeregt wurden, die kleinsten Fehler lieferte. Sie
lagen ca. 15-20 % unter den Fehlern des normalen Anregungsmusters.

Wie auch bei der Anwendung der Filter war dieser Verbesserungsansatz bei
den Blockldufen nicht mehr erfolgreich.

2.4 Vergleich mit dem kanonischen D&dmon

Das neue Verfahren hat zwei wesentliche Vorteile gegeniiber dem kanonischen
Dé&mon:

e Die Diamon-Methode besitzt fiir jede zu messende Kopplung einen freien
Parameter - die Grofle des Intervalls des zugehorigen Dédmons. Dieser Satz
von Parametern beeinflufit in erheblichem Mafle die Effizienz des Verfah-
rens. Die optimale Wahl der Parameter erwies sich als ein sehr schwieriges
Unterfangen [4], besonders bei groer Zahl von Kopplungen (2 13).
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Diese sehr zeitaufwendige Optimierung mu$ fiir jeden Satz von Kopplungs-
konstanten erneut erfolgen, was eine effiziente Anwendung des Verfahrens
extrem miihevoll macht.

Die Einstellung dieser Ddmonenintervalle entféllt bei der neuen Methode.

e Das Damon-Verfahren funktioniert nur dann, wenn aufeinanderfolgende
Gitterkonfigurationen unabhingig voneinander sind. Um dies zu erreichen
ist es im allgemeinen notwendig, mehrere Ddmonen pro Kopplung einzu-
setzen, so dafl zwischen den Einsetzen des gleichen Didmons geniigend viele
Gitter-Updates liegen (demon circle).

In der neuen Methode werden Erwartungswerte einer Verteilung gemessen.
Hier ist die Reihenfolge und Korreliertheit der Meflwerte fiir die Giiltigkeit
des Verfahrens ohne Bedeutung.

Ein grofler Nachteil der neuen Methode ist ihr hoher Speicherbedarf und der
Bias. Dieser kann bei endlichem Speicherplatz nicht beliebig verringert werden
und wird, bei entsprechenden Erhéhung des Rechenaufwands, den statistischen
Fehler iiberschreiten. Es mufl im Einzelfall gepriift werden, ob die in (2.3.1) vor-
gestellte Methode der Bias-Abschatzung angewendet werden kann.

2.4.1 Vergleich mit selbstimplementiertem Dimon

Tabelle 2.5 zeigt einen Vergleich zwischen den statistischen Fehlern beider Metho-
den nach zwei Stunden Rechenzeit. Es wurden verschiedene Phasen der Ddmon-
intervallanpassung [4] beriicksichtigt. Dabei sollte man beachten, dafl die Opti-
mierung des Damons fiir diesen Satz der Kopplungskonstanten ca. einen Monat
dauerte und mehrere Tage Prozessorzeit beanspruchte. Es ist sehr schwierig zu
sagen, ob diese Optimierung noch weitgehend verbessert werden kénnte.

Wie man sehen kann (Abbildung 2.6), liefert der Pra-Damon bei fast allen
Kopplungen genauere Ergebnisse als der Ddmon (bis auf Kopplungskonstanten
13, 14, 15, deren statistische Fehler in der letzten Stufe der Intervallanpassung
geringfiigig kleiner als der des Pra-Démons sind).

Die fiihrende Kopplung wird mit dem Pra-Ddmon-Verfahren ca. 2.3-fach ge-
nauer berechnet. Man miifite also mit dem D&dmon-Verfahren ca. 5.3 mal ldnger
als mit dem Prd-Ddmon rechnen, um bei der ersten Kopplung die gleiche Genau-
igkeit zu erzielen.

Abbildung 2.7 zeigt den Verlauf der statistischen Fehler der ersten Kopplung
mit dem Pridddmon bzw. mit dem Damon gerechnet, in Abhédngigkeit von der
Anzahl der simulierten Kopplungen bei zweistiindigen Laufen. Diese Rechnungen
wurden mit der zu diesem Zeitpunkt vorhandenen ersten Stufe der Intervallan-
passung durchgefiihrt.
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Abbildung 2.6: Die statistischen Fehler der letzten Stufe der Intervallanpassung
und des Pra-Damons.

Leider war es auf Grund der starken Korrelation der Ddmonen nicht moglich,
mit der Dd&mon-Methode mit mehr als 12 Kopplungen innerhalb von zwei Stunden
Rechenzeit sinnvolle Ergebnisse zu erzielen.

2.4.2 Vergleich mit M. Hasenbuschs Programm

Ein weiterer Vergleich wurde mit dem uns freundlich zur Verfiigung gestellten
Démon-Programm von M. Hasenbusch durchgefiihrt (Tabelle 2.6). Dieses Pro-
gramm arbeitet mit einem Satz von 13 Kopplungen. Bei dem Vergleich wurden
nur die 9 Kopplungen gemessen, die beiden Implementierungen gemeinsam wa-
ren. Da beide Software-Pakete die gesamte Anzahl der Kopplungen bei ihren
Gitter-Simulationen miteinbeziehen, ist der Rechenaufwand unseres Programms
mit seinen 24 Kopplungen ungefdhr doppelt so hoch.

Bei gleicher Implementierung wire zu erwarten, daf der in der letzten Spalte
der Tabelle 2.6 angegebene zeitliche Mehraufwand des Damonverfahrens um den
Faktor 2 steigen wiirde.
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Pra-Damon

Drar — 10

Déamon
Intervallanp. 1

Intervallanp. 2

0O J O Tt i W N

Ne

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

0.0065
0.0042
0.0009
0.0034
0.0022
0.00053
0.0029
0.00089
0.00089
0.0047
0.0032
0.00051
0.0039
0.0014
0.00064
0.0045
0.0028
0.0005
0.004
0.0016
0.00061
0.0034
0.00057
0.0035

0.039
0.039
0.015
0.012
0.012
0.0041
0.014
0.0084
0.0064
0.02
0.024
0.0091
0.034
0.02
0.009
0.02
0.015
0.0083
0.025
0.015
0.01
0.02
0.0096
0.028

0.016
0.016
0.0045
0.0085
0.0058
0.002
0.0079
0.0031
0.0025
0.017
0.012
0.0032
0.013
0.0062
0.0028
0.012
0.0086
0.0024
0.015
0.006
0.0042
0.015
0.004

0.018

0.015
0.0055
0.0012
0.0085
0.0024
0.00085
0.004
0.00085
0.0014
0.0076
0.005
0.0007
0.0027
0.0012
0.00057
0.0054
0.0039
0.00082
0.0048
0.0025
0.00092
0.0043
0.0015
0.0063

Tabelle 2.5: Vergleich der beiden Verfahren nach 2 Stunden Rechenzeit
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Abbildung 2.7: Statistischer Fehler der ersten Kopplung in Abhéngigkeit von
der Zahl der simulierten und gemessenen Kopplungen. Der statistische Fehler
des Damon-Verfahrens zu Ng = 24 stammt wurde in einer zwanzigstiindiger
Rechnung gewonnen und auf zwei Stunden umgerechnet.

Nr stat. Fehler o2,
Dimon  Pria-Damon | PsDemon
1 0.012 0.0059 4.0
2 0.016 0.0057 7.6
3 | 0.0054 0.0021 6.6
4 |0.0064 0.0025 6.5
5 | 0.0037 0.0026 2.0
7 |0.0063 0.0026 5.9
10 | 0.0078 0.0027 8.4
16 | 0.011 0.0059 3.3
19 | 0.0056 0.0038 2.1

Tabelle 2.6: Vergleich der statistischen Fehler der beiden Verfahren nach 2 Stun-
den Rechenzeit. Die letzte Spalte zeigt den zeitlichen Mehraufwand der Dadmon-
Methode, der fiir das Erreichen der Genauigkeit des Prd-Ddmons notwendig wire
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Kapitel 3

Eigenschaften der trunkierten
effektiven Wirkung

3.1 Einflu3 vernachlissigter Kopplungen

Bei der praktischen Umsetzung der Bestimmung von effektiven Kopplungskon-
stanten wird man sich auf einen relativ kleinen Satz O(10 — 100) dieser be-
schranken miissen. Dies fiihrt unweigerlich zu systematischen Fehlern bei den
gemessenen Kopplungskonstanten. Angenommen, es werde die folgende Theorie
simuliert:

BA(¢) = B-H(¢) + B - H(9) (3.1)

Die in Abschnitt 2.1.1 beschriebene Anregungsverteilung besitzt die Symmetrie-
eigenschaft

fi(h, k) = P B I(—h, —h). (3.2)

Werden bei der Bestimmung nur die 3; beriicksichtigt, so mufl man die trunkierte
Anregungsverteilung betrachten:

(k) = / dhTI(h,h) (3.3)

Sind die Bj hinreichend klein und f[(h,fz) fiir grofie fzj hinreichend schnell ab-
fallend, so ist die fiir die Giiltigkeit der Verfahren (Ddmon und Pr&-D&mon)
notwendige Symmetrieeigenschaft noch anndhernd erfiillt:

II(h) ~ e?PII(—h), (3.4)

da TI(h, h) annihernd symmetrisch in b ist. Ist das nicht der Fall, so weichen die
gemessenen Kopplungskonstanten von 3 ab.
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Wird eine Blockung durchgefiihrt, so hat die effektive Theorie im allgemei-
nen unendlich viele Beitrage, d.h. es werden unendlich viele Kopplungen bei der
Messung vernachlissigt (dim(8) = o).

Tabelle 3.1 zeigt die gemessenen effektiven Kopplungskonstanten fiir Para-
metrisierungen mit 27 bzw. 24 Kopplungen. Schon bei der Erweiterung um 3
relativ unterdriickte Kopplungen sind statistisch relevante Abweichungen bei den
fiihrenden Kopplungen 1 und 4 sichtbar. Um die Auswirkungen der Trunkierung

zu studieren, wurden weitere Untersuchungen durchgefiihrt.

3.2 Erwartungswerte der Kopplungen (#;)

Der erste Test der Auswirkung der Trunkation wurde an einfachen, lokalen Ob-
servablen — den Kopplungen selbst — durchgefiihrt. Thre Erwartungswerte wurden

1. nach einer Blockung auf dem Blockgitter ((#;),,) und

2. bei einer Simulation mit den in zu (1.) analoger Blockung gemessenen ef-
fektiven Kopplungskonstanten ((H;).q)

bestimmt.

Die Blockung fand auf einem 32x32-Gitter statt. Um den Einflul der finite-
size-Effekte auf den Vergleich zu eliminieren, wurde die Observablenmessung auf
Gittern der gleichen Grofle (16x16) durchgefiihrt.

Es wurden relative Abweichungen der mit der trunkierten effektiven Theorie
simulierten Observablen berechnet:

_ (Mi)ew
= (Hi)n

Diese haben den Wert 0 (im Rahmen des statistischen Fehlers), wenn keine Trun-
kationseffekte vorhanden sind.

Bilder 3.1 und 3.2 zeigen die Ergebnisse dieser Untersuchungen. Auf dem
32x32-Gitter wurde jeweils die Fixpunktwirkung SA* mit 3 = 2 (Tabelle 3.1,
zweite Spalte) simuliert. Die bei der Berechnung der (#;) benutzten effektiven
Kopplungen (dritte und vierte Spalte der Tabelle 3.1) wurden mit zwei verschie-
denen Parametrisierungen berechnet:

1 (3.5)

e mit dem Satz von 24 Kopplungen (s. Tabelle 1.1),
e mit dem um drei quadratische Kopplungen (s. Tabelle 2.1) erweiterten Satz.

Deutlich sichtbar sind die Abweichungen, die bei der Parametrisierung mit 24
Kopplungen bis 5.5(3)% und bei der mit 27 Kopplungen bis 4.6(2) % betragen.
Durch die Einbeziehung weiterer quadratischer Terme (Kopplungen 25-27,;
Tabelle 2.1) bei der 27-Kopplungen-Parametrisierung (Abb.3.2) kommt, aus noch
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i|or |7 g e
312 1.9054(61) | 1.7999(44) |10

1] 1.23768 | 1.0653(17) | 1.0809(21) | -4.1
2 | -0.09914 | -0.0876(21) | -0.0899(21) | 0.55
3| -0.018634 | -0.01359(67) | -0.01468(83) | 0.73
4| 0.38116 | 0.3380(11) | 0.3595(12) |-9.3
5| -0.04424 | -0.0399(10) | -0.0400(12) 0.045
6 | -0.014924 | -0.00207(42) | -0.00405(53) | 2.1
7| 0.03762 | 0.0325(13) 0.0368(15) |-1.5
8 | -0.003592 | 0.00169(66) | 0.00139(87) | 0.2
9| 0.01315 | -0.00056(66) | 0.00090(88) | -0.95
10 | 0.0431 | 0.0386(24) | 0.0361(25) | 0.51
11 | 0.021446 | -0.0041(19) 0.0017(22) |-1.4
12 | -0.00162 | 0.00339(43) | 0.00248(56) | 0.92
13 | 0.018818 | 0.0104(22) | 0.0087(26) | 0.35
14 | 0.019534 | 0.0132(12) 0.0127(15) 0.19
15 | -0.0045 -0.00145(66) | -0.00125(82) | -0.14
16 | 0.02418 | 0.0333(26) 0.0231(29) 1.9
17 | 0.02134 | 0.0012(23) | 0.0028(29) | -0.31
18 | 0.001318 | 0.00266(64) | 0.00358(86) | -0.61
19 | -0.00516 | -0.0102(21) | -0.0141(25) | 0.85
20 | -0.0069 | 0.0023(14) | 0.0007(18) | 0.5
21| 0.002918 | 0.00074(84) | 0.0008(12) |-0.029
22 | -0.020796 | 0.0085(27) 0.0146(35) | -0.98
23 | -0.004356 | -0.00552(84) | -0.0064(10) | 0.48
24 | 0.054396 | 0.0028(38) |-0.0031(49) | 0.68
25| 0 0.01708(21)

2| 0 0.00942(13)

27| 0 0.00020(20)

Tabelle 3.1: Gemessene effektive Kopplungskonstanten bei Blockung der Fix-
punktwirkung 2A4* (Spalte 2). Die dritte Spalte zeigt die Ergebnisse bei Para-
metrisierung mit 24, die vierte mit 27 Kopplungen. Die fiinfte Spalte gibt die
Abweichung der beiden Werte voneinander in Einheiten des statistischen Fehlers.
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Abbildung 3.1: Relative Abweichungen der mit der trunkierten effektiven Theorie
simulierten Observablen (#;).s von den bei einer exakten Blockung erhaltenen
Werten (#;),, bei der Parametrisierung mit 24 Kopplungen.
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Abbildung 3.2: Relative Abweichungen der mit der trunkierten effektiven Theorie
simulierten Observablen (7;).; von den bei einer exakten Blockung erhaltenen
Werten (#;),, bei der Parametrisierung mit 27 Kopplungen.

53



Ordnung der Kopplungen

Nummern der Kopplungen

Abweichung

quadratisch
quartisch
6-Punkt
8-Punkt

1,4,25,26
2,5,7,10,16,19

3,6,8,9,11,13,17,20,22

12,14,15,18,21,23,24

0.8(1) %

1.8(1) %
2.9(3) %
4.1(3) %

Tabelle 3.2: Relative Abweichungen in Abhingigkeit von der Ordnung der Kopp-

lung.

ungeklarten Griinden, eine Schichtstruktur zum Vorschein - Kopplungen gleicher
Ordnung zeigen gleiche relative Abweichungen (Tabelle 3.2).
Es scheint sich hier um eine lineare Abhangigkeit zu handeln (Abbildung 3.3).

5 T T T T
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1F /// i
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Ordnung der Kopplung

Abbildung 3.3: Abhingigkeit der relativen Abweichung (¢; — 1) - 100% von der
Ordnung der Kopplungen. Die gestrichelte Linie deutet den vermuteten linearen

Zusammenhang an.

3.3 Zweipunktfunktion

Ein &hnlicher Test wurde mit den Erwartungswerten der Zweipunktfunktion

0r) = 7 (18@) - 50Dy oyer + (5(@) - 50D yicy) (3.6)
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Abbildung 3.4: Relative Abweichungen der mit der trunkierten effektiven Theorie
gemessenen Zweipunktfunktionen von den bei einer exakten Blockung erhaltenen
Werten in Abhéngigkeit von dem Abstand r bei der Parametrisierung mit 24
Kopplungen.

durchgefiihrt.

Es wurde die relative Abweichung der mit der trunkierten effektiven Theorie
erhaltenen Zweipunktfunktion Ceg(r) von dem auf einem exakt geblockten Gitter
berechneten Wert Cy,(r) gebildet:

Wie im letzten Abschnitt sollte diese Abweichung den Wert 0 einnehmen, wenn
keine Trunkationseffekte vorhanden wéren.

Diese Auswertung wurde fiir die Parametrisierungen mit 24 (Abb. 3.4) und
27 Kopplungen (Abb. 3.5) vorgenommen. Es zeigt sich, da8 bei der ersten Para-
metrisierung noch erhebliche Abweichungen auftreten, welche bei der zweiten bei
der hier erreichten Genauigkeit nicht mehr auszumachen sind.
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Abbildung 3.5: Relative Abweichungen der mit der trunkierten effektiven Theorie
gemessenen Zweipunktfunktionen von den bei einer exakten Blockung erhaltenen
Werten in Abhéngigkeit von dem Abstand r bei der Parametrisierung mit 27
Kopplungen.

3.4 Die Korrelationslinge

Die Korrelationsldnge ¢ wird durch das Langzeitverhalten der Impuls-Null-Zwei-
punktfunktion

1

G(1) = 13 > (5@) - 5®))ay yoer (3.8)
T1,Y1
T e (3.9)
definiert. Fiir 7 — oo gilt also:
G(r) 1/¢
= 3.10
G(tr+1) ¢ (3.10)
Daraus folgt:
1
13 (3.11)

T InG(r) —InG(r+1)

Die Korrelationsldngen werden folgendermaflen berechnet: Auf einem Gitter
mit periodischen Randbedingungen, der rdumlichen Lénge L und zeitlichen Lénge

56



T werden die Schiitzer der Erwartungswerte der Zweipunktfunktion G(7) fiir
0 < 7 < T/2 aufgenommen. Mit diesen werden die Werte

&r !

() = InG(r) — InG(r + 1) (312)

berechnet, diese anschliefend graphisch dargestellt werden. Man bestimmt die
Lage des Plateaus (und somit einen Schitzer £ fiir die Korrelationslinge ¢), das
sich beim Einsetzen des Langzeitverhaltens bei 7y, bildet. Da fiir grofle 7 die
statistischen Fehler der £(7) sehr ansteigen, wurden diese Werte ab einem be-
stimmten 7,., bei der Bestimmung des Plateaus nicht beriicksichtigt:

1 Tmax

&) (3.13)

T=Tmin

€=

1 + Tmax — Tmin

Da die gemessenen & (7) fiir verschiedene 7 untereinander korreliert sind, wird fiir
den statistischen Fehler des Schitzers der Mittelwert der statistischen Fehler der

&(7) des Plateaus eingesetzt:

1 Tmax

I pr— > o (3.14)

T=Tmin

3.4.1 Halbierung der Korrelationsléinge

Wie schon erwéhnt, halbiert sich die (dimensionslose) Korrelationsldnge bei jedem
Schritt der RG-Transformation (Abschnitt 1.2.3).

Abbildung 3.6 zeigt die graphische Auswertung der Messung der Korrelati-
onslidnge auf einem Gitter mit 7' = 128, L = 10. Auf diesem Gitter wurde eine
Theorie mit den Kopplungskonstanten aus der Spalte Nr. 6 (5 = 1.2528) der Ta-
belle 4.2 simuliert. Gleichzeitig wurde eine Blockung mit x = 2 ausgefiihrt. Die auf
diesem Blockgitter (7" = 64, L = 5) gemessene Korrelationslénge &, = 4.233(20)
(Abbildung 3.6) entspricht genau der Hilfte der Korrelationslange des urspriing-
lichen Gitters & = 8.466(40).

Weiterhin wurde die Korrelationslidnge der gemessenen trunkierten effektiven
Theorie (Tabelle 4.2 Spalte Nr. 7; 8 = 1.1087) auf einem 64x5-Gitter zu &g =
4.0770(28) bestimmt (Abbildung 3.8).

Die Abweichung des effektiven von dem exakt geblockten Wert liegt bei 0.156(23)
(~ 6.80), dies entspricht 3.7(6)%. Sie ist grofer als die in [7] mit einer 13-
Kopplungen-Parametrisierung erhaltene Abweichung von 1.766(6)%.
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Abbildung 3.6: Messung der Korrelationsldnge mit 3 = 1.2538. Fiir die Auswer-
tung wurden Tyin = 4 und Tma, = 20 gewéhlt.
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Abbildung 3.7: Messung der Korrelationslinge auf dem Blockgitter mit g =
1.2538. Fiir die Auswertung wurden 7y, = 3 und Tpmax = 10 gewahlt.
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Abbildung 3.8: Messung der Korrelationsldnge mit = 1.1087. Fiir die Auswer-
tung wurden Tyin = 3 und Tma, = 13 gewéhlt.
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Kapitel 4

Verfolgung des
Renormierungsgruppenflusses

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Klarung der Frage, warum die Fixpunktwir-
kung einen so hohen Perfektionsgrad [2] zeigt. Insbesondere soll gekldrt werden,
wie stark die klassische Trajektorie von der Renormierungsgruppentrajektorie
abweicht.

4.1 Projekte-Ubersicht

Um diese Fragestellung anzugehen, wurden mehrere iterative Blockungsreihen
gestartet. Tabelle 4.1 gibt eine Ubersicht dieser Projekte.

Projekt | Symbol | N Startpunkt Anzahl der Iterationsschritte | x
P1 ° 27 2A* 9 2
P2 ¢ 27 | Schritt 7 von P1 2 2.5
P3 A 27 | Standardwirkung 2 2
P4 [ ] 24 2A* 3 2
P5 \4 24 | Standardwirkung 3 2

Tabelle 4.1: Projekte-Ubersicht

Bei allen diesen Projekten wurde die Startwirkung auf einem 32x32-Gitter
simuliert und auf ein 16x16-Gitter geblockt. Auf dem Blockgitter wurden die ef-
fektiven Kopplungskonstanten gemessen. Ein Iterationsschritt nahm jeweils zwi-
schen 200 und 300 Stunden' Rechenzeit (CPU-Zeit) in Anspruch. Die in einem
Schritt erhaltenen Kopplungskonstanten wurden als Startwerte des nichsten ein-

!Die Beschreibung des Rechenaufwands befindet sich im Anhang E
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gesetzt. Der Faktor  wird fiir eine bestimmte Wirkung A aus der Konvention
> pr?=4 (4.1)

bestimmt. Mit

B = ﬂp(l,o), B = 5P(1,1),
Bas = ﬁp(z,o), Bog = 50(2,1),
Bar = ﬁp(2,2)
und
P(1,0) = P(-1,0) = P(0,1) = P(0,—1)>
p(lyl) = p(_lrl) = p(lr_l) = p(_la_l)’
P(2,0) = P—2,0) = P(0,2) = P(0,—2),
P21 = P(—2,1) = P(2,-1) — P(-2,-1) — P@1,2) — P(-1,2) — P(1,-2) — P(-1,-2),
p(2:2) = p(_2:2) = p(2:_2) = p(_2a_2)
folgt

B = B1+ 2B + 4825 + 10826 + 87. (4.2)

Im folgenden werden die Projekte und ihre Zielsetzungen ndher vorgestellt.

Projekt 1

In unserem Hauptprojekt (iiber 2000 Stunden CPU-Zeit) wurde die RT mit einer
Parametrisierung der Wirkung mit 27 Kopplungen (Tabellen: 1.1 und 2.1) ver-
folgt. Obwohl es Hinweise gab [2], dafl x = 2.5 bei moderaten S-Werten (5 ~ 1)
eine RT mit lokaleren Wirkungen liefern wiirde, wurde die Wahl des Blockungs-
parameters x = 2 getroffen, da die zu verfolgende Trajektorie direkt mit der
Fixpunktwirkung verglichen werden sollte, die fiir k = 2 berechnet wurde. Als
Startpunkt wurde die Fixpunktwirkung 2A4* verwendet. Es wurden insgesamt 9
Iterationsschritte durchgefiihrt. Tabelle 4.2 zeigt die Ergebnisse dieser Reihe.

Projekt 2

Anschlielend an den Schritt 7 des ersten Projekts wurden 2 Blockungen mit
k = 2.5 durchgefiihrt, um die Auswirkungen dieser Wahl des Blockparameters
auf den Verlauf der RGT und insbesondere auf die ihre Lokalitdt zu untersuchen
(Tabelle 4.3).
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0 1 2 3 1
B2 1.9054(61) 1.7828(67) 1.6558(66) 1.5278(39)
1| 1.23768 1.0653(17) 0.9748(19) 0.8919(18) 0.8135(12)
2 | -0.09914 -0.0876(21) | -0.0816(20) | -0.0719(18) | -0.06480(99)
3 | -0.018634 -0.01359(67) | -0.01241(58) | -0.01315(47) | -0.01219(25)
4| 0.38116 0.3380(11) 0.3105(11) 0.2864(11) 0.25945(65)
5 | -0.04424 -0.0399(10) | -0.03572(96) | -0.03186(88) | -0.02765(49)
6 | -0.014924 -0.00207(42) | -0.00250(39) | -0.00251(33) | -0.00281(17)
7 | 0.03762 0.0325(13) 0.0297(12) 0.0257(11) 0.02375(66)
8 | -0.003592 0.00169(66) | 0.00191(58) | 0.00217(49) | 0.00145(26)
9 | 0.01315 -0.00056(66) | -0.00057(61) | -0.00062(51) | -0.00015(27)
10 | 0.0431 0.0386(24) 0.0306(24) 0.0296(21) 0.0259(12)
11 | 0.021446 -0.0041(19) | -0.0001(17) | -0.0004(15) | -0.00018(78)
12 | -0.00162 0.00339(43) | 0.00209(35) | 0.00233(29) | 0.00184(14)
13 | 0.018818 0.0104(22) 0.0076(20) 0.0072(18) 0.00465(95)
14 | 0.019534 0.0132(12) 0.01087(97) | 0.01032(82) | 0.01114(41)
15 | -0.0045 -0.00145(66) | -0.00026(54) | 0.00022(45) | -0.00023(23)
16 | 0.02418 0.0333(26) 0.0243(26) 0.0202(23) 0.0194(13)
17 | 0.02134 0.0012(23) 0.0028(21) 0.0036(19) 0.00266(95)
18 | 0.001318 0.00266(64) | 0.00204(54) | 0.00171(46) | 0.00154(21)
19 | -0.00516 -0.0102(21) | -0.0078(22) | -0.0072(18) | -0.0118(11)
20 | -0.0069 0.0023(14) 0.0016(13) 0.0021(11) 0.00293(55)
21 | 0.002918 0.00074(84) | -0.00004(70) | -0.00004(57) | -0.00019(27)
22 | -0.020796 0.0085(27) 0.0088(24) 0.0047(20) 0.0063(11)
23 | -0.004356 -0.00552(84) | -0.00477(69) | -0.00454(52) | -0.00449(25)
24 | 0.054396 0.0028(38) 0.0040(31) 0.0076(25) 0.0069(12)
25 | 0 0.01708(21) | 0.01894(26) | 0.01882(26) | 0.01855(13)
26 | 0 0.00942(13) | 0.01063(15) | 0.01071(16) | 0.010734(87)
27 | 0 0.00020(20) | 0.00063(23) | 0.00108(23) | 0.00174(13)
5 6 7 8 9
B | 1.3979(45) | 1.2528(44) 1.1087(31) 0.9399(29) 0.7460(28)
T | 0.7365(14) | 0.6585(14) 0.57488(96) | 0.4860(10) 0.3776(10)
2 | -0.0579(11) | -0.0517(11) | -0.04581(64) | -0.04246(59) | -0.03869(47)
3 | -0.01123(26) | -0.01030(23) | -0.00918(12) | -0.006808(92) | -0.002903(71)
4| 0.23464(79) | 0.20683(77) | 0.17949(56) | 0.14916(54) | 0.12144(55)
5 | -0.02538(57) | -0.02122(52) | -0.01735(30) | -0.01513(26) | -0.01593(25)
6 | -0.00282(19) | -0.00280(15) | -0.002524(79) | -0.001709(64) | -0.000555(47)
7 | 0.02185(70) | 0.01924(63) | 0.01623(41) | 0.01560(36) | 0.01442(31)
8 | 0.00069(26) | 0.00047(21) | 0.00043(11) | 0.000294(89) | -0.000594(61)
9 | 0.00016(29) | 0.00013(22) | -0.00015(12) | -0.00069(10) | -0.000610(65)
10 | 0.0197(13) | 0.0152(13) 0.01203(75) | 0.00864(64) | 0.01295(58)
11 | 0.00059(79) | 0.00181(73) | 0.00266(41) | 0.00301(36) | -0.00023(29)
12 | 0.00159(13) | 0.00113(11) | 0.000741(60) | 0.000277(51) | 0.000196(37)
13 | 0.00128(98) | 0.00197(86) | 0.00403(51) | 0.00614(44) | 0.00492(37)
14 | 0.01159(39) | 0.00975(31) | 0.00752(17) | 0.00394(13) | 0.00150(10)
15 | -0.00006(22) | 0.00001(17) | 0.000015(92) | -0.000190(71) | -0.000492(49)
16 | 0.0145(14) | 0.0157(13) 0.01151(76) | 0.01033(65) | 0.01015(56)
17 | 0.00633(90) | 0.00402(77) | 0.00548(43) | 0.00405(35) | 0.00111(29)
18 | 0.00033(18) | 0.00045(14) | -0.000325(71) | -0.000497(52) | -0.000274(41)
19 | -0.0143(11) | -0.0156(10) | -0.01782(58) | -0.01620(49) | -0.00882(38)
20 | 0.00288(54) | 0.00315(46) | 0.00434(24) | 0.00353(19) | 0.00233(14)
21 | -0.00002(24) | -0.00001(18) | -0.000541(90) | -0.000547(62) | -0.000489(43)
22 | 0.0089(10) | 0.00791(82) | 0.00535(44) | 0.00537(32) | 0.00233(22)
23 | -0.00506(22) | -0.00412(15) | -0.003468(75) | -0.002461(47) | -0.001144(28)
24 | 0.0055(10) | 0.00432(76) | 0.00547(37) | 0.00312(25) | 0.00177(16)
25 | 0.01821(15) | 0.01711(14) | 0.015934(95) | 0.014166(81) | 0.011747(67)
26 | 0.01048(10) | 0.009803(84) | 0.009523(61) | 0.008520(52) | 0.006763(44)
27 | 0.00180(14) | 0.00177(11) | 0.001989(83) | 0.001708(76) | 0.001371(66)

Tabelle 4.2: Ergebnisse der iterativen Blockung mit x = 2 (Projekt 1)
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7 8 9
3 1.1087 | 0.9290(32) | 0.7468(24)
1| 057494 | 0.5668(11) | 0.47135(36)
2 | -0.04584 | -0.04610(63) | -0.04290(42)
3 | -0.00915 | -0.00693(11) | -0.004266(67)
4| 017934 | 0.15989(61) | 0.12865(46)
5| -0.01737 | -0.01671(30) | -0.01622(22)
6 | -0.002521 | -0.001597(72) | -0.000660(45)
7| 0.01626 | 0.01613(40) | 0.01467(27)
8 | 0.00042 | 0.000178(99) | -0.000275(60)
9 | -0.00014 | -0.00075(11) | -0.000780(65)
10 | 0.01191 | 0.00953(74) | 0.01113(51)
11| 0.00266 | 0.00300(39) | 0.00087(26)
12 | 0.000739 | 0.000088(56) | 0.000099(35)
13 | 0.004 0.00562(47) | 0.00551(33)
14 | 0.00751 | 0.00364(14) | 0.001616(95)
15 | 0.000011 | -0.000127(76) | -0.000370(47)
16 | 0.01155 | 0.01042(75) | 0.01046(49)
17 | 0.00549 | 0.00438(40) | 0.00177(25)
18 | -0.000328 | -0.000602(58) | -0.000358(34)
19 | -0.01784 | -0.01317(56) | -0.01030(35)
20 | 0.00431 | 0.00297(20) | 0.00254(13)
21 | -0.000532 | -0.000427(67) | -0.000503(39)
22 | 0.00546 | 0.00475(36) | 0.00278(21)
23 | -0.003469 | -0.002225(56) | -0.001266(28)
24 | 0.00537 | 0.00290(28) | 0.00178(16)
25 | 0.015932 | 0.004530(89) | 0.002242(60)
26 | 0.009529 | 0.002729(60) | 0.001261(42)
27 | 0.00198 | -0.000370(85) | -0.000430(56)

Tabelle 4.3: Ergebnisse der iterativen Blockung mit k = 2.5 (Projekt 2)
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Projekt 3

Um die Konvergenz des RG-Flusses gegen die RGT und somit ihre die Attrakti-
vitdt zu untersuchen, wurde eine Blockungsreihe mit der Standardwirkung und
B = ([ = 2 als Startpunkt durchgefiihrt. Mit x = 2 und 27 gemessenen Kopp-
lungskonstanten wurden 2 Iterationsschritte durchgefiihrt (Tabelle 4.4).

Projekt 4

Die ersten Iterationsldufe wurden noch mit dem originalen Satz von 24 Kopplun-
gen durchgefiihrt. In einem Vergleich mit den Ergebnissen des Projekts 1 werden
die Auswirkungen der Vernachlassigung der neuen 3 Kopplungen deutlich. Hier
wurden 3 Iterationsschritte mit k = 2 durchgefiihrt (Tabelle 4.5).

Projekt 5

Dieser Lauf (dhnlich wie Projekt 3) dient der Untersuchung der Attraktivitét der
RT, wobei hier wie im Projekt 4 nur die ersten 24 Kopplungen beriicksichtigt
wurden. Auch hier wurden 3 Iterationen mit x = 2 durchgefiihrt (Tabelle 4.6).

4.2 Konvergenz des RG-Flusses

Wie sich in Projekten 1, 3, 4 und 5 herausstellte, konvergiert der RG-Flufl mit der
Standardwirkung (8 = 2) als Startpunkt schon nach zwei bis drei Iterationsschrit-
ten gut gegen den mit der Fixpunktwirkung (8 = 2) gestarteten Fluf}. Dies gilt
fiir die gemeinsamen 24 Kopplungen der beiden untersuchten Parametrisierun-
gen. Bilder 4.1 und 4.2 illustrieren diese Konvergenz anhand der fiihrenden zwei
Kopplungen. Kopplung 25 zeigt ein dhnliches Verhalten (Abbildung 4.3 oben).

Die weiteren Kopplungen 26 und 27 weisen eine viel langsamere Konvergenz
auf (Abbildung 4.3 Mitte und unten). Darin ist auch der Grund fiir die schnelle-
re Abnahme von 3 bei den Iterationen mit Standardwirkung als Startpunkt zu
suchen.

Die Konvergenzuntersuchungen beschrankten sich auf der Bereich 8 < 2. Man
geht davon aus, daf sich die Konvergenz fiir kleinere # noch weiter abschwéichen
wird.

4.3 Linearitidt des RG-Flusses

Es ist nicht einfach, den RG-Flufl mit seinen N = 24 bzw. 27 Kopplungen gra-
phisch darzustellen. Es miissen sinnvolle Projektionen auf zwei Dimensionen vor-
genommen werden.

Es hat sich als zweckméflig erwiesen, die Verhiltnisse der Kopplungen zu
betrachten. Da die fiihrende Kopplungskonstante 3; mit der hochsten relativen
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01 2 3
32| 1.8714(54) | 1.7419(60) | 1.5997(48)
1|2 1.1617(15) | 0.9782(17) | 0.8786(15)
2 [0 -0.0849(18) | -0.0805(19) | -0.0734(14)
3|0 -0.01314(58) | -0.01315(54) | -0.01236(37)
410 0.20625(99) | 0.3021(11) | 0.27546(84)
5|0 |-0.03693(88) | -0.03506(87) | -0.03118(69)
6 | 0| -0.00168(39) | -0.00225(37) | -0.00215(24)
70| 0.0312(12) | 0.0266(11) | 0.02644(85)
810/ 0.00153(58) | 0.00251(53) | 0.00203(36)
9 | 0| -0.00099(62) | -0.00065(57) | -0.00111(37)
10 | 0| 0.0382(22) | 0.0337(23) | 0.0248(17)
11 | 0 | -0.0066(18) | -0.0019(17) | 0.0009(11)
12 | 0| 0.00332(40) | 0.00233(34) | 0.00185(21)
13| 0| 0.0074(21) | 0.0103(18) | 0.0050(13)
14 | 0| 0.0150(11) | 0.01072(87) | 0.01088(61)
15 | 0 | -0.00157(61) | -0.00068(51) | 0.00020(33)
16 | 0| 0.0291(22) | 0.0285(24) | 0.0235(18)
17 | 0| 0.0019(20) | 0.0008(20) | 0.0030(13)
18 | 0 | 0.00299(57) | 0.00260(51) | 0.00156(31)
19 | 0 | -0.0081(18) | -0.0064(19) | -0.0086(15)
20 | 0| 0.0016(12) | 0.0027(11) | 0.00154(74)
21 | 0| 0.00006(76) | -0.00033(62) | 0.00046(38)
22 | 0| 0.0070(25) | 0.0041(22) | 0.0085(15)
23 | 0| -0.00519(74) | -0.00468(58) | -0.00521(38)
24 | 0| 0.0079(35) | 0.0086(27) | 0.0060(17)
25 | 0| 0.01956(19) | 0.01908(20) | 0.01824(16)
26 | 0| 0.00608(12) | 0.00914(13) | 0.00953(11)
27 | 0 | -0.00273(18) | -0.00103(17) | 0.00024(14)

Tabelle 4.4: Ergebnisse der iterativen Blockung mit 27 Kopplungen mit Stan-

dardwirkung als Startpunkt (Projekt 3)
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0 1 2 3
B 2 1.7999(44) | 1.5908(30) | 1.3806(29)
1| 1.23768 | 1.0809(21) | 0.9512(15) | 0.8239(13)
2 [-0.09914 | -0.0899(21) | -0.0805(14) |-0.0668(12)
3 | -0.018634 | -0.01468(83) | -0.01372(42) | -0.01240(30)
4] 0.38116 | 0.3595(12) | 0.31980(79) | 0.27838(79)
5| -0.04424 | -0.0400(12) | -0.03344(69) | -0.03012(59)
6 | -0.014924 | -0.00405(53) | -0.00340(27) | -0.00325(21)
7| 0.03762 | 0.0368(15) | 0.03150(94) | 0.02706(80)
8 | -0.003592 | 0.00139(87) | 0.00195(44) | 0.00116(30)
9| 0.01315 | 0.00090(88) | -0.00050(47) | 0.00009(32)
10 | 0.0431 | 0.0361(25) | 0.0319(15) | 0.0263(13)
11| 0.021446 | 0.0017(22) | 0.0025(12) | -0.00039(88)
12 | -0.00162 | 0.00248(56) | 0.00204(28) | 0.00210(17)
13 | 0.018818 | 0.0087(26) | 0.0052(15) | 0.0018(12)
14 | 0.019534 | 0.0127(15) | 0.01229(74) | 0.01226(47)
15 | -0.0045 | -0.00125(82) | 0.00061(42) | 0.00032(27)
16 | 0.02418 | 0.0231(29) | 0.0203(17) | 0.0175(15)
17 | 0.02134 | 0.0028(29) | 0.0022(15) | 0.0035(11)
18 | 0.001318 | 0.00358(86) | 0.00234(39) | 0.00163(24)
19 | -0.00516 | -0.0141(25) | -0.0124(15) | -0.0124(12)
20 | -0.0069 | 0.0007(18) | 0.00298(93) | 0.00153(66)
21 | 0.002918 | 0.0008(12) |-0.00026(52) | 0.00063(33)
22 | -0.020796 | 0.0146(35) | 0.0088(19) | 0.0109(13)
23 | -0.004356 | -0.0064(10) | -0.00634(51) | -0.00530(29)
24 | 0.054396 | -0.0031(49) | 0.0055(24) | 0.0028(14)

Tabelle 4.5: Ergebnisse der iterativen Blockung mit 24 Kopplungen (Projekt 4)
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01 2 3
B2 1.7969(65) | 1.5824(31) | 1.3722(27)
1[2] 1.1781(30) | 0.9601(15) | 0.8222(13)
2 [ 0| -0.0857(36) | -0.0804(14) | -0.0665(11)
310]-0.0145(12) | -0.01351(40) | -0.01263(28)
410/ 0.3094(18) | 0.31115(81) | 0.27501(73)
5|0 |-0.0343(17) | -0.03387(69) | -0.02896(56)
6 | 0| -0.00283(76) | -0.00314(27) | -0.00324(18)
70| 0.0314(22) | 0.03040(89) | 0.02582(68)
810/ 0.0022(12) | 0.00170(42) | 0.00142(28)
9| 0| -0.0008(12) | -0.00035(42) | -0.00004(29)
10 | 0| 0.0295(42) | 0.0321(17) | 0.0271(13)
11| 0 | -0.0017(36) | 0.0014(12) | 0.00008(87)
12 | 0| 0.00304(82) | 0.00189(25) | 0.00195(16)
13| 0| 0.0124(39) | 0.0055(14) | 0.0021(10)
14 | 0| 0.0120(21) | 0.01247(68) | 0.01219(43)
15 | 0 | -0.0016(11) | -0.00017(38) | 0.00035(25)
16 | 0| 0.0288(43) | 0.0234(17) | 0.0198(14)
17 | 0| 0.0002(41) | 0.0023(14) | 0.0029(10)
18 | 0| 0.0036(11) | 0.00221(37) | 0.00143(23)
19 | 0 | -0.0058(36) | -0.0097(15) | -0.0109(12)
20 | 0| -0.0017(24) | 0.00270(89) | 0.00199(61)
21 | 0| 0.0015(16) | 0.00009(48) | 0.00035(29)
22 | 0| 0.0122(42) | 0.0068(17) | 0.0080(11)
23 | 0 | -0.0054(16) | -0.00535(47) | -0.00502(26)
24 | 0| -0.0000(62) | 0.0054(21) | 0.0058(13)

Tabelle 4.6: Ergebnisse der iterativen Blockung mit 24 Kopplungen mit Stan-

dardwirkung als Startpunkt (Projekt 5)
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Abbildung 4.1: RG-Fliisse der fiihrenden Kopplung (; der 24-Kopplungen-
Parametrisierung (oben) mit Standard- (¥) und Fixpunktwirkung (M) als Start-
punkt und 27-Kopplungen-Parametrisierung (unten) mit Standard- (a) und Fix-
punktwirkung (e) als Startpunkt.

68



0.4 T T T T T
0.35 | e ]
03 I ]

0.25 | |

Bs

0.2t 1
0.15 | ]
0.1 f ]

0.05 | ]

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
1/B

0.4 - ' ' '
0.35 | i
03 | ‘ ,,,,, ----- * AAAAAA b

0.25 | B

By

02 ]

0.15 ]

0.05 I ]

0.5 0.55 0.6 0.65
1/B

Abbildung 4.2: RG-Fliisse der Kopplung (4 der 24-Kopplungen-Parametrisierung
(oben) mit Standard- (v) und Fixpunktwirkung (M) als Startpunkt und 27-
Kopplungen-Parametrisierung (unten) mit Standard- (A) und Fixpunktwirkung
(e) als Startpunkt.
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Genauigkeit ermittelt werden konnte, wurden alle anderen Kopplungskonstanten
B; auf B; normiert und gegen 1/3 aufgetragen. Im Anhang G wird dies fiir alle
Kopplungen vorgenommen. Wie man sehen kann, unterscheidet sich der Fluf}, der
mit 24-Kopplungen berechnet wurde (P4) nur wenig von dem 27-Kopplungen-
FluB8 (P1), bis auf die B-Anderung, die bei P4 durch die Vernachlissigung der
quadratischen Kopplungen 25-27 kleiner ausfillt als bei P1. Zum Vergleich wurde
in diesen Bildern die klassische Trajektorie als Linie aufgetragen.

Es stellt sich heraus, daf} die meisten Kopplungen, deren Fixpunktwerte in [2]
analytisch berechnet wurden, ein klassisches RG-Transformationsverhalten zei-
gen. Dies ist sehr gut fiir die Wirkungen 2, 4, 7 und 16 erfiillt, mafig fiir die 3
(die einzige gefittete Fixpunktkopplung mit klassischem Verhalten) und Wirkung
5. Die iibrigen in [2] analytisch berechneten Kopplungen 10 und 19 verhalten sich
bei den ersten Iterationsschritten noch anndhernd klassisch.

Die Kopplungskonstanten 9, 11, 15 und 21 weisen einen vom Betrag viel klei-
neren Wert als die gefitteten Fixpunktkopplungen aus [2]. Sie sind bei den ersten
Iterationen im Rahmen des statischen Fehlers Null.

Die Kopplungskonstanten 6, 8, 13, 14, 17, 20, 22 und 24 sind vom Betrag
kleiner als die gefitteten Fixpunktkopplungen. Nur die Kopplungskonstanten 12,
18, 19 und 23 iibersteigen betragsmifig die gefitteten Werte.

Die Nichtiibereinstimmung der iterierten mit den gefitteten Werten steht im
Einklang mit der in [2] vertretener Meinung, wonach es sich bei den gefitteten
GroBlen um Effektivwerte handelt, die einzeln betrachtet keine grofle Signifikanz
besitzen.

Die stiarksten Abweichungen vom klassischen Verhalten weisen die Kopplun-
gen 25 und 26 auf, deren Betrag den analytisch berechneten Fixpunktkopplungs-
wert bis um eine Groflenordnung iibersteigt (Abbildung 4.3).

4.4 Bessere Lokalitidtseigenschaften bei Blockung
mit kK = 2.5

Beim Vergleich der letzten beiden Iterationen des Projekts 1 mit den Iterationen
des Projekts 2 fallt auf, dafl sich die meisten der ersten 24 effektiven Kopplungs-
konstanten durch die andere Wahl des Parameters x = 2 bzw. 2.5 nicht viel
verdndern (Bilder im Anhang F). Signifikante Unterschiede zeigen sich bei den
ersten drei Kopplungen. Besonders die fiihrende Kopplungskonstante erreicht bei
der Wahl k = 2.5 ihren Fixpunktwirkungswert.

Ganz anders verhélt es sich bei den neuen drei Kopplungen. Diese sind bei der
Wahl k = 2.5 bis um den Faktor 5 kleiner als bei k = 2. B35 und (26 kommen so
ihrem klassischen Verhalten sehr nahe (Abbildung 4.3). Auf Grund des grofieren
[ ist dieser Effekt bei Betrachtung der auf $; normierten Kopplungskonstanten
noch etwas stirker. (Anhang G, Seite 95)
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Die Minderung der Beitridge der quadratischen Kopplungen 25, 26 und 27 148t
vermuten, dafl die Wirkung durch die Wahl x = 2.5 bei moderatem 3 zu einer
lokaleren effektiven Theorie fiihrt.

4.5 Apf-Funktion

Fiir alle Projekte wurde die Verdnderung von ( bei einem Iterationsschritt un-
tersucht. Dieser Wert 148t sich fiir 5 — oo perturbativ bestimmen:

AG=F—F = 2o(14 5=+ O(5™) (4.3
T 23
Abbildung 4.4 stellt die Ergebnisse graphisch dar.

Bei der Einbeziehung der drei neuen Kopplungen zeigt sich eine deutliche
Annidherung des AB an den perturbativ berechneten Wert, besonders in den
Iterationen 2 bis 5 (P1) stimmen die Werte innerhalb des statistischen mit der
Storungstheorie {iberein. Die deutliche Abweichung des P1-Wertes bei der ersten
Iteration, konnte von Einschwingvorgdngen stammen: Viele der in [2] gefitteten
Kopplungen dndern bei diesem Schritt ihre Werte ganz erheblich, manche sogar
ihr Vorzeichen.

Die bei der 24-Kopplungen-Parametrisierung erhaltenen Ag-Werte, in den
untersuchten Fillen (P4 und P5) sind unabhingig vom Startpunkt der Trajekto-
rie.

Die Abhingigkeit dieser Werte vom Startpunkt bei dem ersten Iterations-
schritt der 27-Kopplungen-Parametrisierung (P1, P3), kénnte von den oben an-
gesprochenen Einschwingvorgéngen stammen. Da sie nur bei dieser Parametri-
sierung auftreten, kann man daraus schlieflen, dafl die letzten drei Kopplungen
stark von den Sechs- und Acht-Punkt-Kopplungen abhingen.

Die sich abzeichnende, leider bei dieser Statistik nicht ausreichend belegbare
Abweichung bei den nichsten Iterationsschritten von P3, konnte ein Ergebnis der
langsamen Konvergenz der letzten beiden Kopplungen sein.

4.6 Messung der Step Scaling Function

Als Test des Perfektionsgrades des bestimmten RG-Flusses wurde die Step Scaling
Function (s. Abschnitt 1.5.1), hnlich wie in [2] bestimmt. Die dafiir notwendige
Bestimmung der Korrelationsldnge erfolgte mit dem im Abschnitt 3.4 beschrie-
benen Verfahren.

Um die Ergebnisse mit [2] vergleichen zu konnen, wurde die RG-Trajektorie
zwischen den einzelnen Iterationsschritten linear interpoliert. Der freie Parameter
dieser Interpolation 8 wurde so angepafit, dafl auf einem Gitter der Linge L =5
die Running Coupling den Wert g(L) = 1.0595 annahm. Dies geschah iterativ.
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Abbildung 4.3: RG-Fliisse von (355, 826 und (27. Die gestrichelte Linien zeigen den
Verlauf der Fixpunktwirkung. Es werden P1 (), P2 (¢) und P3 (A) dargestellt.
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Abbildung 4.4: Anderung von 3 bei der RGT in Abhéngigk_e_zit von 3. Die ge-
strichelte Linie zeigt den perturbativ erhaltenen Wert dieser Anderung in erster
In2

Ordnung fiir 3 — oo: $2(1 + ﬁ) . BEs werden die Ergebnisse aller Projekte

dargestellt: P1 (o), P2 (4), P3 (o), P4 (W) und P5 (v).

Zuerst wurden die Korrelationsldngen der Theorien der letzten vier Blockungs-
schritte des Projekts 1 berechnet. Wie sich herausstellte, lag die erwiinschte Kor-
relationslidnge £ = L/g(L) = 4.792 zwischen den Schritten 6 (5 = 1.2538(44)) und
7 (8 =1.1087(31)). Bei der Wahl des neuen § wurde der in diesem (-Bereich vor-
herrschende lineare Zusammenhang (Abbildung 4.5) zwischen § und £ benutzt.
Da die ermittelten Koeffizienten des linearen Zusammenhangs statistische Fehler
aufwiesen und dieser nur eine Niherung fiir den tatsichliche £(/3)-Abhangigkeit
war, wurde dieses Verfahren mehrmals wiederholt, wobei das zuletzt erhaltene &
bei der Bestimmung des nédchsten Wertes einbezogen wurde (Abbildung 4.6). So
konnte die Running Coupling bei 8 = 1.20724 auf den Wert g(L) = 1.0582(7)
eingestellt werden.

Mit diesem [ wurde dann die Berechnung der Running Coupling auf ei-
nem Gitter der Liange 2L = 10 durchgefiihrt. Bei dem so erhaltenen Wert g =
1.2786(9) zeigt sich eine Verminderung der finite-size-Effekte im Vergleich zu der
Standardwirkung g = 1.290(1), doch ist die Abweichung von dem mit der Fix-
punktwirkung erhaltenem Kontinuumswert g = 1.2635(22) sehr deutlich.
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Abbildung 4.6: Iterative Einstellung der Running Coupling. Die horizontale Linie
zeigt den angestrebten Wert an.
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Kapitel 5

Ausblick

Wie in den letzten Kapiteln deutlich wurde, entsprechen die gemessenen trun-
kierten Kopplungskonstanten nicht den Erwartungen.

Die Step Scaling Function weist noch relativ ausgeprigte Gitterartefakte (Ab-
schnitt 4.6) auf. Obwohl sich eine deutliche Verbesserung gegeniiber der Stan-
dardwirkung zeigt, ist die Abweichung von den klassisch perfekten Werten aus
[2] recht groB.

Die Korrelationsldnge £ nimmt bei den simulierten RG-Schritten geringfiigig
schneller ab als erwartet (Abschnitt 3.4.1). Selbst die Erwartungswerte der Wir-
kungen (H;) konnten mit der trunkierten effektiven Wirkung nicht reproduziert
werden (Abschnitt 3.2). Allein die Erwartungswerte der Zweipunktfunktionen
(C(r)) in der 27-Kopplungen-Parametrisierung konnten mit hoher Genauigkeit
reproduziert werden. Hier tritt eine deutliche Verbesserung im Vergleich zu der
24-Kopplungen-Parametrisierung ein (Abschnitt 3.3).

All dies zeigt, daf} in den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Iterationen
die RGT nicht exakt verfolgt wurde. Dies konnte folgende Ursachen haben:

1. Die erreichte Genauigkeit bei der Messung der effektiven Kopplungen ist
noch nicht ausreichend. Um die Genauigkeit zu steigern, miifite mehr Re-
chenzeit in die einzelnen Iterationsschritte investiert werden. Dies ist mit
den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht zu erreichen.

2. Die Trunkierung der effektiven Wirkung ist noch zu stark. Es miifiten wei-
tere Kopplungen in die Parametrisierung einbezogen werden.

3. Die Attraktivitit der RGT konnte sich in dem betrachteten Bereich 8 ~ 1
zu sehr abgeschwicht haben, um den RG-Fluf} geniigend stark zu beeinflus-
sen.

4. Weitere noch unbekannte systematische Fehler konnten auch Abweichungen
des effektiven Flusses von der RGT erzeugen.

75



Ist hier der Punkt 2 zutreffend, so wére es sinnvoll, eine RG mit besseren Lo-
kalitdtseigenschaften der RG-Flusses zu betrachten. Vielversprechend ist die fol-
gende Wahl des Blockungsparameters P:

P=kB+05 (5.1)

Der zugehorige RG-Fluf} soll in einer von dieser Diplomarbeit unabhingigen Stu-
die untersucht werden.
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Anhang A

Stationarititsbedingung fiir den
kanonischen Damon

Der kanonische Ddmon 0 < § < D wird folgendermaflen aktualisiert:
1. Es wird eine Anregung, wie im Abschnitt 2.1.1 beschrieben, generiert.
2. Falls fiir die Anregungsenergie h gilt 0 < § + h < D, wird der Ddmon auf

einen neuen Wert ¢’ = 6 + h gesetzt. Ist das nicht der Fall, so bleibt der
Damon unverdndert §' = ¢ und die Anregung wird riickgéngig gemacht.

Hat das anzuregende System eine Zustandssumme der Form

7 = / deg e PH9), (A.1)

so resultiert aus dem oben beschriebenen Prozef fiir den kanonischen Didmon eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung, die proportional zu e#* ©(0 < §' < D) ist.

Mit der Symmetrieeigenschaft (2.6) 148t sich die Stationaritdt dieser Vertei-
lung unter dem oben genannten Prozef zeigen:

e P"9(0 < §' < D) = A(¢") + R(8")

Dabei beschreibt der Term A(4') die akzeptierten und der Term R(¢') die zurtick-
gewiesenen Vorschlige der Ddmon&nderung.
D +o00

A®S) = /d5e—ﬁ6 / dhTI(h)3(5' — 6 — B)O(0 < 6+ h < D)
0 —00
+o00
—0(0<§ < D) / dh e=B MRS (—8' < h < D — &)
D¢’

—0(0 < § < D)e ™™ / dh e PrTI(h)
-
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R(¢") = /d(sef” / dhTI(h)§(8' — 6){O(0 > 5+ h) + ©(5 + h > D)}

—00
§'—D

=0(0 < ¢ < D)e Py / dhTI(h) + /th(h)}

!

=0(0< ¥ < D)eﬁé’{/ dhTI(h) — | dhII(h)}
— 00 & —

=3

]

=0(0 < ¢ < D)e {1 - / dhTI(h)}

8'—D
5

9 00 < § < D)e {1 - / dh TI(—h)e®™)

0'—D
D-¢'

=0(0 < ¢ < D)e {1 - / dhTI(h)e Ph}
6!

A(8") + R(8") = e P"O(0 < § < D)

Dieser Beweis kann analog fiir den mehrdimensionalen Fall gefiihrt werden.
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Anhang B

Erzeugung einer Zufallsrotation

Im folgenden wird die praktische Umsetzung der Rotation eines Spins § um eine
zufillig ausgewihlte, senkrecht zu ihm stehende Achse um den Winkel ¢ (Abb.
B.1) beschrieben. Fiir den gedrehten Spin §” gilt:

§'(8,9) = §cos ¥ + (sin i + cos pv) sin ¥ (B.1)
mit

Q-F=0-F=0-4=0 (B.2)
und

”=4%=1 (B.3)

Dabei ist ¢ € [0,27] eine gleichverteilte Zufallsvariable. In der Praxis werden
zwei uniforme Zufallszahlen ry, 7, € [—1,1] so lange erzeugt bis r*> = r? +r2 < 1,
danach werden die Werte sin ¢ = % und cos p = % gesetzt.

Die senkrecht zu § liegenden, normierten Vektoren @ und ¢ werden wie folgt
festgelegt. Die Indizes i # j # k # i werden so gewahlt, dal s; # 0 - bei der
numerischen Umsetzung s; > 0.1. Danach wird ein zu § senkrechter und in der

1j-Ebene liegender Vektor v bestimmt:

v=1 s U= — (B.4)
0 |v|

Der zweite Vektor v kann dann aus dem Vektorprodukt von §und v bestimmt
werden:

U=5§x%X0=|—ss; (B.5)
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Abbildung B.1: Rotation eines Spins s um eine zufillig ausgewihlte, senkrecht
zu ihm stehende Achse um den Winkel 9.
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Anhang C

Transformationsmethode

Die Transformationsmethode dient zur Erzeugung von nichtuniform verteilten
Zufallszahlen z, mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung I1(z).
Betrachten wir das Integral

Z(z) = / " () (C.1)

— 00

Sei Z~! die Umkehrfunktion von Z und seien r; € [0, 1] uniform verteilte Zufalls-
variablen, dann sind z = Z7'(r;) geméB II(z) verteilt.

Beweis:

Fiir die Wahrscheinlichkeit w(z), da = € [a, b], gilt:

w(z) = /01 drO(a < Z-1(r) < b). (C.2)
Mit:
z = Z7Y(r), dr = dxdiiZ(x) D i) (C.3)
folgt:
w(z) = /°° iz T1(2)0(a < o < b) (C.4)
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Beispiel:  Erzeugung einer Zufallsvariablen z € [—1,1] mit II(z) ~ e .

Die Verteilung

aefaz

I(z) =—0O(-1<z<1)

ea —e a
wird in (C.1) eingesetzt:

Z(z) =e % —1/e7? 1

Die Umkehrfunktion 148t sich in diesem Fall leicht bestimmen:

Z Yr) = L In ((ea - e*a) r+ e*a)

a
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Anhang D

Software

Bei der Erstellung dieser Arbeit wurde folgende Software benutzt:
xemacs Ein multifunktionaler Texteditor (Version 19.15).
cxx Digital C++-Compiler (DEC C++ V5.6-014 on OpenVMS Alpha V7.1)

fortran Digital Fortran77-Compiler (DEC Fortran for OpenVMS AXP Systems
V6.2)

posics Eine UNIX-dhnliche Shell, wurde als komfortable Alternative zu der DCL-
Shell von VMS bei der Datenauswertung benutzt.

awk Interpreter fiir eine sehr an C angelehnte Sprache. AWK hat sich als ideales
Werkzeug fiir die numerische Auswertung und Manipulation von in ASCII-
Dateien abgespeicherten Daten (z.B. Rohdaten aus Observablenmessungen
bei Simulationen) bewéhrt. Auch bei der Erzeugung von KTEX-Tabellen,
sowie zur Generierung von langen Befehlsketten, mit wiederkehrenden Mu-
stern (z.B. fiir gnuplot) hat sie sich als sehr niitzlich erwiesen. AWK ist ein
Bestandteil jedes UNIX-Systems und der POSICS-Shell.

gnuplot Ein Programm zur graphischen Darstellung von Daten.
xfig Ein Programm zur Erzeugung einfacher Graphiken.

latex KETEX2e-Compiler.

xdvi DVI-Viewer.

ghostview PostScript-Viewer.
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Anhang E

Hardware

Alle numerisch aufwendigen Liufe wurden auf dem VMS-Alpha-Cluster (3 Alpha-
Server 2100 / 200 MHz mit insgesamt 10 RISC-Prozessoren und 640 MB RAM
pro Server) des Naturwissenschaftlichen Zentrums der Westfilischen Wilhelms-
Universitdt Miinster durchgefiihrt.

Der Rechenaufwand der durchgefiihrten Projekte kann anhand folgender Da-
ten veranschaulicht werden: In einer Stunde Rechenzeit wurden bei den Blockungsldaufen
10 000 bis 20 000 Gitterkonfigurationen erzeugt. 4 000 solche Konfigurationen gin-
gen in die Losung des Gleichungssystems fiir die Kopplungskonstanten ein. Pro
Iterationsschritt wurden jeweils ca. 600 dieser Gleichungen gelost.

Die Datenauswertung fand teilweise auf dem obengenannten Cluster statt, ihr
grofiter Teil wurde auf dem Linux-PC feynman.uni-muenster.de durchgefiihrt.
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Anhang F

RG-Flufidiagramme

Folgende Diagramme zeigen Absolutwerte der gemessenen effektiven Kopplungs-
konstanten der Projekte P1 (®), P2 (¢) und P4 (W) in Abhéngigkeit von 3. Die

gestrichene Linie entspricht der klassischen Trajektorie.
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Anhang G

Normierte RG-Flufidiagramme

Folgende Diagramme zeigen die gemessenen mit 3; normierten effektiven Kopp-

lungskonstanten der Projekte P1 (o), P2 (¢) und P4 (H

) in Abhéingigkeit von 3.

Die gestrichene Linie entspricht der klassischen Trajektorie.
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