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EinleitungZur Zeit sieht es so aus, als g�abe es zwei verschiedene Sorten von Teilchen:Die erste Gruppe besteht aus Quarks und Leptonen, die Spin-12-Teilchen sindund der Fermi-Dirac-Statistik gen�ugen (Fermionen). Unsere Materie ist aus die-sen Teilchen aufgebaut. Die zweite Gruppe besteht aus den sogenannten Eich-Bosonen (Bosonen). Diese Teilchen haben ganzzahligen Spin und erf�ullen dieBose-Einstein-Statistik. Sie vermitteln die wechselwirkenden Kr�afte zwischen denFermionen.Viele Experimente zeigen einen klaren Beweis f�ur vier Arten von Wechselwir-kungen in der Natur: die starke, die schwache, die elektromagnetische und diegravitative Wechselwirkung.Gegenw�artig wird die Natur durch das sogenannte Standardmodell beschrieben.Dabei bleiben trotz seines gro�en Erfolges noch einige wichtige Fragen ungekl�art:� Warum gibt es genau drei Typen von Quarks und Leptonen?� Warum ist der Anteil an Materie so viel h�oher als an Antimaterie?� Gibt es vielleicht noch mehr Sorten von Teilchen und Kr�aften, die beih�oheren Energien entdeckt werden k�onnten?� Sind die Quarks und Leptonen wirklich fundamental oder haben sie aucheine Substruktur?� Wie kann man die Gravitation mit den anderen Kr�aften vereinheitlichen?� Woraus besteht die dunkle Materie, die gro�e Teile des Universums aus-macht?Weitere Indizien f�ur die Fehlerhaftigkeit des Standardmodells werden in den Ab-bildungen 0.1, 0.2 und 0.3 aufgezeigt. (S�amtliche Abbildungen stammen aus demBuch von P. Langacker [13].) Eine sehr vielversprechende Erweiterung diesesModells ist die Supersymmetrie, kurz SUSY genannt, die eine Symmetrie zwi-schen Fermionen und Bosonen beschreibt. Danach sollte es zu jedem "normalen\Teilchen einen sogenannten "Superpartner\ geben, der abgesehen vom Spin diegleichen Eigenschaften wie das Teilchen selbst hat. Nach der Theorie der Su-persymmetrie gibt es somit zu jedem normalen Fermion einen Superpartner, der



2 Einleitungein Boson ist, w�ahrend zu jedem normalen Boson als Superpartner ein Fermionexistieren sollte, wie die nachfolgende Tabelle zeigt.Spektrum der SUSY-TeilchenTeilchen Spin Superteilchen SpinQuark q 1/2 Squark ~q 0Lepton l 1/2 Slepton ~l 0Neutrino � 1/2 Sneutrino ~� 0Photon 
 1 Photino ~
 1/2Gluon g 1 Gluino ~g 1/2W-Boson 1 Wino ~W 1/2Z-Boson 1 Zino ~Z 1/2Higgs-Boson H 0 Higgsino ~H 1/2Graviton G 2 Gravitino ~G 3/2Bringt man jedoch Fermionen und Bosonen zusammen in ein Multiplett, so f�uhrtdies zu einer radikalen Erweiterung des Symmetriebegri�es. Man hat dann Sym-metriealgebren, die neben den Kommutatoren auch Antikommutatoren enthalten.Das Auftreten von antikommutierenden Zahlen h�angt mit dem Paulischen Aus-schlie�ungsprinzip zusammen, wonach jeder Zustand maximal mit einem Fermionbesetzt werden kann. Besch�aftigt man sich mit Supersymmetrie, so mu� man ne-ben den c-Zahlen, die in der klassischen Physik f�ur die Bosonen verwendet werden,auch die sogenannten Grassmann- oder a-Zahlen f�ur die Fermionen benutzen. Ei-ne kurze Einf�uhrung in den Umgang mit Grassmann-Variablen �ndet sich imAnhang B.Durch die Supersymmetrie, bzw. durch Symmetrien allgemein, hat man nundie M�oglichkeit, scheinbar zusammenhanglose Objekte oder Begri�e mit einemeinzigen Gesetz zu beschreiben. Die Supersymmetrie stellt einen gemeinsamenRahmen f�ur die Beschreibung von Fermionen und Bosonen zur Verf�ugung. Diesgeschieht durch "neue\ mathematische Operationen, die zu den vier gew�ohnli-chen Raum-Zeit-Dimensionen vier weitere hinzuf�ugen. Diese bilden zusammeneine Art Hyperraum. Die vier zus�atzlichen Dimensionen sind f�ur die Anpassungan die speziellen geometrischen Eigenschaften der Fermionen erforderlich. F�ur dieElementarteilchen bedeuten die supersymmetrischen Operationen eine Transfor-mation von einem Boson in ein Fermion und umgekehrt.Wenn die Supersymmetrie exakt w�are, h�atten die Teilchen und ihre Superpartnergleiche Massen. Da man { bis jetzt { keine supersymmetrischen Teilchen gefundenhat, mu� die Supersymmetrie gebrochen sein. H�atten beispielsweise die Selektro-nen die gleiche Masse wie die Elektronen, w�urde dies die Selektronen durch die



Einleitung 3elektromagnetische Kraft ebenfalls an Protonen binden [11]. Solche derart zu-sammengesetzten Atome h�atten grundlegend andere Eigenschaften als "normale\Atome: Die Elektronen m�u�ten als Fermionen im Atom unterschiedliche Ener-gieniveaus besetzen. Die Selektronen hingegen k�onnten als Bosonen die gleichenEnergieniveaus einnehmen. Solche seltsamen Atome hat man allerdings nie beob-achtet, und man schlie�t daraus, da� die Masse der Selektronen gr�o�er sein mu�als die Masse der Elektronen. Damit ist die Supersymmetrie gebrochen.Da gebrochene Symmetrien in der Physik keine Seltenheit sind (Beispiel: elek-troschwache Wechselwirkung), sollte dies allein kein Grund zum Zweifeln an derSupersymmetrie sein. Einige Argumente, die f�ur die Supersymmetrie sprechen,sind:� Supersymmetrische Quantenfeldtheorien haben weniger "b�osartige\ Diver-genzen als "gew�ohnliche\ Theorien.� SUSY stellt die einzige M�oglichkeit f�ur eine nicht-triviale Kombination einerinternen Symmetriegruppe mit der Poincar�e-Gruppe dar (letzte m�oglicheSymmetrie der S-Matrix ([6], [10])).� Die lokale SUSY liefert automatisch eine Vereinheitlichung der Gravitationmit der starken und der elektroschwachen Wechselwirkung (Supergravita-tion).� SUSY l�ost in den allumfassenden Theorien das sogenannte Hierarchiepro-blem.Die drei Eichkopplungen des Standardmodells (SM) sind abh�angig von derEnergieskala, bei der sie gemessen werden (laufende Kopplungen). In denGrand Uni�ed Theories (GUTs) geht man davon aus, da� sich die dreiKopplungen bei h�oheren Energien schneiden werden. Neue Rechnungen zei-gen, da� dies beim Standardmodell nicht der Fall ist. Dadurch wird erneutbest�atigt, da� das Standardmodell keine endg�ultige Theorie darstellt, son-dern allenfalls als Niederenergie-Limes einer GUT verstanden werden kann.Die Abbildung 0.1 skizziert den Verlauf der drei Eichkopplungen �1, �2und �3 in Abh�angigkeit von der Skala f�ur das Standardmodell und f�ur dasminimale supersymmetrische Standardmodell (MSSM) [13]. Dieses ist dieeinfachste Version der Supersymmetrie mit minimalem Teilchenumfang.� In der SUSY verschmelzen alle Kr�afte bei hohen Energien.� Das leichteste supersymmetrische Teilchen, das stabil ist und somit nichtin leichtere Teilchen zerf�allt, wird auf der Suche nach Kandidaten f�ur diedunkle Materie favorisiert.



4 EinleitungTrotz dieser rein theoretischen Motivation f�ur die Supersymmetrie gibt es vieleExperimentalphysiker, die sich auf die Suche nach Signalen f�ur SUSY begebenhaben.
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Abbildung 0.1: Laufende Kopplungen in (a) dem Standardmodell (SM) und(b) in dem minimalen supersymmetrischen Standardmodell (MSSM) mit zweiHiggs-Dubletts f�ur MSUSY = MZ . MZ bezeichnet die Masse des Z-Bosons.Man sieht, da� sich die Kopplungen im MSSM bei ' 1016 GeV vereinigen. DieFehler bei �1 und �2 sind kleiner als die Strichst�arke. (Aus [13].)Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Kapitel. Kapitel 1 erl�autert das "ein-fachste\ supersymmetrische Modell von J. Wess und B. Zumino in zwei Dimen-sionen. (Nach L.H. Ryder [20] ist diese Bezeichnung inkorrekt, denn: "Nothingin this subject is simple!\.) Dabei werden die Unterschiede zwischen der on- undo�-shell Darstellung aufgezeigt und es werden die zugeh�origen Wirkungen aufge-stellt. F�ur diese Darstellungen de�niert man dann supersymmetrische Transfor-mationen. Da jede Symmetrietransformation nach dem Noether-Theorem einenerhaltenden Strom liefert, wird im Anschlu� ein Superstrom berechnet. Abschlie-�end berechnet man f�ur diesen Superstrom Ward-Identit�aten [9]. Nachdem mandie obigen Rechnungen im Kontinuum durchgef�uhrt hat, stellt man nun diese



Einleitung 5�Uberlegungen auf einem Gitter an.Nach einem Vorschlag von K.G. Wilson brachte man 1974 Eichtheorien aufein kubisches Gitter und betrachtete nun anstelle des Raum-Zeit-Kontinuumsnur diskrete Punkte. R�uckt man die Gitterpunkte immer dichter zusammen, soergibt sich aus der Gitter-Eichtheorie im Grenzfall gerade wieder die Kontinuums-Theorie.Die Einf�uhrung des Gitters erm�oglicht Rechnungen, die im Kontinuum nichtdurchf�uhrbar sind. Danach wird dieser Vorgang durch den �Ubergang zur kon-tinuierlichen Raum-Zeit wieder r�uckg�angig gemacht.
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^Abbildung 0.2: 90% Kon�denzbereiche f�ur sin2(�̂W (MZ)) gegen mt verglichenmit den Vorhersagen des Standardmodells (SM) und des minimalen super-symmetrischen Standardmodells (MSSM). mt ist die Masse des top-Quarks.Zum Vergleich sind die Vorhersagen f�ur degenerierte SUSY-Massen bei MZund 1 TeV aufgetragen. (Aus [13].)Stellt man sich dieses Gitter als eine Aneinanderreihung von gestapelten vier-dimensionalen W�urfeln vor, so steht jeder Gitterpunkt bzw. Gitterplatz f�ur einebestimmte Position in der vierdimensionalen Raum-Zeit.Zwischen benachbarten Gitterpunkten besteht eine Beziehung, die im Modell derVerbindungslinie entspricht. In dieser Modellvorstellung schlie�en vier Verbin-



6 Einleitungdungslinien ein Quadrat ein, das in der Gittertheorie als "Plakette\ bezeichnetwird. Auf den Verbindungslinien oder den Plaketten gibt es allerdings im Gegen-satz zum Kontinuum keine zus�atzlichen Punkte. Die Teilchen der Kontinuums-Theorie, die auf das Gitter gebracht werden sollen, werden in ihren unterschied-lichen Zust�anden nur auf den Gitterpl�atzen de�niert. Hingegen werden die Feld-st�arken ausschlie�lich auf den Verbindungslinien ("links\) de�niert.
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Einleitung 7zu Kapitel 1 werden abschlie�end statt der integrierten Ward-Identit�aten die un-integrierten Ward-Identit�aten f�ur den erhaltenen Strom berechnet.Das dritte Kapitel widmet sich ausschlie�lich der Gitter-N=1 Super-Yang-Mills-Theorie. Dabei wird bei vielen Rechnungen und Ergebnissen der Kontinuums-limes gebildet, um die Gittertheorie zu �uberpr�ufen. Abschlie�end werden Vor-schl�age f�ur einen Gitter-Superstrom gemacht.



Kapitel 1Das Wess-Zumino-ModellDas erste supersymmetrische Modell der vierdimensionalen relativistischen Quan-tenfeldtheorie wurde 1974 von J. Wess und B. Zumino [22] entwickelt. Da-bei handelt es sich um ein Spin-12 -Teilchen in Wechselwirkung mit zwei Spin-0-Teilchen. Die Teilchen sind durch Symmetrietransformationen miteinander ver-kn�upft und sitzen deshalb im selben Multiplett 1. Man hat dann ein fermionischesFeld, das durch einen Majorana-Spinor repr�asentiert wird, und zwei bosonischeFelder, die durch ein skalares und ein pseudoskalares Feld dargestellt werden. AlleFelder besitzen hier die gleiche Masse.In zwei Dimensionen reduziert sich das Modell auf:� 1 bosonisches Feld �(x) und� 1 Majorana-Spinor  (x).Das liegt daran, da� in der Supersymmetrie die Anzahl der fermionischen Frei-heitsgrade mit der Anzahl der bosonischen Freiheitsgrade �ubereinstimmen m�ussen.Wenn d die Anzahl der Dimensionen darstellt und d au�erdem noch gerade ist,dann hat ein gew�ohnlicher Dirac-Spinor 2 d2 Komponenten. Das entspricht 2 d2 Frei-heitsgraden.Ein Majorana-Spinor beschreibt Teilchen, die ihrem Antiteilchen entsprechen. So-mit halbiert sich die Anzahl der Komponenten bei einem Majorana-Spinor unddieser besitzt nur 2 d2�1 Freiheitsgrade.Soll jetzt NF = NB gelten, hat man folglich 2 d2�1 reelle Skalarfelder. Damit gibtes f�ur d = 2 ein reelles Skalarfeld und f�ur d = 4 zwei reelle Skalarfelder.1.1 O�-shell-Kontinuums-WirkungDie Supersymmetrie ist eine Symmetrie zwischen Fermionen und Bosonen. Manm�ochte also eine Wirkung haben, die sowohl Fermionen als auch Bosonen enth�alt.1Es handelt sich hierbei um ein chirales Supermultiplett.



1.1 O�-shell-Kontinuums-Wirkung 9Eine m�ogliche Wirkung ist zum Beispiel [8]:S = Z d2x 12�(@��(x))2 +  (x) 6@ (x) +  (x) (x)P 0(�) + 2FP (�)� F 2�| {z }L(x) : (1.1)Dabei sind �(x) und F reelle skalare Felder; F ist ein sogenanntes Hilfsfeld.  (x)ist ein zweikomponentiger Majorana-Spinor und P (�) ein beliebiges Polynom in�, das sogenannte Superpotential. Zur Vereinfachung werde ich mich im folgendenauf das "minimale\ Superpotential beschr�anken, welches noch eine Wechselwir-kung beschreibt: P (�(x)) = m�(x) + ��2(x): (1.2)1.1.1 SUSY-TransformationenSupersymmetrie-Transformationen sollen die Wirkung invariant lassen und dieskalaren Felder und das Spinor-Feld mischen. Das geschieht �uber einen "Mischungs-parameter\ �, der ebenfalls ein Majorana-Spinor ist:��(x) = �  (x); (1.3)� (x) = h 6@�(x)� F i�; (1.4)� (x) = ��h 6@�(x) + F i; (1.5)�F = �� 6@ (x); (1.6)�P (�) = P 0(�)��(x)= P 0(�)� (x); (1.7)�P 0(�) = P 00(�)��(x)= P 00(�)� (x): (1.8)Diese Formulierung des Wess-Zumino-Modells wird o�-shell-Darstellung genannt.Man unterscheidet in supersymmetrischen Theorien zwischen der on-shell- undder o�-shell-Darstellung. Enthalten die Darstellungen noch Hilfsfelder, wie hierdas Feld F , so spricht man von der o�-shell-Formulierung der Theorie.Schaut man sich die Feldgleichungen an, so sieht man, da� diese in zwei Klassenseparieren:



10 Das Wess-Zumino-Modell1. Es gibt rein algebraische Gleichungen f�ur Felder. Diese beschreibenkeine Propagation in Raum und Zeit und man nennt diese Felder, derenBewegungsgleichungen keine dynamischen Freiheitsgrade haben, Hilfsfelder.2. Man hat die gew�ohnlichen Wellengleichungen f�ur die anderen Felder,welche daher dynamische Freiheitsgrade beschreiben.Wenn man zeigen m�ochte, da� die Wirkung invariant unter den supersymme-trischen Transformationen ist, reicht es aus, wenn man zeigen kann, da� dieLagrangedichte bis auf eine totale Divergenz verschwindet.Mit den Transformationsregeln ergibt sich f�ur die Variation der Lagrangedichte:�L(x) = @��(x) @���(x) + �F (x)P (�) + F (x) �P (�)� F (x)�F (x)+ 12 � � (x) 6@ (x) +  (x) 6@ � (x) + � (x) (x)P 0(�)+  (x) � (x)P 0(�) +  (x) (x) �P 0(�) �= @��(x) � @� (x)� � 
�@� (x)P (�) + �  (x)F (x)P 0(�)+ � 
�@� (x)F (x)+ 12 � � � h 6@�(x) + F i 6@ (x) +  (x) 6@ h 6@�(x)� F i�� � h 6@�(x) + F i (x)P 0(�) +  (x)h 6@�(x)� F i � P 0(�)+  (x) (x)P 00(�) �  (x)| {z }= 0 �= �@��(x)� � @� (x)� � 
�@� (x)P (�) + �  (x)F (x)P 0(�)+ � 
�@� (x)F (x)+ 12 � � � 
�
�@� (x) @��(x)� � 
�@� (x)F (x)+  (x)
�
� � @�@��(x)| {z }= � 
�
� (x)@�@��(x) � (x)
� � @�F (x)| {z }= � 
� (x)@�F (x)� � 
� (x) @��(x)P 0(�)| {z }= @�P (�) ��  (x)P 0(�)F (x)+ (x)
� �| {z }= �� 
� (x) @��(x)P 0(�)| {z }= @�P (�) � (x) �F (x)P 0(�)| {z }= �� (x)F (x)P 0(�) �



1.2 On-shell-Kontinuums-Wirkung 11= �@��(x)� � @� (x)� 12 � �2��� � 
�
��@� (x)@��(x)+ 12 � 
�
� (x)@�@��(x)+ 12 � 
�@� (x)F (x) + 12 � 
� (x)@�F (x)� � 
�@� (x)P (�)� � 
� (x)@�P (�)= 12 � 
�
�@� (x)@��(x)| {z }= 12 � 
�
�@� (x)@��(x) +12 � 
�
� (x)@�@��(x)+ � @� �12 
� (x)F (x)�� � @�n
� (x)P (�)o= � @� �12 
�
�@��(x) (x)�+ � @� �12 
� (x)F (x)�� � @�n
� (x)P (�)o= � @�J�(x): (1.9)Dabei ist J�(x) = 12 
� � 6@�(x) + F (x)� 2P (�)� (x) (1.10)der Superstrom.1.2 On-shell-Kontinuums-WirkungIn diesem Abschnitt wird die Wirkung des Wess-Zumino-Modells nach der Eli-minierung des Hilfsfeldes F betrachtet.Man kann die Hilfsfelder aus der Wirkung eliminieren, indem man ihre Feldglei-chungen auf die Lagrangedichte und die Transformationsregeln anwendet. DasResultat ist die on-shell-Lagrangedichte.Es gibt mehrere Wege, um zu verstehen, wieso diese Hilfsfelder in supersym-metrischen Theorien auftauchen und warum Unterschiede zwischen der on- undo�-shell-Darstellung bestehen. Die Wurzel des Problems liegt in dem Unterschiedzwischen dem Vektorraum f�ur die o�-shell-Darstellung (Felder �uber x�) und demVektorraum f�ur die on-shell-Darstellung (Cauchy-Daten f�ur die Feldgleichungen).In beiden F�allen mu� die Anzahl der bosonischen Freiheitsgrade mit der Anzahlder fermionischen Freiheitsgrade �ubereinstimmen. Es gibt jedoch f�ur verschiedeneSpins eine unterschiedliche Beziehung zwischen Cauchy-Daten und Feldern [21].



12 Das Wess-Zumino-ModellDie Feldgleichung f�ur F (x) erh�alt man nun folgenderma�en:�S�F (x) � 0 = 2P (�)� 2F (x): (1.11)Daraus ergibt sich f�ur F (x):F (x) = P (�) = m�(x) + ��2(x): (1.12)Man erh�alt dann folgende on-shell-Wirkung:S = Z d2x 12�(@��(x))2 +  (x) 6@ (x) +  (x) (x)P 0(�) + P (�)2�| {z }L(x) : (1.13)1.2.1 SUSY-Transformationen��(x) = �  (x); (1.14)� (x) = h 6@�(x)� P (�)i�; (1.15)� (x) = �� h 6@�(x) + P (�)i; (1.16)�P (�) = P 0(�) ��(x)= P 0(�) �  (x); (1.17)�P 0(�) = P 00(�) ��(x)= P 00(�) �  (x): (1.18)F�ur die Variation der Lagrangedichte ergibt sich damit:�L = (@��(x)) @���(x) + 12 �� (x) 6@ (x) +  (x) 6@ � (x) + � (x) (x)P 0(�)+  (x) � (x)P 0(�) +  (x) (x) �P 0(�)�+ P (�) �P (�)= (@��(x)) � @� (x) + P (�)P 0(�) �  (x)+ 12 � � � h 6@�(x) + P (�)i 6@ (x) +  (x) 6@ h 6@�(x)� P (�)i �� � h 6@�(x) + P (�)i (x)P 0(�) +  (x)h 6@�(x)� P (�)i � P 0(�)



1.2 On-shell-Kontinuums-Wirkung 13+  (x) (x)P 00(�) �  (x)| {z }= 0 �= (@��(x)) � @� (x) + �  (x)P (�)P 0(�)+ 12 � � � 
�
�@� (x) @��(x)� � 
�@� (x)P (�) +  (x)
�
� � @�@��(x)�  (x)
� � @�P (�)� � 
� (x) @��(x)P 0(�)| {z }= @�P (�) � 2 �  (x)P (�)P 0(�)+  (x)
� � @��(x)P 0(�) � : (1.19)Mit  (x)
�� = �� 
� (x); (1.20) (x)
�
�� = � 
�
� (x) und (1.21) (x)� = �  (x) (1.22)folgt:�L = (@��(x)) � @� (x) + 12 �� � 
�
�@� (x) @��(x)� � 
�@� (x)P (�)+ � 
�
� (x) @�@��(x) + � 
� (x) @�P (�)� � 
� (x) @�P (�)� � 
� (x) @�P (�)�: (1.23)Unter Benutzung von 
�
� = 2��� � 
�
� (1.24)l�a�t sich die Variation von L schreiben als:�L(x) = (@��(x)) � @� (x)� 12 � �2��� � 
�
�� @� (x) @��(x)| {z }= 12 �
�
�@� (x) @��(x)+ 12 � 
�
� (x) @�@��(x)� 12 �
� (x) @�P (�)� 12 � 
�@� (x)P (�)



14 Das Wess-Zumino-Modell= 12 � 
�
�@� (x) @��(x) + 12 � 
�
� (x) @�@��(x)� 12 � 
� (x) @�P (�)� 12 � 
�@� (x)P (�)= � @� �12 
�
�@��(x) (x)� � � @� �12 
� (x)P (�)�= � @�J�: (1.25)Man erh�alt wieder einen Superstrom, der durch folgenden Ausdruck gegeben ist:J�(x) = 12 
� h 6@�(x)� P (�)i (x): (1.26)1.3 Integrierte Kontinuums-Ward-Identit�atenUnter Ward-Identit�aten versteht man im wesentlichen Gleichungen, die aus Eich-invarianzen der Wirkung folgen und in jeder Ordnung der St�orungsrechnung er-halten sind. Man kann sie aus Symmetrien der Greenschen Funktionen ableiten.Ward-Identit�aten tragen haupts�achlich zur �Uberpr�ufung der Renormierbarkeitvon physikalischen Theorien bei und sind somit notwendig, um eine physikalischsinnvolle Interpretation der Theorie zu sichern.� F�ur die Berechnung der Ward-Identit�aten de�niert man zun�achst eine Par-titionsfunktion mit Quellen:Z[J(x); �(x)] = ZD�D DF e�S�Rd4x J(x)�(x)�Rd4x �(x) (x) (1.27)und betrachtet dann die Variation von Z bez�uglich dieser Quellen.In der gew�ohnlichen Partitionsfunktion treten die Quellen � und � immergemeinsam in der Form � + � auf, wobei � und � unabh�angig voneinandersind. Da es sich in diesem Fall jedoch um Majorana-Spinoren handelt, sind �und � �uber die Beziehung � = �TC miteinander verkn�upft. Somit ist � keinunabh�angiger Freiheitsgrad und bei Majorana-Spinoren reicht eine Quelle� aus.In der Partitionsfunktion ist D�D DF de�niert durch:D� := Yx d�(x); D := Yx d (x); DF := Yx dF (�): (1.28)



1.3 Integrierte Kontinuums-Ward-Identit�aten 15� Zudem de�niert man den Erwartungswert einer FunktionO��(x);  (x); F (�)�in Abh�angigkeit von den Feldern �(x);  (x) und F (�) als:DO��(x);  (x); F (�)�E = Z�1 ZD�D DF O��(x);  (x); F (�)�� e�S: (1.29)Dabei ist Z gegeben durchZ = ZhJ(x) = 0; �(x) = 0i (1.30)= ZD�D DF e�S: (1.31)Die Wirkung ist, wie oben gezeigt, invariant unter den supersymmetrischen Trans-formationen. Geht man zudem davon aus, da� sich das Integrationsma� von Z beidiesen Transformationen nicht �andert, sind nur die Variationen der Quelltermenicht-trivial. Man erh�alt dann f�ur die Variation von Z:�Z[J(x); �(x)] = � ZD�D DF � �S|{z}=0 + Z d4x J(x)��(x) + Z d4x �(x)� (x)�� e�S�Rd4xJ(x)�(x)�Rd4x �(x) (x): (1.32)Gleichung (1.32) stellt zun�achst nur eine Umbenennung dar. Ein Wechsel derIntegrationsvariablen in Z[J; �] kann aber den Wert des Integrals nicht �andern!Man kann somit folgendes schlie�en:�Z = 0: (1.33)Mit (1.32) ergibt sich daraus:ZD�D DF �Z d4x J(x)��(x) + Z d4x �(x)� (x)�� e�S�Rd4x J(x)�(x)�Rd4x �(x) (x) = 0 (1.34)� �Z: (1.35)Die Ward-Identit�aten ergeben sich aus dieser Variation durch Bildung der Ablei-tungen nach den Quellen.



16 Das Wess-Zumino-ModellI.) @�Z[J(x); �(x)]@J(x) �����J=�=0 = ZD�D DF (��(x)+ � Z d4v J(v)��(v) + Z d4v �(v)� (v)��� �(x)�)� e�S�Rd4x J(x)�(x)�Rd4x �(x) (x)�����J=�=0= ZD�D DF ��(x)e�S (1.36)= 0:Daraus folgt h��(x)i = 0: (1.37)Mit den o�-shell-Transformationsregeln erh�alt man� h (x)i = 0, h (x)i = 0: (1.38)Diese Aussage ist trivial, da im Vakuum h (x)i = 0 gilt. h (x)i 6= 0 w�urdeeine spontane Brechung der Lorentzinvarianz bedeuten.II.) @�Z[J(x); �(x)]@�(x) �����J=�=0 = ZD�D DF  @@�(x) Z d4x � (x)�(x)!e�S= ZD�D DF ��� (x)�e�S (1.39)= 0:Somit gilt: � D� (x)E = 0, h� (x)i = 0; (1.40)denn: D� (x)E = D� (x)ET= D� (x)TCET= DCT � (x)E= �C h� (x)i = 0;) h� (x)i = 0:



1.3 Integrierte Kontinuums-Ward-Identit�aten 17Mit den o�-shell-Transformationsregeln erh�alt manh6@�(x)� F (x)1li = 0, hF (x)1li = 
� h@��(x)i : (1.41)Der Erwartungswert von @��(x) ist aber aufgrund der LorentzinvarianzNull. Deshalb gilt: hF (x)i = 0:2 (1.42)Das ist eine nicht-triviale Aussage. Ein Erwartungswert von F, der vonNull verschieden w�are, h�atte eine spontane Brechung der Supersymmetriezur Folge.Die Supersymmetrie wird spontan gebrochen, wenn das Minimum des Po-tentials positiv ist. Das supersymmetrische Potential kann beim Wess-Zumi-no-Modell geschrieben werden als hUi = 12 hF 2i. Somit liegt das Minimumbei hF i = 0.hF i 6= 0 bedeutet also tats�achlich, da� die Supersymmetrie spontan ge-brochen ist. Dieses ist wichtig f�ur die anschlie�ende Betrachtung auf demGitter. Mit (1.42) haben wir die einfachste, nicht-triviale Ward-Identit�atgefunden.III.) @2�Z[J(x); �(x)]@�(y)@J(x) = @@�(y) ZD�D DF (��(x)� �Z d4v J(v)��(v) + Z d4v � (v)�(v)��(x))� e�S�Rd4xJ(x)�(x)�Rd4x (x)�(x)= ZD�D DF (� (y)�(x)+ ���(x)� �Z d4v J(v)��(v) + Z d4v � (v)�(v)���  (y)) e�S�Rd4x J(x)�(x)�Rd4x (x)�(x) : (1.43)2Diese Ward-Identit�at wird auch Baby-Ward-Identit�at genannt, da sie weder Propagato-ren noch n-Punkt-Funktionen enth�alt.



18 Das Wess-Zumino-ModellNullsetzen der Quellen ergibt:@2�Z[J(x); �(x)]@�(y)@J(x) �����J=�=0 = ZD�D DF(� (y)�(x) + ��(x) (y))e�S= 0: (1.44)Also folgt: D� (y)�(x)E+ D��(x) (y)E = 0: (1.45)Setzt man diesmal die on-shell-Transformationsregeln ein, so ergibt sich:� D�� 6@�(y)� P (�(y))��(x)E+ D��(x) (y)E = 0, � D�� 6@�(y)� P (�(y))��(x)E+ � D (x) (y)E = 0, � D�6@�(y) + P (�(y))��(x)E+ D (x) (y)E = 0, D (y) (x)E� D�6@�(x) + P (�(x))��(y)E = 0, D (y) (x)ET � D�6@�(x) + P (�(x))��(y)ET = 0, �h (y) (x)iT�� �h� 6@�(x) + P (�(x))��(y)iT� = 0; (1.46)i.) h (y) (x)iT = � (x)T (y)T= �� (x)TC�T (y)T= �CT (x) (y)T= C (x) (y)T= C (x) (y)T CC�1| {z }=1l= C (x) (y)C�1; (1.47)ii.) ��6@�(x) + P (�(x))��(y)�T = �
T� @��(x) + P (�(x))��(y)= ��C
�C�1@��(x) + P (�(x))��(y)= C�� 6@�(x) + P (�(x))��(y)C�1: (1.48)



1.4 Naive Diskretisierung 19Aus (1.47) und (1.48) folgt:C D (x) (y)EC�1 + C �h 6@�(x)� P (�(x))i�(y)�C�1 = 0;) D (x) (y)E| {z }Fermionenpropagator + �h 6@�(x)� P (�(x))i�(y)�| {z }2-Punkt-Funktion = 0: (1.49)Diese Ward-Identit�at ist von entscheidender Bedeutung, da sie eine Beziehungzwischen der Zwei-Punkt-Funktion der Fermionen und der Zwei-Punkt-Funktionder Bosonen herstellt.1.4 Naive DiskretisierungDamit man Supersymmetrie auf dem Gitter betreiben kann, sind zun�achst einigeneue De�nitionen notwendig:� Symmetrischer Ableitungsoperator:D�xy = 12a h�y;x+ae� � �y;x�ae�i ; (1.50)� "Wilson-Massen\-Operator:Kxy = m�x;y � r2a 2X�=1 h�x;y+ae� + �x;y�ae� � 2�x;yi : (1.51)Dabei sind x und y Raumzeitpunkte auf dem Gitter, a ist die Gitterkonstanteund e� ist ein Einheitsvektor in �-Richtung.Bei der Diskretisierung von Fermionen auf dem Gitter stellt sich einem zun�achstimmer ein Problem: M�ochte man ein Fermion auf dem Gitter darstellen, so kommtes notwendigerweise zu einer Fermionen-Verdopplung. Das bedeutet, da� manstatt eines Fermions 2d Fermionen auf dem Gitter hat, wenn d die Anzahl derDimensionen angibt. Geht man von einigen wenigen, physikalisch sinnvollen An-nahmen aus, so gibt es ein sogenanntes "No-go\-Theorem von H.B. Nielsen undM. Ninomiya [17], [18], nach dem diese Fermionendoppler eine unumg�anglicheEigenschaft des Gitters sind.Es gibt nun mehrere M�oglichkeiten, um diese Doppler auf Kosten anderer physika-lischer Eigenschaften zu beseitigen. Die einfachste ist diejenige, dieK.G. Wilsongew�ahlt hat [23]. Er hat den zus�atzlichen Teilchen einfach eine Masse in H�ohe



20 Das Wess-Zumino-Modelldes "cut-o�'s\ gegeben. Damit tauchen sie in der Gittertheorie nicht mehr auf.Diese Methode bricht allerdings explizit die chirale Symmetrie auf dem Gitter.Eine M�oglichkeit, dieses zu vermeiden, ist die Einf�uhrung sogenannter staggeredFermionen [12], die aber wiederum das Problem der Nichtlokalit�at mit sich brin-gen.Betrachtet man Wilson-Fermionen, so �ndet man in der Gittertheorie immereinen zus�atzlichen Massenterm mit dem Wilson-Parameter r, der im naiven Kon-tinuum-Limes verschwindet.Mit Hilfe der obigen De�nitionen (1.50), (1.51) ergibt sich die naiv diskretisierteForm der o�-shell-Wirkung auf dem Gitter zuSL = Xx;y �12�x(�2)xy�y + 12 x �6D + P 0xy� y�+Xx �FxPx � 12F 2x� ; (1.52)wobei gilt: 2xy = �X� D�D��xy ; (1.53)Px = Xy Kxy�y + ��x2; (1.54)P 0xy = Kxy + 2��x�x;y: (1.55)Der erste Term in SL ergibt sich aus der Kontinuums-Wirkung durch partielleIntegration und Vernachl�assigung der Randterme.Analog �ndet man f�ur die on-shell-Gitterwirkung:SL = Xx;y 12 h�x(�2)xy�y +  x �6D + P 0xy� yi+Xx 12P 2x : (1.56)1.5 Gitter-SupersymmetrieDie erhaltenen Gitterwirkungen sind beide lokal. Durch eine naive Diskretisierungder supersymmetrischen Transformationen erh�alt man Gittertransformationen,die ebenfalls lokal sind. Charakteristisch f�ur die Supersymmetrie auf dem Gitterist jedoch, da� sie "irgendwo\ Nichtlokalit�aten enth�alt. Dies wurde zuerst vonP.H. Dondi und M. Nicolai festgestellt [4]. Man hat also entweder Nichtloka-lit�aten in der Wirkung und/oder in den Transformationen.



1.5 Gitter-Supersymmetrie 21Da� es nicht ohne Nichtlokalit�aten geht, liegt daran, da� die lokale Gitterablei-tung nicht der Leibniz-Regel gen�ugt. D.h., es gilt nicht:3r� (f � g) = fr�g + (r�f) g: (1.57)Diese Nichtlokalit�aten werden formal zu den naiv diskretisierten Transforma-tionen addiert. Man de�niert nun die Gitter-o�-shell-Transformationen zu:��x = � x; (1.58)� x = h( 6D�x)� Fx + �Âx(�)i�; (1.59)�Fx = ��( 6D )x: (1.60)Dabei ist Âx = Â0x + �Â1x + �2Â2x + � � � ; (1.61)der Extra-Term in den Transformationsregeln, der die Nichtlokalit�at impliziert.Âx wird allein durch die Forderung de�niert, da� die Variation der Wirkung kei-nen Beitrag liefern soll. Dabei wurde schon die Annahme gemacht, da� Âx nurvon � und nicht von  abh�angig sein soll.Ganz analog ergibt sich eine Gitter-Formulierung f�ur die on-shell-Transforma-tionen: ��x = � x; (1.62)� x = Ax(�)�: (1.63)Die diskretisierte Form von 6@�� P beinhaltet hier schon die De�nition von Ax:Ax = A0x + �A1x + �2A2x + � � � : (1.64)Obwohl die Transformationen nicht exakt supersymmetrisch sind, in dem Sinne,da� sie die Kontinuums-SUSY-Algebra erf�ullen und nicht lokal sind, ist der einzigentscheidende Punkt, da� sie eine exakte Symmetrie der Wirkung repr�asentieren.3Beweis, siehe Anhang E.



22 Das Wess-Zumino-Modell1.6 Gitter-Ward-Identit�atenDie Herleitung der Ward-Identit�aten auf dem Gitter verl�auft in vollst�andigerAnalogie zu der im Kontinuum. Im Unterschied zum Kontinuum werden aller-dings, statt der Integrale �uber die Dimensionen der Raum-Zeit, Summen �uberalle Gitterpunkte verwendet.Man erh�alt dann folgende Identit�aten:1. "Baby\-Ward-Identit�at DFxE = � DÂx(�)E ; (1.65)2. Zwei-Punkt-Funktion-Ward-Identit�atD x yE+ DAx(�)�yE = 0: (1.66)1.6.1 Naiver KontinuumslimesBildet man den Kontinuumslimes bei diesen Ward-Identit�aten in naivster Form,so sollten wieder die schon bekannten Kontinuums-Ward-Identit�aten herauskom-men. Die "Baby\-Ward-Identit�at, die in der 1-Schleifen-Ordnung nur Tadpole-Diagramme enth�alt, ist somit dennoch von Interesse.Au�erdem enth�alt diese Ward-Identit�at F als einen Parameter f�ur spontane Sym-metriebrechung. Ein weiterer Punkt ist die Einfachheit der Ward-Identit�at: Wennnicht einmal diese simple Identit�at den richtigen Kontinuumslimes ergibt, kannman es von h�oheren Ward-Identit�aten erst recht nicht verlangen. Die "Baby\-Ward-Identit�at dient somit indirekt zur �Uberpr�ufung der Gittertheorie.Anzumerken ist, da� hier wirklich nur die naivste Form des Kontinuumslimesgebildet wird. F�ur eine ausf�uhrliche Betrachtung verweise ich auf die Literatur,wie zum Beispiel [9].1. Zun�achst betrachte ich die "Baby\-Ward-Identit�at:Im Kontinuum ist das Feld Â nicht vorhanden. Dieses Feld wurde nureingef�uhrt, um die explizite Brechung der Supersymmetrie auf dem Git-ter zu kompensieren. Im naiven klassischen Kontinuumslimes gibt Â des-halb keinen Beitrag und man erh�alt die richtige Kontinuums-Ward-Identit�athF i = 0.2. F�ur die Zwei-Punkt-Funktion-Ward-Identit�at erh�alt man im naiven Konti-nuumslimes: lima!0Ax(�) = 6@�(x)� P (�(x)): (1.67)



1.6 Gitter-Ward-Identit�aten 23) lima!0 D x yE+ DAx(�)�yE = D (x) (y)E+ �h6@�(x) � P (�(x))i�(y)�!= 0:Die Gitter-Ward-Identit�aten lassen sich somit durch Bildung des naiven Konti-nuumslimes in die zugeh�origen Kontinuums-Identit�aten �uberf�uhren.



Kapitel 2N=1 Super-Yang-Mills-TheorieIn diesem Kapitel wird eine supersymmetrische Lagrangedichte konstruiert, diegleichzeitig invariant unter einer nichtabelschen Eichsymmetrie ist. Es stellt sichheraus, da� das einfachste Modell aus der gew�ohnlichen Theorie besteht, die dieWechselwirkung zwischen einem Yang-Mills-Feld [20] und einem Majorana-Spinorbeschreibt. Beide geh�oren zu der adjungierten Darstellung der internen Symme-triegruppe SU(N).Ich werde daf�ur einen Ansatz mit gew�ohnlichen Feldern w�ahlen, der mir phenome-nologisch anschaulicher erscheint als eine Formulierung mit Superfeldern ([1], [7]),obwohl die Superfelder zugegebenerma�en sehr viel eleganter sind und die glei-chen Ergebnisse liefern.2.1 Minkowski-Raum; d = 4Die supersymmetrische Wirkung setzt sich zusammen aus der gew�ohnlichen Wir-kung f�ur ein nichtabelsches Eichfeld (Yang-Mills-Feld) und einem Zusatzterm,der das Majorana-Teilchen repr�asentiert:S = Z d4x Tr( 12g2�@�A�(x)� @�A�(x) + ihA�(x); A�(x)i�2+ i �(x) 
�D��(x)): 1 (2.1)Dann ist die Yang-Mills-Lagrangedichte L(x) f�ur das Eichfeld A� und den Majo-rana-Spinor � gegeben durch:L(x) = Tr( 12g2�@�A�(x)� @�A�(x) + ihA�(x); A�(x)i�2 + i�(x)
�D��(x)):(2.2)1Die Spur wird im folgenden immer nur �uber die Farbindizes a gebildet!



2.1 Minkowski-Raum; d = 4 25Die Supersymmetrie impliziert, da� jedes der Felder A� und � f�ur das andereFeld als Eichteilchen wirkt.De�niert man den Feldst�arke-Tensor F�� und eine kovariante Ableitung D� durchF�� = @�A�(x)� @�A�(x) + hA�(x); A�(x)i ; (2.3)D��(x) = @��(x) + hA�(x); �(x)i ; (2.4)l�a�t sich die Wirkung schreiben als:S = Z d4x Tr( 12g2F��F �� + i �(x)
�D��(x))| {z }L(x) : (2.5)Ich beschr�anke mich bei der Rechnung auf die Eichgruppe SU(2). Wegen derformalen Analogie zur QCD bezeichnet man die Indizes in der adjungierten Dar-stellung 2 von SU(2) ebenfalls als Farbindizes.In Komponenten-Notation sind die Felder gegeben durch:Eichfeld : A�(x) = �igAa�(x)T a; (2.6)Majorana-Spinor : �(x) = �a(x)T a: (2.7)Die Majorana-Spinoren sind Grassmann-wertig und be�nden sich in der adjun-gierten Darstellung.F�ur die Generatoren der zugeh�origen Lie-Algebra gilt:T a = �a2 ; (2.8)hT a; T bi = ifabcT c; (2.9)Tr �T aT b� = 12�ab: (2.10)Insbesondere gilt dann f�ur die total antisymmetrischen, reellen Strukturkonstan-ten: fabc = �abc: (2.11)2Eine Darstellung, die durch die Strukturkonstanten festgelegt ist, bezeichnet man als ad-jungierte Darstellung.



26 N=1 Super-Yang-Mills-TheorieDer Feldst�arke-Tensor F a��(x) lautet wie folgt:F a��(x) = @�Aa�(x)� @�Aa�(x) + gfabcAb�(x)Ac�(x): (2.12)Die kovariante Ableitung l�a�t sich in Komponenten-Notation schreiben als:D��a(x) = @��a(x) + gfabcAb�(x)�c(x): (2.13)Die Indizes a; b und c sind Elemente aus f1; 2; 3g.Mit dieser Notation ergibt sich die Wirkung der Super-Yang-Mills-Theorie zu:S = Z d4x��14h@�Aa�(x)� @�Aa�(x) + gfabcAb�(x)Ac�(x)i2 + i2 �a(x)
�D��a(x)�| {z }L(x) :(2.14)2.1.1 SUSY-TransformationenUnter supersymmetrischen Transformationen verhalten sich die Felder Aa�(x) und�a(x) wie folgt: �Aa�(x) = 2i � 
��a(x) = �2i �a(x)
��; (2.15)��a(x) = �i���F ��a(x)�; (2.16)��a(x) = i � ���F ��a(x): (2.17)Dabei ist � ein Raum-Zeit-unabh�angiger antikommutierender Majorana-Spinor.Die Variation der Lagrangedichte lautet:�L(x) = �12F ��a(x) �F a��(x)| {z }(A) + i2��a(x) 
�D��a(x)| {z }(B) + i2�a(x) 
� ��D��a(x)�| {z }(a)| {z }(C) :(2.18)Mit den Transformationsregeln (2.15), (2.16) und (2.17) ergeben sich die einzelnen



2.1 Minkowski-Raum; d = 4 27Terme zu:(a) : ��D��a(x)� = @���a(x)+ gfabch�Ab�(x)�c(x) + Ab�(x)��c(x)i; (2.19)) 
���D��a(x)� = �i
�@����F ��a(x)�+ gfabch2i
� � 
��b(x)�c(x)� i
�Ab� (x)���F ��c(x)�i; (2.20)(A) : �12F ��a(x) �F a��(x) = �12F ��a(x) � @��Aa�(x)� @��Aa�(x)+ gfabc h �Ab�(x)Ac�(x) + Ab�(x)�Ac�(x) i �= �12F ��a(x) � 2i � 
�@��a(x)� 2i � 
�@��a(x)+ gfabc 2i h � 
��b(x)Ac�(x)+ Ab�(x) � 
��c(x) i �= �2iF ��a(x) � 
�@��a(x)� 2igfabcF ��a(x) � 
��b(x)Ac�(x)= 2iF ��a(x) @��a(x)
��+ 2igfabcF ��b(x) � 
��a(x)Ac�(x)= 2iF ��a(x) @��a(x)
��� 2igfabcF ��b(x) � 
��a(x)Ac�(x)= 2iF ��a(x) @��a(x)
��+ 2igfabcF ��b(x)�a(x)
��Ac�(x)= 2iF ��a(x)D��a(x)
��; (2.21)(B) : i2��a(x) 
�D��a(x) = �12 � ���F ��a(x)
�D��a(x)



28 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie= �12 � ���F ��a(x)
�� h@��a(x) + gfabcAb� (x)�c(x)i= �12 @��a(x)
����F ��a(x)�� 12gfabc�c(x)Ab� (x)
����F ��a(x)�= �12 @��a(x)
����F ��a(x)�� 12gfabc�a(x)Ac� (x)
����F b��(x)�; (2.22)(C) : i2�a(x) 
���D��a(x)� = i2 �a(x) � �i
�@����F ��a(x)�+ gfabc h 2i
� � 
��b(x)�c(x)� i
�Ab� (x)���F ��c(x)� i �= 12 �a(x)
�@����F ��a(x)�+ g fabc h� �a(x)
� � 
��b(x)�c(x)| {z }= fabc�a(x) 
��b(x) � 
��c(x)=0 3+ 12 �a(x)
�Ab� (x)���F ��c(x)�i= 12 �a(x)
�@����F ��a(x)�� 12gfabc �a(x)
�Ac� (x)���F ��b(x)�: (2.23)Die Addition von (A); (B) und (C) ergibt schlie�lich wieder die Variation von L:�L(x) = 2i F ��a(x)@��a(x)
� �+ 2igfabc F b��(x)�a(x)
�� Ac�(x)� 12@��a(x)
����F ��a(x)�� 12gfabc �a(x)Ac� (x)
����F b��(x) �3Der Beweis dieser Identit�at �ndet sich im Anhang F.



2.1 Minkowski-Raum; d = 4 29+ 12�a(x)
���� @�F ��a(x)�� 12gfabc �a(x)
�Ac� (x)(x)���F b��(x) �: (2.24)Die Multiplikation dreier 
-Matrizen l�a�t sich durch folgende Gleichung beschrei-ben [19]: 
�
�
� = g��
� + g��
� � g��
� + i�����
5
�: (2.25)Mit ��� = i (
�
� � g��) und (2.25) ergibt sich:
����F �� = i
��
�
� � g���F ��| {z }= 0= i
�
�
�F ��= ing��
� + g��
� � g��
� + i�����
5
�oF ��= n2ig��
� � �����
5
�oF ��: (2.26)Damit kann man die Variation der Lagrangedichte schreiben als:�L(x) = 2iF ��a(x) @��a(x)
��+ 2igfabc F b��(x)�a(x) 
� � Ac�(x)� i@� �a(x)g��
�F ��a(x) �+ 12@��a(x) �����
5
�F ��a(x) �+ i �a(x)g��
�@�F ��a(x) �� 12 �a(x) �����
5
�@�F ��a(x) �� 2igfabc F b��(x)�a(x)
� �Ac�(x)+ gfabc �a(x) �����
5
�F b��(x)A�c �= 2iF ��a(x) @��a(x)
��� i@��a(x)
�F ��a(x) � + i�a(x)
�@�F ��a(x) �+ 12����� h@��a(x)
5
� � �a(x)
5
�@� iF ��a(x) �+ gfabc �a(x) �����
5
�F b��(x)A�c �



30 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie= iF ��a(x) @��a(x)
� � + i�a(x)
�@�F ��a(x) �+ @� �12 ����� �a(x)
5
�F ��a(x) ��� ����� �a(x)
5
�@�F ��a(x) �+ gfabc �a(x) �����
5
�F b��(x)A�c �= @�niF ��a(x)�a(x)
� �o + @� �12 ����� �a(x)
5
�F ��a(x) ��� ����� �a(x)
5
� �@�F ��a(x) + gfabcA�b(x)F ��c(x)�| {z }� [D� ;F��(x)]| {z }= 0 4 �
= @� �iF ��a(x)�a(x)
� � + 12 ������a(x)
5
�F ��a(x) ��= � @� ��iF ��a(x) 
��a(x)� 12 �����
�
5�a(x)F ��a(x)�= � @�S�(x): (2.27)Diese Rechnungen zeigen, da� die Yang-Mills-Theorie mit einem Majorana-Spinorin der adjungierten Darstellung automatisch supereichinvariant ist.Der Superstrom S� ist durch folgenden Ausdruck gegeben:S� = �iF ��a(x)
��a(x)� 12 �����
�
5 �a(x)F ��a(x): (2.28)Dieser ist aufgrund der eichinvarianten Supertransformationen ebenfalls invariantunter Eichtransformationen.5 Der Superstrom transformiert sich unter Lorentz-Transformationen wie eine Kombination aus einem Majorana-Spinor und einemVierer-Vektor.2.2 Euklidischer Raum; d = 4Betrachtet man nun eine imagin�are Zeit, d.h., geht man �uber zum euklidischenRaum, so ergibt sich die Wirkung zu:S = Z d4x�14F a��(x)F a��(x) + 12�a(x)
�D��a(x)�| {z }L(x) : (2.29)4Der Beweis dieser Gleichung steht im Anhang G.5Das f�uhrt schlie�lich zu einer wichtigen Symmetrie der S-Matrix. [24]



2.2 Euklidischer Raum; d = 4 31Die De�nitionen des Feldst�arketensors und der kovarianten Abbildung sind iden-tisch mit den De�nitionen aus dem Minkowski-Raum (2.3), (2.4).2.2.1 SUSY-TransformationenDie supersymmetrischen Transformationen �andern sich im euklidischen Raum einwenig. Da man hier nicht zwischen oben- und untenstehenden Indizes unterschei-det, kann man die Transformationen nun schreiben als:�Aa�(x) = 2i � 
��a(x) = �2i �a(x)
��; (2.30)��a(x) = � ���F a��(x) �; (2.31)��a(x) = + � ���F a��(x): (2.32)Die Rechnungen f�ur die Variation der Lagrangedichte verlaufen analog zu denenim Minkowski-Raum:�L(x) = 12F a��(x)�F a��(x)| {z }(A) + 12��a(x)
�D��a(x)| {z }(B) + 12 �a(x)
� ��D��a(x)�| {z }(a)| {z }(C) : (2.33)
Mit den obigen Transformationsregeln ergibt sich daraus:(a) : ��D��a(x)� = @���a(x)+ gfabch�Ab�(x)�c(x) + Ab�(x)��c(x)i; (2.34)
���D��a(x)� = �
�@����F a��(x) �+ gfabc h2i
��
��b(x)�c(x)� 
�Ab� (x) ���F c��(x)�i; (2.35)(A) : 12F a��(x)�F a��(x) = 12F a��(x)�@��Aa�(x)� @��Aa�(x)+ gfabc h �Ab�(x)Ac�(x) + Ab�(x)�Ac�(x) i �= 12 F a��(x)�2i � 
�@��a(x)� 2i � 
�@��a(x)



32 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie+ gfabc 2i h � 
��b(x)Ac�(x) + Ab�(x) � 
��c(x) i �= +2iF a��(x) � 
�@��a(x)+ 2igfabc F a��(x) � 
��b(x)Ac�(x)= �2iF a��(x) @��a(x) 
� �� 2ig fabcF b��(x) � 
��a(x)Ac�(x)= �2iF a��(x) @��a(x)
� �+ 2i gfabcF b��(x) � 
��a(x)Ac�(x)= �2iF a��(x) @��a(x)
� �� 2i gfabcF b��(x)�a(x)
� � Ac�(x)= �2iF a��(x)D��a(x)
� �; (2.36)(B) : 12��a(x) 
�D��a(x) = +12 � ���F a��(x)
�D��a(x)= +12 � ���F a��(x)
� h@��a(x) + gfabcAb� (x)�c(x)i= +12 @��a(x)
����F a��(x) �+ 12gfabc�c(x)Ab� (x)
����F a��(x) �= +12 @��a(x)
����F a��(x) �+ 12 gfabc�a(x)Ac� (x)
����F b��(x) �; (2.37)(C) : 12�a(x)
���D��a(x)� = �12 �a(x) � 
���� @�F a��(x) �+ gfabc h 2i
� � 
��b(x)�c(x)� 
�Ab� (x)���F c��(x) � i �= �12 �a(x)
����@�F a��(x) �



2.2 Euklidischer Raum; d = 4 33+ g fabc h �i�a(x)
� � 
��b(x)�c(x)| {z }= i fabc�a(x) 
��b(x) � 
��c(x)=0 6� 12 �a(x)
�Ab� (x)���F c��(x) � i= �12 �a(x)
����@�F a��(x) �+ 12gfabc �a(x)
�Ac� (x)���F b��(x) �: (2.38)Damit ergibt sich die Variation der Lagrangedichte zu:�L(x) = �2iF a��(x)@��a(x)
� �� 2igfabc F b��(x)�a(x)
��Ac�(x)+ 12@��a(x)
����F a��(x) �+ 12gfabc �a(x)Ac� (x)
����F b��(x) �� 12�a(x)
����@�F a��(x) �+ 12gfabc �a(x)
�Ac� (x)���F b��(x) �: (2.39)Analog zu der Beziehung (2.25) im Minkowski-Raum gilt im Euklidischen:
����F�� = �2i���
� � i�����
�
5�F�� : (2.40)Hiermit erh�alt man f�ur �L:�L(x) = �2iF a��(x) @��a(x)
� �� 2igfabc F b��(x)�a(x)
� � Ac�(x)+ i@��a(x) ���
�F a��(x) �� 12 i@��a(x) �����
�
5F a��(x) �� i �a(x) ���
� @�F a��(x) �+ 12 i�a(x) �����
�
5 @�F a��(x) �+ 2igfabc F b��(x)�a(x)Ac�(x) 
� �� igfabc �a(x) �����
�
5F b��(x)Ac� (x) �6Siehe Anhang F.



34 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie= �2iF a��(x) @��a(x)
� �+ i @��a(x)
�F a��(x)�� i �a(x)
�@�F a��(x) �� 12 i�����h@��a(x)
�
5 � �a(x)
�
5@� iF a��(x) �� ig fabc �a(x) �����
�
5F b��(x)Ac� (x) �= �iF a��(x)@��a(x)
� �� i�a(x)
�@�F a��(x) �� @� �i12 ����� �a(x)
�
5F a��(x)�� + i����� �a(x)
�
5 @�F a��(x) �� igfabc �a(x) �����
�
5F b��(x)Ac� (x) �= @�n�iF a��(x)�a(x)
� �o+ @� ��12 i ������a(x)
�
5F a��(x) ��+ i ����� �a(x)
�
5 �@�F a��(x) + gfabcAb� (x)F c��(x)�| {z }� [D� ;F��(x)]| {z }=0 7 �
= @� ��iF a��(x)�a(x)
��� i 12 ������a(x)
�
5F a��(x)��= � @� �iF a��(x)
��a(x)� i 12 �����
�
5�a(x)F a��(x)� (2.41)= � @�S�(x): (2.42)Man erh�alt somit wieder einen Superstrom, der jetzt folgende Struktur hat:S�(x) = iF a��(x)
��a(x)� i 12 �����
�
5 �a(x)F a��(x): (2.43)De�niert man den dualen Feldst�arketensor durchF ���(x) = 12 ����� F��(x); (2.44)ergibt sich der Superstrom zu:S�(x) = i�F a��(x) + F a��� (x) 
5�
��a(x): (2.45)Unter Benutzung der Beziehung (2.40) l�a�t sich f�ur die Variation der Lagrange-dichte noch eine andere Formulierung �nden.7Siehe Anhang G.



2.3 Kommutation der SUSY-Transformationen mit denEichtransformationen 35Nach (2.41) ist �L gegeben durch:�L(x) = � 12 � 2i
�@��F a��(x)�a(x)�� i �����
�
5 @��F a��(x)�a(x)� �= � 12 � 2i
�@��F a��(x)�a(x)�� i �����
�
5 @��F a��(x)�a(x)� �= � 12 @� � �2i
���� � i�����
�
5�F a��(x)�a(x) �(2:40)= � 12 @� n 
� ��� �a(x)F a��(x) o= � @�S� (x): (2.46)Der Superstrom l�a�t sich dann im Vergleich mit (2.43) etwas eleganter schreibenals: S�(x) = 12 
� ��� �a(x)F a�� (x): (2.47)2.3 Kommutation der SUSY-Transformationenmit den EichtransformationenDie eingef�uhrten supersymmetrischen Transformationen sollten von der Art sein,da� sie mit den Eichtransformationen kommutieren. Im folgenden wird sich zei-gen, da� dies tats�achlich der Fall ist.Die Felder transformieren sich folgenderma�en unter Eichtransformationen:�(x) E7�! �!(x) = !(x) �(x) !�1(x); (2.48)A�(x) E7�! A!�(x) = !(x) �A�(x) + @�� !�1(x); (2.49)F��(x) E7�! F !��(x) = !(x) F��(x) !�1(x): (2.50)Betrachtet man in�nitesimale supersymmetrische Transformationen, so gehen�(x) und A�(x) �uber in: �(x) S7�! �(x) + ��(x); (2.51)A�(x) S7�! A�(x) + �A�(x): (2.52)



36 N=1 Super-Yang-Mills-TheorieDie Variationen sind dabei gegeben durch:�A�(x) = 2g � 
��(x); (2.53)��(x) = � ig ���F��(x) �: (2.54)In Komponenten-Notation erh�alt man daraus wieder die bekannten Transforma-tionen (2.31), (2.32).Um die Kommutation der Eichtransformationen mit den SUSY-Transformationenzu zeigen, wird die Anwendung der Transformationen auf die Felder A�(x) und�(x) in beide Richtungen betrachtet.� Wendet man zun�achst eine SUSY-Transformation und dann eine Eichtrans-formation an, so ergibt sich:A�(x) S7�! A�(x) + �A�(x)E7�! !(x) �A�(x) + �A�(x) + @�� !�1(x)= A!�(x) + !(x) �A�(x) !�1(x)= A!�(x) + ��A�(x)�!:Dabei ist ��A�(x)�! durch !(x) �A�(x) !�1(x) de�niert.F�ur �(x) hat man analog:�(x) S7�! �(x) + ��(x)E7�! !(x) ��(x) + ��(x)�!�1(x)= �!(x) + ���(x)�!;mit ���(x)�! := !(x) ��(x) !�1(x): (2.55)� Wendet man jetzt die Transformationen in umgekehrter Reihenfolge an, soerh�alt man: A�(x) E7�! A!�(x)S7�! A!�(x) + ��A!�(x)�= A!�(x) + 2g � 
��!(x)= A!�(x) + !(x) �A�(x) !�1(x): (2.56)Mit der De�nition von ��A�(x)�! folgt somit:��A!�(x)� � ��A�(x)�!: (2.57)



2.4 Unintegrierte Kontinuums-Ward-Identit�aten 37Die analoge Rechnung ergibt f�ur �(x):�(x) E7�! �!(x)S7�! �!(x) + ���!(x)�= �!(x)� ig ���F !��(x) �= �!(x)� ig ��� !(x)F��(x)!�1(x) �: (2.58)Nach obiger De�nition (2.55) gilt also auch hier:���!(x)� � ���(x)�!: (2.59)Damit hat man letztlich gezeigt, da� die SUSY- und die Eichtransformationenkommutieren. Dieses wiederum bedeutet aber, da� die Quantenzahlen der Teil-chen und ihrer Superpartner identisch sind. Die Teilchen unterscheiden sich von-einander nur durch ihren Spin.2.4 Unintegrierte Kontinuums-Ward-Identit�atenZun�achst wird wieder das erzeugende Funktional f�ur Greensche Funktionen be-trachtet: Z[J(x); �(x)] = ZDA�D�� e�S+Rd4xJa�(x)Aa�(x)+Rd4x�a(x)�a(x): (2.60)Unter dem Integral f�uhrt man eine in�nitesimale Transformation durch, wobeisich das Integrationsma� nicht �andern soll:A 7! A0 = A+ �A; (2.61)� 7! �0 = �+ ��; (2.62)� 7! �0 = �+ ��: (2.63)Damit ergibt sich f�ur das erzeugende Funktional:Z[J(x); �(x)] = ZDA�D�� eRd4x[�L(A0;�0;�0)+Ja�(x)A0a� (x)+�0a(x)�a(x)] (2.64)� Z[J(x); �(x); �]: (2.65)



38 N=1 Super-Yang-Mills-TheorieFormal gilt diese Gleichung auch f�ur ein ortsabh�angiges �. Dieses f�uhrt man nunein, um unintegrierte Ward-Identit�aten zu erhalten.F�ur �Z��(x)�(x) erh�alt man dann:�Z��(x)�(x) = ZDA�D� n��L(x) + Ja�(x)�Aa�(x) + ��a(x) �a(x)o� eRd4x[�L(A;�;�)+Ja�(x)Aa�(x)+�a(x)�a(x)] (2.66):= �xZ; (2.67)denn: �S��(x) = ���(x) Z d4yL (y; �(y))= Z d4y ���(x)L (y; �(y))= Z d4y dLd�(x)�y; �(y)� ��(y)��(x)| {z }=�(x�y)= dLd�(x)�x; �(x)� (2.68)�L = @�S� � (2.69)dLd� = @�S� (2.70)�S��(x)�(x) = �L: (2.71)Da die Variation �Z=��(x) nur zu einem Wechsel der "Dummy\-Variablen in demPfadintegral f�uhrt, gilt: �Z��(x) = 0: (2.72)Der Erwartungswert einer Funktion O(A; �; �) wird wie gew�ohnlich de�niert als:DO �A�(x); �(x); �(x)�E = 1Z ZDA�D� O �A�(x); �(x)� e�S: (2.73)Dabei ist Z durch folgenden Ausdruck de�niert:



2.4 Unintegrierte Kontinuums-Ward-Identit�aten 39Z = Z[J = � = 0] = ZDA�D� e�S: (2.74)Durch Bildung der Ableitung nach den Quellen erh�alt man hieraus die Ward-Identit�aten.Integriert man die so erhaltenen Ward-Identit�aten �uber d4x, so erh�alt man wiederdie integrierten Ward-Identit�aten aus Kapitel 1. Der Unterschied zu den uninte-grierten Ward-Identit�aten, die im folgenden berechnet werden, liegt in dem ex-pliziten Auftauchen des Superstromes S�. Man erh�alt dadurch Ward-Identit�atenspeziell f�ur diesen Strom. Bei den integrierten Ward-Identit�aten hat man zus�atz-lich zu dem Funktionalintegral in der Variation von Z noch ein Integral �uberd4x. Da die Integration �uber �L keinen Beitrag gibt, verschwindet der Super-strom in diesen Identit�aten. Das Nichtvorhandensein dieser Integrale bei den hierzu berechnenden Ward-Identit�aten f�uhrt bei der Bildung der Ableitung nach denQuellen in �xZ zu �-Distributionen. Durch eine Integration �uber d4x verschwindenaber auch diese wieder und das Ergebnis sind die schon aus Kapitel 1 bekanntenWard-Identit�aten.� Die einfachste Ward-Identit�at ergibt sich durch Nullsetzen der Quellen in�xZ: �xZ���J=�=0 != 0 (2.75), h�Li = 0 (2.76)) h@�S�(x)i = 0: (2.77)Somit ist @�S� auch im Operatorsinn erhalten!� Die n�achst h�ohere Ward-Identit�at erh�alt man durch Ableiten nach J bzw.�: @�xZ@Ja�(y) = ZDA�D� ��Aa�(x)�(x� y)+ h��L(x) + Ja�(x)�Aa�(x) + ��a(x)�a(x)iAa�(y)�� eRd4x[�L(A;�;�)+Ja�(x)Aa�(x)+�a(x)�a(x)]: (2.78)@�xZ@Ja�(y) �����J=�=0 = ZDA�D�n�Aa�(x)�(x� y)� �L(x)Aa�(y)oe�S != 0: (2.79)



40 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie) D�Aa�(x)�(x� y)E� D�L(x)Aa�(y)E = 0: (2.80)Mit den supersymmetrischen Transformationsregeln folgt:2i � D
��a(x)�(x� y)E� � D@�S� (x)Aa�(y)E = 0: (2.81)Diese Ward-Identit�at ist trivial, da beide Erwartungswerte aufgrund derLorentzinvarianz keinen Beitrag geben.Bildet man die Ableitung von �xZ nach � statt nach J , so �ndet man:@�xZ@�a(z) = ZDA�D� �� ��a(x) �(x� z)+ h��L(x) + Ja�(x)�Aa�(x) + ��a(x) �a(x)i ���a(z)� �� eRd4x[�L(A;�;�)+Ja�(x)Aa�(x)+�a(x)�a(x)]; (2.82)@�xZ@�a(z) �����J=�=0 = ZDA�D�n���a(x) �(x� z) + �L(x)�a(z)oe�S (2.83)!= 0: (2.84)Daraus folgt: � D��a(x) �(x� z)E + D�L(x)�a(z)E = 0: (2.85)Mit den Transformationsregeln ergibt sich daraus:� � D���F a��(x) �(x� z)E + � D@�S�(x)�a(z)E = 0: (2.86)Auch diese Ward-Identit�at ist trivial, da die einzelnen Erwartungswerteerneut allein aufgrund der Lorentzinvarianz verschwinden.� Zweifaches Ableiten ergibt:@2�xZ@�a(z)@Ja�(y) = ZDA�D�� ���a(x) �(x� z)Aa�(y)��Aa�(x) �(x� y)



2.4 Unintegrierte Kontinuums-Ward-Identit�aten 41+ h��L(x) + Ja�(x) �Aa�(x) + ��a(x) �a(x)iAa�(y)�� ���a(z)�� eRd4x[�L(A;�;�)+Ja�(x)Aa�(x)+�a(x)�a(x)]@2�xZ@�a(z)@Ja�(y) �����J=�=0 = ZDA�D� �� ��a(x) �(x� z)Aa�(y)� �Aa�(x) �(x� y)�a(z) + �L(x)Aa�(y)�a(z)�� eRd4x[�L(A;�;�)+Ja�(x)Aa�(x)+�a(x)�a(x)] (2.87)!= 0:Somit gilt: � D��a(x) �(x� z)Aa�(y)E� D�Aa�(y) �(x� y)�a(z)E+ D�L(x)Aa�(y)�a(z)E = 0: (2.88)Mit den Transformationsregeln folgt:� � D���F a��(x) �(x� z)Aa� (y)E � 2i � D
� �a(x) �(x� y)�a(z)E+ D@�S�(x)Aa� (y)�a(z)E = 0; (2.89), D���F a��(x) �(x� z)Aa� (y)E+ 2i D
� �a(x) �(x� y)�a(z)E+ 12 D@�
�����a(x)F a��(x)Aa�(y)�a(z)E = 0: (2.90)Sowohl der erste, wie auch der letzte Erwartungswert geben abermals kei-nen Beitrag, da sonst die Lorentzinvarianz gebrochen w�are.Man verbleibt somit mit folgender Zwei-Punkt-Funktion-Ward-Identit�at:D
� �a(x) �(x� y)�a(z)E = 0) D�a(x) �(x� y)�a(z)E = 0: (2.91)



42 N=1 Super-Yang-Mills-TheorieDiese Ward-Identit�at transformiert sich nicht-trivial unter Eichtransforma-tionen: D�a(x) �(x� y)�a(z)E E7�!D!(x) �a(x) !�1(x) �(x� y)!(z) �a(z) !�1(z) E : (2.92)Somit verschwindet dieser Ausdruck schon aus Gr�unden der Eichinvarianz.Auf den ersten Blick sieht es so aus, als erhielte man bei dem Zusammenfallder Orte x und z aus dieser Ward-Identit�at das Gluino-Kondensat. Dieses istjedoch ein Trugschlu�. Setzt man die Orte zweier an verschiedenen Punktenwirkenden Operatoren ohne Ber�ucksichtigung spezieller Methoden, wie zumBeispiel des Point-Splitting-Verfahrens, gleich, so erh�alt man in der Regelkeine sinnvollen Aussagen!Um weitere nicht-triviale Ward-Identit�aten zu erhalten, hat man die M�oglichkeitentweder h�ohere Ableitungen nach den Quellen zu bilden oder aber eine Eich-�xierung einzuf�uhren.



Kapitel 3N=1 Super-Yang-Mills-Theorieauf dem GitterIn diesem Kapitel wird das Modell der supersymmetrischen Yang-Mills-Theorieauf einem vierdimensionalen Gitter berechnet.3.1 NotationenDie Gitter-Feldtheorie ist eine sehr gute M�oglichkeit, um Quantenfelder auf nicht-st�orungstheoretischer Basis zu regularisieren. Man geht dabei, ausgehend vomKontinuum, �uber zu einer diskreten Raum-Zeit.Dazu f�uhrt man ein hyperkubisches Gitter durch� = aZ = nx ��� x�a 2 Z o (3.1)mit der Gitterkonstanten a ein, die in jede Raum-Zeit-Richtung identisch ist.Die skalaren Felder f(x) sind jeweils auf den Punkten x 2 � de�niert.F�ur die Ableitung von Feldern de�niert man eine Gitter-Vorw�arts- und eineGitter-R�uckw�arts-Ableitung durch:�f�f(x) := 1a�f(x+ a�̂)� f(x)�; (3.2)�b�f(x) := 1a�f(x)� f(x� a�̂)�: (3.3)Dabei ist �̂ ein Einheitsvektor in � Richtung.3.1.1 Gitter-EichfelderAuf dem Gitter versteht man unter elementaren Paralleltransportern jene, diemit den Verbindungen ("links\) b assoziiert werden, die die n�achsten Nachbar-punkte miteinander verbinden. So einen Paralleltransporter bezeichnet man auch



44 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterals "Link-Variable\: U(b) � U(x + a�̂; x) � U�(x) 2 G 1: (3.4)Dazu kann man folgende graphische Darstellung verwenden:s s-x x+a�̂U�(x) s s�x x+a�̂Uy�(x)Der Paralleltransporter hat folgende Eigenschaft:U(y; x) = U�1(x; y) = U y(x; y): (3.5)De�niert man den Paralleltransporter auch f�ur negative Richtungen, gilt analog:U��(x) � U(x� a�̂; x) = U y�(x� a�̂): (3.6)s s�x�a�̂ xU��(x)3.1.2 Wilson-WirkungF�ur die Konstruktion eichinvarianter Wirkungen werden geschlossene Kurvenben�otigt. Die kleinsten geschlossenen Kurven sind die Plaketten, die sich ausvier Verbindungen zusammensetzen. Der zugeh�orige Paralleltransporter zu einerPlakette, die die Punktex; x + a�̂; x + a�̂+ a�̂; x + a�̂ (3.7)enth�alt und folgende Orientierung hat:
t
s s

s- 6�?x
x+a�̂

x+a�̂U�(x) U�(x+ a�̂) ,Uy�(x+ a�̂)Uy�(x)
wird "Plaketten-Variable\ genannt und folgenderma�en abgek�urzt:1G benennt hier die jeweilige Eichgruppe.



3.1 Notationen 45UP � U��(x) �U(x; x + a�̂)U(x + a�̂; x + a�̂+ a�̂)U(x + a�̂+ a�̂; x + a�̂)U(x + a�̂; x) (3.8)= U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x + a�̂)U�(x): (3.9)F�ur negative Richtungen hat man:U����(x) = U y��(x)U y��(x� a�̂)U��(x� a�̂)U��(x)= U�(x� a�̂)U�(x� a�̂ � a�̂)U y�(x� a�̂� a�̂)U y�(x� a�̂):(3.10)
s
s t

s- 6�?x�a�̂�a�̂
x�a�̂

x�a�̂
x

Uy��(x� a�̂)U
y��(x)U��(x)U��(x� a�̂)

F�ur die Yang-Mills-Theorie hat man im Kontinuum ein Eichfeld A�(x). Dieseswird nun auf dem Gitter de�niert durch:U�(x) � e�aA�(x) = 1 � aA�(x) + a22 A2�(x) + � � � : (3.11)Mit A�(x + a�̂) = A�(x) + a�f� A�(x) + O(a2) (3.12)und der Baker-Campbell-Hausdor�-FormeleF eG = eF+G+ 12 [F;G]+ 112 [F;[F;G]]+ 112 [[F;G];G]+��� (3.13)erh�alt man U��(x) = e�a2G��(x): (3.14)Dabei ist G��(x) gegeben durch:G��(x) = F��(x) + O(a); (3.15)F��(x) = �f� A�(x) � �f�A�(x) + hA�(x); A�(x)i: (3.16)F�� bezeichnet den Gluon-Feldtensor auf dem Gitter. Das Gluinofeld wird, analogzum Kontinuum, durch � dargestellt. Ausf�uhrlichere Rechnungen hierzu folgenin anschlie�enden Rechnungen, wie zum Beispiel (3.81).



46 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter3.2 GitterwirkungDie Wirkung f�ur die N=1 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter setzt sich zusammenaus der Wilson-Wirkung f�ur die bosonischen Komponenten und dem Wilson-Dirac-Operator f�ur die Gluinos:S = SE + SF : (3.17)Dabei ist SE, die Standard-Wilson-Wirkung f�ur das SU(2)-Eichfeld, als eine Sum-me �uber alle Plaketten gegeben durch:SE = 1a4 1g2 Xx X1��<��4 �1� 12Tr�U��(x) + U y��(x)�� : (3.18)Mit SF wird der fermionische Teil der Gitterwirkung bezeichnet. Dieser wird nachG. Curci und G. Veniziano [3] de�niert durch:SF =Px ( 12aTrX� h�(x)(
� � r)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x+ a�̂)(
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)i+ �M0 + 4ra �Tr�(x)�(x)): (3.19)Eine �aquivalente Formulierung in der adjungierten Darstellung wird nach I. Mont-vay [15] de�niert durch:SF = 12 Px ( a(x) a(x)� Ka 4X�=1 h a(x + a�̂)V ab� (x)(r + 
�) b(x)+  a(x) �V ab� (x)�T (r � 
�) b(x+ a�̂)i): (3.20)Der Faktor 12 in (3.20) dr�uckt die Majorana-Natur des Gauginos aus.K ist der Hopping-Parameter:K = 1= (2aM0 + 8r) : (3.21)Die Matrix V f�ur das Eichfeld in der adjungierten Darstellung wird de�niertdurch: V ab� (x) � V ab� [U(x)]:� 2Tr[U y�(x)T aU�(x)T b]: (3.22)



3.2 Gitterwirkung 47Diese hat folgende Eigenschaften [15]:V ab� (x) = �V ab� (x)�� = ��V ab� (x)��1�T : (3.23)Dabei wirken die Transposition und die Inversion jeweils auf die adjungiertenFarbindizes.Diese beiden Formulierungen der Gitterwirkung sind einander �aquivalent. Mankann sie ineinander �uberf�uhren, indem man folgende Normierung einf�uhrt: a(x) = qaM0 + 4r �a(x); (3.24) a(x) = qaM0 + 4r �a(x): (3.25)Im naiven Kontinuumslimes erh�alt man aus (3.19):SF = Xx ( 12a TrX���(x) 
� � 1 + aA�(x) �� �(x) + a�f� �(x)) � 1� aA�(x) �� � �(x) + a�f� �(x) � 
� � 1� aA�(x) � �(x) � 1 + aA�(x)� �+M0 Tr��(x)�(x)� +O(a2))a!07�! Z d4x ( 12aTr � �(x)
���(x) + a@��(x) + aA�(x)�(x)� a�(x)A�(x)�� �(x)
���(x) + a�(x)A�(x)� aA�(x)�(x)�� a@��(x)
��(x)�+M0 Tr��(x)�(x)� +O(a2))= Z d4x ( Tr � �(x)
�@��(x) + �(x)
� hA�(x); �(x)i �+M0 Tr��(x)�(x)�) +O(a)= Z d4x ( �d(x)
�@��a(x) Tr(T dT a)� ig �d(x)
�Ab�(x)�c(x) Tr�T d hT b; T ci| {z }=ifbcaTa �



48 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter+M0 �a(x)�b(x) Tr(T aT b)) +O(a)= 12 Z d4x n�a(x)
�h@��a(x) + gfabcAb�(x)�c(x) i+M0 ��a(x)�a(x)�o +O(a): (3.26)Betrachtet man nun eine masselose Theorie, so erh�alt man wieder das gewohnteErgebnis aus der Kontinuums-Physik:LF = 12 �a(x)
�D��a(x): (3.27)Der Kontinuumslimes f�ur die Eichfeldwirkung ergibt sich mit U�� = e�a2G�� zu:SE a!07�! 1g2 1a4 Z d4x �1� 12Tr hU��(x) + U y��(x)i �= 12g2 1a4 Z d4x Tr��a4F 2��(x)� +O(a)= 12g2 Z d4x ng2F a��(x)F b��(x) Tr(T aT b)o +O(a)= 14 Z d4x nF a��(x)o2 +O(a): (3.28)3.3 SUSY-Transformationen auf dem GitterDie supersymmetrischen Transformationen m�ussen nun so gew�ahlt werden, da�sie im naiven Kontinuumslimes die supersymmetrischen Kontinuums-Transfor-mationen ergeben. Zudem m�ussen sie mit den Gitter-Eichtransformationen kom-mutieren und sie sollten die Supersymmetrie auf dem Gitter m�oglichst gut erhal-ten.Eine sinnvolle Wahl ist:�U�(x) = �2ag U�(x) � 
� �(x) (3.29)��(x) = � ig���G��(x) �; (3.30)��(x) = ig � ���G��(x): (3.31)Dabei ist G zun�achst noch unbestimmt, bis auf die Eigenschaft, da� G im Konti-nuumslimes den Feldst�arketensor F�� ergibt.



3.4 Kommutation der SUSY-Transformationen mit denEichtransformationen 49Bildung des naiven Kontinuumslimes ergibt f�ur die Transformationen:i.) �U�(x) = ��e�aA�(x)�a!07�! ��1� aA�(x)�+O(a2)= �a�A�(x)= �2ag � 
��(x): (3.32)Somit folgt �A�(x) = 2g � 
��(x), was mit der Kontinuumstransformation(2.53) �ubereinstimmt.ii.) ��(x) = � ig���G��(x) �a!07�! � ig���F��(x) �: (3.33)Auch dieser Ausdruck gibt den richtigen Kontinuumslimes (2.54).Die Variation von U y�(x) berechnet sich aus der Variation von U�(x). Dazu nutztman aus, da� U eine unit�are Matrix ist und somit folgende Bedingung erf�ullt:U y�(x)U�(x) = 1l: (3.34)Daraus folgt nun aber: ��U y�(x)U�(x)� = 0, ��U y�(x)�U�(x) + U y�(x) �U�(x) = 0:) �U y�(x) = �U y�(x) �U�(x)U y�(x)(3:29)= 2ag � 
� �(x)U y�(x): (3.35)3.4 Kommutation der SUSY-Transformationenmit den EichtransformationenWie im Kontinuum sollten nat�urlich auch die supersymmetrischen Transforma-tionen mit den Eichtransformationen kommutieren.



50 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter3.4.1 Gitter-EichtransformationenUnter Eichtransformationen verhalten sich die Felder auf dem Gitter wie folgt:�(x) E7�! �!(x) = !(x) �(x) !�1(x); (3.36)U�(x) E7�! U!� (x) = !(x+ a�̂) U�(x) !�1(x): (3.37)Die Kommutation zeigt man nun wie gewohnt durch Anwendung der Transfor-mationen auf die Gitterfelder in beide Richtungen (siehe Kapitel 2.3).� Betrachtet man zuerst das Verhalten der Felder unter SUSY-Transformati-onen und danach unter Eichtransformationen, so ergibt sich:U�(x) S7�! U�(x) + �U�(x)E7�! !(x+ a�̂) hU�(x) + �U�(x)i !�1(x)= U!� (x) + ��U�(x)�!; (3.38)wobei ��U�(x)�! de�niert ist durch:��U�(x)�! := !(x+ a�̂) �U�(x)w(x): (3.39)F�ur �(x) erh�alt man: �(x) S7�! �(x) + ��(x)E7�! !(x) h�(x) + ��(x)i !�1(x)= �!(x) + ���(x)�!; (3.40)mit ���(x)�! := !(x) ��(x) !�1(x): (3.41)� Wendet man nun zun�achst eine Eichtransformation und dann eine SUSY-Transformation an, so gilt f�ur U�(x):U�(x) E7�! U!� (x)S7�! U!� (x) + ��U!� (x)�= U!� (x)� 2ag U!� (x) � 
� �!(x)= U!� (x)� 2ag !(x+ a�̂)U�(x) !�1(x)!(x)| {z }1l � 
��(x)!�1(x)= U!� (x) + !(x+ a�̂) �U�(x) !�1(x): (3.42)



3.4 Kommutation der SUSY-Transformationen mit denEichtransformationen 51Daraus ergibt sich mit (3.39) folgender Zusammenhang:��U!� (x)� � ��U�(x)�!: (3.43)Analog hat man f�ur ��!(x):�!(x) E7�! �!(x)S7�! �!(x) + ���!(x)�= �!(x)� ig���G!��(x) �: (3.44)Damit die Eichtransformationen mit den SUSY-Transformationen kommu-tieren, mu� somit f�ur G!��(x) gelten:G!��(x) = !(x) G��(x) !�1(x): (3.45)Dann folgt aus (3.44): ���!(x)� � ���(x)�!: (3.46)Eine m�ogliche Wahl f�ur G�� sind somit Terme, die aus o�enen Plaketten U��bestehen.Der einfachste Ausdruck f�ur G�� ist:G��(x) = � 12a2 � U��(x)� U y��(x) �: (3.47)Bildet man den naiven Kontinuumslimes, so erh�alt man:G��(x) = � 12a2 � e�a2G��(x) � ea2G��(x) �= � 12a2 � 1� a2F��(x)� 1� a2F��(x) + O(a3) �= F��(x) +O(a): (3.48)Im Kontinuumslimes gibt G�� somit den Feldst�arketensor F�� . Es bleibt damitnur noch das Verhalten von G�� unter Eichtransformationen zu untersuchen.Die Link-Variablen gehen unter Anwendung von Eichtransformationen �uber in:U�(x) E7�! �U�(x)�! = !(x+ a�̂)U�(x)!�1(x);U y�(x) E7�! �U y�(x)�! = !(x)U y�(x)!�1(x+ a�̂): (3.49)



52 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterF�ur die Plaketten-Variablen U�� folgt dann:U��(x) E7�! �U��(x)�!= �U y�(x)�! �U y�(x+ a�̂)�! �U�(x + a�̂)�! �U�(x)�!= !(x)U y�(x) !�1(x+ a�̂)!(x+ a�̂)| {z }=1l U y�(x + a�̂)� !�1(x+ a�̂+ a�̂)!(x+ a�̂+ a�̂)| {z }=1l U�(x + a�̂)� !�1(x+ a�̂)!(x+ a�̂)| {z }=1l U�(x)!�1(x)= !(x)U��(x)!�1(x): (3.50)Hiermit erf�ullt das oben gew�ahlte G�� die geforderte Transformationsbedingung(3.45).Durch eine Symmetrisierung erh�alt man f�ur G�� einen sogenannten "Clover\-Term.2 Der Clover-Term setzt sich aus vier symmetrisch um den Punkt x ange-ordneten Plaketten zusammen:
ss ss- 6�?xx

x+a�̂x+a�̂
x+a�̂

x+a�̂+a�̂
s s- ?sx+a�̂�a�̂sx�a�̂x�a�̂ �s66ss�sx�a�̂?sx�a�̂�a�̂ -

� ss?sx+a�̂�a�̂ -s6 (2) (1)
(3) (4)

(1) = U��(x); (3.51)(2) = U���(x); (3.52)(3) = U����(x); (3.53)(4) = U���(x): (3.54)Mit diesen Termen ergibt sich G�� zu:G��(x) = � 14a2 � U��(x)� U���(x) + U����(x)� U���(x) � : (3.55)2clover (engl.): Kleeblatt



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 53Der naive Kontinuumslimes f�ur G�� berechnet sich daraus zu:G��(x) = � 14a2 � 1� a2F��(x)� 1� a2F��(x) + 1� a2F��(x)� 1� a2F��(x) + O(a3) �= F��(x) +O(a): (3.56)�Aquivalent dazu ist eine Darstellung von G�� , in der jeweils das komplexkonju-gierte subtrahiert wird:G��(x) = � 18a2 n U��(x)� U y��(x)� U���(x) + U y���(x)+ U����(x)� U y����(x)� U���(x) + U y���(x) o: (3.57)3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen3.5.1 Fermion-WirkungDie Variation des fermionischen Anteils der Gitterwirkung ergibt:�SF = Xx ( 12a TrX� h ��(x) (
� � r)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)+ �(x) (
� � r) �U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+ �(x) (
� � r)U y�(x) ��(x+ a�̂)U�(x)+ �(x) (
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂) �U�(x)� ��(x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)� �(x + a�̂) (
� + r) �U�(x)�(x)U y�(x)� �(x + a�̂) (
� + r)U�(x) ��(x)U y�(x)� �(x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x) �U y�(x) i+ �M0 + 4ra � Trh��(x)�(x) + �(x) ��(x)i )= Xx ( 12a TrX� � ig � ���G�� (x) (
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+ 2ag �(x) (
� � r) � 
��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ig�(x) (
� � r)U y�(x) ���G�� (x + a�̂) � U�(x)



54 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter� 2ag �(x) (
� � r)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x) � 
��(x)� ig � ���G�� (x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ 2ag �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x) � 
��(x)�(x)U y�(x)+ ig�(x + a�̂) (
� + r)U�(x) ���G�� (x) � U y�(x)� 2ag �(x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x) � 
��(x)U y�(x)�+ 2�M0 + 4ra � Tr" ig � ���G�� (x)�(x)# ) : (3.58)Im naiven Kontinuumslimes wird die Betrachtung der Terme mit dem Wilson-Paramter r, die eine reine Gittereigenschaft darstellen, zun�achst zur�uckgestellt.Ihre Einf�uhrung war notwendig, um die Fermionendoppler zu beseitigen. Eineausf�uhrliche Diskussion der r-abh�angigen Terme �ndet sich bei der Betrachtungdes Superstromes.Man verbleibt dann mit acht Termen und einem Massenterm, der proportionalzu M0 ist. Im folgenden wird sich nun zeigen, da� die f�ur das Kontinuum relevan-ten Terme nur die vier mit dem Vorfaktor ig sind. Eine Diskussion der einzelnenTerme ergibt mit G�� (x) = F�� (x) + aR�� (x) +O(a2) (3.59)folgende Ausdr�ucke:i.) ig � ���G�� (x) 
� U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)a!07�! ig � ��� �F�� (x) + aR�� (x)� 
� �1 + aA�(x)� ��(x) + a@��(x)�� �1� aA�(x)� + O(a2)= ig ( � ���F�� (x) 
� �(x) + a � ���F�� (x) 
�@��(x)+ a � ��� F�� (x) hA�(x); �(x)i+ a � ��� R�� (x) 
� �(x) ) +O(a2); (3.60)



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 55ii.) � ig �(x) 
�U y�(x)���G�� (x+ a�̂) � U�(x)a!07�! � ig �(x) 
� �1 + aA�(x)���� �F�� (x) + a @�F�� (x) + aR�� (x)� �� �1� aA�(x)� + O(a2)= � ig ( �(x) 
� ��� F�� (x) �| {z }=� ���F�� (x) 
��(x) +a �(x) 
� ���@�F�� (x) �| {z }=� ��� @�F�� (x) 
��(x)+ a �(x) 
� ��� hA�(x); F�� (x)i+ a �(x) 
� ��� R�� (x) � ) +O(a2); (3.61)iii.) � ig � ���G�� (x+ a�̂) 
� U�(x)�(x)U y�(x)a!07�! � ig � ��� �F�� (x) + a @�F�� (x) + aR�� (x)� 
� �1� aA�(x)��(x)� �1 + aA�(x)� + O(a2)= � ig ( � ��� F�� (x) 
� �(x) + a � ���F�� (x) 
� h�(x); A�(x)i+ a � ��� @�F�� (x) 
� �(x)+ a � ��� R�� (x) 
� �(x) ) +O(a2); (3.62)iv.) ig �(x + a�̂) 
� U�(x) ���G�� (x) � U y�(x)a!07�! ig ��(x) + a @��(x)� 
� �1� aA�(x)���� �F�� (x) + aR�� (x)� �� �1 + aA�(x)� + O(a2)= ig ( �(x) 
� ��� F�� (x) �| {z }=� ���F�� (x) 
��(x) +a �(x) 
� ��� hF�� (x); A�(x)i�



56 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter+ a @��(x)
����F�� (x) �| {z }=� ���F�� (x) 
� @��(x)+ a �(x) 
� ��� R�� (x) � ) +O(a2): (3.63)Die Summe dieser vier Terme ergibt dann:2ig a ( @��(x) 
� ���F�� (x) � + � ���F�� (x) 
� hA�(x); �(x)i� �(x) 
���� @�F�� (x) �� �(x) 
� ��� hA�(x); F�� (x)i � ) : (3.64)Bildet man nun die Spur �uber die Farbindizes, so erh�alt man:2ig a ( (�ig) @��a(x) 
� ���F b�� (x)Tr(T aT b) �+ (�ig)2 � ���F b�� (x) 
�Ac�(x)�a(x)Tr �T bhT c; T ai ��(�ig)�a(x) 
���� @�F b�� (x)Tr(T aT b) ��(�ig)2 �a(x) 
� ��� Ac�(x)F b�� (x)Tr �T a hT c; T bi� �)= a ( @��a(x) 
� ���F a�� (x) � + gfcab � ���F b�� (x) 
�Ac�(x)�a(x)��a(x) 
���� @�F a�� (x) �� gfcba �a(x) 
� ��� Ac�(x)F b�� (x) �): (3.65)Mit dem Faktor 12a aus (3.58) und folgender Umbenennung:�! � ; � ! �; �! �; (3.66)l�a�t sich (3.65) schreiben als:12@��a(x) 
� ���F a��(x) � + 12 gfabc �a(x) 
�Ac� (x)���F b��(x) �� 12 �a(x) 
���� @�F a��(x) � + 12 gfabc �a(x) 
�Ac� (x) ���F b��(x) �: (3.67)Dieses ist aber gerade der fermionische Anteil der Kontinuums-Variation.Es bleibt somit zu zeigen, da� die vier Terme mit dem Vorfaktor 2ag aus (3.58)keinen Beitrag geben.Diese geben im naiven Kontinuumslimes jeweils:



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 57i.) g Tr n �(x) 
� � 
� �(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)oa!07�! g Tr n �(x) 
� � 
� �(x) �1 + aA�(x)� ��(x) + a@��(x)�� �1� aA�(x)�o +O(a2)= g Tr n �(x) 
� � 
� �(x)�(x)o + O(a); (3.68)ii.) �g Tr n �(x) 
� U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � 
� �(x)oa!07�! �g Tr n �(x) 
� �1 + aA�(x)� ��(x) + a@��(x)�� �1� aA�(x)� � 
� �(x) o +O(a2)= �g Tr n �(x) 
� �(x) � 
� �(x)o+ O(a); (3.69)iii.) g Tr n �(x + a�̂) 
� U�(x) � 
� �(x)�(x)U y�(x)oa!07�! g Tr n ��(x) + a@��(x)� 
� �1� aA�(x)�� 
� �(x)�(x)� �1 + aA�(x)�o +O(a2)= g Tr n �(x) 
� � 
� �(x)�(x) o+ O(a); (3.70)iv.) �g Tr n �(x + a�̂) 
� U�(x)�(x) � 
� �(x)U y�(x)oa!07�! �g Tr n ��(x) + a@��(x)� 
� �1� aA�(x)��(x) � 
� �(x)� �1 + aA�(x)�o +O(a2)= �g Tr n �(x) 
� �(x) � 
� �(x)o + O(a): (3.71)Die Summe dieser Terme ergibt:2g Tr n �(x) 
� � 
� �(x)�(x) � �(x) 
� �(x) � 
� �(x)o= 2g Tr n �(x) 
� h�
��(x); �(x)i o= 2g �a(x) 
� � 
� �b(x)�c(x) TrnT a [T b; T c]| {z }=ifbcdT d o= ig fabc �a(x) 
� � 
� �b(x)�c(x)(F:14)= 0: (3.72)



58 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDer Massenterm 2M0 ig Tr[� ���G�� (x); �(x)] geht im naiven Kontinuumslimes�uber in: 2 ig M0 � ��� TrhF�� (x); �(x)i: (3.73)Dieser Term bricht explizit die Supersymmetrie.3.5.2 EichfeldwirkungDie Variation der Gitter-Eichfeldwirkung unter den supersymmetrischen Trans-formationen ergibt sich zu:�SE = 1a4 1g2 Xx X1��<��4 ��12Tr��U��(x) + �U y��(x)�� : (3.74)F�ur die Variation von U��(x) erh�alt man:�U��(x) = �U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y� (x) �U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y� (x)U y�(x + a�̂) �U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y� (x)U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂) �U�(x): (3.75)Mit (3.35) folgt:�U��(x) = 2ag n � 
� �(x)U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y�(x) � 
� �(x+ a�̂)U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)� U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂) � 
� �(x + a�̂)U�(x)� U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x) � 
��(x) o : (3.76)Analog ergibt sich die Variation von U y��(x) zu:�U y��(x) = �U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y�(x) �U y�(x + a�̂)U�(x + a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x + a�̂) �U�(x + a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x + a�̂)U�(x + a�̂) �U�(x)= 2ag n � 
� �(x)U y�(x)U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y�(x) � 
� �(x+ a�̂)U y�(x+ a�̂)U�(x + a�̂)U�(x)� U y�(x)U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂) � 
� �(x + a�̂)U�(x)� U y�(x)U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x) � 
� �(x) o : (3.77)



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 59Mit diesen Ergebnissen erh�alt man f�ur die Variation der Eichfeldwirkung:�SE = 1g 1a3 Xx X1��<��4 Tr n � � 
� �(x)U y� (x)U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)� U y� (x) � 
� �(x + a�̂)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂) � 
� �(x + a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x) � 
��(x)� � 
� �(x)U y�(x)U y�(x + a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)� U y�(x) � 
� �(x+ a�̂)U y�(x+ a�̂)U�(x + a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂) � 
� �(x + a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x) � 
� �(x)o= 2g 1a3 Xx X1��<��4 Tr n� � 
� �(x)U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)� U y� (x) � 
� �(x + a�̂)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂) � 
� �(x + a�̂)U�(x)+ U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x) � 
� �(x)o:(3.78)Da die Spur invariant unter zyklischer Vertauschung ist, kann man folgende Um-formungen vornehmen:�SE = 2g 1a3 Xx X1��<��4 Tr n� � 
� �(x)U��(x)� � 
� �(x + a�̂)U y�(x + a�̂)U�(x + a�̂)U�(x)U y�(x)+ � 
� �(x + a�̂)U�(x)U y�(x)U y�(x + a�̂)U�(x + a�̂)+ U��(x) � 
� �(x)o: (3.79)Es bietet sich an dieser Stelle an, geschickt Einheitsmatrizen zu verteilen, umdadurch einzelne U�(x)-Terme zu Plaketten zusammenzufassen:�SE = 2g 1a3 Xx X1��<��4 Tr n� � 
� �(x)U��(x)+ � 
� �(x)U��(x)� � 
� �(x + a�̂) U�(x)U y� (x)| {z }=1l U y�(x+ a�̂)U�(x + a�̂)U�(x)U y�(x)



60 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter+ � 
� �(x + a�̂)U�(x)U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x + a�̂) U�(x)U y�(x)| {z }=1l o= 2g 1a3 Xx X1��<��4 Tr n� � 
� �(x)U��(x)+ � 
� �(x)U��(x)� � 
� �(x+ a�̂)U�(x)U��(x)U y�(x)+ � 
� �(x+ a�̂)U�(x)U��(x)U y�(x) o : (3.80)Entwickelt man U��(x) zu h�oheren Potenzen in a, so erh�alt man mit der Baker-Campbell-Hausdor�-Formel (3.13) folgenden Ausdruck f�ur U��(x):U��(x) = eaA�(x) eaA�(x)+a2@�A�(x)+ 12a3@�@�A�(x)� e�aA�(x)�a2@�A�(x)� 12a3@�@�A�(x) e�aA�(x)= eaA�(x) eaA�(x)+a2@�A�(x)+ 12a3@�@�A�(x)� exp � aA�(x)� aA�(x)� a2@�A�(x) + 12a2hA�(x); A�(x)i+ 12a3h@�A�(x); A�(x)i� 112a3�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 112a3�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12a3@�@�A�(x) +O(a4) != eaA�(x)� exp � aA�(x) + a2@�A�(x)� a2@�A�(x) + 12a2hA�(x); A�(x)i+ 12a3h@�A�(x); A�(x)i� 112a3�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 112a3�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12a2hA�(x); A�(x)i� 12a3hA�(x); @�A�(x)i+ 14a3�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 12a3h@�A�(x); A�(x)i� 12a3h@�A�(x); A�(x)i� 12 a3@�@�A�(x) + 12 a3@�@�A�(x)� 112a3�A�(x); hA�(x); A�(x)i�



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 61+ 112a3�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�+O(a4) != exp(a2 �@�A�(x)� @�A�(x)� hA�(x); A�(x)i�+ a3 h@�A�(x); A�(x)i� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i+ 12hA�(x); @�A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x)+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i� ! +O(a4))= exp(� a2F��(x)+ a3 h@�A�(x); A�(x)i + hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x)+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)� ! +O(a4)): (3.81)Damit ergibt sich der Kontinuumslimes der einzelnen Terme zu:� � 
� �(x)U��(x) =� � 
� �(x)(1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x) ! +O(a4)); (3.82)



62 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter� 
� �(x)U��(x) =� 
� �(x)(1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i + hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i + 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x) ! +O(a4))= � 
� �(x)(1 + a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i + 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�+ 12 @�@�A�(x) � 12 @�@�A�(x) ! +O(a4)): (3.83)F�ur die Summe dieser beiden Terme gilt dann:� � 
��(x)U��(x) + � 
��(x)U��(x) =� 
� �(x)(2a2F��(x) + a3 2 h@�A�(x); A�(x)i + 2 hA�(x); @�A�(x)i� h@�A�(x); A�(x)i� hA�(x); @�A�(x)i� 1112hA�(x); hA�(x); A�(x)ii� 1112�A�(x); hA�(x); A�(x)i�+ @�@�A�(x) � @�@�A�(x) ! +O(a4)): (3.84)F�ur die anderen Terme hat man folgenden Kontinuumslimes:� � 
� �(x+ a�̂)U�(x)U��(x)Uy�(x) =� � 
� �(x + a�̂) e�aA�(x) ( 1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 63+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)� !� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x) +O(a4) ) eaA�(x)= � � 
� �(x + a�̂) �1� aA�(x) + 12a2A2�(x)� 16a3A3�(x)�� ( 1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x) ! )� �1 + aA�(x) + 12a2A2�(x) + 16a3A3�(x)� +O(a4)= � � 
� �(x + a�̂) ( 1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)� !� aA�(x) + a3A�(x)F��(x) + 12a2A2�(x)� 16a3A3�(x)� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x))� �1 + aA�(x) + 12a2A2�(x) + 16a3A3�(x)� +O(a4)= � � 
� �(x + a�̂) ( 1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)� !+ a3hA�(x); F��(x)i



64 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x)) +O(a4)= � 
� �(x + a�̂) ( �1� a2F��(x)� a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)� !+ a3hA�(x); F��(x)i+ 12 @�@�A�(x) � 12 @�@�A�(x)) +O(a4); (3.85)
� 
� �(x+ a�̂)U�(x)U��(x)Uy�(x) =� 
� �(x+ a�̂) �1� aA�(x) + 12a2A2�(x)� 16a3A3�(x)�� ( 1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x) ! )� �1 + aA�(x) + 12a2A2�(x) + 16a3A3�(x)� +O(a4)= � 
� �(x+ a�̂) ( 1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x) !� aA�(x) + a3A�(x)F��(x) + 12a2A2�(x)� 16a3A3�(x))� �1 + aA�(x) + 12a2A2�(x) + 16a3A3�(x)� +O(a4)



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 65
= � 
� �(x+ a�̂) ( 1� a2F��(x) + a3 h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 12h@�A�(x); A�(x)i� 12hA�(x); @�A�(x)i+ 12�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 512�hA�(x); A�(x)i; A�(x)�� 12 @�@�A�(x) + 12 @�@�A�(x) !+ a3hA�(x); F��(x)i ) +O(a4): (3.86)Addiert man die letzten beiden Terme, so erh�alt man:� � 
� �(x+ a�̂)U�(x)U��(x)U y�(x) + � 
� �(x+ a�̂)U�(x)U��(x)U y�(x) =� 
� �(x + a�̂)(� 2a2F��(x) + 2a3hA�(x); F��(x)i+ a3 � 2h@�A�(x); A�(x)i� 2hA�(x); @�A�(x)i+ h@�A�(x); A�(x)i+ hA�(x); @�A�(x)i� 1112�A�(x); hA�(x); A�(x)i�� 1112�A�(x); [A�(x); A�(x)i�� @�@�A�(x) + @�@�A�(x) ! ) +O(a4): (3.87)Schlie�lich �ndet man die Variation der Eichfeldwirkung durch Summenbildung�uber alle vier Terme zu:�SE = 4g Tr � � 
� �(x) hA�(x); F��(x)i � � 
� @��(x)F��(x)� + O(a)= 4g Tr � � 
� �a(x)T a (�ig)2 i fbcd T dAb�(x)F c��(x)� � 
� @��a(x) (�ig)F b��(x)T aT b� + O(a)= �2ig fbca � 
� �a(x)Ab�(x)F c��(x) + 2iF a��(x) � 
� @��a(x) +O(a)



66 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter= �2ig fabcF b��(x)Ac�(x)�a(x) 
� �� 2iF a��(x) @��a(x) 
� � +O(a):(3.88)Dieses entspricht aber gerade wieder dem Ausdruck f�ur die Kontinuums-Variationder Eichwirkung. Damit haben die obigen Rechnungen gezeigt, da� die in (3.29),(3.30) und (3.31) de�nierten Transformationen die Wirkung im naiven Kontinu-umslimes invariant lassen.3.6 SuperstromM�ochte man einen erhaltenden Strom auf dem Gitter de�nieren, so mu� die-ser �ahnliche Forderungen wie der Superstrom im Kontinuum erf�ullen. So sollteer lokal sein und mit den Gitter-Eichtransformationen kommutieren. Au�erdemmu� nat�urlich der Kontinuumslimes des erhaltenden Stromes das Kontinuums-Ergebnis wiedergeben. Die einfachste Wahl f�ur einen solchen Superstrom auf demGitter ist dann: S Gitter� (x) := ig T r�
� ��� �(x)G�� (x)�: (3.89)Bildet man den naiven Kontinuumslimes, so erh�alt man:S Gitter� (x) = ig T r�
� ��� �(x)F�� (x)� +O(a)= ig 
� ��� �a(x) (�ig)F b�� (x) Tr(T aT b)| {z }= 12 �ab +O(a)= 12 
� ��� �a(x)F a�� (x) +O(a): (3.90)Das ist der bekannte Kontinuumsstrom (2.47).Betrachtet man das Verhalten des Gitter-Superstromes unter Eichtransforma-tionen, so ergibt sich:S Gitter� (x) E7�! ig T r�
� ��� !(x)�(x)!�1(x)!(x)G�� (x)!�1(x)�= !(x) ig T r�
� ��� �(x)G�� (x)� !�1(x)= !(x) S Gitter� (x) !�1(x): (3.91)Somit ist der de�nierte Superstrom (3.89) eichinvariant.



3.6 Superstrom 67Die einfachste Formulierung des Superstromes auf dem Gitter erf�ullt alle gefor-derten Bedingungen. Allerdings sollte S Gitter� (x) die Gittertheorie "m�oglichst gut\erhalten. Es sollten also in der Variation der Gitter-Lagrangedichte relativ wenigGitterterme au�er der Ableitung des Gitterstromes �ubrigbleiben. Vergleicht manjedoch S Gitter� (x) mit (3.58) und (3.80), so stellt man fest, da� dieser Superstrom{ zun�achst f�ur beliebiges G�� (x) { nicht so gut zu der Variation pa�t.Es gibt nun mehrere M�oglichkeiten die Gittertheorie zu verbessern. Zum einenkann man durch eine geschickte Wahl des Gitterstromes eine bessere Erhaltungdesselben erreichen. Zum anderen hat man die M�oglichkeit, an den supersym-metrischen Gittertransformationen Ver�anderungen vorzunehmen. Des weiterenist der Ausdruck G�� f�ur den Feldst�arketensor bislang unbestimmt. Vielleicht istauch hier eine spezielle Wahl von Vorteil.3.6.1 Verbesserung des SuperstromesBeginnen m�ochte ich mit der Verbesserung des Stromes. Dazu erweitert man deneinfachen Strom (3.89) zu:S Gitter� (x) := ig T r�
� ���G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�: (3.92)Da man die Link-Variablen U�(x) im naiven Kontinuumslimes durch 1 ersetzenkann, ergibt auch dieser Gitterstrom wieder den richtigen Kontinuumslimes. ImGegensatz zu der naiven Wahl des Superstromes passen die bei diesem Stromauftretenden Terme, von ihrer geometrischen Struktur her, viel besser zu der�Anderung der Wirkung. Hingegen tauchen Ausdr�ucke die von der Form (3.89)sind in der Variation der Wirkung gar nicht auf. Dabei ist es noch v�ollig irre-levant, wie G�� de�niert ist. Es mu� noch nicht einmal mit dem G�� aus denTransformationen �ubereinstimmen. An sp�aterer Stelle stellt sich allerdings her-aus, da� gerade diese Wahl besonders g�unstig ist.Untersucht man das Verhalten unter Eichtransformationen, so ergibt sich:S Gitter� (x) E7�! ig T r�
� ��� !(x)G�� (x) !�1(x)!(x)| {z }1l� U y�(x) !�1(x + a�̂)!(x+ a�̂)| {z }1l �(x + a�̂)� !�1(x+ a�̂)!(x+ a�̂)| {z }1l U�(x)!�1(x)�= !(x) S Gitter� (x) !�1(x): (3.93)Damit ist auch dieser Superstrom invariant unter Eichtransformationen.



68 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDie Gitter-R�uckw�arts-Ableitung von S Gitter� (x) lautet:�b� S Gitter� (x) =ig 1a Tr n 
� ���G�� (x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� 
� ���G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)o: (3.94)Im naiven Kontinuumslimes ergibt sich daraus folgender Ausdruck:�b� S Gitter� (x) a!07�!ig 1a Tr � 
� ���G�� (x)�(x)� 
� ���G�� (x)�(x)+ a h 
� ���G�� (x)A�(x)�(x) + 
� ���G�� (x) @��(x)� 
� ���G�� (x)�(x)A�(x) + 
� ��� @�G�� (x)�(x)+ 
� ���G�� (x)�(x)A�(x) i +O(a2) �= @� ig T r�
� ���G�� (x)�(x)� +O(a): (3.95)Ersetzt man schlie�lich G�� (x) durch F�� (x), so erh�alt man wieder die Ableitungdes Kontinuums-Superstromes.Hiermit erf�ullt die Gittertheorie alle geforderten Bedingungen aus dem Kontinu-um und gibt ihre Ergebnisse im Limes a! 0 korrekt wieder.Die Variation der gesamten Gitterwirkung ist nach (3.58) und (3.80) gegebendurch:�S(x) = Xx ( 12a TrX� � ig � ���G�� (x) (
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ig�(x) (
� � r)U y�(x) ���G�� (x + a�̂) � U�(x)� ig � ���G�� (x+ a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ ig�(x+ a�̂) (
� + r)U�(x) ���G�� (x) � U y�(x)



3.6 Superstrom 69+ 2ag �(x) (
� � r) � 
��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� 2ag �(x) (
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � 
��(x)+ 2ag �(x + a�̂) (
� + r)U�(x) � 
��(x)�(x)U y�(x)� 2ag �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x)�(x) � 
��(x)U y�(x)�+ 2�M0 + 4ra � Tr� ig � ���G�� (x)�(x)� )+ 2g 1a3 Xx X1��<��4 Tr �� � 
� �(x)U��(x)+ � 
� �(x)U��(x)� � 
� �(x+ a�̂)U���(x + a�̂)+ � 
� �(x+ a�̂)U���(x + a�̂)�: (3.96)Mit Hilfe der r�uckw�artigen Ableitung des nach (3.92) de�nierten Superstromesl�a�t sich folgende Gleichung aufstellen:�S(x) = Xx � DS(x) + X� � �b� S Gitter� (x) + XS(x) �� : (3.97)Dabei entspricht DS(x) dem Massenterm2M0 ig T r h� ���G�� (x)�(x) i: (3.98)XS ist der symmetriebrechende Term, der durch die Gitterregularisierung her-vorgerufen wird. Dieser unsch�one Ausdruck ist in diesem Fall gegeben durch:XS(x) = 1a Tr � 1g � (4
���� � ir��� )G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ig � ���G�� (x+ a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ ig � 
� ���G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)+ 2ag �(x) (
� � r) � 
��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� 2ag �(x) (
� � r)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x) � 
��(x)+ 2ag �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x) � 
��(x)�(x)U y�(x)� 2ag �(x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x) � 
��(x)U y�(x)+ 2 r ig � ��� G�� (x)�(x)�



70 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter+ 2g 1a3 Tr h� � 
� �(x)U��(x)+ � 
� �(x)U��(x)� � 
� �(x+ a�̂)U���(x + a�̂)+ � 
� �(x+ a�̂)U���(x+ a�̂)i: (3.99)Was man erreichen m�ochte, ist, da� XS m�oglichst klein wird bzw. da� die einzel-nen Terme erst in h�oheren Potenzen von a einen Beitrag geben. Dazu ist es nichtsinvoll, die einzelnen Terme sofort bis zu h�oheren Ordnungen in a zu entwickeln(ganz abgesehen vom Arbeitsaufwand). Es emp�ehlt sich statt dessen eine n�ahereBetrachtung der einzelnen Terme. So wei� man zum Beispiel aus der Kontinu-umstheorie, da� die Variation der Eichwirkung im wesentlichen die Feldst�arkeergibt. Man kann also zun�achst einmal versuchen, diese in der Gittervariationwiederzu�nden.Die Variation der Eichwirkung l�a�t sich nach (3.80) schreiben als:�SE(x) = 2g 1a3 Xx X1��<��4 Tr �� � 
� �(x) � U��(x)� U y��(x) �+ � 
� �(x+ a�̂)U�(x) � U��(x)� U y��(x) � U y�(x)�: (3.100)De�niert man nun ein G0�� zu:G0��(x) = � 12a2 � U��(x)� U y��(x) �; (3.101)so ergibt sich damit f�ur �SE:�SE(x) = 1g 1aXx X1��<��4 Tr �4 � 
� �(x)G0��(x)� 4 � 
� �(x+ a�̂)U�(x)G0��(x)U y�(x)�: (3.102)Das so de�nierte G0�� stimmt nach (3.47) mit dem einfachsten Ausdruck f�ur denFeldst�arketensor auf dem Gitter �uberein. Wichtig ist an dieser Stelle, da� G��immer noch v�ollig beliebig ist. Die einzige Forderung, die G�� zu erf�ullen hat, istdie, da� sich bei der Bildung des naiven Kontinuumslimes der Feldst�arketensorergeben mu�. Somit kann man G�� zusammensetzen aus G0�� und einem variablenRest: G��(x) = G0��(x) + aR��(x); (3.103)



3.6 Superstrom 71wobei R�� noch beliebig hohe Ordnungen von a enthalten kann.Die Terme mit dem Vorfaktor 2ag geben, wie schon in (3.72) gezeigt, keinenBeitrag zur Kontinuumsphysik. Von der Struktur der Terme her kann man ver-muten, da� sie auch in der Gittertheorie keine tragende Rolle spielen. Da ichschon gezeigt habe, da� diese Terme im naiven Kontinuumslimes verschwinden,3betrachte ich nun die Entwicklung dieser Terme in der Ordnung a.12a Tr h 2ag �(x) (
� � r) � 
��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� 2ag �(x) (
� � r)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x) � 
��(x)+ 2ag �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x) � 
� �(x)�(x)U y�(x)� 2ag �(x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x) � 
� �(x)U y�(x)i= g Tr ( �(x) (
� � r) �
� �(x)  �(x) + a � @��(x) + hA�(x); �(x)i �!� �(x) (
� � r)  �(x)+ a � @��(x) + hA�(x); �(x)i �! � 
� �(x)+ �(x) (
� + r) � 
� �(x)�(x)+ a � @��(x) (
� + r) � 
� �(x)�(x)+ �(x) (
� + r) h� 
� �(x)�(x); A�(x)i �� �(x) (
� + r)�(x) � 
� �(x)� a � @��(x) (
� + r)�(x) � 
� �(x)+ �(x) (
� + r) h�(x) � 
� �(x); A�(x)i � + O(a2) )= ag Tr � ��(x) (
� � r) h@��(x); �
� �(x)i+ @��(x) (
� + r) h� 
� �(x); �(x)i+ �(x) (
� � r) � 
� �(x) hA�(x); �(x)i� �(x) (
� � r) hA�(x); �(x)i � 
� �(x)3Siehe (3.72).



72 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter+ �(x) (
� + r) h� 
� �(x)�(x); A�(x)i� �(x) (
� + r) h�(x) � 
� �(x); A�(x)i � +O(a2): (3.104)Betrachtet man zun�achst die r-unabh�angigen Terme mit Hilfe der Spuriden-tit�aten,4 so ergibt sich f�ur die einzelnen Ausdr�ucke:i.) Tr � �(x) 
� h� 
� �(x); @��(x)i �= ifbce �a(x) 
� � 
� �b(x) @��c(x) Tr (T aT e)| {z }= 12 �ae= 12 ifabc �a(x) 
� @��c(x) � 
� �b(x); (3.105)ii.) Tr � @��(x) 
� h� 
� �(x); �(x)i �= 12 ifabc @��c(x) 
� � 
� �a(x)�b(x)= 12ifbac @��c(x) 
� �a(x)| {z }=��a(x) 
� @��c(x) � 
� �b(x)= 12ifabc �a(x) 
� @��c(x) � 
� �b(x); (3.106)iii.) Tr � �(x) 
� h� 
� �(x)�(x); A�(x)i �= Tr � hA�(x); �(x) 
�i � 
� �(x)�(x) �= ifabeAa�(x)�b(x) 
� � 
� �c(x)�d(x)Tr �T eT cT d�| {z }= 14 i fecd= � 14 fabefcdeAa�(x)�b(x) 
� �d(x) � 
� �c(x); (3.107)4Siehe Anhang C.



3.6 Superstrom 73iv.) �Tr � �(x) 
� h�(x) � 
� �(x); A�(x)i �= �Tr � hA�(x); �(x) 
�i�(x) � 
� �(x) �= 14 fabefecdAa�(x)�b(x) 
� �c(x) � 
� �d(x)= � 14 fabefcdeAa�(x)�b(x) 
� �d(x) � 
� �c(x); (3.108)v.) Tr � �(x) 
� � 
� �(x) hA�(x); �(x)i �= � 14 fabefcde �a(x) 
� � 
� �b(x)Ac�(x)�d(x); (3.109)vi.) �Tr � �(x) 
� hA�(x); �(x)i � 
��(x) �= 14 fcdefaeb �a(x) 
�Ac�(x)�d(x) � 
� �b(x)= � 14 fcdefabe �a(x) 
� � 
� �b(x)Ac�(x)�d(x): (3.110)F�ur die Summe dieser sechs Terme (P1) erh�alt man dann:P1 = ifabc �a(x) 
� @��c(x) � 
� �b(x)� 12 fabefcdeAa�(x)�b(x) 
� �d(x) � 
� �c(x)� 12 fcdefabe �a(x) 
� � 
� �b(x)Ac�(x)�d(x)= ifabc �a(x) 
� @��c(x) � 
� �b(x)� 12 fabefcdeAa�(x)�b(x) 
� �d(x) � 
� �c(x)� 12 fabefdceAa�(x) �d(x) 
� �b(x)| {z }=��b(x)
��d(x) � 
� �c(x)



74 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter= ifabc �a(x) 
� @��c(x) � 
� �b(x)� fabefcdeAa�(x)�b(x) 
� �d(x) � 
� �c(x): (3.111)Die analogen Rechnungen f�ur die r-abh�angigen ag-Terme liefern folgenden Bei-trag:i.) Tr � �(x) h@��(x); �
� �(x)i �= ifbcd �a(x) @��b(x) �
� �c(x)Tr(T aT d)| {z }= 12 �ad= 12 ifabc�a(x) @��b(x) �
� �c(x); (3.112)ii.) Tr � @��(x) h� 
� �(x); �(x)i �= 12 ifcba @��a(x) � 
� �c(x)�b(x)= 12 ifcba �b(x) @��a(x) � 
� �c(x)= 12 ifabc �a(x) @��b(x) � 
� �c(x); (3.113)iii.) Tr � ��(x) � 
� �(x) hA�(x); �(x)i �= � ifcde �a(x) � 
� �b(x)Ac�(x)�d(x)Tr(T aT bT e)| {z }= 14 ifabe= 14 fabe fcde �a(x) � 
� �b(x)Ac�(x)�d(x); (3.114)



3.6 Superstrom 75iv.) Tr � �(x) h� 
� �(x)�(x); A�(x)i �= hA�(x); �(x)i � 
� �(x)�(x)= Ac�(x)�d(x) � 
� �a(x)�b(x) ifcde 14ifeab= � 14 fabefcdeAc�(x) �d(x)�b(x)| {z }=�b(x)�d(x) � 
� �a(x)= 14 fabefcde �a(x) � 
� �b(x)�d(x)Ac�(x); (3.115)v.) Tr � �(x) hA�(x); �(x)i � 
� �(x) �= � 
� �(x)�(x) hA�(x); �(x)i= � 14 fabefcde � 
� �c(x)�d(x)Aa�(x)�b(x)= � 14 fabefcde � 
� �c(x)Aa�(x)�b(x)�d(x); (3.116)vi.) Tr � ��(x) h�(x) � 
� �(x); A�(x)i �= � � 
� �(x) hA�(x); �(x)i�(x)= 14 fabefdec � 
� �d(x)Aa�(x)�b(x)�c(x)= � 14 fabefcde � 
� �c(x)Aa�(x)�b(x)�d(x): (3.117)Somit folgt f�ur die Summe der sechs r-abh�angigen Terme (P2r):P2r = ifabc�a(x) @��b(x) �
� �c(x)� fabefcde � 
� �c(x)Aa�(x)�b(x)�d(x): (3.118)



76 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDamit liefern die Terme mit dem Vorfaktor 2ag insgesamt einen nicht verschwin-denden Beitrag zu XS, den ich im folgenden mit P abk�urzen werde. P setzt sichdabei aus der Summe von P1 und P2r zusammen:P(x) = ag � ifabc �a(x) (
� � r) @��c(x) � 
� �b(x)� fabefcdeAa�(x)�b(x) (
� + r)�d(x) � 
� �c(x) � : (3.119)Mit den obigen Kalkulationen ((3.102), (3.119)) kann man XS nun schreiben als:XS(x) = 1a 1g Tr � � (4
���� � ir��� )G�� (x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� i � ���G�� (x+ a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ i � 
� ���G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)+ 2 r i � ��� G�� (x)�(x)+ 4 � 
� �(x)G0��(x)� 4 � 
� �(x + a�̂)U�(x)G0��(x)U y�(x)�+ P(x) + O(a2): (3.120)In den anschlie�enden Rechnungen wird eine Betrachtung des obigen XS in derOrdnung a aufgezeigt. Entwickelt man jedoch zun�achst die beiden r-abh�angigenTerme bis zur Ordnung a, so �ndet man:� ra ig Tr � � ��� G�� (x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)+ � ��� G�� (x + a�̂)U�(x)�(x)U y�(x) �= � ra ig Tr � 2 � ��� G�� (x)�(x)+ a @� � � ��� G�� (x)�(x) � +O(a2) � : (3.121)Diese Rechnung zeigt, da� der Superstrom durch Hinzuf�ugen des Terms� r ig Tr � � ��� G�� (x)�(x) � (3.122)



3.6 Superstrom 77verbessert werden kann. Eine m�ogliche Wahl f�ur einen "neuen\ Gitterstrom istdann:S Gitter� (x) := ig T r�(
� � r) ���G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�: (3.123)Mit diesem verbesserten Superstrom beh�alt man f�ur XS folgenden Ausdruck:XS(x) = 1a 1g Tr � 4 � 
���� G�� (x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� i � ���G�� (x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ i � (
� � r) ���G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)+ 2 r i � ��� G�� (x)�(x)+ 4 � 
� �(x)G0��(x)� 4 � 
� �(x + a�̂)U�(x)G0��(x)U y�(x)�+ P(x) + O(a2): (3.124)Die Entwicklung von XS bis zur Ordnung a ergibt:XS(x) = 1a 1g Tr � 4 � 
���� �G0�� (x) + aR�� (x)�� �1 + aA�(x) + 12a2A2�(x)�� ��(x) + a@��(x) + 12a2@�@��(x)�� �1� aA�(x) + 12a2A2�(x)�� i� ��� �G0�� (x) + a@�G0�� (x) + 12a2@�@�G0�� (x)+ aR�� (x) + a2@�R�� (x)� (
� + r)� �1� aA�(x) + 12a2A2�(x)��(x)� �1 + aA�(x) + 12a2A2�(x)�+ i � (
� � r) ����G0�� (x)� a@�G0�� (x) + 12a2@�@�G0�� (x)+ aR�� (x)� a2@�R�� (x)�



78 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter� �1 + aA�(x)� a2@�A�(x) + 12a2A2�(x)�� �(x) �1� aA�(x) + a2@�A�(x) + 12a2A2�(x)�+ 2 r i � ��� �G0�� (x) + aR�� (x)��(x)+ 4 � 
� �(x)G0��(x)� 4 � 
� ��(x) + a@��(x) + 12a2@�@��(x)�� �1� aA�(x) + 12a2A2�(x)�� G0��(x) �1 + aA�(x) + 12a2A2�(x)� �+ P(x) + O(a2)= 1g 1a Tr (4 � 
����  G0�� (x)�(x)+ a�G0�� (x) @��(x) + G0�� (x) hA�(x); �(x)i +R�� (x)�(x)�+ a2�G0�� (x) hA�(x); @��(x)i+ 12 G0�� (x)A2�(x)�(x)+ 12 G0�� (x)�(x)A2�(x)� G0�� (x)A�(x)�(x)A�(x)+ 12 G0�� (x) @�@��(x) + R�� (x) @��(x)�R�� (x) h�(x); A�(x)i� !� i� ���  G0�� (x) (
� + r)�(x)+ a�@�G0�� (x) (
� + r)�(x) + G0�� (x) (
� + r) h�(x); A�(x)i+R�� (x) (
� + r)�(x)�+ a2�@�G0�� (x) (
� + r) h�(x); A�(x)i+ 12G0�� (x) (
� + r)�(x)A2�(x)+ 12 G0�� (x) (
� + r)A2�(x)�(x)



3.6 Superstrom 79+ 12 @�@�G0�� (x) (
� + r)�(x)� G0�� (x) (
� + r)A�(x)�(x)A�(x)+ @�R�� (x) (
� + r)�(x)+R�� (x) (
� + r) h�(x); A�(x)i � !+ i � (
� � r) ���  G0�� (x)�(x)+ a�� @�G0�� (x)�(x)� G0�� (x) h�(x); A�(x)i+R�� (x)�(x)�+ a2�+ @�G0�� (x) h�(x); A�(x)i+ 12G0�� (x)�(x)A2�(x)+ 12 G0�� (x)A2�(x)�(x) � G0�� (x)A�(x)�(x)A�(x)+ G0�� (x) h�(x); @�A�(x)i+ 12 @�@�G0�� (x)�(x)� @�R�� (x)�(x)�R�� (x) h�(x); A�(x)i � !+ 2 i r � ��� G0�� (x)�(x) + 2 a i r � ��� R�� (x)�(x)+ 4 � 
� �(x)G0��(x)� 4 � 
�  �(x)G0��(x)+ a�@��(x)G0��(x) + �(x) hG0��(x); A�(x)i�+ a2�@��(x) hG0��(x); A�(x)i + 12 �(x)G0��(x)A2�(x)+ 12 �(x)A2�(x)G0��(x) + 12 @�@��(x)G0��(x)� �(x)A�(x)G0��(x)A�(x) � ! )+ P(x) + O(a2): (3.125)F�ur den Vergleich der r-unabh�angigen Terme miteinander benutze ich wiederGleichung (2.40). Damit wird eine Beziehung zwischen 
� ��� und 
� hergestellt.



80 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterSpeziell f�ur die Terme, die nicht von r abh�angen, folgt dann:XS(x) = ag Tr �� 2a � ����� 
�
5 � @�G0�� (x)�(x) + G0�� (x) h�(x); A�(x)i �| {z }=0 5� 4 � 
� @�G0��(x) h�(x); A�(x)i� 2 �
� G0��(x)�(x)A2�(x) � 2 � 
� G0��(x)A2�(x)�(x)+ 4 � 
� G0��(x)A�(x)�(x)A�(x)� 2 � 
� G0��(x) h�(x); @�A�(x)i� 2 � 
���� @�@�G0�� (x)�(x)+ � ����� 
�
5 G0�� (x) h�(x); @�A�(x)i+ 4 � 
� ���R�� (x) @��(x) �� 2 � ����� 
�
5 � @�R�� (x)�(x) +R�� (x) h�(x); A�(x)i �| {z }=0+ P(x) + O(r) + O(a2): (3.126)Erneute Anwendung der Gleichung (2.40) ergibt schlie�lich:XS(x) = ag Tr �� 4 ��
���� + i2 r���� @�G0�� (x) h�(x); A�(x)i+ i � (
� � r) ��� G0�� (x) h�(x); @�A�(x)i+ 4 ��
���� + i2 r����G0�� (x)� � A�(x)�(x)A�(x)� 12 �(x)A2�(x)� 12 A2�(x)�(x) �� 2 ��
���� + i2r���� @�@�G0�� (x)�(x)+ 4 � 
� ���R�� (x) @��(x) �+ P(x) + O(a2): (3.127)Betrachtet man den AusdruckTr �� 12 G�� (x)�(x)A2�(x)� 12 G�� (x)A2�(x)�(x)�5Der Ausdruck verschwindet aufgrund der Bianchi-Identit�at.



3.6 Superstrom 81unter zur Hilfenahme der Spuridentit�aten, so erh�alt man:i.) Tr �� 12 G�� (x)�(x)A2�(x)�= � 12 Ga�� (x)�b(x)Ac�(x)Ad�(x)Tr �T aT bT cT d�= � 12 Ga�� (x)�b(x)Ac�(x)Ad�(x)� �� 18fabefcde + 112�ab�cd�; (3.128)ii.) Tr �� 12 G�� (x)A2�(x)�(x)�= Tr �� 12 A2�(x)�(x)G�� (x)�= � 12 Ad�(x)Ac�(x)�b(x)Ga�� (x)�� 18fdcefbae + 112�ab�cd�= � 12 Ga�� (x)�b(x)Ac�(x)Ad�(x)�� 18fabefcde + 112�ab�cd�= Tr �� 12 G�� (x)�(x)A2�(x)� : (3.129)Damit ergibt sich der Restterm XS zu:XS(x) = ag Tr (� 4 ��
���� + i2r���� @�G0�� (x) h�(x); A�(x)i+ i � (
� � r) ��� G0�� (x) h�(x); @�A�(x)i+ 4 ��
���� + i2r����G0�� (x)� � A�(x)�(x)A�(x)� �(x)A2�(x) �� 2 ��
���� + i2r ���� @�@�G0�� (x)�(x)+ 4 � 
� ���R�� (x) @��(x) )+ P(x) + O(a2): (3.130)



82 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterSomit verbleibt man auf dem Gitter in der Ordnung a mit einem nicht verschwin-dendem Restterm XS. Da� XS nicht nur Terme enth�alt, die proportional zu rsind, liegt daran, da� die Supersymmetrie zweifach gebrochen wird. Zum einengeschieht dieses durch den Wilson-Term und zum anderen durch die expliziteBrechung der Lorentzsymmetrie aufgrund der endlichen Gitterkonstante.Die r-abh�angigen Terme sind jeweils nur halb so gro� wie die anderen auftre-tenden Terme. Dies kommt daher, da� man die Ausdr�ucke, die 
���� und ���
�enthalten, zun�achst �uber die Beziehung (2.40) miteinander verkn�upfen mu�. Da-durch erh�alt man jeweils einen Faktor 2
�. Die Terme hingegen, die proportionalzu r sind, k�onnen sofort miteinander kombiniert werden.3.6.2 Verbesserung der TransformationenEine andere M�oglichkeit, die Gittertheorie zu verbessern, ist eine Symmetriesie-rung derselbigen. Man vermutet, da� man mit Hilfe symmetrisierter Transfor-mationen und einem symmetrischen Ausdruck f�ur G�� , wie zum Beispiel demClover-Term, den Gitterstrom besser erhalten kann.Die "neuen\ Transformationen m�ussen nat�urlich immer noch eichinvariant seinund im Limes a! 0 die richtige Kontinuumsphysik repr�asentieren.Mit den folgenden Transformationen�U�(x) = 12 � �2ag U�(x) � 
� �(x)� 2ag � 
� �(x+ a�̂)U�(x) �; (3.131)��(x) = � ig���G��(x) �; (3.132)��(x) = ig � ���G��(x); (3.133)ergibt sich f�ur die Variation der Gitterwirkung:�S(x) = Xx ( 12a TrX� � ig � ���G�� (x) (
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ig�(x) (
� � r)U y�(x) ���G�� (x + a�̂) � U�(x)� ig � ���G�� (x+ a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ ig�(x+ a�̂) (
� + r)U�(x) ���G�� (x) � U y�(x) �



3.6 Superstrom 83+ 12g TrX� � �(x) (
� � r) � 
��(x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)+ �(x) (
� � r)U y�(x) � 
��(x + a�̂)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x) (
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � 
��(x)� �(x) (
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂) � 
��(x+ a�̂)U�(x)+ �(x + a�̂) (
� + r)U�(x) � 
��(x)�(x)U y�(x)+ �(x + a�̂) (
� + r) � 
��(x+ a�̂)U�(x)�(x)U y�(x)� �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x)�(x) � 
��(x)U y�(x)� �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x) � 
��(x+ a�̂)�+ 2�M0 + 4ra � Tr� ig � ���G�� (x)�(x)� )+ 1g 1a3 Xx X1��<��4 Tr n� � 
� �(x)U��(x)+ � 
� �(x)U��(x)� �� 
� �(x + a�̂) + � 
� �(x+ a�̂)�U���(x+ a�̂)+ �� 
� �(x+ a�̂ + a�̂)� � 
� �(x + a�̂ + a�̂)�U����(x + a�̂ + a�̂)+ �� 
� �(x + a�̂) + � 
� �(x + a�̂)�U���(x + a�̂)o: (3.134)Bei der Untersuchung von XS in der Ordnung a betrachte ich zun�achst wiederdie Terme, die linear in g sind.12g TrX� � �(x) (
� � r) � 
� �(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+ �(x) (
� � r)U y�(x) � 
� �(x + a�̂)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x) (
� � r)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x) � 
��(x)� �(x) (
� � r)U y�(x)�(x + a�̂) � 
��(x + a�̂)U�(x)+ �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x) � 
��(x)�(x)U y�(x)+ �(x+ a�̂) (
� + r) � 
��(x + a�̂)U�(x)�(x)U y�(x)� �(x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x) � 
��(x)U y�(x)� �(x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x) � 
��(x + a�̂)�



84 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter= 12g TrX� � �(x) (
� � r) h� 
� �(x); U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)i+ �(x+ a�̂) (
� + r)U�(x) h� 
��(x); �(x)iU y�(x)+ �(x+ a�̂) (
� + r) h� 
��(x + a�̂); U�(x)�(x)U y�(x)i+ � (x)(
� � r)U y�(x) h� 
��(x+ a�̂); �(x+ a�̂)iU�(x)�= 12g TrX� ( �(x) (
� � r) h� 
��(x); �(x)i + �(x) (
� + r) h� 
��(x); �(x)i+ �(x) (
� + r) h� 
��(x); �(x)i + �(x) (
� � r) h� 
��(x); �(x)i+ a � �(x) (
� � r) h� 
��(x); @��(x)i+ �(x) (
� � r) h� 
��(x); A�(x)�(x)i� �(x) (
� � r) h� 
��(x); �(x)A�(x)i+ �(x) (
� + r) h� 
��(x); �(x)iA�(x)+ @��(x) (
� + r) h� 
��(x); �(x)i� �(x) (
� + r)A�(x)h� 
��(x); �(x)i+ @��(x) (
� + r) h� 
��(x); �(x)i+ �(x) (
� + r) h� 
�@��(x); �(x)i� �(x) (
� + r) h� 
��(x); A�(x)�(x)i+ �(x) (
� + r) h� 
��(x); �(x)A�(x)i+ �(x) (
� � r)A�(x) h� 
��(x); �(x)i+ �(x) (
� � r) h� 
�@��(x); �(x)i+ �(x) (
� � r) h� 
��(x); @��(x)i� �(x) (
� � r) h� 
��(x); �(x)iA�(x) �) +O(a2)= 12g TrX� ( 4�(x) 
� h� 
��(x); �(x)i+ a � 2 @��(x) (
� + r) h� 
��(x); �(x)i+ 2�(x) 
� h� 
�@��(x); �(x)i+ 2�(x) (
� � r) h� 
��(x); @��(x)i� 2 r �(x)A�(x) h� 
��(x); �(x)i+ 2 r �(x) h� 
� �(x); �(x)iA�(x)� 2 r �(x) h� 
��(x); A�(x)�(x)i



3.6 Superstrom 85+ 2 r �(x) h� 
� �(x); �(x)A�(x)i �) +O(a2)= 0 6 + a2 g X� � ifabc @��a(x) (
� + r) � 
��b(x)�c(x)+ ifabc �a(x) 
� � 
�@��b(x)�c(x)+ ifabc �a(x) (
� � r) � 
��b(x) @��c(x)+ 12 r fabefcde �a(x)Ab�(x) � 
��c(x)�d(x)� 12 r faebfecd �a(x) � 
� �c(x)�d(x)Ab�(x)+ 2 r �(x) � 
� �(x) h�(x); A�(x)i+ 2 r �(x) hA�(x); �(x)i � 
� �(x) � +O(a2)= a2 g X� � 2ifabc @��a(x) (
� + r)�c(x)� 
��b(x)+ ifabc �a(x) 
� �c(x) � 
�@��b(x)+ r fabefcde �a(x)Ab�(x) � 
��c(x)�d(x)� 12 r fabefcde �a(x) � 
� �b(x)�c(x)Ad�(x)� 12 r faebfdce �a(x)Ad�(x)�c(x) � 
� �b(x) � +O(a2): (3.135)Nach (3.119) de�niert man erneut einen Ausdruck P. F�ur die symmetrisiertenTransformationen lautet dieser dann:P(x) = a g � ifabc @��a(x) (
� + r)�c(x)� 
��b(x)+ 12 ifabc �a(x) 
� �c(x) � 
�@��b(x)+ 12 r fabefcde �a(x)Ab�(x) � 
��c(x)�d(x)� 12 r fabefcde �a(x) � 
� �b(x)�c(x)Ad�(x) � : (3.136)Somit verbleibt man auch in diesem Fall in der Ordnung a mit einem nicht ver-schwindendem Term, der proportional zu g ist. Stellt man f�ur den Strom (3.123)wieder Gleichung (3.97) auf, so bleiben f�ur den "Rest\ XS diesmal folgende Terme6Dieser Ausdruck verschwindet aufgrund der Rechnungen in Anhang F.



86 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter�ubrig:XS(x) = 1a 1g Tr � 4 � 
���� G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� i � ���G�� (x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ i � (
� � r) ���G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)+ 2r i � ��� G�� (x)�(x) �+1g 1a3 Tr �� �� 
� �(x) � � 
��(x)�U��(x)� �� 
� �(x+ a�̂) + � 
� �(x + a�̂)�U���(x + a�̂)+ �� 
� �(x + a�̂ + a�̂)� � 
� �(x + a�̂ + a�̂)�U����(x + a�̂ + a�̂)+ �� 
� �(x+ a�̂) + � 
� �(x+ a�̂)�U���(x+ a�̂)�+ P(x) + O(a2): (3.137)Ein Vergleich der Terme mit (3.55) zeigt, da� sich eine Verwendung des Clover-Terms an dieser Stelle nicht anbietet. De�niert man statt dessen nach (3.101)wieder einen Ausdruck G0�� , so l�a�t sich XS schreiben als:XS(x) = 1a 1g Tr � 4 � 
���;� G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� i � ���G�� (x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ i � (
� � r) ���G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)+ 2r i � ��� G�� (x)�(x) �+1g 1a3 Tr � � � 
� �(x) �U��(x)� U y��(x)�+ � 
� �(x+ a�̂) �U���(x+ a�̂)� U y���(x + a�̂)�� � 
� �(x + a�̂) �U���(x+ a�̂)� U y���(x + a�̂)�+ � 
� �(x+ a�̂ + a�̂) �U����(x+ a�̂+ a�̂)�U y����(x+ a�̂+ a�̂)� �+ P(x) + O(a2)



3.6 Superstrom 87= 1a 1g Tr � 4 � 
���;� G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� i � ���G�� (x + a�̂) (
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)+ i � (
� � r) ���G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)+ 2r i � ��� G�� (x)�(x)+ 2 � 
� �(x)G0��(x)� 2 � 
� �(x + a�̂)G0���(x+ a�̂)+ 2 � 
� �(x+ a�̂)G0���(x + a�̂)� 2 � 
� �(x + a�̂+ a�̂)G0����(x + a�̂+ a�̂) �+ P(x) + O(a2): (3.138)Wie eine kurze Rechnung zeigt, ergibt auch dieses XS im naiven Kontinuumslimeskeinen Beitrag. Diskutiert man jedoch die Ordnung a, so stellt sich im Vergleichmit (3.130) keine Verbesserung ein.3.6.3 Weitere Verbesserungsvorschl�ageAm Ende dieses Kapitels m�ochte ich noch einige Vorschl�age zur Eliminierung vonXS in der Ordnung a machen.Eine M�oglichkeit, die Gittertheorie zu verbessern, w�are eine gelungenere Abstim-mung der Terme, die aus der Variation der Eichwirkung (SE) hervorgehen undderjenigen, die sich aus der �Anderung des fermionischen Teils der Wirkung (SF )ergeben. Bisher sieht es so aus, als w�urde der in (3.123) de�nierte Superstromnur auf den fermionischen Anteil der Wirkung Bezug nehmen. Symmetrisiert mandie SUSY-Transformationen erneut, indem man die Variation von U�(x) zu einemAusdruck erweitert, der eine �ahnlich geometrische Struktur hat wie die Terme,die in der �Anderung von SF auftreten, so w�are dies ein Versuch, letztere mit denTermen aus der Variation von SE zu kombinieren. Einen solchen Versuch stellenfolgende Transformationsregeln dar:�U�(x) = 12 �� 2ag U�(x)U y� (x) � 
� �(x+ a�̂ )U� (x)� 2ag U y� (x+ a�̂) � 
� �(x + a�̂+ a�̂ )U�(x + a�̂)U�(x)�= �ag �U�(x)U y� (x) � 
� �(x + a�̂)U� (x)U y� (x+ a�̂) � 
� �(x + a�̂+ a�̂)U� (x + a�̂)U�(x)�; (3.139)



88 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter��(x) = � ig ���G��(x) �; (3.140)��(x) = ig � ���G��(x): (3.141)Mit diesen Transformationen erh�alt man nun in der Variation der EichwirkungTerme, die die gleiche geometrische Struktur haben wie jene, die aus der �Ande-rung der fermionischen Wirkung SF folgen. Man verbleibt damit insgesamt inder Variation der Wirkung mit Termen, die alle eine �ahnliche Geometrie besit-zen. Inwieweit dies eine Verbesserung in der Ordnung a darstellt wird sich erstdurch eingehendere Rechnungen zeigen, die im Anschlu� an diese Arbeit geplantsind.Wie auch schon in Kapitel 1 gezeigt wurde, habenM. Goltermann undD. Pet-cher noch eine weitere M�oglichkeit zur Verbesserung der Gittertheorie aufge-zeigt [9]. Danach addiert man in den Transformationsregeln einen beliebigen Aus-druck A�, der allein durch das Verschwinden der �Anderung der Wirkung de�niertist. Betrachtet man speziell die Ordnung a, so bieten sich folgende Transforma-tionen an: �U�(x) = �2ag U�(x) � 
� �(x) + a2A�(x); (3.142)��(x) = � ig���G��(x) �; (3.143)��(x) = ig � ���G��(x): (3.144)Bei der Berechnung der Variation der Wirkung bez�uglich dieser Transformatio-nen, erh�alt man f�ur XS, in der Ordnung a, einerseits den schon bekannten Aus-druck (3.130), andererseits treten aber noch Terme auf, die A� enthalten. DasZiel besteht nun darin, A� so zu de�nieren, da� XS keinen Beitrag mehr liefert.Ob dieses mit den oben angegebenen Transformationen tats�achlich gelingt, wirdsich erst in ausf�uhrlichen Rechnungen zeigen.3.7 Gitter-Ward-Identit�atWie schon in der Kontinuumsphysik gezeigt wurde, ist die einzige niedrige, nicht-triviale Ward-Identit�at diejenige, die sich durch Nullsetzen der Quellen in derVariation des Pfadintegrals ergibt.Auf dem Gitter erh�alt man dann:D�LGitter(x)E = 0: (3.145)



3.7 Gitter-Ward-Identit�at 89) D@�S Gitter� (x)E = � DDS(x)E � DXS(x)E: (3.146)Somit ist @�S Gitter� (x) nicht, wie im Kontinuum, im Operatorsinn erhalten! Durchden Massenterm �ndet eine explizite Verletzung der Identit�at statt, die auchnicht durch den �Ubergang zur Kontinuumsphysik beseitigt werden kann. Hinge-gen entf�allt der Term XS aus der Gitterregularisierung im Limes a! 0.



ZusammenfassungAbschlie�end l�a�t sich als Ergebnis der vorliegenden Arbeit feststellen, da� die be-rechneten Gitter-Ward-Identit�aten im Kontinuumslimes die supersymmetrischenWard-Identit�aten f�ur Greensche Funktionen liefern, die man erwartet hat.Setzt man speziell in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie die Masse des GluinosNull (m = 0), so gew�ahrleistet dies sowohl die Erhaltung der Supersymmetrie alsauch der chiralen Symmetrie.Im ersten Kapitel wurde schon angedeutet, wie die Gittertheorie mit der Konti-nuumsphysik harmonisiert. Es haben sich allerdings auch schon einige Problemeherauskristallisiert, die mit der Einf�uhrung des Gitters entstehen. Dabei reich-te zur Demonstration das relativ einfache Wess-Zumino-Modell vollst�andig aus.Anhand dieses Modells wurden auch schon einige Begri�e aus der Supersymme-trie erl�autert und wichtige Rechnungen durchgef�uhrt, auf die im zweiten Kapitelaufgebaut werden konnte.Dieses zeigt, da� die Yang-Mills Theorie mit einem Majorana-Spinor in der adjun-gierten Darstellung invariant unter SUSY-Transformationen ist. Bei der Berech-nung der Ward-Identit�aten f�ur den dadurch erhaltenden Strom best�atigt sich, da�die niedrigen Ward-Identit�aten der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie ohne einenEich�xierungs-Term, trivial sind. Nicht-triviale Ward-Identit�aten erh�alt man erstdurch die Bildung h�oherer Ableitungen.Das dritte Kapitel stellt eine Form der Realisierung der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter vor. Der permanente Kontakt zur Kontinuumsphysikbest�atigt die Ergebnisse der Gittertheorie und zeigt, da� man auch auf dem Git-ter einen Superstrom de�nieren kann. Dieser ist jedoch im Gegensatz zum Kon-tinuum nicht erhalten. Die Gitterregularisierung bricht die Supersymmetrie auszwei Gr�unden:� Erstens impliziert die Brechung der Lorentzsymmetrie, da� die supersym-metrische Algebra, bei endlicher Gitterkonstante, nicht erf�ullt sein kann.� Zweitens induziert der Wilson-Term eine endliche Masse f�ur das Gluino,das dadurch das Supermultiplett spaltet.



Zusammenfassung 91Entscheidend ist jedoch, da� die symmetriebrechenden E�ekte, die die Bildungdes Kontinuumslimes "�uberleben\, durch eine Renormierung eliminiert werdenk�onnen. Dabei setzt man stillschweigend voraus, da� es keine SUSY-Anomaliengibt! In dem hier besprochenen Fall l�auft die Renormierung auf eine passendeEinstellung der nackten Gluino-Masse hinaus. Die Begr�undung f�ur diese Vorge-hensweise folgt aus recht einfachen Prinzipien [5].Durch eine nicht-pertubative Einstellung der nackten Gluino-Masse kann ein su-persymmetrischer Limes erhalten werden, der mit dem Limes verschwindenderGluino-Masse �ubereinstimmt [3].Bei den �Uberlegungen zur Verbesserung der Wirkung in der Ordnung a stell-te sich heraus, da� die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zwar im naivenKontinuumslimes das richtige Ergebnis liefern, in der Ordnung a jedoch mit einennichtverschwindendem Restterm XS verbleiben. Um diese Terme zu eliminierensind weitergehende Verfahren notwendig, wie sie zum Beispiel von M. Golter-mann und D. Petcher f�ur das Wess-Zumino-Modell in Kapitel 1 vorgestelltwurden [9].Da die Gitter-Regularisierung �aquivalent zu anderen Kontinuums-Regularisie-rungsmethoden ist, wird man bei den gitterfremden Regularisierungen auf �ahn-liche Artefakte sto�en wie jene, die hier aufgetreten sind.Trotz der vielen Vorteile der Supersymmetrie, die ich auch schon in der Einleitungangesprochen habe, gibt diese zur Zeit noch keine Antwort auf das Massenspek-trum der Quarks und Leptonen. Sie erkl�art auch nicht, warum es genau dreiGenerationen von Teilchen gibt. Ein weitere Nachteil ist, da� die gegenw�artigenSUSY-Modelle eine gro�e Anzahl an freien Parametern haben.Zur Zeit sieht es leider immer noch so aus, da� eindeutige experimentelle Beweisef�ur die Supersymmetrie, zum Beispiel in Form von supersymmetrischen Teilchen,nicht vorhanden sind. Es bleibt den Theoretikern wohl nichts anderes �ubrig, alsauf den Bau neuer, gr�o�erer Beschleuniger zu ho�en, die eindeutige Aussagen �ubersupersymmetrische Reaktionen machen k�onnen. Eine solche M�oglichkeit k�onntesich an dem gro�en Proton-Proton-Speicherring (LHC) am CERN ergeben, dereine Strahlungsenergie von 7 TeV haben wird. Damit w�are man in der Lage, dasgesamte supersymmetrische Spektrum abzudecken. Die Fertigstellung des Spei-cherringes ist jedoch erst bis Mitte des Jahres 2005 geplant [14]."Wenn die Theorie auf die Erfahrung warten sollte, so k�ame sie niezustande.\ Novalis (1772-1801)



Anhang ADirac-MatrizenBei den Dirac-Matrizen wird im folgenden zwischen der Darstellung im Minkowski-Raum und im euklidischen Raum unterschieden.A.1 Eigenschaften der Dirac-Matrizen im Min-kowski-RaumEine m�ogliche Darstellung der 
-Matrizen ist die Dirac- (Standard-) Darstellung :
0 =  1l 00 1l ! ; 
i =  0 �i��i 0 ! ; 
5 =  0 1l1l 0 ! : (A.1)Die wichtigsten Eigenschaften der Dirac-Matrizen sind [2]:
�
� + 
�
� = 2g�� ; (A.2)(
i)y = �
i; (A.3)(
0)2 = 1l; (A.4)(
i)2 = �1l; (A.5)(
0)y = 
0: (A.6)Den Kommutator der 
-Matrizen bezeichnet man mit ��� :��� = i2 [
�; 
�] : (A.7)



A.2 Zusammenhang zwischen Dirac-Matrizen im euklidischen Raumund im Minkowski-Raum 93Damit gilt: 
���� = ���
� : (A.8)Man de�niert die 
5-Matrix als:
5 = i
0
1
2
3 (A.9)= � i4�����
�
�
�
�: (A.10)Diese hat folgende Eigenschaften:
5
� + 
�
5 = 0; (A.11)�
5�2 = 1l; (A.12)�
5�y = 
5; (A.13)n
�; 
5o = 0; (A.14)���
5 = 
5��� ; (A.15)
���� = i (g��
� � g��
�) + �����
�
5: (A.16)A.2 Zusammenhang zwischen Dirac-Matrizen imeuklidischen Raum und imMinkowski-RaumDer Zusammenhang zwischen Dirac-Matrizen im euklidischen Raum und im Min-kowski-Raum lautet [16]:
Euklid.1;2;3 � �i
Minkowski1;2;3 ; (A.17)
Euklid.4 � �i
Minkowski4� 
Minkowski0 : (A.18)



94 Dirac-MatrizenIm Euklidischen nehmen die Dirac-Matrizen in der Weyl-Darstellung folgendeGestalt an:
i =  0 �i�ii�i 0 ! ; 
4 =  0 1l1l 0 ! ; 
5 =  1l 00 �1l ! : (A.19)F�ur die 
-Matrizen gilt dann: 
�
� = ���1l� i��� ; (A.20)f
�; 
�g = 2���: (A.21)Weiter de�niert man: ��� := i2[
�; 
�] = i
�
� � i���1l; (A.22)
5 = 
1
2
3
4 = 
M5 = 
5 (M) (A.23)= i
0 (M)
1 (M)
2 (M)
3 (M):Mit diesen De�nitionen gilt nun:
5 = 
5; (A.24)
y5 = 
5; (A.25)(
5)2 = 1l; (A.26)f
�; 
5g = 0; (A.27)
� ��� = 2i 
� ��� � i ����� 
�
5; (A.28)��� 
� = �2i 
� ��� � i ����� 
�
5; (A.29)(
� ���)F�� = (��� 
� + 4 i 
� ��� )F�� : (A.30)



A.2 Zusammenhang zwischen Dirac-Matrizen im euklidischen Raumund im Minkowski-Raum 95Bez�uglich der Ladungskonjugationsmatrix gilt:C
�C�1 = �
T� ; (A.31)C�1
T�C = �
�; (A.32)C���C�1 = ��T�� ; (A.33)C
5C�1 = 
T5 : (A.34)In der Weyl-Darstellung erh�alt man f�ur die Ladungskonjugationsmatrix:C = 0BBB@ 0 1 0 0�1 0 0 00 0 0 �10 0 1 0 1CCCA : (A.35)



Anhang BGrassmann-Variablen
B.1 De�nitionSeien �i ein Satz von Variablen. Sind diese de�niert durch:�i�j + �j�i = 0; (B.1)so nennt man sie Grassmann-Variablen. Aus der obigen De�niton folgt sofort:�i�j = ��j�i; (B.2)) �2i = 0: (B.3)Grassmann-Variablen sind somit nilpotent.F�ur die Taylerreihe einer Funktion, die nur von einer Grassmann-Variablen abh�angt,gilt folglich: f(�) = a+ b �: (B.4)Alle anderen Terme h�oherer Ordnung geben keinen Beitrag.Bei dem Umgang mit Grassmann-Variablen mu� man darauf achten, da� dieseVariablen bei Vertauschung antikommutieren. Deshalb ist bei jeder mathema-tischen Operation, bei der eine Variable an der anderen vorbeigezogen wird, einMinuszeichen zu "spendieren\.B.2 Ableitungen von Grassmann-VariablenBei der Ableitung von Grassman-Variablen mu� die Richtung, in welche die Ab-leitung wirkt, wegen der Anti-Kommutativit�at spezi�ziert werden. Man unter-



B.2 Ableitungen von Grassmann-Variablen 97scheidet zwischen rechten und linken Ableitungen.Rechte Ableitung: @@�i (�j�k) = �j  @�k@�i !�  @�j@�i ! �k (B.5)= �ik�j � �ij�k; (B.6)Linke Ableitung: @@�i (�j�k) =  @�j@�i ! �k � �j  @�k@�i ! (B.7)= �ij�k � �ik�j: (B.8)In der vorliegenden Arbeit wurde stets die linke Form der Ableitung verwendet.Sowohl bei der linken, als auch der rechten Ableitung tritt ein Minuszeichen auf.Man sagt auch, die Ableitungen von Grassmann-Variablen gen�ugen der Anti-Leibniz-Regel. Hingegen gehorcht die Variation, wie auch das Di�erential, derLeibniz-Regel: ���i�j� = ���i��j + �i���j�; (B.9)d��i�j� = �d�i��j + �i�d�j�: (B.10)



Anhang CDie Gruppe SU(2)Diese Gruppe wird aus komplexen 2 � 2 Matrizen gebildet, die folgende Eigen-schaften haben: U+U = 1; (C.1)detU = 1: (C.2)Diese bilden die spezielle unit�are Gruppe SU(2) in zwei Dimensionen. Als Gene-ratoren w�ahlt man die drei Paulimatrizen:�1 =  0 11 0 ! ; �2 =  0 �ii 0 ! ; �3 =  1 00 �1 ! : (C.3)Die Paulimatrizen sind hermitesch, spurfrei und besitzen folgende Eigenschaf-ten: f�i; �jg = 2�ij1l; (C.4)h�i; �ji = 2i �ijk �k; (C.5)�i�j = �ij1l + i�ijk �k: (C.6)F�ur die Spur zweier Paulimatrizen folgt daraus:Tr ��i�j� = �ij Tr1l + i �ijk Tr �k = 2�ij: (C.7)Mit den Generatoren T a = 12�a gilt somit:Tr �T aT b� = 12�ab: (C.8)



99Speziell f�ur die Gruppe SU(2) gelten au�erdem folgende Spuridentit�aten [19]:Tr �T aT bT cT d� = � 18fabefcde + 112 �ab�cd; (C.9)Tr �T aT bT c� = 14 i fabc: (C.10)



Anhang DMajorana-Spinor� Minkowski-RaumIm Minkowski-Raum erf�ullt ein Majorana-Spinor die Beziehung =  +
0 =  TC: (D.1)Dabei ist C der Ladungskonjugationsoperator und T beschreibt die Trans-position der Farbindizes.Wegen (D.1) ist ein Majorana-Spinor ein Spinor, der bei Ladungskonju-gation in sich selbst �ubergeht. D.h., es gilt die Majorana-Bedingung: C =  ;  C = C T : (D.2)Ein Majorana-Teilchen ist also ein Teichen, das seinem Antiteilchen ent-spricht.Im Gegensatz zum Dirac-Spinor, der vier komplexe Parameter enth�alt, be-sitzt ein Majorana-Spinor nur zwei komplexe Parameter.� Euklidischer RaumIm Euklidischen verletzen alle Operationen, die komplexe Konjugation ent-halten, die Invarianz der Lagrangedichte. Es gibt somit keine Hermitizit�at,keine Zeitumkehr und keine Ladungskonjugation.Um die Anzahl der Freiheitsgrade zu halbieren,1 fordert man formal eineBeziehung zwischen  und  . Diese hat, im Gegensatz zum Minkowski-Raum, keine physikalische Bedeutung.Die bevorzugte Wahl ist:  =  TC: (D.3)1Das ist wichtig, da die Anzahl der bosonischen und fermionischen Freiheitsgrade �uberein-stimmen m�ussen!



101C ist dabei durch folgende Beziehungen de�niert:CT = �C; (D.4)C+ = C�1; (D.5)
T�C = �C
�; � = 1; 2: (D.6)F�ur die 
-Matrizen gilt 
�
� + 
�
� = 2��� : (D.7)Mit diesen De�nitionen ergeben sich einige Rechenregeln f�ur Majorana-Spinoren,die in der vorliegenden Arbeit h�au�g verwendet wurden:i.)  � = �  (D.8)Beweis:  � = � ��T= ��TCT = �TC = �  ;ii.) � 
�  = � 
� � (D.9)Beweis: � 
�  = (� 
�  )T= ��T C 
�  �T= � T 
T� CT �=  T 
T�C �= � TC 
� �= � 
� �;iii.) � 
�
�  =  
�
� � (D.10)Beweis: � 
�
�  = ��TC 
�
�  �T= � T 
T� 
T� CT �=  T 
T� 
T� C �



102 Majorana-Spinor= � T 
T� C 
� �=  TC 
� C�1C| {z }=1l 
� �=  
�
� �;iv.) � ���  = � ��� � (D.11)Beweis: � ���  = ��TC i2 (
�
� � 
�
�)  �T= i2  T ��
T� 
T� + 
T� 
T� � C �= i2  T C (�
�
� + 
�
�) �= � ��� �;v.) � 
����  =  ���
� � (D.12)Beweis: � 
����  = ��TC 
���� �T=  T �T��
T� C �= � T �T�� C 
� �=  TC ���
� �=  ���
� �:



Anhang ELeibniz-Regel
rf�f = 12a�f(x+ a�̂)� f(x� a�̂)� (E.1)rf�(f � g) = 12a�f(x+ a�̂) g(x+ a�̂)� f(x� a�̂)� g(x� a�̂)� (E.2)f rf�g + (rf�f) g = 12a�f(x) g(x+ a�̂)� f(x) g(x� a�̂)+ f(x+ a�̂) g(x)� f(x� a�̂) g(x)� (E.3)6= rf�(f � g) (E.4)



Anhang FFierz-Identit�atUm zu zeigen, da� der Ausdruck fabc�a
��b�
��c keinen Beitrag gibt, bedientman sich einer Fierz-Transformation.Zun�achst aber w�ahlt man einen Satz von Matrizen:1; 
�; ��� ; ���� ; : : : ; ��1�2:::�d ; (F.1)und de�niert dann ein Tn als:Tn = fabc �a��1 :::�n�b�
��c: (F.2)Wendet man hierauf eine Fierz-Transformation an, so erh�alt man:Tn = � dXn=0TmFmn: (F.3)Dabei ist Fmn die Fierz-Matrix:Fmn = (�1)mn+1 2� d2 I dz2�i z�n�1(1 + z)d�m (1� z)m: (F.4)Somit gilt es, folgendes zu beweisen:T1 = fabc �a 
� �b � 
� �c = � dXn=0TmFm1 != 0: (F.5)Nach obiger Gleichung kann man T1 schreiben als:T1 = ��T0F01 + T1F11 + T2F21 + T3F31 + T4F41�: (F.6)Die einzelnen Terme ergeben jeweils:



105i.) T0 = fabc �a �b � �c= fabc �b �a � �c= �fabc �a �b � �c= �T0;) T0 = 0; (F.7)ii.) T3 = fabc �a c (
�
�
� � 
�
�
�)�b � c (
�
�
� � 
�
�
�)�c= �fabc �b c (
�
�
� � 
�
�
� )�a � c (
�
�
� � 
�
�
�)�c= fabc �b c (
�
�
� � 
�
�
�)�a � c (
�
�
� � 
�
�
�)�c= �fabc �a c (
�
�
� � 
�
�
�)�b � c (
�
�
� � 
�
�
�)�c= �T3; wobei c eine Konstante darstellt.) T3 = 0; (F.8)iii.) T4 = fabc �a ����� 
5 �b � �����
5 �c= fabc �b ����� 
5�a � �����
5 �c= �fabc �a ����� 
5 �b � �����
5 �c= �T4;) T4 = 0; (F.9)iv.) Aus (F.4) ergibt sich f�ur F21:F21 = (�1)3 14 I dz2�i z�2 (1 + z)2 (1� z)2= �14 I dz2�i � 1z2 � 2 + z2� : (F.10)Da alle Funktionen holomorphe Stammfunktionen haben folgt:F21 = 0; (F.11)v.) F�ur F11 folgt aus (F.4):



106 Fierz-Identit�at
F11 = 14 I dz2�i z�2 (1 + z)3 (1� z)= 14 I dz2�i � 1z2 + 2z � 2z � z2� : (F.12)Bis auf 2z haben alle Funktionen holomorphe Stammfunktionen. Somit re-duziert sich F11 auf folgenden Ausdruck:F11 = 12 12�i I dz 1z| {z }=2�i= 12 : (F.13)Mit (F.7), (F.8), (F.9), (F.11) und (F.13) ergibt sich nun f�ur T1:T1 = ��0 + 12T1 + 0 + 0 + 0�= �12T1) T1 = 0: (F.14)Damit hat man gezeigt, da� der Ausdruck fabc�a
��b�
��c in der Variation derWirkung keinen Beitrag liefert.



Anhang GBianchi-Identit�atUnter Verwendung folgender Notation:1Eichfeld: A� = �igAa�T a; (G.1)Feldst�arke F�� = �igF a��T a; (G.2)Generatoren T a = �a2 (f�ur SU(2)); (G.3)hT a; T bi = ifabcT c; (G.4)D� = @� + A�; (G.5)F�� = [D�; D�] = @�A� � @�A� + [A�; A�]; (G.6)F a�� = @�Aa� � @�Aa� + gfabcAb�Ac�; (G.7)
D�� = [D�; �] = @��+ [A�; �]; (G.8)D��a = @��a + gfabcAb��c; (G.9)1Siehe auch Kapitel 2.



108 Bianchi-Identit�atergibt sich f�ur [D� ; F ��]:[D� ; F ��] = [@� + A� ; F ��]= [@� � igA�bT b;�igF ��aT a]= �ig@�F ��a � g2A�bF ��a[T b; T a]= �ig�@�F ��aT a + gfabcA�aF ��bT c�= �ig�@�F ��a + gfabcA�bF ��c�T a: (G.10)Mit Hilfe der Bianchi-Identit�at[D� ; F�� ] + [D�; F�� ] + [D�; F��] = 0; (G.11)erh�alt man: ����� [D� ; F ��] = 0: (G.12)
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