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Einleitung

Zur Zeit sieht es so aus, als gidbe es zwei verschiedene Sorten von Teilchen:
Die erste Gruppe besteht aus Quarks und Leptonen, die Spin—%—Teilchen sind
und der Fermi-Dirac-Statistik geniigen (Fermionen). Unsere Materie ist aus die-
sen Teilchen aufgebaut. Die zweite Gruppe besteht aus den sogenannten Fich-
Bosonen (Bosonen). Diese Teilchen haben ganzzahligen Spin und erfiillen die
Bose-Einstein-Statistik. Sie vermitteln die wechselwirkenden Kréfte zwischen den
Fermionen.

Viele Experimente zeigen einen klaren Beweis fiir vier Arten von Wechselwir-
kungen in der Natur: die starke, die schwache, die elektromagnetische und die
gravitative Wechselwirkung.

Gegenwirtig wird die Natur durch das sogenannte Standardmodell beschrieben.
Dabei bleiben trotz seines grofien Erfolges noch einige wichtige Fragen ungeklart:

e Warum gibt es genau drei Typen von Quarks und Leptonen?
e Warum ist der Anteil an Materie so viel hoher als an Antimaterie?

e Gibt es vielleicht noch mehr Sorten von Teilchen und Kriften, die bei
hoheren Energien entdeckt werden kénnten?

e Sind die Quarks und Leptonen wirklich fundamental oder haben sie auch
eine Substruktur?

e Wie kann man die Gravitation mit den anderen Kraften vereinheitlichen?

e Woraus besteht die dunkle Materie, die grofle Teile des Universums aus-
macht?

Weitere Indizien fiir die Fehlerhaftigkeit des Standardmodells werden in den Ab-
bildungen 0.1, 0.2 und 0.3 aufgezeigt. (Sdmtliche Abbildungen stammen aus dem
Buch von P. LANGACKER [13].) Eine sehr vielversprechende Erweiterung dieses
Modells ist die Supersymmetrie, kurz SUSY genannt, die eine Symmetrie zwi-
schen Fermionen und Bosonen beschreibt. Danach sollte es zu jedem ,normalen®
Teilchen einen sogenannten , Superpartner geben, der abgesehen vom Spin die
gleichen Eigenschaften wie das Teilchen selbst hat. Nach der Theorie der Su-
persymmetrie gibt es somit zu jedem normalen Fermion einen Superpartner, der
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ein Boson ist, widhrend zu jedem normalen Boson als Superpartner ein Fermion
existieren sollte, wie die nachfolgende Tabelle zeigt.

Spektrum der SUSY-Teilchen
Teilchen ‘ Spin H Superteilchen ‘ Spin
Quark q | 1/2 | Squark q 0
Lepton 1| 1/2 | Slepton [ 0
Neutrino v | 1/2 || Sneutrino 1% 0
Photon vy 1 Photino ¥ | 1/2
Gluon g 1 Gluino g | 1/2
W-Boson 1 || Wino W 1/2
Z-Boson 1 | Zino Z | 1/2
Higgs-Boson H | 0 Higgsino H| 1/2
Graviton G| 2 || Gravitino G| 3/2

Bringt man jedoch Fermionen und Bosonen zusammen in ein Multiplett, so fiihrt
dies zu einer radikalen Erweiterung des Symmetriebegriffes. Man hat dann Sym-
metriealgebren, die neben den Kommutatoren auch Antikommutatoren enthalten.
Das Auftreten von antikommutierenden Zahlen hingt mit dem Paulischen Aus-
schliefungsprinzip zusammen, wonach jeder Zustand maximal mit einem Fermion
besetzt werden kann. Beschéftigt man sich mit Supersymmetrie, so mufl man ne-
ben den ¢-Zahlen, die in der klassischen Physik fiir die Bosonen verwendet werden,
auch die sogenannten Grassmann- oder a-Zahlen fiir die Fermionen benutzen. Ei-
ne kurze Einfiihrung in den Umgang mit Grassmann-Variablen findet sich im
Anhang B.

Durch die Supersymmetrie, bzw. durch Symmetrien allgemein, hat man nun
die Moglichkeit, scheinbar zusammenhanglose Objekte oder Begriffe mit einem
einzigen Gesetz zu beschreiben. Die Supersymmetrie stellt einen gemeinsamen
Rahmen fiir die Beschreibung von Fermionen und Bosonen zur Verfiigung. Dies
geschieht durch ,neue“ mathematische Operationen, die zu den vier gew&hnli-
chen Raum-Zeit-Dimensionen vier weitere hinzufiigen. Diese bilden zusammen
eine Art Hyperraum. Die vier zusétzlichen Dimensionen sind fiir die Anpassung
an die speziellen geometrischen Eigenschaften der Fermionen erforderlich. Fiir die
Elementarteilchen bedeuten die supersymmetrischen Operationen eine Transfor-
mation von einem Boson in ein Fermion und umgekehrt.

Wenn die Supersymmetrie exakt ware, hatten die Teilchen und ihre Superpartner
gleiche Massen. Da man — bis jetzt — keine supersymmetrischen Teilchen gefunden
hat, mufl die Supersymmetrie gebrochen sein. Hiatten beispielsweise die Selektro-
nen die gleiche Masse wie die Elektronen, wiirde dies die Selektronen durch die
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elektromagnetische Kraft ebenfalls an Protonen binden [11]. Solche derart zu-
sammengesetzten Atome hitten grundlegend andere Eigenschaften als ,,normale“
Atome: Die Elektronen miifiten als Fermionen im Atom unterschiedliche Ener-
gieniveaus besetzen. Die Selektronen hingegen konnten als Bosonen die gleichen
Energieniveaus einnehmen. Solche seltsamen Atome hat man allerdings nie beob-
achtet, und man schliet daraus, dafl die Masse der Selektronen gréfler sein mufl
als die Masse der Elektronen. Damit ist die Supersymmetrie gebrochen.

Da gebrochene Symmetrien in der Physik keine Seltenheit sind (Beispiel: elek-
troschwache Wechselwirkung), sollte dies allein kein Grund zum Zweifeln an der
Supersymmetrie sein. Einige Argumente, die fiir die Supersymmetrie sprechen,
sind:

e Supersymmetrische Quantenfeldtheorien haben weniger ,,bésartige” Diver-
genzen als ,gewohnliche“ Theorien.

e SUSY stellt die einzige Moglichkeit fiir eine nicht-triviale Kombination einer
internen Symmetriegruppe mit der Poincaré-Gruppe dar (letzte mogliche
Symmetrie der S-Matrix ([6], [10])).

e Die lokale SUSY liefert automatisch eine Vereinheitlichung der Gravitation
mit der starken und der elektroschwachen Wechselwirkung (Supergravita-
tion).

e SUSY 16st in den allumfassenden Theorien das sogenannte Hierarchiepro-
blem.

Die drei Eichkopplungen des Standardmodells (SM) sind abhingig von der
Energieskala, bei der sie gemessen werden (laufende Kopplungen). In den
Grand Unified Theories (GUTSs) geht man davon aus, daf sich die drei
Kopplungen bei hoheren Energien schneiden werden. Neue Rechnungen zei-
gen, daf} dies beim Standardmodell nicht der Fall ist. Dadurch wird erneut
bestétigt, dafl das Standardmodell keine endgiiltige Theorie darstellt, son-
dern allenfalls als Niederenergie-Limes einer GUT verstanden werden kann.
Die Abbildung 0.1 skizziert den Verlauf der drei Eichkopplungen oy, as
und a3 in Abhéngigkeit von der Skala fiir das Standardmodell und fiir das
minimale supersymmetrische Standardmodell (MSSM) [13]. Dieses ist die
einfachste Version der Supersymmetrie mit minimalem Teilchenumfang.

e In der SUSY verschmelzen alle Krifte bei hohen Energien.
e Das leichteste supersymmetrische Teilchen, das stabil ist und somit nicht

in leichtere Teilchen zerfillt, wird auf der Suche nach Kandidaten fiir die
dunkle Materie favorisiert.
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Trotz dieser rein theoretischen Motivation fiir die Supersymmetrie gibt es viele
Experimentalphysiker, die sich auf die Suche nach Signalen fiir SUSY begeben
haben.

100
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Abbildung 0.1: Laufende Kopplungen in (a) dem Standardmodell (SM) und
(b) in dem minimalen supersymmetrischen Standardmodell (MSSM) mit zwei
Higgs-Dubletts fiir Msysy = Myz. Mz bezeichnet die Masse des Z-Bosons.
Man sieht, daf sich die Kopplungen im MSSM bei ~ 10'® GeV vereinigen. Die
Fehler bei a; und ay sind kleiner als die Strichstérke. (Aus [13].)

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Kapitel. Kapitel 1 erlautert das ,ein-
fachste“ supersymmetrische Modell von J. WESS und B. ZUMINO in zwei Dimen-
sionen. (Nach L.H. RYDER [20] ist diese Bezeichnung inkorrekt, denn: ,Nothing
in this subject is simple!“.) Dabei werden die Unterschiede zwischen der on- und
off-shell Darstellung aufgezeigt und es werden die zugehorigen Wirkungen aufge-
stellt. Fiir diese Darstellungen definiert man dann supersymmetrische Transfor-
mationen. Da jede Symmetrietransformation nach dem Noether-Theorem einen
erhaltenden Strom liefert, wird im Anschluf} ein Superstrom berechnet. Abschlie-
Bend berechnet man fiir diesen Superstrom Ward-Identitdten [9]. Nachdem man
die obigen Rechnungen im Kontinuum durchgefiihrt hat, stellt man nun diese
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Uberlegungen auf einem Gitter an.

Nach einem Vorschlag von K.G. WILSON brachte man 1974 Eichtheorien auf
ein kubisches Gitter und betrachtete nun anstelle des Raum-Zeit-Kontinuums
nur diskrete Punkte. Riickt man die Gitterpunkte immer dichter zusammen, so
ergibt sich aus der Gitter-Eichtheorie im Grenzfall gerade wieder die Kontinuums-
Theorie.

Die Einfiihrung des Gitters ermdoglicht Rechnungen, die im Kontinuum nicht
durchfiihrbar sind. Danach wird dieser Vorgang durch den Ubergang zur kon-
tinuierlichen Raum-Zeit wieder riickgéngig gemacht.

o
o
<
A 4 MZ
o i 1TeV
SM
o
SL i
™
MSSM
- O
EQr 8
data
o
S i
—
o L L | L L |
0.20 0.21 0.22 0.23 0.24

sin’6,,(M.)

Abbildung 0.2: 90% Konfidenzbereiche fiir sin?(fy (My)) gegen m, verglichen
mit den Vorhersagen des Standardmodells (SM) und des minimalen super-
symmetrischen Standardmodells (MSSM). m; ist die Masse des top-Quarks.
Zum Vergleich sind die Vorhersagen fiir degenerierte SUSY-Massen bei My
und 1 TeV aufgetragen. (Aus [13].)

Stellt man sich dieses Gitter als eine Aneinanderreihung von gestapelten vier-
dimensionalen Wiirfeln vor, so steht jeder Gitterpunkt bzw. Gitterplatz fiir eine
bestimmte Position in der vierdimensionalen Raum-Zeit.

Zwischen benachbarten Gitterpunkten besteht eine Beziehung, die im Modell der
Verbindungslinie entspricht. In dieser Modellvorstellung schliefen vier Verbin-
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dungslinien ein Quadrat ein, das in der Gittertheorie als ,,Plakette® bezeichnet
wird. Auf den Verbindungslinien oder den Plaketten gibt es allerdings im Gegen-
satz zum Kontinuum keine zusitzlichen Punkte. Die Teilchen der Kontinuums-
Theorie, die auf das Gitter gebracht werden sollen, werden in ihren unterschied-
lichen Zustanden nur auf den Gitterpldtzen definiert. Hingegen werden die Feld-
stirken ausschliellich auf den Verbindungslinien (,,links“) definiert.

Standard Model MSSM
F-— e — —
re Lo e
1TeV M,
| |
l l
event | F—e—| al+NLL
shapes | I R
I k- —4 1 a
| |
1 1
Ria : oL
1 1
R, | .t |
| |
l l
DIS e |
| |
| |
| |
Y, [ — |
decays ; ;
| |
J/WP spectrum b~ !
(lattice) | |
| |
Y spectrum : e :
(lattice) I I
L L L L L L
0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

a (M)

Abbildung 0.3: Vorhersagen fiir a5(Mz) (Kopplung der QCD) von o' und &2
in gewohnlichen und SUSY-GUTs. Die gestrichelten Linien reprisentieren die
experimentelle Reichweite 0.12 + 0.01. In dem minimalen supersymmetrischen
Standardmodell enthélt der Fehlerbalken die theoretische Unsicherheiten, die
in quadratischer Ordnung hinzugefiigt werden. Die kleineren Fehlerbalken sind
fiir degenerierte SUSY-Teilchen-Massen bei Mz und 1 TeV. (Aus [13].)

Im zweiten Kapitel wendet man dann die im vorangegangenen Kapitel ange-
sprochenen Methoden auf die N=1 Super-Yang-Mills-Theorie an. N=1 Super-
symmetrie beschreibt den einfachsten Fall, in dem neben den Generatoren der
Poincaré-Gruppe noch ein Majorana-Spinor mit seinem adjungierten Spinor auf-
tritt. Je nach Anzahl der neu einzufiihrenden Generatoren (Majorana-Spinoren)
bezeichnet man die zugehorige Supersymmetrie als N=1 Supersymmetrie, N=2
Supersymmetrie usw. Die Rechnungen fiir den Superstrom werden sowohl im
Minkowski-Raum als auch im euklidischen Raum durchgefiihrt. Im Unterschied
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zu Kapitel 1 werden abschlielend statt der integrierten Ward-Identitédten die un-
integrierten Ward-Identitdten fiir den erhaltenen Strom berechnet.

Das dritte Kapitel widmet sich ausschliellich der Gitter-N=1 Super-Yang-Mills-
Theorie. Dabei wird bei vielen Rechnungen und Ergebnissen der Kontinuums-
limes gebildet, um die Gittertheorie zu iiberpriifen. Abschlielend werden Vor-
schldge fiir einen Gitter-Superstrom gemacht.



Kapitel 1
Das Wess-Zumino-Modell

Das erste supersymmetrische Modell der vierdimensionalen relativistischen Quan-
tenfeldtheorie wurde 1974 von J. WEss und B. ZUMINO [22] entwickelt. Da-
bei handelt es sich um ein Spin—%—Teilchen in Wechselwirkung mit zwei Spin-0-
Teilchen. Die Teilchen sind durch Symmetrietransformationen miteinander ver-
kniipft und sitzen deshalb im selben Multiplett !. Man hat dann ein fermionisches
Feld, das durch einen Majorana-Spinor repriasentiert wird, und zwei bosonische
Felder, die durch ein skalares und ein pseudoskalares Feld dargestellt werden. Alle
Felder besitzen hier die gleiche Masse.

In zwel Dimensionen reduziert sich das Modell auf:

e 1 bosonisches Feld ¢(z) und
e 1 Majorana-Spinor ¢(z).

Das liegt daran, dal in der Supersymmetrie die Anzahl der fermionischen Frei-
heitsgrade mit der Anzahl der bosonischen Freiheitsgrade iibereinstimmen miissen.
Wenn d die Anzahl der Dimensionen darstellt und d auflerdem noch gerade ist,
dann hat ein gewohnlicher Dirac-Spinor 25 Komponenten. Das entspricht 2% Frei-
heitsgraden.

Ein Majorana-Spinor beschreibt Teilchen, die ihrem Antiteilchen entsprechen. So-
mit halbiert sich die Anzahl der Komponenten bei einem Majorana-Spinor und
dieser besitzt nur 22 Freiheitsgrade.

Soll jetzt N = Np gelten, hat man folglich 231 reelle Skalarfelder. Damit gibt
es fiir d = 2 ein reelles Skalarfeld und fiir d = 4 zwei reelle Skalarfelder.

1.1 Off-shell-Kontinuums-Wirkung

Die Supersymmetrie ist eine Symmetrie zwischen Fermionen und Bosonen. Man
mochte also eine Wirkung haben, die sowohl Fermionen als auch Bosonen enthélt.

!Es handelt sich hierbei um ein chirales Supermultiplett.
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Eine mogliche Wirkung ist zum Beispiel [8]:

S:/d%r:1
2

Dabei sind ¢(z) und F reelle skalare Felder; F ist ein sogenanntes Hilfsfeld. ()
ist ein zweikomponentiger Majorana-Spinor und P(¢) ein beliebiges Polynom in
¢, das sogenannte Superpotential. Zur Vereinfachung werde ich mich im folgenden
auf das ,,minimale“ Superpotential beschrianken, welches noch eine Wechselwir-
kung beschreibt:

(0u¢(2))” + ¥(2) F(z) + 9 (2)d(2)P'(¢) + 2FP(¢) — F*|. (1.1)

L(z)

P(¢(z)) = mé(z) + Ap*(x). (1.2)

1.1.1 SUSY-Transformationen

Supersymmetrie-Transformationen sollen die Wirkung invariant lassen und die
skalaren Felder und das Spinor-Feld mischen. Das geschieht iiber einen ,,Mischungs-
parameter® €, der ebenfalls ein Majorana-Spinor ist:

i¢(z) = e(a), (1.3)
p(z) = [9g(z) - Fle, (1.4)
p(z) = —€|d(x)+F|, (1.5)
OF = —€Jdy(x), (1.6)

0P(¢) = P'(¢)ig(z)
= P'(¢)e(a), (1.7)

0P'(¢) = P"(¢)ig(z)
P"(¢)ey(z). (1.8)

Diese Formulierung des Wess-Zumino-Modells wird off-shell-Darstellung genannt.
Man unterscheidet in supersymmetrischen Theorien zwischen der on-shell- und
der off-shell-Darstellung. Enthalten die Darstellungen noch Hilfsfelder, wie hier
das Feld F', so spricht man von der off-shell-Formulierung der Theorie.

Schaut man sich die Feldgleichungen an, so sieht man, dafl diese in zwei Klassen
separieren:
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1. Es gibt rein algebraische Gleichungen fiir Felder. Diese beschreiben
keine Propagation in Raum und Zeit und man nennt diese Felder, deren
Bewegungsgleichungen keine dynamischen Freiheitsgrade haben, Hilfsfelder.

2. Man hat die gew6hnlichen Wellengleichungen fiir die anderen Felder,
welche daher dynamische Freiheitsgrade beschreiben.

Wenn man zeigen moéchte, dafl die Wirkung invariant unter den supersymme-
trischen Transformationen ist, reicht es aus, wenn man zeigen kann, daf} die
Lagrangedichte bis auf eine totale Divergenz verschwindet.

Mit den Transformationsregeln ergibt sich fiir die Variation der Lagrangedichte:

5L(z) = 8u6(x) 0,60(w) + 6F(2) P(9) + F(x) 6P($) — F(@)3F (x)
+5 { 50) §9(@) + B@) Fo0(@) + 57() Y(@)P'(8)
() 89(2) P'(6) + B(x) ¥(=) 6P(9) |

= 0u¢(2)€0u(x) — €7u0ut(z) P(¢) + €9(2) F(z)P'(9)

+ €V M1/}($)F($)

+5 {290 + F] 99(2) + 9(z) 9] 96(2) - Fe
— €[ Jp(x) + F|(2)P'(9) + ()| dp(x) — F| e P'(9)
(

+T@) p@P (@) ev(e) |

= (8:6(2)) €0,(x) — €% BW(@)P($) + V(@) F () P'(9)
+E’)’u8ﬂ¢(x)F(x)
45 { EUn0(@) 8,:9(5) - BV @F @

(
+9(z 2%ty € pBub () — ()€ uF ()

/

:E’Yu%ﬂ/}( )8“3,,@5(1') :E7u¢($)3uF($)
— eut(z) Oup(z) P'(¢) —€p(z)P'(¢) F ()
= BHP(¢)
FBa)e Ru(@)P'(6) V(@) eF()P'(6) }
——tny(z)  —WPO) = 2(z)F@)P(e)
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€7V7uav¢($)8u¢(x) +§ E7N7V¢($)8H8V¢($)
e (2)0, ()
+ 20, {39 F @) - 20,{50()P (@)}

(DO | —

= 0, {500} + 0, {5 @ F@)

—e0u{nv(@)P(¢)}
— 0. 7,(z). (1.9)
Dabei ist )
Tu(@) = 5 |96(2) + Fla) — 2P(9)| ¥(2) (1.10)

der Superstrom.

1.2 On-shell-Kontinuums-Wirkung

In diesem Abschnitt wird die Wirkung des Wess-Zumino-Modells nach der Eli-
minierung des Hilfsfeldes F' betrachtet.

Man kann die Hilfsfelder aus der Wirkung eliminieren, indem man ihre Feldglei-
chungen auf die Lagrangedichte und die Transformationsregeln anwendet. Das
Resultat ist die on-shell-Lagrangedichte.

Es gibt mehrere Wege, um zu verstehen, wieso diese Hilfsfelder in supersym-
metrischen Theorien auftauchen und warum Unterschiede zwischen der on- und
off-shell-Darstellung bestehen. Die Wurzel des Problems liegt in dem Unterschied
zwischen dem Vektorraum fiir die off-shell-Darstellung (Felder iiber z#) und dem
Vektorraum fiir die on-shell-Darstellung (Cauchy-Daten fiir die Feldgleichungen).
In beiden Féllen mufl die Anzahl der bosonischen Freiheitsgrade mit der Anzahl
der fermionischen Freiheitsgrade iibereinstimmen. Es gibt jedoch fiir verschiedene
Spins eine unterschiedliche Beziehung zwischen Cauchy-Daten und Feldern [21].
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Die Feldgleichung fiir F(z) erhilt man nun folgendermafen:

s _
F (@) — 0 = 2P(¢)—2F(z). (1.11)
Daraus ergibt sich fiir F(z):
F(z) = P($) = m(x) + \§*(a). (1.12)

Man erhélt dann folgende on-shell-Wirkung:

5= [ita 5[0 +5(@) 7(0) + T PO + POF|. (113

/

'

L(z)

1.2.1 SUSY-Transformationen

dp(z) = EY(a), (1.14)
p(z) = [Fe(x) — P(9)]e, (1.15)
0p(z) = —&[Jp(x)+P(¢)] (1.16)
5P(¢) = P'(¢)dg(x)

= P'(¢)ey(a), (1.17)
5P'(¢) = P"(¢)d¢(z)

= P'(¢) () (1.18)

Fiir die Variation der Lagrangedichte ergibt sich damit:

5L = (0,0(2) 9,59(2) + 5 {50(w) FY(a) + U(@) Fo0(z) + 59(2) 6(z) P'(9)
+7(2) 69(2) P'(6) + 0(@) ¥(w) 6P (9) } + P(9) 5P(9)

= (Bu¢())EOuY(w ) <¢>P'(¢)w<x)
5 { e[ 99(2) + P@)] 90 () + (=) 9] F6(2) - P(9)] e
— e[ Jp(z) + P(9)]9(z) P’ )[ Jo(x) — P(g)] e P'(9)
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+P(@) (@) P (@) ev(e) |

=0

= (0u0(2))€0u¥(z) +E(z) P(9) P'($ )
43 —Enn0() 0u6(0) — E %Y (@) + T € 0,0,6(2)
— (@) 0uP(9) — € 1/)( )a ¢(z)P'(¢) — 2€¢(z)P(¢)P'(¢)
= 0,P(9)
(e 0,0(0) P'(9) } (1.19)
Mit
(z)ye = —ev(z), (1.20)
P(@)yve = evyup(z) und (1.21)
P(r)e = €P(z) (1.22)
folgt:

L = (0,0(2)F0,0() + 3 { ~ EUNON(@) 8,9(2) - €7u0,0(0) P(9)
+ €7 (x) 0,0,0(x) + €y (x) 0,P(¢) — €vuib(x) 0,P (o)
— E3(2) 0,P(9) } (1.23

Unter Benutzung von
YuYv = 25;w — NV (1'24)

148t sich die Variation von £ schreiben als:

(@) = (0,9(a)) €0,(z) ~ 5 € [28 — 0] 0(2) B0(a)
- yena (z) 2.6 (x)
+ 5 €N ,0,9(a)

l\DII—ll\le—\

Eb(2) 0,P(9) — 5 e (@) P9)
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_ Eauju' (1.25)

Man erhéilt wieder einen Superstrom, der durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

Tu(&) = 3 [96(2) — P(9)] b(2). (1.26)

1.3 Integrierte Kontinuums-Ward-Identitéiten

Unter Ward-Identitdten versteht man im wesentlichen Gleichungen, die aus Eich-
invarianzen der Wirkung folgen und in jeder Ordnung der Stérungsrechnung er-
halten sind. Man kann sie aus Symmetrien der Greenschen Funktionen ableiten.
Ward-Identititen tragen hauptsichlich zur Uberpriifung der Renormierbarkeit
von physikalischen Theorien bei und sind somit notwendig, um eine physikalisch
sinnvolle Interpretation der Theorie zu sichern.

e Fiir die Berechnung der Ward-Identitidten definiert man zunéchst eine Par-
titionsfunktion mit Quellen:

Z[J(z),0(z)] = /D¢ Dip DF ¢~ 5[t T@)g(a)— [dw () (2) (1.27)

und betrachtet dann die Variation von Z beziiglich dieser Quellen.

In der gewdhnlichen Partitionsfunktion treten die Quellen # und 6 immer
gemeinsam in der Form ¢+ auf, wobei # und # unabhéngig voneinander
sind. Da es sich in diesem Fall jedoch um Majorana-Spinoren handelt, sind
und @ iiber die Beziehung § = §7C' miteinander verkniipft. Somit ist 6 kein
unabhingiger Freiheitsgrad und bei Majorana-Spinoren reicht eine Quelle
A4 aus.

In der Partitionsfunktion ist D¢ Dy DF' definiert durch:

D¢ := [[ do(z), Dy := [[ dy(z), DF := [[dF (). (1.28)
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e Zudem definiert man den Erwartungswert einer Funktion O (qﬁ(m), Y(z), F((;S))
in Abhingigkeit von den Feldern ¢(z), v (z) und F(¢) als:

(0(6(2), (=), F(6)) = 2 [DoDYDF O(6(2), v(x), F(9))

xe S, (1.29)

Dabei ist Z gegeben durch
Z = Z[J(z)=0,6(z)=0] (1.30)
- /D¢ Dy DF 5. (1.31)

Die Wirkung ist, wie oben gezeigt, invariant unter den supersymmetrischen Trans-
formationen. Geht man zudem davon aus, daf§ sich das Integrationsmaf} von Z bei
diesen Transformationen nicht dndert, sind nur die Variationen der Quellterme
nicht-trivial. Man erh&lt dann fiir die Variation von Z:

57[J(x),0(z)] = — /D¢D¢DF[ 38+ [d J(@)6(x) + /d4x§(x)5¢(x)]
=0
* e—S—fd‘iz' J(m)q&(m)—fd%?(z)q/;(z) ) (132)

Gleichung (1.32) stellt zundchst nur eine Umbenennung dar. Ein Wechsel der
Integrationsvariablen in Z[J, 6] kann aber den Wert des Integrals nicht &ndern!
Man kann somit folgendes schlieflen:

57 = 0. (1.33)

Mit (1.32) ergibt sich daraus:

[P DyoF [ [tz 1(@)56(2) + [a E(x)az/;(x)]

¢ g S—[dw I (@)¢(@)— [daba)p(z) _ 1.34)
= 0Z. (1.35)

Die Ward-Identitdten ergeben sich aus dieser Variation durch Bildung der Ablei-
tungen nach den Quellen.
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I.)
021(),0@)]|  _
0J(x) |y / popyRE {M(m)
+ [ /d% T(0)5(v) + /d% 9(0)5;&(@)] (- ¢(x))}
« efofd‘iw J(z)p(x)— [d*z 6(z)y(x)
J=6=0
— /D¢D¢DF Sp(z)e S (1.36)

Daraus folgt (dp(z)) = 0: (1.37)
Mit den off-shell-Transformationsregeln erhédlt man

e@W(z)) =

& (Y(z)) = 0. (1.38)

Diese Aussage ist trivial, da im Vakuum (¢ (z)) = 0 gilt. (¢(z)) # 0 wiirde
eine spontane Brechung der Lorentzinvarianz bedeuten.

I1.)
062[J (z), 6(z)] _ 0 [ o s
|, /D¢D¢DF (ae(x) /dx&p(x)e(x)>e
- /D¢D¢DF (~69(z))e s (1.39)
= 0.
Somit gilt: —<5@($)> =0
& (6y(z)) = 0, (1.40)
denn: <5J(:c)> = <5E(m)>T
= (0y(z)7C)
(CTo(x))
= —C{(d(z)) = 0;
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Mit den off-shell-Transformationsregeln erhédlt man

(§(z) — F(z)T) = 0
& (F(z)1) Vu (O () - (1.41)

Der Erwartungswert von 0,4(z) ist aber aufgrund der Lorentzinvarianz
Null. Deshalb gilt:

(F(z)) = 0.2 (1.42)

Das ist eine nicht-triviale Aussage. Ein Erwartungswert von F, der von
Null verschieden wire, hétte eine spontane Brechung der Supersymmetrie
zur Folge.

Die Supersymmetrie wird spontan gebrochen, wenn das Minimum des Po-
tentials positiv ist. Das supersymmetrische Potential kann beim Wess-Zumi-
no-Modell geschrieben werden als (U) = 1 (F?). Somit liegt das Minimum
bei (F) = 0.

(F) # 0 bedeutet also tatsichlich, daf} die Supersymmetrie spontan ge-
brochen ist. Dieses ist wichtig fiir die anschliefende Betrachtung auf dem
Gitter. Mit (1.42) haben wir die einfachste, nicht-triviale Ward-Identitét
gefunden.

II1.)

026 7Z[J(x),0(z)]
06(y)0J (x)

_ aei(y)/png/;w {5¢(x)
- [ /d% J(0)86(v) + /d% 5@(1;)9(@)] ¢(x)}
" e—S—fd‘lm I (z)p(x)— [diz ) (x)6(x)
~ [pyDyDF {ww)qﬁ(x)
+ [5(;5(30) - ( [t Tw)s() + [d 5@@)9@))]

« E(y)} efofd“z J(@)p(z)— [d*z 9 (z)6(z) . (1.43)

2Diese Ward-Identitéit wird auch Baby-Ward-Identitit genannt, da sie weder Propagato-
ren noch n-Punkt-Funktionen enth#lt.
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Nullsetzen der Quellen ergibt:

0267 J(x),0(z)] B
9(y)0J(x) |, 4, N /DMMDF
{W(y)cﬁ(x) n 5¢<x>a<y>}e-5
= 0. (1.44)
Also folgt: B B
(050(y)$(x)) + (3(2)P(y)) = 0. (1.45)

Setzt man diesmal die on-shell-Transformationsregeln ein, so ergibt sich:

e ((— 70(y) — Plow))$()) + (58(2)P(y)) = 0
& e (- 9o(y) — Plow))d(x)) + ($(z)h(y)) = 0
& —{((98) + Plow))d(@)) + (v(@)h(y)) = 0
($()b(z)) — ((F(z) + Plsw))(y)) = 0

() ( ’

[(96(2) + Pe))ow)] ) = 0, (146)

<
—
N
N
<
~—
&
|
[
|
= =
a 3
N
5 e
Q2 <
ﬂv
<
—
Ned
N
~

[
Q
=
g

= CY(2)y(y)C, (1.47)

[(6@5(90) +P(¢(w)))¢(y)r = (v 0u0(x) + P(s@))$(v)
(—CHC 0 (@) + Plo=)) $(v)
= C(- 9¢(x) + P(ow))p(y)C~". (148)
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Aus (1.47) und (1.48) folgt:

C ($(@)b(w)) € + C ([96(x) ~ Plow)] 6() ) €7 = 0

= (@) + ([0 - Pee)]sw) = 0. (1.49)

~ v

Fermionenpropagator 9-Punkt-Funktion

Diese Ward-Identitédt ist von entscheidender Bedeutung, da sie eine Beziehung
zwischen der Zwei-Punkt-Funktion der Fermionen und der Zwei-Punkt-Funktion
der Bosonen herstellt.

1.4 Naive Diskretisierung

Damit man Supersymmetrie auf dem Gitter betreiben kann, sind zunéchst einige
neue Definitionen notwendig;:

e Symmetrischer Ableitungsoperator:
1
DlzLy - % [5y,z+aeu - évy,zfaeu] ) (150)

e , Wilson-Massen“-Operator:

2

S [Bogracs + Oog-ac, — 200y] - (1.51)

p=1

r
Ky =mlpy — —

zy 2y " 5,
Dabei sind z und y Raumzeitpunkte auf dem Gitter, a ist die Gitterkonstante
und e, ist ein Einheitsvektor in u-Richtung.

Bei der Diskretisierung von Fermionen auf dem Gitter stellt sich einem zun&chst
immer ein Problem: M6chte man ein Fermion auf dem Gitter darstellen, so kommt
es notwendigerweise zu einer Fermionen-Verdopplung. Das bedeutet, dafl man
statt eines Fermions 2¢ Fermionen auf dem Gitter hat, wenn d die Anzahl der
Dimensionen angibt. Geht man von einigen wenigen, physikalisch sinnvollen An-
nahmen aus, so gibt es ein sogenanntes ,,No-go“-Theorem von H.B. NIELSEN und
M. NiNoMIYA [17], [18], nach dem diese Fermionendoppler eine unumgéngliche
Eigenschaft des Gitters sind.

Es gibt nun mehrere Moglichkeiten, um diese Doppler auf Kosten anderer physika-
lischer Eigenschaften zu beseitigen. Die einfachste ist diejenige, die K.G. WILSON
gewdhlt hat [23]. Er hat den zusétzlichen Teilchen einfach eine Masse in Hohe
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des ,,cut-off’s“ gegeben. Damit tauchen sie in der Gittertheorie nicht mehr auf.
Diese Methode bricht allerdings explizit die chirale Symmetrie auf dem Gitter.
Eine Moglichkeit, dieses zu vermeiden, ist die Einfiihrung sogenannter staggered
Fermionen [12], die aber wiederum das Problem der Nichtlokalit&t mit sich brin-
gen.

Betrachtet man Wilson-Fermionen, so findet man in der Gittertheorie immer

einen zusitzlichen Massenterm mit dem Wilson-Parameter r, der im naiven Kon-
tinuum-Limes verschwindet.

Mit Hilfe der obigen Definitionen (1.50), (1.51) ergibt sich die naiv diskretisierte
Form der off-shell-Wirkung auf dem Gitter zu

5= % [50 (D + 50 (P + L) 0] + T [RP = 5E]L (12

T,y
wobei gilt:
O, = (ZDuDﬂ)zy, (1.53)
"
P, = Y K¢, + 2.7, (1.54)
Yy
P, = Kuy+2X\0u00y. (1.55)

Der erste Term in Sy ergibt sich aus der Kontinuums-Wirkung durch partielle
Integration und Vernachlédssigung der Randterme.

Analog findet man fiir die on-shell-Gitterwirkung:

5= 35 [0ty + 0. (P + ) 0]+ X3P (150)

Y

1.5 Gitter-Supersymmetrie

Die erhaltenen Gitterwirkungen sind beide lokal. Durch eine naive Diskretisierung
der supersymmetrischen Transformationen erh&lt man Gittertransformationen,
die ebenfalls lokal sind. Charakteristisch fiir die Supersymmetrie auf dem Gitter
ist jedoch, daf} sie ,irgendwo“ Nichtlokalitdten enthalt. Dies wurde zuerst von
P.H. DonbpI und M. NicoLATI festgestellt [4]. Man hat also entweder Nichtloka-
litdten in der Wirkung und/oder in den Transformationen.
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Daf es nicht ohne Nichtlokalitdten geht, liegt daran, dafl die lokale Gitterablei-
tung nicht der Leibniz-Regel geniigt. D.h., es gilt nicht:3

Vulf-9)=FfVug+(Vuf)g. (1.57)

Diese Nichtlokalititen werden formal zu den naiv diskretisierten Transforma-
tionen addiert. Man definiert nun die Gitter-off-shell-Transformationen zu:

0p, = ey, (1.58)
S = [(Dds) — B+ AAu(9)]e, (1.59)
0F, = —€Pv)a (1.60)
Dabei ist
Ay = AL + NAL + X242 + ... (1.61)

der Extra-Term in den Transformationsregeln, der die Nichtlokalitdt impliziert.
A, wird allein durch die Forderung definiert, dafl die Variation der Wirkung kei-
nen Beitrag liefern soll. Dabei wurde schon die Annahme gemacht, daf A, nur
von ¢ und nicht von v abhéngig sein soll.

Ganz analog ergibt sich eine Gitter-Formulierung fiir die on-shell-Transforma-
tionen:

0, = €Yy, (1.62)
0, = Ag(d)e. (1.63)
Die diskretisierte Form von ¢ — P beinhaltet hier schon die Definition von A,:

Ay = AL+ MAL + N2A2 + .- (1.64)

Obwohl die Transformationen nicht exakt supersymmetrisch sind, in dem Sinne,
daB sie die Kontinuums-SUSY-Algebra erfiillen und nicht lokal sind, ist der einzig
entscheidende Punkt, dafi sie eine exakte Symmetrie der Wirkung repréisentieren.

3Beweis, siche Anhang E.
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1.6 Gitter-Ward-Identititen

Die Herleitung der Ward-Identitdten auf dem Gitter verlduft in vollstdndiger
Analogie zu der im Kontinuum. Im Unterschied zum Kontinuum werden aller-
dings, statt der Integrale iiber die Dimensionen der Raum-Zeit, Summen {iber
alle Gitterpunkte verwendet.

Man erhalt dann folgende Identitaten:

1. ,,Baby“-Ward-Identitat
(Fr) = A{As(0)), (1.65)
2. Zwei-Punkt-Funktion-Ward-Identitat

(athy ) + (As(9)dy) = 0. (1.66)

1.6.1 Naiver Kontinuumslimes

Bildet man den Kontinuumslimes bei diesen Ward-Identitdten in naivster Form,
so sollten wieder die schon bekannten Kontinuums-Ward-Identitdten herauskom-
men. Die , Baby“-Ward-Identitédt, die in der 1-Schleifen-Ordnung nur Tadpole-
Diagramme enthélt, ist somit dennoch von Interesse.

Auflerdem enthilt diese Ward-Identitdt F als einen Parameter fiir spontane Sym-
metriebrechung. Ein weiterer Punkt ist die Einfachheit der Ward-Identitdt: Wenn
nicht einmal diese simple Identitdt den richtigen Kontinuumslimes ergibt, kann
man es von héheren Ward-Identitdten erst recht nicht verlangen. Die ,,Baby“-
Ward-Identitét dient somit indirekt zur Uberpriifung der Gittertheorie.
Anzumerken ist, dafl hier wirklich nur die naivste Form des Kontinuumslimes
gebildet wird. Fiir eine ausfiihrliche Betrachtung verweise ich auf die Literatur,
wie zum Beispiel [9].

1. Zunéchst betrachte ich die ,,Baby“-Ward-Identitét:
Im Kontinuum ist das Feld A nicht vorhanden. Dieses Feld wurde nur
eingefithrt, um die explizite Brechung der Supersymmetrie auf dem Git-
ter zu kompensieren. Im naiven klassischen Kontinuumslimes gibt A des-
halb keinen Beitrag und man erhé&lt die richtige Kontinuums-Ward-Identitét

(F) = 0.

2. Fiir die Zwei-Punkt-Funktion-Ward-Identitdt erhilt man im naiven Konti-
nuumslimes:

lim A,(¢) = Jo(z) — Ps(@). (1.67)
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= lim (0.0, + (4:(0)6,) = (6@)Tw)) +{[96() — Plo)]6(v))

a—0

= 0.

Die Gitter-Ward-Identitédten lassen sich somit durch Bildung des naiven Konti-
nuumslimes in die zugehorigen Kontinuums-Identititen iiberfiihren.



Kapitel 2

N=1 Super-Yang-Mills-Theorie

In diesem Kapitel wird eine supersymmetrische Lagrangedichte konstruiert, die
gleichzeitig invariant unter einer nichtabelschen Eichsymmetrie ist. Es stellt sich
heraus, dafl das einfachste Modell aus der gew6hnlichen Theorie besteht, die die
Wechselwirkung zwischen einem Yang-Mills-Feld [20] und einem Majorana-Spinor
beschreibt. Beide gehoren zu der adjungierten Darstellung der internen Symme-
triegruppe SU(N).

Ich werde dafiir einen Ansatz mit gewohnlichen Feldern wahlen, der mir phenome-
nologisch anschaulicher erscheint als eine Formulierung mit Superfeldern ([1], [7]),
obwohl die Superfelder zugegebenermaflen sehr viel eleganter sind und die glei-
chen Ergebnisse liefern.

2.1 Minkowski-Raum; d =4

Die supersymmetrische Wirkung setzt sich zusammen aus der gew6hnlichen Wir-
kung fiir ein nichtabelsches Eichfeld (Yang-Mills-Feld) und einem Zusatzterm,
der das Majorana-Teilchen représentiert:

S = /d4x Tr {QLgZ ((%A,,(m) — 0, A, (z) + i[AM(m), A,,(x)D?
+ i A(z) 7“7),,)\(93)}. ! (2.1)

Dann ist die Yang-Mills-Lagrangedichte £(z) fiir das Eichfeld A, und den Majo-
rana-Spinor A gegeben durch:

£0) = Tr{ s (0,) - 0,40) +i[4u(0). A0)] )+ Aa DA

(2.2)

!Die Spur wird im folgenden immer nur iiber die Farbindizes a gebildet!
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Die Supersymmetrie impliziert, dafl jedes der Felder A, und A fiir das andere
Feld als Eichteilchen wirkt.

Definiert man den Feldstirke-Tensor F),, und eine kovariante Ableitung D, durch
Fu = 0,4,(x) = 0,4,(z) + [4,(z),4,(z)], (2.3)

D) = 0A(w)+ [4,(x),\(z)], (2.4)

148t sich die Wirkung schreiben als:

1 _
S = /d4x Tr {2—92FWFW +i )\(x)q/”D,,/\(x)} . (2.5)

£(z)

Ich beschrinke mich bei der Rechnung auf die Eichgruppe SU(2). Wegen der
formalen Analogie zur QCD bezeichnet man die Indizes in der adjungierten Dar-
stellung 2 von SU(2) ebenfalls als Farbindizes.

In Komponenten-Notation sind die Felder gegeben durch:

Eichfeld : A, (z) = —igAs,(z)T*,

n
Majorana-Spinor : Az) = \*(z)T°.

Die Majorana-Spinoren sind Grassmann-wertig und befinden sich in der adjun-
gierten Darstellung.
Fiir die Generatoren der zugehorigen Lie-Algebra gilt:

T = 3, (2.8)
72,1 = ifancT", (2.9)
Tr (T°T%) = %aa”. (2.10)

Insbesondere gilt dann fiir die total antisymmetrischen, reellen Strukturkonstan-
ten:

fabc = €abc- (211)

2Eine Darstellung, die durch die Strukturkonstanten festgelegt ist, bezeichnet man als ad-
jungierte Darstellung.
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Der Feldstérke-Tensor F;, (z) lautet wie folgt:
Fp,(z) = 0,A5(x) — 0, A (x) + gfave A} (2) A5 (). (2.12)
Die kovariante Ableitung 148t sich in Komponenten-Notation schreiben als:
DA (z) = 0,2 () + g fabe AZ(x))\C(x). (2.13)

Die Indizes a,b und c sind Elemente aus {1, 2, 3}.

Mit dieser Notation ergibt sich die Wirkung der Super-Yang-Mills-Theorie zu:

S = /d4x {—i [0, 42(2) — 8, A4() + gfure AL (2) A2 ()] + %Xa(x)yuDuA“(x)} .

[\ J

£(2)
(2.14)

2.1.1 SUSY-Transformationen

Unter supersymmetrischen Transformationen verhalten sich die Felder Af(z) und
A%(z) wie folgt:

6A%(z) = 2iev,\*(z) = —2i X () y €, (2.15)
I (z) = —io, F*(z)e, (2.16)
X' (z) = i€o,, F"(z). (2.17)

Dabei ist € ein Raum-Zeit-unabhéngiger antikommutierender Majorana-Spinor.

Die Variation der Lagrangedichte lautet:

1 ) ~ a '—a
0L(z) = =3 F*"(2) 0F s, (x) + %& (2) DA (z) + %)\ ()7 6(DuA(z)) .
—_——
(4) (B) (a)

~ /
-~

(©)

(2.18)

Mit den Transformationsregeln (2.15), (2.16) und (2.17) ergeben sich die einzelnen
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Terme zu:
(a):  §(DuA(z)) = 0,0)(x)
+ g fabe [0 AL (2)X(z) + A% (2)0X(2)];  (2.19)

:>7“5(D“X‘(x)) = —iy 0,0, F"(z)e
+ 0 fabe | 207" TV N (2) ()
— iy" A% () 0, F**(z)e], (2.20)
1 1
(A): —5F"™(2)6F;,(2) = —§F“”“(x){8M5A,‘i(x)—8,,5Az(m)

+ g [$A4L(2) A5(2) + AL(2)6 A5 ()] |

1
= () { %% €O (z) — 20 E7,0,\%()
+ 0 fabe 20 | £, (2) A (2)

+ Al (z) €y, () ] }

= —2iF"%(z)€v,0,1%(z)
— 2ig fape F"* (x) €7, A" (2) A5 ()

= 2iF"%(z) QN ()Y€
+ 2igfach“”b(x) €Y, A\ (z)AS ()

= 2iF"™%(z) QN ()€
— 209 fape F*"(z) €A% (z) AS(2)

= 2iF"™%(z) QN ()Y€
+ 2ig fane F**" () X' (2) e Af, ()

= 2iF"™%(z) D" ()€, (2.21)

. —a 1
(B) : %5)\ (2) YDl () = —5€0uF*(2)y DeX(a)
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(€): %X"(x) 5(D (@)

—= 0N (2)Y o F* e (z)e

_gfabcxc(x)A’;(m)’yTJWF“"a (z)e

—— X (2)Y o FP (z)e

1 . - .,
- §gfabc)\ (x)Af_(.’B)’Y O-uz/F;l:y(x)E,
(2.22)

“X(@) { iy 8,0, F(2)e
+ g fae | 217" €7, M () A%()

—iy" Ab(z)o,, F*°(x)e ] }

1 <a
5 A ()Y 0,0, F*%(z)e

+9 fae [ = X (@ En X (@)X ()

J

T) 7, N(2) ey, AS(z) =0 3

= fabe A
+ S X ()7 A ()0 ()]

“(
1
2

X (%)Y 00, F* ()€

1 3¢ T Ac v
- igfabc)\ (2)y" A (7) 0, F*°(2)e.

(2.23)

NN

Die Addition von (A), (B) und (C) ergibt schliefilich wieder die Variation von L:

0L(z) = 2 FM° (x)aMX“ (2)7yy € + 209 fape Ff:y(m) X ()€ AS ()

]_ —a ]_ —a
— 0K (@)Y 0 PP (@)e — 5 e X () A5 (0)77 0 Pl () €

3Der Beweis dieser Identitiit findet sich im Anhang F.
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+ X N(2)Y o 0. FP% ()€

N =D =

G fabe Xa(x)”yTAf;'(x)(x)am,Fﬁy(x) €. (2.24)

Die Multiplikation dreier y-Matrizen 148t sich durch folgende Gleichung beschrei-
ben [19]:

VeV Vv = GruYo + GuYr — 9rvYo + Z'ETMVU’YE)’YU- (2'25)

Mit 0, =% (VuYy — gu) und (2.25) ergibt sich:

77'0-;¢1/Flw = Z7T (’7;/71/ - g;w) F*
=0

e VYo FH
= i{gnf)/z/ + uvYr — GrvVu + ieTpva757a}F”V
_ {2igm7,, ~ emw%»f}FW. (2.26)

Damit kann man die Variation der Lagrangedichte schreiben als:

SL(zr) = 2iF™(x) X" (z)y,e
+ 2ig fabe F, (2) A% () y € A (2)
— 007 X (%) gry v F**(z) €
1, ,~a
+ 587)\ (z) €rpwoysy” FH74(z) €
+ i X (2) gryy, 0T FH (1) €
1<
-5 A () €rpoysy” 0T () €
= 2ig fabe F, (2)X" ()10 €47, ()
+ gfabc Xa (-77) ETMV07570F£V ('T)ATC €

= 2%F"(2) O\ ()€
DX ()0 PP () € + X ()30, P () €

1 3@ o 32 o QT va
+ oo [8TA (2)y5y7 — A (2)v57° 0 ]F” (z)e

+ gfabc Xa (:17) Eruua/}/S’YUF}:y (m)ATC €
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= iF"(z) 9\ (2) v €+ iX ()7, 0, (x) €
1 a
+0" { Erpve A (1)7577 F*%(x) 6} — €ruwe A (2)75770TF*(z) €
+ gfabc (:L') ETuV07570F5u (m)ATC €

= 0[P (@) X @ €} + 0 {2 e X' ()37 P 2) )
— Ero A (€)757° (afFW%x) + 9 fabe A,,,( JF(x))
~[D7 F“"( )]

~ /

=0

. va 1 TOQ
= 0 {iP @R @) €+ 5 ey X ()35 F 7 )

1
= € 8/‘ {—T:Fuya(ff;) /Yy)\a(l') — 5 €¢0p7p75Aa(x) FTJa(x)}

= €0,5"(z). (2.27)

Diese Rechnungen zeigen, dafl die Yang-Mills-Theorie mit einem Majorana-Spinor
in der adjungierten Darstellung automatisch supereichinvariant ist.
Der Superstrom S, ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

1
S, = —iF*"(z)y,A%(z) — ) et s A (x) F77% (). (2.28)

Dieser ist aufgrund der eichinvarianten Supertransformationen ebenfalls invariant
unter Eichtransformationen.> Der Superstrom transformiert sich unter Lorentz-
Transformationen wie eine Kombination aus einem Majorana-Spinor und einem
Vierer-Vektor.

2.2 Euklidischer Raum; d =4

Betrachtet man nun eine imaginére Zeit, d.h., geht man iiber zum euklidischen
Raum, so ergibt sich die Wirkung zu:

S = /d4 {4 () F o () + %Xa(x)%D“/\“(x)}l. (2.29)

L(z)

“Der Beweis dieser Gleichung steht im Anhang G.
5Das fiihrt schliefllich zu einer wichtigen Symmetrie der S-Matrix. [24]
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Die Definitionen des Feldstirketensors und der kovarianten Abbildung sind iden-
tisch mit den Definitionen aus dem Minkowski-Raum (2.3), (2.4).

2.2.1 SUSY-Transformationen

Die supersymmetrischen Transformationen dndern sich im euklidischen Raum ein
wenig. Da man hier nicht zwischen oben- und untenstehenden Indizes unterschei-
det, kann man die Transformationen nun schreiben als:

§As(z) = 20iey\ () = —2i X" (2)ype, (2.30)
A (z) = —ouF,,(z)e, (2.31)
N'(z) = +€ ow by, (). (2.32)

Die Rechnungen fiir die Variation der Lagrangedichte verlaufen analog zu denen
im Minkowski-Raum:

1 1 ¢
0L(z) = = F} (x)éng(x) + 55/\ ()Y, DA () +

_2“1/

X'(2)7,6(Dur(x)) - (2.33)
~ ————
(4) (B) (@)

[\ J

N | —

Mit den obigen Transformationsregeln ergibt sich daraus:

(a): 8(DuA(z)) = 0,0X%(x)
+ g fabe |SAL(@)X(z) + A% (2)0(x)|,  (2.34)

7,,5(7),,)\“(3;)) = %000 F,, (7)€
+ g fave [21'%@7,,)\”(33))\0(33)
— 7, A% () 0 L, (2)e], (2.35)
1 a a 1 a
(A): SFR@IFL) = SFa){0.643) - 8,045()

+ g [ SAL(@) A5 () + AL(@)6A5(0) ] |

~ Lo (x){2z’€7,,8,,/\“(x) — 2ier,0,0%(x)

2 W
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- gfune 21 [ €9 X(2) AS(2) + Ab () e, (a) | }

+2iF;, (7) €7,0,A%(x)
+ 209 fape Fp, (7) €7\ (z) AS(z)

—2iF;, () O\ () v, €
— 2ig fachﬁ’V(x) €Y, A\ (x) AS ()

—2iF;, () O ()7, €
+ 2 g fave Fy, (2) Em A () A5 ()

—2iF;, () N ()7, €
— 27 gfachli’,,(x) X (z)y, € A ()

—2iF2, (2)D A" (2) 0 €, (2.36)
]_ _ a a
= —|—§ EO'NVFMV(:I;)’YTDTA (:I’.)
1
= 5 o (@) [0, 00(2) + g e AL ()X (2)]
1, a
= 5 0 A (x)")/TO'N,,Fw,(:L') €

1, — .
+ ngabc/\ ('T)A?'('r)fYTUMVFMu(m) €

1, ~a
= +3 O X (2)yrou FL () €

pv

1 .
+ 5 9 abeA () A2(z)Vrom ), (2) €, (2.37)

(©) : %Xa(x)'yué(l)u)\“(w)) - —%X“(x){%awa,m(x)e

+ g fabe [ 22'7#@7#/\1)(1'))‘0(37)

- %A?(x)ffquﬁv(”’) ¢ } }

1 —a a
= —5)\ (2)Vr00- F, () €
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+9 fabc { _ixa(w)vﬂgvﬂ)‘b(m)/\c(w)

/

i e X (@) X)) =0 ©

N @A) P (2) € |

1 —a a
= _5 A (m)/yTo-HVaTFuu(m) €

1 —a .
+ §gfabc)\ (z)y-A2(z)oum Fp (z) €. (2.38)
Damit ergibt sich die Variation der Lagrangedichte zu:

0L(x) = —2iFl‘},j(m)8MXa(m)’y,, € — 219 fape ij(x)xa(x)’y,,eAfL(x)

1, a
+ 537)\ (@) VrowFy, ()€

+ _gfabc Xa(x)ch-(m)’YTUMVF;l:u(w) €

Xa(x)%alwaTFl‘}y(x) €

L I e A

+ ngabc Xa(x)fyTAi(m)aw,Fﬁy(x) €. (2.39)
Analog zu der Beziehung (2.25) im Minkowski-Raum gilt im Euklidischen:

Ve Fpy = (22.51-”')’1/ - ieruu07075)Fuu- (2.40)

Hiermit erhalt man fiir 6L:

0L(z) = —2iF,,(z) O\ ()7, €
— 29 fabe F, (2) X' (), € A5 (2)
0% (2) 61, Bl (3) €
| R a
- 5 267-/\ (-77) ETMV07075Fpu(m) €
— zxa(m) 51';[)/7/ aTF;:V(I) €
1 <a a
+ 5 ) (-77) 67';41/07075 6TF/_UI(:I;) €
+ 2ig fare () X' (2) Af(2) Y €
- 7;gfabc Xa(x) ET[LVO'/YO"Y5F/.I:I/($) Af_(.’l?) €

6Siehe Anhang F.
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= —2iF; () O (), €
+ z'a,,X“(x)%F;,,(x)e — z'X“(x)%a,,ng(x) €
1. —a ~a a
- 5 Yruvo [87'/\ ($)7075 —A (x)70758T] F;w(m) €

- Zg fabc Xa(m) 6T[tV0'70'75F;l:I/(x)A:($) €

= —iFy, (2)0, X\ ()7, € — iX“(x)yya”ng(x) €
. 1 Na a . N2 a
- 87' {25 ET/.U/O’ )‘ (.77)’)/0’)/51'7“”(.77)6} + ZETMVU /\ ('T)fYUfYEJ aTF;w(m) €
- Z.g.fabc Xa(m) eruu07075F;I:u(x)As-($) €

S a ]- . a
= 8M{—iFl‘}V(m) A (z)y, e} + 0: {—52 e ()Y Vs F L, (2) e}

+ i €ro A (@)707s (9r Fp, (%) + 9 fare AL(2) F, () €

[\ J

~  [DrFuv(2)]

[\ J

7

=0

) ~a 1 ~a a
= 0 { L ()X (@) — 15 o X (2)7525 F5 (2)e

) 1 a
= €0, {zFl‘fy(m)’y,,)\a(x) —ig em,,g'yg'yg,/\a(m)Fw(x)} (2.41)
= €9,5,(z). (2.42)

Man erhélt somit wieder einen Superstrom, der jetzt folgende Struktur hat:
- a a y 1 a a
Su(z) = zFW(x)fy,,)\ (x) —1 5 Curva Vo5 A (z)ES, (z). (2.43)

Definiert man den dualen Feldstdrketensor durch

. 1
F;u/('r) = 5 €urvo F.,-,,(.T), (244)
ergibt sich der Superstrom zu:
Su(w) = i(Fg (z) + F () 95) 762 (2). (2.45)

Unter Benutzung der Beziehung (2.40) 148t sich fiir die Variation der Lagrange-
dichte noch eine andere Formulierung finden.

"Siehe Anhang G.
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Nach (2.41) ist 6L gegeben durch:

50) = ey { 20 (F () (@) — i urnorons 0 (FE () X0(2)) |
= E% { 27/}’1,8” (F;V(l') /\a(x)) { €rpvaVo V5 8 ( ( ) )\a( )) }
= E% 87. { (27;’71/57” - ieTuVJ/YJ’YS) F;‘:u(m) )\a(x) }
2.40) _ 1 a a
(:) Eiar{WTUuu/\(x)F;w(m)}
=  €0.5:(z) (2.46)

Der Superstrom 148t sich dann im Vergleich mit (2.43) etwas eleganter schreiben
als:

1

=Y Opr A () Fy (). (2.47)

S,,(x) = 5

2.3 Kommutation der SUSY-Transformationen
mit den Eichtransformationen

Die eingefiihrten supersymmetrischen Transformationen sollten von der Art sein,
dafl sie mit den Eichtransformationen kommutieren. Im folgenden wird sich zei-
gen, daf} dies tatsédchlich der Fall ist.

Die Felder transformieren sich folgendermafien unter Eichtransformationen:

Mz) 2 X(z) = <> Mz) w™l(z), (2.48)
A ) V5 A2(z) = w(z) (4,(@)+0,) w (@), (2.49)
F(z) % Folz) = ()F,m) “a). (2.50)

Betrachtet man infinitesimale supersymmetrische Transformationen, so gehen
A(z) und A,(z) iiber in:

Az) 5 Az) + A (z), (2.51)
Ay(z) V2 A(z) +0A,(x). (2.52)
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Die Variationen sind dabei gegeben durch:

6A,(z) = 2g?7,,A(x), (2.53)
S\(z) = —éaw,FW(m)e. (2.54)

In Komponenten-Notation erhilt man daraus wieder die bekannten Transforma-
tionen (2.31), (2.32).

Um die Kommutation der Eichtransformationen mit den SUSY-Transformationen
zu zeigen, wird die Anwendung der Transformationen auf die Felder A4 ,(z) und
A(z) in beide Richtungen betrachtet.

e Wendet man zunichst eine SUSY-Transformation und dann eine Eichtrans-
formation an, so ergibt sich:

Ay(z) w5 A(z)+0A,(z)
s w(@) (A,(2) +04,(2) +8,) w ()
= Az ) w(z) §4,(z) v (z)

i
= A(@) + (04u()"
Dabei ist (5/1”(.17))‘” durch w(z) 6A4,(z) w™'(z) definiert.

Fiir A(z) hat man analog:

Az) = Az)+0A(z)
5 w(@) (Mz) + A (z))w ()
= M)+ (0A(z))",
mit (0A(z))" = w(z)IA(z) w (2). (2.55)
e Wendet man jetzt die Transformationen in umgekehrter Reihenfolge an, so
erhilt man:
A(z) s A2(z)
> Al(z) + 6(A4(2))
= Au(z) +29€7,A"(x)
= Aj(2) +w(z) 04,(z) w ' (2). (2.56)

Mit der Definition von (5A”($))w folgt somit:

5(A2(2)) = (54,(2))". (2.57)
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Die analoge Rechnung ergibt fiir A(z):

= X\(z)— gaﬂyFl‘fy(x) €
_ () — ga,w () F(2) 0\ (z) € (2.58)

Nach obiger Definition (2.55) gilt also auch hier:
5(A(x)) = (0A(2))". (2.59)

Damit hat man letztlich gezeigt, dafl die SUSY- und die Eichtransformationen
kommutieren. Dieses wiederum bedeutet aber, dafl die Quantenzahlen der Teil-
chen und ihrer Superpartner identisch sind. Die Teilchen unterscheiden sich von-
einander nur durch ihren Spin.

2.4 Unintegrierte Kontinuums-Ward-Identitéiten

Zunéchst wird wieder das erzeugende Funktional fiir Greensche Funktionen be-
trachtet:

Z[J(z),6(z)] = /DAM DA

g o S+ [Tz (@) A% (2)+ [d4aX" (2)6%(2) (2.60)

Unter dem Integral fiihrt man eine infinitesimale Transformation durch, wobei
sich das Integrationsmaf} nicht dndern soll:

A — A =A+6A4, (2.61)
A = N =X+ 0, (2.62)
X = N =X+6\ (2.63)

Damit ergibt sich fiir das erzeugende Funktional:
Z[J(z),0(z)] = /DAM DA
e Jdtz[—L(A N N )42 (2) A (2) 4N (2)6° ()]

Z[J(x),0(z),€]. (2.65)
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Formal gilt diese Gleichung auch fiir ein ortsabhingiges €. Dieses filhrt man nun
ein, um unintegrierte Ward-Identitdten zu erhalten.

Fiir %e(x) erhdlt man dann:

0z a a N @ a
e @ = /DAMD)\ [—6L(2) + J2(2)5A%(z) + X" () 6°(2)}
% efd‘lz[—[l(A,)\,X)-l—Jﬁ(m)AZ(z)-l—Xu(z)O“(z)] (266)
= 0,7, (2.67)

denn:

59 5.
Se(r)  de(x) /d yL (v, €(v))

=6(z—y)
- %(m,e(x)) (2.68)
5L = 9,S,¢ (2.69)
dc -
5 — = 8.5, (2.70)
S
S c @ = oL (2.71)

Da die Variation 6Z/d¢(z) nur zu einem Wechsel der ,, Dummy“-Variablen in dem
Pfadintegral fiihrt, gilt:

57
s = " (2.72)

Der Erwartungswert einer Funktion O(A4, A, \) wird wie gewhnlich definiert als:
- 1 s
(0 (4@ @)A@)) = /DA,, DA O (A, (@), A(z)) e 5. (2.73)

Dabei ist Z durch folgenden Ausdruck definiert:
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Z=2[]=0=0] = /DA,, Dhe . (2.74)

Durch Bildung der Ableitung nach den Quellen erh&lt man hieraus die Ward-
Identitaten.

Integriert man die so erhaltenen Ward-Identititen iiber d*z, so erhiilt man wieder
die integrierten Ward-Identitdten aus Kapitel 1. Der Unterschied zu den uninte-
grierten Ward-Identitdten, die im folgenden berechnet werden, liegt in dem ex-
pliziten Auftauchen des Superstromes S,. Man erhélt dadurch Ward-Identitdten
speziell fiir diesen Strom. Bei den integrierten Ward-Identitdten hat man zusitz-
lich zu dem Funktionalintegral in der Variation von Z noch ein Integral {iber
d*z. Da die Integration iiber J£ keinen Beitrag gibt, verschwindet der Super-
strom in diesen Identitdten. Das Nichtvorhandensein dieser Integrale bei den hier
zu berechnenden Ward-Identitdten fiihrt bei der Bildung der Ableitung nach den
Quellen in §,Z zu §-Distributionen. Durch eine Integration iiber d*z verschwinden
aber auch diese wieder und das Ergebnis sind die schon aus Kapitel 1 bekannten
Ward-Identititen.

e Die einfachste Ward-Identitédt ergibt sich durch Nullsetzen der Quellen in

0.2
52| =0 (2.75)
& (L) = 0 (2.76)
= (9,5,(z)) = o. (2.77)

Somit ist 0,5, auch im Operatorsinn erhalten!

e Die nichst hohere Ward-Identitdt erhilt man durch Ableiten nach J bzw.

f:
06,2 )
o) [pa,Dr {5,4”(3:)5(33 )
+ [F0L(2) + Jo(2)5A%() + OX" (2)6° ()] A;(y)}
e Jatz[-L(AXX)+T2 (2) A2 (2)+ X" (2)0° ()] _ (2.78)
96,7
z — [pa, DA
O3 ()| 7—g—o / g

{6A45(x)0(z — y) — OL(2)AL(y) }e =% = 0. (2.79)
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= (048(x)d(x — y)) — (0L(z)A%(y)) = 0. (2.80)
Mit den supersymmetrischen Transformationsregeln folgt:

21 (3, \(2)0(z — y)) — & (8:S:(x)AL(y)) = 0. (2.81)

Diese Ward-Identitdt ist trivial, da beide Erwartungswerte aufgrund der
Lorentzinvarianz keinen Beitrag geben.

Bildet man die Ableitung von 4,7 nach 6 statt nach J, so findet man:

;‘%é) = [pa, 0 - 5X @) 8 - 2)
+ [~6L() + Jo(2)5 A5 (@) + X" (@) 0°()] (—X"(2)) }
« eJ@ e [L(AAX)+75(2) A% (2) X" (2)0° ()] , (2.82)
96,7
| /DAM DA
{=0X" (@) 6(z — 2) + 0L(@) X'(2) fe * (2.83)
= 0. (2.84)
Daraus folgt:
— (0X*(2) 8(x — 2)) + (6L(z) X (2)) = 0. (2.85)

Mit den Transformationsregeln ergibt sich daraus:

[17%

— % (0w Fg,(2)8(z — 2)) +F (8,S,(x)X"(2)) = 0. (2.86)

Auch diese Ward-Identitdt ist trivial, da die einzelnen Erwartungswerte
erneut allein aufgrund der Lorentzinvarianz verschwinden.

e Zweifaches Ableiten ergibt:

926, 7
e DA D
96%(2)072(y) / n DA

{ 6" (2) 8(z — =) A%(y) (543 () 6(z — )
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+ [~0L(x) + J3(2) 5A%(x) + 6A" (z) 0°(z)] A2(y))

. (—X“(z))} Jda[—L(ANX)+ T3 (2) g (2) X" (2)6° (2)]

826, 7 _a
S S — = DAD)\{—(S/\ z)6(x — z) A®
eI oA, (2) 8(z — 2) A%(y)
— A%(2) 6z — y) N(2) + 0L(z) A%(y) X“(z)}
% efd‘lz[—[l(A,)\,X)-l—Jﬁ(m)AZ(z)-l—Xu(z)O“(z)] (287)
< 0.
Somit gilt:

— (X" (x) 6(z — 2) A5(y)) — (5 AL(y) 6(z — y) X'(2))

+(0L(z) Az (y) M(2)) = 0. (2.88)
Mit den Transformationsregeln folgt:

— & (0wl (2) bz — 2) A2y)) — 20 € (1X(2) 8z — ) X'(2))
T (8u5u(2) A1) X'(2)) = 0, (2.89)
& (owFi (@) 0z —2) AL(y)) +2i (712°() (= — 1) X'(2))

+ 5 (09,0 (@) Fl (2) A3 )X (2)) = 0. (290)

Sowohl der erste, wie auch der letzte Erwartungswert geben abermals kei-
nen Beitrag, da sonst die Lorentzinvarianz gebrochen wére.
Man verbleibt somit mit folgender Zwei-Punkt-Funktion-Ward-Identitét:

(A2 (@) d(z —y)X'(2)) = 0

= (N(@)iz-y)X'(2)) = 0. (2.91)
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Diese Ward-Identitit transformiert sich nicht-trivial unter Eichtransforma-
tionen:

(X2(z) 6z — ) X'(2))

(w(z) X(z) w ' (2) 0z — ) w(x) X' () w'(2) ). (2.92)

Somit verschwindet dieser Ausdruck schon aus Griinden der Eichinvarianz.
Auf den ersten Blick sieht es so aus, als erhielte man bei dem Zusammenfall
der Orte z und z aus dieser Ward-Identitit das Gluino-Kondensat. Dieses ist
jedoch ein Trugschlufl. Setzt man die Orte zweier an verschiedenen Punkten
wirkenden Operatoren ohne Beriicksichtigung spezieller Methoden, wie zum
Beispiel des Point-Splitting-Verfahrens, gleich, so erhédlt man in der Regel
keine sinnvollen Aussagen!

Um weitere nicht-triviale Ward-Identit&dten zu erhalten, hat man die Moglichkeit
entweder hohere Ableitungen nach den Quellen zu bilden oder aber eine Eich-
fixierung einzufiihren.



Kapitel 3

N=1 Super-Yang-Mills-Theorie
auf dem Gitter

In diesem Kapitel wird das Modell der supersymmetrischen Yang-Mills-Theorie
auf einem vierdimensionalen Gitter berechnet.

3.1 Notationen

Die Gitter-Feldtheorie ist eine sehr gute Moglichkeit, um Quantenfelder auf nicht-
storungstheoretischer Basis zu regularisieren. Man geht dabei, ausgehend vom
Kontinuum, iiber zu einer diskreten Raum-Zeit.

Dazu fithrt man ein hyperkubisches Gitter durch

A:azz{x\%ez} (3.1)

mit der Gitterkonstanten a ein, die in jede Raum-Zeit-Richtung identisch ist.

Die skalaren Felder f(z) sind jeweils auf den Punkten z € A definiert.
Fiir die Ableitung von Feldern definiert man eine Gitter-Vorwirts- und eine
Gitter-Riickwérts-Ableitung durch:

AL f(e) =~ (f(a +ai) (=), (32
ALF(@) 1= < (£(2) — (o — ai). (33

Dabei ist /i ein Einheitsvektor in g Richtung.

3.1.1 Gitter-Eichfelder

Auf dem Gitter versteht man unter elementaren Paralleltransportern jene, die
mit den Verbindungen (,links“) b assoziiert werden, die die nichsten Nachbar-
punkte miteinander verbinden. So einen Paralleltransporter bezeichnet man auch
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als ,,Link-Variable®:

Ub)=U(z+api,z) =U,(z) € G (3.4)

Dazu kann man folgende graphische Darstellung verwenden:

—» o — <«
T UM(X) z+af T UL(X) z+afi

Der Paralleltransporter hat folgende Eigenschaft:
Uly,x) =U " (z,y) =U'(z,y). (3.5)
Definiert man den Paralleltransporter auch fiir negative Richtungen, gilt analog:

U_u(z) =U(z — aft,z) = Ul(z — ap). (3.6)

r——<—0

2o U_,(x) @

3.1.2 Wilson-Wirkung

Fiir die Konstruktion eichinvarianter Wirkungen werden geschlossene Kurven
benotigt. Die kleinsten geschlossenen Kurven sind die Plaketten, die sich aus
vier Verbindungen zusammensetzen. Der zugehorige Paralleltransporter zu einer
Plakette, die die Punkte

x, x + afl, x+af+ ab, x +av (3.7)

enthélt und folgende Orientierung hat:

Ul (x +aD)

T+av

U} (x) 1 Uu(x+ap),

>
z Uy(x) =tai

wird ,,Plaketten-Variable“ genannt und folgendermaflen abgekiirzt:

LG benennt hier die jeweilige Eichgruppe.
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Up=Uy,l(z) =
Ulz,z + av)U(x + av,z + afp + a0)U(z + ajfp + av, z + afp)U(z + aft, z) (3.8)

=Ul(z) Ul(z + a?) U, (z + apt) Uy(z). (3.9)

Fiir negative Richtungen hat man:
U_yo(z) = UL (2)UL (z—ap)U_,(z — aft) U_,(z)
= U,z —ad)U,(z — av — afi) U}(z — afi — aDd) U;E(x —afi).

(3.10)
T—af U*N(X) T
[
oY 1
U_,(x — afi) UL, (x)
L
z—av—afi z—ab
U[”(x—aﬁ)

Fiir die Yang-Mills-Theorie hat man im Kontinuum ein Eichfeld A, (z). Dieses
wird nun auf dem Gitter definiert durch:

2
Uu(z) = (@) =1 — a4 (@) + TA@) 4o (3.11)
Mit
Ay(z +ap) = A, (z) + aAl A (z) + O(a®) (3.12)
und der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

eFeG = 6F+G+%[F!GH_l_lz[F:[FaG]]-'_l_lz[[F:GLG]-'_ (3_13)

erhalt man
Uy (2) = e G, (3.14)

Dabei ist G, (z) gegeben durch:

Guls) = Fu(@) + Ola), (3.15)
Fu(z) = AL A (z) — AfA,(2) + [A,(@),4,(x)] (3.16)
F,,, bezeichnet den Gluon-Feldtensor auf dem Gitter. Das Gluinofeld wird, analog

zum Kontinuum, durch A dargestellt. Ausfiihrlichere Rechnungen hierzu folgen
in anschliefenden Rechnungen, wie zum Beispiel (3.81).
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3.2 Gitterwirkung

Die Wirkung fiir die N=1 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter setzt sich zusammen
aus der WILSON-Wirkung fiir die bosonischen Komponenten und dem WILSON-
Dirac-Operator fiir die Gluinos:

S = Sp + Sp. (3.17)

Dabei ist Sg, die Standard-Wilson-Wirkung fiir das SU(2)-Eichfeld, als eine Sum-
me iiber alle Plaketten gegeben durch:

Z > [1 - %Tr(U,W(x) + U);V(x))] : (3.18)

T 1<p<v<4

Mit Sr wird der fermionische Teil der Gitterwirkung bezeichnet. Dieser wird nach
G. Curct und G. VENIZIANO (3] definiert durch:

Sr = 5 {52 3 (K@) — UL + 0o

— Mz + ap) (v, + T)Uu(x))\(x)U,t(x)]
+ (M4 i ) T @A )}. (3.19)

Eine dquivalente Formulierung in der adjungierten Darstellung wird nach I. MONT-
VAY [15] definiert durch:

1 —a a
Sp = 3 ST @)

PGSR AIACIEEAEE

—a a T N
+9°(x) (V@) (r = 7)¥"(z + af)] } (3.20)
Der Faktor 3 in (3.20) driickt die Majorana-Natur des Gauginos aus.

K ist der Hopping-Parameter:
K =1/(2aM, + 8r). (3.21)

Die Matrix V fiir das Eichfeld in der adjungierten Darstellung wird definiert
durch:

Vit (z)

VU ().
= 2Tr[Ul(z)T°U,(z)T"). (3.22)

7
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Diese hat folgende Eigenschaften [15]:

T

veb(z) = (Veb(x))" = ((v;b(x))‘1> . (3.23)

Dabei wirken die Transposition und die Inversion jeweils auf die adjungierten
Farbindizes.

Diese beiden Formulierungen der Gitterwirkung sind einander dquivalent. Man
kann sie ineinander iiberfiihren, indem man folgende Normierung einfiihrt:

P (z) = aMy +4r A(z), (3.24)
P(z) = yJaMy +4r X'(2). (3.25)

Im naiven Kontinuumslimes erhlt man aus (3.19):

1

%a TT§
[X(x) Y (14 a4, (@) ) (M) + a2l A(2)) (1-ad,(2))
— (3w) +adL A(@) ) 7 (1 - ad, (@) ) Ax) (14 ad, (@) ]

+ My Tr (X(m))\(x)) + O(a2)}

xr

stz{

ass /d4m { 2—1aTr [X(x)’yu ()\(m) +adyA(z) + ad, (z)\(z) — a/\(x)A”(x))
- R (M) + aA(@) 4, (x) — a4, (2N (@) - a8, K@)\ o)

+ My Tr(X(z)A(w)) + O(a2)}
- [t { Tr (X@mdd @) + X [4,6)26) )
+ My Tr (X(m))\(x)) } + O(a)

= /d4m { Xd(x)'yuau)\“(m) Tr(TT*)

— ig X' (2)y, AL ()A(z) Tr (T [T*, 7))
=ifpcaT®
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+ My X (2)\¥(z) Tr(TaTb)} + O(a)

- % /d4$ {Xa(m)')’ﬂ [(9M/\a(x) + gfabcAZ(m))\c(w) ]
+ My (X'(2)A%(z)) } + O(a). (3.26)

Betrachtet man nun eine masselose Theorie, so erhédlt man wieder das gewohnte
Ergebnis aus der Kontinuums-Physik:

Lrp X ()7, DA (). (3.27)

l\.’)l»—l

Der Kontinuumslimes fiir die Eichfeldwirkung ergibt sich mit U,, = e " Gu gy

Sg =3 % %/d‘lx {1 — %Tr [UW(:U) + U):,,(x)] }
— 2g i /d4x Tr 4F21,($)) + O(a)
_ 2 . /d4 [9°F2, (@) FY, (2) Tr(T°T")} + O(a)

= 5 /d%- Fo(z)} + O(a). (3.28)

3.3 SUSY-Transformationen auf dem Gitter

Die supersymmetrischen Transformationen miissen nun so gewéhlt werden, dafl
sie im naiven Kontinuumslimes die supersymmetrischen Kontinuums-Transfor-
mationen ergeben. Zudem miissen sie mit den Gitter-Eichtransformationen kom-
mutieren und sie sollten die Supersymmetrie auf dem Gitter moglichst gut erhal-
ten.

Eine sinnvolle Wahl ist:

Uula) = —2a9U,(a) 27 () (3.29)
S\(z) = —éa,wg,w(x)e, (3.30)
3 (z) — ézaﬂ,,gﬂ,,(x). (3.31)

Dabei ist G zunédchst noch unbestimmt, bis auf die Eigenschaft, dafl G im Konti-
nuumslimes den Feldstdrketensor F),, ergibt.
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Bildung des naiven Kontinuumslimes ergibt fiir die Transformationen:
i.)
U, (z) = 5(e_aAﬂ($))
= 5(1 — aA”(x)) + O(a?)
= —adA,(z)
= —2ag9€y,\(x). (3.32)

Somit folgt §A,(z) = 2g€~y,A(z), was mit der Kontinuumstransformation
(2.53) tibereinstimmt.

ii.)
@) =~ owGu(a)e
lanatt —éau,,FW(x)e. (3.33)

Auch dieser Ausdruck gibt den richtigen Kontinuumslimes (2.54).

Die Variation von Uf(z) berechnet sich aus der Variation von U,(z). Dazu nutzt
man aus, dafl U eine unitdre Matrix ist und somit folgende Bedingung erfiillt:

Ul(z) Uu(z) = 1. (3.34)
Daraus folgt nun aber:
5(Ul(z)Up(z)) = 0
& (0Ul(2)) Uu(2) + Uf(x)6Uu(z) = 0.
=>5U;£(m) = —Ui(m) 6U,(z) U;i(x)

2 2a9ey, \@) Ul(z).  (3.35)

3.4 Kommutation der SUSY-Transformationen
mit den Eichtransformationen

Wie im Kontinuum sollten natiirlich auch die supersymmetrischen Transforma-
tionen mit den Eichtransformationen kommutieren.
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3.4.1 Gitter-Eichtransformationen

Unter Eichtransformationen verhalten sich die Felder auf dem Gitter wie folgt:

AMz) 5 € (z) = w(z) Mz) w(z), (3.36)
Uuz) v U(z) = w(z +ap) Uy(z) w ' (2). (3.37)

Die Kommutation zeigt man nun wie gewohnt durch Anwendung der Transfor-
mationen auf die Gitterfelder in beide Richtungen (siehe Kapitel 2.3).

e Betrachtet man zuerst das Verhalten der Felder unter SUSY-Transformati-
onen und danach unter Eichtransformationen, so ergibt sich:

Uu®) ~ Uu(w)+6U,(x)
s w(@ +ajy) [Uu(z) + 604 (z)| w ()
= UZ(z) + (6UL(2))", (3.38)

wobei (5UH($))M definiert ist durch:
(5Uu(x))w = w(z + app) 8U,(z) w(z). (3.39)

Fiir A(z) erh&lt man:

Az) 5 Az) + A (2)
= w(@) [M@) +0A(2)] wH(z)
= X(z) + (6A(2))", (3.40)
mit  (0A(2))" = w(z)IA(z) W (2). (3.41)

e Wendet man nun zunichst eine Eichtransformation und dann eine SUSY-
Transformation an, so gilt fiir U,(z):

U(w) — Uy(x)
5 US(z) + (U2 (w))
z) — 2ag U} (x) €y, X ()
z)
—2agw(z + apt) Uy(z) w'(z) w(z) ey,\(z) w ()

—_———
1

= Ul(z) + w(z +ap) 0U,(z) w™' (). (3.42)

_ UZJ(
U, (
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Daraus ergibt sich mit (3.39) folgender Zusammenhang;:

5(U2(x)) = (6UL(2))". (3.43)

Analog hat man fiir 6A“(z):

= \(z)-— éa,,,,g;j,,(x) €. (3.44)

Damit die Eichtransformationen mit den SUSY-Transformationen kommu-
tieren, muf} somit fiir G, (z) gelten:

Gpo(2) = w(2) G () W™ (2). (3.45)
Dann folgt aus (3.44):

(3 (2)) = (6A())" (3.46)

Eine mdgliche Wahl fiir G,, sind somit Terme, die aus offenen Plaketten U,,
bestehen.
Der einfachste Ausdruck fiir G, ist:

1
2a2

G (z) = (Uw(z) = U}, () ). (3.47)

Bildet man den naiven Kontinuumslimes, so erhilt man:

]_ —(l2 z ag r
g;u/(-r) = - ﬁ ( e Guv(z) _ e Guv(z) )
1
- ﬁ ( 1 - a’zFlW(:I’.) -1- a2F;w(x) + O(a?’) )
= Fu(z) +0(a). (3.48)

Im Kontinuumslimes gibt G,, somit den Feldstérketensor F),,. Es bleibt damit
nur noch das Verhalten von G,, unter Eichtransformationen zu untersuchen.
Die Link-Variablen gehen unter Anwendung von Eichtransformationen {iber in:

E

Uuz) v (U())” = w(z +aft) Uy(z) w™(2),
Ul(z) +5 (Ul())" = w(z) Ul(z) w™ (z + ap). (3.49)

I



52 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Fiir die Plaketten-Variablen U, folgt dann:
E w
Up(z) == (Uw(a))

= (U}(@)" (Ul(z + a0))” (U= + ap))” (Un(2))
= w(z)Ul(z) Eu_l(a: + av) w(z + ab) Ul(z + ap)

—1
* w ' (z +afi + ap)w(z + afi + ad) U,(z + ajd)
=1
* w 'l (z+ap)w(z + ait) Uy(z)w™'(z)

=1

= w(z)Uu(z)w ' (z). (3.50)

w

Hiermit erfiillt das oben gewé&hlte G,, die geforderte Transformationsbedingung
(3.45).

Durch eine Symmetrisierung erhdlt man fiir G,, einen sogenannten ,Clover®-
Term.? Der Clover-Term setzt sich aus vier symmetrisch um den Punkt z ange-
ordneten Plaketten zusammen:

z+av—aji z+ab x+av z+afi+av

> <
»- <

>
>
—~
[\V]
~
<
<
<
<
—~
o
-
>
>

T—afl i T =z i z+afi
Y (3) A 4 (4) Y

r—afi—av g z—ab x—av b z+afi—av
1) = Uwl(z), (3.51)
(2) = U_u(z), (3.52)
(3) = U_umslo), (3.53)
(4) = Uu—v(x). (3.54)

Mit diesen Termen ergibt sich G, zu:
1

Gun() = = 15 (U (2) = Uy (@) + U (2) = Upma(2) ) . (3.55)

2clover (engl.): Kleeblatt
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Der naive Kontinuumslimes fiir G, berechnet sich daraus zu:

Go(z) — _4—; (1= aFu(2) — 1 - 6®F(2) + 1 - a®Fpu (a)
— 1= a’F(z) + 0(a®))
— Fu(z) + Ola). (3.56)

Aquivalent dazu ist eine Darstellung von G.v, in der jeweils das komplexkonju-
gierte subtrahiert wird:

_é { ij(x) — []Jr (l’) — U_;u/( )"'Ui;u/( )

+U (@) = Uy (@) = Uy (@) + UL (2) }. (3:57)

gw(m)

3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-
Transformationen

3.5.1 Fermion-Wirkung

Die Variation des fermionischen Anteils der Gitterwirkung ergibt:

550 = {55 773 [356) (- 1 U)o + ) Uyl

+ (@) (v, — 1) 6U(2) Az + af) Uy ()
+X(@) (yu — 1) Ul(z) 6A(z + aft) Uy(z)
+ X(z) (v, — 1) Ul(@) Az + ajt) 6U,(z)
— Mz +ap) (v, +7)Uu(z) Mz )U;ﬂ(x)
— Xz + aft) (v, + ) 6Uu(z) M) U(z)
— X + aft) (v, + 1) Un(z) 6A(2) Uf ()
— Mz + ajt) (v + 1) Up(2) Mz) 0U} () |
+ (My +27) Tr[5R(@) M) + (@) A (@)
_ ¥ { Ty ge%gm(x) (3 = 1) Ul(@) Ma + ajt) U ()

+ 209 X(2) (3 = r) 27 A (@) UL(@) Ma + aft) Uy ()
= X@) O = ) UL(#) 93r Gy (2 + ) €Uy ()
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- 2_agX(x) (yu = 1) UL (2) Az + ap) Uy (z) €, (z)
_ é%amgm(x +aft) (vu +7) U(2) M(z) Ul(2)
+2ag A(z + aft) (v + 1) Up(z) €A (2) AM(2) Uf(2)

T gm +ai) (Y + 1) Un() 0pr Gy () € U (2)
— 209Xz + a2) (7 + 1) Up() M(z) e, () Ul ()

Lo (Mo—l—%) Tr Bzap,gp,(x)x(x)] } (3.58)

Im naiven Kontinuumslimes wird die Betrachtung der Terme mit dem Wilson-
Paramter r, die eine reine Gittereigenschaft darstellen, zunéchst zuriickgestellt.
Thre Einfiihrung war notwendig, um die Fermionendoppler zu beseitigen. Eine
ausfiihrliche Diskussion der r-abhéngigen Terme findet sich bei der Betrachtung
des Superstromes.

Man verbleibt dann mit acht Termen und einem Massenterm, der proportional
zu M ist. Im folgenden wird sich nun zeigen, daf3 die fiir das Kontinuum relevan-

ten Terme nur die vier mit dem Vorfaktor % sind. Eine Diskussion der einzelnen
Terme ergibt mit

Gor(2) = Fpr () + aRyr(z) + O(a?) (3.59)

folgende Ausdriicke:

?
= g { €0pr For () 7 A(2) + a€0pr Fpr () 740, A (2)

+a€a, Ry (z) v, \(z) } +0(a?), (3.60)
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@) 1. Ul(2)0rGpr ( + aft) eUy(z)

I
Q
—

X(x) Y Opr Fpr(z) € +aX(:c) Vu OprOuFpr () €

-~

=€0pr Fpr(T) Yu /\(.’17) =€0,r OuFpr(z)Vu /\(.’17)

+a (@) Yu 0pr [A (), Fpr ()]

+aA(Z) Y 0pr Ryr(z) € } +0(a?), (3.61)

iii.)

= = { €0, For(2) vy M) + a€0,r Fpr () Yy [)\(m), A“(x)]
+ €0, 0, F,r () v, A(2)
+a€0, Ryr(x) v, A(x) } + 0(a?), (3.62)

éX(x + af) Y Up(2) 001 Gpr (z) € Ul ()

= ; (A@) + a8 (@) 7 (1= 04,(2)) 0pr (Fpr(@) + 0 Ry ()

* (1 —I—aAM(m)) + O(a?)

-~

{ @) ¥ Opr Fpr(2) € +a X (2) 7, 07 [Fpr(m)’ Au(m)] €

Q| .

:EJPTFpT(z) T A("I")
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+ a0\ (2)Vu0pr Fpr () €

:EO’erpT(z) Y aﬂ)\(m)

+aX(Z) V05 Rpr(z) € } + 0(a?). (3.63)
Die Summe dieser vier Terme ergibt dann:

% 0 {03 o Fnle) € + 23nF2)7 [ A, A0

— X(@) VuOpr OuFpr (z) € = X(2) Y Opr [A,(2), Fpr(2)] € } . (3.64)
Bildet man nun die Spur iiber die Farbindizes, so erhilt man:
21 : ~a o
2o { 100X @) v o) THTT)

+ (—ig)? EUPTF;'(I) Y A () A () Tr (Tb [TC, T“] )
(i) X (@) Yrpr 0L (2) TH(TT)

—(—=ig)2 X () 74 0 pr AS () F;’T(m) Tr (T“ [Tc, Tb]) € }
= a { O\ () v 0o Fo(z) € + gfeab €0, FL(z) vy A (2) A*()

— X (2) Y,0,r 0uF; () € — gfeba X (x) Yy 0pr AS () F;’T(m) € } (3.65)

Mit dem Faktor 5 aus (3.58) und folgender Umbenennung:
W — T; T — U p— W, (3.66)
148t sich (3.65) schreiben als:
. ) 1 ., - .
=0\ (%) vr 0w F, (7)€ + 5 Gfabe A (2) ”yTAT(x)aH,,Fl’jy(x) €

- . 1w
AN (%) Y7o 0, F,,(z) € + 5 Gfabe A (z) v, A () O'M,,FZZV(.T) e. (3.67)

[\3|,_ll\? -

Dieses ist aber gerade der fermionische Anteil der Kontinuums-Variation.

Es bleibt somit zu zeigen, daf die vier Terme mit dem Vorfaktor 2ag aus (3.58)
keinen Beitrag geben.

Diese geben im naiven Kontinuumslimes jeweils:
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2) 1.7 A@) A()} + O(a), (3.68)

—gTr { A@) 7. Ul(2) Az + aft) Un(z) €, /\(x)}
A(

* (1 - aAM(m)) €y, A(z) } + O(a?)
= —gTr { A(z) v, M) €y, /\(x)} + O(a), (3.69)

iii.)

(2 + aj1) 7, Up(2) €7 M) A(2) Ul (@) |

X(@) + a0, (@) 7 (1 = ad,(z) )y, Mz) M)
(1+ad,(2))} +0(a?)

(2) 17 AM@)A(2) } + O(a), (3.70)

1
)
Q
N
=
—
/\ >~

—gTr { Mo + aft) v, Up(2) A= )wa\( )Uf(z)}

=8 —gTr { (Mz) + aduX(®)) 7 (1 — a4, (2)) M) 7, A(x)
* (1+aA (@)} +0(a?)
= —gTr { X(@) % \(z)e7: (@)} + O(a). (3.71)

Die Summe dieser Terme ergibt:
2gTr { AZ) Ve M) AM(z) — M2) 7, A(Z) €Y, )\(x)}
= 2 Tr {X(@) 7 [or @), A@)] )
= 29N (2) yu &y, A () A() TT{T“ [lb,’T_c]/}
=ifpeaT?

— g fue N (&) 1T 7 N (@) X(2)

=Y 0. (3.72)
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Der Massenterm 2M03Tr[60p79p7(x),)\(x)] geht im naiven Kontinuumslimes
iber in:

2 Mye0,, Tr|Fyr(z),M(z)]. (3.73)

Dieser Term bricht explizit die Supersymmetrie.

3.5.2 Eichfeldwirkung

Die Variation der Gitter-Eichfeldwirkung unter den supersymmetrischen Trans-
formationen ergibt sich zu:

555 = Ly % [—%Tr((SUW(x)—i—éUly(x))]. (3.74)

T 1<p<v<4

Fiir die Variation von Uy, (z) erhilt man:
U (z) = 6Ul(2) Ul‘:(x +ar)U,(z +apy) Uy(z
+ Ul(z) §Ul(x + a2) U, (z + at) U,
+ Ul (z) Ul(z + ap) 6U, (z + afd) U,
+ Ul (z) Ul(z + a2) U, (z + ajt) 6U,(x). (3.75)

Mit (3.35) folgt:
Uuw(x) = 2ag { €7, A(@) Ul(2) Ul(z + ap) U, (z + af) Un(x)
+ UM (2)evu Mz + a0) Ul(z + ad) Uy (z + aft) Uu(z)
— UN(2)Ul(z + ap) U, (z + aft) €7, A(z + aft) Uu(x)
— Ul(@) Uf(z + ad) U, (z + afs) Up(z) EvuM(z) . (3.76)

Analog ergibt sich die Variation von U, () zu:
SUL(x) = SU}(x) Ul +ai) Uu(a + a9) U, a
+ Uf(z) §U}(z + afy) Up(z + ap) U,
+ Ul(2) Ul(z + aft) 6U,(z + ad) U,
+ Ul

= 2ag { Ty \(2) Ul(x) Ul(z + ajt) Uy(z + ap) U, (x)
+ Ul() €y Mz + aft) Ul (z + ap) Uy(2 + a) U, (z)
— Ul‘:(x) Ul(z + ait) Uy(z + ad) ey, Az + ai) U, (z)
— Ul(@) Ul(z + ap)) Up(z + a0) U, (2) ey M) } . (3.77)

Uu(
Uu(
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Mit diesen Ergebnissen erh&lt man fiir die Variation der Eichfeldwirkung:

§Sp = Z > Tr{ - ey \2) Ul(2) Ul(z + ad) U, (z + afi) Un(z)

g a3 T 1<p<v<4
— Ul(z)evu Az + a2) Ul(z + a0) U, (z + aj) Uy(x)
+ Ul (z) Ul(z + a0) Uy (z + afp) €y Mz + aft) Uy(z)
+ UM ) Ul(z + a0) Uy (z + afp) Uy(z) €7, (2)
— €7 A(2) Ul(2) Ul (z + app) Uy(z + a0) U, (2)
— Ul(z) ey Mz + aft) Ul(z + aft) Uy(z + ap) Uy (z)
+ Ul(z) Ul(z + ap) Uu(z + ad) €y, A(z + a0) U, (2)
+ Ul(2) Ul(z + ap) Uu(z + a0) U, (z) €7, A()

Z > Tr{- e \2) U(2) Ul(z + a) Uy(z + ajt) Uy ()

g a3 T 1<p<v<4
— Ul(z)evu Az + a0) Ul(z + a0) U, (z + aj) Uy(x)
+ Ul ) Ul(z + a0) Uy (z + afp) €y Mz + aft) Uy(z)
+ Ul ) Ul(z + a0) Uy (z + afp) Uy(z) €y, A( }
(3.78)

Da die Spur invariant unter zyklischer Vertauschung ist, kann man folgende Um-
formungen vornehmen:

58y = Zl<2<4 Tr {— &% A(z) U (2)
— €V Az + ab) U;L(x—l—aﬁ) U,(z + af) U,(z) Ul (x)
+ € Az + aft) Uy(2) Ul(2) Ul(z + ap) Uy (z + afd)

+ Uy (2) € M) }. (3.79)

Es bietet sich an dieser Stelle an, geschickt Einheitsmatrizen zu verteilen, um
dadurch einzelne U, (z)-Terme zu Plaketten zusammenzufassen:

5SE = Z Z TT{_E/YVA()UV()

9 ag T 1<p<v<4
+ €V A(z) UW(I)



60 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

iy o» Tr {— &y A(z) U (x)

9 as T 1<p<v<4
+ €7 A(2) U (2)
— ey Mz + cw) U,(2) Uy, (z) Ul(z)
+ &% A& + a) Uy(2) U (2) Ul(z) } . (3.80)

n

Entwickelt man U, (z) zu hoheren Potenzen in a, so erhédlt man mit der Baker-
Campbell-Hausdorff-Formel (3.13) folgenden Ausdruck fiir U, (z):

Un(z) = eAn(®) edu(@)raa A, (@) 130004, (x)
" efaA,,(m)7aza“Ay(x)7%asaua“Ay(x) e_“Au($)

oA, () A, (2)+a?0, A, (z)+]a*000. A, ()

= €

¥ exp ( —ad, (@) ad,(x) ~ @°0,A,(x) + 50[4, (@), 4,(x)]

20 [0,4,(0), 4,(0)] — 1504, (2, [4,(0), 4,(2)]
- %ag’ [[A,,(x), 4,()], A, (@)

— %aS(?ﬂaﬂA,,(m) + O(a*) )

A
1, L 3
- 50 [A,L(x)ﬁuAu(x) + 0 [Au(x), [A,,(x),A,L(x)]
B %as {QIAM(.’B), Au(x) o %as [aVAM(:E)’ A“(x)]
— %ai*‘aMaMAy(m) + 2 a?’@,,a,,A“(m)
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1

s i)

= exp {a2 (3,,AH($) — 0,4, (7) - [A”(Jt), AV(m)])

+dd ([a”Ay(x), A,@)] -2 [[A,,(x), A,(2)],A, ()

12
_ %{ay A, (), A ()] - %[&Aﬂ(m),flu(x)]
- %[Ay(x), 0,A, ()] - %[Av(x)’ %A, (7)]

1 1
~ 5 0,0,4A,(z) + 3 0,0,A,(z)

_ %“Ay(x),A“(x)],A“(x)] ) +O(a4)}. (3.81)

Damit ergibt sich der Kontinuumslimes der einzelnen Terme zu:
— € A(z) U (z) =

—ev, A(z) {1 — d®F,,(z) + d® ({8“/1”(3:), A @) +[A,(2),0,4,(2)]

— 3[04, 4,0)] - 3[4, @), 0,4,@)] + 5 [4,(), [4,(0), 4,(2)]
- 2[4, 4,0)], 4,0)

- 100 (0) +3004,00) ) T, (5.8




62 N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

€Yy )\(m) Uwf(x) =

€7, A(z) {1 — d®F,,(z) + d° ([8“/1”(33), A,(@)] +[A,(2),0,A4,(x)]

— 3[04, 4,0)] = 5 [A0), 804, 0)] + 5 [A,(), [4,(2), 4,0)]

- o[, A0, A,0)]

- %@@A,,(x) + % 0,0,A,(z) ) +O(a4)}

= e A\(z) {1 +a’F,,(z) + d® ([8,,Aﬂ(x), A, ()] + [A4,(2),0,4,(z)]

5[0 ), A0)] - 3[4,0),0,4,0)] + 5 [4,0), [4,2), 4,(2)]

(4,00, 4,)], 4,)

12
+ % 0,0,A,(z) — %&é&@(x) ) +O(a4)}- (3.83)

Fiir die Summe dieser beiden Terme gilt dann:
— e @) U (@) + €3 (@) Uy (o) =

£, )\(x){2a2 F(z) + d® (2 0,4,(2), A, ()] +2[A4,(2),0,4,(x)]

~ [04,(2), A,()] - [4,(0),0,4,(2)] — 13[4,(2), [4,(2), 4,(0)]
- 4@ [4.0), 4,
v 8,0,A, (z) — 8,,8,,14#(90)) +O(a4)}. (3.84)

Fiir die anderen Terme hat man folgenden Kontinuumslimes:
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+[A4,),0,4,)] - 5[0.4,0), 4,0)] - 3[4,(2),0,4,(2)

e, [0, 4,0)]] - S][40, 4,6)] 4] )

1 1
— 5 0u0uA, () + 5 8,0,A4,(z) +0(a”) } ¢4y (2)

1 1
= —ev, Az +ad) (1 —aA,(z) + 5(12/112,(3;) - ga?’Ai(aj))

x { 1— a®F,,(z) + d® ([aMA,,(x), A, ()]
+[4,(2),8,4,()] - %[8,,14”(3;), 4,@)] = 2[4,(2), 8,4, ()]

2,0, (40, 4,0)]] - 2[[4,0), 4,6, 4,6)]

e, [0, 4,0)]] - S][40,4,6)] A0 )

+ I:AV(:I;) 81,14”(1')] 5 |:8VA[L(:I;)’ A“(CL')] - 5 [Au(x) 8“14,/(1')]
#3540, [0, 4,0]) - 546, 40] 4,0)] )
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1 1
~5 0,0,A,(z) + 3 0,0,A,(z) } + O(a*)

= €V /\(.77 + aﬂ) { -1 LLZFW(JU) - a3<[8VAH($),AV($)]

+[4,0),0,4,0)] - 5[0,4,(2), 4,()] = 3[4,0), 0,4,(2)

+ % [Au(x), [Au(x),Ay(x)H - % [[A,,(x),Ay(x)],Ay(x)] )

+d*[A,(z), Flu(z)]

1 1
+3 0,0,4, () — 3 8,0,A,(x) } + O(a*), (3.85)

1 1
-5 0,0,A,(z) + 3 9,0,A,(z) ) }

* (1 +aA,(r) + %azAi(x) + %a?’Ai(m)) + O(a*)

= ey A(z+ afr) { 1—a’F,,(z) +a® <[8ﬂAy(m), Au(m)]

+[4,0),0,4,0)] - 3[0.4,(0), 4,(0)] - 3[4,(2),0,4,(2)

24,0, [0, 4,6)]] - 2[[4,0), 4,6)].4,6)]

1 1
-3 0,0,A,(z) + 2 9,0,A,() )

A, (@) + a* 4, (x) P (2) + 30°A%(x) - %a?’Az(az)}

* (1 +aA,(r) + %azAi(x) + %a?’Ai(x)) + O(a*)



3.5 Verhalten der Wirkung unter den SUSY-Transformationen 65

. E'y,,/\(x—i-aﬂ){l—aFw, <8A ), A, ()]
A,

+[A,(2),0,4,(z)] - [a A, (@),
+ﬂm@+un4mﬂ—%ﬂum¢mm%@]
88A()+;88A )

+a*[A,(z), Flu(z)] } +0(a). (3.86)

Addiert man die letzten beiden Terme, so erhilt man:

€, Az + aﬂ){ —2a’F,,(z) + 2a° [Ap(x), F,w(x)]

— 0,0,A,(z) + 8,,81,14”(33)) } + O(a"). (3.87)

Schliefflich findet man die Variation der Eichfeldwirkung durch Summenbildung
iiber alle vier Terme zu:

5Sp — gTr{a%A(x) [4,(2), Fyu(@)] — €% 8, (0) Fﬂy(x)} + O(a)

4 SN2 c
= Tr { €7, A2)T* (—i9)? i frea T Al (z)Fy, ()

- €%, 0,X°(2) (~ig) Flu(@) T*T*} + O(a)

= —2ig frea €7 A* () A (2) F5,(2) + 20F},(2)€v, 3,1*(z) + Ofa)
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= —2ig fanFo, (2)A(2) A () vy, € — 2iF;, () O\ (z) v, e + O(a).
(3.88)

Dieses entspricht aber gerade wieder dem Ausdruck fiir die Kontinuums-Variation
der Eichwirkung. Damit haben die obigen Rechnungen gezeigt, daf die in (3.29),
(3.30) und (3.31) definierten Transformationen die Wirkung im naiven Kontinu-
umslimes invariant lassen.

3.6 Superstrom

Mochte man einen erhaltenden Strom auf dem Gitter definieren, so mufl die-
ser dhnliche Forderungen wie der Superstrom im Kontinuum erfiillen. So sollte
er lokal sein und mit den Gitter-Eichtransformationen kommutieren. Auflerdem
muf} natiirlich der Kontinuumslimes des erhaltenden Stromes das Kontinuums-
Ergebnis wiedergeben. Die einfachste Wahl fiir einen solchen Superstrom auf dem
Gitter ist dann:

itter i
S, (@) 1= = Tr (e M) Gpr (). (3.89)
Bildet man den naiven Kontinuumslimes, so erhilt man:

SGiter (z) = gTr(”y,,apT)\(x)FpT(x)) +0(a)

= L 30 No(2) (~ig) FY, (2) Tr(T°T") +0(a)

g —
:%60,13
1 a a
= 5 MuOpr A (z) Fy(z) + O(a). (3.90)

Das ist der bekannte Kontinuumsstrom (2.47).

Betrachtet man das Verhalten des Gitter-Superstromes unter Eichtransforma-
tionen, so ergibt sich:

S“Gitter (z) By é Tr (7” opr w(z) A(z) w (z)w(z) Gor () w*l(&“))

= (@) ST (0 A0) G (@) w ' (2)
= w(z) Sfitter(x) w (). (3.91)

Somit ist der definierte Superstrom (3.89) eichinvariant.
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Die einfachste Formulierung des Superstromes auf dem Gitter erfiillt alle gefor-
derten Bedingungen. Allerdings sollte S **"(x) die Gittertheorie ,, mdglichst gut*
erhalten. Es sollten also in der Variation der Gitter-Lagrangedichte relativ wenig
Gitterterme aufler der Ableitung des Gitterstromes iibrigbleiben. Vergleicht man
jedoch S, F%e" (1) mit (3.58) und (3.80), so stellt man fest, dafl dieser Superstrom
— zunéchst fiir beliebiges G,,(z) — nicht so gut zu der Variation paft.

Es gibt nun mehrere Moglichkeiten die Gittertheorie zu verbessern. Zum einen
kann man durch eine geschickte Wahl des Gitterstromes eine bessere Erhaltung
desselben erreichen. Zum anderen hat man die Moglichkeit, an den supersym-
metrischen Gittertransformationen Verdnderungen vorzunehmen. Des weiteren
ist der Ausdruck G,, fiir den Feldstérketensor bislang unbestimmt. Vielleicht ist
auch hier eine spezielle Wahl von Vorteil.

3.6.1 Verbesserung des Superstromes

Beginnen mochte ich mit der Verbesserung des Stromes. Dazu erweitert man den
einfachen Strom (3.89) zu:

§Giter (g ﬁ T (% 0peGpe (2) UL (@) A + 0t Un(@)).  (3.92)

Da man die Link-Variablen U,(z) im naiven Kontinuumslimes durch 1 ersetzen
kann, ergibt auch dieser Gitterstrom wieder den richtigen Kontinuumslimes. Im
Gegensatz zu der naiven Wahl des Superstromes passen die bei diesem Strom
auftretenden Terme, von ihrer geometrischen Struktur her, viel besser zu der
Anderung der Wirkung. Hingegen tauchen Ausdriicke die von der Form (3.89)
sind in der Variation der Wirkung gar nicht auf. Dabei ist es noch vollig irre-
levant, wie G,, definiert ist. Es mufl noch nicht einmal mit dem G, aus den
Transformationen iibereinstimmen. An spaterer Stelle stellt sich allerdings her-
aus, dafl gerade diese Wahl besonders giinstig ist.

Untersucht man das Verhalten unter Eichtransformationen, so ergibt sich:

S“Gitter (z) By 3 Tr (,),M 0pr w(7) Gpr(z) W (z) w(2)
1

« Ul (x) w (2 + af) w(z + ajt) Az + aft)

xw (@ + ap) w(z + aft) Uy(z) w ' (z))

-~

1

= w(z) ST (z) w (). (3.93)

Damit ist auch dieser Superstrom invariant unter Eichtransformationen.
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Die Gitter-Riickwérts-Ableitung von S (z) lautet:

AZ S“Gitter (.’L’) —

g 2T { 2047 Gr(2) UL (@) Nz + i) U (2)
~ YO Gpr ( — aft) Ul(z — ajt) A(z) Un(z — afi) }. (3.94)

Im naiven Kontinuumslimes ergibt sich daraus folgender Ausdruck:

AL SFter(g) o3

i1 Tr { Y OprGor () M) — ¥ 0prGpr () M)

t+a { Vi OprGor (%) A () M) + 7 0pr Gpr () OuA ()
— TGy () A(2) A4, () + % T 0uGpr(2) A(0)
)A@) 4, (@) ] +0(a?) }

A(z)
+ Y OprGpr () A

Y gTr (10 0peGpr(2) M) + O(a). (3.95)

Ersetzt man schliefilich G,,(z) durch F,.(z), so erhédlt man wieder die Ableitung
des Kontinuums-Superstromes.

Hiermit erfiillt die Gittertheorie alle geforderten Bedingungen aus dem Kontinu-
um und gibt ihre Ergebnisse im Limes a — 0 korrekt wieder.

Die Variation der gesamten Gitterwirkung ist nach (3.58) und (3.80) gegeben
durch:

sst) = {5 0 3 [ 220Gy (5) = 1) U)o+ i) U )
- gm) (0 = 1) UL(@) 0, Gpr (@ + aft) € U (@)
Lol 4 af) (4 1) Unlie) M) U )

5+ ) O 1) U 009 () U )
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+2a9X(2) (7, — 1) €A (@) UN2) Ao + o) Uy (2)
—2ag X(z) (v, — 1) Ul(x) Az +app) Uy(z) €A (z)
+ 209 Xz + at) (3 + 1) U 2) £, () M) U 2)
— 29 (s + 02) (3 + 1) U(2) A(z) €M (2) UL (2)
+2 (Mo 4 %) Tr[g €0 G ))\(m)] }
FowZ T T [ en@ e

+ €Vu Alz) U,w(x)

— eV ANz +av)U_,, (2 + ap)

+ ey Az +ap) Uy_py(z + aﬂ)]. (3.96)

Mit Hilfe der riickwirtigen Ableitung des nach (3.92) definierten Superstromes
148t sich folgende Gleichung aufstellen:

55() = Y (Ds(m) + 3 (AL st () +X5(:c))>. (3.97)

T I

Dabei entspricht Dg(z) dem Massenterm
2 M, é Tr [€0,rGpr(2)A(x) ]. (3.98)

X ist der symmetriebrechende Term, der durch die Gitterregularisierung her-
vorgerufen wird. Dieser unschéne Ausdruck ist in diesem Fall gegeben durch:

Xg(z) = 2 Tr [ ée(m&pp — 10,2) Gy (2) Ul () Az + a2) Up(2)

B 5 OprGor (@ + aft) (y + 7) Un(2) A(2) U (2)

S ENOmGor (@ —ait) Ul(z — ai) () Uu(z — afi)
)

+2ag X(2) (3 — 1) EM2) U (@) (e + ajt) Uy ()
~ 2agX(2) (7, — 1) UL() Ma + ajs) Uy (@) 0, (@)
+2a9 X(x + i) (7 + 1) U () E3,A () M) U (0)
~2agX(x + ai) (7 + ) Uy (&) M2) M (&) U} (o)

+ 2r é €0,r Gor(z) A(2)
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— €y Az +av)U_y,(z + av)
+ &7 Mz + ap) Up—y(z + aft)|. (3.99)

Was man erreichen mochte, ist, dal Xg moglichst klein wird bzw. dafl die einzel-
nen Terme erst in hheren Potenzen von a einen Beitrag geben. Dazu ist es nicht
sinvoll, die einzelnen Terme sofort bis zu héheren Ordnungen in a zu entwickeln
(ganz abgesehen vom Arbeitsaufwand). Es empfiehlt sich statt dessen eine n&here
Betrachtung der einzelnen Terme. So weifl man zum Beispiel aus der Kontinu-
umstheorie, dafl die Variation der Eichwirkung im wesentlichen die Feldstérke
ergibt. Man kann also zunéchst einmal versuchen, diese in der Gittervariation
wiederzufinden.

Die Variation der Eichwirkung 148t sich nach (3.80) schreiben als:

5Sp(z) = ) Tr{—E'y,,)\(x)(U,W(m)—UZV(x))

g as T 1<p<v<a
+em A@ + 0i) Up(@) (Upn(z) — U, (2) ) Ul(a) } (3.100)
Definiert man nun ein ggy zu

1
2a2

Go,(@) =~ = (Uw(z) - UL, () ), (3.101)

so ergibt sich damit fiir §Sg:

65p(z) = ——Z S Tr{4en @) L)

T 1<p<v<4

~ 4y Ao + o) Un(2) G () Uf(a) }. (3.102)

Das so definierte G)), stimmt nach (3.47) mit dem einfachsten Ausdruck fiir den
Feldstarketensor auf dem Gitter iiberein. Wichtig ist an dieser Stelle, daf8 G,,
immer noch vollig beliebig ist. Die einzige Forderung, die G,, zu erfiillen hat, ist
die, daf} sich bei der Bildung des naiven Kontinuumslimes der Feldstédrketensor
ergeben muf. Somit kann man G, zusammensetzen aus G, und einem variablen
Rest:

Guv(z) = G (2) + aRp (), (3.103)
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wobei R, noch beliebig hohe Ordnungen von a enthalten kann.

Die Terme mit dem Vorfaktor 2ag geben, wie schon in (3.72) gezeigt, keinen
Beitrag zur Kontinuumsphysik. Von der Struktur der Terme her kann man ver-
muten, daf sie auch in der Gittertheorie keine tragende Rolle spielen. Da ich
schon gezeigt habe, daf§ diese Terme im naiven Kontinuumslimes verschwinden,?
betrachte ich nun die Entwicklung dieser Terme in der Ordnung a.

% Tr [ 2ag A(z) (7, — 1) €V A () U;E(x) Az +apy)Uy(z)
—2ag () (v, — 1) Ul(2) Mz + aj2) Un(z) €7,A(
+ 209 X(z + a1) (3 +7) Un(2) €7, A (2) M) UL(2)
— 2ag X(z + af) (v + 1) Uy(2) Mz) €7 A(2) UL

_ gTr { X(2) (7, — 7) v A(z) ()\(m) ta ((9#)\(:6) + [A4,(2),A(@)] ))
- @) =) (M)
+a (6,)\(95) + [4,0),7@)] )) 7 A(2)
+ X(@) (3 + 1) A (@) A@)
+a ((0,X() (3 + 1) En A () A@)
+ (@) (4 7) [ A @) A@), 4,(0)] )

~ X(@) O+ 1) A@) e A @)
—a ((8X(z) (3 + 1) M) e A @)

3@ (1) Mo A, 0] ) + 0 |

= agTr { ~X(@) (3~ 1) [0,A (@), e, A (@)
+ 0 (@) (4 1) [Fru A@), A)]
+ A(@) (1 — 1) E A () [A,(2), A(2)]
— M) (1 — 1) [Au(2), A(@)] 70 A ()

3Siehe (3.72).
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£ 3(@) O+ 1) [ A (@) Mz), A, (0)]

— X(@) (3 + 1) @) e A (@), 4, (0)] } +0(a?). (3.104)

Betrachtet man zun&chst die r-unabh&ngigen Terme mit Hilfe der Spuriden-
tititen,* so ergibt sich fiir die einzelnen Ausdriicke:

)
Tr (X(x) Yu {E”y,‘ /\($),8u/\(33)] )

- 7:fbce Xa(x) 7# EIYH Ab(x) au)‘c(x) TT (TGTC)
— 16

1., <a
= Elfabc)\ () Y Ou°(z) €70 A (), (3.105)

Tr <8”X(x) Y [E% )\(x),)\(x)] )

1, —c _
= izfabc 8u)‘ (CL‘) 7#6711 /\a(x) /\b(m)

1, —c _
- iszac ?ﬂ)\ (z) v, /\a(m)l €7, A ()

-~

:*Xa(m) Tu au/\c('r)

1., <a
= §Zfabc/\ () Y OuA°(z) €70 X (), (3.106)

iii.)
Tr ( X) 3 [0 @) M), A, )] )

- T ( [4,(2),X() 7,,]67”/\(3;))\(93)>

= ifape A5 () Xb(m) Y €y, A(z) X(z) Tr (TeTch)
—_——
:ii.fecd

_ i Fabe Fede A8(2) N'(2) 7, A4 () £, A°(2), (3.107)

4Siehe Anhang C.
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iv.)
— Ty (X(x) Y [M@) €7 A(), 4,,()] )
= —Tr ( [A z

= L e fuea £3(0) R@) 3, X(2) 7, M)

- i fabefcdeAZ(-T) Xb(m) fYM /\d('r) E’yﬂ )\c('r)’

Tr (X(@ %A () [A,(2),A(2)] )

- i fabefcde Xa(:r;) 7HE/7N )‘b(x) Alcl(x) )‘d(m)’

vi.)
= Tr (X&) [4,(0),A@)] €A (@) )

= i fede faeb Xa(:r;) Yu AICL(-’L') )\d(x) €Yy )\b(.’L’)

- i fcdefabe Xa('r) PYMEPYM )\b(m) AZ(I))‘d(x)

Fiir die Summe dieser sechs Terme (X') erhélt man dann:

¥ o= ifabc_a( ) Y OuA() €7, A ()
2fabefcde ( ) ( )PYM)‘d( )efYM /\c(w)

; fcdefabe ( ) 7” E’Ylt )‘b(x) A;ct(x)/\d(x)

= Z.faabc ( )’Yﬂa /\( ) M )

N
3 Jatefoe A3 2) X () 3 o) 30 X°(0)

= < Fovefaee A(2) X'(@) 9 V(@) 3 X (2)
— ————

— N(2)24(z)

(3.108)

(3.109)

(3.110)
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(x)

= i fabe Xa(x) Yu 8//\6(37) EVuA
N (z) €y, X(z). (3.111)

- fabefcde AZ(-T) Xb(m) fYM

Die analogen Rechnungen fiir die r-abhéngigen ag-Terme liefern folgenden Bei-
trag:

i)
Tr (X(x) [0, (@), evu A(@)] )

= ifpea X (z) DN () €Y, A(2) Tr(TOT?)
——
:%aud

_ %z Fase X (2) BN () By A (), (3.112)

7r ((0,3(2) [ A (@), A ()] )

1. —a
=5 i feba OpX () €, A°() Ao (z)
1

= Jifan X (@) 9,2 (2) €, A (a)

_ %z Fave Ne(2) B AE(2) €7, A(2), (3.113)

iii.)

Tr (—X(x)Ew A(z) [A,(2), A(2)] )

= —ifue X (2) €y, A(2) AS(2) A4 (2) Tr(T°T"T°)
:%ifabe

= ifabe fcdexa(x)E’Yp /\b(m) AZ(-T) )\d(-T), (3114)
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iv.)
Tr (X(:U) {E’Yu/\(w))‘(m)’Au(m)] )

= [A,(=),X(@)] E9 M=) M=)

= A() X (@) €9 A*(2) Ao(2) i fode %ifeab

= ] Fove (@) (@) (@) T3 ()
~N(z)X(z)

= ifabefcdexa(-r)gfﬂt /\b(-r) )\d(-r) AZ(x), (3115)

= e (@) A(@) [A,(2), A(@)]

- T i fabefcde E/YN )‘c(x) Xd(x) AZ(:B) )\b(x)

1 ~b

= —7 Fave Jede €vu A°() AG(2) X () A(2), (3.116)

vi.)

Tr (= 3(a) M)A 4,0)] )

= (@) [4,(0),X2)] A)
= i fabefdecE7u )‘d(m) AZ(m)Xb(I) /\C(m)

= - fada e X @) 4@ X E) M), (317

Somit folgt fiir die Summe der sechs r-abhéngigen Terme (32):

Zz = 7;fabcxa(m) aﬂ)‘b(x) E’Yll /\c(m)
- fabefcdeE’Yu /\c(m) AZ(-T) Xb(:c))\d(:c) (3118)
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Damit liefern die Terme mit dem Vorfaktor 2ag insgesamt einen nicht verschwin-
denden Beitrag zu Xg, den ich im folgenden mit P abkiirzen werde. P setzt sich
dabei aus der Summe von 3! und Y2 zusammen:

P(x) = ag ((ifae X (@) (v — 1) uX(2) 7, No()
— Jabe fede A, (T) X(x) (v, + 1) M (z) e, )\c(x)) . (3.119)

Mit den obigen Kalkulationen ((3.102), (3.119)) kann man Xg nun schreiben als:

Xg(z) — 2 é Tr { € (Asbp — ir0p)Ge(2) Ul (2) Az + ) U (2)
120y Gpr (@ + 0ft) (7 + 1) Up(2) A(2) U ()
+ iE/Yu UpTng(CL' - aﬂ) U;t(x - aﬂ) /\(.17) Uu(x - aﬂ)
+ 27i€0, Gpr(z) A(z)
T 4 A(2) 6, (2)
~ 477\ + i) U(o) G (@)U} (a) |
+ P(z) + O(d?). (3.120)

In den anschliefenden Rechnungen wird eine Betrachtung des obigen Xg in der
Ordnung a aufgezeigt. Entwickelt man jedoch zunéchst die beiden r-abhingigen
Terme bis zur Ordnung a, so findet man:

L0 00 Gyr0) U)o + i) Uy

+ 0pr Gy + afi) Un(z) Mx) Ul () }

— _ 2 3 Tr { 2€0,r Gpr () M)

+ 00, (€0pr Gpr(@) A(z) ) +0(a?) } L (3121)

Diese Rechnung zeigt, dafl der Superstrom durch Hinzufiigen des Terms

—rgTr (200 Gpr(2) A(3) ) (3.122)
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verbessert werden kann. Eine md&gliche Wahl fiir einen ,,neuen“ Gitterstrom ist
dann:

Sfitter(m) = gTr((fyﬂ — 1) 0prGpr () U,':(x) Az + afi) Uu(x))- (3.123)

Mit diesem verbesserten Superstrom behélt man fiir X5 folgenden Ausdruck:

Xs(z) = 2 é Tr { 41,60 G (2) UL(2) Mz + aft) U (2)
180y Gpe( + af) (3 + ) Ua(2) M) U 0)
4 (0 — 1) 0 Gpe (& — ) L& — af) A(z) Uyl — ap)
+ 27i€0, Gpr(z) A(2)
+ 4 €y, A(z) ggy(x)
— 4e (@ + ) Upl(e) 65 (2)U}(2) |
+ P(z) + O(a?). (3.124)

Die Entwicklung von Xg bis zur Ordnung a ergibt:

Xs(z) = 2 é Tr { 4€7,0,, (ggr(x) + aRpT(x))
* (1 +ad,(z) + %azAi(x))
* ()\(m) + ad,\(z) + %cﬂ@#@#)\(x))

* (1 —ad, () + %aQAi(x))

1
— €05 (Gpe(2) + 40,5 () + 50°0,0,G,. (1)
+aR,(z) + a2au7zp7(x)) (Yu+ 1)
x (1-ad,(z)+ %aQAi(x)) A(z)

* (1 +aA,(z) + %a2Ai(x))

1
+ € (= 1) 0pr (G (2) — 00,y (2) + 50,0, G, ()

+aR,(z) — a26MRpT(:c))
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* (1 +ad,(z) — a®0,A,(x) + %a%ﬁ(m))

* A(z) (1 —ad,(z) + a9, A, (z) + %azAi(x))
+ 2ri€0,, (927_(.77) + aT\’,pT(x)) A(z)
§ 473, M) G, (@)

—4 €, ()\(m) + ad,\(z) + %cﬂ@#@#)\(m))
* (1 —ad,(z)+ %aQAi(x))
£ 6% (2) (1+ 0A, (z) + %amg(x)) }

+ P(z) + O(a?)

_ ; 2Tr {4 s, ( G° (x) A(z)
+ a(ggT(x) A (@) + G2 (2) [A4,(2), A ()] + Ry () A@))
+ a0 (2) [4,(2),0,0()] + 2 G(@) A2(x) A(a)
b2 G%(@) M) A2(x) — G (2) A,(a) A(x) A, )

+ 160 00,000 + R(0) 0,2

— R, () [)\(x), Au(x)D )

— iEo, ( G0 (z) (v, + T)A(2)
+ (8,65, () O+ 1) A(@) + 6% (2) () [Ma), A, (2]
+ Ryr(@) (3 + 1) A(2)
+ (0,8 (@) O + 1) [A(@), 4,(2)]
+500() (e -+ 1) A(2) A2(2)

+ 50 (@) () AZ(2) Ma)
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1
+ 5 0u0uGpr () (v + 1) Az)

= Gpr(@) (v +7) Ay(2) A(2) A, (2)
+ 0uRpr(2) (v + 1) Al2)

R (1) @), 4,00)] ) |

(=)o ( G2, () A(v)
+a = 0,65, (5) A) - 6%(2) [\x), A, ()]
+ Ryr(2) A&
b ( + 0,02 (2) [\(), 4,(x)] + %ggr(m) A(z) 42 (z)
b 500 (@) A2 A(w) — Gy () A4,(x) Ax) A, (2)
+G%(2) [A(2), 0,4, (2)] + 5 0,0,60 (x) Al)
- ORy2) Ma) ~ Ror) ) 4,0 ) )

+ 2ir€0,, Gy (2) A(z) + 2airEo, R,yr(z) A(z)

+ 4ev, A(z)G),(x)

QA RCLIAE
+a(2A (@) Ghy () + A(x) [0 ), 4,2)])
+a?(82() [00,),A4,()] + 2 M) G () A2
+ %)\(m) A2(z) G, (2) + %%w(x) Gow ()

— A(z) A,(z) 6% (z) A, (x) ) ) }
+ P(z) + O(a?). o

Fiir den Vergleich der r-unabhéngigen Terme miteinander benutze ich wieder
Gleichung (2.40). Damit wird eine Beziehung zwischen v, 0,, und ~, hergestellt.
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Speziell fiir die Terme, die nicht von r abh&ngen, folgt dann:

Xs(@) = ST {= 2 aunatas ( 8,95(2) M@) + G50 (2) [M(), 4,()] )

— 4€v,0, gﬂ,,(x
_2€7ug ( )/\(.T A
+4e*y,,g ( )Au

~—
>
—~
8

— 2?7,,9 u
_ 26%5,m8 8 g, (SU)/\(JU)

+ Eupro Vo5 Gor () [A(2), 044, ()]
+ A€y, 0pu Rpr () Ou\ (z )}

= 22 1m0 1075 ( OuRor (@) A(@) + Ror(2) [M(2), 4,(2)] )

~ /

0

+ P(z) + O(r) + O(a?). (3.126)

Erneute Anwendung der Gleichung (2.40) ergibt schliefilich:

Xs(z) = gy { 4€ (”yTép,, +35 rapT) 0.Gp, () [/\(x),A”(x)]

g
+ i€ (0= 1) 0r e (@) [A(2), B (o)
+4€ <7T5,,” + - rapT> QST
x (A, @) Az) A,(x) — S A(z)A ()—%Ai(x)/\(x))
— 2¢ (775,,,, + §TJPT> 8“8,,927(33))\(99)
+ 4ev, 6, Ryr(2) 9uM () }
+ P(z) + O(a?). (3.127)

Betrachtet man den Ausdruck

1 2 1 2
Tr (= 5 Gor(@) A(w) A2(2) = 5 Gyrl0) AZ(2) A(2) )

5Der Ausdruck verschwindet aufgrund der Bianchi-Identitt.
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unter zur Hilfenahme der Spuridentitidten, so erhdlt man:

i)
Tr (— % G, (z) Mx) Ag(x)>
= - % g, (z) A(z) AS(z) Ad(z) Tr (T°T*T°T*)
- —lg;:(x) N (z) A5 () Al (2)
( fabefcde 12 ab50d> (3128)
ii.)

Tr (— % Gpr (z) A2(2) A@))

= Tr(~ 5 ) A2 Gpr(2))

= — % AZ(CL‘) A;(.’L’) )\b(x) gg,.(-’l?) ( ;fdcefbae 12 ab50d>
1 a b c d 1 1
= — 5 gpr(l') A (l’) AM('T) AM('T) ( 8fabefcde 2 ab(scd>
- T (— % G, (z) \(z) Az(x)) . (3.129)

Damit ergibt sich der Restterm Xg zu:

Xs(w) = OTr { 4 <%5pu + Emp,) 8,92, () M), 4, (x)]
+ 1€ (Y = 1) 0pr G5 (2) [A(2), 0A,, ()]
+ 4 (775,,“ + %ram> G.(z)
x (A, (2) Mz) A,(z) — Mz)A2(z) )
_9e (7,5% o ap,> 8,0,0° (2)A\(x)
+ 4€7;: 0, Ryr () OuA () }

+ P(z) + O(d®). (3.130)
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Somit verbleibt man auf dem Gitter in der Ordnung a mit einem nicht verschwin-
dendem Restterm Xg. DaBl Xg nicht nur Terme enthélt, die proportional zu r
sind, liegt daran, dafl die Supersymmetrie zweifach gebrochen wird. Zum einen
geschieht dieses durch den Wilson-Term und zum anderen durch die explizite
Brechung der Lorentzsymmetrie aufgrund der endlichen Gitterkonstante.

Die r-abhédngigen Terme sind jeweils nur halb so grof8 wie die anderen auftre-
tenden Terme. Dies kommt daher, dal man die Ausdriicke, die v,0, und 0,7,
enthalten, zunéchst iiber die Beziehung (2.40) miteinander verkniipfen muf}. Da-
durch erhélt man jeweils einen Faktor 2+,. Die Terme hingegen, die proportional
zu r sind, konnen sofort miteinander kombiniert werden.

3.6.2 Verbesserung der Transformationen

Eine andere Moglichkeit, die Gittertheorie zu verbessern, ist eine Symmetriesie-
rung derselbigen. Man vermutet, dal man mit Hilfe symmetrisierter Transfor-
mationen und einem symmetrischen Ausdruck fiir G,,, wie zum Beispiel dem
Clover-Term, den Gitterstrom besser erhalten kann.

Die ,,neuen® Transformationen miissen natiirlich immer noch eichinvariant sein
und im Limes a — 0 die richtige Kontinuumsphysik représentieren.

Mit den folgenden Transformationen

6U,(x) = % { —2agU,(z) €y, A(z)
—2ag€vy, Az + aip) Uy(x) }, (3.131)
0A(z) = — ga,wgw(x) €, (3.132)
SN (z) = ganjgw(x), (3.133)

ergibt sich fiir die Variation der Gitterwirkung:

st = X { o, 0 5 [ €06y 5) = 1) U)o+ ) )
- éi(x) (Y = 1) UL() 0prGpr (@ + ajt) € U (2)
L oGl + o) -+ ) V) M) )

+ 3o+ ai) (3 + 1) U(@) 9rpe(0) €U} o)



3.6 Superstrom 83

1
—qT
+2gr

(x)e”m (ﬂchau)A x+au) u(7)

L+ =M

> o> > > >l > > ——

(
)€
Ale +aﬂ) u(7)
A

4+ +

DS Tr { - &7, A(z) Uy ()

T 1<p<v<4
+ €% A (@) U (2)
— (E'y,, Mz +av) + ey, Mz + aﬁ)) U_yu(z + av)

ga3

+ (E'y,, Mz + av + aji)
— €Az +av + aﬂ)) U_—v(x+ab +aft)
+ (E’yﬂ Mz +ap) + €y Az + aﬂ)) Uy_u(z + aﬂ)}. (3.134)

Bei der Untersuchung von Xg in der Ordnung a betrachte ich zundchst wieder
die Terme, die linear in g sind.

() (v — 1) €7 A(2) Uj(2) Mz + aft) Uy(2)

DO | =

K

N~

=

=[]
|+~
>

> > > > > > >

)6%()
Az + ajt) Uy(z)
(z) Ul(z)

z) (v, — ) U;E(x) Mz +ap)Uy,(z
z) (yu — 1) Ul (@) Mz + au) €V

4+ +
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S9Tr S {R(@) (= 1) [ A (@), V@) A(w + 0) U(0)]

X + aft) (3 + 1) Uple) [, (2), M@)] U} 2)

Xa + at) (v + ) [ (@ + 02), Uy (2) A(z) U} (2]
X (@) — 1) Uj(@) [ + a), M + a)] Up(a) |

o+ +
D > >l

> >

LA (@) (v +7) {E’Yu)‘(

o+

> > > > > >
anl
S
>~
/\

+ + + o+

—+
Q
/N
SVl
=2
—
\a¥
<
=
—+
~
[}
S
>
8
~
>~
—~
_|_
[N]
>
\_/
S
anl
2
=2
>4
/\
/\
8

Ma)
+2X(z) (3 = 7) [ 1A (@), BuA (@) — 27 (@) A, (@ )[6% (2),A(2)]
+2rX(2) 7, A(@), A(2)] A, (@) — 27 X(2) 7\ (@), A, (2) A(@)]
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+27X(z) [E’yu A(z), A(z) A“(m)] >} + 0(a?)

= 0%+ 50 3 { e duX'(@) O + )TN X
+ Zfabc_ () Tu € Yu0u A" () A(w)
+ifare X (@) (3 = 1) E9N(2) X (2)
b5 o feae X' () ALz ()N (2)
37 Foenfeea X (2) € X (2)N(2) AL (0)
+27X(z) €7, A(z) [A(2), A, ()]
+2r X (x) [A,(2), A(2)] £, A (@) } +0(a?)

9 3 { 2ifuse B,X°(@) (1) X(@)e (o)

"
i e X' (2) 7 X (2) £7,0, N (2)
+r fabefcde Xa(:r;) AZ(-’L') E’Y”)\c x))\d(x)

(
- % r fabefcde X”‘(:L_) E’Ylt )‘b(m) )\c(x) Aﬁ(.’lﬁ')

- %rfaebfdcexa('r) Ai(m) /\c(m)EfYM )‘b('r) } —|—O(CL2). (3135)

a
2

Nach (3.119) definiert man erneut einen Ausdruck P. Fiir die symmetrisierten
Transformationen lautet dieser dann:

P@) = ag { ifue X (@) (3 + 1) X(2ern N (@)
b g i K@) 1) E,0,0(0)

+ %  Fane foae X2(2) AL (2) € 9,2 (2) N (2)
1

— 57 Fusefeae X' () €7 N (@) () Al() | (3.136)

Somit verbleibt man auch in diesem Fall in der Ordnung a mit einem nicht ver-
schwindendem Term, der proportional zu g ist. Stellt man fiir den Strom (3.123)
wieder Gleichung (3.97) auf, so bleiben fiir den ,Rest* X g diesmal folgende Terme

Dieser Ausdruck verschwindet aufgrund der Rechnungen in Anhang F.
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iibrig:
11
Xs(z) = g Tr | 4€7:0pu Gor (z) Ul (z) Mz + aft) Uy(z)
10y Gyl + ) (7 + 1) Up() A () Ul )

(0~ 1) 0 G (& — 0 Ul(@ — at) M) Uz — ai)

+ 2ri€o, Gr() A(2)

_|_

+ (gﬁm Az +afr) + €y, Az + aﬂ)) Uu—u(x + aft)
+ P(z) + O(a?). (3.137)

Ein Vergleich der Terme mit (3.55) zeigt, daf3 sich eine Verwendung des Clover-
Terms an dieser Stelle nicht anbietet. Definiert man statt dessen nach (3.101)

wieder einen Ausdruck gg,,, so 148t sich Xg schreiben als:

11
Xs(z) = g Tr | 4€7:0p Gpr (x) Ul (2) A(z + af) Uu()
10 Gpe( + a) (3 + 1) U(2) A(2) U ()

4 (0 — 1) 0 Gpe (& — a) L& — af) A(z) Uyl — ap)
+ 2ri€o, G,r(z) A(2)

+$ % Tr [ e A (@) (Uwle) - UL, ()
+ €7, A(z + ap) (UM_,,(m +av) —Ul_ (¢ + az?))
— ey, Mz + ap) (U_,w(x +ap) - U, (z + aﬂ))
+ €y, Az + av + afi) (U,H,l,(x + aji + av)

_ut

—p—v

(z +ap+ az)))
+ P(z) + O(a?
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11
Y Tr | 4€7:0p Gpr (x) Ul (2) A(z + af) Upu()
10y Gy + ) (7 + 1) Upl() A () Ul )
+ € (= 1) 0 Gy (2 — ap) Uz — af) A(z) U (& — o)
+ 2ri€o, G,r(2) A(2)

+ 2y, A
— 2€v, A
+ 2€v, A

z) G ()
z+av)G,_,(z+ ab)
v+ ai) 0,z + ail)

~—~~ N N~

z+aj+ar) G, (v + afi+ ab)
+ P(z) + O(a?). (3.138)

— 2€v, A

Wie eine kurze Rechnung zeigt, ergibt auch dieses Xg im naiven Kontinuumslimes
keinen Beitrag. Diskutiert man jedoch die Ordnung a, so stellt sich im Vergleich
mit (3.130) keine Verbesserung ein.

3.6.3 Weitere Verbesserungsvorschlige

Am Ende dieses Kapitels m6chte ich noch einige Vorschldge zur Eliminierung von
X in der Ordnung a machen.

Eine Moglichkeit, die Gittertheorie zu verbessern, wire eine gelungenere Abstim-
mung der Terme, die aus der Variation der Eichwirkung (Sg) hervorgehen und
derjenigen, die sich aus der Anderung des fermionischen Teils der Wirkung (SF)
ergeben. Bisher sieht es so aus, als wiirde der in (3.123) definierte Superstrom
nur auf den fermionischen Anteil der Wirkung Bezug nehmen. Symmetrisiert man
die SUSY-Transformationen erneut, indem man die Variation von U, (z) zu einem
Ausdruck erweitert, der eine dhnlich geometrische Struktur hat wie die Terme,
die in der Anderung von Sy auftreten, so wire dies ein Versuch, letztere mit den
Termen aus der Variation von Sg zu kombinieren. Einen solchen Versuch stellen
folgende Transformationsregeln dar:

U, (z) = % <—2agUM(:c) Ul(z) ey, Mz + af) Uy ()
—2agUl(z + aft) ey, Mz + afp + a?) Uy (z + ajd) UM($)>
= —ag (Uﬂ(m) Ul(z) ey, Mz + af) Uy ()

Ul(z + afi) €y, Mz + ajs + a7) Uy (z + afi) Up(x)>, (3.139)
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SA(z) = —éa,wg,w(x)e, (3.140)

— t

IA(z) = EEUWQ,W(:I:). (3.141)

Mit diesen Transformationen erhélt man nun in der Variation der Eichwirkung
Terme, die die gleiche geometrische Struktur haben wie jene, die aus der Ande-
rung der fermionischen Wirkung Sp folgen. Man verbleibt damit insgesamt in
der Variation der Wirkung mit Termen, die alle eine dhnliche Geometrie besit-
zen. Inwieweit dies eine Verbesserung in der Ordnung a darstellt wird sich erst
durch eingehendere Rechnungen zeigen, die im Anschlufl an diese Arbeit geplant
sind.

Wie auch schon in Kapitel 1 gezeigt wurde, haben M. GOLTERMANN und D. PET-
CHER noch eine weitere Moglichkeit zur Verbesserung der Gittertheorie aufge-
zeigt [9]. Danach addiert man in den Transformationsregeln einen beliebigen Aus-
druck A,, der allein durch das Verschwinden der Anderung der Wirkung definiert
ist. Betrachtet man speziell die Ordnung a, so bieten sich folgende Transforma-
tionen an:

Uu(z) = —2'agU#(x)Efyﬂ)\(m) + a®A,(z), (3.142)
S\(z) = —éaﬂygw(x)e, (3.143)
SN (z) = gEJWQW(x). (3.144)

Bei der Berechnung der Variation der Wirkung beziiglich dieser Transformatio-
nen, erhilt man fiir Xg, in der Ordnung a, einerseits den schon bekannten Aus-
druck (3.130), andererseits treten aber noch Terme auf, die 4, enthalten. Das
Ziel besteht nun darin, 4, so zu definieren, daf8 Xg keinen Beitrag mehr liefert.
Ob dieses mit den oben angegebenen Transformationen tatséchlich gelingt, wird
sich erst in ausfiihrlichen Rechnungen zeigen.

3.7 Gitter-Ward-Identitiat

Wie schon in der Kontinuumsphysik gezeigt wurde, ist die einzige niedrige, nicht-
triviale Ward-Identitat diejenige, die sich durch Nullsetzen der Quellen in der
Variation des Pfadintegrals ergibt.
Auf dem Gitter erhédlt man dann:

(59 (z)) = 0. (3.145)
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= (0,55 (z)) = —(Ds(x)) — (Xs(x)). (3.146)

Somit ist 8, S " (z) nicht, wie im Kontinuum, im Operatorsinn erhalten! Durch
den Massenterm findet eine explizite Verletzung der Identitdt statt, die auch
nicht durch den Ubergang zur Kontinuumsphysik beseitigt werden kann. Hinge-
gen entfillt der Term Xg aus der Gitterregularisierung im Limes a — 0.



Zusammenfassung

Abschlieflend 148t sich als Ergebnis der vorliegenden Arbeit feststellen, dafl die be-
rechneten Gitter-Ward-Identitdten im Kontinuumslimes die supersymmetrischen
Ward-Identitaten fiir Greensche Funktionen liefern, die man erwartet hat.

Setzt man speziell in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie die Masse des Gluinos
Null (m = 0), so gewéhrleistet dies sowohl die Erhaltung der Supersymmetrie als
auch der chiralen Symmetrie.

Im ersten Kapitel wurde schon angedeutet, wie die Gittertheorie mit der Konti-
nuumsphysik harmonisiert. Es haben sich allerdings auch schon einige Probleme
herauskristallisiert, die mit der Einfiihrung des Gitters entstehen. Dabei reich-
te zur Demonstration das relativ einfache Wess-Zumino-Modell vollstindig aus.
Anhand dieses Modells wurden auch schon einige Begriffe aus der Supersymme-
trie erlautert und wichtige Rechnungen durchgefiihrt, auf die im zweiten Kapitel
aufgebaut werden konnte.

Dieses zeigt, daf die Yang-Mills Theorie mit einem Majorana-Spinor in der adjun-
gierten Darstellung invariant unter SUSY-Transformationen ist. Bei der Berech-
nung der Ward-Identitéten fiir den dadurch erhaltenden Strom bestéatigt sich, dafl
die niedrigen Ward-Identitdten der V = 1 Super-Yang-Mills-Theorie ohne einen
Eichfixierungs-Term, trivial sind. Nicht-triviale Ward-Identitédten erh&lt man erst
durch die Bildung hoherer Ableitungen.

Das dritte Kapitel stellt eine Form der Realisierung der N =1 Super-Yang-Mills-
Theorie auf dem Gitter vor. Der permanente Kontakt zur Kontinuumsphysik
bestétigt die Ergebnisse der Gittertheorie und zeigt, dafl man auch auf dem Git-
ter einen Superstrom definieren kann. Dieser ist jedoch im Gegensatz zum Kon-
tinuum nicht erhalten. Die Gitterregularisierung bricht die Supersymmetrie aus
zwei Griinden:

e Erstens impliziert die Brechung der Lorentzsymmetrie, dal die supersym-
metrische Algebra, bei endlicher Gitterkonstante, nicht erfiillt sein kann.

e Zweitens induziert der Wilson-Term eine endliche Masse fiir das Gluino,
das dadurch das Supermultiplett spaltet.
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Entscheidend ist jedoch, dafl die symmetriebrechenden Effekte, die die Bildung
des Kontinuumslimes ,iiberleben”, durch eine Renormierung eliminiert werden
konnen. Dabei setzt man stillschweigend voraus, dafl es keine SUSY-Anomalien
gibt! In dem hier besprochenen Fall 1duft die Renormierung auf eine passende
Einstellung der nackten Gluino-Masse hinaus. Die Begriindung fiir diese Vorge-
hensweise folgt aus recht einfachen Prinzipien [5].

Durch eine nicht-pertubative Einstellung der nackten Gluino-Masse kann ein su-
persymmetrischer Limes erhalten werden, der mit dem Limes verschwindender
Gluino-Masse iibereinstimmt [3].

Bei den Uberlegungen zur Verbesserung der Wirkung in der Ordnung a stell-
te sich heraus, dafl die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zwar im naiven
Kontinuumslimes das richtige Ergebnis liefern, in der Ordnung a jedoch mit einen
nichtverschwindendem Restterm Xg verbleiben. Um diese Terme zu eliminieren
sind weitergehende Verfahren notwendig, wie sie zum Beispiel von M. GOLTER-
MANN und D. PETCHER fiir das Wess-Zumino-Modell in Kapitel 1 vorgestellt
wurden [9].

Da die Gitter-Regularisierung &dquivalent zu anderen Kontinuums-Regularisie-
rungsmethoden ist, wird man bei den gitterfremden Regularisierungen auf dhn-
liche Artefakte stoflen wie jene, die hier aufgetreten sind.

Trotz der vielen Vorteile der Supersymmetrie, die ich auch schon in der Einleitung
angesprochen habe, gibt diese zur Zeit noch keine Antwort auf das Massenspek-
trum der Quarks und Leptonen. Sie erkldrt auch nicht, warum es genau drei
Generationen von Teilchen gibt. Ein weitere Nachteil ist, dafl die gegenwértigen
SUSY-Modelle eine grofle Anzahl an freien Parametern haben.

Zur Zeit sieht es leider immer noch so aus, dafl eindeutige experimentelle Beweise
fiir die Supersymmetrie, zum Beispiel in Form von supersymmetrischen Teilchen,
nicht vorhanden sind. Es bleibt den Theoretikern wohl nichts anderes iibrig, als
auf den Bau neuer, grolerer Beschleuniger zu hoffen, die eindeutige Aussagen iiber
supersymmetrische Reaktionen machen kénnen. Eine solche Moglichkeit kénnte
sich an dem groflen Proton-Proton-Speicherring (LHC) am CERN ergeben, der
eine Strahlungsenergie von 7 TeV haben wird. Damit wire man in der Lage, das
gesamte supersymmetrische Spektrum abzudecken. Die Fertigstellung des Spei-
cherringes ist jedoch erst bis Mitte des Jahres 2005 geplant [14].

»Wenn die Theorie auf die Erfahrung warten sollte, so kiime sie nie
zustande.*

NovaLis (1772-1801)



Anhang A

Dirac-Matrizen

Bei den Dirac-Matrizen wird im folgenden zwischen der Darstellung im Minkowski-
Raum und im euklidischen Raum unterschieden.

A.1 Eigenschaften der Dirac-Matrizen im Min-
kowski-Raum

Eine mogliche Darstellung der y-Matrizen ist die Dirac- (Standard-) Darstellung:
1 0 ; 0 o 0 1
0 __ i _ 5

Die wichtigsten Eigenschaften der Dirac-Matrizen sind [2]:

NV + %V = 29, (A.2)
(W)t = - (A.3)
(v)?* = 1, (A.4)
(w)?* = -1, (A.5)
(" = . (A-6)

Den Kommutator der y-Matrizen bezeichnet man mit o,,:

0

5 [ W] - (A.7)

O =
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Damit gilt:
YrOuv = OpvYr- (AS)

Man definiert die ®-Matrix als:

Y= iyl (A.9)
i « v
= _ZeaﬁuV7 757M7 . (AlO)
Diese hat folgende Eigenschaften:

2
() = 1 (A.12)
(75)T = 7, (A.13)
{7} = o, (A.14)
Ow5 — 7V50uv, (A15)
YafT = i (g"yT — g* ) + TV y,5. (A.16)

A.2 Zusammenhang zwischen Dirac-Matrizen im
euklidischen Raum und im Minkowski-Raum

Der Zusammenhang zwischen Dirac-Matrizen im euklidischen Raum und im Min-
kowski-Raum lautet [16]:

715’321,13k11d. = _ ,Y}\’/g}gnkowskl , (A.17)
’YPUkhd' — ,Yi\/lmkowskl
— ,Y(l]\/Imkowskl _ (A.18)
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Im Euklidischen nehmen die Dirac-Matrizen in der Weyl-Darstellung folgende
Gestalt an:

[0 —io; (o0 1 s (1 0

Fiir die y-Matrizen gilt dann:

VYo = Ol —iou, (A.20)
Vot = 260, (A.21)
Weiter definiert man:
O = %[vu,vu]:iypyy—i5pyn, (A.22)
Y5 o= mrrn=r =7 (A.23)
- Z',YO(M),),I(M),YNM),),?)(M)_

Mit diesen Definitionen gilt nun:

% o= 7, (A.24)
W=, (A.25)
(1)* = 1, (A.26)
{Vust = 0, (A.27)
YrOu = 207 0ur — @ €rpvo Vo V5, (A.28)
OwYr = —20% Opur — % €rpvo Vo5, (A.29)

(- UW) Fo = (UW Yr+4im 5#7) Fuy. (A.30)
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Beziiglich der Ladungskonjugationsmatrix gilt:

Cv.C™' = —f, (A.31)
CIC = (A.32)
ConC' = -0, (A.33)
CysC™! = Af. (A.34)

In der Weyl-Darstellung erhilt man fiir die Ladungskonjugationsmatrix:

0 10 0
~100 0

C=1"% 00 — (A.35)
0 01 0



Anhang B

Grassmann-Variablen

B.1 Definition
Seien 8; ein Satz von Variablen. Sind diese definiert durch:

0;0; + 6,0, = 0, (B.1)
so nennt man sie Grassmann-Variablen. Aus der obigen Definiton folgt sofort:

0.0, = —0;0;, (B.2)
=07 = 0.

Grassmann-Variablen sind somit nilpotent.
Fiir die Taylerreihe einer Funktion, die nur von einer Grassmann-Variablen abhéngt,
gilt folglich:

f(@) = a+bo. (B.4)
Alle anderen Terme hoherer Ordnung geben keinen Beitrag.
Bei dem Umgang mit Grassmann-Variablen mufli man darauf achten, dafl diese
Variablen bei Vertauschung antikommutieren. Deshalb ist bei jeder mathema-

tischen Operation, bei der eine Variable an der anderen vorbeigezogen wird, ein
Minuszeichen zu ,,spendieren‘.

B.2 Ableitungen von Grassmann-Variablen

Bei der Ableitung von Grassman-Variablen muf} die Richtung, in welche die Ab-
leitung wirkt, wegen der Anti-Kommutativitit spezifiziert werden. Man unter-



B.2 Ableitungen von Grassmann-Variablen

97

scheidet zwischen rechten und linken Ableitungen.

9 o (98 (99
26, (0i0F) = 61(8&-) (892_)@

= Ot — 00k,

Rechte Ableitung:

Linke Ableitung:

G (09, 06,
O (89i>9k—9, @)

= 51]919 — 5114,9]

(B.7)

(B.8)

In der vorliegenden Arbeit wurde stets die linke Form der Ableitung verwendet.

Sowohl bei der linken, als auch der rechten Ableitung tritt ein Minuszeichen auf.
Man sagt auch, die Ableitungen von Grassmann-Variablen geniigen der Anti-
Leibniz-Regel. Hingegen gehorcht die Variation, wie auch das Differential, der

Leibniz-Regel:

5(0:6;) = (66:)8; +6:(56;),

d(0:60;) = (db;)0; + 0:(db;).

(B.9)

(B.10)



Anhang C
Die Gruppe SU(2)

Diese Gruppe wird aus komplexen 2 x 2 Matrizen gebildet, die folgende Eigen-
schaften haben:

Uty = 1, (C.1)
detU = 1. (C.2)

Diese bilden die spezielle unitire Gruppe SU(2) in zwei Dimensionen. Als Gene-
ratoren wiahlt man die drei Paulimatrizen:

e (00) e (0F) ee(10) e

Die Paulimatrizen sind hermitesch, spurfrei und besitzen folgende Eigenschaf-
ten:

{o%, 07} = 26Y1, (C.4)
[O'i, aj] = 2iek gk (C.5)
ool = 691 4 ik ", (C.6)

Fiir die Spur zweier Paulimatrizen folgt daraus:

Tr (aiaj) =69 Trl + i  Tro* = 269, (C.7)
Mit den Generatoren 7% = %aa gilt somit:

Tr (T°T*) = %5,1,,. (C.8)
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Speziell fiir die Gruppe SU(2) gelten aulerdem folgende Spuridentitidten [19]:

1 1
Tr (TaTchTd) - - gfabefcde + E 5ab5cda (Cg)

Tr (T°T*T) = i i fape- (C.10)



Anhang D
Majorana-Spinor

e Minkowski-Raum

Im Minkowski-Raum erfiillt ein Majorana-Spinor die Beziehung
=9ty =yTC. (D.1)

Dabei ist C' der Ladungskonjugationsoperator und 7' beschreibt die Trans-
position der Farbindizes.

Wegen (D.1) ist ein Majorana-Spinor ein Spinor, der bei Ladungskonju-
gation in sich selbst iibergeht. D.h., es gilt die Majorana-Bedingung:

Wo=vy, YC=Cy . (D.2)

Ein Majorana-Teilchen ist also ein Teichen, das seinem Antiteilchen ent-
spricht.

Im Gegensatz zum Dirac-Spinor, der vier komplexe Parameter enthélt, be-
sitzt ein Majorana-Spinor nur zwei komplexe Parameter.

e FEuklidischer Raum

Im Euklidischen verletzen alle Operationen, die komplexe Konjugation ent-
halten, die Invarianz der Lagrangedichte. Es gibt somit keine Hermitizitat,
keine Zeitumkehr und keine Ladungskonjugation.

Um die Anzahl der Freiheitsgrade zu halbieren,! fordert man formal eine
Beziehung zwischen 1 und 1. Diese hat, im Gegensatz zum Minkowski-
Raum, keine physikalische Bedeutung.

Die bevorzugte Wahl ist:

b =yTC. (D.3)

!Das ist wichtig, da die Anzahl der bosonischen und fermionischen Freiheitsgrade iiberein-
stimmen miissen!
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C ist dabei durch folgende Beziehungen definiert:

ot = —C, (D.4)
ct = ¢, (D.5)
7C = —Cy, p=12. (D.6)
Fiir die y-Matrizen gilt
VY + Vo Vu = 204,. (D.7)

Mit diesen Definitionen ergeben sich einige Rechenregeln fiir Majorana-Spinoren,
die in der vorliegenden Arbeit hidufig verwendet wurden:

i)

Beweis:

Beweis:

iii.)

E’Yu’)’udj = E’YI/’Y/_LG (DlO)
Beweis:

T

E%ﬁﬂﬁ = (ETC'Yu/YV'Qb)
= —¢"y 7. CTe
= T, Ce
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= —¢Ty, Cye

= wTC Yy C’qu/,L €
=1

= J YoV €

€0, = —to,e (D.11)
Beweis:

' T
i
Eapr¢ = <€TC§ (’Yp’)IT - 777p) 1/}>
1
= U7 (=97 +17;) Ce
?
- 9 YT C (=YY +757%) €

- _E Opr €,

EVuOpr ) = POpype (D.12)
Beweis:

E’Yuaprl/) - (ETC/Y;LO-pT/@/))T

= Yoy, Ce
= —¢7 O'Z;- Cyue
— T C o

= YopVuc



Anhang E

Leibniz-Regel

Vif = o (fotai) — f(z - ai)

Vif-9) = o (f(e+ap)g(z+ ap)

~ f(z — ajt) - g(z — ajt))

1
2a

FVIg+ (Vg = o (F@) gl +ai) — F(@) glx — ai)

+ f(z + af) g(z) — f(z — ajt) g(x))

# VIi(f-9)



Anhang F

Fierz-Identitit

Um zu zeigen, dafl der Ausdruck fabcxa'yﬂ)\b?y“)\c keinen Beitrag gibt, bedient

man sich einer Fierz-Transformation.
Zunichst aber wahlt man einen Satz von Matrizen:

TR 2% B1p2. i
) I aro Lo LN 4 ,
und definiert dann ein T,, als:
T — Xa B ...pn)\b— A€
n — fabc g EYuA -

Wendet man hierauf eine Fierz-Transformation an, so erhédlt man:

d
T,=— Z TnFon.
n=0
Dabei ist F,,, die Fierz-Matrix:

d
an _ (_1)mn+1 27% f 2_7:7/ anfl(]_ 4 Z)dfm (1 o Z)m

Somit gilt es, folgendes zu beweisen:

d
Tl = fabcxa’yit )\bg,yﬂ A= — ZTmle ; 0.

n=0

Nach obiger Gleichung kann man 7} schreiben als:

Tl = _(TOFOI + T1F11 + T2F21 + T3F31 + T4F41)'

Die einzelnen Terme ergeben jeweils:

(F.1)

(F.2)

(F.3)

(F.5)
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iii.)

iv.)

v.)

To = fae A APEXC
= Fare N ATEN
= —fae A AVEN
- T,
=T = 0 (F.7)

T3 = fabc Xa c (fYMPYV’)IT - fYTfYVfY/.t) /\bE c (PYMfYI/fYT - P)IT’)/V’YM) )\c
b a — c
= —fae A C (’77'71/7% - '7;171/77') A"€c (7#71/77' - 77"71/7;1) A

N0 a— c

= fabc Ac (’)’p’)’u’)’r - ’)IT’YV’YM) AEc (’)’;L’YV’YT - ’)’T’)’u’)’p) A
- - .
= —fae X (Ve Yr — VeYoVu) A€ (V¥ — VeV Yu) A

= —Ts, wobei ¢ eine Konstante darstellt.

3¢ pv b— 5\c
T, = fabc A etPr Vs A€ €pvpr? A
= fabe X €T YA € €ppry” A°

3% _uv b— 51y¢
= _fabc/\ et pT’Y5/\ €€uvprY A

- _T4a
=Ty = 0 (F.9)
Aus (F.4) ergibt sich fiir F;:
1 dz
. o— (18 =42 -2 201 _ )2
21 (1) 1 om 27 (14 2)°( z)
1 dz 1
o Llypde 1 2) , F.10
1) omi (22 te (F.10)

Da alle Funktionen holomorphe Stammfunktionen haben folgt:

Fiir Fy; folgt aus (F.4):
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1 dz

F11 = Z 2—mz_2(1+z)3(1—z)
1 dz 1 2
= ¢ —— (= ——2—2>. F.12
4 ) 2ms (z2+z £ ( )

Bis auf % haben alle Funktionen holomorphe Stammfunktionen. Somit re-

duziert sich Fy; auf folgenden Ausdruck:

1 1 1
F, = ——.?{dZ—
2 2w z

——
=2m
1
= —. F.13
. (F.13
Mit (F.7), (F.8), (F.9), (F.11) und (F.13) ergibt sich nun fiir T}:
1
7 = —(0+57i+0+0+0)
1
- T
511

Damit hat man gezeigt, dal der Ausdruck fabcxafyﬂ)\b?y”)\c in der Variation der
Wirkung keinen Beitrag liefert.



Anhang G

Bianchi-Identitat

Unter Verwendung folgender Notation:!

Eichfeld:

Feldstirke

Generatoren

[17%

Fa

[17%

A, = —igAT®,

F,, = —igFa,T®,

Ta

Bt

= [D,,D,) =0,A, — 0, A, + A, A,

— 9,A°

DA =

!Siehe auch Kapitel 2.

a

- % (fiir SU(2)),

= ifabcTc,

Dy =0, + Ay,

- 8VAZ + gfabcAb A

ptvs

[Du,)‘] = au)‘ + [Am /\]a

8u/\a + gfabcAZ)‘ca

(G.1)

(G.2)
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ergibt sich fiir [D7, F#*|:

[DT,FMV] [8T _|_AT,FMV]

— [8T o igATbTb, _igF;waTa]

— _igarF;wa o g2ATbF;wa [Tb, Ta]

— —ig (87FuuaTa + gfabcA‘raFuuch)

= —ig(9TF" + gfu AT ") T . (G.10)

Mit Hilfe der Bianchi-Identitat
[DT’FMV]+[DM’FVT]+[DWFTM] :Oa (Gll)

erhilt man:

€ o [D7, F™] = 0. (G.12)
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