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1. Einleitung

Es gehort zu den alltéglichen Beobachtungen, dass sich manche Stoffe, wenn sie zusam-
mengebracht werden, unter dem Einfluss der Schwerkraft entmischen und durch eine
Grenzflache klar trennbar voneinander abgrenzen. Der Begriff der Grenzfliache ist damit
zuerst in den Bereich der fiir uns sichtbaren, makroskopischen Phinomene einzuordnen.
Wie jedoch sieht eine Grenzfliche zwischen zwei Stoffen aus, wenn sie von Néherem
betrachtet wird? Das Wort ,,Grenzfliche* selbst suggeriert ja ein in den Raum einge-
bettetes zweidimensionales Gebilde, das eine klare Trennung der Stoffe erlaubt. Gibt es
also eine Grenze, bei deren Uberschreitung ein Sprung von dem einen in den anderen
Stoff bzw. von einer in die andere Phase stattfindet? Oder ist das, was mit Grenzflache
bezeichnet wird, nicht eher ein diffuser Ubergang?

Nach Aufkommen der Thermodynamik und der mathematischen Formulierung der
Warmebewegung der mikroskopischen Konstituenten makroskopischer Systeme liefen
sich diese Fragen durch Modelle der theoretischen Physik beantworten. Die Beschreibung
der Grenzfliche erfolgt dabei durch ein Feld, das z.B. die rdumliche Verteilung der Teil-
chenkonzentrationen angibt. Sobald ein thermodynamisches Potential in Abh#ingigkeit
dieses Feldes formuliert werden kann, lassen sich, durch Ausnutzung von Gleichgewichts-
bedingungen an das Potential, Gesetzméfigkeiten finden, denen die mittlere Verteilung
der Komponenten in dem betrachteten Modell folgen muss. Mit anderen Worten lieflen
und lassen sich also aus der Thermodynamik Feldgleichungen herleiten, deren Loésungen
Vorhersagen iiber die Uberginge zwischen verschiedenen Stoffen machen. So formulierte
Diderik van der Waals am Ende des 19. Jahrhunderts die freie Energie eines zweikom-
ponentigen Systems als Funktional der Stoffdichte [vdW79], aus dem sich mit Mitteln
der Variationsrechnung eine Feldgleichung der Dichtefunktion herleiten lasst. In Reak-
tion auf eine Veroffentlichung von Josiah Gibbs (und Arbeiten von Gauf}; Laplace und
anderen) verstand er die Grenzfliche dabei ausdriicklich als kontinuierlichen Ubergang
zwischen zwei Phasen. In den 1930er Jahren konnte dann Lew Landau, von Symme-
trieiiberlegungen geleitet, eine allgemeine mathematische Formulierung von thermody-
namischen Potentialen in Abh#ingigkeit sogenannter Ordnungsparameter finden, um kon-
tinuierliche Phaseniibergéinge zu beschreiben [Lan36]. Als Ordnungsparameter — dem
Namen nach ein Maf} fiir die Ordnung, also Symmetrie einer Phase — ldsst sich bei-
spielsweise die Konzentrationsverteilung von Stoffen in einem System, dargestellt durch
Felder, wahlen. Landau fand damit einen weiteren, allgemeineren Zugang zu dem von
van der Waals gefundenen Ausdruck fiir die freie Energie. Zusammengenommen stellen
beide Ansétze die Grundlage fiir die Beschreibung von Grenzflichen in beliebigen mehr-
komponentigen Systemen dar. In Abschnitt werden diese beiden sich ergéinzenden
Zugénge zur Formulierung der freien Energie in Abhéngigkeit eines Ordnungsparameters
rekapituliert.



1. FEinleitung

Die Anwendbarkeit von Landaus Theorie sollte aber auf einen kleinen Bereich des
Parameterraums beschrankt sein, ndmlich auf die Umgebung des von Thomas Andrews
Mitte des 19. Jahrhunderts experimentell nachgewiesenen kritischen Punkts [And69].
Andrews beobachtete, dass fliissiges Kohlendioxid bei Erhitzung in einem geschlossenen
Gefif in einen Zustand iiberging, in dem keine Unterscheidung mehr zwischen Fliissigkeit
und Gas moglich war und nannte den Punkt des Parameterraums, an dem dies geschah,
den kritischen Punkt. An diesem Punkt kommt es zu einem Phédnomen, das als kritische
Opaleszenz bezeichnet wird, bei dem Fluktuationen der Dichte zu starker Lichtstreuung
fithren und so den Stoff undurchsichtig werden lassen. Aber gerade diese Fluktuationen,
die offenbar in makroskopischen Gréfienordnungen auftreten, finden in Landaus Theorie
keine Berticksichtigung. Stattdessen hélt die in der Beschreibung der Elementarteilchen-
physik zur Anwendung kommende Quantenfeldtheorie in ihrer Pfadintegralformulierung
Methoden bereit, die sich zur Beschreibung thermodynamischer Systeme in der Ndhe des
kritischen Punkts eignen. Im Rahmen der statistischen Feldtheorie l&sst sich dann zeigen,
dass Landaus Theorie die erste Ordnung in einer Reihenentwicklung nach dem Parame-
ter 4! darstellt, die sich analog in der Quantenfeldtheorie als Entwicklung nach dem
Planckschen Wirkungsquant & ergibt. Landaus Theorie entspricht damit der klassischen
Niherung der Quantenfeldtheorie. Diese bemerkenswerte formale Ubereinstimmung von
thermischen Fluktuationen und Quantenfluktuationen findet sich in der gesamten Me-
thodik der statistischen Feldtheorie wieder.

Sobald die Theorie jedoch lediglich einen Bereich beschreibt, in dem Phasenunterschie-
de aufhéren zu existieren, befindet sich natiirlich auch die Grenzfliche zwischen diesen
Phasen in der Auflésung. Die statistische Feldtheorie kann somit nur zur Beschreibung ei-
ner stark fluktuierenden, kritischen Grenzflache unterhalb des kritischen Punktes dienen.
Tatséichlich birgt dies jedoch einen weiteren Vorteil: Landaus Theorie, abstrakt durch
Ordnungsparameter, also ohne Bezug auf bestimmte physikalische Groflen, wie z.B. die
Teilchendichte oder die Magnetisierung, formuliert, geht in der statistischen Feldtheo-
rie in eine allgemeingiiltige Beschreibung von kategorisierbaren Systemen iiber. Denn
mit Kenneth Wilsons Formulierung der Renormierungsgruppe [WK74] in den 1970er
Jahren lassen sich thermodynamische Systeme in Universalitdtsklassen einteilen; dabei
sind alle Systeme einer Universalititsklasse am kritischen Punkt durch dasselbe Mo-
dell beschreibbar. In der hier vorliegenden Arbeit wird die Grenzfliche in einem Sys-
tem der Ising-Universalitéitsklasse beschrieben, dessen statistische Feldtheorie aus dem
Ising-Modell hervorgeht und auch als ¢*-Theorie bezeichnet wird. Einige grundlegende
Methoden der Stérungstheorie der ¢*-Theorie werden in Abschnitt beschrieben.

Das Ordnungsparameterfeld ¢ kann in einem System mit zwei Phasen so definiert
werden, dass positive und negative Werte des Feldes je einer der Phasen zugeordnet
werden kénnen. Die klassische Feldgleichung der ¢*-Theorie, d.h. die Feldgleichung der
Landau-Theorie, stellt dann den Startpunkt der Grenzflichenbeschreibung dar, wenn sie
unter Randbedingungen gelost wird, die die Existenz einer Grenzfliche erzwingen. So
ist es gleichbedeutend mit dem Auftreten einer Grenzfliche, wenn in einer Raumrich-
tung antisymmetrische Randbedingungen gefordert werden und damit ein Nulldurch-
gang des stetigen Feldes erzwungen wird. Die zugehorige Losung ist auch als Kink-
Losung bekannt und wurde Mitte des 20. Jahrhunderts von Cahn und Hilliard [CH58)]



in die Grenzflichenphysik eingefiihrt. Als Losung der klassischen Feldgleichung ist das
Cahn-Hilliard-Profil zugleich auch die erste Ndherung an den Erwartungswert des Grenz-
flichenprofils. Korrekturen zu dieser Nidherung lassen sich einerseits in der heuristisch
motivierten Kapillarwellentheorie berechnen. Dort wird die Grenzfléche durch ein Drum-
Head-Modell, also als schwingende Membran endlicher Ausdehnung modelliert, deren in-
trinsische Struktur durch das Cahn-Hilliard-Profil gegeben ist. Das Kapillarwellenmodell
wird in Abschnitt beschrieben. Andererseits lisst sich in der ¢*-Theorie auch die Ent-
wicklung nach dem Parameter ! als Sattelpunktsentwicklung um das Cahn-Hilliard-
Profil fortsetzen. Die formale Entsprechung einer solchen Entwicklung in der Quanten-
feldtheorie ist eine Theorie vor Instanton-Hintergrundfeldern, in denen nichttriviale Va-
kua beschrieben werden |[Raj82]. Die Grundlagen der fiir die Grenzflichenbeschreibung
relevanten Entwicklung werden in Abschnitt beschrieben. Dabei wird ein System
betrachtet, dessen Ausdehnung nur in Richtung des Ubergangs von einer zur ande-
ren Phase unbeschriankt ist und sonst auf die Seitenldnge L beschréinkt ist. Auf den
Systemréndern lassen sich nun unterschiedlich geartete Randbedingungen fordern. Das
Grenzflachenprofil, das sich aus der Wahl von periodischen Randbedingungen ergibt,
wird ebenfalls in diesem Abschnitt zitiert.

Wie sich dann zeigt, ist ein Problem bei der Wahl periodischer Randbedingungen,
dass die Grenzflichenposition iiber die gesamte unbeschrinkte Raumrichtung wandert.
Diesem , interface wandering® [Jas84] ist unter anderem durch die Wahl geeigneter Rand-
bedingungen beizukommen. Die zentrale Problemstellung dieser Arbeit ist dementspre-
chend die Bestimmung des Grenzflachenprofils einer auf dem Rand fixierten Grenzfléche.
Dazu muss die Feldtheorie fiir die besagten Randbedingungen formuliert werden und die
effektive Feldgleichung fiir die Korrekturen der Landau-Theorie gelost werden. Dies wird
in Kapitel [4] fiir die Ein-Schleifen-Ordnung beschrieben, wobei mit dieser Arbeit nur ein
erster Schritt in Richtung einer physikalisch verwertbaren Losung des Problems getan
werden kann.



2. Grundlagen

2.1. Beschreibung von Grenzflichen durch Ordnungsparameter

2.1.1. Stetige Grenzflachenprofile

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt, ist unter bestimmten Bedingungen zu beobach-
ten, dass in einem makroskopischen System, das aus unterschiedlichen Komponenten
zusammengesetzt ist oder bei festen dufleren Parametern unterscheidbare Phasen bil-
det, diese Phasen rdumlich getrennt voneinander auftreten. So wird beispielsweise bei
Phasen verschiedener Dichte im Gravitationsfeld eine Trennung der Phasen in Rich-
tung der Feldlinien erzwungen. Der Ansatz, der in der statistischen Feldtheorie und
damit im Folgenden zur Beschreibung des als Grenzfliche bezeichneten Ubergangs zwi-
schen den Phasen verfolgt wird, fuBt noch auf Ideen von van der Waals [vdW79], die er
zur Beschreibung von Grenzflichen zwischen Phasen unterschiedlicher Dichte zu Papier
brachte. Die freie Energie eines Systems, das eine Grenzfliche ausbildet, wird dabei un-
ter der Voraussetzung berechnet, dass die Grenzfliche als ein diffuser Ubergang entlang
eines Dichtegradienten zwischen zwei nahezu homogenen Phasen (wie in Abb. zZu
verstehen ist.

o1 P2

h

Abbildung 2.1.: Ubergang zwischen zwei Phasen der Dichten p1, ps; Abstand h von der
,Grenzfliche® in Richtung des Dichtegradienten

Um diesen Ubergang quantitativ zu erfassen, wird eine Abhiingigkeit der freien Ener-
giedichte eines Systempunktes von der Dichte (oder Konzentration einer Komponente)
p(x) in diesem Punkt und der néchsten Umgebung angenommen. Letzteres bedeutet
nichts anderes als die Einbeziehung der Ableitungen der Dichte in den Ausdruck fiir
die freie Energiedichte. In van der Waals Modell ist der Ubergang zwischen den Phasen
eine Stapelung von Schichten konstanter Dichte und die Mitte der Grenzfliche mit der
Mittleren dieser Schichten zu identifizieren. Durch Betrachtung der Arbeit, die verrich-
tet werden muss, um eine Masseneinheit senkrecht im Abstand h zur Grenzfliche zu
verschieben, findet van der Waals einen Ausdruck fiir die freie Energie in der folgenden



2.1. Beschreibung von Grenzflichen durch Ordnungsparameter

Form:
1 d%p
Flal = [ an ot | (o) = ehm]. (2.1)
Dabei ist die Funktion f(p) aus der Zustandsfunktion des Systems abzuleiten und tragt
den mikroskopischen Eigenschaften des Systems, wie z.B. Kréften zwischen den Mo-
lekiilen, Rechnung. c ist eine Konstante.

Die freie Energie F' ist also ein Funktional der Dichte p des Systems und wird dement-
sprechend mit F[p] notiert. Da das System im Gleichgewicht den Zustand niedrigster
Energie einnimmt, ist zur Bestimmung des Grenzflichenprofils p(h) die freie Energie
F[p] mit Mitteln der Variationsrechnung zu minimieren. Einen weiteren, allgemeineren
Zugang zur Darstellung thermodynamischer Potentiale in Form von Funktionalen wie
bietet die Landau-Theorie.

2.1.2. Landau-Theorie der Phaseniiberginge

Ubergénge zwischen verschiedenen Phasen eines Systems lassen sich in diskontinuierli-
che und kontinuierliche Phaseniibergénge unterteilen. Diskontinuierliche Phaseniibergén-
ge (oder nach Ehrenfestscher Kategorisierung: Phaseniibergéinge erster Ordnung) sind
durch eine Diskontinuitét der ersten Ableitungen der thermodynamischen Potentiale ge-
kennzeichnet, insbesondere durch das Auftreten latenter Wiarme. Ein Beispiel dafiir ist
der Ubergang zwischen Gas und Fliissigkeit bei Wasser unterhalb der kritischen Tempe-
ratur T,. Beim Erhitzen von Wasser bei Atmosphérendruck und 7" = 100 °C steigt die
Temperatur nicht weiter an, bis die Fliissigkeit in den gasférmigen Zustand iibergegangen
ist. Die zugefiihrte Warme wird demnach zum Aufbrechen der Molekiilbande genutzt.
Fin weiteres Beispiel ist ein Ferromagnet bei T' < T, ohne dufleres Magnetfeld H, bei
dem sich Doménen unterschiedlicher Magnetisierung (z.B. +Mj) ausbilden, also eine
Diskontinuitét in der Magnetisierung besteht.

Kontinuierliche Phaseniiberginge (nach Ehrenfest: Uberginge zweiter oder hoherer
Ordnung) weisen dagegen einen Sprung in den hoheren Ableitungen auf. Im Falle von
Wasser ist der Ubergang von T < T, nach T > T, (oder umgekehrt) bei kritischem
Druck p. ein kontinuierlicher Phaseniibergang. Ahnlich verhélt es sich beim Ferroma-
gneten, wobei die Bedingung p = p. durch H = 0 zu ersetzen ist. Die Phasen sind dabei
durch unterschiedliche Symmetrien bestimmt — wobei die Symmetriegruppe der Phase
hoherer Ordnung eine Untergruppe der Symmetriegruppe der ungeordneteren Phase ist.
Wasser in der iiberkritischen Phase (d.h. 7' > T¢) ldsst keine Unterscheidung zwischen
gasformig und fliissig mehr zu. Es stellt sich also eine homogene und isotrope Phase ein,
wéhrend bei T' < T, die Koexistenz von gasférmigem und fliissigem Zustand moglich ist
und bei Vorhandensein einer Grenzfliche die Translationsinvarianz gebrochen ist. Noch
deutlicher werden die Symmetrieeigenschaften der Phasen bei Betrachtung eines Fer-
romagneten. Fiir Temperaturen T' > T, verhilt sich der Ferromagnet paramagnetisch,
d.h. ohne dufleres Magnetfeld liegt keine Vorzugsrichtung der Magnetisierung vor: Das
System ist rotationssymmetrisch, also invariant unter der Wirkung der Gruppe O(N)
auf den Vektor der Magnetisierung, wenn N die Dimension des Systems ist. Ist aber
T < T, so liegt innerhalb der Doménen eine Vorzugsrichtung der Magnetisierung vor
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und das System besitzt nurnoch eine reduzierte Rotationssymmetrie mit der Magneti-
sierungsrichtung als Symmetrieachse, also unter Wirkung der O(/N — 1). Diese Art des
Verlusts an Symmetrie wird auch als spontane Symmetriebrechung bezeichnet. Denn im
Unterschied zur expliziten Symmetriebrechung ist die Wahl der Magnetisierungsrichtung
in den Doménen nicht erzwungen, sondern findet spontan statt (beispielsweise durch ge-
ringe Fluktuationen duflerer Felder).

Die Landau-Theorie der Phaseniibergiinge beschéftigt sich mit kontinuierlichen Pha-
seniibergiingen und wurde von L. D. Landau in [Lan36] auf Grundlage von Symme-
trieiiberlegungen formuliert (siche auch [LL66]). Er argumentiert, dass die thermodyna-
mischen Potentiale analytische Funktionen von sogenannten Ordnungsparametern sein
sollten, die in der Néhe des kritischen Punkts klein sind und ein Maf fiir die Symme-
trie des Systems darstellen. Diese Parameter miissen in der Phase hoherer Symmetrie
identisch Null sein und in der Phase gebrochener Symmetrie einen endlichen Wert an-
nehmen. Im Bereich des kritischen Punktes mit 7" = T, sind die thermodynamischen
Potentiale dann in den Ordnungsparametern entwickelbar. Dabei ist zu beachten, dass
in der Entwicklung nur Kombinationen der Ordnungsparameter auftreten, die invari-
ant unter Wirkung der Symmetriegruppe der Phase geringerer Symmetrie sind. In den
oben genannten Beispielen dienen die Magnetisierung im Fall des Ferromagneten und die
Differenz von Gas- und Fliissigkeitsdichte im Fall der Wassers als Ordnungsparameter.

Ist ¢ ein Ordnungsparameter, so liefert die Landau-Theorie also z.B. die freie Energie

F =Fy+ A¢? + By* (2.2)

fiir ein System, dass invariant unter Vorzeichenwechsel des Ordnungsparameters ist. Die
Koeffizienten A und B miissen dabei so gewahlt sein, dass der Ordnungsparameter die
freie Energie minimiert. Ist z.B. ¢ die Magnetisierung eines Ferromagneten, so muss
¢ =0firT > T, und ¢ # 0 fiir T < T, gelten. Da ¢ reell ist, bedeutet das, dass
A x T—T,ist und B > 0 gilt. Wiirden in der Entwicklung von F noch hthere Ordnungen
von ¢ mit einbezogen, so miisste allgemein der Koeffizient der hochsten Ordnung positiv
sein, um F' nach unten zu beschrinken.

In einem inhomogenen System unterhalb der kritischen Temperatur, in dem mehrere
Phasen durch Grenzflichen getrennt vorliegen, wird der Ordnungsparameter durch ein
Ordnungsparameterfeld ¢(z) ersetzt. Die freie Energie des Systems ist dann als Funk-
tional von ¢(z) zu formulieren und wird im Allgemeinen auch von den Ableitungen des
Ordnungsparameters abhéngen. Fiir ein Zwei-Phasen-System ist die freie Energiedichte
dann lokal von der Form mit negativem Koeffizienten von ¢2, so dass entsprechend
den zwei Phasen zwei Werte von ¢ existieren, die F' minimieren. Somit lésst sich zur
Beschreibung eines Systems mit der Symmetrie ¢ — —¢ in D Dimensionen eine freie
Energie der Form

2

P [[abs (5T - "oar + o) (2.3

ansetzen. Die Bezeichnung der Koeffizienten folgt hier den im Folgenden verwendeten
Konventionen der Quantenfeldtheorie. So ist aus der Landau-Theorie heraus die Form

10
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V(¢)

Abbildung 2.2.: Potential des Ordnungsparameters fiir verschiedene Vorzeichen des qua-
dratischen Terms

der Gleichung ([2.1)) zumindest heuristisch erkldrbar. Abb. zeigt den Potentialterm

2
m g
V(¢) = —T¢(x)2 + E¢(37)4
fiir verschiedene Vorzeichen von m?. Falls m? > 0 ist, wird (2.3) von einer von zwei
stabilen homogenen Phasen mit rdumlich konstantem Ordnungsparameterfeld

3 2
6= +v =+ T8
g

minimiert. Ist hingegen m? < 0, so ist ¢ = 0 das einzige Minimum.

Die Tatsache, dass die freie Energie ihre Symmetriegruppe beim Vorzeichenwechsel von
m? beibehilt, wihrend die physikalisch realisierten Zusténde, d.h. die Felder niedrigster
Energie, an Symmetrie verlieren, spiegelt das Auftreten der spontanen Symmetriebre-
chung in der mathematischen Formulierung wieder.

Die Anwendung der reinen Landau-Theorie zur Berechnung physikalischer Systeme
ist problematisch, da ihr Giiltigkeitsbereich auf kritische Systeme, d.h. Systeme in der
Nihe des kritischen Punktes mit T' = T, beschrankt ist. Dies ist ja die Voraussetzung
fir den Abbruch der Entwicklung nach nur wenigen Ordnungen von ¢. Gerade
kritische Systeme zeigen allerdings extreme Fluktuationen, die von der Landau-Theorie
nicht beriicksichtigt werden, da, wie sich im Rahmen der statistischen Physik zeigt,
diese ihrer Natur nach eine Mean-Field-Theorie ist. Durch die Interpretation von

11
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als Hamiltonian einer Feldtheorie (Landau-Ginzburg-Theorie), ldsst sich aber ein For-
malismus analog zur Quantenfeldtheorie verwenden, der die Fluktuationen des Systems
beriicksichtigt.

2.2. Statistische Feldtheorie

Da es unmoglich ist, der ungeheuren Zahl von mikroskopischen Freiheitsgraden eines
makroskopischen Systems Herr zu werden, bedient sich die Physik der Methoden der
Statistik und beschreibt die zu untersuchenden Systeme durch Erwartungswerte cha-
rakteristischer Groflen. In der statistischen Physik werden dabei meist diskrete Systeme
betrachtet. Am kritischen Punkt eines Systems lasst sich jedoch eine Briicke zur Landau-
Theorie und zur Pfadintegralformulierung der QFT schlagen.

2.2.1. Von klassischer statistischer Physik zur Feldtheorie

Es gibt verschiedene Moglichkeiten den Ubergang von diskreten Systemen, wie dem
Ising-Modell, zur kontinuierlichen Feldtheorie zu vollziehen. Diese werden z.B. in [NO11]
aufgefithrt. Im Allgemeinen ist dieser Ubergang nicht durch eine algebraische Abbildung
zu erreichen (eine Ausnahme ist die Hubbard-Stratanovich-Transformation des Ising-
Modells). Vielmehr handelt es sich um eine Aquivalenz von Systemen derselben Univer-
salitéitsklasse, d.h. von Systemen, die dasselbe kritische Verhalten aufweisen.

Um im Folgenden den Zusammenhang zwischen Landau-Theorie und statistischer
Physik zu verdeutlichen, ist es instruktiv, mit dem Ising-Modell zu beginnen und das dis-
krete System durch einen ,, Grobkérnungsprozess® (,,coarse graining®) in ein kontinuierli-
ches zu tiberfithren. Die dadurch abgeleitete Feldtheorie — das Landau-Ginzburg-Modell
— gehort damit zur Ising-Universalitéitsklasse.

Dem Ising-Modell liegt die Annahme eines Gitters zugrunde, auf dessen Gitterpunk-
ten Spins (bzw. magnetische Momente) S; sitzen, die jeweils die Werte +1 annehmen
konnen und in néchster Umgebung miteinander wechselwirken. Der Hamiltonian des
Ising-Modells ist durch

HIS;]=—J> 8iS;— > hiS; (2.4)
(1,3 i
gegeben. Die Klammern (,) zeigen an, dass nur iiber die nichsten Nachbarn eines Git-
terpunktes ¢ summiert wird; J ist die Kopplung zwischen den Spins und h; ein dufleres
Feld. Im kanonischen Ensemble ist

7= exp(—BHIS]) (2.5)
[Si]
die Zustandssumme des Systems, mit f~! = kT. Z[Si} notiert die Summe iiber al-

le Konfigurationen der Gitterspins. Fiir zwei- oder hoherdimensionale Gitter weist das
Ising Modell einen Phaseniibergang auf und ist daher als einfaches Modell des Ferroma-
gnetismus geeignet [Bel92].
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2.2. Statistische Feldtheorie

In der Néhe des kritischen Punktes divergiert die Korrelationsldnge £ und langwellige
kritische Fluktuationen (d.h. Korrelationen iiber Abstédnde makroskopischer Gréfienord-
nung) bestimmen das System. Daher ist zu hoffen, dass eine Beschreibung des Systems
hier auf die Beriicksichtigung der mikroskopischen Freiheitsgrade verzichten kann. Es
reicht also aus, das System auf einer Léingenskala zu betrachten, auf der das urspriingliche
System nahezu kontinuierlich erscheint. Das Zusammenfassen der mikroskopischen Frei-
heitsgrade in einem stetigen Ordnungsparameterfeld ¢(z) lidsst sich z.B. durch eine ge-
wichtete Mittelung der Spins um einen Gitterpunkt herum erreichen. Wichtig ist hier
die Grobkornung auf Léngenskalen ¢ < & zu beschrénken. Wiirde dies nicht getan,
entstiinde ein triviales System ohne Wechselwirkung. In [Par88] wird dazu mit Hilfe der
GaufSfunktion gewichtet:

P(x) ~ Zi:exp <—(x;5:§’)2> S;. (2.6)

Der effektive Hamiltonian (nach Grobkérnung) ist dann durch das Ausintegrieren der
jeweiligen Freiheitsgrade, die zu einer gegebenen Konfiguration des Feldes ¢(x) beitra-
gen, gegeben. Dazu muss das statistische Gewicht des kanonischen Ensembles nach der
Mittelung zu den Gewichten des urspriinglichen Systems via

exp (= Henl9]) = /deC > 3P (@) = flx,{Si})) exp (—BH[S]) (2.7)
[S:]

in Beziehung gesetzt werden (s. [Bel92]). Mit f(x,{S;}) ist die Abbildung gemeint, die
die Spins {S;} in der Umgebung des Ortes z zu der neuen Feldgrofle ¢ zusammenfasst
(wie z.B. (2.6)). In der Literatur wird obige Transformation oft unter Auslassen des
Faktors g auf der linken Seite angegeben, um zu verdeutlichen, dass Heg die Tempera-
turabhéngigkeit des urspriinglichen Systems enthélt. Im Folgenden ist 8 deshalb als ein
beliebiger Entwicklungsparameter zu verstehen, der nicht der physikalischen Temperatur
B! = KT entsprechen muss (gleichwohl er sich so definieren liefe) und im Laufe der
Arbeit meist gleich Eins gesetzt wird.

Im Allgemeinen ist die Form des effektiven Hamiltonians kompliziert. Die grundle-
genden Eigenschaften des Systems lassen sich aber durch die einfachste Form eines so
gewonnenen Hamiltonians berechnen, solange dieser den Wechselwirkungen des Systems
nahe dem kritischen Punkt und den Symmetrieeigenschaften Rechnung triagt. Die Defi-
nition des Ginzburg-Landau-Hamiltonians

2
gl = [P (5 (Vo) + ow? + o)) (2.9

ist so durch den beschriebenen Grobkdérnungsprozess motiviert und bildet den Ausgangs-
punkt der im Folgenden beschriebenen statistischen Feldtheorie (SFT). Die Wechselwir-
kung der Gitterpunkte wird durch den ersten Term beschrieben, wie sich leicht durch Be-
trachtung der Ableitung auf dem Gitter erkennen lisst. Diese ist ein Differenzenquotient
von Feldwerten auf benachbarten Gitterpunkten und die Quadrierung dieser Differenz
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2. Grundlagen

generiert Wechselwirkungsterme o< ¢(x;)¢(x;) wie im urspriinglichen Ising-Modell. Am
zweiten und dritten Term sind die homogenen Phasen des Systems abzulesen: Namlich
die konstanten Felder, fiir die (2.8) minimiert wird. Mit Hilfe eines zusétzlichen Terms

[ s@ota)

wird die Kopplung an ein duBeres Feld J(z) beschrieben.

Der Ubergang von diskreten Variablen auf Gitterpunkten zu einem kontinuierlichen
Feld hat zur Folge, dass die Zustandssumme in ein Funktionalintegral bzw. Pfadintegral
iibergeht, in dem iiber alle Feldkonfigurationen integriert wird. Das Feld ¢ in ist
reellwertig, so dass die Summe iiber alle Konfigurationen der Gitterspins formal iibergeht
in ein Produkt aus Integralen iiber den Wertebereich des Feldes bei verschwindendem
Gitterabstand a (bei konstant gehaltener Systemgrofe):

TS Y %%H/Zdam—:/w-

Si] i Si=+1

Demnach wird die Zustandssumme zu
Z= [ Do e (-pHIG). (2.9)

wobei bestimmte, systemspezifische Randbedingungen implizit gegeben sind. Die Exis-
tenz dieses Integrationsmafes ist im Allgemeinen nicht streng beweisbar, weshalb das
Pfadintegral symbolisch zu verstehen ist und im Zweifelsfall wieder auf ein diskretes
System zuriickgefithrt werden kann.

Die Form von stimmt mit der von iiberein und im Rahmen einer Mean-
Field-Naherung (MFA: | mean-field-approximation“) wird jetzt der Zusammenhang zwi-
schen der freien Energie der Landau-Theorie und dem Hamiltonian der statistischen
Feldtheorie ersichtlich. Im kanonischen Ensemble lautet die freie Energie

F=-p"1In(2). (2.10)
Durch die MFA werden Fluktuationen um die klassische Feldkonfiguration vernachlés-
sigt, d.h. in die Zustandssumme geht nur die Feldkonfiguration ein, fiir die das statistische

Gewicht maximal und damit der Hamiltonian minimal ist. Dementsprechend wird nicht
iiber alle moglichen Feldkonfigurationen integriert, sondern

Znra = exp (—BH[4])

gesetzt. Mit (2.10]) folgt dann F[¢] = H|[¢]. Die freie Energie der Landau-Theorie lisst
sich also als Mean-Field-Naherung der statistischen Feldtheorie rekonstruieren.
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2.2. Statistische Feldtheorie

2.2.2. Erzeugende Funktionale und Feynman-Diagramme

Die Beziehungen und sind die Grundlagen einer euklidischen, skalaren Quan-
tenfeldtheorie (QFT) mit ¢*-Wechselwirkung, auch als ¢*-Theorie bezeichnet. Zu den
Methoden der QFT gehoren die Storungsentwicklung in Potenzen der Kopplungskon-
stanten g und die Darstellung der zugehorigen Terme durch Feynman-Diagramme, sowie
die Renormierung divergenter Anteile. Da die Theorie in dieser Arbeit nicht renormiert
wird, wird auf eine Darstellung des letzten Punktes verzichtet. Die im Folgenden zu-
sammengefassten Grundlagen finden sich in allen Standardwerken der QFT/SFT (z.B.
[Bel92], [AMMO5], [ZJ02]).

Von grofiter Wichtigkeit ist die Berechnung von Erwartungswerten und Korrelations-
funktionen aus der Zustandssumme. Der Erwartungswert von n Feldern ist durch

(@) 8(on)) = 5 [ Do o)+ d(zn) exp (~5HIG) (2.11)

gegeben. Korrelationsfunktionen sind nichts anderes als eben solche Erwartungswerte
von n Feldern. Im Rahmen der QFT wird auch von n-Punkt-Greensfunktionen gespro-
chen. Diese unterscheiden sich nur durch g-Faktoren von den Erwartungswerten/Kor-
relationsfunktionen; wird 8 = 1 gesetzt fillt der Unterschied weg. Die Begriffe Korre-
lationsfunktionen, Erwartungswerte und Greensfunktionen sind deswegen im Folgenden
austauschbar.

Um die Berechnung von Erwartungswerten zu vereinfachen, fithrt man ein dufleres
Hilfsfeld J(z) ein, dem in der physikalischen Situation des Systems kein Feld entsprechen
muss. In den Ergebnissen der Rechnungen wird einfach J = 0 gesetzt. Dann ist

Z[J] = /D¢ exp{—BH[¢] +6/de J(x)d)(x)} (2.12)
das erzeugende Funktional der Korrelationsfunktionen (oder auch erzeugendes Funktio-

nal der Momente), da diese sich nun durch Funktionalableitung nach J gewinnen lassen:

1 A
[0] 3.7 (z1) - 0 (zn)

(@@1) - dlzn)) = 57" — (2.13)

J=0

Funktionalableitungen
Ist F[¢] ein Funktional, so ist die Funktionalableitung #hnlich der Richtungsableitung
eines Feldes definiert. Die Ableitung von F[¢] ,in Richtung“ einer Funktion h(x) ist

definiert als
5F Flg +eh] - Flg)

%[h] — ;1_13% . (2.14)
Desweiteren gilt
OF OF
6wm:/mwmﬁ@% (2.15)

so dass sich fiir h(x) = 6(x — xg) direkt die Regel zur Berechnung von % ergibt.
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2. Grundlagen

Storungstheorie

Die Zustandssumme ist im Allgemeinen nicht exakt berechenbar, weshalb Z und
daraus abgeleitete Groflen in Storungstheorie berechnet werden. Die Hamiltoniandich-
te H (mit dieser gilt H = [ dPz H) wird dazu aufgeteilt: Einerseits in einen ,freien®
Anteil Hg, der aus den Termen besteht, die quadratisch in den Feldern sind — also dem
kinetischen Term o (V(z))? und dem Massenterm o ¢(z)? — und in der QFT ein Feld
ohne Wechselwirkungen beschreiben wiirde, und andererseits den Wechselwirkungsterm
V(¢(z)). Mit Hilfe einer dufleren Quelle lésst sich dann das erzeugende Funktional um-

schreiben in
_ D 4 0
Z[J] = exp {—ﬁ/d zV (5 M(x)) }

[P0 e {-stifel + 5 [ 2 spote)}.

ZolJ]

(2.16)

Das erzeugende Funktional der freien Theorie mit ¥V = 0 ist ein Gauflsches Integral
und damit exakt berechenbar. Insbesondere ldsst sich

2) = [ Do e {=5 [ (Vo) + o - s@on) b @an

in eine leichter handhabbare Form bringen. Definiert man die Fouriertransformation der
Felder durch

_ Dy 7 e—ika:
o) = 5o / 4Pk o(k) (2.18)

(k) = /dDw o(z)e*?, (2.19)

kann der Exponent in (2.17)), nach Ausnutzen der durch die Integration der Exponenti-
alfunktionen entstandenen Delta-Distribution, umgeschrieben werden in
—p
(2m)”

aPk B&k—k) (K + 12) (k) — T(—k)3()|

Unter der Annahme, dass bei Ubergang in den Fourierraum keine Komplikationen bei
Ausfithrung des Pfadintegrals mit dem Mafl D¢ statt D¢ entstehen, lisst sich dessen
Translationsinvarianz durch eine Transformation des Feldes ausnutzen:

d(k) — Blk) + (K + )" T (k). (2.20)

Damit ist

— NeX - IB b EN_ i )6
ZolJ] _/D¢ p{ (QW)D/d " [2(23( D E+) 9 (2.21)
1

—5 (k) (K + )~ j(k:)] }
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2.2. Statistische Feldtheorie
und nach der Fourier-Riicktransformation

efik(xf )
ZolJ] = Zy[0] exp {g /d% dPy J(z) ((;)D /de Im;) J(y)}. (2.22)

An dieser Form ist der Propagator, d.h. die 2-Punkt-Greensfunktion der Skalarfeldtheorie
einfach ablesbar:

1 —ik(z1—x2)
Go(w1, w2) = B(p(x1)(22))0 = 2n? /de esz. (2.23)

(...)o kennzeichnet hier die Erwartungswerte in der freien Feldtheorie. Der Faktor 5 vor
dem Erwartungswert stammt daher, dass die klassische Feldgleichung des freien Feldes,
deren Greensfunktion Go(x1,z2) ist, durch 0H/d¢ = 0 gegeben ist und damit nicht
von ( abhingt. Es sei noch erwéhnt, dass sich fiir groe Absténde |1 — x| — oo am
Propagator der formale Zusammenhang zwischen der Masse p einer euklidischen QFT
und der Korrelationsldnge £ ablesen lidsst [WKT4]. Letztere ist dadurch definiert, dass
die Korrelationsfunktion fiir grofie Absténde |z1 —x2| wie exp (—|x1 — z2|/£) abfillt; also
gilt mit :
p=¢"

Die storungstheoretische Berechnung von Erwartungswerten greift nun bei der Reihen-

darstellung der Exponentialfunktion vor dem Pfadintegral in an. In der ¢*-Theorie

ist
(0 N_9(_9 :
§J(z)) 4l \6J(x)
und damit

k
Z[J] = Z(ﬁi)/dDm coodPay g
k

54k
8J(z1)% -+ 0J (zp)*

Zo[J).- (2.24)

Dies ist eine Entwicklung in Ordnungen der Kopplungskonstanten g. An der Form von
ist abzulesen, dass Erwartungswerte der Feldtheorie mit Wechselwirkung — Ord-
nung fiir Ordnung — durch Erwartungswerte der freien Feldtheorie ausgedriickt werden
konnen.

Die Gleichungen (2.13)) und ([2.24]) liefern dann eine Entwicklung der Erwartungswerte
in Ordnungen der Kopplungskonstanten:

(B(a1)- dan)) =3 (=84)"
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2. Grundlagen

Erwartungswerte (...)( einer geraden Anzahl von Feldern lassen sich mit Hilfe des Wick-
Theorems in Produkte aus 2-Punkt-Greensfunktionen aller méglichen Kombinationen
von Feldern zerlegen. Das ldsst sich anhand der Darstellung der Zustandssumme
mit zeigen. Damit ist z.B.

(p(x1)d(22)P(73)P(74))0 = (P(21)P(22))0 (P(23)P(T4))0
+ (d(z1)d(x3))0 (P(z2)d(4))0
+ (p(w1)(24))0 (P(22)P(23))0-

Die einzelnen Kombinationen der Felder in 2-Punkt-Greensfunktionen bezeichnet man
als Kontraktionen.

_9
T 4!
&0
Abbildung 2.3.: Propagator Abbildung 2.4.: Vertex der ¢*-Theorie

Nach der Zerlegung beliebiger Erwartungswerte der freien Theorie in 2-Punkt-Greens-
funktionen, lassen sich diese grafisch in Feynmandiagrammen darstellen. Der Propagator
Go(y,x) ist in Abb. als einfache Linie zwischen den Punkten x und y dargestellt.
Der Erwartungswert mehrerer Felder am selben Ort, wie z.B. (¢(y)p(2)4¢(x))o, gene-
riert dann Diagramme, in denen Propagatoren durch Vertizes verkniipft werden. Eine
Moglichkeit der Kontraktion der Felder im obigen Beispiel ist Go(y, 2)Go(z, 2)Go(z, x),
was dem Diagramm in Abb. entspricht. Im Allgemeinen sind die Feynmandiagramme
der ¢*-Theorie aus Linien/Propagatoren und vierarmigen Vertizes (Abb. zu kon-
struieren. Letztere entstammen der Entwicklung und entsprechen jeweils einem
Faktor —g/4! und einem Integral iiber die dem Vertex zugeordnete Koordinate. In
entsprechen im Allgemeinen mehrere Terme demselben Diagramm und damit demselben
algebraischen Ausdruck. Der aus dieser Vielfachheit resultierende Faktor und die nume-
rischen Vorfaktoren der Entwicklung ergeben den sogenannten Symmetriefaktor, der an
der Symmetrie des Diagramms ablesbar ist. So ist, um zum Beispiel zuriickzukehren, in
Abb. 2.5] der Symmetriefaktor 2, da sich die Schleife an der vertikalen Achse durch den
Punkt z spiegeln ldsst, ohne dass sich das Diagramm é&ndert. Das Integral zu diesem
Diagramm lautet dann

—‘;/dDz Go(y, 2)Go(z, 2)Go(z, ).

Nach diesen Erkenntnissen lésst sich als eine Reihe von Feynmandiagrammen
auswerten, deren Anzahl an Vertizes jeweils der Ordnung der Stérungstheorie entspricht.
Die Entwicklung des Nenners in fithrt dabei zum Wegfall bestimmter Diagramme
—sogenannter Vakuumdiagramme — die von den dufleren Feldern unabhéngig, also in sich
geschlossen sind. Damit kann die stérungstheoretische Entwicklung in grafischer Form
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2.2. Statistische Feldtheorie

T z Y

Abbildung 2.5.: Beispiel eines Ein-Schleifen-Diagramms

durch Zeichnen der verschiedenen Diagramme ausgefithrt werden: Zur V-ten Ordnung
der Berechnung einer E-Punkt-Greensfunktion miissen die Diagramme mit V' Vertizes
und F externen Armen ausgewertet werden. Dazu wird fiir jede Linie der zugehorige
Propagator und fiir jeden Vertex die negative Kopplungskonstante niedergeschrieben,
dann iiber die Koordinaten der Vertizes integriert und zuletzt durch den Symmetriefaktor
geteilt.

Erzeugendes Funktional der Kumulanten

Der Beziehung der freien Energie und der Zustandssumme des kanonischen En-
sembles entspricht in der Feldtheorie die folgende Beziehung zwischen dem erzeugenden
Funktional der Momente Z[J] und dem erzeugenden Funktional der Kumulanten W{[J]:

WJ]=p"tIn(Z]J]). (2.26)
Die mit
"W
6J(x1) - 0J(zn) | j—

erzeugten Erwartungswerte werden auch als zusammenhéngende Korrelationsfunktionen
bezeichnet. Thnen entsprechen zusammenhéingende Diagramme in denen alle dufleren Ar-
me miteinander verbunden sind. Alle Diagramme der Entwicklung lassen sich als
Produkte von zusammenhéngenden Diagrammen darstellen, so dass die Berechnung der
zusammenhéngenden Diagramme ausreicht um die Storungsentwicklung durchzufiihren.

Effektive Wirkung

Per Legendre-Transformation von W/[J]| wird ein weiteres erzeugendes Funktional de-
finiert, dem in der statistischen Mechanik die Gibbssche Energie bzw. freie Enthalpie
entspricht:

<¢($1) T ¢($n)>c =p" (2.27)

rfod = sup{ [ a2 o.(0)0) - Wi} (2.98)

Hier ist
ow

dJ(x)
der Erwartungswert des Feldes bei vorhandener &uflerer Quelle J. ¢. wird im Rahmen
der QFT auch als klassisches Feld bezeichnet.

Die Funktionalableitungen dieses Funktionals erlauben eine weitere Vereinfachung
der Feynmandiagramme, denn sie liefern die sogenannten eigentlichen Vertizes. Bei 1-
Teilchen-reduziblen Diagrammen handelt es sich um Diagramme die durch das Trennen

e(a) = (d(x))s =B (2.29)

19



2. Grundlagen

einer Linie in zwei bereits bekannte Feynmandiagramme niedrigerer Ordnung zerfallen.
Im Fourierraum entspricht ein solches Diagramm einem Ausdruck der Form (Integral
zu Unterdiagramm 1) x (Go(k)) x (Integral zu Unterdiagramm 2). Ein Diagramm das
hingegen nicht durch Trennung einer Linie geteilt werden kann, nennt man 1-Teilchen-
irreduzibel (1TI, oder engl. 1PI). Nimmt man ein solches 1-Teilchen-irreduzibles Dia-
gramm und entfernt die dufleren Arme, d.h. die ein- und auslaufenden Propagatoren,
so entsteht ein Diagramm, welches als eigentlicher Vertex (,,proper vertex“) bezeichnet
wird. Es geniigt nun die eigentlichen Vertizes zu berechnen, da sich die Diagramme aus
der Entwicklung von im Fourierraum aus Produkten von eigentlichen Vertizes und
Propagatoren zusammensetzen.

I" wird desweiteren auch als effektive Wirkung bezeichnet, da sich durch Variation eine
Differentialgleichung ableiten ldsst, deren Losung der Erwartungswert (¢(x)) ist. Das ist
hier von besonderem Interesse, da das Grenzflichenprofil durch einen Felderwartungs-

wert (¢(z)) angegeben wird. Mit (2.28)) ist

or
0pe(x)
Da ¢(z) fir J =0 in (¢(x)) iibergeht, ist durch

= J(z). (2.30)

or
5¢C(£) ¢c:<¢>

=0 (2.31)

eine Differentialgleichung gegeben, deren Losung (¢(z)) ist. T' ist also fiir den Erwar-
tungswert des Feldes stationér. Die effektive Wirkung kann damit als Verallgemeinerung
der Wirkung der klassischen analytischen Mechanik verstanden werden.

Schleifenentwicklung

Statt die Entwicklung nach Ordnungen der Kopplungskonstanten g zu verwenden,
kann das erzeugende Funktional auch formal nach =1 entwickelt werden. Ublicherweise
wird dazu von

Z[J] = /D¢> exp{—BH[d)] + /de J(x)¢(g;)} (2.32)

ausgegangen, was durch Skalierung der Quelle J — B~1J aus hervorgeht. Das
erzeugende Funktional, wie es sich aus den Umformungen der freien Theorie und
der Form der wechselwirkenden Theorie ergibt, erméglicht das Zuweisen von 37!
Faktoren zu den Propagatoren und Vertizes eines Diagramms, da nun

Z[J] = Zo[0] exp {—5/(1% v ((Ué(x)) }

(2.33)
- exp {;/dDazl dPzs J(xl)ﬁ_lGo(l“la@)J(@)}

gilt. Ein Diagramm mit V' Vertizes und [ internen Linien bringt somit einen Faktor
BV~ mit sich. Die Integrationen iiber die Koordinaten der Vertizes gehen im Fourier-
raum iiber in Delta-Distributionen, die (in der Sprache der QFT) der Impulserhaltung
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2.2. Statistische Feldtheorie

am jeweiligen Vertex Rechnung tragen, und Integrationen iiber die Impulse der internen
Propagatoren. Eine der Delta-Distributionen dient aber der Gesamtimpulserhaltung und
flihrt nicht zum Wegfall eines Integrals, so dass insgesamt noch L = I —V +1 Integratio-
nen ausgefiihrt werden miissen. Der Grofle L entspricht dabei die Anzahl der Schleifen in
einem Diagramm. Ein Diagramm mit dem Faktor 3¥ ! = g'=L enthilt also L Schleifen
und eine Entwicklung in Ordnungen von S~! ist damit eine Entwicklung in der Anzahl
der Schleifen [AMMO5]. Die Entsprechung von 3~! in der QFT ist i und das Verschwin-
den dieser Entwicklungsparameter liefert die klassische Theorie/Landau-Theorie bzw.
die Baumgraphen-Nédherung, in der nur Feynmandiagramme ohne Schleifen ausgewertet
werden.

Wie bereits erwédhnt, finden sich die hier erwdhnten Begriffe sowohl in der QFT,
als auch in der SFT wieder; wobei letztere formal mit einer Wick-rotierten und da-
mit euklidischen Formulierung der QFT identisch ist. Einen Uberblick iiber die formalen
Uberschneidungen von QFT und SFT gibt Tabelle

Tabelle 2.1.: Begriffe der QFT und SFT (|[K&p08],[Drel0])

| Euklidische QFT \ SFT |

Skalarfeld ¢(z) | Ordnungsparameterfeld o(x)

Vakuumerwartungswert (¢) | Mittleres Ordnungsparame- (o)
terfeld

Euklidische Wirkung Sel¢] | Hamiltonian H¢]

Euklidische Lagrangedichte Lg(¢) | Hamiltoniandichte H(p)

Erzeugendes Funktional der Zg[J] | Zustandssumme, Erzeugendes Z[J]

n-Punkt-Greensfunktionen Funktional der Momente

Erzeugendes Funktional der Wg[J] | Freie Energie, W1J]

zusammenhéngenden Erzeugendes Funktional der

Feynmandiagramme Kumulanten

Effektive Wirkung, Erzeugen- I'gl¢c] | Freie Enthalpie INOH

des Funktional der eigentli-

chen Vertizes

Plancksches Wirkungsquant h | Temperatur st

Masse i bzw. m | Inverse Korrelationslédnge ¢!

Klassischer Limes h — 0 | Landau Theorie, F=H
Mean-Field-Ndherung

Quantenfluktuationen Thermische Fluktuationen
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3. Grenzflachenprofil und -dicke bei
periodischen Randbedingungen

Nachdem das Handwerkszeug der SF'T zur Verfiigung steht, ist die Beschreibung von
Grenzflichen mit Hilfe dieses Formalismus moglich. Die im folgenden vorgestellten An-
sitze bauen dabei alle auf der Beschreibung einer Grenzfliche in der Landau-Theorie
auf.

3.1. Das Grenzflachenprofil der Mean-Field-Ndherung

Ausgangspunkt fiir die Beschreibung des Grenzflachenprofils ist der Ginzburg-Landau-
Hamiltonian (2.8) mit der Ersetzung p?/2 — —m3/4 und mg > 0:

m2
ol = [P (5 (Vo) - Lo + o). (3.1)

Der Index ,,0“ an den Parametern des Hamiltonians verdeutlicht, dass es sich um ,,nack-
te* Parameter handelt, die nur in der klassischen Néherung mit den physikalischen Pa-
rametern iibereinstimmen und im Allgemeinen der Renormierung bediirfen. Wie in Ab-
schnitt bereits angesprochen, befinden sich konstante Felder in dem durch
beschriebenen System mit m% > 0 in einem Potential mit zwei separierten Minima
++/3m2 /g0 (s. Abb. , so dass dementsprechend zwei verschiedene Phasen auftreten
koénnen.

In der Mean-Field-Néherung sind der Hamiltonian und die freie Energie iden-
tisch (s. Abschnitt und die klassische Feldgleichung, also mit der effektiven
Wirkung I'' in Baumgraphen-N&herung,

5H _
5o
entspricht einer verallgemeinerten Gleichgewichtsbedingung an die freie Energie. Glei-

chung (3.2) ist mit (2.14)) durch

0 (3.2)

2
~ Ad(z) — %¢ n %& —0 (3.3)

gegeben.
Im Folgenden werden die Koordinaten des D-dimensionalen Raumes mit (%, z) oder
(x1,...,2p_1, 2) bezeichnet. Die z-Achse ist unendlich ausgedehnt, z € R, wihrend die
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3.1. Das Grenzfldchenprofil der Mean-Field-Nédherung

$o(2)

Vo

—Vo—+

Abbildung 3.1.: Cahn-Hilliard-Profil (3.6)

restlichen Achsen auf die Linge L beschriinkt sind, Z € [0, L]P~!. Gleichung (3.3)) soll
nun durch ein Profil mit der Eigenschaft

¢(x) ——— Fwo (3.4)

z—Fo0

gelost werden, um das Auftreten zweier separierter Phasen +vg und damit einer Grenz-
fliche im System zu gewéhrleisten. Dabei entspricht

3 2
vo = 1| 220 (3.5)
90

dem (positiven) Minimum von H. In [CH58] haben Cahn und Hilliard ausgehend von
van der Waals Uberlegungen zu Grenzflichen eine Losung dieser Gleichung in Form eines
Tangens Hyperbolicus-Profils angeben kénnen:

qbéa) (x) = v tanh (% (z — a)) . (3.6)

Da (3.3) die effektive Feldgleichung des Felderwartungswertes in Baumgraphen-Néhe-

rung ist, entspricht qb(()a) (z) dem klassischen Erwartungswert des Feldes. Das Ergebnis
(3.6) beschreibt damit die Grenzfliche ohne Beriicksichtigung von Fluktuationen. Im
Rahmen der Schleifenentwicklung lédsst sich also schreiben

(p(x)) = L5 (x) + O(8),

wobei die -Faktoren hier zur Verdeutlichung der Schleifenentwicklung nochmal explizit
aufgefithrt werden. Der Parameter a gibt den Nulldurchgang des Profils und damit den
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

Mittelpunkt der Grenzfliche an und ist bei periodischen Randbedingungen an die -
Koordinaten frei wiahlbar — insbesondere ist der Hamiltonian invariant gegeniiber
Translationen des Profils.

Das Cahn-Hilliard-Profil entspricht einer Instantonlésung der ¢*-Theorie, die
aufgrund ihrer Form auch als Kink bezeichnet wird [Raj82]. Zur Herleitung von
wird benutzt, dass das Profil einzig von der z-Koordinate abhingen kann. Die somit
nurnoch gewohnliche Differentialgleichung ist dann integrierbar. Dass die Losung
der Feldgleichung mit den gewédhlten Randbedingungen nur von einer Raumkoordinate
abhéngt, folgt aus der Forderung nach der Stabilitdt der Losung; dass also die Energie
H[¢] des Profils minimal ist. Jede weitere Koordinatenabhéngigkeit wiirde durch den
quadratischen Gradiententerm zu einer Erhchung der Energie fithren. Neben dem Profil
(3.6]) sind weiterhin auch Profile mit einer ungeraden Anzahl an Grenzflichen (also Null-
durchgéngen) unter den gegebenen Randbedingungen Losungen der Feldgleichung. Mit
obigem Argument lisst sich aber auch hier einsehen, dass diese Losungen eine gegeniiber
erhohte Energie haben miissen (s. [Kop0g]).

Korrekturen der Kinklosung, die sich durch Fluktuationen im kritischen Bereich des
kontinuierlichen Phaseniibergangs ergeben, konnen einerseits durch die Faltungsn&he-
rung (Abschnitt , andererseits durch Berechnung in feldtheoretischer Stérungstheorie
(Abschnitt und folgende Abschnitte) gefunden werden.

3.2. Kapillarwellentheorie und Faltungsnaherung

3.2.1. Kapillarwellen

In der sogenannten Kapillarwellentheorie (s. [BLS65], [Jas84]) wird die Grenzflache als
unstetiger Ubergang zwischen den Phasen des Systems betrachtet. In Ruhelage ent-
spricht die Feldkonfiguration ¢(z) dann einer Funktion

—vg, wenn z < 0,
vosgn(z) = 3.7
0°8 ( ) {Uo, wenn z > 0. ( )

Die Grenzfliche ist also um z = 0 zentriert. In D = 3 Dimensionen wird die Auslen-
kung der Grenzfliche aus dieser Ruhelage am Ort (x1,x2) durch die Funktion h(x1,x2)
beschrieben. Die freie Energie der so verformten Grenzfliche setzt sich zusammen aus
einem Beitrag in Abhéngigkeit von der Grenzflichenspannung und weiteren Termen bei
Anwesenheit duflerer Felder (z.B. Gravitation), die der Arbeit gegen diese Felder Rech-
nung tragen. Der Flichenzuwachs durch Verformung ist durch

/dxl dao < 1+ (Vh)* - 1>

gegeben, wie sich leicht durch Parametrisierung der Grenzflache und Berechnung des zu-
gehorigen infinitesimalen Flichenelements finden ldsst. Sind pq, p2 die Massendichten der
Phasen, die in Ruhelage bei z > 0 bzw. z < 0 vorzufinden sind, so ist der Massenzuwachs
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3.2. Kapillarwellentheorie und Faltungsnidherung

Abbildung 3.2.: Modell einer schwingenden Membran bzw. Kapillarwelle

durch Deformation der Grenzfliche in einem Punkt mit z € [0, h]
(p2 — p1) doy dzodz = Apdzy daa dz.

Insgesamt muss also bei einer Deformation der Grenzfliche aus der Ruhelage in die durch
h(zx1,x2) beschriebene Lage im Gravitationsfeld die Arbeit

Howlh] = /dxl ds {o‘- <\/1 +(VR)? - 1) +/Oh(x1’x2)dz Apgz} (3.8)

gegen die Grenzflichenspannung ¢ und die Gravitation g verrichtet werden.

Im Kontext dieses Modells wird als intrinsisches Grenzflachenprofil interpretiert,
also als die auf kleinen Skalen relevante Form des Profils, wéhrend die Grenz-
fliche auf Skalen beschreibt, auf denen das intrinsische Profil wiederum irrelevant wird.
Der Begriff Kapillarwelle ist dann auch als Synonym fiir langwellige Anregungen der
durch beschriebenen Membran zu verstehen (s. Abb. [3.2). Eine Abschétzung der
Giiltigkeitsbereiche der beiden Ansitze ergibt sich durch Betrachtung der 2-Punkt-
Korrelationsfunktion der Mean-Field-Theorie: Die Korrelationslinge { = mg L stellt
die charakteristische Léngenskala des intrinsischen Profils dar. Die Giiltigkeit des
Drum-Head-Modells ist dann auf Fluktuationen der Wellenléingen

A>E

beschrinkt. Mit dieser Einschréinkung ist gesichert, dass der Gradient von h klein ist (da
(Vh)? ~ (h/))?), was die Entwicklung

V1= (Vh)? -1~ —% (Vh)? (3.9)

25



3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

rechtfertigt und damit

o ) h(z1,22)
Hcewlh] = /dazl dzo —3 (Vh) +/ dz Apgz p . (3.10)
0

Unter der Voraussetzung, dass das System in z;-Richtung auf die Linge L beschrinkt
ist und mit periodischen Randbedingungen

h(l‘l, 0) = h(lL‘l, L) = ]’L(O,ZL'Q) = h(L,:L'Q),

liefert die partielle Integration
1
Hewlh] = / Lo {h(F) oV2h(F) + Apgh(F)?) . (3.11)

Im thermischen Mittel werden die verschiedenen Konfigurationen von A jeweils mit dem
Faktor

exp {—AHcw!h]}
gewichtet. Damit ist How|[h] Ausgangspunkt einer zweidimensionalen freien Feldtheorie.
Analog zu (2.22)) ldsst sich der Propagator dieser Theorie bestimmen. Mit Hilfe der

Fouriertransformation (Vektorpfeile tiber den Koordinaten sind der Einfachheit halber
ausgelassen)

h(z) = h(k)e (3.12)
k

h(k) = % /[0 e h(z)elke (3.13)
findet sich . ik (o)
(h(@)h() = 572 zk: e (3.14)
Dabei ist
k= 2%71

mit n € Z? und ¢’ = Apg. Die Standardabweichung eines Punktes der Grenzfliche aus
der Ruhelage betrigt also

1 1
h(z)?) = : 3.15
Fiir grole Systeme mit
T <1
L
kann man die Summe in ein Integral {ibergehen lassen:

1 , 1
T 5 /dk‘k2 .
) B oR“+g
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3.2. Kapillarwellentheorie und Faltungsnidherung

Dieses Integral ist ultraviolett-divergent, da es sich fiir k — oo wie In(k) verhilt. Es wird
also ein oberer Cut-Off benétigt, um das Integral zu regularisieren. Auf Grund der oben
gefithrten Diskussion ist dieses Modell aber a priori auf Skalen [ > £ beschriankt, so dass
eine Begriindung fiir das Einfithren eines physikalischen Cut-Offs QT” gegeben ist — proble-
matisch ist aber der genaue Wert von [ und damit die Unterteilung in instrinsisches und
kapillares Profil. Zusétzlich wiirde im Falle ¢’ = 0 auch eine Infrarotdivergenz (d.h. bei
k = 0) auftreten, die der Translation der Grenzfliche, d.h. Auslenkungen mit konstan-
tem h, entstammt. Wird auch £ = 0 durch das Verbot von Grenzflichentranslationen,
also die Forderung |k| > %’r, ausgeschlossen, so ist

(h(2)?)

1 oin? 4 of
1 [ LR (3.16)

~ dro 8 "

2
oty

Dies ist dank der Stabilisierung durch das Gravitationsfeld mit dem Parameter ¢’ ein
endlicher Ausdruck, auch fiir L — oo bzw. k = 0. Wegen dieser regularisierenden Wir-
kung wird das duflere Feld auch als ,,pinning field“ bezeichnet [Jas84]. Solange ein solches
Feld zugegen ist, ist es nicht notig Grenzflichentranslationen zu verbieten und die Sys-
temgrofe zu beschrianken.

Bei Abwesenheit eines #ufieren Feldes, ¢’ = 0, ist

(h(x)?) = 2;0 5o <’;> (3.17)

und der Ausdruck divergiert mit L — oco. Diese ,,Rauhigkeit“ der Grenzfliche mit stei-
gender Systemgrofle ist charakteristisch fiir langwellige Fluktuationen in D = 3 Di-
mensionen. Im Gegensatz zum intrinsischen Mean-Field-Profil mit konstanter Grenz-
flichendicke oc myy ! skaliert in der Kapillarwellentheorie die Grenzflichendicke mit der
SystemgroBe L [BLS65], [MMO5]. Die hier gezeigte Berechnung von wird &hnlich
auch von Ko6pf in [K6p08] durchgefiihrt.

3.2.2. Faltungsndherung

Die ganzheitliche Beschreibung der Grenzfléche erfolgt nach [Miil04], [MMO05] (siehe auch
[Jas84]) durch eine Faltung von intrinsischem Profil und der Wahrscheinlichkeit P(h),
die Grenzflache der Kapillarwellentheorie um h aus der Ruhelage ausgelenkt vorzufinden;
mit

2
P(h) = \/2;7 exp [—2};2] (3.18)

und s? = (h?). Das mittlere Gesamtprofil fiir einen Punkt in der (z,72)-Ebene des
Systems ist also durch

(bca(2) = [ dh du(z ~ WP( (3.19)
gegeben, wobei @iy (z) = gb(()o)(z) aus (3.6) mit vg = 1 ist. Anschaulich bedeutet diese

Faltung, dass das intrinsische Grenzflichenprofil als zentriert um die diskontinuierliche
Grenzflache der Kapillarwellentheorie angenommen wird; siehe auch Abbildung
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

Abbildung 3.3.: Anschauliche Darstellung der Faltungsnéherung. Links: Intrinsisches
Profil. Mitte: Kapillarwellen. Rechts: Faltung [Miil04]

Legt man als Definition der Grenzflichendicke

w? = (%) = ;/dz 22 do(2) (3.20)

zugrunde, so ist in der Faltungsnidherung

9 9 9 72 1 L
Wop = Wing + Wow = Tm%ﬂLmln <l> :
w2, ist das zweite Moment der z-Koordinate gewichtet mit ¢/, wéy, ist das zweite Mo-
ment gewichtet mit d{¢ca)/dz. Dieses Ergebnis, sowie eine Diskussion einer ganzen Rei-
he verschiedener Definitionen der Grenzflichendicke sind bei Miiller [Miil04] zu finden.
Der Einfluss der beiden komplementéren Bilder auf die Grenzflichendicke ist demnach
in dieser Ndherung und mit dieser Definition der Dicke aufteilbar in intrinsische und
kapillare Anteile. Die Kapillarwellen sind offenbar fiir eine zunehmende Rauhigkeit der
Grenzflache mit steigender Systemgrofie verantwortlich.

3.3. Feldtheoretisches Profil

Die rein feldtheoretische Beschreibung der Grenzfliche erfolgt anhand der ¢*-Theorie
des Ginzburg-Landau-Hamiltonians in der Form . Mit Hilfe einer Sattelpunktsent-
wicklung der erzeugenden Funktionale um die exakte Losung der Mean-Field-Theorie
ist die mittlere Profilform (¢(x)) zu berechnen. In der QFT spriche man hier
von einer Feldtheorie vor einem Instanton-Hintergrundfeld. Die Folge der Entwicklung
um ein solches Hintergrundfeld ist eine Modifikation der Theorie, bei der neue Vertizes
entstehen und der Propagator im Allgemeinen eine kompliziertere Form annimmt, als
in der urspriinglichen ¢*-Theorie. Das Inverse des Propagators wird im Folgenden als
Fluktuationsoperator bezeichnet. Da die explizite Form des Fluktuationsoperators von
den gewidhlten Randbedingungen abhéngt, werden hier zwei Varianten dargelegt. Einer-
seits werden von Kopf in [K6p08], [KMOS8] periodische Randbedingungen in transversaler
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3.3. Feldtheoretisches Profil

Richtung gewihlt. Dort wird gezeigt, dass in Ein-Schleifen-Ordnung der Stérungstheorie
das Verhalten der Grenzfliche mit den Ergebnissen der Faltungsnédherung qualitativ ver-
gleichbar ist. Insbesondere zeigt sich die von Miiller gefundene In(L)-Abhéngigkeit und
Rauhigkeit der Grenzfliche. Drees hingegen liefert in [Drel(] in Ansétzen die Berech-
nung des Fluktuationsoperators fiir eine durch Randbedingungen fixierte Grenzfléiche,
die in der Folge in dieser Arbeit (Kapitel 4)) weitergefithrt wird.

In Abschnitt werden die Vertizes der Theorie hergeleitet, um daraufhin in [3.3.2]
das Ein-Schleifen-Diagramm und die Feldgleichung fiir den Felderwartungswert in Ein-
Schleifen-Ordnung berechnen zu kénnen. Bis dorthin bilden diese Abschnitte die Grund-
lage fiir beide Arten von Randbedingungen. In Abschnitt werden einige von Kopfs
Ergebnissen wiedergegeben, wobei die Herleitung der Spektraldarstellung des Fluktua-
tionsoperators auch fiir Kapitel [] von hochster Relevanz ist.

3.3.1. Die Feldtheorie des Systems mit Grenzfliche

Die Entwicklung von Feldtheorien um exakte Losungen der Mean-Field-Theorie wird
ausfiihrlich in [Raj75] behandelt. Ausgangspunkte sind das Cahn-Hilliard-Profil
und das erzeugende Funktional der ¢*-Theorie mit dem Hamiltonian . Korrekturen
zum Cahn-Hilliard-Profil werden im Rahmen der Schleifenentwicklung durch Betrach-
tung der Fluktuationen um diese Profilform berechnet. Das Feld wird dazu zerlegt in
das Mean-Field-Profil qﬁ[()a) (z) und die Fluktuationen ¢(® (z):

o(z) = (b(()a) (x) + @ (). (3.21)

Im Allgemeinen héingen die Fluktuationen ¢ von der Grenzflichenposition a ab; dieser
Index wird aber vorerst weggelassen, was in Abschnitt fiir die periodischen Randbe-
dingungen begriindet wird. Im Falle der fixierenden Randbedingungen in Kapitel [4] gibt
es keine Freiheit bei der Wahl der Grenzflichenposition. Anschaulich entspricht
einer Translation im Funktionenraum, die das Integrationsmaf} invariant lasst, so dass
die formale Ersetzung

Do — Dy

im Ausdruck fiir das erzeugende Funktional vorgenommen wird.

Wie lauten nun die Randbedingungen, die an die Fluktuationen gestellt werden, iiber
die im Pfadintegral integriert wird? Da in der Mean-Field-Naherung an ¢ die Forderung
(13.4) gestellt wird, wiirde man naiv fiir das Funktionalintegral {iber die Fluktuationen ¢
die Randbedingung

P(2) 0
annehmen. Jedoch ist zu beachten, dass sich in héheren Ordnungen einer Schleifenent-
wicklung der Statistischen Feldtheorie eine effektive Wirkung I'[¢,] fiir den Erwartungs-
wert des Feldes ergibt, deren Form sich von der des urspriinglichen Hamiltonians
unterscheidet. So ldsst sich zum Beispiel zeigen, dass die konstanten Felderwartungs-
werte in hoheren Ordnungen nichtmehr zwingend mit +vg iibereinstimmen. Dazu lasst
sich aus der effektiven Wirkung I" ein effektives Potential (siehe z.B. [ALT73]) ableiten,
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

aus dessen Minimierung sich die konstanten Felderwartungswerte bestimmen lassen. Im
Allgemeinen sind die Minima gegeniiber denen der Mean-Field-Theorie verschoben. Zur
Anschauung ldsst sich so vielleicht formulieren, dass das Feld in hoheren Ordnungen der
Storungstheorie nicht mehr denselben Randbedingungen wie in nullter Ordnung
unterliegt, da die Phasen nicht mehr durch +vg dargestellt werden. Es geniigt aber fiir
die anstehenden Rechnungen, ohne genauere Angabe von Randwerten vorerst anzuneh-
men, dass die Randbedingungen in +z-Richtung auch in héheren Ordnungen antisym-
metrisch bleiben. Diese Forderung ist sicherlich sinnvoll, solange die ¢ — —¢-Symmetrie
des Hamiltonians nicht durch Schleifenkorrekturen gebrochen wird.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden also antisymmetrische Randwerte fiir die
Fluktuationen ¢ in z-Richtung gefordert. Der Hamiltonian l4sst sich nun in Abhéngigkeit
von ¢ berechnen:

Hgpo + »] = H][go]

m2
+ [0 {3 (Tpta? = Topta + 2ol (el

+ o0@)e(@)’ + Tela)!

m?
+ (Ton(o) (Vi) — "on(a)ela) + fon(a)p(a)}.

(3.22)

Unter der Annahme, dass die Fluktuationen in z;-Richtung auf den Systemgrenzen ver-
schwinden (wie fiir Kapitel [4| benétigt) bzw. periodisch sind (in diesem Kapitel erforder-
lich) und, wie oben gefordert, entlang der z-Achse antisymmetrische Grenzwerte anstre-
ben, lésst sich der erste Term in der letzten Zeile von partiell integrieren und die

Zeile wird zu

2
my

Da ¢y(z) 16st, verschwindet dieser Ausdruck. Nach partieller Integration des Gradi-
ententerms von ¢ findet sich die neue Form des Hamiltonians, an der sich der sogenannte
Fluktuationsoperator K — der Operator der in den in ¢ quadratischen Termen auftritt
— direkt ablesen lasst:

Hlpo + ¢| = H[¢o]
1 mg . go
+ [P {Ge) [-A -0+ DonwP|et) (g
go go
+ B on()ele) + Dot}
Das Inverse des Fluktuationsoperatorkerns

m2
szém—yﬂ—A—2;+§%awﬂ (3.24)

stellt, sofern ein Inverses existiert, den Propagator der Theorie dar.
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3.3. Feldtheoretisches Profil

Als Kurzschreibweise wird

il = [ { [ 4Py Jo@ao) + Fo@e@P + o)) @25)

als Hamiltonian der Fluktuationen ¢ definiert. Denn der Term H [¢p] in ist eine
Konstante und kiirzt sich bei der Berechnung von Erwartungswerten raus. Er kann
also von vornherein aufler Acht gelassen werden. Das erzeugende Funktional der die
Grenzflichenfluktuationen beschreibenden Feldtheorie ist dann

:i/D¢m@{—Hm}+/erﬂ@¢@ﬁ (3.26)

mit Hp| aus Analog zur Konstruktion der Diagramme in Abschnitt [2.2.2] ist
an - bzw abzulesen, dass es zwei Vertizes, ndmlich einen ortsabhingigen
3-Punkt- und einen 4 Punktvertex gibt:

% _
>< -t

3.3.2. Ein-Schleifen-Korrektur des mittleren Profils

Die Korrektur des mittleren Grenzflichenprofils

(0()) = ¢o(x) + (p(x)) (3.27)

ist in erster Ordnung der Schleifenentwicklung nach Potenzen von 5~}

(o) =pr1+0(B7)

durch das Diagramm in Abbildung[3.4)gegeben. Andere Diagramme mit nur einer Schleife
und einer einlaufenden Linie lassen sich aus den Vertizes der Theorie nicht erzeugen.
Unter der noch zu begriindenden Annahme, dass der Fluktuationsoperator K ein Inverses
besitzt, lautet die Integraldarstellung (mit dem Symmetriefaktor 2) des Diagramms

P1(x) = _%0 / dPr K LKL o (). (3.28)
Anwendung des Fluktuationsoperators auf diesen Ausdruck liefert eine Differential-

gleichung fiir @:
K1 (w) + DK do(a) = 0 (3.29)

K:—A—7+ o (a). (3.30)
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

Ke

Abbildung 3.4.: Diagramm zu () in erster Ordnung

Gleichung (3.29)) entspricht mit der effektiven Wirkung I'[¢]| in Ein-Schleifen-
Ordnung (s. [K6p08]).

Da K ein hermitescher Operator ist, spannen die zugehorigen (eigentlichen und un-
eigentlichen) Eigenfunktionen den Hilbertraum der normierbaren Fluktuationen auf. In
Spektraldarstellung ist dann

Ko, =¥ AU, (2) W5 (y). (3:31)

Hier steht A fiir die Eigenwerte des Operators zu den jeweiligen Eigenfunktionen W, :

Sind die Eigenwerte und -funktionen bekannt, lédsst sich dementsprechend der inverse
Fluktuationsoperator bestimmen:

K, =¥ L)) (3.33)

Die Antwort auf die Frage nach der Existenz und Darstellung des inversen Fluktuations-
operators K~! ist dabei von den jeweils gewiihlten Randbedingungen auf den System-
grenzen abhéngig, da iiber diese der Raum der betrachteten Funktionen und damit das
Spektrum des Operators festgelegt wird.

3.3.3. Periodische transversale Randbedingungen

Wie bereits erldutert, gehorcht das Feld in z-Richtung antiperiodischen Randbedingun-
gen, um die Existenz einer Grenzfliche zu sichern. Diese Richtung wird im weiteren Ver-
lauf auch als longitudinale Ausdehnung des Systems bezeichnet. In x;-Richtung (dement-
sprechend als transversale Ausdehnung bezeichnet) hingegen ist das System auf die Sei-
tenldnge L beschréankt. Die Wahl von periodischen Randbedingungen in transversaler
Richtung

o(x1,...,xp_1,2) =p(r1+L,...,xp_1,2) = ...
co.=p(x1,...,xp_1,2) = p(r1,...,xp_1+ L, 2)
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3.3. Feldtheoretisches Profil

erlaubt das Auftreten einer Nullmode des Fluktuationsoperators, d.h. Eigenfunktionen
zum Eigenwert A = 0. Diese Nullmode

0¢o(2)
0z

entspricht einer infinitesimalen Translation der Grenzfliche in ihrer Gesamtheit, wie Kopf
in [K6p08] zeigt. Ihr Auftreten ist bedingt durch die Wahl von Randbedingungen, die
eine Translation der Grenzfliche zulassen, wie das bei periodischen Randbedingungen
der Fall ist. Das hat zur Folge, dass sich kein Inverses bilden lédsst. Um dieses
Problem zu umgehen, diirfen die Grenzflichentranslationen nicht in die erzeugenden
Funktionale der Theorie eingehen.

Uo(z) ox

Separation der Grenzflachentranslationen
In wird iiber alle Fluktuationen integriert, insbesondere auch iiber die der Nullm-
ode entsprechenden. Das bedeutet insbesondere, dass in einer Theorie, die von
mit periodischen transversalen Randbedingungen ausgeht, eine ganze Klasse von Grenz-
flichen betrachtet wird — von Interesse sind aber die Eigenschaften einer einzelnen fluk-
tuierenden Grenzfliche. Aus diesen Griinden wird die Grenzfliche bei einem beliebigen
Wert von a, der Einfachheit halber bei a = 0, festgesetzt und die Fluktuationen, die
der Translation der Grenzflache entsprechen, werden separiert. Um diese Separation der
Translationen zu erreichen wird die Methode der kollektiven Koordinaten angewandt
[GST75]. Dieses Verfahren hat einige Ahnlichkeit mit der Eichfixierung in der Quantisie-
rung von Eichtheorien, wie sie z.B. in [AL73] beschrieben wird und ist allgemein von
Bedeutung bei der Entwicklung um Loésungen der Feldgleichungen, die kontinuierliche
Symmetrien des Hamiltonians brechen [ZJ02].

Um ein Integral tiber die Position a der Grenzfliche in separieren zu konnen,
wird eine Eins konstruiert, die sicherstellt, dass im Pfadintegral nur Fluktuationen

—¢— o)

betrachtet werden, die keinen Translationsanteil besitzen. Fiir diese ,,echten“ Fluktua-
tionen gilt (dies entspricht der Eichfixierungsbedingung):

/dD:B ® 8¢%Z( ?) = 0. (3.34)

Die echten Fluktuationen sind also orthogonal zur Nullmode. Diese Bedingung wird
forciert durch eine Delta-Distribution in der Eins:

(a)
= /da 5 (/ dPx gp(“)a%az(z)> A (). (3.35)

Damit diese Bezichung erfiillt ist muss A (y) entsprechend als Inverses der Jacobi-
Determinante der Substitution

[ 0@ g
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

gewdhlt werden:

a 2 a (336)
995" (2) 2657 (2)
_ D 0 D (a) 0
/dx( P /d:vgp (z) 952
Einfiigen der Eins in die Zustandssumme ergibt
/We H[w]/da5</dD$¢ @ )a¢6 (= >>
z
(3.37)

o (a) 82 (a)
/ P ( o Z(z)) B / 4P 0 () 200 )

Der Term

ist, aufgrund der Translationsinvarianz des Integrationsmafes, eine Konstante und ins-
besondere unabhéngig von der Grenzflichenposition a. Das Integrationsmafl Dy und der
Hamiltonian H[y] sind ebenfalls jeweils invariant unter Translationen der Grenzfliche,
so dass sich das Pfadintegral auch ausgehend von ¢(~® ausfiihren lisst und der Ausdruck

in der §-Distribution zu
003 (2)
dD 0
[P 0@

wird. Der Index (9 wird von nun an wieder weggelassen. Der letzte Term in wird
als Korrektur hoherer Ordnung betrachtet und wird in der Ein-Schleifen-Ndherung nicht
weiter mitgefithrt [Hop97]. Nun lésst sich das Integral iiber die Grenzflichenpositionen
separieren, da kein Faktor im Integranden noch von a abhéngt:

fos (52)] [ fareso32) [
e (52 e

N, kennzeichnet dabei die Einschrankung des Funktionenraums auf die Fluktuationen
um das ortsfeste Cahn-Hilliard-Profil mit a = 0 ohne Translationsmode. Das di-
vergierende Integral iiber die Grenzflichenposition und der konstante Vorfaktor sind fiir
die Betrachtung einer Grenzflache nicht von Interesse (bei Regularisierung des Integrals
wiirden diese Faktoren in der Berechnung von Erwartungswerten rausgekiirzt), so dass
von nun an die Zustandssumme

7 =

(3.38)

Z, = | Dpe il (3.39)
Ny
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3.3. Feldtheoretisches Profil

betrachtet wird. Die Uberlegungen der Abschnitte und miissen dann lediglich
auf die echten Fluktuationen beschrinkt werden. Insbesondere ist der Fluktuationsope-
rator dann

r_
K' = K] N, -
K’ besitzt per Definition keine Nullmode und ist somit invertierbar.

Das Spektrum des Fluktuationsoperators

Zur Vereinfachung des Eigenwertproblems (3.32)) ldsst sich der Operator in einen trans-
versalen (—A(P~1) und einen longitudinalen (K) Anteil zerlegen:

oy 9 mi g
K= _A@-1D —55 70 4 Eo(ﬁg(z) (3.40)
K

mit
D—1 62
ADP-1) — Z i
2
P Oxy,

2
3Img

$2(2) = v tanh? (?2) und 3 =
90

gemaf (3.6) und (3.5)). Per Separationsansatz fiir die beiden Anteile ergeben sich zwei
Eigenwertgleichungen:

— APV (@, apy) = Nafalz, .. wpo) (3.41)
und
0? mg . 9o o
5.2 " 5 T 5 %(2)| gx(2) = xgx(2). (3.42)

Die Eigenwertgleichung zur Bestimmung des Spektrums des Fluktuationsoperators

KWz, = Ay Uiy (3.43)

wird dann durch die Produkte
Uiy (x) = f(2)gy(2)

mit Eigenwerten

Aiiy = A + X

gelost.
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

Transversaler Anteil: Die transversalen Randbedingungen betreffen nur das Spektrum
in (3.41)). Die normierten Losungen dieser Gleichung bei periodischen Randbedingungen
sind wohlbekannt:

- 2

fa@) =L2 exp (—ifﬁ-f) (3.44)
mit

£e[0,L)° und iezP
Die Eigenwerte sind
_odm?
Fiir 7 = 0 existiert also insbesondere eine Nullmode des transversalen Anteils des Fluk-
tuationsoperators.

Longitudinaler Anteil: Um einen Eindruck des Spektrums des longitudinalen Anteils
zu gewinnen, wird die Eigenwertgleichung (3.42)) in die Form einer Schrédingergleichung
gebracht:

h? 02 h?mg  3R*mg 9 (Mo h?
o - e T (z)]gx<z>—2mOAng<z> (3.45)
oder
p?
[2720 + V(Z)] gx(z) = Eygx(2). (3.46)

Letzteres ist die Schrodingergleichung eines Teilchens der Masse mg im Potentialtopf
V(2). Dieser hat die Eigenschaft

V(z) Mo ) vieR
Uil 2 W
und ein absolutes Minimum 2

— mo

Qualitativ ist dieses Problem aus der Quantenmechanik eines Teilchens im endlichen
Potentialtopf bekannt. Existieren Eigenwerte V(0) < E, < h*mg/2, so entsprechen
diese gebundenen Zusténden und sind diskret. Fiir Eigenwerte F, > h%mg/2 ist ein
kontinuierliches Spektrum ungebundener Zustéinde zu erwarten. V(z) ist auch als Poschl-
Teller-Potential bekannt. Die Auswertung des Eigenwertspektrums ist urspriinglich in
[PT33] bzw. in der hier verwendeten Form in [Hop97] betrieben worden.

Die Losung der Schrodingergleichung fithrt auf zwei diskrete Eigenwerte x; mit den
zugehorigen normierten Eigenfunktionen gy, (2)

3
Xo =0, Gxo(2) =4/ % sech? (%z) (3.47a)

3m0

X1=—" 9y (2) = = tanh (%z) sech (%z) (3.47b)
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3.3. Feldtheoretisches Profil

und das Kontinuum an Eigenwerten x., mit den Eigenfunktionen g, (z) (der Index c
steht fiir ,,continuous*)

Xep = m% +p2 mit p € R,

. 2
Ixep(2) = Npe'?? |29 + To_ §m§ tanh? <%z) + 3imgp tanh <?z> ] (3.47¢)

2 2
mit der Normierung

N, = [27 (4p* + 5mp® +mi)] =y
Der Sekans Hyperbolicus ist durch

1

sech(z) = cosh(z)

definiert. Das Potential und das Spektrum sind in Abbildung angedeutet.

V(2)
Kontinuum
h2mo |
2
Punktspektrum
z
_ hPmo
4

Abbildung 3.5.: Potentialtopf aus (3.46)) und das Spektrum aus Kontinuum (schattiert),

sowie zwei diskreten Eigenwerten (blau)

Berechnung von K'~!

Da sowohl das transversale als auch das longitudinale Eigenwertproblem Lésungen zum
Eigenwert Null besitzen, lasst sich die Nullmode des Fluktuationsoperators K

1-D [3my mo
\I’(—)‘XO(Z) =L 2 T SeCh2 (72)
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

identifizieren. Im Spektrum des Operators K’ ist diese Mode eliminiert. Um den inversen
Fluktuationsoperator zu bilden, muss somit

1
-1 «
Hg;y - j{: qyﬁxg( )qynXO( )A*
RezZP-1\{0} X0
1
+ Z W”Xl TLXl( ))\ (3.48)
nezP-1 X1
. 1
L D
AezD-1 "Xewp

berechnet werden.

Im Integral zum Ein-Schleifen-Diagramm des Fluktuationserwartungswertes
tritt K/,! mit zwei verschiedenen Parametern 2 und 2’ auf. Hoppe gibt in [Hop97]
einen geschlossenen Ausdruck fiir diesen Propagator an und kommentiert, dass aufgrund
der Komplexitit dieses Ausdrucks die Graphenberechnung denkbar ungeeignet zur Be-
stimmung des Fluktuationserwartungswerts sei. In der effektiven Feldgleichung
hingegen tritt nur der Fall z = y, also K/,! auf, dessen Form wesentlich einfacher zu
handhaben ist. Die Berechnung des Erwartungswerts durch Losung der Differentialglei-
chung scheint also gegeniiber der Graphenberechnung der vielversprechendere Ansatz zu
sein.

Sortiert nach Potenzen des sech ergibt sich der folgende Ausdruck fiir K/ !:

OUO LR = Cy + C sech? (7,2) + Cy sech® <7z) (3.49)

mit den divergierenden und noch zu regularisierenden Koeffizienten

2 L-P
EE: b/n *24#

T S +m3 +p*
~ 3m =P
2 G = 3mo —
Jovo Sl 2L mo
Il DNQ
-3 Z /dp m0+m0p)q247r2
nezZP—1 Tm 0+—p
3moL3~P
govo 02 Z 32’/T2ﬁ2
fiezDP—1\{0}
3my =D
4 sezb—1 M2 4”2 + 3m0

gmo Z / Ll DNZ

772 471'2
RezD-1 + mO +p?
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3.3. Feldtheoretisches Profil

Die Bezeichnungen und Vorfaktoren sind aus [K6p08| iibernommen. Es zeigt sich, dass
fir x = 2’ die Abhingigkeiten von den transversalen Koordinaten verschwunden sind.
Die Differentialgleichung ([3.29) fiir ¢; ist dann

K'@1(x) + [5’0 + Cy sech? (%z) + Cy sech? (%z)} tanh <%z) =0. (3.50)

Die Losung dieser inhomogenen, gewohnlichen Differentialgleichung wurde von Kopf
durch Variation der Konstanten gefunden:
W (%)
sec 5 ?

51(2) = [;%tanh( 02+ 2o (G )

(3.51)

— gg tanh (@z> .
mg 2
Der Beitrag der Ein-Schleifen-Rechnung zum Felderwartungswert enthélt somit eine Kor-
rektur des Mean-Field-Profils « tanh(mpz/2) und im Unendlichen exponentiell abfal-
lende Terme. In D = 3 Dimensionen und nach Anwendung der dimensionalen Regulari-
sierung findet Kopf fiir die Koeffizienten folgende Ausdriicke:

~ _ Yoo mo
Co = 2 4An’
Gy = 0% 3o+ 1n (moL)]
2 167
2/7
it o =1 +y~ 1,832,
mit « n<3r2(}l)> 0

~  govo In (3)

2= 3°mﬂ
Hier ist I'(z) die Gamma-Funktion und + die Eulersche Konstante. Um die physikalische
Profilform zu erhalten, miissen die nackten Parameter bis zur Ein-Schleifen-Ordnung
renormiert werden. Kopf benutzt dazu das Renormierungsschema aus [GKM96] und
erhilt letztendlich das Profil zur Ein-Schleifen-Ordnung

¢(z) = (d(x)) = ¢o(2) + P1(2)

in renormierten Grofien:

or(z) = UR{ tanh <7R ) — gjn % z sech? <%z)

— g—i [(; 5111 (mRL)] tanh (%z) sech? (%z) }

Dabei ist die dimensionslose (s. Anhang [B]) Kopplungskonstante ug durch

(3.52)

9R
mg

UuRr =
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3. Grenzfldchenprofil und -dicke bei periodischen Randbedingungen

definiert und 15 3
=16 Zln (3) ~ —0,0115.
Analog zur Berechnung der Dicke der Grenzfliche in der Kapillarwellentheorie — in

dieser Arbeit nur exemplarisch als zweites Moment nach Definition (3.20)) zitiert — ergibt
sich fiir das Profil (3.52)

2 27 o (7 ur 2 , UR
Wher = [ dz 2°0R(2) =mp” | o + o (20— oy ) + 20 In(meL) .

Bemerkenswert ist die qualitative Ubereinstimmung mit Miillers Ergebnis; die so definier-
te Grenzflachendicke besteht aus einer Konstanten addiert mit einer In (L)-Abhéngigkeit.
Dieses aus der reinen Feldtheorie (,first principles®) abgeleitete Ergebnis enthélt keine
willkiirlichen Parameter, wie den Cut-Off [ in der Grenzflichendicke nach Miiller. Jedoch
lasst sich die Form von Miillers Ergebnis rekonstruieren, indem die Terme proportional
zu up als In(L/l) umgeschrieben werden. Qualitativ sind die Aussagen der Kapillarwel-
lentheorie und der ¢*-Theorie also miteinander vereinbar. Letztere bestétigt damit die
Ergebnisse der ad hoc durchgefiihrten Faltung von intrinsischem Profil und Kapillarwel-
len in der Faltungsniherung.
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4. Die fixierte Grenzflache

Nach der Beschéftigung mit der Grenzfléche in einem System mit periodischen Randbe-
dingungen, folgen in diesem Kapitel analoge Betrachtungen zu Grenzflachen, die durch
Randbedingungen fixiert werden. Ebenso wie bei Ko6pf wird hier nicht die Graphenbe-
rechnung des Ein-Schleifen-Diagramms durchgefiihrt, da der dort auftretende Propaga-
tor bei den hier gewihlten Randbedingungen wohl noch unhandlicher als im in [Hop97]
beschriebenen Fall wire. Stattdessen wird versucht, mit d&hnlicher Herangehensweise wie
in Abschnitt eine Losung der effektiven Feldgleichung zu finden. Die Berechnung
der Profilform ist in diesem Fall durch die Hoffnung motiviert, die Ergebnisse fiir einen
Vergleich mit Monte-Carlo-Simulationen zugénglicher zu machen. Denn fiir diese Simu-
lationen muss dem Wandern der Grenzfliche durch Fixierung entgegengewirkt werden,
um aussagekriiftige Ergebnisse zu bekommen [Miil04].

Die Uberlegungen in diesem Abschnitt greifen die Vorarbeit von Drees in [Drel(] auf.
Die Bezeichnungen der von nun an auftretenden Grofien sind der Einfachheit halber wie
in Abschnitt gewihlt; natiirlich handelt es sich aber um Groéflen der Problemstellung
mit fixierenden Randbedingungen. Einen Uberblick iiber die in diesem Kapitel hiufig
auftretenden Grofien erhélt man im Anhang [A]

4.1. Randbedingungen

Sollen auf allen Seitenflichen des Systems dieselben Randbedingungen erfiillt werden,
so lassen sich diese durch die Forderung

¢(0,22,...,2p-1,2) = ¢(L,z2,...,op_1,2) = ...
e = gb(xl, e ,wD_Q,O,Z) = ¢($1, N ,.%‘D_Q,L,Z) = ,u(z)

an das Profil ¢ ausdriicken. Es stellt sich dann die Frage, von welcher Form die Funktion
u(z), die letztendlich die Grenzfldche stabilisieren soll, sein muss. Um die Grenzfléiche
auf dem Rand zu fixieren und den Nulldurchgang des Profils bei z = 0 festzusetzen
wiirde die Forderung

wu(z) = vp sgn(z)

geniigen. Jedoch hitte diese Wahl einerseits starke Randeffekte zur Folge, die in der
Interpretation der Ergebnisse identifiziert und ausgeklammert werden miissten. Ande-
rerseits wére unter diesen Randbedingungen schon die Lésung der Feldgleichung in der
Mean-Field-N#herung problematisch, da p(z) dann selbst keine Losung der Feldgleichung
darstellt.
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4. Die fixierte Grenzfldche

Da die in hoheren Ordnungen der Stérungstheorie auftretenden Fluktuationen aber
gerade vor dem Hintergrund des Mean-Field-Profils berechnet werden miissen, stellt

p(z) = ¢o(2) (4.1)

die natiirlichste Wahl der Randbedingung dar. ¢(z) = ¢o(z) ist dann die eindeutige
Losung der Feldgleichung in der MFA , die trivialerweise auf dem Systemrand gleich
w(z) ist. Insbesondere tritt dann kein freier Parameter in der Losung der Feldgleichung
auf, dem die Grenzflichenposition entspricht — die Grenzfléiche ist in nullter Ordnung bei
z = 0 fixiert. Daran lésst sich bereits ablesen, dass eine Nullmode des Fluktuationsope-
rators, wie sie bei periodischen Randbedingungen vorkommt, hier nicht auftreten wird.
Die damit verbundene Problematik der Grenzflichentranslationen wird also umgangen.

Was jedoch passiert mit den Randbedingungen in héheren Ordnungen der Stérungs-
reihe? Da der Profilverlauf auf dem Rand in diesem Fall der Losung der MFA entspricht,
liele sich als Randbedingung nullter Ordnung verstehen. Denn, wie zu Beginn
von Abschnitt diskutiert, sind die Randbedingungen in z-Richtung in héheren
Ordnungen nicht dieselben, wie in der MFA. Dabei stellt sich dann die Frage, ob auch
die transversale Randbedingung  (z) an die Ordnung der Stérungsrechnung angepasst
werden soll, damit

lim pu(z)

z—Fo0
das erwiinschte Verhalten aufweist und zum Beispiel gegen die Felderwartungswerte
der homogenen Phasen konvergiert. So wire eine Moglichkeit in nullter Ordnung die
Randbedingung
po(2) = ¢o(z)
zur Losung der Feldgleichung zu nutzen, in héheren Ordnungen jedoch Korrekturen des
MFP zuzulassen, so dass dort als Randbedingung beispielsweise

(@) = (1+£) anla

angesetzt wird. Dabei ist C' eine Konstante die im Nachhinein durch Selbstkonsistenzglei-
chungen zu bestimmen wire. Auch noch komplexere Modifikationen der Randbedingun-
gen durch Hinzunahme weiterer Terme, wie sie beispielsweise in Kopfs Resultat
auftauchen, sind denkbar. Im Allgemeinen wird aber durch die Wahl komplizierterer
Randbedingungen eine Losung der Feldgleichung erschwert.

In dieser Arbeit wird nun das Szenario beschrieben, in dem die Randbedingungen
i (2) in allen Ordnungen

() = Go(=) = vo tanh ()
lauten. Dann ist

#(0,z9,...,xp_1,2) = ¢(L,x2,...,Tp-1,2) = ...

.= ¢($1, cee ,CCD72,0,Z) = gf)(.’El, ce ,SUD,Q,L7 z) = ’Uotanh <%2)
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4.2. Die Feldgleichung

die Randbedingung fiir das Grenzflachenprofil ¢. Die Sattelpunktsentwicklung von ¢ um
das MFP

¢(x) = ¢o(z) + ¢(x)
bedingt dann die Forderung

©(0,22,...,2p-1,2) = (L, xo,...,xp_1,2) = ...
co=p(x1,...,xp-2,0,2) = p(z1,...,2p-2,L,2) =0

an die Fluktuationen ¢(z). In z-Richtung werden weiterhin antisymmetrische Grenzwer-
te im Unendlichen angenommen.

4.2. Die Feldgleichung

Die Konstruktion der Feldtheorie der Fluktuationen wurde bereits in den Abschnitten
und beschrieben. Ubersichtshalber werden hier nur die wichtigsten Gleichun-
gen nochmal wiedergegeben — mit der Nummerierung aus diesen Abschnitten. Ziel ist
die Berechnung des Felderwartungswertes (¢(z)) vor dem Hintergrund des Mean-Field-
Profils ¢o(z) in Ein-Schleifen-Ordnung, wobei der Erwartungswert der Fluktuationen
(p(z)) in dieser Ordnung mit @;(x) bezeichnet wird:

((2)) = ¢o(2) + @1(x). (3-27)

Die Voraussetzungen fiir die Herleitung der effektiven Feldgleichung der Fluktuationen
K¢ N1 =0 3.29

und des Fluktuationsoperators

2
K=—A— % + %%0(95)2 (3.30)
wurden in so formuliert, dass diese Gleichungen gleichermaflen die Grundlage fiir
die Beschreibung der fixierten Grenzfliche bilden. Somit stellt auch hier die zu
l6sende Differentialgleichung dar, die die Fluktuationen um das MFP in Ein-Schleifen-
Ordnung liefert.

Um nun die Randbedingungen in die Theorie einzubringen, wird die Spektraldar-
stellung des Fluktuationsoperators K und seines Inversen K~! auf dem Raum der den
Randbedingungen geniigenden Funktionen ermittelt. Dazu ist die Eigenwertgleichung
(3.32) unter den gegebenen Randbedingungen zu losen. Per Separationsansatz werden
daraus wieder zwei Eigenwertgleichungen fiir den transversalen Anteil —A(~1 und den
longitudinalen Anteil K des Fluktuationsoperators.

Die normierten Losungen der transversalen Eigenwertgleichung

— APV £(Z) = N fa(@) (3.41)
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4. Die fixierte Grenzfldche

fiir auf dem Rand verschwindende Fluktuationen sind aus der Quantenmechanik eines
Teilchens im unendlich hohen Potentialtopf der Seitenldnge L bekannt:

(@) = (i) - Zﬁ: sin (") (4.2)

wobei

AeNPt n;£0 Vie{l,...,D-1}
und 7 € [0, L]”~! mit den zugehorigen Eigenwerten
2
o
)\ﬁ = n2ﬁ.
Die Funktionen fz werden von nun an als Transversalmoden des Systems bezeichnet.
Aufgrund der Tatsache, dass der Eigenwert A5 = 0 nicht existiert, besitzt der Fluktua-
tionsoperator K keine Nullmode. B
Da sich fiir den longitudinalen Anteil K des Fluktuationsoperators keine Verdnderung
zu Abschnitt ergibt, lasst sich das Spektrum des Fluktuationsoperators direkt durch
Produkte der longitudinalen Eigenfunktionen (3.47)) und der transversalen Eigenfunk-
tionen (4.2)) angeben. Der Index 7 kennzeichnet dabei die Transversal-, x die Longitu-
dinalmode des Fluktuationsoperators:

D-1 rp_1 7
2 2 LT 3m, m
Ui (@) = <L> };[1 sin (%:m) TO sech? (702) , (4.3a)
Dot rp-1 .
2\ 2 n;m 3myg
Uiy, (1) = () H sin (sz) —— tanh (—z) sech (—z) ,  (4.3b)
L i L ] 4
9\ 7z [P1 ]
iy, () = <L> H sin (%xa Npeipz
Li=1 | (4.3¢)
2 3 m m
2, My 9 9 2 (Mo . mo
[2}9 + 5 2m0 tanh ( > z) —|—31m0ptanh< 5 z)]
mit .
N, = [27 (4p* + 5mip® + m{)] 2
und
peR.
Die zugehorigen Eigenwerte sind
ﬁ27r2

)\ﬁxo = 12 zu "

Nixy = 2 T zu (4.3D)),
22 9 9
Afixep = Tz +mp+p zu (4.3c).
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4.2. Die Feldgleichung

Damit kann der inverse Fluktuationsoperator in Spektraldarstellung
— 1 «
K:vyl :z;, X‘I’A(l‘)‘I’A(y) (3-33)

angegeben werden. Da die Feldgleichung (3.29) nur von K} abhingt, geniigt es den
Operator fiir y = x niederzuschreiben:

() 5

n; >0Vi

L? 3
e (1)
neim

1 3
p ™0 tanh? <@z> sech? (@z)
27 3mg 4 2 2
2 T 1

1 2
+/dp B2 md o+ p? 96.0(2) }

L2

D—1
H sin? (mi$>
L T

=1

(4.4)

mit gy, ,(z) aus (3.47d). Die Schreibweise n; > 0 Vi steht fiir n; > 0Vi € {1,...,D — 1}.
Im Gegensatz zum Fluktuationsoperator K’ bei periodischen Randbedingungen (vgl.
(3.49)) sind in diesem Fall noch explizite Abhéngigkeiten von den transversalen Koor-
dinaten & enthalten. Dies ist eine direkte Folge der Fixierung der Grenzfliche durch
Randbedingungen: Je nachdem wie weit vom Systemrand entfernt die Grenzfliche be-
trachtet wird, sind unterschiedliche Fluktuationen derselbigen zugelassen.

Es bleibt zu bemerken, dass in die antisymmetrischen Randbedingungen in lon-
gitudinaler Richtung nicht explizit eingegangen sind. Diese kénnten nur dann in der
Darstellung des Operators beriicksichtigt werden, wenn die Eigenwertgleichung des lon-
gitudinalen Anteils auf dem Raum der Funktionen, die antisymmetrische Randwerte
flir z — +o0o0 anstreben, gelost wird. Letztendlich wird sich aber zeigen, dass durch die
Inhomogenitét der Feldgleichung nur in z-Richtung antisymmetrische Lésungen
zugelassen werden.

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer von wird im weiteren Verlauf mit
M3 (z) bezeichnet, also

Kl = (Z) o Z [Dl__f sin? (nzﬂxz)] Mz (2). (4.5)

n;>0V: Li=1

Um den Ausdruck etwas handlicher zu gestalten, wird zuerst | ch’p(z)‘2 berechnet:

4
m 9 m
’gXC,p(z)}Q = N])Q{4p4 + 2m%p2 + TO + Zmé tanh? (%z)

+ [3m8p2 - ;mé} tanh? (%z) }
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4. Die fixierte Grenzfldche

Nach dem Einsetzen und Ausnutzen der Relation
tanh? (z) = 1 — sech? (z) (4.6)
lasst sich M3z (2) in die iibersichtlichere Form

My (2) = Méo) + Mé ) sech? ( ) + M( ) sech? (%z) (4.7)

2

bringen. Die Ausdriicke fiir die Koeffizienten MS) lassen sich dann ablesen und lauten:

2 m
Mz = /dp ﬁng . 0+p [4p + 2map? + -2 1 0+ 4m0 + 3map® — 50
1 / PEE (4.8)
1 3mg N2

MW = —/d _ P 6mg + 3map?] , 49

n ﬁz’f N 3T(2) 4 p nzgz +m% +p2 [ 0 oP ] ( )
2

Y@ _ 3mo L? 1 3mo +/ ) N 9 4 (4.10)

n 8 n27.r2 niwz + 3m0 4 2 +p24 0

Die Berechnung der hier auftretenden Integrale ist der Ubersicht halber in den Anhang
verschoben. Die Ergebnisse (C.1)), (C.2)) und (C.3) lauten:

1

0
Mé ) _ —— (4.11)
24/ "% +m0
1 mo 1 3m?2 m2
M = <+ 7 0 L Os | —4mop,  (412)
2(5F) 4 mh |22 g | ()
2 1 9 mg
M@ = FEE — ﬁ2:2 . (4.13)
+ mo 8 n 7r + mg ( 5 )
Die Differentialgleichung (3.29)) hat mit Mz(z) die Form
g (2\"71 - n;m
0 .
Kei(z) +75 <L> > [H sin® ( T %)] M;i(2)¢o(z) = 0. (4.14)
ni>0Vi Li=1

Im Unterschied zur Feldgleichung bei periodischen Randbedingungen (3.50)) ist die In-
homogenitit dieser partiellen Differentialgleichung explizit von den transversalen Koor-
dinaten ¥ abhéngig.

46



4.2. Die Feldgleichung

4.2.1. Die Feldgleichung in der Systemmitte

Eine Idee, die Feldgleichung zu vereinfachen, ist die Betrachtung des Grenzflichenprofils
auf eine Transversalkoordinate ¥ = const. zu beschrinken. Eigenschaften der Grenz-
fliche, wie die Grenzflichendicke, lielen sich so in Punkten des Systemquerschnitts be-
rechnen, die moglichst unabhéngig von Randeffekten sind. Die Mitte des Systemquer-
schnitts

ist von den Réndern des Systems am weitesten entfernt und eine Losung der Feldglei-
chung sollte dort die geringsten Randeffekte aufweisen.

Mit
sin? <ni7r L) _ {0, falls n; gerade, (4.15)

L 2 1, fallsn;,=2;+1,1; e N

wird (4.14) zu
- 90
Koi1(@)l, =z + 5 > M, 41y, (2)0(2) = 0. (4.16)
;N
Die Notation (2; + 1), steht hier fiir den Vektor 7 mit ausschlielich ungeraden Kompo-
nenten. Damit sind zwar die transversalen Koordinaten in der Inhomogenitét, d.h. dem
zweiten Term, eliminiert. Die Form des ersten Terms

K1 (2)],,

muss aber noch bestimmt werden. Die Problematik besteht nun darin, Aussagen iiber
die Ableitungen des Feldes in der Feldmitte
D—-1 82

72901(95)
— Ox; -

zu finden, die es erméglichen das Problem zu vereinfachen. Aus der Tatsache, dass durch
die transversalen Randbedingungen vorgegeben ist, dass die Fluktuationen auf dem Rand
verschwinden, lielen sich aber keine weiteren Einschrankungen an die Ableitungen des
Feldes in der Systemmitte finden. Dieser Ansatz wird daher im Folgenden nicht mehr
weiterverfolgt.

4.2.2. Die transversal entkoppelte Feldgleichung

Nach [Drel0] ist ein weiterer Ansatz zur Losung der Feldgleichung dadurch gegeben, die
Fluktuationen @;(x) und die Terme der Inhomogenitéit in nach den Elementen
des Orthonormalsystems zu entwickeln, um die Feldgleichung in den Transversal-
moden zu entkoppeln. Dazu werden die Koeffizienten der Transversalmoden mit @3 (2)

bezeichnet: bttt
piz) = > (i) i [H sm(mL”x)] B (2). (4.17)
=1

m;>0Vi
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4. Die fixierte Grenzfldche

Auflerdem sind noch die Funktionen

sin (—a;z Z \/—sm —xz Apym, (4.18)

mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten

Anim; / dx”/ sin —xz sm2 <n,77rxz) (4.19)

darstellbar. Fiir die Bestimmung der Koeffizienten A,,,,,, nach (4.19) muss das folgende
Integral ausgewertet werden:

L

/de sim(%m)sin2 (%x)

—/Ldm 1s.in(mg@—}sin m+2n €T —lsin m—2n T
=/ 2 L 4 L 4 L

4ar
1
o on [cos ((m + 2n) ) — 1]
1
o— [cos ((m — 2n) ) — 1]} .

Die erste Gleichheit ist schnell mit Hilfe der Exponentialdarstellung des Sinus gezeigt.
Damit ist letztendlich
0, falls m; gerade,

I W y sonst.

Somit erhédlt man die Differentialgleichung

3 rﬁl sin ("”L”x)] B3(2)

m;>0Vi Li=1

g0 (2" = (T
+5(7) 2 I X sn () Aum,

n;>0V: Li=1 m;>0

(4.21)
M (2)po(z) =

Nun ist die komplette Differentialgleichung im Orthonormalsystem der transversalen
Fluktuationsmoden entwickelt und muss fiir jede Mode separat erfiillt werden. Nach
Einsetzen der Eigenwerte des transversalen Anteils des Fluktuationsoperators ist dann

[lil(mg”)2—ﬁ—+ D42(:)| @

=1
go (2 - Z
+ 5 <L> 0

m(2)

D—1
Anlml
=1

(4.22)
7(2)po(2) =
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4.2. Die Feldgleichung

Die Feldgleichung ist also nach Entkoppelung der Transversalmoden in eine ge-
wohnliche, lineare, inhomogene Differentialgleichung mit variablen Koeflizienten iiber-
gegangen. Um nun die Losung von angeben zu konnen, ist fir ®,7(z) zu
l6sen und die Reihe in auszuwerten.

4.2.3. Losungen der homogenen entkoppelten Feldgleichung

Da eine lineare, inhomogene Differentialgleichung ist, besteht ihre allgemeine
Losung aus der Summe der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differen-
tialgleichung und einer speziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Die
homogene Differentialgleichung

T 2 02 mé g0 o
;(L) — o5 = 0+ D62 | Palz) =0 (4.23)
lasst sich aber umschreiben zu
—ﬁ—@+@¢2(z) O (2) —_i (m”)Zcp (2) (4.24)
9.2 2 270 mAs L mA ’

=1

Letzteres ist nichts anderes als die Eigenwertgleichung des longitudinalen Operators K
aus , dessen Spektrum in den Gleichungen (3.47)) angegeben ist. Mit

DIl
_2;( L) <0

wiirde aber ein negativer Eigenwert benotigt werden, der im Spektrum dieses Operators
nicht auftritt. Diese Aussage ist dquivalent zu der Tatsache, dass der Fluktuationsope-
rator K keine Nullmode besitzt:

Ky # 0;

wobei aber gerade
Kg1 =0

der noch nicht entkoppelten homogenen Differentialgleichung entspricht.

Obige Uberlegungen greifen jedoch nur, wenn ®,;(z) ein Element eines Hilbertrau-
mes, d.h. insbesondere normierbar (bzw. quadratintegrierbar) ist und im Unendlichen
hinreichend rasch gegen Null konvergiert. In diesem Fall ldsst sich ®,;(z) durch Eigen-
funktionen des Fluktuationsoperators ausdriicken. Durch die in formulierten longi-
tudinalen Randbedingungen ist aber nicht gefordert, dass ¢;(x) und damit auch ®z(2)
fiir z — Fo0 verschwinden, sondern lediglich gegen antisymmetrische Grenzwerte kon-
vergieren. Falls also derartige nichtnormierbare Losungen von existieren, miissen
diese beriicksichtigt werden. Problematisch wére das insofern, als die Berechnung des Er-
wartungswertes der Fluktuationen @1 durch das Graphenintegral und durch die Losung
der Feldgleichung dquivalent sein sollten. Durch das Auftreten von zuldssigen Losungen

49



4. Die fixierte Grenzfldche

der homogenen linearen Differentialgleichung wiirde aber ein Freiheitsgrad erzeugt wer-
den, der in der Graphenberechnung nicht auftritt. Denn das Integral dort hat prinzipiell
— abgesehen von der Wahl eines Renormierungsschemas — ein definitives Ergebnis und
lasst kein beliebiges Hinzuaddieren homogener Losungen der Differentialgleichung zu.
Im Allgemeinen ist dann davon auszugehen, dass eine aus dem Profil berechnete Grofie
wie die Grenzflichendicke mit diesem neuen Freiheitsgrad variieren wiirde. Eine Berech-
nung des Grenzflichenprofils anhand der effektiven Feldgleichung hétte dann weniger
Vorhersagekraft als die Berechnung des Graphen.

Desweiteren ist auch nicht klar, was die physikalische Interpretation der homogenen
Feldgleichung fiir die Fluktuationen sein soll. Gleichung entsteht aus der klassi-
schen Feldgleichung einer Feldtheorie ,freier* Fluktuationen (abgeleitet aus (3.25)) mit
dem Hamiltonian

Hild = [aPa [ 4%y So@ el

Nun sind aber die Fluktuationen ¢ als Fluktuationen um das Mean-Field-Profil ¢y (al-
so das klassische Profil) definiert und treten klassisch garnicht auf. Eine normierbare,
nichttriviale Losung der homogenen Differentialgleichung diirfte es demnach nicht geben.

Nach dem Satz von Peano besitzt die Differentialgleichung aber zumindest lokale
Losungen fiir jedes Anfangswertproblem und somit nichttriviale Losungen. Eine weitere
Untersuchung ist also unumgénglich. Mit Hilfe des Computer-Algebra-Systems Maple
[Map11] ldsst sich eine Losung von finden. Mit den Nebenbedingungen

Ppi(2) = =Pm(—2) und  @45(0) =0,

um eine im Ursprung regulédre Losung zu erhalten, lautet die Losung

m 1
phom) ()

m - cosh(moz) + 1 [367”% + 42n,m3 + 48n, cosh(moz)m3

+ 6n,5 cosh(2mgz)m? + 24n% + 32n% cosh(mgz) + 8n cosh(2mgz)}

oo (73 2] o (727)

. [3 tanh? (%) m3 + 3mg — 61/m3 + nz; tanh (moz) my

2 6 3s 4 2 2 3
L= (9m0+33n7ﬁm0+40nmm0+16nm) 4 i 5
10 mg m0+nm'm0
Q

_|_4n~:| Q(nm(3m8+7nﬁlmg+4nfﬁ>)
m
moz moz
. [3tanh2 (T) mg + 3m3 + 64/m? + n,z tanh ( 5 ) mg
2, (9m8+33n - md+40n2, m2+16n3,
T N

Z(nm (3m3+7nm m% +4n%1))
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4.2. Die Feldgleichung

2 Eﬁ(n%+"nﬁw)1(1)(§mg+4”m) mg mg(m2+nm)
_27:171@ 2 B 2(n~(m2+n~)(3m +4n-—))
—b(-1) o (3mg+4nz) m{motnm ) (Imp Hanm
2 (2. R
nﬁ(m0+n"i2(1$§m0+4nm) 4 m2(m8+nm)
. (_3mg _ 4n7ﬁ) 2("177,<m(%+nﬁ7,>(3m(2)+4nﬁ1))

7’L2 mn. = 7’L2 mn. =
mo? VI mo2 -y
. [tanh (—2 ) — 1] [tanh (*2 ) + 1}

. [Gmm/m% + n,3 tanh (%) — 3m3 tanh? (%) — 3mj3

2 6 - 4 2 2 3
ne. (9m0+33n7ﬁm0+40nmm0+16nﬁ)

4 2
mo +nﬁlmo

4
10 mQ
Mo

2(77‘771 (3m6+7nmm% +4n3ﬁ ))

— 4nm}

. [3 tanh? <%> mg + 3m3 + 61/ m3 + ng tanh (m;'z) mo

2 ( 6 4 2 .,2 3
n% | 9ml+33n,2 mi+40n<, m +16n4)
m 0 m "0 m_ 0 m 4 / 4
10 mg m0+nmm0

My

+ 4n7ﬁ:| 2("1% (3m%+7nﬁlmg+4n%)) }

»

Dabel ist b ein freier Parameter und
D—1 e 2
T
=Y (1)
i=1 L

eine Abkiirzung. In Mathematica [Mat10] wurde das Ergebnis numerisch iiberpriift. Dazu
wurden fiir die freien Parameter und die Variable z je fiinfzig zufallsgenerierte Werte in
die linke Seite der Gleichung mit der Losung eingesetzt und so bestétigt, dass dies
Null ergibt.

Genauso wurde verfahren, um das Grenzverhalten dieser Losung fiir z — 400 zu
bestimmen. In allen Fillen ist die Losung unbeschrinkt und konvergiert in einer Rich-
tung der komplexen Ebene uneigentlich gegen Unendlich. Im Ubrigen zeigt auch die
von Maple ohne Nebenbedingungen berechnete, hier nicht wiedergegebene Lésung die-
ses Verhalten. Letztendlich ist also davon auszugehen, dass die Losungen der homogenen
Differentialgleichung nicht gegen endliche Grenzwerte fiir z — *o0o konvergieren
und damit nicht zu der Klasse Funktionen gehoren, die als Fluktuationen zugelassen
werden. Die Losung der homogenen Differentialgleichung ist also unter den geforderten
longitudinalen Randbedingungen trivial

pom () = 0 (4.25)

m

und die Loésung der inhomogenen Feldgleichung somit eindeutig.
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4. Die fixierte Grenzfldche

Daraus lisst sich im Ubrigen direkt folgern, dass ®,; nur fiir 7 mit ausschlieBlich
ungeraden Eintridgen von Null verschieden ist. Das folgt aus der Tatsache, dass die
Inhomogenitat der Gleichung aufgrund der Faktoren A,,,,, verschwindet, sobald
ein m; gerade ist.

4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

Der Versuch, die Losung von (dhnlich wie bei Ko6pf) zu raten, indem &, als
Summe von Produkten aus Sekans Hyperbolicus und Tangens Hyperbolicus angesetzt
wird, fiihrt nicht zum Ziel. Um aber dennoch ohne Riickgriff auf numerische Methoden
eine Losung zu finden, besteht die Moglichkeit, die Differentialgleichung auch in den
longitudinalen Moden zu entkoppeln: Denn in entspricht
2 2
T D) =K

dem longitudinalen Anteil des Fluktuationsoperators K, dessen Spektrum be-
kannt ist. Werden nun alle auftretenden Funktionen von z als Summe und Integral der
Eigenfunktionen g,, dargestellt, kann die Gleichung vermittels der Orthogonalitéit dieser
Funktionen entkoppelt werden. Genau das wurde ja schon fiir die Herleitung von
aus mit Hilfe des Orthonormalsystems der Transversalmoden getan. Da zudem
der Differentialoperator K in der Spektraldarstellung betrachtet wird, geht die Differen-
tialgleichung in eine algebraische Gleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten {iiber.

Dabei ist aber zu bedenken, dass der Spektralsatz (nach [Miin06]), der dieser Entwick-
lung zugrunde liegt, nur eine Aussage iiber die Entwickelbarkeit quadratintegrierbarer
Funktionen nach den (eigentlichen und uneigentlichen) Eigenfunktionen eines selbstad-
jungierten Operators macht. In der Inhomogenitét von tritt mit dem Mean-Field-

Profil ¢g im Term o« M éo) ¢ aber eine Funktion auf, welche explizit nicht quadratinte-
grierbar ist:

do & L2

AuBerdem sind die Randbedingungen fiir z — 400 so gewéhlt, dass auch ®,5(2) im
Allgemeinen nicht gegen Null konvergiert und damit ebenfalls nicht integrierbar ist.
Eine vollstindige Entwicklung der Feldgleichung nach den longitudinalen Moden des
Fluktuationsoperators ist also nicht ohne weiteres gerechtfertigt.

Das Problem der Nichtintegrierbarkeit dieser Funktionen wird bei der Berechnung der
Entwicklungskoeffizienten offensichtlich. Denn die Koeffizienten ¢,, der Entwicklung einer

Funktion f(z),
f(z) :%é Cngn(2),

sind durch das Skalarprodukt (-, -) der Funktion f und einer Funktion g, des vollstin-
digen Orthonormalsystems gegeben:

e = (gur f) = / dz g%(2)1(2).
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

Das letzte Integral wird aber im Allgemeinen nicht existieren, wenn die Funktion f(z)
nichtintegrierbar und g,(z) eine nichtintegrierbare, uneigentliche Eigenfunktion ist. Um
die Entwicklung nach den Longitudinalmoden dennoch durchfithren zu kénnen, besteht
einerseits die Moglichkeit, den nichtintegrierbaren Anteil von @, (z) zu erraten und in der
Differentialgleichung zu eliminieren. Dieser Ansatz wird in Abschnitt skizziert und
gezeigt, dass er in der vorgeschlagenen Form nicht zum Ziel fiithrt. Eine weitere Option
ist den divergenten Koeffizienten der Entwicklung durch Regularisierung der Integrale
einen endlichen Wert zuzuweisen. Darauf wird in Abschnitt [.3.2] eingegangen.

4.3.1. Separation der Mean-Field-Korrektur

Um die Entwicklung des Terms proportional zu ¢g in der Differentialgleichung zu umge-
hen, wird im Folgenden versucht, diesen mit Hilfe eines freien Parameters zu eliminieren.
Dazu wird der folgende Ansatz gemacht: Motiviert durch Kopfs Ergebnis wird an-
genommen, die Fluktuationen ¢ seien von der Form

o(x) = pp(x) + C(Z) tanh (%z) , (4.26)

mit

wp(®) 20

und auf dem Systemrand z; € {0, L} verschwindend und einer Funktion der transversalen
Koordinaten C(z1,...,xp_1), die ebenfalls auf dem Rand Null wird. Die Fluktuationen
sollen folglich so beschaffen sein, dass der nichtintegrierbare Anteil einer Korrektur der
Grenzwerte des Mean-Field-Profils entspricht. Es gilt also

Dieser Ansatz fithrt bei der Entwicklung der Fluktuationen nach den Transversalmo-

den (s. (4.17)) direkt auf die Form
mo
®,5(2) = ®p7(2) + Cyp tanh (72) . (4.27)

®p 3 beschreibt die integrierbaren ,, Verzerrungen“ der Profilform (mit dem Index D fiir
,Distortion“), wihrend der zweite Term der Verschiebung der Grenzwerte des Mean-
Field-Profils pro jeweiliger Transversalmode Rechnung triagt. Mit diesem Ansatz ergibt
sich in die Moglichkeit, die Entwicklungskoeffizienten Cj;; so zu wihlen, dass sich
die nichtintegrierbaren Terme gegenseitig aufheben. Anschliefend lassen sich die restli-
chen Terme nach den Longitudinalmoden entwickeln.
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4. Die fixierte Grenzfldche

Ausnutzen der Beziehung (4.27) in der Feldgleichung (4.22)) liefert

D-1 , 2 2
3 (mﬂ)Q _o my + 92(’¢3(z)] Pp 7 (2)

o L 0z 2
+ DZf(Tnm)?_y_mg+go¢2(z) C tanh <@2) (4.28)
1 L 022 2 9 70 m 5 )
2 D-1 D—1
* S7720 <L> > T Anems | Mix(2)¢0(2) = 0.
n;>0Vi Li=1

Auflerdem ist
92 md g0 mo
[‘522 5 2%(2)] tanh (7572)
= —mZsech? (@z> tanh (ﬂz) + m3 tanh (@z) .
2 2 2
Unter Beriicksichtigung von (4.7)) lassen sich damit die nichtintegrierbaren Terme in

(4.28) ablesen:

mo Dol My 2 g0 2 D-1 D1 (0)
2 : ? 2 2 :
i=1 n; >0Vi Li=1

Da @p ,; nach Voraussetzung integrierbar ist, konnen durch die zweifache Ableitung

82
@(I)D,ﬁi

keine weiteren Terme

o tanh (%z)

in erzeugt werden. Andernfalls miissten im Unendlichen verschwindende Stamm-
funktionen von tanh(mgz/2) existieren, was nicht mit der Tatsache vereinbar ist, dass
tanh(mgz/2) fiir z — +o0o gegen +1 geht. Wenn aber in der Differentialgleichung
keine weiteren Terme proportional zum Tangens Hyperbolicus erzeugt werden koénnen,
muss der obige Klammerausdruck verschwinden:

p-1 D-1
() | an (2) ¥

i=1 n;>0V1e

D—-1

H Anim;

=1

MO = o.

Der Koeffizient Cp; ist also

b-1 Zn i Hz‘gil Anim; Mr%O)
g0 (2> o T2 | . (4.29)

SO () 4 m3
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

Nach dem Verschwinden des Klammerausdrucks wird (4.28)) zu

=) g e

=1

—m2Cp sechQ(2 )t 1r1h<2 )

g 9 D—-1 D-1

0

+2<L) > | TT A
n;>0Vi Li=1

. {Mél)sechQ( 5 )—|—M( )sech4( )}¢0( )=

Alle in dieser Gleichung auftretenden Terme sind in den Longitudinalmoden entwickelbar
und die Gleichung ldsst sich in diesen entkoppeln. Die Fluktuationen lassen sich durch

Ppm(2)

(4.30)

B0, (2) = 900 (2) + 9 () + [ dp a2

darstellen. Nachdem die Gleichung entkoppelt ist, ergeben sich letztlich algebraische
Gleichungen fiir die Entwicklungskoeffizienten qgﬁ.

Die Entkopplung der Differentialgleichung durch Entwicklung aller auftretenden Funk-
tionen wird im néchsten Abschnitt vollstdndig durchgefiihrt; hier werden der Kiirze we-
gen nur die Koeflizienten qim und das Endergebnis fiir diesen Ansatz wiedergegeben, um
aufzuzeigen, dass er zu Inkonsistenzen fiihrt. Der erste Koeffizient ldsst sich zu

a =0
bestimmen. Weiterhin ist
3mg _m 9 D—1
7 V4 dme { go( ) Z

S22 12

D—1
Anzmz

2 \L

=1

n; >0Vi

2
mg 2/© 1, @
'<z?f( S A T >}

und

mit
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4. Die fixierte Grenzfliche
Das Integral in der Entwicklung von ®p ,; (%) lésst sich dann in einer lingeren Rech-

nung mit Hilfe des Residuensatzes berechnen und das Ergebnis lautet:

- 1 mo mo
RO ‘w{ﬁmg(z) sech? (52)
0

1
+ my am—(4+nm>ﬁm+M
M g

_ . k
re~ Mol Qi (G ozl
sin (7/7m) T — k2
1 1 00 k
— 107 + 1756%5(2) .. R (1*1) lemo|zk]
k=1 4 k

+ mo 1
T — 4

1 m
+ [Qm%am — 2mj (ﬂm + 4> B + Brm(z)] tanh <*20 Z)

+ mgﬁm tanh <%z> sech? (%z)

1
—2mi o (4

+
M~ g
1 1 2 1 m I
Y p—— +
<8 1 T i 16%_}1) am%_}lv(Z)

Te—molzl\/im
-sgn(z) |— - +2
g ()[ Jimsin () 2

%m%am — ém%ﬂm - %Oé“’}/(z) + %Gﬁm’}/(z)
Nm — %
malz| X (—1)F
-sgn(z) [—27re 2y i — 22 —m“"“] } (4.31)
k=1 4
Dabei wurden die Definitionen
g 2\ =
n;>0Vi Li= (432&)
i MO 4 D 4 2y
S () 4 m3 T
g 2\ = 2.2
B 1= vg 22 - Z H Apim, gMﬁ (4.32D)
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

v(z) == % - gmot nh? < 20 z> , (4.32¢)

g(z) := 3mg tanh (%z) (4.32d)

— Dz:: (LmO)Q (4.32¢)

verwendet.

Nach den Grundannahmen des gewihlten Ansatzes , miisste dieser Ausdruck,
da er ja Teil von ®p 5 ist, fiir 2] = oo verschwinden. Der Term in der fiinften Zei-
le verhindert dies aber, da er proportional zu Tangens Hyperbolicus ist. Gerade solche
tanh-Abhéngigkeiten sollten im gemachten Ansatz separiert werden und diirften im Falle
einer selbstkonsistenten Losung nicht mehr auftreten. Da alle anderen Terme im Unend-
lichen verschwinden, liele sich der Ansatz nur retten, wenn der Vorfaktor des tanh-Terms
ebenfalls gegen Null konvergiert. Jedoch gilt unter Ausnutzung von

v(z) = —m3 fiir |z| = oo

und der Definitionen von a3, 87 und 7

- 1
/dp g pGxen(2) m “amd (Qmoam — 2m} ( ) B — mgﬁm)
b 1
x Yy { 9+MQ+<—%OM?}
i 6

H n;m;
n;>0Vi Li=

Auf den ersten Blick gibt es keinen Grund anzunehmen, dass dieser Ausdruck allgemein
verschwindet. Und tatséchlich lédsst sich fiir den hier interessanten Spezialfall von D = 3
Dimensionen fiir beliebige, spezielle Werte der Parameter L. = mg = m; = mg = 1
zeigen, dass der Ausdruck nicht verschwindet. Denn dann lautet die Reihe mit Hilfe von
(4.11)) bis (@.13)) (die Vorfaktoren wurden ausgelassen)

(4n? —1)(4n3 — 1) | @?n?  4ii*m2+3  Vi2nZ 41

n; >0Vi
L3 1 1 B4 972
14272 24272+ 3  @2n24i2n? +3

} |

Sowohl der Vorfaktor, als auch die ersten beiden Terme in der geschweiften Klammer
zusammen genommen sind grofler als Null fiir alle 77 mit echt positiven, natiirlichen Kom-
ponenten. In der eckigen Klammer lassen sich die Terme auf den (positiven) Hauptnenner
bringen, so dass der Zahler die Form

3 39 9
*m?(47°m® 4+ 3) + 2ﬁ27r2 (1+427%) — <16 + 47r2> (1+27?)
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4. Die fixierte Grenzfldche

annimmt. Dies ist aber fiir alle @7 grofler als Null, da alle Terme die 77 enthalten positiv
sind und der Ausdruck fiir den kleinsten Wert von 712, 712 = 2, bereits grofier als Null
ist. Der Wert der Reihe ist also echt grofier als Null.

Letztendlich geniigt der Ansatz also nicht, um die nichtintegrierbaren Fluktua-
tionen zu separieren und ist damit gescheitert. Aber auch wenn sich mit diesem Ansatz
keine Losung der Feldgleichung finden lief3, so verdeutlicht zumindest eines: Da
der Tangens Hyperbolicus im Ergebnis eines Integrals iiber die Eigenfunktion g, ,(2)
an der Seite von integrierbaren Termen auftritt, muss es Koeffizienten geben, mit denen
er sich durch die Eigenfunktionen des Operators K darstellen lisst. Gelingt es nun, eine
derartige Darstellung des Tangens Hyperbolicus zu finden, liefe sich, ausgehend von der
urspriinglichen transversal entkoppelten Feldgleichung , diese wiederum vollsténdig
in den longitudinalen Moden entkoppeln. Der Unterschied zu dem hier gemachten An-
satz liegt im Wegfall der Notwendigkeit, den tanh-Term in der Differentialgleichung
durch Annahmen zu eliminieren.

Eine Moglichkeit, die Entwicklung des Tangens Hyperbolicus explizit anzugeben, be-
steht darin die integrierbaren z-Abhéngigkeiten in im Orthonormalsystem
zu entwickeln und auf die linke Seite der Gleichung zu bringen. Aufgrund der Linearitét
des Integrals wére damit eine Entwicklung gefunden. Der Rechenaufwand fiir diesen Weg
wére jedoch erheblich.

4.3.2. Regularisierung der Entwicklungskoeffizienten

In diesem Abschnitt wird nun versucht, die Koeffizienten der Entwicklung wie iiblich
iiber das Skalarprodukt mit einer Eigenfunktion zu berechnen. Es wird sich jedoch zei-
gen, dass einige der auftretenden Integrale — wie zu erwarten war — divergieren, weshalb
sie regularisiert werden sollen. Dazu wird den Integralen ihr Cauchy-Hauptwert zugeord-
net. Bei im Riemannschen Sinne existierenden Integralen entspricht der Hauptwert dem
eigentlichen Integralwert. Divergente Integrale haben zudem oft einen endlichen Haupt-
wert; siehe auch [WW52]. Der Hauptwert eines uneigentlichen Integrals wird dadurch
berechnet, dass die Integrationsgrenzen mit derselben ,,Rate“ an Singularititen oder ins
Unendliche gefiihrt werden. Das heif3t, wenn der Hauptwert durch P gekennzeichnet wird
und die Funktion f(z) bei z = b € [a, ¢] singular ist:

P/acdz f(z) = 613& [/ab dz f(z) + /b+ dz f(Z)} ;

oder wenn g(z) iiber ganz R integriert werden soll und nicht rasch abfillt:

R

77/ dz g(z) = ngréo Rdz g9(2).

Motivieren lésst sich dieser Ansatz noch dadurch, dass die Vollstindigkeitsrelation
fiir das Orthonormalsystem (und damit die Delta-Distribution) formal auch auf
beliebige Funktionen anwendbar ist und diese somit in einem gewissen Sinne auch in
diesem Orthonormalsystem darstellbar sein sollten. Da dieser Ansatz hier jedoch nicht
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

streng mathematisch begriindet werden kann, muss die Konsistenz der Entwicklung im
Nachhinein gepriift werden. Es wird sich aber zeigen, dass die Anwendung der Regula-
risierung durch Zuweisung des Hauptwerts zu einer selbstkonsistenten Darstellung des
Tangens Hyperbolicus durch die Longitudinalmoden fiihrt.

Neben der Entwickelbarkeit des Tangens Hyperbolicus ist eine weitere Voraussetzung
fiir die Entkoppelung der Differentialgleichung natiirlich die Entwickelbarkeit des Felder-
wartungswertes @1 _bzw. @ (z) selbst. Dass dieser aber durch die Eigenfunktionen des
Operators K bzw. K mit Hilfe regularisierter Koeffizienten darstellbar ist, zeigt ein Blick
auf die Graphenberechnung . Wenn die Propagatoren K;;, in der Spektraldarstel-
lung gegeben sind, ldsst sich das Schleifenintegral umschreiben zu

o1(x) N¥ %qf)\(x) /de/ \Ilj(x/)K;,;,qu(x’) (4.33)

mit den Eigenfunktionen , die ihrerseits durch die Longitudinalmoden darge-
stellt werden. Effektiv entspricht dies einer Darstellung des Erwartungswertes in den
Longitudinalmoden, wobei die Koeflizienten in diesem Fall proportional zu dem D-
dimensionalen Integral iiber 2’ sind. Letzteres muss im Allgemeinen ebenfalls regulari-
siert werden, so dass es sich auch in diesem Fall um eine Darstellung durch regularisierte
Koeffizienten handelt. Prinzipiell ist das nun zur Anwendung kommende Verfahren also
mit der Graphenberechnung vereinbar.

Im Folgenden werden die Entwicklungskoeffizienten der in der Feldgleichung @D
auftretenden Terme berechnet. Die Zerlegung der Fluktuationen &, in die Moden E}
wird mit den Entwicklungskoeffizienten a;ﬁ notiert:

Bi(2) = gy (2) + gy, (2) + P / dp gy (2). (4.34)

Hier wurde das Integral durch den Hauptwert regularisiert, da davon auszugehen ist,
dass es divergiert. Die Wirkung des Operators K auf das Feld in (4.22)) kann nun mit
Hilfe der Spektraldarstellung durch

2 3m2 w ’rﬁ
s T B () = 0 () 4P [ ap (md+1?) b, )

ersetzt werden.

Entwicklung von sech’tanh
Der sech? tanh-Faktor, dessen Koeffizient M 7(71) ist, lasst sich

m m
sech? (70,2) tanh (702) = bogyo(2) + b1gy, (2) + /dp bepGxen (%) (4.35)

schreiben. Der erste Koeffizient ist

by = /dz 9o (2) sech? (%z) tanh (%z)

= ﬁ/dz sech? (%z) tanh (%z)
=0,

(4.36)
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4. Die fixierte Grenzfldche

da der Integrand ungerade ist und im Unendlichen verschwindet.
Im Fall des zweiten Koeffizienten ist die Losung per Substitution zu finden.

b = /dz 9y, (2) sech? (%z) tanh (%z)

= 3@ /dz sech? (@z) tanh? <@z>
V 4 2 2
3m0 4 >

= 1 mo/o dz sech® (2) tanh? (2).

I

Im letzten Schritt wurden die Argumente der Funktionen substituiert und ausgenutzt,
dass der Integrand gerade ist. Mit der Substitution

y = sech (z)
1

— 4
yv1—y? /

dz = —

ist .
2
I= / dy y*v1—y?,
0
was durch eine weitere Substitution

y = sin (z)

dy = cos (z) dx

auf

jus

2
I= / dz sin? (z) cos® (z)
0

zuriickgefiithrt wird. Das letzte Integral ldsst sich durch partielle Integration 16sen (in
Kurzschreibweise mit s, = sin(z), ¢, = cos(z)):

jus jus
2 us 2
2 2 3. 1% 2.2 4
/0 dzx sy, = chm’(f —/0 dz (2s5¢; — s3)

:3/2dxsic§+/2dx53
0 0

und damit ist

Daher lautet das Ergebnis

3mg T
by =/ ————. 4.
Y=V 74 amy (4.37)
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

Der dritte Koeffizient ist
% 2 mo mo
bep = /dz Iy, Sech (72> tanh (72')

und wurde mit Mathematica [Mat10] berechnet:

2 2 2
bep = —127r/\/pp(m°7;p) csch (H’) . (4.38)
mo mo

Entwicklung von sech*tanh
Die Entwicklungskoeffizienten des Terms mit dem Koeffizienten Mg) werden mit ¢;
bezeichnet:

m m
sech’ (702) tanh (702) = 0y, (2) + 19y, (2) + /dp CepGxep (2)- (4.39)

Dabei ist wegen des ungeraden Integranden wieder
co = 0. (4.40)

Der zweite Koeffizient lasst sich wie by 1osen:

= /dz Iy, (2) sech? (%z) tanh (%z)

4 oo
= Smo/ dz sech® (2) tanh? (2).
4 mo Jo

II

Dieselben Substitutionen liefern

1
II:/ dy y*v/1 — 42
0

us

2
_ 4.2
—/0 dx s,c;

s
_ _ 33| ? 2 4 4.2
= —CySylg +/0 dz (—2c;sy + 3¢;s)

s uy

2 2
:—5/0 d:zsici—i—?)/o dx s2c2

1
II=-L
2

3mg T 1
— ./ = Zbs. 4.41
“l 4 8m0 2 ! ( )
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4. Die fixierte Grenzfldche

Und fiir den dritten Koeffizienten

Cep = /dz 9o sech4< 5 )tanh( 5 )

findet [Mat10] wiederum

4 2 (m2 + p2 2
cop = —i2T pr esch (WP>
3 my mo

_ 2m%+p2
3 m%

(4.42)

C7p.

Entwicklung des tanh
Die Koeffizienten der Entwicklung des Tangens Hyperbolicus werden d; genannt. Es ist
also

m
tanh (707:) = dogyo(2) + digy, (2) + P / dp depgy.., (7). (4.43)

Da der Tangens Hyperbolicus ungerade ist, die Eigenfunktion g, aber gerade, verschwin-
det der erste Koeffizient
dg = 0. (4.44)

Der zweite Koeffizient ist durch

3m0 AL mo 3m0 ™
di =1/ 1 /dz tan 5 2) sech (-2 T mo (4.45)

gegeben. Dabei wurde das Integral durch Substitution von tanh(mgz/2) und Riicksub-
stitution von sin (z) gelost:

/dz tanh? (%z) sech <%z) = mo/ dy

= — dIL‘ sin? (x
| dr s @)

Waihrend alle bisher berechneten Koeffizienten endlich waren und nicht regularisiert
wurden, muss der letzte Koeffizient d.., regularisiert werden. Die Berechnung des Haupt-
wertes mit Hilfe des Residuensatzes ist in den Anhang verschoben. Es ergibt sich

,p—P/dng tamh(2 )
p
=127\, [ + mo] csch <7r) ,
my mg
was fiir p = 0 singulér ist. Mit den gefundenen Koeffizienten ldsst sich dann die Kon-

sistenz der Entwicklung durch Berechnung der rechten Seite von (4.43)) {iberpriifen und
verifizieren. Auch diese Rechnung ist der Linge wegen im Anhang zu finden.

(4.46)
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

4.3.3. Losung der Feldgleichung

Mit den Ergebnissen (4.36]) bis (4.46]) ist die Differentialgleichung (4.22) jetzt zu einer
algebraischen Gleichungen fiir die Koeffizienten a?, aaﬁ und a’g?p entkoppelbar, in denen

jeweils nur noch die Koeffizienten derﬂEigenfunktionen 9x0» 9x1 oder g, auftreten.
Auflésen der Gleichungen nach den af" liefert dann mittelbar, nach Auswertung des
Integrals in , die Losung der Differentialgleichung.

Da der Differentialoperator in symmetrisch ist und die Inhomogenitét antisym-
metrisch, muss die Losung ®,5(2) ebenfalls antisymmetrisch sein. Der Koeffizient ag der
symmetrischen Funktion g,,(2) sollte also verschwinden. Da die Entwicklungskoeffizien-
ten by, cp und dy alle Null sind und ebenso der Eigenwert von K zur Eigenfunktion g,
lautet die Gleichung der Vorfaktoren von g,,:

Z (mIiW)QagL =0.

Damit ist wie erwartet

all =0, (4.47)

da der Klammerausdruck endlich ist (fiir m; sind nur echt positive Werte erlaubt).
Die Gleichung der Koeffizienten von gy, (z) lautet

= (mi7r>2 N 3m3|
2. \"L 4| ™
=1
g 9 D—-1 D—1
+ UOEO (L) Z | H Anim; {d1Mé0) + blMél) + C1M7£l2)} =0.
n;>0Vi Li=1
Mit
di = 4by

und ([.41)) lisst sich der Koeffizient a7* dann schreiben als

m go (2 bt =
a] = —’UOE <L> Z H AnlmZ

n; >0V Li=1

a4+ m) 4 1

P (mx)? 4 B

by. (4.48)

Die letzte Koeflizientengleichung fiir die Koeffizienten von g, , () lautet

Dl N2
> () Hmbeat| ol
i=1
g (2\77 i3t 0 ! ’
+ UO? <L) Z H Apim; {dqué : + ch’Mé : + CC’pr(’: )} =0
ni>0vi Li=1
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4. Die fixierte Grenzfldche

Hier lassen sich die Koeffizienten der Ubersicht halber durch d., ausdriicken:

2
p
bc,p = _migdc,p
und
_ 2t (mitp)
Cep 3 - % e.p°

Somit ist der letzte Koeffizient durch

g 9 D-1 D-1

7 0

Ay = ~U0% <L> > I Anm
n; >0Vi Li=1

(4.49)

dc7p

St () i+ p?

gegeben.
Anhand dieser Ergebnisse und Gleichung (4.34)) ldsst sich die Losung der Differential-
gleichung (4.22) wie folgt darstellen:

g 9\ P-1 D-1

0

va= g (7)) T | Aum
n;>0Vi Li=1

n

b19y, (2) (4.50)
D—1 (mym\2 3md Xt :
Y ()T

MO _ 2 %pz(mgz-pg)MéZ)

©) 4 a0 (2)
'{4Mﬁ + M) + SM;

+77/dp - n‘ 5
Yt ()T + md + p?

Dank der Faktoren A, ist dies Null, sobald ein m; gerade ist.
Die Berechnung des Integrals anhand des Residuensatzes ist in den Anhang ver-
schoben. Die Bedingung fiir die Giiltigkeit des dort berechneten Ergebnisses ist

was durch geeignete Wahl von L problemlos zu erreichen ist. Der Residuensatz wird
dann auf die beiden Bereiche z > 0 und z < 0 angewendet und es zeigt sich, dass

®y3(2) = sgn(2) i (|2])
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

gilt, ®7 also wie erwartet antisymmetrisch ist. Fiir z # 0 lautet das Ergebnis

g (2" =
n; >0Vi Li=1
{Méo)—FiMél)-i-éMém m [
. D—1 (m;7\2 3mZ  mo X1
> i1 ( L ) + 3 o 4
™[ 2 4,0
= =Ml
2mé<7rnm a v(Iz0)
o 1 a 1 @] [md s
# MO g+ 0] |58 =2l + e S
M — 1 (4.51)

2

+ csc (v/nm) {Méo) + anél) + 3" (1 —nm) Még)]

e—Vimmolz|
2 i (L= )

M \z — m

i [Mém + kMY 4 ;# (1-#?) M§>]

™
k=1

. 2 (—emol=)"
[2mgk? —~(|2]) +moke(|2])] 7 T =) ) [

Hierbei wurden der Kiirze wegen wieder die Definitionen (4.32¢)), (4.32d]) und (4.32¢€))

benutzt.

- [2namg —~(121) + Vimmoe(|2])]

Die Form von @, lisst sich noch vereinfachen, wenn man erkennt, dass der erste
Term in der geschweiften Klammer und der zweite Term in der runden Klammer sich
wegheben. Denn mit

n;g —v(z) + %e(z) = gm% tanh (n;() ) ( + tanh (% ))

3
= §m(2) tanh (%z) sech (%z) e2'”

o (3 ) )

i=1

und

sowie (3.47b)) zeigt sich

T m z m e_%p‘
2 sl w )|

— ) 2 4 1-
oV (e B
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4. Die fixierte Grenzfldche

Somit wird der Ausdruck fiir ®,5 zu

g [ 2\ P D1

0

bs(2) = 1% <L> > |1 A
n; >0Vi Li=1

1
.sgn<z>{nﬂm4M§>7<|z>
mit0

2
2my 3
e—Vnmmolz|
2/l (1 = 0m)

- i {M,@ +k2M 4+ §k2 (1—#?) M@]

(4.52)

- [2n5m3 —(1=]) + Viramoe(|2])]

n

(1 —K2) (nm — k?)

Obiges gilt bisher nur fiir z # 0, da der Residuensatz nur fiir endliches z anwendbar
ist. Fiir z = 0 ist der Hauptwert des Integrals in Null, da bis auf den ungeraden
Faktor csch(pm/my), der aus d.j, stammt, alle weiter auftretenden Faktoren gerade in p
sind. Auflerdem ist gy, (0) = 0. Insgesamt folgt also

_efm0|z| k
- [2m3k? = ~(2]) + moke(|2])] ( ) }

O (0)=0

und der Ausdruck fiir &5 (2) aus sollte zumindest stetig in z = 0 fortsetzbar sein.
Um das zu bestétigen, ist zu beachten, dass die in auftretende Reihe nur dank des
Faktors exp(—mg|z|k) konvergent ist; fiir z = 0 hingegen verhalten sich die Summanden
fir groBe k wie k% und die Reihe divergiert. Deshalb kann in der Reihe nicht einfach
z = 0 gesetzt werden und es muss stattdessen der Grenzwert z — 0 des Wertes der
Reihe betrachtet werden. Nachdem einige Terme fiir z = 0 verschwinden, bleibt

D1 1©
lim @52 (2) o< limy 2 [H A"m] {%mm%

n; >0V Li=1

2
+ ‘277;4’ csc (v/nmm) [M(O) + MY + S (1= 1) MEZ)}
0
2mmf — "o

2/ (5 — )

(o) o —(_ke?;?;:)—km }
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4.3. Losung der transversal entkoppelten Feldgleichung

auszuwerten. [Mat10] berechnet Null als Ergebnis der Grenzwertbildung in der geschweif-
ten Klammer und folglich des gesamten Ausdrucks. Damit ist mit 7 (0) = 0 eine
auf ganz R stetige, antisymmetrische Funktion.

Die in auftretende Reihe iiber k ist sowohl mit Hilfe von [Matl0] als auch mit
[Mapll] auswertbar. Das Ergebnis, ausgedriickt durch hypergeometrischen Funktionen,
ist jedoch in beiden Fillen auch nach Anwendung der Vereinfachungsroutinen so lang,
dass es hier nicht wiedergegeben werden kann. Da die Reihe aber von der Form

e—m0|z\)k

T T

k=1

ist, wobei P(k) fiir ein Polynom sechsten Grades in k steht, geniigt es den Wert von

> *molz\)

Z ,_kQ (7, — k2)

1

zu kennen. Die Reihen, die noch zusétzliche k-Faktoren enthalten, lassen sich dann durch
formale Ableitung dieses Wertes nach —my|z| berechnen. Die Auswertung in [Mat10]
liefert

°° —e—molz |)

2 mQ mo
E . k2) 1 + 2arctan (e 2 cosh 5 ‘Z|

1 M — g1
+12F1(1,1—m;2_\/nim.;_e*mdd)
2 (- D - Vvim
12F1(1 1—}—\/77?’2_’_\/7;2 _efm0| |
4z
2 (s — 1) (V7w + 1) v/im

Fiir die hypergeometrische Funktion o F} (a, b; ¢; ) gilt

d b
@zFl(a, byc;z) = %2F1(a +1L,b+ e+ 15 2).

Die Lange des Ergebnisses rithrt daher, dass die Exponentialfunktion, nach deren Ar-
gument abgeleitet wird, als Argument der hypergeometrischen Funktion auftritt. Durch
die Ableitungen werden dann in Folge der Anwendung der Leibnizregel viele zusétzliche
Terme generiert, die sich aufgrund der Vorfaktoren in P(k) nicht gegenseitig aufheben.

Mit Einsetzen von (4.52)) in (4.17]) ist nun also formal die Losung der Feldgleichung
(3.29) und damit auch die Form der Grenzfliche in Ein-Schleifen-Ordnung (3.27) bei
fixierenden Randbedingungen bekannt. Ausgeschrieben lautet der Erwartungswert der
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4. Die fixierte Grenzfldche

Fluktuationen in Ein-Schleifen-Ordnung

3(D-1)
_ _Go (22
Pi(z) = vy <L> Z

mg,m; >0
Vi

1
.sgn@){n%mmgowp
mtteo

D—1 S
H Apm, sin (LZ:L‘Z)]

=1

2
+ % cse (v/nmm) [Méo) + anS) + 30m (1 —nm) Mg)]
e~ Vnmmolz|
2y (5 = nm)

_LOO (0) 21,1 |, 2.0 ) (2)
éZ[Mﬁ +REMG Y+ 2k (1 k?) My

(4.53)

n

Tom 212 _ (_efmo"z')k
[2mgk? — y(|2]) + moke(|2])] =5 (=12 [
1 m

Durch das Ersetzen der im Laufe der Arbeit definierten Funktionen und Koeffizienten
scheinen sich keine Vereinfachungen des Ausdrucks zu ergeben, so dass der Linge des
resultierenden Ausdrucks wegen hier auf die Wiedergabe des Ergebnisses ohne Abkiir-
zungen verzichtet wird. Addition des Mean-Field-Profils ¢g(z) liefert letztendlich das auf
dem Rand fixierte Grenzflachenprofil (¢(x)) in Ein-Schleifen-Ordnung.

Wie in den Randbedingungen gefordert, sorgen die Faktoren sin(m;mwz;/L) in
dafiir, dass die Fluktuationen auf dem Systemrand x; € {0, L} verschwinden. Desweite-
ren ist (4.53]) antisymmetrisch in z und konvergiert in der z-Richtung gegen Z-abhéngige
Grenzwerte. Da die z-Abhéingigkeiten der Losung entweder in Form des Tangens Hy-
perbolicus oder in Exponentialfunktionen mit negativem Argument vorkommen, sind
bei Bildung des Grenzwertes |z| — oo lediglich die ersten beiden Zeilen von zu
beriicksichtigen. Im Limes ergeben sich dann die Z-abhéngigen Grenzwerte

g (222D D-1 —_ 1 o
. — — . (2
d = (1) 3 [T i ()|
m;mi>0 Li=1 TG
Vi

Bereits fiir diesen vermeintlich einfachst moglichen Term aus (4.53) lie3 sich in D = 3
Dimensionen kein geschlossener Ausdruck finden.
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5.1. Zusammenfassung und Vergleich mit der
Graphenberechnung

Um den Weg von der allgemein gefassten ¢*-Theorie zur Losung der Feldglei-
chung der Fluktuationen noch einmal zu verdeutlichen, werden die wichtigsten Schritte
hier kurz zusammengefasst. Zuerst wurde die Feldgleichung der ¢*-Theorie in der Mean-
Field-N&herung fiir ein System mit zwei in einer Raumrichtung separierten Phasen gelost
— die Losung ist das Cahn-Hilliard-Profil (3.6). Letzteres wurde dann als Hintergrundfeld
genutzt und eine Theorie der Fluktuationen vor diesem Hintergrundfeld konstruiert. Da-
mit lief} sich dann das Diagramm zur Berechnung des Erwartungswerts der Fluktuationen
in Ein-Schleifen-Ordnung angeben, dessen Integralausdruck darstellt. Gleichwohl
wurde eine Differentialgleichung angegeben, der der Erwartungswert gehorchen
muss. Die Randbedingungen, fiir die diese Feldgleichung geltst werden sollte, wurden so
gewihlt, dass weiterhin in einer Raumrichtung zwei separierte Phasen auftreten und in
den restlichen, kompakten Raumrichtungen keine Fluktuationen auf den Systemrindern
auftreten. Dadurch wird das Grenzflichenprofil auf dem Systemrand zum Mean-Field-
Profil und ist dort fixiert. Mit der Berechnung des inversen Fluktuationsoperatorkerns
in Spektraldarstellung wurde eine explizite Form der Differentialgleichung
gefunden. Um diese partielle Differentialgleichung zu vereinfachen wurde versucht, be-
stimmte Werte fiir die Koordinaten der kompakten Raumrichtungen zu wahlen, worauf-
hin aber keine Vereinfachung zu erkennen war. Deshalb wurden stattdessen die Eigen-
funktionen der in der Differentialgleichung auftretenden Differentialoperatoren genutzt,
um sie zu entkoppeln. Die Entkopplung in den Transversalmoden lieferte die inhomogene,
gewoOhnliche, lineare Differentialgleichung . Daraufhin wurden die Losungen der zu-
gehorigen homogenen Differentialgleichung untersucht und gezeigt, dass diese nicht mit
den geforderten Randbedingungen in Einklang zu bringen sind und somit eine die Rand-
bedingungen respektierende Losung der inhomogenen Differentialgleichung eindeutig ist.
Fiir eine weitere Entkopplung der Differentialgleichung in den Longitudinalmoden musste
nun ein Weg gefunden werden, um im eigentlichen Sinne nicht entwickelbare Funktionen
durch diese Moden darzustellen. Dazu wurde einerseits versucht, die nichtentwickelbaren
Anteile der Fluktuationen zu raten, was zu Inkonsistenzen fithrte. Andererseits lief3 sich
dann eine Entwicklung mit Hilfe regularisierter Integrale angeben, die letztendlich die
Berechnung von (|4.53]) moglich machte.

Der in dieser Arbeit eingeschlagene Weg zur Berechnung des Felderwartungswertes be-
ruhte dabei auf der Idee, durch die Losung der effektiven Feldgleichung die schwie-
rige Berechnung des Schleifenintegrals (3.28) zu vermeiden. Dazu wurde, mit Berufung
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auf die Dissertation von Hoppe [Hop97] und die dort angegebene geschlossene Form des
Propagators bei periodischen Randbedingungen, davon ausgegangen, dass, falls sich eine
geschlossene Form des Propagators bei fixierenden Randbedingungen finden liefle, diese
wahrscheinlich noch komplizierter aussehen wiirde und die Graphenberechnung in die-
sem Fall noch unhandlicher gewesen wire. Nun war es jedoch nicht méglich, wie bei Kopf
IK6p08], eine geschlossene Losung der Differentialgleichung durch Standardverfahren zu
finden, so dass das hier gefundene Ergebnis nicht in eine geschlossene Form gebracht
werden konnte und ebenfalls duflerst unhandlich ist.

Die Form von (4.53)) entspricht dabei aber der Erwartung an das Ergebnis der Gra-
phenberechnung (3.28)), wenn dort nicht eine geschlossene Form des Propagators K;xl,,
sondern die Spektraldarstellung verwendet werden wiirde. So korrespondiert die Sum-
me {iber 7@ in zu der Summe {iber die Eigenwerte in der Spektraldarstellung von
K;,;,. Die Summe iiber m in hingegen findet ihren Gegenpart in der Summe {iber
die Eigenwerte in der Spektraldarstellung von K;Il, Ohne genauere Berechnungen zum
Vergleich durchgefithrt zu haben, deutet dies darauf hin, dass die hier durchgefiihrte
Rechnung dem Aufwand nach mit der Graphenberechnung (mit Propagatoren in Spek-
traldarstellung) vergleichbar gewesen wire.

5.2. Ausblick

Zwar war es durch die durchgefiihrten Berechnungen moglich, mit der in ange-
geben formalen Losung der Feldgleichung auf analytischem Weg einen Ausdruck
in D Dimensionen zu finden. Jedoch wurde zu den dort auftretenden Reihen keine ge-
schlossene Form gefunden. So sind in dem Fall von groftem Interesse, ndmlich in D = 3
Dimensionen, neben der Reihe iiber k noch zwei Doppelsummen iiber m{, mo und ny, no
auszuwerten, deren einzelne Reihenglieder schon sehr unhandlich sind. Es ist daher nicht
zu erwarten, dass mit diesem Ausdruck auf analytischem Weg physikalische Vorhersagen
zu machen sind. Stattdessen wird es wohl unumggnglich sein, die Reihen fiir bestimmte
Parameterwerte von Interesse numerisch auszuwerten. Insbesondere die Wahl von festen
Transversalkoordinaten #, z.B. in der Systemmitte x; = L/2 fiir ¢ von 1 bis D — 1, sollte
dahingehend Vereinfachungen bringen.

Dazu miissten aber zuerst die physikalischen Parameter der Theorie identifiziert, d.h.
die Theorie miisste renormiert werden. Dabei kénnten dann auch eventuell in den Rei-
hen auftretende Divergenzen unter Kontrolle gebracht werden. Wenn letztendlich fiir
den Erwartungswert des renormierten Feldes ein Ausdruck durch die renormierte Mas-
se/Korrelationsldnge und durch die renormierte Kopplungskonstante gegeben ist, konnen
die physikalisch relevanten Fragestellungen, wie sie von Kopf [K6p08] und Miiller [Miil04]
bereits mit anderen Ansétzen untersucht wurden, angegangen werden. Dazu gehoren
dann die Bestimmung der Grenzflichendicke nach unterschiedlichen Definitionen, die
Bestimmung des Giiltigkeitsbereichs der Ein-Schleifen-Néherung und natiirlich die Ver-
gleiche mit den bereits durchgefiihrten Berechnungen anderer Ansétze und mit Simula-
tionen.
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A. Haufig verwendete Grofien

A. Haufig verwendete GroBen

Grofle ‘ Beschreibung

o(x) Ordnungsparameterfeld zur Beschreibung der
Grenzfliche

oo(2) Grenzflichenprofil in der Mean-Field-Niherung,
Gl. (3:0)

o(z) Fluktuationen des Ordnungsparameterfeldes um
das Mean-Field-Profil

o1(z) Erwartungswert der Fluktuationen in Ein-
Schleifen-Ndherung, Gl. (3.28)

K, K1 Fluktuationsoperator und sein Inverses, der Pro-
pagator der Fluktuationen, Gl. (3.25)

mo Nackte inverse Korrelationslange

90 Nackte Kopplungskonstante

L Systembreite in den Z-Koordinaten

7, m (D — 1)-dimensionale Vektoren zur Nummerie-

rung der Transversalmoden, Gl. (4.2)

Zusammenfassung von Termen in der Spekt-

raldarstellung von K=, G1. (4.5)), (4.7)

D5 (2) Koeffizient der Transversalmodenentwicklung
der Fluktuationen, Gl. (4.17)

Apim, Entwicklungskoeffizienten von sin? (n;rx;/L),
Gl. ([F19)

Gy (%) Longitudinalmoden, Gl. (3.47)

a; bis d; Koeffizienten der Entwicklung nach den Longi-
tudinalmoden, G1. (1:34), (E35), [{39), (£.43)

v(2) = ng - %m% tanh? (%z) Abkiirzungen in den Ergebnissen

e(z) := 3mg tanh (22 2)

2
S (E) +1
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B. Massendimension

Um Fehler in den Rechnungen ausfindig zu machen, ist es zweckmiflig Dimensionsbe-
trachtungen anzustellen. Deswegen sind im Folgenden die Dimensionen der im Hamil-
tonian auftretenden Groflen angegeben. Der Hamiltonian H muss dimensionslos sein;
Léngen, wie die Koordinaten x, haben Léngendimension

[z]L =1
Mit dem kinetischen Term )
/ dPz @
ox
lasst sich sodann D
[d’]L = 1= 5
einsehen. Aus dem Massenterm
~ /le, m2¢2
folgt
[m] L = —1,

und damit generell die Beziehung zwischen Massendimension (eckige Klammern ohne
Index) und Léngendimension

(dieselbe Beziehung gilt allgemein in der QFT in natiirlichen Einheiten (h = ¢ = 1)).
Der Wechselwirkungsterm
~ / dPx got

lg] =4-D.

liefert

Der Fluktuationsoperator hat die Dimension von V2:
K] = 2.

Gl (£.14) hat somit Massendimension 1+ £ und die Koeffizienten M miissen von der
Dimension

[Mz] = -1
sein. Die Entwicklungskoeffizienten der Transversalmodenentwicklung haben die Dimen-
sion

1
[Ammz] - _5‘
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B. Massendimension

Die Koeffizienten der Transversalmoden in (4.17) haben die Dimension

D-1 1

(7] = [¢] — 9 T Ty

Damit lasst sich beispielsweise zeigen, dass das Ergebnis (4.53) die richtige Dimension
hat.
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C. Berechnungen mittels Residuensatz

C.1. Integrale in den Koeffizienten MY

n

Um fiir M 7%0) aus (4.8) einen geschlossenen Ausdruck zu erhalten, muss das folgende
Integral berechnet werden:

1 1
9. dp 2 2
2m = +mg + p?
Sei
fi2m? 9
a= 72 + my,
dann ist

(O | /d, 1
27 ch—p2 - 2my/a P 1+ p?

arctan (p’) ‘io

1
2my/a o0
T

=

™

Im ersten Schritt wurde
p—p =

S=

substituiert. Damit ist 1
0) _

Mz" = —= : (C.1)

2 T +mg

[\

Der Koeffizient M. él) aus (4.9) enthélt das Integral

1 1 6mg + 3m3p?

I 7
o | P ”Zgg + m2 + p? 4p? + 5mgp? + mg

welches sich mit Hilfe des Residuensatzes 16sen liasst. Auf eine komplexwertige geschlos-
senen Kurve, die sich iiber die reelle Achse erstreckt und einen Halbkreis mit Radius
R — o0 in der oberen komplexen Halbebene beschreibt (siehe Skizze), fortgesetzt, ist
das Integral durch die Summe der Residuen in der oberen Halbebene gegeben. Da der
Integrand eine echt gebrochen rationale Funktion ist und somit auf dem Halbkreis im
komplex Unendlichen verschwindet, sind die Ausdriicke fiir das Integral iiber die reelle
Achse und die beschriebene geschlossene Kurve dquivalent.

75



C. Berechnungen mittels Residuensatz

Im(p)

—R R Re(p)

Zuerst miissen die Polstellen des Integranden, d.h. die (komplexen) Nullstellen des
Nenners berechnet werden:

=22
72 +m0+p1,2=()
222
nem
_ : 2
= pi2 =i Iz + mg

und

4p* + 5mip* + mg =0
5 3 5

2 _ 2
= D3456 = —gmo == gmo

m
= p34= j:i?() und  psg = *imo.

Drei Polstellen finden sich in der oberen Halbebene wieder, so dass die zu diesen Polen
gehorigen Residuen bendtigt werden. Das Residuum eines Pols erster Ordnung, zg, einer
Funktion F'(z) berechnet sich nach

Res,, F' = lim (z — 29) F(2).

Z—r20

Bezeichne f(p) nun den Integranden. Dann ist

‘ - [i2r2
Res, fig g/ = Jim, ( WV +m3> Ip)
L2 0 p—iy/ 5 +m3
1 6mg — 3m3 (ﬁzg + %)
%, /ﬁzgz +mZ 4 (—ﬁ2§2 + m%) — 5m (F‘Zf + m%) + m
B 1 3m3 mé 1
9
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ﬁ

C.1. Integrale in den Koeffizienten M @

1 1 6mg + 3mgp?
Resim f== 2n2 3 9 o o+ . TP 3
2 4B+ gmg (p+1i%52) (p + imo) (p — imo) p=i™o
—i
= _.771710,
4"2752 + 3m3
11 6mg + 3m3p?
ReSim, [ = 1T - my + ':nf(l)op :
(nerr ) (p+i%) (p—i%2) (p+ imo) .
o imy
2(Z2)
Damit ist das Integral gelost:
1 .
%/dpf(p)ZI Z Resp, f
P1,P3,D5
1 3m? m2 m
= PEECRP Y — 20 ﬁ27?2 —1| +Tmg p — ﬁ;;
L2+m0 2 ”L§ —i—m% (LQ) 2<L2>
und letztendlich ergibt sich fiir den Koeflizienten
2 2
(1 _ mo 1 3mg mg
M~ = 0 + 1T 32 — - 1— N |~ 4myg (C.2)
2(”) L 0 L2/ "z +my (L2>
In M g) aus (4.10) tritt das Integral
9my / L L
127 ) P T+ md + p? 4p* + 5mip? + mg

auf. Ganz adhnlich wie oben, wird zur Berechnung der Residuensatz herangezogen. Da
sich im Vergleich mit obigem Integral nur der Zahler geéindert hat, bleiben die Polstellen
p1 bis pg dieselben. Die Residuen der oberen Halbebene sind (der Integrand wird mit g
bezeichnet):

R 1 1 1
S- e g . i ?
1\/ 2T 2 ) ﬁZ’f N %<nz72r2> 4nz72r2 Y 3m2
—i 4
Resimg g = —
VT AT 3 3
i 1
Resimg g T Gl
(%) o
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C. Berechnungen mittels Residuensatz

Die Losung des Integrals ist

9m§ Qmé
=z ) = —— 29271 )
42w/dpg(p> 12n2m D Resyg

P1,P3,P5
1 3mo + 9 mg | 3 mo
27r2 . i N 9
vE | s E e () ) ()
so dass der Koeffizient schlieflich
u® 1 9 mg 0
AT AR g0 2 5 (i (C.3)
T2z 08 Tz +tm§ (?)

ist.

C.2. Integrale zur Entwicklung des Tangens Hyperbolicus

Die Berechnung des Koeffizienten d. ), in der Entwicklung (4.43|) des Tangens Hyperbo-
licus erfolgt durch Bestimmung des Hauptwertes des Integrals

dep = P/dz 9., (2) tanh (%z) .

Nach Einsetzen des komplex Konjugierten von ((3.47¢)) ldsst sich dies umschreiben zu

2
o 2 mo —ipz m()
dep —/\/p{ [2}9 +—2 ] P/dze tanh (—2 z)

— i3mgp P/dz e % tanh? <%z) (C.4)

3 2 —ipz 3 (o
30 P/dze tanh (72> }

Jedes dieser drei Integrale oszilliert, fillt nicht gegen Null, wenn 2z gegen Unendlich
lauft, und muss deshalb regularisiert werden, um dem Integral einen Wert zuzuweisen.
Die Hauptwerte lassen sich dann mit dem Residuensatz auswerten, da der Integrand
bei positiven p-Werten fiir z-Werte in der unteren komplexen Halbebene dank der Ex-
ponentialfunktion geddmpft wird. Und umgekehrt genauso fiir negative p in der oberen
Halbebene. Im Folgenden wird aber vorerst nur der Fall p > 0 betrachtet. Fiir alle drei
Integrale wird der in der Skizze dargestellte Integrationsweg verwendet, wobei Cr den
Halbkreis mit Radius R bezeichnet. Letzterer ist dabei so gewéhlt, dass keiner der Pole
des Integranden auf dem Halbkreis liegt.
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C.2. Integrale zur Entwicklung des Tangens Hyperbolicus

Im(z)

Da nun die Integrale iiber Cg fiir R — oo verschwinden, sind die Hauptwerte gleich
den Summen der Residuen. Fiir das erste Integral ist also

P / dz e7'P? tanh (%z) = nggo [/R_R dz e7"P? tanh (%z)

+ dz e 'P* tanh (@z)
Cr 2

= —27i Z Res., (e*ipz tanh (%z)) .
#p

Das negative Vorzeichen vor den Residuen tréagt der Umkehr des mathematischen Um-
laufsinns bei Umlauf der Kurve in Richtung der Pfeile Rechnung; z, steht fiir die Pol-
stellen des Integranden. Diese sind gleich den Polstellen des Tangens Hyperbolicus und
damit die Nullstellen des Kosinus Hyperbolicus auf der imaginéren Achse:

cosh (@zp> =0 fir z,= P 2n+1), neZ.
2 mo

Die Residuen in der unteren Halbebene lauten

ptaney (€7 taa (522
Res_1%(2n+1) (e tanh( 5 ?

= lim <z i (2n + 1)> e "P* tanh <@z>
Z=r—i (2n41) mg 2
on+1) 2 1

mg sinh (1% (2n + 1))

= sinh (—ig (2n + 1)) o Png (

_ le—%@n-&—l)ﬂ"

mo
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C. Berechnungen mittels Residuensatz

Im zweiten Schritt wurde die Regel von I’Hospital angewandt. Damit ist

—ipz mo o . X2 —L-(2n+1)m
P/dz e P?tanh (7,2) = —27r1ng_0 m—oe 0
= Ty () (C5)

m
0 n=0

27 ( P >
= —i—csch | —mn |,
mo mo
wobei die geometrische Reihe und die Exponentialdarstellung des Sinus Hyperbolicus
benutzt wurden.

Da sich in den beiden noch zu berechnenden Integralen nur der Exponent des Tangens
Hyperbolicus vom zuletzt berechneten Integral unterscheidet, kann genau wie bei diesem
verfahren werden. Es ist lediglich zu beachten, dass die Polstellen z, nun Pole héherer
Ordnung darstellen und sich dementsprechend die Residuen anders berechnen. So sind
im zweiten Integranden die Polstellen von zweiter Ordnung und die Residuen berechnen
sich nach

—i mo
ReS_imLO(Qn+1) (e PZ tanh? <7z>>

2
. T —ipz 2 (Mo
(Z+1 (2n+1)> e '’ tanh (—2 z)]

mo

1m
zaflmio(2n+1) dz

__p
= —4i%e ™o (2n+1)ﬂ.
my
Dieses Ergebnis lisst sich nach einer elementaren, aber ldnglichen Berechnung der Ab-
leitung und Anwendung der Regel von I’'Hospital oder mit einem CAS finden. Der zweite
Hauptwert ergibt sich damit zu

o0
'P/dz e % tanh? (%z) - _sz (_4175(2)> o5 (2nt)m

n=0
4
= —LZp csch (pw> .
mo mo

Die Polstellen des dritten Integranden sind dementsprechend von dritter Ordnung und
mit

(C.6)

o —ipz 2 @ ))
Res,l%(2n+1) (e tanh ( 5 ?
2

3
. . T —i mo
T [ PR
Z%_imi?%%ﬂ) d22 <z+1m0( n+ )> e an 5
g [ 1P
mo mg
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C.2. Integrale zur Entwicklung des Tangens Hyperbolicus

zu berechnen. Auch hier gestaltet sich die von Hand durchgefiihrte Rechnung als sehr
langlich, so dass hier nur das Ergebnis wiedergegeben wird, welches sich so aber auch
von [MatI0] bestétigen lief. Der letzte Hauptwert ist also durch

o0 2
) _r 1
P/dz e 'P? tanh? (%z) = —27i g 9 mo (2T [ - 2]93]
n=0

mo mg

) (C.7)
1
= 27i [2]?3 — ] csch (pﬂ'>
mo mo mo
gegeben.
Einsetzen der Hauptwerte in (C.4) liefert letztendlich
p? p
dep = 127N, [ + mo] csch <7r> . (C.8)
mo mo

Bisher wurde nur der Fall p > 0 betrachtet; jedoch ergibt sich dasselbe fiir p < 0, wenn
als Kurvenvervollstindigung ein Halbkreis in der oberen Halbebene betrachtet wird.
Dieses Ergebnis ist also fiir p # 0 giiltig. Fiir p — 0 divergiert der Ausdruck.

Priiffung der Entwicklung

Um zu iiberpriifen, ob das so gefundene Ergebnis tatséchlich eine Darstellung des
Tangens Hyperbolicus liefert, wird die rechte Seite von berechnet. Die Zuweisung
des Cauchy-Hauptwertes regularisiert dabei die ansonsten bei p = 0 auftretende Singu-
laritét von d.,. Mit do, di aus den Funktionen und zwei Definitionen aus

(4.32]) ist dann

dogro (2) + drgys () + P / dp dopge ()

2
3
2% + % — §mg tanh? (%z) +ip 3mg tanh (%z)

7(2) &(2)
3
=17 tanh (%z) sech (%z)
+ i P/dp ]927—'—1 csch (prr) ePmo? [2m3p2 +(z) + imoe(2)p] - (C.9)
4mg P+t g
Der Einfachheit halber wurde in der letzten Zeile mio durch die nun dimensionslose Grofie
p substituiert. Da die Integrationsgrenzen davon unbeeinflusst bleiben, ist dies auch bei

Bildung des Cauchy-Hauptwertes erlaubt. Der Hauptwert ist dank der Exponentialfunk-
tion wieder mit Hilfe des Residuensatzes berechenbar. Im Folgenden sei dafiir z > 0 und
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C. Berechnungen mittels Residuensatz

die Integrationskurve — diesmal in der oberen Halbebene — bestehe wieder aus der reellen
Achse und einem Halbkreis. Die Polstellen des Integranden sind die Pole des Kosekans
Hyperbolicus auf der imaginéren Achse

p =in, n ez

und die Nullstellen des Nennerpolynoms. Letztere sind aus Anhang bekannt:

) 1 i i
4 92 92 1 - V(2

Da der Kosekans Hyperbolicus aber auch auf der reellen Achse bei p = 0 einen Pol
besitzt, ist dieser durch einen weiteren Halbkreis mit Radius § > 0 zu umlaufen, der
dann gegen Null geschickt wird. Dadurch geht das Residuum dieses Pols mit dem Faktor
1/2 in die Summe der Residuen ein [WW52]. Nach dem Kiirzen des Zéhlers ist das

Integral aus (C.9) also

1 .
P/dp W csch (pr) €707 [2mip? + () + imoe(2)p]
2

D=
NG

F(p)

= 2 | 3" Resin (F(p)) + Resy (F(p)) + %Reso Fp)|. (.10
n=1

Die Residuen in der oberen Halbebene ergeben sich wie folgt:

Resi, (F(p)) = lim (p —in)F(p), neN

p—in
1 —mozn 2. 2 . p— in
= -2 — lim -2 — """
- Pl [—2mgn® + ~(2) — mee(2)n] Jim = )
_ (_1)71 1 —mozn [_9 2,2 o
=T3¢ [—2mgn® + ~(2) — moe(2)n] ,
-
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C.2. Integrale zur Entwicklung des Tangens Hyperbolicus

Nach Einsetzen in (C.10)) und Umsortierung der Terme ist dann

Mit [Mat10] findet sich

0 —moz m
Z 1e = —2 +4arctan (e_TOZ> cosh (%z) .
1

n=1

Die restlichen noch auftretenden Summen lassen sich daraus durch Ableitung bestimmen:

0 7’L 7moz) 1 d & efmoz

Z 1_ .2 dz Z 12
m

o n — 1N

=1 — 2arctan (e*%z> sinh (%z)

e vy
1_ .2 2 -2 Z 1 _
1 1M dz 1

1 m,
=-3 tanh (72> + arctan <e*TOZ> cosh (%z)

Damit wird (C.10)) zu
P/dp F(p) = 2wie” e [ —y(z) + —2e(z )] — 2imge(z) + 2im3 tanh (%z)
Mo N g (T
—i—arctan {81’)/ cosh 2 ) 4imy cosh( 5 z)
+ 4imge(z) sinh ( ) }

Nach Einsetzen der Definitionen von (z) und €(z) lésst sich erkennen, dass der Ausdruck
in der geschweiften Klammer verschwindet. Der Term mit der eckigen Klammer geht iiber

in
3mimae” EE (tanhQ( 5 )—i—tanh( 5 )),

wobei sich der letzte Faktor mit Hilfe der Exponentialdarstellung zu

tanh? ( 5 ) +tanh< 5 ) = tanh( 5 z) sech (%z) e s

83



C. Berechnungen mittels Residuensatz

umschreiben lidsst. Im Endeffekt gilt dann

2
und Ersetzen des Integrals in (C.9) durch dieses Ergebnis liefert

P/dp F(p) = 3mimd tanh (?z) sech (ﬂz) — 4im? tanh (%z)

m
dogxo (2) + d19x, (2) + P/dp depGx..,(2) = tanh (70,2) .

C.3. Integral in der Lésung der Feldgleichung

In der Entwicklung des Feldes ®(z), Gl. (4.50)), tritt dieser noch zu bestimmende Aus-

druck auf: i o
2 +

Méo) o %ME}) _2p (m04 P )

I 3 mgy
D=1 [mym)2
Yicr (FFF) +m +p?
Benutzung von (3.47¢)), (4.46) und Transformation der Integrationsvariable auf die di-
mensionslose Grofle p/my, die dann wiederum in p umbenannt wird, fiithrt auf

. 2

i ©) 2,0 29 2\ 1 /(2) p~+1
P [ dp { MY —p2m — 252 (1 M

4m} /p{ i P Mg (L) "}p4+§';pQ+J1

M

dcangc,p (Z> . (Cl]‘)

P/dp

csch (pmr)

o Mo [2p2md + v(z) + imoe(2)p)
m

i
S P/dp G (),
4m3

wobei noch der Integrand als G (p) definiert wurde. Hier wurden wieder die Definitionen
fir nm, v(2) und (2) aus benutzt. Ersetzen der Exponentialfunktion durch die
Euler-Relation und Aufteilen des Integranden in Real- und Imaginérteil zeigt bereits,
dass der Hauptwert reell ist, da der Imaginérteil ungerade ist und daher verschwindet.
Wie in den vorherigen Abschnitten wird zur Berechnung des Hauptwertes wieder der
Residuensatz bemiiht. Solange z # 0 ist, sorgt die Exponentialfunktion fiir das Ver-
schwinden der Integrale iiber die Halbkreise in den Halbebenen.

Dazu miissen zuerst die Pole des Integranden in der komplexen Ebene bekannt sein.
Nach Kiirzen der rationalen Funktion

p?+1 - 1

P+ e 3)

ldsst sich erkennen, dass durch die im Nenner stehenden Polynome die Polstellen

i

Pp = :I:2 und +iv/nm
erzeugt werden, sowie durch den Kosekans Hyperbolicus die Pole

pp = Fik mit ke N.
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C.3. Integral in der Losung der Feldgleichung

Prinzipiell kénnte, falls \/n7 € Z gilt, eine Polstelle der rationalen Funktion mit einer
Polstelle des Kosekans Hyperbolicus zusammenfallen. Das Residuum dieser Polstelle
miisste in diesem Fall mit der Rechenvorschrift fiir Polstellen zweiter Ordnung berechnet
werden. Im Allgemeinen sollte es aber moglich sein die Systemlénge L so zu wihlen, dass
dieser Fall nicht eintritt. Die Polstellen werden im Folgenden also stets als Polstellen
erster Ordnung behandelt. Da fiir £ = 0 wieder die Problematik mit dem Pol auf der
reellen Achse auftritt (s. Anhang |C.2)), geht das Residuum dieses Pols mit dem Faktor
1/2 in das Ergebnis ein. Je nachdem ob z grofler oder kleiner als Null ist, wird der
Integrationsweg iiber die reelle Achse durch einen Halbkreis in der oberen oder unteren
Halbebene geschlossen. Dann ist fiir z > 0:

P [ a0 G.(0) = 2ri| Res, (G.9) + Res s (G.(9)
+ ZReslk )+ = Reso (G.(p)) |- (C.12)

Fiir z < 0 muss noch der mathematische Umlaufsinn bei Berechnung der Residuen durch
das Vorzeichen beriicksichtigt werden:

(G=(p)) + Res_i 7 (G=(p))

Do[=

P/dp G.(p) = —QWi[Res_

+ ZRes_lk )+ = Reso (G.(p)) ]
Die Residuen sind dann

Res i (G=(p)) = lim (p:F i) G=(p)

p—Es 2
©) 4 130 4 12/ 2
VAU VSR AN 3,V A
— i TRV es |70 ()4 ().
m T ]
Resyi i (G=(p)) = pﬁli% (p F ivnm) G=(p)

0 1 ¥
M + 0 + 3n (1= n) M2 esc (/i)
1 - Nm 2y
- TVIRTOZ [9namd — y(2) £ Vimmoe(2)]

Resyix (G=(p)) = lim (p ¥ ik) Gz (p), keN

p%l

()b M 4 p2m M 4 282 (1 - 1) M
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C. Berechnungen mittels Residuensatz

Reso (G+(p)) = —— M(2).

7
T,

Bei Betrachtung der Residuen in der oberen Halbebene fiir z > 0 und in der unteren
Halbebene fiir z < 0, unter Beachtung von

e(z) = —e(=2),
1(2) = 7(=2),

wird deutlich, dass die Werte der Residuen an einander gegeniiberliegenden Polstellen
in diesem Fall gleich sind. Also ist mit z = |z| fiir 2z > 0 und z = —|z| fiir z < 0:

Resy, (G);)(p)) = Res_p, (G_[/(p)) -

Es folgt, dass
P [ap Gt =P [ap Gt

erfiillt ist. Da gy, (z) in (4.50|) ebenfalls antisymmetrisch ist, ergibt sich die Antisym-
metrie des Feldes in z-Richtung, da nun gezeigt ist, dass alle Terme antisymmetrisch
sind:
P (2) = =P (—2).

Um das Ergebnis der Rechnung ohne Fallunterscheidung niederschreiben zu kénnen,

wird
®7(2) = sgn(z)@m(|2])

ausgenutzt und fiir @5 (|z|) der Residuensatz in der oberen Halbebene benutzt. Einsetzen

der Residuen in (C.12)) und dies wiederum eingesetzt in (4.50) liefert (4.51)).
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