
Kevin R. JohnsonDarstellungstheorie der�Uberlagerung der kubis
hen Gruppein Anwendung auf Operatoren derN = 1 SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter
Institut f�ur Theoretis
he Physikder Westf�alis
hen Wilhelms-Universit�at M�unster

Februar 2002









Darstellungstheorie der�Uberlagerung der kubis
hen Gruppein Anwendung auf Operatoren derN = 1 SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter
als Diplomarbeit vorgelegt vonKevin R. Johnson

Februar 2002

Institut f�ur Theoretis
he Physik der Westf�alis
hen Wilhelms-Universit�at M�unster





Auss
hnitt aus: M.C. Es
her: "Belvedere\
\They who dream by day are 
ognizant of many thingswhi
h es
ape those who dream only by night."-Edgar Allan Poe-





Inhaltsverzei
hnis
Einleitung 11 Grundlagen der Gruppentheorie 51.1 Elementare Gruppentheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51.2 Darstellungstheorie endli
her Gruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2.1 Grundbegri�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.2.2 Ni
ht-�aquivalente und irreduzible Darstellungen . . . . . . . . . . . . 71.2.3 Eigens
haften irreduzibler Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . 91.3 Produktgruppen und ihre Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.3.1 Direkte, endli
he Produktgruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121.3.2 Direkte Produktdarstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.3.3 Darstellungstheorie direkter, endli
her Produktgruppen . . . . . . . 142 Die kubis
he Gruppe und ihre �Uberlagerung 172.1 Die kubis
he Gruppe O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Irreduzible Darstellungen der kubis
hen Gruppe O . . . . . . . . . . . . . . 202.2.1 Charaktertabelle der kubis
hen Gruppe O . . . . . . . . . . . . . . . 202.2.2 Die volle kubis
he Gruppe Oh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.3 Die kubis
he Gruppe O und die Drehgruppe SO(3) . . . . . . . . . . . . . . 232.3.1 Die Drehgruppe SO(3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232.3.2 �Uberlagerungsgruppe SU(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.3.3 Die kubis
he Gruppe als Untergruppe von SO(3) . . . . . . . . . . . 262.4 �Uberlagerungsgruppe 2O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.4.1 Elemente der �Uberlagerungsgruppe 2O . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.4.2 Irreduzible Darstellungen und Charaktertabelle . . . . . . . . . . . . 272.4.3 Die volle �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe 2Oh . . . . . . . . . . 283 Essenzielle Supersymmetrie 313.1 Gradierung und Poin
ar�e-Superalgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313.1.1 Poin
ar�e-Gruppe und ihre irreduziblen Darstellungen . . . . . . . . . 31I



II INHALTSVERZEICHNIS3.1.2 Z2-Gradierung der Poin
ar�e-Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334 Grundz�uge der Gitterei
htheorie 354.1 Ei
htheorie im Kontinuum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354.2 Gitterei
htheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374.3 Spinzust�ande auf dem Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395 Darstellungen �uber SUSY-Operatoren 435.1 Vorbereitungen und Bezei
hnungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435.1.1 Wilson-Loops . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435.1.2 SUSY-Gitteroperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465.2 Konstruktion der Darstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475.2.1 Spinoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485.2.2 Majorana-Majorana-Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515.2.3 Majorana-Link-Majorana-Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 525.3 Majorana-Majorana-Plaquetten-Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 555.3.1 Transformationsverhalten und Darstellung . . . . . . . . . . . . . . . 575.3.2 Konstruktion einer Orthonormalbasis . . . . . . . . . . . . . . . . . 605.4 Ein weiteres Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 666 Computerprogramm 736.1 Anleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 736.1.1 Eingabedatei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 746.1.2 Ausgabedatei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 756.2 Funktionsweise des Programms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 756.2.1 Eingaberoutine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 756.2.2 Bere
hnung des Transformationsverhaltens aller m�ogli
hen Loops . . 756.2.3 Auswahl einer P - und C-parit�atsinvarianten Basis . . . . . . . . . . 776.2.4 Transformationsverhalten der PC-invarianten Basis . . . . . . . . . 786.2.5 Zerlegung in irreduzible Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 786.2.6 Konstruktion einer Orthonormalbasis . . . . . . . . . . . . . . . . . 786.2.7 Ausgabe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 796.2.8 Erweiterungsvors
hlag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 797 Ergebnisse 81Zusammenfassung und Ausbli
k 93A Regul�are Darstellung 95



INHALTSVERZEICHNIS IIIB Majorana-Spinoren 97C Programm 99Danksagung 115





EinleitungJeder Mens
h hat die F�ahigkeit, in der Welt, die ihn umgibt, Muster und Strukturen zuerkennen. Symmetrien begegnen uns in der Alltagswelt in den unters
hiedli
hsten For-men und Auspr�agungen. sei es die Perfektion einer S
hnee
o
ke oder einer Bl�ute, dieRegelm�a�igkeit eines Linoleumfu�bodens oder das eigene Gesi
ht im Spiegel. All diesenStrukturen ist gemeinsam, dass sie unter einer bestimmten Bewegung unver�andert bleiben,man sagt sie besitzen eine Invarianz gegen�uber dieser Transformation. Zum Beispiel ist ei-ne Kugel invariant gegen�uber Drehungen um ihr Zentrum. Sol
he Invarianzen ma
hen si
hK�unstler wieM. C. Es
her, Musiker wie J. S. Ba
h, Di
hter wie J. W. v. Goethe undAr
hitekten wieM. P. Bu
kminster Fuller zunutze, um das �asthetis
he Emp�nden desZus
hauers oder Zuh�orers anzuspre
hen. Es ist einer der grundlegendsten Aspekte von as-soziativer Intelligenz, Gemeinsamkeiten, �Ahnli
hkeiten und Symmetrien aufzude
ken und,ja, zu bestaunen. Na
h Aristoteles steht am Anfang jeder Philosophie das Staunen, aberfr�uher oder sp�ater will man verstehen, wie das was man bestaunt zustande gekommen ist.Man su
ht na
h �ahnli
hen Ph�anomenen und versu
ht, die entde
kten Gemeinsamkeitenzu verallgemeinern zur Formulierung von Gesetzm�a�igkeiten zu gelangen.Diese Su
he na
h Gesetzen, die die Natur bes
hreiben, ist die Kernfrage in der Physik. Beiihrer Beantwortung spielt das Konzept der Symmetrie eine zentrale Rolle. Der Versu
h,Symmetrien rational zu bes
hreiben f�uhrte in der Mathematik, der Spra
he der Natur,auf den Formalismus der Gruppentheorie. Dabei hat si
h gezeigt, dass diese zun�a
hst reinmathematis
he Theorie ein probates Hilfsmittel bei der L�osung physikalis
her Problemesein kann, indem man die in physikalis
hen Modellen zu erwartende Symmetrie mit denabstrakten Begri�en der Gruppentheorie verbindet. Die Invarianzeigens
haft einer sol
henSymmetrie ist immer eine in der Dynamik des Systems konstante Gr�o�e, man spri
ht voneiner Erhaltungsgr�o�e. Diese Verbindung zwis
hen Erhaltungsgr�o�e und Symmetrie hatAnfang des zwanzigsten Jahrhunderts die Mathematikerin E. Noether in dem na
h ihrbenannten Theorem bewiesen.Symmetrieargumente k�onnen bei physikalis
hen Fragestellungen oftmals von zentraler Be-deutung sein, da sie die Dynamik des betra
hteten Systems eins
hr�anken und so das Auf-�nden von L�osungen erhebli
h vereinfa
hen. Dies gilt in besonderem Ma�e f�ur die Theorieder Elementarteil
hen, der wir uns nun n�ahern wollen.Das derzeitige Fors
hungsprogramm der Bes
hreibung der kleinsten Bausteine der Materiewird geleitet von dem sogenannten Standardmodell der Elementarteil
hen. Es stellt denAbs
hluss einer Reihe von vereinheitli
henden Entde
kungen in der Physik dar und ver-1



2 INHALTSVERZEICHNISkn�upft drei der in der Natur vorkommenden vier fundamentalen We
hselwirkungen. Dievierte und glei
hzeitig wohl bekannteste Kraft ist die Gravitation, die bis jetzt no
h ni
htin befriedigenderWeise in die Theorie eingebunden werden konnte. Die anderen drei funda-mentalen We
hselwirkungen sind zum einen die starke Kraft, die f�ur den Zusammenhaltder Bestandteile des Atomkerns verantwortli
h ist, des weiteren die s
hwa
he We
hsel-wirkung, die unter anderem den radioaktiven �-Zerfall von Atomkernen bes
hreibt, undzuletzt die elektromagnetis
he We
hselwirkung, die eine vereinheitli
hte Bes
hreibung derPh�anomene der Optik, des Magnetismus und der Elektrizit�at ist.Man ist nun grunds�atzli
h daran interessiert, alle vier We
hselwirkungen dur
h ein ge-meinsames Modell zu bes
hreiben. Ein erster wi
htiger S
hritt bei diesem Projekt istdur
h die von Glashow, Weinberg und Salam formulierte Verbindung der elektroma-gnetis
hen und der s
hwa
hen Kraft zur Theorie der elektros
hwa
hen We
hselwirkung.Die ents
heidenden Einsi
hten kamen hierbei aus der Betra
htung gewisser Symmetrien,die als Ei
hgruppen formuliert sind. Zusammen mit der Ei
hgruppe der Theorie der star-ken We
hselwirkung, der Quanten
hromodynamik (QCD), bilden sie die Ei
hgruppe desStandardmodells GSM = SU(3) � SU(2)� U(1) = SU(3) �GGSWdas somit eine lokale Ei
htheorie ist, die auf Grundlage der relativistis
hen Quantenfeld-theorie formuliert ist.Das Standardmodell ist bisher ni
ht dur
h experimentelle Befunde widerlegt worden, {obwohl einige Ph�anomene ni
ht konsistent mit den Vohersagen eines minimalen Standard-modells zu vereinbaren sind, wie z.B. die Existenz von mehr Materie als Antimaterie imUniversum.Die Materieteil
hen des Standardmodells sind zum Einen die Quarks, die der starkenWe
hselwirkung unterliegen und, zu Protonen und Neutronen zusammengesetzt, die Bau-steine des Atomkerns bilden, und zum Anderen die Leptonen, die nur �uber die s
hwa
heKraft we
hselwirken. Trotzdem haben sie eine Gemeinsamkeit: Jedes physikalis
he Teil-
hen l�asst si
h Anhand eines 
harakteristis
hen inneren Freiheitsgrads, des Spin klassi�-zieren. Quarks und Leptonen haben alle einen halbzahligen Spin und werden demna
h alsFermionen bezei
hnet. Das Gegenst�u
k hierzu bilden die Bosonen mit ganzzahligem Spin,die als Vermittler der Kr�afte zwis
hen den Materieteil
hen fungieren. Das bekanntesteBoson ist wohl das Photon, das die elektromagnetis
he Kraft �ubertr�agt.Trotz des gro�en Erfolgs des Standardmodells wird immer wieder versu
ht, eine �uber dasStandardmodell hinausgehende \theory of everything" aufzustellen, die das Standardmo-dell m�ogli
herweise als Grenzfall enth�alt. Ein erfolgverspre
hender Kandidat daf�ur ist dieSupersymmetrie (SUSY), die Fermionen und Bosonen mittels einer neu hinzugef�ugtenTransformation ineinander �uberf�uhrt. Jedem Teil
hen des Standardmodells wird somit einneues supersymmetris
hes Partnerteil
hen zugeordnet. Jedes Boson bekommt einen fer-mionis
hen SUSY-Partner w�ahrend jedes Fermion als Pendant ein Boson besitzt, was zueiner Verdopplung des erwarteten Teil
henspektrums f�uhrt. Die Tatsa
he, dass bisher no
hin keinem Experiment an Teil
henbes
hleunigern ein SUSY-Partnerteil
hen na
hgewiesen



INHALTSVERZEICHNIS 3werden konnte, bedeutet aber, dass die SUSY-Teil
hen s
hwerer sein m�ussen, als die be-kannten Teil
hen des Standardmodells. Man spri
ht von gebro
hener Supersymmetrie.Wenn die Teil
hen (no
h) ni
ht gefunden wurden, stellt si
h die Frage na
h der Begr�und-barkeit der SUSY-Theorie. Einerseits gibt es experimentelle Hinweise auf Diskrepanzenmit den Vorhersagen des Standardmodells (wie z.B. in der Protonenmasse), die eine Er-weiterung der Theorie, wie sie die Supersymmetrie darstellt, n�otig ma
hen k�onnte. Desweiteren l�asst die SUSY-Erweiterung des Standardmodells eine Vereinigung mit der Gra-vitation lei
hter zu. Das wi
htigste Argument ist aber das sogenannte Hierar
hie-Problem.In jeder Quantenfeldtheorie sind die Felder dur
h Kopplungskonstanten miteinander ver-bunden, die im Standardmodell ni
ht konstant, sondern energieabh�angig sind. Die deshalblaufende Kopplung genannten Werte n�ahern si
h na
h theoretis
hen Re
hnungen f�ur sehrhohe Energien im Berei
h von 
a. 1014GeV an, tre�en si
h aber ni
ht. In der SUSY-Theoriehingegen erwartet man oberhalb einer Energieskala von etwa 1016GeV eine Vereinigungder Kopplungen und somit eine \grand unifying theory" (GUT). Das Problem Bestehtnun darin, dass man Aufgrund der im Verglei
h zur Vereinigungsskala relativ geringenerwarteten Masse des Higgs-Teil
hens, das f�ur die Masseerzeugung im Standardmodellverantwortli
h sein soll, einige willk�urli
h wirkende Restriktionen an den Parametern derGUT vornehmen m�usste, was man als Hierar
hieproblem bezei
hnet. Die Supersymmetrieents
h�arft dieses Problem dur
h \non-renormalization"-Theoreme.Der experimentelle Na
hweis f�ur SUSY-Teil
hen steht allerdings no
h aus, so dass manf�ur Bere
hnungen in SUSY-Theorien numeris
he Verfahren verwenden muss. Hierf�ur mussman, aufgrund der Endli
hkeit des Spei
hers eines Computers, das Raum-Zeit-Kontinuumdiskretisieren und Felder nur auf Punkten eines vierdimensionalen Gitters zulassen. Hierf�urgreift man auf das vonWilson in den siebziger Jahren formulierte Konzept der gitterregu-larisierten, ei
hinvarianten euklidis
hen Quantenfeldtheorie zur�u
k, das zusammen mit derEntwi
klung leistungsf�ahiger Gro�re
hner die M�ogli
hkeit er�o�nete, Bes
hleunigerexperi-mente dur
h 
omputergest�utzte Simulationen zu erg�anzen. Die Gitterdiskretisierung hatallerdings Auswirkungen auf die eingangs erw�ahnten Symmetrieeigens
haften des Raum-es. Betra
htet man z.B. die Symmetrieeigens
haften eines kubis
hen Gitters anhand einesAuss
hnitts aus ebendiesem Gitter, n�amli
h eines W�urfels, so stellt man fest, dass er (imGegensatz zu einer Kugel) nur no
h dur
h Drehungen um bestimmte A
hsen und passendeWinkel in sein Ebenbild zu �uberf�uhren ist. Mit ebendieser kubis
hen Symmetrie, die derPoin
ar�e-Symmetrie des Raumes untergeordnet ist, angewandt auf eine SUSY-Feldtheoriebes
h�aftigt si
h die vorliegende Arbeit.Im ersten Kapitel stelle i
h die mathematis
hen Grundlagen und ben�otigten Konzepte derTheorie der diskreten Gruppen und ihrer Darstellungstheorie zusammen. Das zweite Ka-pitel bringt uns die kubis
he Gruppe und die zu ihr geh�orige �Uberlagerungsgruppe n�aher,deren Darstellungen spinoriellen Charakter haben und dadur
h mit Elementen der SUSY-Erweiterung der Gitterei
htheorie identi�zierbar sind. Das kurze dritte Kapitel soll nur soweit in die Supersymmetrie vordringen, um die sp�ater notwendigen SUSY-Erweiterungender Wilson-Theorie na
hzuvollziehen. Es folgt im vierten Kapitel eine Erkl�arung des For-malismus der Ei
htheorie auf dem Gitter, um dann im Kapitel 5 die darauf basierendeMethodik der Re
hnung anhand von einigen Beispielen auszuf�uhren. Das se
hste Kapitel



4 INHALTSVERZEICHNISstellt die von mir realisierte M�ogli
hkeit vor, die z.T. m�uhevollen Re
hnungen auf einemComputer dur
hzuf�uhren und ist zuglei
h Anleitung und Erl�auterung f�ur das auf dembeigef�ugten Datentr�ager als kommentierter Quelltext be�ndli
he Programm. Die Vorge-hensweise des Programms s
hliesst direkt an die im Kapitel 5 bes
hriebene Methodik an.Im letzten Kapitel sind einige Ergebnisse der Computerre
hnungen angegeben. Die Arbeits
hlie�t mit einem zusammenfassenden Ausbli
k.



Kapitel 1Grundlagen der GruppentheorieDieses erste Kapitel soll eine kompakte Einf�uhrung in die f�ur diese vorliegende Arbeitwesentli
hen Konzepte der Darstellungstheorie endli
her Gruppen geben. Es soll au�erdemder Festlegung der verwendeten Notation dienen. F�ur detailliertere Ausf�uhrungen zu denin diesem Kapitel bes
hriebenen Sa
hverhalten sei auf die umfangrei
he Literatur zurGruppentheorie verwiesen, z.B. [1℄-[6℄.1.1 Elementare GruppentheorieWir beginnen mit einigen grundlegenden De�nitionen der Gruppentheorie.De�nition 1 Eine Menge G zusammen mit einer auf ihr erkl�arten Verkn�upfungÆ : G�G! G bildet eine Gruppe (G; Æ) , wenn folgende Eigens
haften erf�ullt sind:1. Die Verkn�upfung Æ ist assoziativ, d.h. 8a; b; 
 : (a Æ b) Æ 
 = a Æ (b Æ 
) .2. Es gibt ein neutrales Element e 2 G, d.h. 9e8a : a Æ e = e Æ a = a .3. Es gibt zu jedem Element a 2 G ein Inverses a�1 2 G,d.h. 8a9a�1 : a Æ a�1 = a�1 Æ a = e .Die Gruppe (G; Æ) wird abk�urzend au
h einfa
h mit G bezei
hnet, wenn Verwe
hslungenmit der Menge G ausges
hlossen sind.De�nition 2 Eine Gruppe G hei�t abels
h , falls die Verkn�upfung Æ kommutativ ist, d.h.falls 8a; b : a Æ b = b Æ a gilt.De�nition 3 Unter der Ordnung einer Gruppe versteht man die Anzahl ihrer Elemente.De�nition 4 Eine Teilmenge H einer Gruppe G hei�t Untergruppe von G, falls sie mitder induzierten Verkn�upfung wiederum eine Gruppe bildet.F�ur die Gruppenverkn�upfung Æ s
hreibt man vereinfa
hend au
h � oder man l�asst dasZei
hen g�anzli
h weg und s
hreibt f�ur a Æ b einfa
h ab.5



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIEDe�nition 5 Zwei Elemente a; b 2 G hei�en zueinander konjugiert bez�ugli
h G (s
hreibe:a � b), falls 9g 2 G : b = g�1ag. Man nennt die Menge aller zu a konjugierten Elementevon G au
h Klasse von a.Bemerkung 6 Jedes Gruppenelement von G liegt in genau einer (konjugierten) Klassevon G, d.h. die Klassen sind disjunkt und ihre Vereinigung bildet G. Insbesondere bildetdas neutrale Element eine Klasse f�ur si
h. 1De�nition 7 Eine Abbildung � : G ! G0 von einer Gruppe (G; Æ) in eine Gruppe(G0; �) hei�t Gruppenhomomorphismus, falls sie die Gruppenverkn�upfungen respektiert,d.h. 8g1; g2 2 G : �(g1) � �(g2) = �(g1 Æ g2) .1.2 Darstellungstheorie endli
her GruppenBei physikalis
hen Problemstellungen, die Symmetrien aufweisen, ist die Gruppentheo-rie von gro�er Bedeutung. Ist eine Di�erenzialglei
hung invariant unter einer Symmetrie-transformation, vereinfa
ht das in vielen F�allen das AuÆnden der L�osungen. Der Vektor-raum der L�osungen bildet dabei einen Darstellungsraum auf dem die Symmetriegruppedann wirkt. Im Folgenden werden die Grundz�uge der Darstellungstheorie systematis
heingef�uhrt. Wir beginnen mit dem Begri� der Darstellung.1.2.1 Grundbegri�eDe�nition 8 Ein Homomorphismus R : G! Aut(V ); g !R(g) von einer Gruppe G ineine Gruppe von Operatoren R(G) eines linearen Vektorraums V hei�t eine Darstellungder Gruppe G mit dem Darstellungsraum V . Die Dimension der Darstellung ist dabei dieDimension des Darstellungsraumes V . Eine Darstellung hei�t treu, falls R ein Isomorphis-mus ist, andernfalls nennt man sie degeneriert.Im Weiteren werden wir uns auf endli
he Gruppen und ihre Darstellung sowie auf endli
h-dimensionale Darstellungsr�aume bes
hr�anken. Die meisten Resultate lassen si
h au
h aufunendli
h-dimensionale Darstellungsr�aume ausweiten.Bemerkung 9 Jede endli
h-dimensionale Darstellung R kann in Form von Darstellungs-matrizen DR(g); g 2 G bes
hrieben werden. Die induzierte Verkn�upfung ist dann dieMatrizenmultiplikation. Jede n-dimensionale Darstellung R besitzt eine isomorphe Dar-stellungM(R) : G! C n�n , die Matrixdarstellung von G genannt wird.Bemerkung 10 Jede Gruppe G besitzt eine triviale Darstellung T , die dur
hDT (g) = 1;8g 2 G de�niert ist. Der zugeh�orige Darstellungsraum ist R oder C .1F�ur einen Beweis sei auf [1℄ verwiesen.



1.2. DARSTELLUNGSTHEORIE ENDLICHER GRUPPEN 71.2.2 Ni
ht-�aquivalente und irreduzible DarstellungenZu einer Gruppe gibt es im Allgemeinen mehrere m�ogli
he Darstellungen. Sie werdenzun�a
hst in Klassen von �aquivalenten Darstellungen eingeteilt. Der aus der linearen Alge-bra bekannte Begri� der �Ahnli
hkeit von Matrizen wird auf Darstellungen �ubertragen: SeiR eine Darstellung von G auf dem Darstellungsraum V und S ein invertierbarer Operatorauf V . Dann ist die dur
h R0(g) = S�1RS; 8g 2 G (1.1)de�nierte Darstellung R0 ebenfalls eine Darstellung von G auf V (und somit von glei-
her Dimension wie R). Man sagt, R und R0 sind dur
h eine �Ahnli
hkeitstransformationineinander �uberf�uhrt worden.De�nition 11 Zwei Darstellungen hei�en �aquivalent, wenn sie dur
h eine �Ahnli
hkeits-transformation ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen.�Aquivalente Darstellungen bilden eine �Aquivalenzklasse, und es gen�ugt, einen Repr�asen-tanten jeder Klasse zu kennen. Zur Unters
heidung von �aquivalenten und ni
ht-�aquiva-lenten Darstellungen ben�otigt man eine Charakterisierung, die si
h bei �Ahnli
hkeitstrans-formationen ni
ht �andert. F�ur Matrixdarstellungen ist die Spur eine sol
he Invariante.Man kann sie daher zur Klassi�kation von �aquivalenten Darstellungen heranziehen undde�niert:De�nition 12 Der Charakter �R(g) von g 2 G in der Darstellung R ist dur
h�R(g) = TrR(g) (1.2)erkl�art.Der Charakter ist ni
ht nur innerhalb einer �Aquivalenzklasse von Darstellungen invariant,sondern au
h innerhalb einer Klasse von Gruppenelementen:Bemerkung 13 Alle Gruppenelemente einer Klasse (vgl. De�nition 5) haben den glei
henCharakter, d.h. der Charakter ist eine Klassenfunktion. 2Ein weiteres wi
htiges Hilfsmittel zur Einteilung von Darstellungen einer Gruppe ist es,jede Darstellung in eine direkte Summe aus irreduziblen Darstellungen zu zerlegen.Zun�a
hst sind no
h einige weitere Begri�e n�otig.De�nition 14 Sei R eine Darstellung von G auf dem endli
hen Vektorraum V und sei V1ein Unterraum von V . Dann hei�t V1 invarianter Unterraum von V bez�ugli
h R, falls f�uralle x 2 V1 und g 2 G gilt: R(g)(x) 2 V1. Ein invarianter Unterraum ist minimal, wenn erkeine ni
ht-trivialen invarianten Unterr�aume bez�ugli
h R enth�alt.2Beweis: Seien a; b 2 G, dann gilt wegen Invarianz der Spur gegen�uber zyklis
her Vertaus
hungTr(DR(b�1)DR(a)DR(b)) = TrDR(a)



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIEBeispiele: Triviale invariante Unterr�aume von V bez�ugli
hR sind der Vektorraum V selbstund der Nullraum.De�nition 15 Eine Darstellung R von G hei�t irreduzibel , wenn es keine ni
ht-trivialeninvarianten Unterr�aume von V bzgl. R gibt. Ansonsten ist die Darstellung reduzibel. Fallsdas orthogonale Komplement eines invarianten Unterraumes ebenfalls invariant bzgl. Rist, nennt man die Darstellung vollst�andig reduzibel.Es zeigt si
h nun, dass jede reduzible Darstellung in irreduzible Darstellungen zerlegt wer-den kann und umgekehrt aus der Kenntnis aller irreduziblen Darstellungen alle reduziblenDarstellungen konstruiert werden k�onnen. Somit ist mit dem AuÆnden der irreduziblenDarstellungen einer Gruppe das Darstellungsproblem bereits gel�ost. Dieses Ergebnis wol-len wir in Theorem 18 pr�azisierend festhalten. Der Beweis kann in der Literatur (z.B. [1℄)na
hgelesen werden. Man bes
hr�ankt si
h bei diesem Beweis auf unit�are Darstellungen(De�nition 16), was aber ni
ht die Allgemeing�ultigkeit beein
usst (siehe Theorem 17).De�nition 16 Eine Darstellung R einer Gruppe G hei�t unit�are Darstellung, falls aufdem Darstellungsraum ein inneres Produkt de�niert ist und die Operatoren R(g) f�ur alleg 2 G unit�ar sind, also das innere Produkt zweier Elemente invariant lassen.Theorem 17 Jede Darstellung R einer endli
hen Gruppe auf einem Raum mit eineminneren Produkt ist �aquivalent zu einer unit�aren Darstellung.Man kann nun zeigen, dass jede irreduzible unit�are Darstellung R : G ! Aut(V ) mitni
httrivialem invarianten Unterraum V1 au
h ihren zu V1 orthogonalen Unterraum V ?1als invarianten Unterraum besitzt. Somit sind au
hR0 : G! Aut(V1) mitR0(g) = R(g) jV1und R00 : G! Aut(V ?1 ) mit R00(g) = R(g) jV ?1 eine Darstellung von G. Da V = V1� V ?1 ,legen R0 und R00 die Darstellung R eindeutig fest. Daher s
hreibt man R = R0 � R00.Man sagt, R ist die direkte Summe von R0 und R00 . Nimmt man nun o.B.d.A. an, dass V1der kleinste e
hte invariante Unterraum von V ist, so ist R0 zwangsl�au�g irreduzibel undV ?1 aufgrund obiger Aussage invariant unter R00. Falls R00 ni
ht irreduzibel ist, w�ahlt manau
h in V ?1 den kleinsten e
hten invarianten Unterraum aus { dieser ist dann invariantunter einer irreduziblen Darstellung R000 { und spaltet ihn ab; dieser Ablauf kann solangefortgef�uhrt werden, bis man die reduzible Darstellung R vollst�andig in irreduzible Anteilezerlegt hat. Da V endli
h-dimensional ist, bri
ht die Prozedur na
h endli
h vielen S
hrittenab. Man erh�alt s
hlie�li
h R = kM�=1 a�R� ; (1.3)wobei a� 2 N0 und die R� paarweise ni
ht-�aquivalent zueinander sind 3.Es sei angemerkt, dass die Zerlegung (1.3) ni
ht eindeutig ist, es wird si
h aber im n�a
hstenAbs
hnitt herausstellen, dass die a� hingegen f�ur jede Zerlegung eindeutig bestimmt sind.Man erh�alt nun also das bereits angek�undigte3Glei
hung (1.3) meint genauer R = R1 � � � � � R1| {z }a1-mal �R2 � � � � � R2| {z }a2-mal �� � � � Rk � � � � �Rk| {z }ak-mal .



1.2. DARSTELLUNGSTHEORIE ENDLICHER GRUPPEN 9Theorem 18 Jede endli
h-dimensionale unit�are Darstellung einer endli
hen Gruppe l�asstsi
h vollst�andig in eine direkte Summe von irreduziblen unit�aren Darstellungen zerlegen.Am Ende dieses Abs
hnitts sei no
h einmal kurz auf die zugeh�origen Matrixdarstellungenirreduzibler Darstellungen eingegangen. Zerlegt man V in die direkte Summe V = V1�V ?1 ,so kann dur
h geeignete Wahl der Basisvektoren die zu R geh�orige Darstellungsmatrix ineine obere Dreie
ksform gebra
ht werden. Zerlegt man aber die DarstellungR gem�a� Theo-rem 18 vollst�andig in ihre irreduziblen Anteile, so erh�alt die Darstellungsmatrix Blo
kdia-gonalgestalt.1.2.3 Eigens
haften irreduzibler DarstellungenDas zentrale Problem in der Darstellungstheorie endli
her Gruppen ist das AuÆnden allerni
ht-�aquivalenten irreduziblen Darstellungen. Au�erdem interessiert man si
h f�ur Me-thoden zur Aufspaltung reduzibler Darstellungen. In diesem Abs
hnitt sollen die daf�urwesentli
hen Theoreme vorgestellt werden. Zun�a
hst wollen wir die beiden Lemmata vonS
hur zitieren, deren Beweise in den angegebenen B�u
hern �uber Gruppentheorie na
hge-lesen werden k�onnen (z.B. [1℄)Lemmata von S
hurLemma 19 Sei R eine irreduzible Darstellung der (endli
hen) Gruppe G auf einem(endli
h-dimensionalen) Vektorraum V und A ein beliebiger Operator auf V . Falls A mitallen Operatoren fR(g); g 2 Gg kommutiert, also AR(g) = R(g)A f�ur alle g 2 G gilt,dann muss A ein Vielfa
hes des Identit�atsoperators sein, d.h. A = �11 mit � 2 C .Lemma 20 Seien R und R0 zwei irreduzible Darstellungen einer (endli
hen) Gruppe Gauf den (endli
h-dimensionalen) Vektorr�aumen V bzw. V 0 und A eine lineare Transforma-tion von V 0 na
h V mit AR0 (g) = R (g)A f�ur alle g 2 G. Dann ist entweder (i) A = 0oder (ii) V und V 0 sind zueinander isomorph und damit R �aquivalent zu R0.Orthonormalit�atstheoremDas zentrale Resultat der Darstellungstheorie ist das Orthonormalit�atstheorem. Im Fol-genden werden folgende Notationen vereinbart:nG: Gruppenordnung;�; �: indiziert ni
ht-�aquivalente, irreduzible Darstellungen R� ;R� von G;d�: Dimension der Darstellung R� ;D�(g): die zu g 2 G geh�orige Matrix der MatrixdarstellungM �R�� bez�ug-li
h einer Orthonormalbasis;Ci: konjugierte Klasse, (i = 1; 2; : : : ; nC) ;�� (Ci): Charakter der Elemente in der Klasse Ci in der Darstellung R� ;ni: Anzahl der Elemente in der Klasse Ci ;nC : Anzahl der Klassen in der Gruppe G.



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIETheorem 21 F�ur zwei beliebige, ni
ht-�aquivalente, irreduzible, unit�are Darstellungsma-trizen gilt: d�nGXg D�y(g)kiD�(g)jl = Æ��ÆijÆkl (1.4)mit der Konvention 4 D�y(g)ki = D��(g)ik.An dieser Stelle eine Bemerkung zur Bezei
hnung "Orthonormalit�atstheorem\. Sie wirddur
h folgende geometris
he Ans
hauung motiviert: Fasst man (d�=nG) 12 D�(g)j l f�ur einfestes Tripel (�; j; l) als einen nG-komponentigen Vektor im nG-dimensionalen "Gruppen-elemente\-Vektorraum auf (die Gruppenelemente g dur
hlaufen dabei die volle GruppeG), so besagt das Theorem, dass all diese Vektoren orthonormal zueinander sind. Da (j; l)genau (d�)2 Werte annehmen kann, gibt es insgesamtP�(d�)2 vers
hiedene orthonormaleVektoren in der �-Darstellung. Weil der zugeh�orige Vektorraum aber nG-dimensional ist,kann es maximal nG vers
hiedene orthonormale Vektoren geben. Es gilt also:X� (d�)2 � nG : (1.5)Tats�a
hli
h kann die obige Unglei
hung mit Hilfe der regul�aren Darstellung dahingehendvers
h�arft werden, dass in (1.5) die Glei
hheit gilt. Man verglei
he dazu Anhang A. Fest-halten wollen wir aber s
hon einmal dasVollst�andigkeitstheoremTheorem 22 Die Dimensionsparameter fd�g der ni
ht-�aquivalenten irreduziblen Darstel-lungen gen�ugen der Relation X� d�2 = nG ; (1.6)und f�ur die zugeh�origen Darstellungsmatrizen gilt damit wegen der maximalen Anzahllinear unabh�angiger Vektoren im nG-dimensionalen Raum die Vollst�andigkeitsrelationX�;l;k d�nGD�(g)lkD�y(g0)kl = Ægg0 ; (1.7)wobei Æij mit Æij � ( 1 falls i = j0 sonst das Krone
ker-Symbol bezei
hnet.4Die hermites
he Konjugation umfasst komplexe Konjugation mit zus�atzli
her Transposition. Mans
hreibt Ayij � �Ay�ij = �A�T �ij = (A�)ji � A�ji :



1.2. DARSTELLUNGSTHEORIE ENDLICHER GRUPPEN 11Orthonormalit�ats- und Vollst�andigkeitsrelation f�ur irreduzible CharaktereDas Orthonormalit�ats- und Vollst�andigkeitstheorem ist aus theoretis
her Si
ht von �uberausgro�er Bedeutung. F�ur das AuÆnden von irreduziblen Darstellungen in der Praxis istes allerdings weniger geeignet, da die Gestalt der Darstellungsmatrizen von der konkretgew�ahlten Basis von V abh�angt. Eine Basistransformation f�uhrt aber nur auf �aquivalen-te Darstellungen. Sie spielt also f�ur die eigentli
h betra
htete irreduzible Darstellung Rkeine Rolle. Die Darstellungsmatrizen D(g) mit g 2 G tragen also im Prinzip "zu viel\Information. In De�nition 12 wurde der Charakter einer Darstellung R als die Spur �uberdie Operatoren R (g) eingef�uhrt. Sie sind unabh�angig von der Wahl der Basis im Dar-stellungsraum, d.h. invariant gegen�uber �Ahnli
hkeitstransformationen, und bilden eineKlassenfunktion. Orthonormalit�ats- und Vollst�andigkeitstheorem k�onnen in der Tat basi-sunabh�angig formuliert werden.Theorem 23 Die Charaktere der ni
ht-�aquivalenten, irreduziblen Darstellungen gen�ugenfolgenden Relationen:Xi ninG��y (Ci)�� (Ci) = Æ�� (Orthonormalit�at) ; (1.8)X� ninG�� (Ci)��y (Cj) = Æij (Vollst�andigkeit) ; (1.9)wobei gem�a� Konvention ��y (Ci) = (�� (Ci))� ist.F�ur eine fest vorgegebene irreduzible Darstellung � bilden die (ni=nG) 12 �� (Ci) mit i =1; : : : ; nC einen Vektor im nC-dimensionalen Vektorraum. Von ihnen gibt es genau soviele, wie es ni
ht-�aquivalente irreduzible Darstellungen gibt. Theorem 23 besagt, dass allederart gebildeten Vektoren orthogonal zueinander stehen. Hieraus folgt, dass die Anzahlder ni
ht-�aquivalenten irreduziblen Darstellungen von G kleiner oder glei
h nC sein muss.Man kann zeigen, dass au
h hier die Glei
hheit gilt (vgl. Theorem 22), einen Beweis hierzu�ndet man in [1℄. Als weitere wi
htige Folgerung notieren wirFolgerung 24 Die Anzahl der ni
ht-�aquivalenten, irreduziblen Darstellungen einer end-li
hen Gruppe ist glei
h der Anzahl von konjugierten Klassen von G. Also kann �� (Ci)als quadratis
he nC � nC -Matrix aufgefasst werden, wobei � die Zeilen und i die Spaltenindizieren. Man nennt eine aus diesen Spalten erzeugte Tabelle au
h Charakter-Tabelle.Wir wollen nun eine Aussage dar�uber ma
hen, wie oft eine irreduzible Darstellung in einerZerlegung einer reduziblen Darstellung einer endli
hen Gruppe vorkommt.Theorem 25 Zerlegt man eine reduzible Darstellung R in ihre irreduziblen Anteile, sobestimmt man deren H�au�gkeit a� gem�a� der Formela� = 1nG Xi ni ��y (Ci)�R (Ci) : (1.10)



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIEZum S
hluss dieses Abs
hnitts m�o
hte i
h no
h ein notwendiges und hinrei
hendes Krite-rium f�ur Irreduzibilit�at angeben.Theorem 26 Eine Darstellung R mit den Charakteren f� (Ci)g ist genau dann irreduzi-bel, wenn Xi ni j� (Ci)j2 = nG : (1.11)F�ur endli
he Gruppen gibt uns dieses Kriterium also einen lei
ht auszuf�uhrenden Test aufIrreduzibilit�at an die Hand.1.3 Produktgruppen und ihre Darstellungen1.3.1 Direkte, endli
he ProduktgruppenEs ist sinnvoll, mit folgendem Theorem zu beginnen:Theorem und De�nition 27 Seien G1 und G2 zwei beliebige, endli
he Gruppen und e1und e2 ihre neutralen Elemente. Betra
htet man Paare (g1; g2) mit g1 2 G1 und g2 2 G2und de�niert die Verkn�upfung zweier Paare (g1; g2) und (g01; g02) dur
h die Vors
hrift(g1; g2) �g01; g02� = �g1g01; g2g02� (1.12)f�ur alle g1; g01 2 G1 und g2; g02 2 G2, so bildet die Menge aller Paare (g1; g2) eine Gruppebzgl. der obigen Verkn�upfung.Diese Gruppe bezei
hnet man mit G1
G2 und nennt sie das direkte Produkt der GruppenG1 und G2.Beweis: Es sind ledigli
h die Gruppenaxiome na
hzupr�ufen.Bemerkung 28 Sind G1 und G2 (endli
he) Gruppen der Ordnung nG1 bzw. nG2 , so istdie Produktgruppe G1 
G2 eine endli
he Gruppe der Ordnung nG1 � nG2 .F�ur die Produktgruppe G1 
G2 ergeben si
h folgende Eigens
haften:(i) Sie besitzt zwei Untergruppen H1 und H2, bestehend aus den Elementen (g1; e2) mitg1 2 G1 bzw. (e1; g2) mit g2 2 G2, die beide isomorph 5 zu den Gruppen G1 bzw.G2 sind.(ii) Beide Untergruppen haben nur das Element (e1; e2) gemeinsam, d.h. H1 \ H2 =f(e1; e2)g, und(iii) jedes Element der einen Untergruppe kommutiert mit jedem Element der anderen(g1; e2) (e1; g2) = (e1; g2) (g1; e2) (1.13)f�ur alle g1; e1 2 G1 und g2; e2 2 G2.5Man sagt, zwei Gruppen G und G0 sind isomorph zueinander (G �= G0), wenn ein bijektiver Gruppen-homomorphismus � im Sinne von De�nition 7 existiert. Die Isomorphismen lauten hier � ((g1; e2)) = g1bzw. � ((e1; g2)) = g2.



1.3. PRODUKTGRUPPEN UND IHRE DARSTELLUNGEN 13Andererseits gilt na
h (1.12) und Gruppenaxiom 2 aus De�nition 1(g1; e2) (e1; g2) = (g1; g2) ; (1.14)so dass(iv) jedes Element von G1
G2 als Produkt von je einem Element der beiden Untergrup-pen H1 und H2 ges
hrieben werden kann.Diese vier Eigens
haften, auf deren Na
hweise hier verzi
htet wird, geben Anlass zu einerUmformulierung der De�nition 27.De�nition 29 Eine (endli
he) Gruppe G0 hei�t direkte (endli
he) Produktgruppe, fallsGruppen G1 und G2 existieren, so dass G0 isomorph zur Gruppe G1 
G2 ist.Na
h De�nition 29 m�ussen die Elemente von direkten Produktgruppen ni
ht mehr zwangs-l�au�g in Form von Paaren auftreten. Das folgende Theorem gibt ein Kriterium an dieHand, mit der direkte Produktgruppen identi�ziert werden k�onnen. Genauer ist es dieUmkehrung der obigen Aussage.Theorem 30 Sei G0 eine (endli
he) Gruppe, die zwei Untergruppen H 01 und H 02 mit denfolgenden Eiges
haften besitze:(i) Alle Elemente von H 01 kommutieren mit allen Elementen von H 02,(ii) H 01 und H 02 haben nur das neutrale Element gemeinsam, und(iii) jedes Element von G0 kann als Produkt von je einem Element aus H 01 und H 02 ge-s
hrieben werden.Dann ist G0 eine direkte Produktgruppe und isomorph zu H1 
H2.Beweis: Der Beweis �ndet si
h z.B. in [1℄.Am Ende dieses Abs
hnitts sei darauf verwiesen, dass wir im Hinbli
k auf das na
hfolgendeKapitel insbesondere an dem Fall G1 � G2 =: G (bzw. besser G1 �= G2 �= G) interessiertsind. Dabei bea
hte man, dass die resultierende direkte Produktgruppe G 
 G nebenden beiden Untergruppen H1 = f(g; e)g und H2 = f(e; g)g eine weitere sog. diagonaleUntergruppe besitzt, die aus den Paaren (g; g) mit g 2 G besteht und ebenfalls (wie H1und H2) isomorph zur Gruppe G ist.1.3.2 Direkte ProduktdarstellungZun�a
hst wollen wir uns klarma
hen, was man unter dem direkten Produkt A 
 B einerm � m-Matrix A mit einer n � n-Matrix B versteht. Die Produkt-Matrix A 
 B ist ei-ne mn�mn-Matrix, deren Elemente Doppelindizes f�ur Zeilen und Spalten tragen. DieElemente sind dur
h (A
B)ik;jl = AijBkl (1.15)



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIEmit 1 � i; j � m; 1 � k; l � n de�niert.Dur
h Verglei
h der einzelnen Matrixelemente zeigt man, dass f�ur zwei m �m-MatrizenA und A0 und zwei n� n-Matrizen B und B0 gilt(A
B) �A0 
B0� = �AA0�
 �BB0� : (1.16)Als Folgerung notieren wir, dass A
B unit�ar ist, falls A und B es sind.Beweis: Wegen Glei
hung (1.15) ist (A
B)y = Ay 
 By, so dass zusammen mit (1.16)letztendli
h (A
B) (A
B)y = �AAy�
 �BBy� = 11m 
 11n = 11mn gilt.Erinnern wir uns no
h zus�atzli
h daran, dass eine endli
h-dimensionale Darstellung Rbereits dur
h die Angabe ihrer Darstellungsmatrizen DR(g); g 2 G, eindeutig bestimmtist, so haben wir nun alle Vorbereitungen getro�en, um die direkte Produktdarstellungzweier Darstellungen anzugeben. Dabei wollen wir uns auf unit�are, irreduzible Darstellun-gen bes
hr�anken, wobei darauf hingewiesen wird, dass auf die Irreduzibilit�atsforderung imn�a
hsten Theorem au
h verzi
htet werden kann.Theorem und De�nition 31 Seien zwei unit�are, irreduzible Darstellungen R� und R�der Dimension d� und d� einer Gruppe G dur
h ihre Darstellungsmatrizen D�(g) undD�(g) gegeben. Dann legen die MatrizenD�
�(g) := D�(g)
D�(g) (1.17)f�ur alle g 2 G in eindeutiger Weise eine unit�are Darstellung R�
R� der Dimension d� �d�fest. F�ur den Charakter �R�
R� (g) der Darstellung gilt dabei�R�
R� (g) = �R� (g) �R� (g) : (1.18)Man bezei
hnet die Darstellung R� 
R� als direktes Produkt der Darstellungen R� undR� der Gruppe G.Man bea
hte, dass die Darstellung R� 
R� i.a. ni
ht irreduzibel sein wird, au
h wenn R�und R� es sind.1.3.3 Darstellungstheorie direkter, endli
her ProduktgruppenNa
hdem im ersten Abs
hnitt das direkte Produkt zweier (endli
her) Gruppen erkl�art wur-de, wollen wir in diesem Abs
hnitt kurz auf ihre Darstellungen eingehen. Dabei werden wirauf die im vorigen Abs
hnitt eingef�uhrten direkten Produktdarstellungen zur�u
kgreifen.Dies zeigt si
h s
hon im folgendenTheorem 32 Seien die Darstellungen R1 der Gruppe G1 und R2 der Gruppe G2 dur
hihre Darstellungsmatrizen DR1(g1) ; g1 2 G1 und DR2(g2) ; g2 2 G2 gegeben. Dann bildendie Matrizen DR1
R2 ((g1; g2)) mitDR1
R2 ((g1; g2)) = DR1(g1)
DR2(g2) (1.19)f�ur alle g1 2 G1 und g2 2 G2 eine Darstellung der ProduktgruppeG1
G2. Die Darstellungvon G1 
G2 ist unit�ar, falls R1 und R2 unit�ar sind, und treu, falls R1 und R2 treu sind.



1.3. PRODUKTGRUPPEN UND IHRE DARSTELLUNGEN 15Jetzt wird der wi
htige Fall untersu
ht, bei dem G1 � G2 =: G ist. Wie im ersten Ab-s
hnitt 1.3.1 bereits erw�ahnt, besitzt die Produktgruppe G
G eine diagonale Untergruppebestehend aus den Paaren (g; g) mit g 2 G, die isomorph zur Gruppe G ist. Falls R� undR� zwei beliebige irreduzible Darstellungen von G sind, liest si
h Formel (1.19) wie folgt6:DR�
R� ((g1; g2)) = D�(g1)
D�(g2) : (1.20)Man bea
hte, dass die Darstellungsmatrizen zu irreduziblen DarstellungenR� na
h unsererKonvention mit D�(g) bezei
hnet werden. In Analogie zu (1.19) k�onnte man in diesem Fallau
h DR� (g) s
hreiben.F�ur die diagonale Untergruppe ergibt si
h dann entspre
hendDR�
R� ((g; g)) = D�(g) 
D�(g) : (1.21)Diese Darstellung ist aber identis
h zu der direkten ProduktdarstellungR�
R� der beidenirreduziblen Darstellungen R� und R� aus dem vorangegangenen Abs
hnitt. Im allgemei-nen ist die Darstellung (1.21) von G also ni
ht irreduzibel. Eine Plausibilit�atsbegr�undunganhand eines Beispiels wurde bereits im vorherigen Abs
hnitt angef�uhrt.

6Man kann zeigen, dass die Darstellung (1.19) irreduzibel ist, falls R1 und R2 es sind, insbesondereist dann au
h die Darstellung (1.20) irreduzibel. Umgekehrt ist jede irreduzible Darstellung von G1 
G2�aquivalent zu einer Darstellung der Form (1.19).
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Kapitel 2Die kubis
he Gruppe und ihre�Uberlagerung
2.1 Die kubis
he Gruppe ODie kubis
he Gruppe ist eine ni
ht-abels
he, endli
he Gruppe mit 24 Elementen und wirdmit dem Symbol O bezei
hnet. Sie ist isomorph zur Permutationsgruppe S4, der Grup-pe der Permutationen von 4-Tupeln. Die Elemente der kubis
hen Gruppe sind identi�-zierbar mit den Rotationen eines W�urfels, die seine Lage invariant lassen. Die eindeutigbestimmten Rotationsa
hsen des W�urfels bezei
hnet man als seine Symmetriea
hsen. Eindreidimensionaler W�urfel besitzt 13 Symmetriea
hsen (siehe dazu Abb. 2.1) .Verwendet man zur Bes
hreibung dieser A
hsen ein Koordinatensystem, dessen Nullpunktim Mittelpunkt des W�urfels liegt, so sind drei dieser A
hsen dur
h die Koordinatena
hsenfestgelegt, die dur
h die Mittelpunkte jeweils gegen�uberliegender Seiten
�a
hen gehen, wo-bei Rotationen um Vielfa
he von ��2 m�ogli
h sind. Weitere Rotationen um Vielfa
he von�2�3 sind um die vier Raumdiagonalen m�ogli
h. Die verbleibenden se
hs A
hsen laufenparallel zu den Seiten
�a
hendiagonalen dur
h den Ursprung, erlaubt sind hier Drehungenum Vielfa
he von ��. Um die Symmetriea
hsen eindeutig zu kennzei
hnen, bestimmt manvier E
kpunkte (�; �; 
; Æ) (die si
h paarweise ni
ht gegen�uberliegen) und se
hs Kanten-
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Abbildung 2.1: Symmetriea
hsen eines W�urfels17
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Abbildung 2.2: Die A
hsen O�;O�;O
;OÆ;Oa;Ob;O
;Od;Oe;Of sowie x; y; zmittelpunkte (a; b; 
; d; e; f) (ebenfalls paarweise ni
ht gegen�uberliegend) des W�urfels, undl�asst die Symmetriea
hsen vom Ursprung dur
h diese Punkte laufen. Man bezei
hnet dieA
hsen entlang der Koordinatena
hsen mit Ox;Oy;Oz und die A
hsen dur
h die aus-gezei
hneten Punkte mit O�;O�;O
;OÆ;Oa;Ob;O
;Od;Oe und Of (vgl. Abb. 2.1 und2.2).Im Folgenden wollen wir aktive Drehungen betra
hten, d.h. Drehungen, bei denen dasKoordinatensystem starr bleibt und der W�urfel mathematis
h positiv (re
htsh�andig) ge-dreht wird 1. Ferner bes
hr�anken wir uns auf Drehungen um Winkel ' 2℄ � �;�℄. Manbea
hte hier insbesondere, dass eine Drehung um �' identis
h ist mit einer Drehung um2��'. Man unters
heidet nun die Symmetriea
hsen des W�urfels na
h ihrer Ordnung, d.h.na
h der Anzahl erlaubter Drehungen (eins
hlie�li
h der Identit�at), die den W�urfel wiederin si
h selbst �uberf�uhren. Die Ordnung wird mit Cj bezei
hnet, wobei j die Anzahl derm�ogli
hen Drehungen indiziert. Beim W�urfel hat man also:� 3 C4-A
hsen C4i ; i 2 fx; y; zg Rotationen um n-mal �2 (n = �1; 0; 1; 2)� 4 C3-A
hsen C3i ; i 2 f�; : : : ; Æg Rotationen um n-mal 2�3 (n = �1; 0; 1)� 6 C2-A
hsen C2i ; i 2 fa; : : : ; fg Rotationen um n-mal � (n = 0; 1)Die Rotationen k�onnen mit Cji(') bezei
hnet werden, wobei die Rotationsma�e ' =0;��2 ;�2�3 ; � passend zur Wahl von j zu w�ahlen sind. Bea
htet man, dass die jeweiligenRotationen um ' = 0 um die A
hse Cji die Identit�at sind, hat man insgesamt 24 Symme-trieoperationen. Dies sind genau die 24 Elemente der kubis
hen Gruppe O. Sie l�asst si
hdemna
h alsO = �C4i (') ;C3j (') ;C2k (') j i = 1; 2; 3; j = 1; : : : ; 4; k = 1; : : : ; 6; ' = 0;��2 ; �;�2�3 �s
hreiben, wobei die ' jeweils passend zu w�ahlen sind. Gruppenverkn�upfung ist dabei dieHintereinanderausf�uhrung zweier Rotationen. Diese sind in der Tat ni
ht kommutativ, d.h.1Dur
h die Festlegung der A
hsen sind re
hts- (bzw. links-) h�andige Drehungen wohlde�niert.



2.1. DIE KUBISCHE GRUPPE O 19die Gruppe O ist ni
ht-abels
h. Unter Zuhilfenahme einer Verkn�upfungstabelle kann manjetzt na
hre
hnen, dass die 24 Elemente von O in f�unf konjugierte Klassen (vgl. De�nition5) zerfallen. Diese werden mit E; 6C2; 8C3; 6C4 und 3C24 bezei
hnet 2. In ihnen be�ndensi
h jeweils auss
hlie�li
h Drehungen um Symmetriea
hsen glei
her Ordnung:� E = fidg : Identit�at� 6C2 = fC2i (')g mit i 2 fa; : : : ; fg und ' = �Rotationen um die A
hsen Oa, Ob, O
, Od, Oe, Of parallel zu dense
hs Seiten
�a
hendiagonalen, insgesamt also se
hs Elemente;� 8C3 = fC3i (')g mit i 2 f�; : : : ; Æg und ' = �2�3Rotationen um die vier Raumdiagonalen O�, O�, O
, OÆ, insgesamt alsoa
ht Elemente;� 6C4 = fC4i (')g mit i 2 fx; y; zg und ' = ��2Rotationen um die drei Koordinatena
hsen x, y, z, insgesamt alsose
hs Elemente;und s
hlie�li
h� 3C24 = fC4i (')g mit i 2 fx; y; zg und ' = �Rotationen um die drei Koordinatena
hsen x, y, z, insgesamt alsodrei Elemente.Um den S
hreibaufwand gering zu halten, legen wir f�ur ' > 0 fest:Cji (�') � C�1ji :3 (2.1)Man bea
hte, dass wir die Winkelargumente ' zur eindeutigen Festlegung der Rotationenvon nun an ni
ht mehr ben�otigen und die blo�e Indizierung jedes Elements von O diesesbereits eindeutig bestimmt { mit einer Ausnahme:Tats�a
hli
h ist f�ur Cji; j = 4; i 2 fx; y; zg sowohl eine Rotation um ' = �2 als au
h eineum � erlaubt, die Bezei
hnung w�are demna
h ni
ht eindeutig. Da die Elemente C4i (�) ; i 2fx; y; zg, eine eigene Klasse C24 bilden, wollen wir sie von nun an mit C2i; i 2 fx; y; zg,bezei
hnen. 4
3Diese Notation ma
ht au
h klar, dass C�1ji das Inverse von Cji ist.4Die Bezei
hnung ist deshalb so gew�ahlt, weil f�ur die Elemente der Klasse C24 die Koordinatena
hsenx; y; z die Ordnung 2 haben.



20 KAPITEL 2. DIE KUBISCHE GRUPPE UND IHRE �UBERLAGERUNGUnter Verwendung der neuen Notation seien hier no
h einmal alle 24 Elemente der kubi-s
hen Gruppe klassenweise zusammengefasst:� E = fidg : Identit�at, neutrales Element von O� 6C2 = fC2a;C2b;C2
;C2d;C2e;C2fg� 8C3 = nC3�;C3�;C3
 ;C3Æ;C�13� ;C�13� ;C�13
 ;C�13Æ o� 6C4 = nC4x;C4y;C4z;C�14x ;C�14y ;C�14z o� 3C24 = fC2x;C2y;C2zg2.2 Irreduzible Darstellungen der kubis
hen Gruppe ODie kubis
he Gruppe besitzt na
h der Folgerung aus Orthonormalit�ats- und Vollst�andig-keitstheorem (Theorem 23) genau so viele ni
ht-�aquivalente irreduzible Darstellungen wiekonjugierte Klassen. Ihre Dimensionen d� k�onnen mit Hilfe der Formel (1.6) aus demVollst�andigkeitstheorem (Theorem 22) bestimmt werden, da si
h die Bedingung5X�=1 d2� = 24nur f�ur (d1; : : : ; d5) = (1; 1; 2; 3; 3)erf�ullen l�asst. Man bezei
hnet die beiden eindimensionalen Darstellungen mit A1 und A2,die zweidimensionale mit E und die beiden dreidimensionalen Darstellungen mit T1 undT2. Die triviale Darstellung A1 wurde bereits in 1.2.1 als Beispiel erw�ahnt. T1 wird h�au�gau
h als Vektordarstellung bezei
hnet, da sie das Transformationsverhalten eines Vektorsin drei Dimensionen bes
hreibt.Es ist nun m�ogli
h, mit Hilfe des Orthonormalit�ats- und Vollst�andigkeitstheorems denkompletten Satz an Matrizen aller f�unf irreduziblen Darstellungen zu bestimmen, und so-mit das Problem, alle Darstellungen der kubis
hen Gruppe zu �nden, vollst�andig zu l�osen.Dur
h geeignete Wahl der Basis lassen si
h alle reduziblen Matrixdarstellungen blo
kwei-se aus den f�unf irreduziblen Darstellungen aufbauen. Allerdings ist eine basisunabh�angigeFormulierung unter Verwendung irreduzibler Charaktere wesentli
h kompakter { wenn-glei
h au
h �armer an Information { aber f�ur unsere Zwe
ke v�ollig ausrei
hend. Wir wollenalso im folgenden Unterabs
hnitt alle irreduziblen Charaktere ��(Ci) mit � 2 f1; : : : ; 5g;Ci 2fC2; C3; C4; C24g bestimmen und in eine Charaktertabelle (vgl. De�nition 12) anordnen.2.2.1 Charaktertabelle der kubis
hen Gruppe ODie Konstruktion einer Charaktertabelle f�ur endli
he Gruppen kann in der Literatur na
h-gelesen werden (z.B. in [3℄). Der Vollst�andigkeit halber wollen wir aber kurz das Verfahrenerkl�aren.



2.2. IRREDUZIBLE DARSTELLUNGEN DER KUBISCHEN GRUPPE O 211. Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ist glei
h der Anzahl der konjugiertenKlassen. Die Gruppe O hat davon f�unf. Ihre Charaktertabelle besteht demna
h aus5 Zeilen und 5 Spalten.2. Die Dimension d� der irreduziblen Darstellungen ist gegeben dur
h P� d�2 = nG.Im Abs
hnitt 2.2 wurde f�ur die kubis
he Gruppe bereits die eindeutige L�osung mit 1,1, 2, 3 und 3 angegeben. Da das neutrale Element einer Gruppe in jeder Darstellungdur
h die Einheitsmatrix dargestellt wird, ist die Spur der Darstellungsmatrix f�uralle � glei
h d�, also in der ersten Spalte steht stets �� (11) = d�.Vereinbart man, dass die (irreduzible) Trivialdarstellung, die jedem Gruppenelementdie 1 zuordnet, mit � = 1 indiziert wird, so ist die erste Zeile der Tabelle dur
h�1 (Ci) = 1 f�ur alle Ci; i 2 f1; : : : ; nCg, gegeben.F�ur die kubis
he Gruppe erhalten wir demna
h als erste Zeile (1; : : : ; 1) und als ersteSpalte (1; 1; 2; 3; 3).3. F�ur die Zeileneintr�age der Tabelle gilt na
h (1.8)Xi ni ��y (Ci)�� (Ci) = nGÆ�� :Die Zeilen sind also orthogonal zueinander und die mit ni gewi
htete Summe ist aufnG normiert.4. Die Spalten der Tabelle sind na
h (1.9) ebenfalls orthogonal zueinander und aufnG=ni normiert, also gilt X� �� (Ci)��y (Cj) = nGni Æij : (2.2)Oftmals rei
hen die ersten drei Regeln aus, um die Charaktertabelle vollst�andig zu be-stimmen. Regel 4 kann dann der Kontrolle dienen. F�ur die kubis
he Gruppe sind dieersten beiden Regeln bereits ausgef�uhrt worden. Die dritte Regel f�uhrt auf ein l�osbaresGlei
hungssystem, deren explizite Ausf�uhrung zu folgender Tabelle f�uhrt:konj. Klassen E C2 C3 C4 C24j konj. Klassen j 1 6 8 6 3Darstellung A1 1 1 1 1 1A2 1 -1 1 -1 1E 2 0 -1 0 2T1 3 -1 0 1 -1T2 3 1 0 -1 -1



22 KAPITEL 2. DIE KUBISCHE GRUPPE UND IHRE �UBERLAGERUNG2.2.2 Die volle kubis
he Gruppe OhNeben den Rotationen um seine Symmetriea
hsen besitzt der W�urfel no
h eine weitereSymmetrie: die Punktspiegelung am Ursprung 5 (Inversion I). 6 Will man diese h�ohereSymmetrie { Rotation mit ans
hlie�end optional ausgef�uhrter Inversion 7 { dur
h eineGruppe bes
hreiben, gelangt man zu der vollen kubis
hen Gruppe Oh. Die Anzahl der Ele-mente verdoppelt si
h auf 48, wobei die 24 zus�atzli
hen (gespiegelten) Elemente der Grup-pe Oh mit einem I vor dem Rotationssymbol gekennzei
hnet werden, so dass beispielsweise(IC2x) eine Drehung um � um die x-A
hse inklusive Punktspiegelung bes
hreibt. Mathe-matis
h ausgedr�u
kt ist die Gruppe Oh das direkte Produkt aus der kubis
hen GruppeO und der zweielementigen Gruppe fe; Ig, also Oh = O � fe; I g, wobei e das neutraleElement der zweielementigen Gruppe bezei
hnet.
Irreduzible DarstellungenDa Rotation und Inversion kommutieren und si
h eine gespiegelte Kon�guration gh 2 Ohdes W�urfels 8 ni
ht dur
h Hintereinanders
halten geeigneter Rotationen aus O erzeu-gen l�asst, zerf�allt die volle kubis
he Gruppe in zehn konjugierte Klassen. Man bezei
hnetsie mit E;C2; C3; C4; C24 ; I; IC2; IC3; IC4; IC24 . Die Anzahl ni
ht-�aquivalenter, irreduziblerDarstellungen ist na
h der Folgerung aus Theorem 22 damit ebenfalls zehn. Diese werdenmit A�1 ; A�2 ; E�; T�1 und T�2 bezei
hnet 9.
CharaktertabelleDie Charaktertabelle von Oh l�asst si
h mit einigem re
hneris
hen Aufwand mit Hilfe derin 2.2.1 angegebenen Regeln aufstellen. Man �ndet (vgl.[1℄):

5Der Ursprung liegt im Mittelpunkt des W�urfels.6Eine Inversion dreht die Vorzei
hen aller Koordinaten um, d.h. r wird zu �r f�ur alle r 2 R3 . Manma
he si
h klar, dass { wie bei den Rotationen um die Symmetriea
hsen { die Inversion die Lage desW�urfels im Raum invariant l�asst.7Man bea
hte, dass die Reihenfolge dieser Operationen f�ur die Endlage / Endkon�guration des W�urfelseigentli
h keine Rolle spielt.8Die Elemente gh haben alle die Form gh = (g; e) oder gh = (g; I) mit g 2 O.9Das� steht f�ur die Parit�at P der Darstellung (vgl. Kapitel 5). Die Parit�at ist +1, falls f�ur die Charaktereder irreduziblen Darstellung �(g � e) = �(g � I) gilt, die Parit�at ist �1, falls �(g � e) = ��(g � I).



2.3. DIE KUBISCHE GRUPPE O UND DIE DREHGRUPPE SO(3) 23konj. Klassen E C2 C3 C4 C24 I IC2 IC3 IC4 IC24j konj. Klassen j 1 6 8 6 3 1 6 8 6 3Darstellung A+1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1A+2 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1Parit�at = 1 E+ 2 0 -1 0 2 2 0 -1 0 2T+1 3 -1 0 1 -1 3 -1 0 1 -1T+2 3 1 0 -1 -1 3 1 0 -1 -1A�1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1A�2 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1Parit�at = �1 E� 2 0 -1 0 2 -2 0 1 0 -2T�1 3 -1 0 1 -1 -3 1 0 -1 1T�2 3 1 0 -1 -1 -3 -1 0 1 12.3 Die kubis
he Gruppe Ound die Drehgruppe SO(3)In diesem Unterabs
hnitt wollen wir kurz die Beziehung zwis
hen der kubis
hen GruppeO und der Drehgruppe SO(3) beleu
hten.2.3.1 Die Drehgruppe SO(3)Die Drehgruppe SO(3) ist eine kontinuierli
he, ni
ht-abels
he Gruppe, deren de�nierendeDarstellung (Matrixdarstellung) die Menge aller reellen 3� 3-Matrizen R mit den Eigen-s
haften RtR = 11 (2.3)detR = 1 : (2.4)Aufgrund obiger Forderungen vermittelt die Matrix R Rotationen um beliebig w�ahlbareA
hsen und Winkel im dreidimensionalen Raum, weshalb sie au
h als Drehgruppe be-zei
hnet wird. Die SO(3) besitzt demna
h unendli
h viele Elemente und ist zudem ni
ht-abels
h, da die Hintereinanderausf�uhrung von Rotationen i.a. ni
ht kommutativ ist. Ausder Orthogonalit�atsforderung (2.3) folgt, da� von den neun Matrixeintr�agen nur drei freiw�ahlbar sind, als Parameter nehme man �1, �2, �3. Die SO(3) bildet also eine Lie-Gruppe,und die Matrizen R lassen si
h in der FormR = e��a�a (2.5)s
hreiben, wobei man f�ur die Generatoren �a; a = 1; 2; 3 beispielsweise�1 = 0B� 0 0 00 0 �10 1 0 1CA ; �2 = 0B� 0 0 10 0 0�1 0 0 1CA ; �3 = 0B� 0 �1 01 0 00 0 0 1CA (2.6)�ndet. Unter Verwendung des total antisymmetris
hen Tensors dritter Stufe �ab
 mit derNormierung �123 = 1 ergibt si
h in kompakter Form(�a)b
 = ��ab
 : (2.7)



24 KAPITEL 2. DIE KUBISCHE GRUPPE UND IHRE �UBERLAGERUNGMit Hilfe der Re
henregeln des total antisymmetris
hen Tensors dritter Stufe erh�alt mans
hlie�li
h die Vertaus
hungsrelationen der Generatoren der Drehgruppe[�a; �b℄ = �ab
�
 : (2.8)Setzt man Ja := i�a; a = 1; 2; 3, so ergeben si
h die hermites
hen (Drehimpuls-) Genera-toren der SO(3), f�ur die (Ja)b
 = �i�ab
 (2.9)[Ja; Jb℄ = i�ab
J
 (2.10)gilt, so da� die Matrizen R = eiJa�a (2.11)eine unit�are Darstellung der SO(3) bilden. Zusammen mit der Ja
obi-Identit�at[Ja; [Jb; J
℄℄ = [[Ja; Jb℄; J
℄ + [Jb; [Ja; J
℄℄ (2.12)de�niert (2.10) die Lie-Algebra der Gruppe SO(3). Die Lie-Algebra der SO(3) wird oftmalsals so(3) bezei
hnet. Ihre irreduziblen Darstellungen k�onnen auf rein algebrais
hem Wegemit Hilfe der Eigenwerte j(j + 1); j = 0; 1=2; 1; 3=2; 2; 5=2; : : : des Casimir-Operators J2klassi�ziert werden, ihre Dimensionen ergeben si
h dabei zu 2(j + 1). Details �ndet manz.B. in [26℄. F�ur ganzzahlige j erh�alt man die Tensordarstellungen der Lie-Algebra. Diehalbzahligen j f�uhren auf die Spinordarstellungen.Im Gegensatz zu den Tensordarstellungen sind die Spinordarstellungen keine Darstellun-gen der Gruppe SO(3) obwohl sie Darstellungen ihrer Algebra so(3) sind. Man spri
hthier von Darstellungen einer �Uberlagerungsgruppe.2.3.2 �Uberlagerungsgruppe SU(2)Die Gruppe SU(2) wird aus komplexen 2� 2-Matrizen gebildet, die den Eins
hr�ankungenUU y = 11 (2.13)detU = 1 (2.14)unterliegen. Von den se
hs reellen Parametern lassen si
h ledigli
h drei frei w�ahlen, so da�ein Element der SU(2) in der Form U = ei 12�a�a (2.15)ges
hrieben werden kann. Die Generatoren �a sind dabei die drei Pauli-Spin-Matrizen�1 =  0 11 0 ! ; �2 =  0 �ii 0 ! ; �3 =  1 00 �1 ! : (2.16)Da f�ur die Pauli-Matrizen h�a; �bi = 2i�ab
�
 (2.17)



2.3. DIE KUBISCHE GRUPPE O UND DIE DREHGRUPPE SO(3) 25gilt, erf�ullen sie mit der Entspre
hung Ja = �a=2 die glei
hen Vertaus
hungsrelationen wiedie Generatoren Ja der SO(3). Beide Gruppen stimmen also in ihrer Lie-Algebra �uberein,und die irreduziblen Darstellungen der Lie-Algebren sind somit identis
h.Zu den irreduziblen Darstellungsmatrizen der Elemente U der Lie-Gruppe SU(2) gelangtman nun dur
h Exponentierung der Erzeugenden ihrer einparametrigen Untergruppe. DieErzeugenden entspre
hen dabei gerade den Generatoren, die die zugeh�orige Lie-Algebra(hier also su(2)) erf�ullen. F�ur Details verweise i
h auf [14, 18℄. Die irreduziblen Dar-stellungen Rj der Drehgruppe SO(3) erh�alt man dann dur
h die zus�atzli
he ForderungRj (�id) = 11 mit �id 2 SU(2) aus ihrer universellen �Uberlagerungsgruppe10 SU(2).Unter Ber�u
ksi
htigung von n�a; �bo = 2Æab11 (2.18)ergibt eine Reihenentwi
klung der Exponentialfunktion (2.15)ei 12�a�a = 
os��2�+ i��bnb� sin��2� ; (2.19)wobei �a = na� mit Pa (na)2 = 1 zu setzen ist. Die SU(2) besitzt demna
h eine 4�-Periodizit�at, da aufgrund des Faktors 1=2 in den trigonometris
hen Funktionen f�ur � = 2�und na beliebig U(2�) = �11 (2.20)und f�ur � = 4� U(4�) = 11 (2.21)gilt. Dagegen zeigt man mit Hilfe einer entspre
hende Entwi
klung von (2.11), da� dieSO(3) eine 2�-Periodizit�at aufweist. Damit ergibt si
h wegenU(� + 2�) �! �U(�) und R(� + 2�) �! R(�) 8� ; (2.22)sowie U(� + 4�) �! U(�) und R(� + 4�) �! R(�) 8� ; (2.23)eine 2:1-Abbildung fU;�Ug  ! R ; (2.24)bzw. in mathematis
her Formulierung, ein Homomorphismus SU(2) ! SO(3) mit einemKern bestehend aus zwei Elementen. Dabei liefert der Homomorphiesatz die BeziehungSO(3) �= SU(2)=Z2 .10Auf den Begri� der universellen �Uberlagerungsgruppe soll hier ni
ht n�aher eingegangen werden. F�ureine genaue De�nition w�aren gewisse Hilfsmittel aus der Topologie erforderli
h, auf deren Bereitstellungwir an dieser Stelle verzi
hten wollen. Eine mathematis
he Einf�uhrung in die Theorie der Lie-Algebren undihren Darstellungen bietet z.B. [27℄.



26 KAPITEL 2. DIE KUBISCHE GRUPPE UND IHRE �UBERLAGERUNG2.3.3 Die kubis
he Gruppe als Untergruppe von SO(3)Die kubis
he Gruppe O bes
hreibt nur ausgew�ahlte Rotationen im dreidimensionalenRaum, ist also eine Teilmenge von SO(3). Da sie wiederum eine Gruppe bildet, ist sie eine(endli
he) Untergruppe von SO(3) (vgl. De�nition 4). Die Tatsa
he, dass die Algebra derDrehgruppe so(3) Spinordarstellungen besitzt, die Darstellungen der �Uberlagerungsgrup-pe SU(2) sind, legt bereits die Vermutung nahe, dass die diskrete Untergruppe O ebenfallseine �Uberlagerungsgruppe besitzt, deren Darstellungen spinorielle Transformationen be-s
hreiben, also eine 4�-Periodizit�at aufweisen. Diese wird si
h als diskrete Untergruppeder SU(2) herausstellen und wird im folgenden Abs
hnitt eingef�uhrt.2.4 �Uberlagerungsgruppe 2O2.4.1 Elemente der �Uberlagerungsgruppe 2OIn 2.3 haben wir gesehen, dass die kubis
he Gruppe eine endli
he Untergruppe der 2�-periodis
hen, kontinuierli
hen Drehgruppe SO(3) ist, die man erh�alt, wenn man si
h aufdie darunterliegende Symmetriegruppe eines W�urfels bes
hr�ankt. Deren doppelte �Uberla-gerungsgruppe ist die SU(2), die im Gegensatz zur SO(3) eine 4�-Periodizit�at aufweist(vgl. Abs
hnitt 5). Die doppelte �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe ist demna
h eine 4�-periodis
he endli
he Untergruppe der SU(2) und wird mit 2O bezei
hnet. Ihre Elementelassen si
h analog zur kubis
hen Gruppe den Symmetrieoperationen eines W�urfels zuord-nen, mit dem Unters
hied, dass man einen "fermionis
hen W�urfel\ betra
htet, bei dem2�-Drehungen in die negative Identit�at f�uhren und erst Rotationen um 4� die W�urfelkon-�guration invariant lassen. Die Rotationsa
hsen des W�urfels verdoppeln also ihre Ordnungund die Gruppe 2O besitzt damit 48 Elemente. Anhand einer Verkn�upfungstabelle zeigtman, dass die Klassenkon�gurationen der kubis
hen Gruppe ihrer Struktur na
h erhaltenbleiben. Die Identit�at bildet weiterhin eine eigene Klasse (E). Eine weitere Klasse (J)bildet die negative Identit�at. Bei den Klassen 6C2 und 3C24 verdoppelt si
h die Anzahlder Elemente, da man aufgrund der 4�-Periodizit�at von 2O nun zwis
hen Rotationen um+� und �� unters
heiden muss. Die Klassen 8C3 und 6C4 bleiben unter den Namen 8C6bzw. 6C 08 erhalten, werden allerdings dur
h zwei jeweils glei
hm�a
htige Klassen 8C26 und6C8 erg�anzt, die die nun m�ogli
h gewordenen Rotationen um �4�3 bzw. �3�2 als Elementebeinhalten. Insgesamt �ndet man also a
ht konjugierte Klassen:� E = fidg� J = f�idg� 12C4 = fC4a;C4b;C4
;C4d;C4e;C4f ;C�14a ;C�14b ;C�14
 ;C�14d ;C�14e ;C�14f g��-Rotationen um die A
hsen Oa, Ob, O
, Od, Oe, Of , insgesamtzw�olf Elemente;



2.4. �UBERLAGERUNGSGRUPPE 2O 27� 8C26 = fC3�;C3� ;C3
 ;C3Æ;C�13� ;C�13� ;C�13
 ;C�13Æ g�4�3 -Rotationen um die vier Raumdiagonalen O�, O�, O
, OÆ, insgesamt a
htElemente;� 8C6 = fC6�;C6�;C6
 ;C6Æ;C�16� ;C�16� ;C�16
 ;C�16Æ g�2�3 -Rotationen um die vier Raumdiagonalen O�, O�, O
, OÆ, insgesamt a
htElemente;� 6C8 = fC8=3 x;C8=3 y;C8=3 z;C�18=3 x;C�18=3 y;C�18=3 zg�3�2 -Rotationen um die drei Koordinatena
hsen x, y, z, insgesamtse
hs Elemente;� 6C 08 = fC8x;C8y;C8z;C�18x ;C�18y ;C�18z g��2 -Rotationen um die drei Koordinatena
hsen x, y, z, insgesamtse
hs Elemente;� 6C28 = fC4x;C4y;C4z ;C�14x ;C�14y ;C�14z g��-Rotationen um die drei Koordinatena
hsen x, y, z, insgesamtse
hs Elemente.2.4.2 Irreduzible Darstellungen und CharaktertabelleAls endli
he Gruppe besitzt 2O entspre
hend der Anzahl ihrer konjugierten Klassen genaua
ht irreduzible Darstellungen. F�unf von ihnen stimmen aufgrund der �Uberlagerungsei-gens
haft von 2O mit denen der kubis
hen Gruppe �uberein. Die drei restli
hen bezei
h-net man mit G1; G2 und H. Ihre Dimensionen lassen si
h aus Formel 1.6, Kapitel 1.2.3eindeutig zu (dG1 ; dG2 ; dh) = (2; 2; 4) bestimmen, da die Dimensionen der DarstellungenA1; A2; E; T1; T2 bereits aus Abs
hnitt 2.2 bekannt sind.Wir brau
hen demna
h nur no
h die Charaktere f�ur die Darstellungen G1; G2 und H zubestimmen.Hierzu betra
htet man zun�a
hst die Lie-Gruppe SU(2). Ihre irreduziblen DarstellungenRj zerfallen in eindeutiger Weise in Tensordarstellungen (j = 0; 1; 2; : : :) und Spinordar-stellungen (j = 12 ; 32 ; 52 ; : : :) 11. Da die Gruppe 2O eine Untergruppe der SU(2) ist, k�onnenderen Elemente ebenfalls dur
h Darstellungen Rj repr�asentiert werden. Fasst man nunRj als Darstellung Rj2O von 2O auf, so ist diese i.a. reduzibel und kann in irreduzibleDarstellungen der 2O zerlegt werden. Da die Tensordarstellungen der SU(2) mit denender SO(3) �ubereinstimmen, zerf�allt die Darstellung Rj2O f�ur j 2 f0; 1; 2; : : :g in irreduzibleDarstellungen der kubis
hen Gruppe O (vgl. Tabelle auf S. 22) und f�ur j 2 f12 ; 32 ; 52 ; : : :gin spinorielle irreduzible Darstellungen der 2O. Letztere sind in na
hfolgender Tabelleangegeben [23℄:11Die Unters
heidung von Tensor- und Spinordarstellungen erfolgt na
h dem Verhalten bez�ugli
h ihrerAnwendung auf das Element der negativen Identit�at. Falls DRj (�id) = 11 gilt, geh�ort Rj zur Tensordar-stellung der SU(2), falls dagegen DRj (�id) = �11 ist, z�ahlt sie zur Spinordarstellung.



28 KAPITEL 2. DIE KUBISCHE GRUPPE UND IHRE �UBERLAGERUNGSpin Zerlegung in irreduziblej Darstellungen von 2O1=2 G13=2 H5=2 G2 �H7=2 G1 �G2 �H9=2 G1 � 2H11=2 G1 �G2 � 2HF�ur die Spuren der irreduziblen SU(2)-Darstellungsmatrizen mit Spin j und Rotationsma�� gilt die Formel 12 �j� = sin ��j + 12� ��sin �2 : (2.25)(Unbestimmte Ausdr�u
ke sind als Grenzwerte unter Verwendung der Regel von de l'Hôspitalzu bestimmen.) Mit Hilfe der Tabelle lassen si
h die Charaktere f�ur G1 (mitj = 12) undH (mitj = 32) direkt aus Formel 2.25 bestimmen. 13 Die Charaktere der DarstellungG2 ergeben si
h ebenfalls aus der Tabelle, wenn man von den Ergebnissen, die man f�urj = 52 aus Formel 2.25 erh�alt, die entspre
henden Klassen
haraktere von H subtrahiert.14 Insgesamt �ndet man folgende Charaktertabelle (vgl. [23℄):konj. Klassen E J C4 C26 C6 C8 C 08 C28j konj. Klassen j 1 1 12 8 8 6 6 6Darstellung G1 2 -2 0 -1 1 -p2 p2 0G2 2 -2 0 -1 1 p2 -p2 0H 4 -4 0 1 -1 0 0 0Rotationsma�e � dera
ht Klassen von 2O � 4� 2� � 4�=3 2�=3 3�=2 �=2 �2.4.3 Die volle �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe 2OhWie bei der (einfa
hen) kubis
hen Gruppe, kann man unter Einbeziehung der Raumin-version (Punktspiegelung am Ursprung) die �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe 2O zurvollen �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe 2Oh erg�anzen. Analog zum Vorgehen im Fallder einfa
hen kubis
hen Gruppe bildet man das direkte Produkt aus der �Uberlagerung12Na
hzulesen in [23℄13Die Charaktere f�ur die Darstellung G1erh�alt man au
h unter Benutzung der Pauli-Matrizen,da f�ur Drehungen von Spinoren mit dem Winkelma� � um einen beliebigen Einheitsvektor n gilt:U(n; �) = 11 
os � 12 ��� i� � n sin � 12��(vgl. Abs
hnitt 2.3).14Zerf�allt eine reduzible Darstellung R in zwei irreduzible Anteile R� und R� , so besitzt der Darstel-lungsraum V von R genau zwei invariante R�aume V1 und V ?1 =: V2, und die Darstellungsmatrizen haben(evtl. na
h �Ahnli
hkeitstransformation) Blo
kdiagonalgestalt. F�ur ihre Charaktere gilt dann o�ensi
htli
h�R = �� + �� .



2.4. �UBERLAGERUNGSGRUPPE 2O 29der kubis
hen Gruppe 2O und der zweielementigen Gruppe fe; Ig, also 2Oh = 2O
fe; Ig,wobei e das neutrale Element der zweielementigen Gruppe bezei
hnet.Der Vollst�andigkeit halber sei ausdr�u
kli
h darauf hingewiesen, dass 2Oh die doppelte�Uberlagerungsgruppe von Oh ist.CharaktertabelleDie Charaktertabelle der vollen �Uberlagerungsgruppe 2O erh�alt man auf analoge Weise,wie si
h die Charaktertabelle von Oh aus der von O ergibt.konj. Klassen E J C4 C26 C6 C8 C 08 C28j konj. Klassen j 1 1 12 8 8 6 6 6Darstellung G1 2 -2 0 -1 1 -p2 p2 0(P = +1) G2 2 -2 0 -1 1 p2 -p2 0H 4 -4 0 1 -1 0 0 0Darstellung G1 2 -2 0 -1 1 -p2 p2 0(P = �1) G2 2 -2 0 -1 1 p2 -p2 0H 4 -4 0 1 -1 0 0 0konj. Klassen IE IJ IC4 IC26 IC6 IC8 IC 08 IC28j konj. Klassen j 1 1 12 8 8 6 6 6Darstellung G1 2 -2 0 -1 1 -p2 p2 0(P = +1) G2 2 -2 0 -1 1 p2 -p2 0H 4 -4 0 1 -1 0 0 0Darstellung G1 -2 2 0 1 -1 p2 -p2 0(P = �1) G2 -2 2 0 1 -1 -p2 p2 0H -4 4 0 -1 1 0 0 0
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Kapitel 3Essenzielle SupersymmetrieIn diesem Kapitel wollen wir die f�ur die vorliegende Arbeit notwendigen Aspekte dersupersymmetris
hen Erweiterung der relativistis
hen Quantenfeldtheorie kurz darstellen.Ausgehend von den irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe der Raum-Zeit, be-s
hrieben dur
h die Poin
ar�e-Gruppe, wird zun�a
hst das Prinzip der Z2-Gradierung derPoin
ar�e-Algebra angegeben, wel
hes auf direktem Weg zu einer Verallgemeinerung desKonzepts der Lie-Algebra f�uhrt. Die irreduziblen Darstellungen dieser SUSY-Gruppe sindmit den Elementarteil
hen der SUSY-Theorie identi�zierbar.3.1 Gradierung und Poin
ar�e-SuperalgebraWie in der Einleitung bemerkt, ist sie supersymmetris
he Erweiterung des Standardmo-dells ein vielverspre
hender Kandidat f�ur eine vereinheitli
hende Theorie der Elementar-teil
hen. Zun�a
hst wollen wir uns dem Elementarteil
henspektrum des Standardmodells�uber sein Transformationsverhalten unter der vollen Lorentz-Gruppe n�ahern.3.1.1 Poin
ar�e-Gruppe und ihre irreduziblen DarstellungenGrundlage f�ur jede relativistis
he Quantenfeldtheorie ist die Symmetriegruppe der vierdi-mensionalen Raum-Zeit, die Poin
ar�e-Gruppe P. Elementarteil
hen sind in der Spra
hedes theoretis
hen Teil
henphysikers irreduzible Darstellungen dieser Symmetriegruppe, diesowohl Lorentz-Drehungen als au
h Vers
hiebungen im Minkowski-Raum beinhaltet undsomit die Struktur der Raum-Zeit bes
hreibt. Die Lie-Algebra der Poin
ar�e-Gruppe wirdvon den se
hs Generatoren der Lorentz-Gruppe M�� = �M�� und den vier Generatorender Translations-Gruppe P � erzeugt und wird dur
h die Vertaus
hungsrelationen[P �; P � ℄ = 0[P �;M�� ℄ = i (g��P � � g��P �)[M�� ;M��℄ = �i (g��M�� � g��M�� � g��M�� + g��M��) (3.1)festgelegt, wobei g�� = diag(1;�1;�1;�1) = g�� die Metrik im Minkowski-Raum ist.31



32 KAPITEL 3. ESSENZIELLE SUPERSYMMETRIEIn der Quantenfeldtheorie k�onnen physikalis
he Zust�ande (Felder, Teil
hen) anhand derEigenwerte der sogenannten Casimir-Operatoren klassi�ziert werden. Diese sind �uber ihreEigens
haft de�niert, mit allen Generatoren der Lie-Algebra zu kommutieren.Als Casimir-Operatoren der Poin
ar�e-Gruppe erh�alt manP 2 = P�P �W 2 = W�W � ; (3.2)wobei W� = 12�����P �M�� als Pauli-Lubanski-Vektor bezei
hnet wird. Weiter ist �����der total antisymmetris
he Tensor vierter Stufe mit der Normierung �1234 = 1. Aus diesenCasimir-Operatoren geben wir nun die irreduziblen Darstellungen der Poin
ar�e-Gruppean. Man unters
heidet hierbei vers
hiedene Klassen:1. Massive Darstellung: P 2 = m2
2 > 0Im Ruhesystem �ndet man f�ur die Generatoren W� im Minkowski-Raum und dieGeneratoren Sk der inneren Drehung die Proportionalit�atW 2 = �m2
2S2 : (3.3)Da W 2 ein Lorentzskalar ist, stimmen seine Eigenwerte im Ruhesystem mit denenin einem glei
hf�ormig bewegten System �uberein, und man erh�altP 2 = m2
2;W 2 = �m2
2s(s+ 1) mit m 2 R und s = 0; 12 ; 1; 32 ; : : : : (3.4)O�ensi
htli
h wird die Darstellung dur
h die Masse m und den Spin s 
harakteri-siert. Dies ma
ht die Identi�kation mit Eigens
haften von Elementarteil
hen sug-gestiv. Man bea
hte, dass si
h Teil
hen innerhalb einer Darstellung in ihren konti-nuierli
hen Impulseigenwerten und der z-Komponente s3 ihres Spins unters
heidenk�onnen. Massive Teil
hen mit Impuls ~p haben demna
h 2s+ 1 Freiheitsgrade.2. Massenlose Darstellung: P 2 = 0 und W 2 = 0Hier gilt W � = hP � mit h = �s und s = 0; 12 ; 1; 32 ; : : : ; (3.5)wobei h =W0=P0 ebenfalls ein Casimir-Operator ist. Die Poin
ar�e-Invariante h wirdals Helizit�at bezei
hnet. Sie "ersetzt\ bei massenlosen Teil
hen den Spinbegri�, dadiese eine vers
hwindende Ruhemasse besitzen und somit eine Spin
harakterisierung(verstanden als innerer Drehimpuls im Ruhesystem) f�ur sie keinen Sinn ergibt. F�urdie Anzahl ihrer Freiheitsgrade bei �xierten Impulseigenwerten erh�alt man mit s 6= 0genau zwei.3. Neben den beiden oben genannten irreduziblen Darstellungen existieren no
h zweiweitere: zum einen Darstellungen P�P � = 0 mit s 2 R und zum anderen Darstellun-gen der Form P�P � < 0, die Teil
hen bes
hreiben, die si
h mit �Uberli
htges
hwindig-keit bewegen (Ta
hyonen). Beide Teil
henklassen sind allerdings in der Natur no
hni
ht gemessen worden und sind daher physikalis
h irrelevant.



3.1. GRADIERUNG UND POINCAR�E-SUPERALGEBRA 333.1.2 Z2-Gradierung der Poin
ar�e-AlgebraAuf der Su
he na
h M�ogli
hkeiten, das Standardmodell in eine umfassendere Theorie zuintegrieren, bieten si
h in erster Linie zwei Ansatzpunkte:Das Standardmodell ist eine Ei
htheorie, die zugeh�orige Ei
hgruppe besteht dabei auseinem Produkt von drei Symmetriegruppen (s. Einleitung). Dies mag etwas konstruiertwirken. Daher liegt zum einen der Gedanke nahe, na
h einer einzigen (weitrei
henderen)Symmetriegruppe zu su
hen (z.B. SU(5)), in der die Produktgruppe des Standardmodellsdann aufzugehen h�atte. Dabei w�are es sinnvoll, an das zu der Gruppe geh�orende, erwei-terte Modell die zus�atzli
he Forderung zu stellen, den energetis
hen G�ultigkeitsberei
hdes Standardmodells zu erweitern. Eine andere �Uberlegung ist die folgende: O�ensi
htli
hsind die Eigens
haften der Elementarteil
hen eng mit der Poin
ar�e-Invarianz der Theo-rie des Standardmodells verbunden. Daher w�urde eine Ver�anderung (z.B. Erweiterung)der Poin
ar�e-Gruppe direkte Folgen f�ur das Spektrum der Elementarteil
hen haben. Hierst�o�t man aber s
hnell an mathematis
he Grenzen. So konnten S. Coleman und J. Man-dula im Jahre 1967 zeigen, dass si
h die Lie-Algebra der Poin
ar�e-Gruppe P ni
ht miteiner weiteren Lie-Algebra Q sinnvoll vereinigen l�a�t [19℄. Dabei stellten sie fest, dass ei-ne Erweiterung der Poin
ar�e-Gruppe P um eine ni
ht-trivialen Lie-Gruppe Q entwederzu einer trivialen Streumatrix (Einheitsmatrix) f�uhren w�urde, oder dass alle Kommuta-toren zwis
hen den Generatoren von P und Q vers
hwinden w�urden. Erst 1971 fandenY. Golfand und E. Likhtman eine M�ogli
hkeit, den engen Rahmen des Lie-Algebra-Konzepts zu sprengen [20℄, indem sie neben den bekannten Kommutatorrelationen nunau
h Antivertaus
hungsrelationen zwis
hen den Generatoren zulie�en, was auf den Begri�der Z2-gradierten Algebra f�uhrte. Hierzu eine kurze Erl�auterung.Eine Z2-gradierte Algebra besteht aus einer Algebra G, die in eine direkte Summe zweierUnterr�aume G(0) und G(1) zerf�allt, d.h.G = G(0) � G(1) ; (3.6)und einer Verkn�upfung Æ mit folgender Eigens
haftxi Æ yj 2 G(i+j mod 2) mit i; j 2 f0; 1g und xi 2 G(i); yj 2 G(j): (3.7)Auf �ahnli
he Weise lassen si
h au
h Zn-gradierte Algebren aufbauen. Im Jahr 1975 zeigtesi
h allerdings dur
h eine Arbeit von R. Haag, J.T. Lopuszanski undM. Sohnius [21℄,dass der Z2-Gradierung eine exponierte Stellung zukommt, da sie die einzige Gradierungist, die si
h mit der relativistis
hen Quantenfeldtheorie vereinbaren l�asst. Es ist somitsinnvoll und ausrei
hend, si
h auf diese einfa
he Gradierung zu bes
hr�anken.Im n�a
hsten S
hritt konstruiert man nun eine gradierte Z2-Lie-Algebra, indem man zus�atz-li
h zu (3.7) no
h zwei weitere Eigens
haften fordert:Supersymmetrie : xi Æ yj = �(�1)i�jyj Æ xi (3.8)Ja
obi-Identit�at : xk Æ (yl Æ zm) (�1)k�m+yl Æ (zm Æ xk) (�1)k�l + zm Æ (xk Æ yl) (�1)l�m = 0: (3.9)Man bea
hte, dass wegen (3.8) nur der Unterraum G(0) wirkli
h eine Lie-Algebra de�niert;G(1) ist ni
ht einmal eine Algebra, da sie bez�ugli
h Æ ni
ht abges
hlossen ist. Wir wollen



34 KAPITEL 3. ESSENZIELLE SUPERSYMMETRIEdaher ab sofort korrekter von der Lie-Superalgebra (kurz: SUSY-Algebra) spre
hen. Da-mit verbirgt si
h hinter dem physikalis
h gepr�agten Begri� der Supersymmetrie im Prinzipdas mathematis
he Konzept der Gradierung. Desweiteren beinhaltet die Supersymmetrie-forderung (3.8) gerade die bereits oben erw�ahnte Erweiterung des Lie-Algebra-Konzeptsdur
h Einf�uhrung von Antivertaus
hungsrelationen. Je na
h Wahl von xi und yj ist dasProdukt xi Æ yj symmetris
h oder antisymmetris
h, und die Generatoren aus G lassen si
hna
h gerade und ungerade Generatoren klassi�zieren, die die { in den ersten beiden F�allensogar de�nierenden { Eigens
haften besitzen[gerade,gerade℄ = geradefungerade,ungeradeg = gerade[gerade, ungerade℄ = ungerade : (3.10)Die neu hinzugekommenen, antikommutierenden Generatoren werden nun mit fermioni-s
hen Freiheitsgraden identi�ziert und haben demna
h Spinor
harakter. Die geraden Gene-ratoren repr�asentieren bosonis
he Freiheitsgrade. Da man an einer Erweiterung der Poin-
ar�e-Symmetrie interessiert ist, identi�ziert man den G(0)-Sektor als die von den zehn Ge-neratoren P � und M�� erzeugte Poin
ar�e-Algebra und f�ugt der Theorie im fermionis
henSektor na
h Belieben sog. SUSY-Generatoren Qa, a = 1; : : : ; 4N , hinzu. Wir bes
hr�ankenuns im Folgenden auf den Fall N = 1 und interpretieren die vier SUSY-Generatoren Qa alsMajorana-Spinor (vgl. Anhang B). Man hat s
hlie�li
h f�ur die insgesamt 14 GeneratorenP � ; M�� und Qa (3.11)neben den bekannten Kommutatorrelationen (3.1) der Poin
ar�e-Algebra die zus�atzli
henVertaus
hungsrelationen [P �; Qa℄ = 0 (3.12)[M�� ; Qa℄ = �(12���)abQb (3.13)fQa; Qbg = �2(
�C)abP� ; (3.14)wobei ��� = i2 [
�; 
� ℄ mit den Dira
-Matrizen 
� und C der Ladungskonjugationsopera-tor sind.Am Ende dieses Abs
hnitts ist no
h kurz auf zwei wi
htige Folgerungen einzugehen, diesi
h direkt aus der Erweiterung der Poin
ar�e-Gruppe ergeben. Zum einen stellt man mitHilfe von (3.14) fest, dass die Anzahl bosonis
her und fermionis
her Freiheitsgrade bzw.Komponenten der Felder in supersymmetris
hen Theorien stets identis
h sein mu� [18℄.Physikalis
h sinnvolle, supersymmetris
he Modelle haben demna
h der Boson-Fermion-Regel zu gen�ugen. Zum anderen ist zu erwarten, dass die Erweiterung der Symmetriegruppedirekte Auswirkung auf das in der Theorie erfasste Elementarteil
henspektrum haben wird.



Kapitel 4Grundz�uge der Gitterei
htheorieDie Grundgedanken der Gitterei
htheorie sollen hier in knapper Form erkl�art werden, umdie folgenden Kapitel in einen Kontext zu setzen. Es wird ein Zusammenhang zwis
henSpinzust�anden im Kontinuum und ihren Entspre
hungen auf dem Gitter hergestellt. Da-bei geht es um die Frage, wie si
h die Bre
hung der Drehsymmetrie auf dem Gitter aufihre irreduziblen Darstellungen auswirkt, und wie diese dur
h Gitteroperatoren zu rea-lisieren sind. Es wird si
h herausstellen, dass gerade die irreduziblen Darstellungen derkubis
hen Gruppe zur Charakterisieung von Spinzust�anden auf dem Gitter verwendetwerden k�onnen. Weiterf�uhrende Lekt�ure �ndet man in [7℄ , [8℄.Wir wollen hier nur die Grundbegri�e zusammenstellen.4.1 Ei
htheorie im KontinuumDas Noether-Theorem stellt eine Beziehung zwis
hen Symmetrien und erhaltenen Str�omenund den mit ihnen verbundenen physikalis
hen Gr�o�en her und erm�ogli
ht somit, ausge-hend vom Prinzip der Ei
hinvarianz, eine Quantenfeldtheorie aufzubauen. Insbesonderedas lokale Ei
hprinzip erlaubt es, aus lokalen Ei
hfeldern mit Hilfe von kovarianten Ablei-tungen lokal-ei
hinvariante Wirkungen aufzubauen.Ausgangspunkt lokal ei
hinvarianter Theorien ist die Forderung na
h Invarianz der Wir-kung unter lokalen Ei
htransformationen, au
h Ei
htransformationen zweiter Art genannt.�(x) �! ��1(x)�(x) f�ur alle �(x) 2 SU(N) (4.1)Diese Transformation ist, wie der Name s
hon sagt, lokal, d.h. f�ur vers
hiedene Orte derRaumzeit i.a. ni
ht glei
h. Um Felder an vers
hiedenen Orten der Raumzeit miteinanderverglei
hen zu k�onnen, ben�otigt man den Paralleltransporter U(C) 2 SU(N) entlang einesWeges C, wel
her mit dem Ei
hfeld A� dur
h das pfadgeordnete IntegralU(C) = Pe� RC dx�A� (4.2)verkn�upft ist. 35



36 KAPITEL 4. GRUNDZ�UGE DER GITTEREICHTHEORIEDas Ei
hfeld ist ein Element der Lie-Algebra su(N) der Gruppe SU(N) und transformiertsi
h also gem�a� A�(x) �! ��1(x) (�� +A�(x)) �(x) : (4.3)Die kovariante Ableitung erh�alt somit die FormD� = �� +A�(x) : (4.4)Mit dieser kann der Feldst�arketensor F�� der Theorie de�niert werden:F�� := [D�;D� ℄ = ��A�(x)� ��A�(x) + [A�(x); A�(x)℄ : (4.5)Betra
htet man nun den Paralleltransport entlang in�nitesimal kleiner, ges
hlossener Kur-ven Cdx;dy, die dur
h dx und dy aufgespannt werden, etwa dur
h Polygonz�uge der Form
r �6 - 6x dx dy ,so ist dieser mit dem Feldst�arketensor F�� �uberU(Cdx;dy) = 1� F��dx�dy� (4.6)verbunden. Er transformiert si
h na
hF��(x) �! ��1(x)F��(x)�(x) : (4.7)F�ur die Komponentenfelder von A� und F�� setzt manA�(x) = �igAa�(x)Ta (4.8)F��(x) = �igF a��(x)Ta ; (4.9)wobei Ta die spurlosen, hermites
hen Generatoren der su(N) bezei
hnet. Sie erf�ullen dieRelationen Tr(TaTb) = 12Æab (4.10)[Ta; Tb℄ = ifab
T
 (4.11)mit den vollkommen antisymmetris
hen, reellen Strukturkonstanten fab
 der su(N). DieKomponenten des Feldst�arketensors sind mit denen des Ei
hfeldes �uber die BeziehungF a��(x) = ��Aa�(x)� ��Aa�(x) + gfab
Ab�(x)A
�(x) (4.12)verkn�upft, wobei g die Selbstkopplung der Ei
hfelder bezei
hnet.Dur
h Einf�uhren eines Selbstkopplungsterms in die ei
hinvariante Wirkung nimmt dasEi
hfeld selbst an der Dynamik teil. Man bezei
hnet ihn als Yang-Mills-Wirkung:SYM = � 12g2 Z d4x TrF��F�� = 14 Z d4x F a��F a�� : (4.13)



4.2. GITTEREICHTHEORIE 374.2 Gitterei
htheorieDie Theorie kann diskretisiert werden, indemman si
h bei der Betra
htung auf Raum-Zeit-Punkte bes
hr�ankt, die auf einem vierdimensionalen hyperkubis
hen Gitter � = aZ4 =fxjx� 2 aZ; � = 1; 2; 3; 4g angeordnet sind. Die Gitterkonstante a de�niert den Abstandn�a
hster Na
hbarpunkte. Die Ri
htungen der Gittera
hsen werden mit �̂ = 1̂; 2̂; 3̂; 4̂ ge-kennzei
hnet. Die Materiefelder be�nden si
h jetzt nur no
h auf den Gitterpunkten. DerParalleltransporter als Vermittler des Ei
hfeldes zwis
hen diesen Materiefeldern wird mitden Gitterkanten (Links) identi�ziert1. Ein Link zwis
hen bena
hbarten Gitterpunkten xund x + a�̂ wird mit Ux;� bezei
hnet. Der Paralleltransport in umgekehrter Ri
htung istU�1x;� = Ux+a�̂;�� und im Fall der SU(N) glei
h U yx;� . F�ur kleine Gitterkonstanten a istder Paralleltransporter na
h dem Ei
hfeld entwi
kelbar:Ux;� = e�aA�(x) = 1� aA�x+ a22 A2�(x) + : : : (4.14)Wie im Kontinuumsfall f�uhrt das Konzept des Paralleltransports in nat�urli
her Weise zueiner Wirkung der Gittertheorie. Man betra
htet dazu m�ogli
hst kleine ges
hlossene Kur-ven in der Raumzeit. Da in�nitesimale Wegst�u
ke aufgrund des endli
hen Gitterabstandesa gar ni
ht de�niert sind, �ndet man als kleinste ges
hlossene Wege gerade Quadrate mitKantenl�ange a. Sie bilden die sogenannten Plaquettenvariablen Ux;�� mit den E
kpunktenx; x+ a�̂; x+ a�̂+ a�̂ und x+ a�̂ �; � = 1; 2; 3; 4 ; � 6= � :Diese lassen si
h folgenderma�en graphis
h verans
hauli
hen:
rq qq-6�?-6 �̂�̂ a Gitterabstand ax x+ a�̂

x+ a�̂+ a�̂x+ a�̂
Ux;�

U yx+a�̂;� Ux+a�̂;�U yx;� Ux;��
Auf K. Wilson geht nun die Idee zur�u
k, aus sol
hen Plaquetten eine ei
hinvarianteWirkung f�ur das Ei
hfeld zu konstruieren [9℄. Dabei wird der Paralleltransport um einesol
he Plaquette ges
hrieben alsUp = Ux;�� = U yx;�U yx+a�̂;�Ux+a�̂;�Ux;� : (4.15)1In der hier verwendeten (einfa
hsten) Variante der Gitterdiskretisierung werden Links nur zwis
henn�a
hsten Na
hbarn betra
htet.



38 KAPITEL 4. GRUNDZ�UGE DER GITTEREICHTHEORIEF�ur das SU(N)-Ei
hfeld wird die Wilson-Wirkung dann ges
hrieben alsSLat(x) =Xx X1��<��4 � �1� 12N TrnUx;�� + U yx;��o� ; (4.16)wobei wegenU yx;�� = U�1x;�� und TrnUx;�� + U yx;��o = 2Re fTrUx;��g (4.17)au
h SLat(x) =Xx X1��<��4 � �1� 1NRe fTrUx;��g� (4.18)gilt.In (4.16) bea
hte man, dass si
h U yx;�� au
h dur
h Ux;�� ausdr�u
ken l�asst und somit diePlaquette Ux;�� umgekehrt dur
hl�auft.Setzt man in (4.15) die entspre
henden Paralleltransporter gem�a� (4.14) ein und entwi
keltdas Ei
hfeld A�(x) na
h dem Taylors
hen Lehrsatz, ergibt si
h unter Verwendung derBaker-Campell-Hausdor�-Formel f�ur die Plaquettenvariable Ux;�� auf dem GitterUx;�� = 1� a2F�� +O(a3) (4.19)mit dem Feldst�arketensorF�� = �f�A�(x)��f�A�(x) + [A�(x); A�(x)℄ (4.20)der Gitterei
htheorie, der analog zu (4.12) ist. Hierbei wurden wegen des endli
hen Git-terabstandes die partiellen Ableitungen des Kontinuum-Feldst�arketensors aus (4.5) dur
hGitterableitungen ersetzt. Die diskrete Vorw�artsableitung ist de�niert dur
h�f�f(x) = 1a (f(x+ a�̂)� f(x)) : (4.21)Entspre
hend ist die diskrete R�u
kw�artsableitung erkl�art dur
h�b�f(x) = 1a (f(x)� f(x� a�̂)) (4.22)Insgesamt erh�alt man unter Weglassung konstanter Terme f�ur die Gitter-WirkungSLat = � �4N Xx a4 TrF��(x)F ��(x) +O(a5) : (4.23)Man bea
hte, dass die Wilson-Wirkung im naiven Kontinuumslimes a! 0 mit dem �Uber-gang a4Px �! R d4x in die Yang-Mills-Wirkung 4.13 �ubergeht, wenn man f�ur die Ei
h-kopplung � = 2Ng2 setzt.



4.3. SPINZUST�ANDE AUF DEM GITTER 394.3 Spinzust�ande auf dem GitterIm Kontinuum werden Spinzust�ande dur
h unit�are irreduzible Darstellungen der Dreh-gruppe SO(3) bzw. SU(2) 
harakterisiert. Diese Gruppen bestehen aus der Menge allerRotationen (um beliebige A
hsen und Winkelma�e) im dreidimensionalen Raum. Boso-nis
hen Zust�anden entspre
hen hierbei die Tensordarstellungen (mit ganzzahligem Spin),fermionis
hen Zust�anden hingegen die Spinordarstellungen (mit halbzahligem Spin) der�Uberlagerungsgruppe SU(2). 2 Dur
h die Gitterdiskretisierung wird die kontinuierli
heRotationssymmetrie gebro
hen, da ein kubis
hes Gitter ni
ht rotationsinvariant ist unddemna
h Gitterzust�ande ni
ht unter beliebigen Drehungen invariant sind, also als unphy-sikalis
h anzusehen sind. Man kann nun mit Hilfe der kubis
hen Gruppe O und ihrer�Uberlagerungsgruppe 2O die Rotationsinvarianz des Raumes wiederherstellen, indem mandie Rotationsinvarianz der kontinuierli
hen Theorie dur
h die untergeordnete kubis
heSymmetrie des Gitters ersetzt. Die kubis
he Gruppe (bzw. ihre �Uberlagerung) dient dabeials Symmetriegruppe der Theorie, so dass die Eigenzust�ande des Gitter-Hamiltonoperatorsna
h den irreduziblen Darstellungen von O (bzw. 2O) klassi�ziert werden.Nun stellt si
h umgekehrt die Frage, wel
he Auswirkung die Gitterregularisierung auf dieSpinzust�ande im Kontinuumslimes hat.Betra
hten wir dazu zun�a
hst eine irreduzible DarstellungRj der SO(3) (also eine Tensor-darstellung der SU(2)), wobei der Index j den Spin (j = 0; 1; 2; : : :) bezei
hnen soll. Da diekubis
he Gruppe eine Untergruppe der SO(3) ist, k�onnen ihre Elemente ebenfalls dur
hRj dargestellt werden. Insofern l�asst si
h Rj als eine Darstellung RjO von O au�assen,die im Allgemeinen aber reduzibel ist. Man kann diese dann in ihre irreduziblen Anteilezerlegen. Die Zerlegung f�ur j = 0; 1; 2; : : : ; 12 ist in Tabelle 4.1 angegeben [15℄.Ledigli
h die Darstellungen f�ur Spin-0- und Spin-1-Teil
hen sind irreduzibel. Im Falle einesSpin-2-Teil
hens zerf�allt der von den 2j+1 = 5 Zust�anden aufgespannte Darstellungsraumin einen zwei- und einen dreidimensionalen invarianten Unterraum. Dadur
h spaltet si
hdas im Kontinuum von f�unf Zust�anden glei
her Energie gebildete Multiplett auf demGitter in ein Dublett E und ein Triplett T2 (mit unters
hiedli
hen Energiestufen) auf. DieZust�ande des Dubletts transformieren si
h dabei unter der irreduziblen Darstellung E derkubis
hen Gruppe, die des Tripletts hingegen unter der irreduziblen Darstellung T2. 3Derselbe Sa
hverhalt gilt analog f�ur die Spinordarstellungen Rj f�ur j = 1=2; 3=2; : : : vonSU(2). Die �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe 2O ist eine Untergruppe der SU(2), wes-halb ihre Elemente ebenfalls dur
h Rj dargestellt werden k�onnen. Als Darstellung RjO vonO aufgefasst ist sie i.a. reduzibel. Die Zerlegung in irreduzible Anteile f�ur j = 12 ; 32 ; : : : ; 112ist in Tabelle 4.2 angegeben [23℄.2Die Tensordarstellungen der SU(2) stimmen mit denen der SO(3) �uberein. Strenggenommen besitztdie SO(3) keine Spinordarstellungen, weswegen man man
hmal von Spinordarstellungen der �Uberlage-rungsgruppe spri
ht. Eine genauerere Bes
hreibung der Relation von SO(3) und SU(2) ist in Abs
hnitt2.3.3F�ur einen massiven Zustand mit Spin 2 bedeutet dies, dass man in der Gittersimulation zun�a
hst zweiMassen m(E) und m(T2) misst, deren Verh�altnis m(E)=m(T2) im Kontinuumslimes (a! 0) dann gem�a�der Restauration der vollen Rotationssymmetrie gegen 1 konvergiert.
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Spin Zerlegung in irreduziblej Darstellungen von O0 A11 T12 E � T23 A2 � T1 � T24 A1 �E � T1 � T25 E � 2T1 � T26 A1 �A2 �E � T1 � 2T27 A2 �E � 2T1 � 2T28 A1 � 2E � 2T1 � 2T29 A1 �A2 �E � 3T1 � 2T210 A1 �A2 � 2E � 2T1 � 3T211 A2 � 2E � 3T1 � 3T212 2A1 �A2 � 2E � 3T1 � 3T2Tabelle 4.1: Zerlegung der SO(3) in O
Spin Zerlegung in irreduziblej Darstellungen von 2O1=2 G13=2 H5=2 G2 �H7=2 G1 �G2 �H9=2 G1 � 2H11=2 G1 �G2 � 2HTabelle 4.2: Zerlegung der SU(2) in 2O



4.3. SPINZUST�ANDE AUF DEM GITTER 41Gehen wir nun kurz auf das inverse Problem ein: Sei j  i ein physikalis
her Zustand imKontinuum, der si
h aus Eigenzust�anden j  ni des Hamiltonoperators entwi
keln l�asstj  i =Xn 
n j  ni ; (4.24)wobei n = (j;m;�) die �ubli
hen Quantenzahlen der Spin-j-Darstellung und einen zus�atz-li
hen Index f�ur beispielsweise angeregte Zust�ande mit identis
hem Spin bezei
hnet. JederEigenzustand j  ni geh�ort damit zu einem Multiplett mit eindeutig bestimmten Spin j.Man betra
hte nun einen Gitteroperator, der si
h unter der irreduziblen DarstellungR mitR = A1; A2; E; T1; T2 (bzw. R = G1; G2;H) der kubis
hen Gruppe (bzw. ihrer �Uberlage-rung) transformiert. Dur
h Anwendung auf das Vakuum erzeugt man einen physikalis
hen(Gitter-)Zustand, der si
h im Kontinuumslimes gem�a� 4.24 in die Formj  Ri =Xn 
Rn j  ni (4.25)bringen l�asst. Demna
h besitzt j  Ri vers
hiedene Spinanteile mit der Eins
hr�ankung,dass deren Entspre
hungen auf dem Gitter alle die Darstellung R enthalten m�ussen. UnterBer�u
ksi
htigung dieser Bedingung ergeben si
h aus den vorigen Tabellen die folgendenAuswahlregeln: Darstellung R Spinanteile jder kubis
hen Gruppe im KontinuumslimesA1 0, 4, 6, 8, . . .A2 3, 6, 7, 9, . . .E 2, 4, 5, 6, . . .T1 1, 3, 4, 5, . . .T2 2, 3, 4, 5, . . .Darstellung R Spinanteile jder �Uberlagerung im Kontinuumslimesder kubis
hen GruppeG1 1/2, 7/2, 9/2, 11/2, . . .G2 5/2, 7/2, 11/2, . . .H 3/2, 5/2, 7/2, 9/2, 11/2, . . .F�ur die Bere
hnung von SUSY-Zust�anden ist der niedrigste Spinanteil von ents
heiden-der Bedeutung, da er i.a. der niedrigsten SUSY-Zustandsmasse zugeordnet werden kann,die dann ihrerseits aus dem Abfallverhalten von geeigneten Korrelationsfunktionen { alsgrundlegende Observable einer Feldtheorie { extrahierbar ist.
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Kapitel 5Darstellungen der �Uberlagerungder kubis
hen Gruppe 2O �uberSUSY-OperatorenIn diesem Kapitel wird die in [10℄ f�ur den supersymmetris
hen Fall ausgeweitete Metho-de der Untersu
hung1 des Transformationsverhaltens ei
hinvarianter Gitter-Operatorenunter der kubis
hen Gruppe in eine �ubersi
htli
he Form gebra
ht und anhand von eini-gen Beispielen dur
hgef�uhrt. Die ersten beiden Beispiele2 sind bereits in [10℄ untersu
htworden.Die Kenntnis des Transformationsverhaltens unter der Gittersymmetriegruppe ma
ht esm�ogli
h, si
h bei Monte-Carlo-Simulationen auf die Elemente einen Orthonormalbasis zubes
hr�anken [13℄.5.1 Vorbereitungen und Bezei
hnungenZun�a
hst wollen wir einige Vor�uberlegungen anstellen und dabei eine sinnvolle Notati-on f�ur SUSY-Operatoren einf�uhren. Dann wollen wir das prinzipielle Vorgehen bei derKonstruktion einer Darstellung der �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe 2O erl�autern.5.1.1 Wilson-LoopsEin Wilson-Loop der L�ange L ist dur
h Angabe eines L-Tupels(�1; : : : ; �L) mit LXi=1 �̂i = 0 (5.1)1Diese Methode wurde von Berg und Billoire in [11℄ und [12℄ f�ur die Bere
hnung von Glueballmassenvorges
hlagen.2Majorana-Majorana-Operator und Majorana-Link-Majorana-Operator43



44 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENeindeutig festgelegt, wobei �̂i die Einheitsvektoren in Ri
htung der Gittera
hsen � = 1; 2; 3eines r�aumli
hen Gitters bezei
hnen. F�ur die drei Wilson-Loops der L�ange vier3
q qq q�� ��� = O1 q qq q����	 = O2 q qq q� = O3

s
hreibt man mit der A
hsenkonvention
-6���	1 23

demna
h O1 = (1; 2;�1;�2) ; O2 = (3; 1;�3;�1) und O3 = (2; 3;�2;�3) :Der Umlaufsinn wird in der graphis
hen S
hreibweise dur
h kleine Pfeile auf den Linkskenntli
h gema
ht.Wir sind bei den weiteren �Uberlegungen nur an Lage und Form der Wilson-Loops inter-essiert. Da diese bei zyklis
her Permutation der L-Tupel invariant bleiben, erh�alt man aufnat�urli
he Weise eine �Aquivalenzrelation und fasst �aquivalente Tupel zu �Aquivalenzklassen[�1; : : : ; �L℄ zusammen. Beispielsweise ist damit O3 = (2; 3;�2;�3) �aquivalent zum Tu-pel (�3; 2; 3;�2), und man s
hreibt f�ur den Operator O3 in eindeutiger Weise [2; 3;�2;�3℄.Neben den Transformationen der 2O werden no
h zwei weitere diskrete Transformationenben�otigt: Raumspiegelung und Ladungskonjugation. Ihre Eigenwerte �1 werden dabei mitP - bzw. C-Parit�at bezei
hnet. Die irreduziblen Darstellungen der Gittersymmetriegruppeerhalten daher die Bezei
hnung RPC .3Im vorigen Kapitel wurden diese Operatoren als Plaquettenvariablen Up = Ux;�� eingef�uhrt, um dieei
hinvariante (Wilson-)Wirkung auf dem Gitter zu formulieren. F�ur den Ort x, an dem ein Wilson-Loopde�niert ist, wollen wir uns im Folgenden ni
ht interessieren. Wir identi�zieren daher Operatoren glei
herGestalt an unters
hiedli
hem Ort, also Ux;�� �= Ux+x0;�� bzw. allgemein (�1; : : : ; �L)x �= (�1; : : : ; �L)x+x0mit x; x0 2 �.



5.1. VORBEREITUNGEN UND BEZEICHNUNGEN 45LadungskonjugationNeben Lage und Form von Wilson-Loops unters
heidet man zus�atzli
h no
h deren Orien-tierung, d.h. die Ri
htung, in der sie dur
hlaufen werden. Mit Hilfe des Ladungskonjuga-tionsoperators C kann man die Orientierung eines Loops �andern.Der Ladungskonjugationsoperator C kehrt per De�nition die Orientierung von Wilson-Loops um. Betra
htet man Loop-Kombinationen der Form �Up + U�1p �, so giltTr�Up + U�1p 	 = 2Re fTrUpg (vgl. (4.17)) (5.2)und damit Tr�C[Up + U�1p ℄	 = 2Re fTrUpg : (5.3)F�ur �Up � U�1p � gilt dagegenTr�Up � U�1p 	 = 2i Im fTrUpg (5.4)und deshalb Tr�C[Up � U�1p ℄	 = �2i Im fTrUpg ; (5.5)also insgesamt Tr fCUpg = (TrUp)� : (5.6)Der C-Operator wirkt also auf die Spur von Wilson-Loops komplex konjugierend.Wir wollen nun im folgenden den Operator C als C-Parit�atsoperator bezei
hnen und de-�nieren f�ur beliebige LoopsC [�1; �2; : : : ; �L℄ � [��L; : : : ;��2;��1℄ : (5.7)F�ur die Einfa
hplaquette O3 gilt damit beispielsweiseCO3 = C [2; 3;�2;�3℄ = [3; 2;�3;�2℄ : (5.8)De�niert man nun zwei Linearkombinationen von Wilson-Loops gem�a�[�1; : : : ; �L℄� � [�1; : : : ; �L℄� [��L; : : : ;��1℄ ; (5.9)so haben beide eindeutig festgelegte C-Parit�atseigenwerte �1, dennC [�1; : : : ; �L℄� = C� [�1; : : : ; �L℄� [��L; : : : ;��1℄� = � [�1; : : : ; �L℄� ; (5.10)und f�ur unser Beispiel O3 ist dannC q qq q� �= C  q qq q� � q qq q- ! = q qq q- � q qq q�
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= (  q qq q� +�  q qq q� � q qq q- ! =

q qq q- ! = q qq q� +� q qq q� �oder k�urzer CO3� = �O3�: (5.11)Der Index � versteht si
h nunmehr von selbst.An dieser Stelle will i
h no
h anmerken, dass wir von nun an nur no
h Wilson-Loops mitwohlde�nierter C-Parit�at betra
hten wollen, also Linearkombinationen der Form (5.9).Die P -Parit�atstransformation wird anhand der nun folgenden SUSY-Operatoren erkl�art.5.1.2 SUSY-GitteroperatorenF�ur supersymmetris
he Operatoren hat man neben bosonis
hen au
h fermionis
he Frei-heitsgrade zu ber�u
ksi
htigen. F�ur die SUSY-Gitteroperatoren muss man also nebenWilson-Loops au
h Majorana-Fermionen bei der Zusammensetzung von geeigneten Operatorenber�u
ksi
htigen.Die Majorana-Felder sind nur auf den Gitterpunkten de�niert und werden hier mit� = �(x)bezei
hnet. Die Majorana-Spinoren verhalten si
h gegen�uber C-Parit�atsoperationen inva-riant (dies wird im Anhang B gezeigt).Wir wollen einen Majorana-Spinor in einem Loop dur
h ein � an der entspre
henden Stellein dem ihn bes
hreibenden Tupel kennzei
hnen. Beispielsweise notieren wir eine Plaquettemit einem Majorana-Spinor auf einer E
kes� qq qals O = (�; 2; 3;�2;�3).RaumspiegelungIm Loop-Sektor bewirkt die P -Parit�atsoperation eine Raumspiegelung. Die Link-Eintr�agedes Tupels, das den Loop kennzei
hnet, �andern also ihr Vorzei
hen, die Majorana-Fermionen



5.2. KONSTRUKTION DER DARSTELLUNG 47werden P -gespiegelt 4. P [�1; : : : ; �; : : : ; �L℄ � [��1; : : : ; �P ;��1℄ (5.12)Beispielsweise wird aus O = (�; 2; 3;�2;�3)dur
h Anwendung des P-Parit�atsoperators 5PO = (�P ;�2;�3; 2; 3)der dur
h q �Pqq sverans
hauli
ht werden kann. De�niert man nun zwei Linearkombinationen von SUSY-Operatoren gem�a� [�1; : : : ; �L℄� � [�1; : : : ; �L℄� P [�1; : : : ; �L℄ ; (5.13)so haben sie eindeutig festgelegte P -Parit�atseigenwerte �1.Wir s
hreiben kurz: PO� = �O� (5.14)Im Folgenden wollen wir nur no
h P -invariante SUSY-Operatoren betra
hten, also Line-arkombinationen der Form 5.13.Es sei no
h angemerkt, dass die C-Parit�atsoperation die Majorana-Fermionen aufgrundder Majorana-Bedingung invariant l�asst (C� = �). Dies wird im Anhang B erl�autert.Daher werden wir unsere Betra
htungen auf P - und C-invariante Linearkombinationenvon SUSY-Operatoren bes
hr�anken.Na
h diesen Vor�uberlegungen m�o
hte i
h nun das Vorgehen bei der Konstruktion einerDarstellung der vollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh �uber SUSY-Operatoren bes
hreiben.5.2 Konstruktion der DarstellungWir haben nun alle Vorbereitungen getro�en, um eine Darstellung der �Uberlagerungder kubis
hen Gruppe 2O �uber SUSY-Operatoren zu konstruieren. Hierbei k�onnen wirzwis
hen Wilson-Sektor und Majorana-Sektor trennen, da sie unabh�angig voneinandertransformieren. Wir erhalten eine Darstellung RLS im Wilson-(Loop)-Sektor und eine imMajorana-Sektor (RMS), die dann mit Hilfe der Resultate aus Abs
hnitt 1.3.2 �uber diedirekte Produktdarstellung zu einer Darstellung von 2O �uber SUSY-Operatoren zusam-mengef�ugt wird.4Tats�a
hli
h wird der Operator i.A. au
h seinen Ort �andern. Dies ist f�ur uns aber irrelevant, da wirSUSY-Operatoren glei
her Gestalt an unters
hiedli
hen Orten na
h Fu�note auf S. 44 identi�zieren. Dassdiese Vorgehensweise gere
htfertigt ist, wird im Abs
hnitt 5.2.3 deutli
h.5Das Verhalten des Majorana-Spinors unter P -Parit�atstransformation P� = �P wird im Abs
hnitt 5.2.1bespro
hen.



48 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATOREN5.2.1 SpinorenMajorana-Spinoren sind spezielle Dira
-Spinoren (vgl. Anhang B), also nutzen wir dieKenntnisse aus der Dira
-Theorie und erinnern an die folgenden Zusammenh�ange: Be-tra
htet man endli
he Lorentz-Drehungen eines Dira
-Spinors mit dem Winkelma� � umeinen beliebigen Einheitsvektor n 2 R3 , so erh�alt man f�ur die Rotationsmatrix des Spinors[24℄ SRot:(n; �) = exp � i2�� � n� (5.15)= 114 
os �12��+ i� � n sin �12�� (5.16)= 114 
os �12��+ i�k � nk sin �12�� ; (5.17)wobei �k mit den Pauli-Matrizen �uber die Relation�ij = �ijk �k 00 �k ! � �ijk�k (5.18)mit i; j; k = 1; 2; 3 und ��� = i2 [
�; 
� ℄ de�niert ist. Dabei ergibt si
h (5.16) dur
h Reihen-entwi
klung der Exponentialfunktion und ans
hlie�ender Einzelbetra
htung der geradenund ungeraden Potenzen in �i unter Ausnutzung der Beziehungen n2 = 1 und (�i)2 = 11bzw. f�i; �jg = 0 f�ur i 6= j.Um das Transformationsverhalten des Spinors unter der Gruppe 2O zu untersu
hen, habenwir uns auf die in Unterabs
hnitt 2.4.1 bes
hriebenen Drehungen zu bes
hr�anken. Diezugeh�origen Rotationsmatrizen SRot:(n; �) lassen si
h dann als Darstellungsmatrizen DReiner Darstellung R der �Uberlagerungsgruppe 2O au�assen. Da wir an den irreduziblenAnteilen der Darstellung R interessiert sind, ben�otigen wir dabei ledigli
h die Spuren(d.h. Charaktere) der Matrizen SRot:(n; �) und ni
ht ihre explizite Form. Aufgrund derSpurfreiheit der Pauli-Matrizen ergibt si
h f�ur den zweiten Summanden der re
hten Seitevon (5.17) Tr�i�k � nk sin�12��� = 0 ; (5.19)so dass insgesamt Tr�SRot:(n; �)	 = Tr�114 
os �12��� (5.20)= �R (SRot:(�)) (5.21)gilt. Im Einzelnen erh�alt man unter Benutzung der in Unterabs
hnitt 2.4.2 angegebenenWinkelma�e f�ur die konjugierten Klassen von 2O:



5.2. KONSTRUKTION DER DARSTELLUNG 49Klassen Rotationswinkel Spur der Rotations-von 2O � matrix SRot:(�)E 4� 4J 2� -4C4 � 0C26 4�=3 -2C6 2�=3 2C8 3�=2 -2p2C 08 �=2 2p2C28 � 0Die Zerlegung der Darstellung R in ihre irreduziblen Anteile erfolgt unter Verwendungder Formel (1.10) aus Kapitel 1, die in passender Formulierung die folgende Gestalt hat:a� = 148Xi ni �� (Ci)�R (Ci) : (5.22)Dabei hat man �uber alle konjugierten Klassen Ci der �Uberlagerungsgruppe 2O zu summie-ren, wobei die Charaktere ��(Ci) der irreduziblen Darstellungen von 2O ihrer Charakter-tabelle aus Unterabs
hnitt 2.4.2 zu entnehmen sind. Man erh�alt die folgenden Resultate:aG1 = 2aG2 = 0aH = 0 :Der Darstellungsraum von R zerf�allt in zwei invariante, zweidimensionale Unterr�aume, diesi
h beide na
h der Darstellung G1 transformieren. Gem�a� der Bezei
hnungsweise (1.3)aus Kapitel 1 s
hreibt si
h R somit alsR = 2G1 = G1 �G1 : (5.23)Die Darstellung R der �Uberlagerungsgruppe 2O ist demna
h reduzibel.Bemerkung: Ein Dira
-Spinor ist aus einem links- und einem re
htsh�andigen, zweikompo-nentigen Weyl-Spinor zusammengesetzt, die si
h jeweils unter der �UberlagerungsgruppeSL(2; C ) der eigentli
hen ortho
hronen Lorentzgruppe L"+ transformieren. Da si
h mitHilfe der SL(2; C ) { Glei
hes gilt damit au
h f�ur die SU(2), da SU(2) � SL(2; C ) gilt{ keine Raumspiegelungen bes
hreiben lassen, kann sie keine links- und re
htsh�andigenSysteme ineinander �uberf�uhren. In der relativistis
hen Feldtheorie ist man an Zust�andenmit eindeutig de�nierten P -Parit�atseigenzust�anden interessiert, so dass man diesen Um-stand dur
h Bildung von vierkomponentigen Dira
-Spinoren umgeht. Diese transformierensi
h aber dann unter SL(2; C ) na
h einer reduziblen Darstellung. Erst na
h �Ubergang zurortho
hronen Lorentz-Gruppe L" � L"+ [ PL"+, genauer zu deren �Uberlagerung, die die



50 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENRaumspiegelungen I eins
hlie�t, ist die Darstellung irreduzibel. Einzelheiten �ndet manin [14℄. Dieser Sa
hverhalt �ubertr�agt si
h auf die entspre
henden untergeordneten Gitter-symmetriegruppen, so dass si
h ein Dira
-Spinor, wie in (5.23) angegeben, unter der 2Oals Gittersymmetriegruppe der SU(2) na
h einer reduziblen Darstellung transformiert.Unter der vollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh, die analog zur vollen kubis
hen Gruppe OhRaumspiegelungen ber�u
ksi
htigt und dur
h 2Oh = 2O 
 fe; Ig de�niert ist, stellt (5.23)aber eine irreduzible Darstellung dar.C-Parit�atUnsere bisherigen �Uberlegungen haben wir f�ur Dira
-Spinoren dur
hgef�uhrt und die spezi-elle Eigens
haft von Majorana-Spinoren verna
hl�assigt. Unter Einbeziehung der diskretenSymmetrietransformation der C-Parit�atsoperation s
hreibt si
h die Darstellung (5.23) ex-akter in der Form RP+ = 2GP+1 = GP+1 �GP+1 ; (5.24)wobei P die P -Parit�at kennzei
hnet. Da aufgrund der Majorana-Bedingung �C = � (vgl.Anhang B) ein Majorana-Spinor bei Ladungskonjugation in si
h selbst �ubergeht, gilt f�urdie Darstellung R mit vorgew�ahlter negativer C-Parit�at analog zum Fall C = +1RP� = 2GP�1 = GP�1 �GP�1 : (5.25)P -Parit�atIm Minkowskiraum ist die P -Parit�atsoperation bei Anwendung auf einen Bispinor dur
hP = 
0 �  P (5.26)de�niert [18℄. F�ur den konjugierten Spinor ergibt si
h damit� P � P ( � ) = P ( y
0) = (
0 )y
0 =  y 
y0|{z}
0 
0 = � 
0 : (5.27)Im Falle von euklidis
hen Majorana-Spinoren hat man die De�nition (5.26) zu modi�zie-ren6, indem man P� = i 
0� (5.28)setzt [10℄. Damit gilt unter Verwendung der ver�anderten De�nition des konjugierten Spi-nors (vgl. Glei
hung (5.37)) im Unters
hied zu Glei
hung (5.27)P (��) = P (�tC) = (i 
0�)tC
0 = i �t 
t0C|{z}�C
0 
0 = �i �tC
o
0 = �i��
0 : (5.29)6Da der Parit�atsoperator P Raumspiegelungen bes
hreibt, hat er die Glei
hungen P�1
jP = �
j undP�1
0P = 
0 zu erf�ullen, und man �ndet P = ei'
0 mit einem Phasenfaktor ei'. Im Euklidis
hen giltmit 
mink:0 = 
eukl:4 dann P� = (ei'
4�)tC = ei'��C�1
t4C = �ei'��
4. F�ur den Lorentzskalar ��� fordertman P�P� = �ei'��
4
4� = �e2i'��� != ��� und w�ahlt f�ur den Phasenfaktor ei' = i. Im Minkowskis
henist die Wahl des Phasenfaktors beliebig, da er dur
h die komplexe Konjugation in (5.37) herausf�allt. Mansetzt daher ei' = 1.



5.2. KONSTRUKTION DER DARSTELLUNG 51F�ur Majorana-Spinoren in der Weyl-Darstellung �ndet man:P� = i 
0 �L�R ! = i  0 1111 0 ! �L�R ! = i  �R�L ! = �P (5.30)Eine Raumspiegelung vertaus
ht also im Wesentli
hen gerade die beiden zweikomponen-tigen Weyl-Spinoren des Majorana-Spinors. Da wir nur an den Rotationen der Lorentz-gruppe interessiert sind und deren Darstellungsmatrizen gem�a� (5.17) Blo
kdiagonalge-stalt haben, kommutieren die Lorentzrotationen mit der P -Parit�atsoperation (vgl. dazuau
h [14℄), d.h. SRot�P = SRot(P�) = P (SRot�) = P (�Rot) = (�Rot)P (5.31)mit SRot� � �Rot. Daher sind die Operatoren �� �P wegenP �SRot(�� �P )	 = P ��Rot � (�Rot)P	= �PRot � (�Rot)= �(�Rot � (�Rot)P )= ��SRot(�� �P )	 (5.32)in der Tat P -invariant unter Lorentzrotationen. Man erh�alt f�ur die irreduzible DarstellungR der �Uberlagerungsgruppe 2Oh �uber einen einzelnen Majorana-SpinorR� = G�1 �G�1 : (5.33)Bemerkung: Das Transformationsverhalten der P -invarianten Majorana-Spinoren unterder �Uberlagerungsgruppe 2O legt bereits auf eindeutige Weise das Verhalten unter dervollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh fest: F�ur Operatoren mit positiver P -Parit�at �andert si
hdur
h die optional ausgef�uhrte Raumspiegelung per De�nition ni
hts. Im Falle negativerP -Parit�at unters
heiden si
h aufgrund von (5.32) die Rotationsmatrizen { oder besser Dar-stellungsmatrizen { SRot der Klassen E; : : : ; C28 von ihren raumgespiegelten PartnerklassenIE; : : : ; IC28 dur
h ein Minuszei
hen, so dass si
h f�ur ihre Charaktere � ~R (Ci) = �� ~R (ICi)ergibt. Eine analoge Beziehung gilt aber au
h f�ur die Charaktere �� (Ci) der irreduziblenDarstellungen der vollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh (f�ur P = �1), so dass Formel (1.10)aus Kapitel 1 bei Summation �uber alle konjugierten Klassen von 2Oh das glei
he Resultatliefert, wie Formel (5.22) aus 5.2.1.5.2.2 Majorana-Majorana-OperatorNun wollen wir einen ersten zusammengesetzten Operator betra
hten. Er besteht aus zweiauf einem Gitterpunkt �xierten Majorana-Feldern. Er besitzt, wie si
h herausstellen wird,ein sehr einfa
hes Transformationsverhalten. Wir s
hreiben ihn in der Form��� = ��(x)�(x) mit x 2 � : (5.34)



52 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENAus der Theorie der Dira
-Glei
hung im Kontinuum wissen wir, dass si
h der aus zweiDira
-Spinoren gebildete Operator �  imMinkowski-Raum unter Lorentz-Transformationenaufgrund der Relationen 0(x0) = S (x) und � 0(x0) = � (x)S�1 (5.35)wegen � 0(x0) 0(x0) = � (x)S�1S (x) = � (x) (x) (5.36)wie ein Lorentz-Skalar transformiert.Beim �Ubergang zu euklidis
hen Majorana-Spinoren hat man zu bea
hten, dass die De�-nition des konjugierten Spinors � �  y
0 dur
h den Ausdru
k�� = �tC (5.37)ersetzt wird. Trotzdem gilt weiterhin��0(x0) = ��(x)S�1 (5.38)(verglei
he hierzu Anhang B).Der Majorana-Majorana-Operator transformiert si
h daher wie ein Lorentz-Skalar��0�0 = ��S�1S� = ��� : (5.39)Da die Elemente der �Uberlagerungsgruppe 2O als Lorentz-Drehungen um gewisse A
h-sen und Winkelma�e spezielle Lorentztransformationen (in euklidis
her Formulierung)sind, �ubertr�agt si
h das Transformationsverhalten des betra
hteten Operators unter derLorentzgruppe auf ihre diskrete Untergruppe 2O.Ein Lorentzskalar ist invariant unter Raumspiegelungen, besitzt also den P -Parit�atseigen-wert P = +1, und verh�alt si
h unter der vollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh genauso wieunter 2O.Analoge �Uberlegungen f�uhren f�ur den Operator ��
5� zu einem pseudoskalaren Verhalten,d.h. er we
hselt unter Raumspiegelungen sein Vorzei
hen.5.2.3 Majorana-Link-Majorana-OperatorDer nun betra
htete Operator besteht aus zwei auf bena
hbarten Gitterpunkten be�nd-li
hen Majorana-Feldern �(x) und ��(x � a�̂), die �uber die beiden Gitter-Links Ux;� undU�1x;� = U yx;� = Ux+a�̂;�� miteinander verbunden sind. In analytis
her Form s
hreibt manTrf��(x)U yx;��(x+ a�̂)Ux;�g : (5.40)Graphis
h l�asst er si
h dur
h �- �(x+ a�̂)��(x) U yx;�Ux;�
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hauli
hen, wobei die Gitter-Links zur Visualisierung gekr�ummt gezei
hnet sind.Im dreidimensionalen Gitter sind drei Orientierungen des Operators m�ogli
h, die mit
q q���� � = O1 qq��� = O2 q q�� � = O3bezei
hnet werden.Zun�a
hst wollen wir sein Verhalten unter P - bzw. C-Parit�atstransformationen betra
hten,um dann parit�atsinvariante Operatoren zu konstruieren.Verhalten unter P -Parit�atSpiegelt man den Majorana-Link-Majorana-Operator beispielsweise am Gitterpunkt x, soerh�alt man zun�a
hstPxf��(x)U yx;��(x+ a�̂)Ux;�g = �i ��(x)
0U yx;��i 
0�(x� a�̂)Ux;��= ��(x)
20U yx;���(x� a�̂)Ux;��= ��(x)U yx;���(x� a�̂)Ux;�� ; (5.41)also bildli
h �- �(x+ a�̂)��(x) U yx;�Ux;� Px�! -� ��(x) :�(x� a�̂) U yx;��Ux;��F�uhrt man jetzt eine Translation in +�̂-Ri
htung um einen Gitterplatz dur
h, so geht die�uber Glei
hung (5.41) gebildete Spur in den Ausdru
kTrf��(x+ a�̂)Ux;��(x)U yx;�g (5.42)�uber, an deren Stelle wir au
h den TermTrfUx;���(x)U yx;��(x+ a�̂)g bzw. Trf��(x)U yx;��(x+ a�̂)Ux;�g (5.43)verwenden k�onnen (f�ur die Zwis
henre
hnung s.u.).Damit haben wir gezeigt, dass unter Verna
hl�assigung von Translationen der Majorana-Link-Majorana-Operator unter der P -Parit�atsoperation in si
h selbst �uberf�uhrt wird.Daher k�onnen wir uns bei der Untersu
hung des Transformationsverhaltens der Opera-toren auf Transformationen unter der �Uberlagerungsgruppe 2O bes
hr�anken, anstatt dievolle �Uberlagerungsgruppe 2Oh heranzuziehen. Der Grund hierf�ur liegt darin, dass die



54 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENOperatoren wegen ihrer P -Parit�at-Invarianzeigens
haft die hinzukommenden Raumspie-gelungen der vollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh ignorieren, d.h. darunter invariant sind.Hier sei no
h die Zwis
henre
hnung zu (5.43):Trn��(x+ a�̂)Ux;��(x)U yx;�o = Trn��a(x+ a�̂)T aUx;��(x)bT bU yx;�o= ��a(x+ a�̂)�(x)bTrnT aUx;�T bU yx;�o= ��(x)b�a(x+ a�̂)TrnT bU yx;�T aUx;�o= Trn��(x)bT bU yx;��a(x+ a�̂)T aUx;�o= Trn��(x)U yx;��(x+ a�̂)Ux;�o (5.44)Hierbei haben wir die Zerlegung � = �aT a ; T a 2 su(2) und die Re
henregel � � = �� f�urMajorana-Spinoren benutzt (vgl. Anhang B).Verhalten unter C-Parit�atDie Majorana-Spinoren verhalten si
h gegen�uber C-Parit�atsoperationen per De�nitioninvariant � C�! �C = � bzw. �� C�! ��C = �� : (5.45)Die Gitter-Links �andern jeweils ihre OrientierungUx;� C�! U yx;� bzw. U yx;� C�! Ux;� ; (5.46)so dass der Majorana-Link-Majorana-Operator insgesamt den C-Parit�atseigenwert +1 be-sitzt.Transformationsverhalten und DarstellungWir kommen nun zur Untersu
hung des Transformationsverhaltens des Majorana-Link-Majorana-Operators unter der vollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh. 7 Hierbei ist zu bea
hten,dass die Links einerseits und die Majorana-Spinoren andererseits unabh�angig voneinandertransformieren.Im Majorana-Sektor k�onnen wir dabei auf die Ergebnisse aus Abs
hnitt 5.2.2 zur�u
k-greifen. Es gilt: �(x+ a�̂) �! �0((x+ a�̂)0) = S�(x+ a�̂) (5.47)��(x) �! ��0(x0) = ��(x)S�1 (5.48)7Das Transformationsverhalten ist aufgrund der positiven P -Parit�at des Majorana-Link-Majorana-Operators identis
h unter O und 2O.



5.3. MAJORANA-MAJORANA-PLAQUETTEN-OPERATOR 55und wegen der Ortsunabh�angigkeit der Lorentztransformationsmatrix S damit analog zu(5.39)��(x)�(x + a�̂) �! ��0(x0)�0((x+ a�̂)0) = ��(x)S�1S�(x+ a�̂) = ��(x)�(x+ a�̂) : (5.49)Die Majoranas transformieren si
h demna
h wie Lorentzskalare, wobei sie si
h im Gegen-satz zum Majorana-Majorana-Operator ni
ht auf dem glei
hen Gitterplatz be�nden.Der Link-Sektor der drei Operatoren O1; O2; O3 kann mit den drei in unters
hiedli
henKoordinatenri
htungen liegenden W�urfelkanten eines dreidimensionalen W�urfels identi�-ziert werden. Dieser Darstellungsraum transformiert si
h unter der (einfa
hen) kubis
henGruppe O na
h der Vektordarstellung T1 (verglei
he hierzu [10℄). Aufgrund der �Uberla-gerungseigens
haft bestimmt das Transformationsverhalten unter O bereits eindeutig dasVerhalten unter der �Uberlagerung 2O.Wegen der Lorentz-Skalar-Eigens
haft im Majorana-Sektor transformieren si
h die dreiOperatoren O1; O2; O3 unter der �Uberlagerungsgruppe 2O na
h deren irreduzibler Vektor-darstellung T1. Ber�u
ksi
htigt man zus�atzli
h no
h Raumspiegelungen, d.h. geht man zuder vollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh �uber, so erh�alt man wegen des positiven P -Parit�ats-eigenwerts der Operatoren als irreduzible DarstellungRPC = T++1 :Als eine Orthonormalbasis lassen si
h nun die drei Operatoren O1; O2; O3 w�ahlen. AlsTabelle erh�alt manOperatoren der Majorana-Link-Majorana-OperatorenLoop-Op. O1 O2 O3RPC T++1 1 1 1Dieser Darstellung (T1) entspri
ht na
h den Ausf�uhrungen in Kapitel 2 ein Spin-1-Zustand.5.3 Majorana-Majorana-Plaquetten-OperatorNun wollen wir einen Operator der Form s��� qq quntersu
hen, dessen algebrais
her Ausdru
kTrf�̂�Ux;��g = Trf���U yx;�U yx+a�̂;�Ux+a�̂;�Ux;�g (5.50)lautet. Er besteht also aus einer Plaquette und zwei an einer beliebigen E
ke be�ndli
henMajorana-Spinoren.



56 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENDen Majorana-Spinoren stehen in allen drei Koordinatenebenen jeweils vier E
kpunktezur Verf�ugung und die Plaquette kann mathematis
h positiv oder negativ dur
hlaufenwerden. Also gibt es insgesamt 3� 4� 2 = 24 Operatoren dieses Typs.Bildet man nun P -Parit�at-invariante Operatoren OPij = (O�ij) mit i; j = 1; 2; 3 und j = 1; 2,so erh�alt man
s��� q qq�� ��� � q q s(���)Pq�� ��� = O�11 q s��� qq�� ��� � q q qs(���)P�� ��� = O�12

s��� qq q����	 � q qq s(���)P����	 = O�21 q s���q q����	 � q qs(���)P q����	 = O�22
s��� qq q� � q qq s(���)P� = O�31 q s���q q� � q qs(���)P q� = O�32 ;

wobei �P dur
h �P � P� = 
0� de�niert ist.Aus ihnen lassen si
h nun dur
h Kombinationen der FormOPij � � OPij � COPij (5.51)Operatoren OPij C mit eindeutig bestimmter C- (und P -) Parit�at konstruieren. Der C-Parit�atsoperator �andert dabei den Umlaufsinn der Plaquette und l�asst die Bispinoren �aufgrund ihrer Majorana-Eigens
haft (� = �C) invariant, also z.B.
C s��� qq q� = s��C�C qq q- = s��� qq q- .

F�ur �xiertes P und C ist der Darstellungsraum der Majorana-Plaquetten-Operatoren so-mit wegen der vier reellen Freiheitsgrade des Majorana-Teil
hens 6� 4 = 24-dimensional.



5.3. MAJORANA-MAJORANA-PLAQUETTEN-OPERATOR 575.3.1 Transformationsverhalten und DarstellungDas Transformationsverhalten des Majorana-Majorana-Plaquetten-Operators unter dervollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh muss, wie s
hon bei dem Majorana-Link-Majorana-Operator, im Majorana- und im Plaquetten-Sektor unabh�angig voneinander untersu
htwerden. Da im hier betra
hteten Fall { aufgrund des doppelt vorkommenden Majorana-Feldes { im Majorana-Sektor ein trivialer Lorentz-Skalar auftritt, wird das Gesamttrans-formationsverhalten nur dur
h den Plaquetten-Sektor bestimmt.
Konstruktion einer Darstellung im Plaquetten-SektorDer Plaquetten-Sektor kann als Einfa
h-Plaquette mit einem ausgezei
hneten E
kpunktaufgefasst werden. Da im Plaquetten-Sektor nur bosonis
he Felder auftreten, gen�ugt dieUntersu
hung des Transformationsverhaltens unter der vollen kubis
hen Gruppe Oh, daihre irreduziblen Darstellungen bereits alle Vektordarstellungen der vollen �Uberlagerungs-gruppe 2Oh abde
ken und als Darstellung der �Uberlagerungsgruppe aufgefasst werdenk�onnen.Au�erdem hat die Konstruktion von P - und C-invarianten Operatoren den Vorteil, dassRauminversionen Operatoren mit P = +1 invariant lassen und im Falle von P = �1nur ein Minuszei
hen vor den Operator hinzugef�ugt werden muss. Es gen�ugt demna
h,das Transformationsverhalten unter der einfa
hen kubis
hen Gruppe zu kennen. Selbst-verst�andli
h hat man dabei dann zwis
hen positiver und negativer C-Parit�at zu unter-s
heiden. Insgesamt hat man also vier F�alle P = �1 und C = �1.Die Darstellungsmatrizen DR(g) unters
heiden si
h f�ur jeden der vier Sektoren (P = C =+1; P = +1; C = �1; et
.) in den Vorzei
hen der Eintr�age und sind bzgl. der zugeh�origengeordneten Basis fO�11 �; O�12 � : : : ; O�32 �g anzugeben. Da wir nur an ihren Klassen
ha-rakteren interessiert sind, gen�ugt es, einen Repr�asentanten pro Klasse auszuw�ahlen. Man�ndet:Klasse: E Klasse: C2

M (id) = 0BBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1

1CCCCCCCCA M (C2a) = 0BBBBBBBB�
PC C P PP P

1CCCCCCCCAKlasse: C3 Klasse: C4
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M (C3�) = 0BBBBBBBB�

PC CCC 11
1CCCCCCCCAM (C4x) = 0BBBBBBBB�

C PC1P 1P
1CCCCCCCCAKlasse: C24

M (C2x) = 0BBBBBBBBBB�
CC PCPC P P

1CCCCCCCCCCA :
Die Darstellungsmatrizen der zus�atzli
hen Klassen IE; : : : ; IC24 der vollen kubis
hen Grup-pe Oh sind im Fall P = +1 mit obigen identis
h, f�ur P = �1 ist in allen Eintr�agen einMinuszei
hen zu setzen. Die Charaktere der Klassen liest man f�ur die vier F�alle P = �1und C = �1 aus folgender Tabelle ab:Klasse E C2 C3 C4 C24 IE IC2 IC3 IC4 IC24P = +1 , C = +1 6 2 0 0 2 6 2 0 0 2P = +1 , C = �1 6 -2 0 0 2 6 -2 0 0 2P = �1 , C = +1 6 0 0 0 -2 -6 0 0 0 2P = �1 , C = �1 6 0 0 0 -2 -6 0 0 0 2Irreduzible Zerlegung der DarstellungDie Zerlegung der Darstellung R erfolgt mit Hilfe der Formel (1.10), die hier no
h einmalangegeben wird: a� = 1nGXi ni �� (Ci)�R (Ci) : (5.52)Man bea
hte, dass si
h die Summe (bei �xierter C-Parit�at) nun zun�a
hst einmal �uber allezehn konjugierten Klassen von Oh erstre
kt und si
h damit au
h die Anzahl irreduziblerDarstellungen von f�unf auf zehn erh�oht. Wie aber bereits oben erw�ahnt, vereinfa
ht si
hdie Situation aufgrund der Verwendung von P -invarianten Operatoren wieder, da si
h dasTransformationsverhalten unter der vollen kubis
hen Gruppe aus dem unter der Gruppe Oableiten l�asst. Konkret hat man also do
h nur �uber die f�unf Klassen der kubis
hen Gruppezu summieren und indiziert die gew�ahlte P -Parit�at dur
h ein + bzw. � an der irreduziblenDarstellung �. Dabei darf ni
ht vergessen werden, dass man R zus�atzli
h au
h no
h f�ur



5.3. MAJORANA-MAJORANA-PLAQUETTEN-OPERATOR 59beide C-Parit�aten getrennt zu zerlegen hat. Die irreduziblen Anteile werden also mit �PCkenntli
h gema
ht.Die M�a
htigkeit der Klassen sowie ihre irreduziblen Charaktere entnimmt man der Cha-raktertabelle aus Abs
hnitt 2.4.2.Man unters
heidet die vier F�alle P = C = +1, P = +1; C = �1, P = �1; C = +1 undP = C = �1.� P = C = +1aA1 = 1 ; aA2 = 0 ; aE = 1 ; aT1 = 0 ; aT2 = 1 :� P = +1; C = �1aA1 = 0 ; aA2 = 1 ; aE = 1 ; aT1 = 1 ; aT2 = 0 :� P = �1; C = +1aA1 = 0 ; aA2 = 0 ; aE = 0 ; aT1 = 1 ; aT2 = 1 :� P = C = �1aA1 = 0 ; aA2 = 0 ; aE = 0 ; aT1 = 1 ; aT2 = 1 :Man erh�alt f�ur diese vier F�alleR = A++1 �E++ � T++2 (5.53)R = A+�2 �E+� � T+�1 (5.54)R = T�+1 � T�+2 (5.55)R = T��1 � T��2 : (5.56)Bemerkung:Wer den obigen Ausf�uhrungen kein re
htes Vertrauen s
henkt und in (1.10)do
h lieber �uber alle zehn Klassen E;C2; C3; : : : ; IC4; IC24 der vollen kubis
hen Gruppesummieren m�o
hte, hat in allen Summen der obigen Re
hnung den f�unf Summanden wei-tere f�unf hinzuzuf�ugen und die Gruppenordnung auf 48 zu verdoppeln. Im Falle positiverP -Parit�at ist sowohl �� (Ci) = �� (ICi) (vgl. Charaktertabelle von Oh in 2.2.2) als au
h�R (Ci) = �R (ICi). Die f�unf weiteren Terme sind also mit den ersten f�unf identis
h, dadie Summe jetzt mit 2� 24 = 48 normiert wird, �andert si
h am Ergebnis ni
hts. F�ur denFall P = �1 gilt �� (Ci) = ��� (ICi) (vgl. no
h einmal mit der Charaktertabelle von Oh)und �R (Ci) = ��R (ICi). In den f�unf letzten Summanden treten also zwei Minuszei
henauf, die si
h gerade wegheben. Das Endresultat bleibt also unver�andert.Man erh�alt abs
hlie�end:



60 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENerster Fall: P = +1irred. Darst. von Oh A++1 A++2 E++ T++1 T++2 A+�1 A+�2 E+� T+�1 T+�2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3Dimension von R: P = +1 C = +1 P = +1 C = �16 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0zweiter Fall: P = �1irred. Darst. von Oh A�+1 A�+2 E�+ T�+1 T�+2 A��1 A��2 E�� T��1 T��2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3Dimension von R: P = �1 C = +1 P = �1 C = �16 0 0 0 1 1 0 0 0 1 15.3.2 Konstruktion einer OrthonormalbasisAls letzten S
hritt wollen wir nun eine Orthonormalbasis aus SUSY-Operatoren bestim-men. Die Konstruktion ist in der Terminologie der Darstellungsmatrizen formuliert. Sieberuht auf einer direkten Folgerung des Lemmas von S
hur (siehe Kapitel 1).Folgerung 33 Sei C eine diagonalisierbare Matrix, die mit allen DarstellungsmatrizenDR von R kommutiert, d.h. CDR(g) = DR(g)C f�ur alle g 2 O, und A die Matrix, dieC diagonalisiert, also ACA�1 � �C . Dann reduziert A die Darstellung R (ni
ht not-wendigerweise vollst�andig) in dem Sinne, dass die Darstellungsmatrizen ADR(g)A�1 inBlo
kdiagonalgestalt zerfallen, und man im n�a
hsten S
hritt mit der "reduzierten\ Dar-stellung ADRA�1 = �ADR(g)A�1 j g 2 G	 (5.57)fortfahren kann. Auf diese Weise kann f�ur jeden irreduziblen Teilraum des Darstellungs-raumes von R iterativ eine ONB explizit angegeben werden.Die Matrix C ergibt si
h, indem man alle Matrizen einer konjugierten Klasse addiert8.8Die Begr�undung liegt in der Eigens
haft der Konjugationsklasse verborgen. Sei fk1; : : : ; kmg die ge-ordnete Menge aller zueinander konjugierten Elemente einer Gruppe G, d.h. kj = gkig�1 (�) f�ur ein g 2 Gund beliebige ki; kj aus der Menge, und bilden diese die Konjugationsklasse �. Betra
htet man nun dieMenge der Elemente fgk1g�1; gk2g�1; : : : ; gkmg�1g mit g 2 G, so bildet diese na
h (�) und modulo Per-mutationen ebenfalls die Klasse �.Soll nun C = DR(k1) + � � � + DR(km) mit DR(gi) vertaus
hen, dann s
hreibe C als Summe vonDR(gi)DR(k1)DR(g�1i ); : : : ; DR(gi)DR(km)DR(g�1i ) und bea
hte DR(g�1i ) = D�1R (gi) : 2



5.3. MAJORANA-MAJORANA-PLAQUETTEN-OPERATOR 61Beweis: Ein Beweis der obigen Aussage �ndet si
h in [16℄ bzw. [17℄.Es gen�ugt also, die DarstellungsmatrizenDR einer (geeigneten) Klasse Ci aufzusummierenund zu diagonalisieren. Wir w�ahlen in diesem Fall z.B. die Klasse C2.Wir unters
heiden die vier F�alle P = �1 , C = �.erster Fall: P = C = +1
C (C2) = 0BBBBBBB� 2 0 1 1 1 10 2 1 1 1 11 1 2 0 1 11 1 0 2 1 11 1 1 1 2 01 1 1 1 0 2

1CCCCCCCA : (5.58)Dur
h Diagonalisierung �ndet man� die Eigenwerte: 6, 0, 0, 2, 2, 2� und die zugeh�origen Eigenvektoren:E1 = 8>>>>>>><>>>>>>>:
0BBBBBBB� 111111

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �1�10011
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �1�11100

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 0000�11
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 00�1100

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �110000
1CCCCCCCA
9>>>>>>>=>>>>>>>; : (5.59)

Der Darstellungsraum der DarstellungsmatrizenDR zerf�allt in drei invariante Unterr�aumeder Dimensionen 1, 2 und 3. Da f�ur die Darstellung RR = A++1 �E++ � T++2 (5.60)gilt und die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen mit denen der invarianten Teil-r�aume �ubereinstimmen, ist die Zerlegung damit abges
hlossen. E1 bildet also eine Basisaus Loop-Operatoren f�ur A++1 , E++ bzw. T++2 .zweiter Fall: P = +1; C = �1Dieser Fall l�auft v�ollig analog zum ersten.
C (C2) = 0BBBBBBB� �2 0 �1 1 1 �10 �2 1 �1 �1 1�1 1 �2 0 1 �11 �1 0 �2 �1 11 �1 1 �1 �2 0�1 1 �1 1 0 �2

1CCCCCCCA : (5.61)



62 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENDur
h Diagonalisierung �ndet man� die Eigenwerte: -6, 0, 0, -2, -2, -2� und die zugeh�origen Eigenvektoren:
E2 = 8>>>>>>><>>>>>>>:

0BBBBBBB� 1�11�1�11
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �1100�11

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 1�1�1100
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 000011

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 001100
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 110000

1CCCCCCCA
9>>>>>>>=>>>>>>>; : (5.62)

Der Darstellungsraum der DarstellungsmatrizenDR zerf�allt in drei invariante Unterr�aumeder Dimensionen 1, 2 und 3. F�ur die Darstellung R giltR = A+�2 �E+� � T+�1 : (5.63)Die Zerlegung ist somit abges
hlossen. E2 bildet also eine Basis aus Loop-Operatoren f�urA+�2 , E+� bzw. T+�1 .dritter Fall: P = �1; C = +1
C (C2) = 0BBBBBBB� 0 0 �1 1 �1 10 0 �1 1 1 �1�1 �1 0 0 �1 �11 1 0 0 �1 �1�1 1 �1 �1 0 01 �1 �1 �1 0 0

1CCCCCCCA : (5.64)Dur
h Diagonalisierung �ndet man� die Eigenwerte: -2, -2, -2, 2, 2, 2� und die zugeh�origen Eigenvektoren:
E3 = 8>>>>>>><>>>>>>>:

0BBBBBBB� 011001
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 101010

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �1�1�1100
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 10�1001

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 01�1010
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 11�1100

1CCCCCCCA
9>>>>>>>=>>>>>>>; : (5.65)

Der Darstellungsraum der DR zerf�allt in zwei invariante Unterr�aume der Dimension 3.F�ur die Darstellung R gilt R = T�+1 � T�+2 : (5.66)



5.3. MAJORANA-MAJORANA-PLAQUETTEN-OPERATOR 63Da sowohl T�+1 als au
h T�+2 dreidimensionale, irreduzible Darstellungen sind, ist dieZerlegung somit ebenfalls abges
hlossen. Fragli
h dagegen ist aber no
h, wie die beideninvarianten Unterr�aume den Darstellungen zuzuordnen sind. Hierf�ur hat man nun diein (5.57) erkl�arte reduzierte Darstellung ARA�1 zu betra
hten. Zun�a
hst f�ugt man diein der geordneten Menge E3 be�ndli
hen Basisvektoren zu einer Matrix E3 zusammen(Spaltenvektor=Matrixspalte) und identi�ziert E3 mit A�1. Betra
htet man nun f�ur dieDarstellungsmatrizen der Klasse C2 ihre "reduzierten\ Partner ADR(g)A�1, so haben diesena
h Konstruktion von (5.57) Blo
kdiagonalgestalt, bestehen also aus zwei 3�3-Matrizen.F�ur g = C2a 2 C2 ergibt si
h beispielsweise
ADR (C2a)A�1 = 0BBBBBBB� 0 0 �1�1 �1 1�1 0 0 0 0 �11 1 1�1 0 0

1CCCCCCCA : (5.67)Hierbei haben oberer und unterer Blo
k die Spur �1 bzw. +1.Da wir nun einerseits wissen, dass si
h die zu den beiden Blo
kmatrizen geh�orenden Un-terr�aume unter T�+1 bzw. T�+2 transformieren und andererseits an Hand der Charakter-tabelle �T�1 (C2) = �1 bzw. �T�2 (C2) = +1 �nden, bilden die ersten drei Vektoren aus E3in der Tat eine Basis der Darstellung T�+1 aus Loop-Operatoren und die restli
hen dreientspre
hend eine Basis f�ur T�+2 .vierter Fall: P = C = �1
C (C2) = 0BBBBBBB� 0 0 1 1 �1 �10 0 �1 �1 �1 �11 �1 0 0 �1 11 �1 0 0 1 �1�1 �1 �1 1 0 0�1 �1 1 �1 0 0

1CCCCCCCA : (5.68)Dur
h Diagonalisierung �ndet man� die Eigenwerte: -2, -2, -2, 2, 2, 2� und die zugeh�origen Eigenvektoren:
E4 = 8>>>>>>><>>>>>>>:

0BBBBBBB� 10�1001
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 011010

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �111100
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 0�11001

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �10�1010
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 1�11100

1CCCCCCCA
9>>>>>>>=>>>>>>>; : (5.69)



64 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENDer Darstellungsraum der DR zerf�allt in zwei invariante Unterr�aume der Dimension 3.F�ur die Darstellung R gilt R = T��1 � T��2 : (5.70)Die Zerlegung ist damit abges
hlossen. Mit Hilfe der reduzierten DarstellungsmatrizenADR(g)A�1 der Klasse C2 �ndet man z.B. f�ur das Element C2a 2 C2:
ADR (C2a)A�1 = 0BBBBBBB� 0 0 �11 �1 �1�1 0 0 0 0 �1�1 1 �1�1 0 0

1CCCCCCCA : (5.71)Oberer und unterer Blo
k haben dabei die Spur �1 bzw. +1.Die Charaktertabelle aus Unterabs
hnitt 2.2.2 ergibt �T�1 (C2) = �1 bzw. �T�2 (C2) =+1. Also bilden die ersten drei Vektoren aus E4 eine Basis aus Loop-Operatoren f�ur dieDarstellung T��1 und die restli
hen drei entspre
hend eine Basis f�ur T��2 .



5.3. MAJORANA-MAJORANA-PLAQUETTEN-OPERATOR 65ZusammenfassungDie Ergebnisse k�onnen in einer Tabelle zusammengefasst werden, in der zeilenweise dieVektoren bez�ugli
h der Basisoperatoren angegeben sind.ONB aus SUSY-Operatoren f�ur die irreduziblen Anteile von RLoop-Op. O�11 � O�12 � O�21 � O�22� O�31 � O�32 �RPC A++1 1 1 1 1 1 1A+�2 1 -1 1 -1 -1 1E++ -1 -1 1 1-1 -1 1 1E+� -1 1 -1 11 -1 -1 1T+�1 1 11 11 1T�+1 1 1 11 1 1-1 -1 -1 1T��1 1 -1 11 1 1-1 1 1 1T++2 -1 1-1 1-1 1T�+2 1 -1 11 -1 11 1 -1 1T��2 -1 1 1-1 -1 11 -1 1 1Es sei no
h einmal darauf hingewiesen, dass die f�ur den Loop-Sektor gefundene Darstellungaufgrund des doppelt vorkommenden Majorana-Faktors, der si
h als trivialer Lorentz-Skalar transformiert, glei
hzeitig eine Darstellung des gesamten SUSY-Operators ist.



66 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATOREN5.4 Ein weiteres BeispielAnhand eines weiteren Beispiels wollen wir nun sehen, wie si
h ein zusammengesetzterOperator mit einem einzeln auftretenden Majorana-Fermion verh�alt. Wir w�ahlen den Ope-rator O = [2; �; 2; 3;�2;�2;�3℄ ;der verans
hauli
ht so aussieht: q �sq q qqDarstellung im Loop-SektorDie Darstellung im Loop-Sektor wird na
h dem glei
hen Verfahren konstruiert, wie s
honam Beispiel des Majorana-Majorana-Plaquette-Operators im vorigen Abs
hnitt gezeigt.Dies �ubernimmt ein Computerprogramm, das im Kapitel 6 no
h vorgestellt wird. Hiersollen nur die Ergebnisse in tabellaris
her Form angegeben werden.Eine Basis aus P - und C-invarianten Operatoren bilden:O1 = [1; �; 1; 2;�1;�1;�2; ℄ (5.72)O2 = [1; �; 1; 3;�1;�1;�3℄ (5.73)O3 = [�3; �;�3; 2; 3; 3;�2℄ (5.74)O4 = [2; �; 2;�1;�2;�2; 1℄ (5.75)O5 = [2; �; 2;�3;�2;�2; 3℄ (5.76)O6 = [3; �; 3;�1;�3;�3; 1℄ (5.77)Die irreduziblen Inhalte der Darstellungen sind f�ur P = +1:irred. Darst. von Oh A++1 A++2 E++ T++1 T++2 A+�1 A+�2 E+� T+�1 T+�2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3Dimension von R: P = +1 C = +1 P = +1 C = �16 1 1 2 0 0 0 0 0 1 1und f�ur den Fall P = �1:irred. Darst. von Oh A�+1 A�+2 E�+ T�+1 T�+2 A��1 A��2 E�� T��1 T��2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3Dimension von R: P = �1 C = +1 P = �1 C = �16 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1



5.4. EIN WEITERES BEISPIEL 67oder in algebrais
her Notation:R++LS = A++1 �A++2 � 2E++ (5.78)R+�LS = T+�1 � T+�2 (5.79)R�+LS = T�+1 � T�+2 (5.80)R��LS = T��1 � T��2 (5.81)Darstellung im Majorana-SektorDie Darstellung von 2Oh �uber einem einzelnen Majorana-Fermion haben wir bereits inAbs
hnitt 5.2.1 hergeleitet. Sie lautet:RMS = 2G1 = G1 �G1 :Darstellung �uber SUSY-OperatorenDie Darstellung R der �Uberlagerungsgruppe 2Oh �uber der hier betra
hteten Klasse vonSUSY-Operatoren erhalten wir mit Hilfe des in Kapitel 1 bereitgestellten Konzepts derDarstellungstheorie direkter endli
her Produktgruppen. Dabei bildet man bei fest vor-gew�ahlter P - und C-Parit�at aus den irreduziblen Anteilen R�LS der Darstellungen RLSund aus der irreduziblen Darstellung RMS von 2Oh gem�a� (1.21) ProduktdarstellungenR = R�LS 
RMS (5.82)der diagonalen Untergruppe 2Oh von 2Oh � 2Oh. Die Darstellung R wird i.a. reduzibelsein.F�ur die hier gesu
hten Darstellungen R(� RPCk ) mit k 2 f1; 2; 3g erh�alt man alsoR++1 = A++1 
 fG++1 �G++1 g; (5.83)R++2 = A++2 
 fG++1 �G++1 g; (5.84)R++3 = E++ 
 fG++1 �G++1 g; (5.85)R+�1 = T+�1 
 fG+�1 �G+�1 g; (5.86)R+�2 = T+�2 
 fG+�1 �G+�1 g; (5.87)R�+1 = T�+1 
 fG�+1 �G�+1 g; (5.88)R�+2 = T�+2 
 fG�+1 �G�+1 g; (5.89)R��1 = T��1 
 fG��1 �G��1 g; (5.90)R��2 = T��2 
 fG��1 �G��1 g; (5.91)



68 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENDie im Fall P = C = +1 doppelt auftretende Darstellung E++ im Loop-Sektor ist hier zueinem Fall R++3 zusammengefasst. Es ist zu bea
hten, dass der gesamte Darstellungsraumim Loop-Sektor nat�urli
h zwei invariante Unterr�aume der Dimension zwei besitzt, die si
hna
h der irreduziblen Darstellung E++ der vollen kubis
hen Gruppe Oh transformieren.Sie k�onnen aber f�ur die folgende irreduzible Zerlegung separiert werden.Irreduzible Zerlegung der DarstellungF�ur die Zerlegung der Darstellung RPCk in ihre irreduziblen Anteile verwendet man einweiteres Mal Formel 1.10 aus Kapitel 1, wobei zus�atzli
h die beiden Relationen�R0
R00 (g) = �R0 (g) �R00 (g) (vgl. Theorem 31) (5.92)und �R0�R00 (g) = �R0 (g) + �R00 (g) (vgl. Fu�note 2.4.2, Seite 28) (5.93)verwendet werden. Unter Verna
hl�assigung der Parit�atsindizes P;C und des Nummerie-rungsindex k gilta� = 148Xi ni �� (Ci)�R (Ci)(5:92)= 148Xi ni �� (Ci) h�R�LS (Ci)�RMS (Ci)i(5:93)= 148Xi ni �� (Ci) h�R�LS (Ci) � ��G1 (Ci) + �G1 (Ci)�i : (5.94)Die Summe erstre
kt si
h �uber alle a
ht Klassen Ci der 48-elementigen Gruppe 2O (undni
ht 2Oh, vgl. Bemerkung unter Glei
hung (5.33)). Die Klassenst�arken ni ihrer KlassenE; J;C4; : : : ; C28 und die zugeh�origen Charaktere �� (Ci) ihrer irreduziblen Darstellungenentnimmt man den Charaktertabellen aus Unterabs
hnitt 2.2.1 bzw. 2.4.2. F�ur letzterehat man aufgrund der Ausf�uhrungen in Abs
hnitt 2.4 die folgenden Entspre
hungen zubea
hten9:9Beim �Ubergang von der kubis
hen Gruppe O zu deren �Uberlagerungsgruppe 2O bleibt die Klassen-struktur der kubis
hen Gruppe im Prinzip erhalten. Einige Klassen verdoppeln ledigli
h die Anzahl ihrerElemente, zwei Klassen spalten dur
h Hinzunahme der neuen Elemente in jeweils zwei Klassen auf. Hin-si
htli
h der gemeinsamen irreduziblen Darstellungen A1; : : : ; T2 der Gruppen O und 2O kann die Charak-tertabelle der kubis
hen Gruppe �ubernommen werden, wobei si
h in geeigneter Weise die Klassen von Omit denen von 2O identi�zieren lassen (vgl. Tabelle).



5.4. EIN WEITERES BEISPIEL 69konj. Klassen konj. Klassenin 2O in OEJ ) E12C4 6C28C268C6 ) 8C36C86C 08 ) 6C46C28 3C24Beispielsweise gilt somit �� �8C26� = �� (8C6) = �� (8C3) mit � = A1; : : : ; T2.Die Charaktere �R�LS (Ci) sind je na
h Wahl von R�LS mit geeignetem � 2 fA1; : : : ; T2gebenfalls aus der Charaktertabelle von O zu bestimmen. �G1 (Ci) �ndet si
h in 2.4.2.Man erh�alt f�ur den ersten FallR�LS = A++1 ; � = A++1 ; A++2 ; E++; T++1 ; T++2 ; G++1 ; G++2 ;H++
aA1 = 0 (5.95)aA2 = 0 (5.96)aE = 0 (5.97)aT1 = 0 (5.98)aT2 = 0 (5.99)aG1 = 2 (5.100)aG2 = 0 (5.101)aH = 0 (5.102)und somit insgesamt f�ur die irreduzible DarstellungR++1 = A++1 
 fG++1 �G++1 g = G++1 �G++1 = 2G++1 : (5.103)Der Darstellungsraum der Darstellung R++1 zerf�allt also in zwei invariante Unterr�aumeder Dimension 2, die si
h beide na
h der spinoriellen irreduziblen Darstellung G++1 derGruppe 2Oh transformieren.



70 KAPITEL 5. DARSTELLUNGEN �UBER SUSY-OPERATORENF�ur die weiteren F�alle erh�alt man:R++2 = A++2 
 fG++1 �G++1 g = 2G++2 ; (5.104)R++3 = E++ 
 fG++1 �G++1 g = 2H++; (5.105)R+�1 = T+�1 
 fG+�1 �G+�1 g = 2G+�1 � 2H+�; (5.106)R+�2 = T+�2 
 fG+�1 �G+�1 g = 2G+�2 � 2H+�; (5.107)R�+1 = T�+1 
 fG�+1 �G�+1 g = 2G�+1 � 2H�+; (5.108)R�+2 = T�+2 
 fG�+1 �G�+1 g = 2G�+1 � 2H�+; (5.109)R��1 = T��1 
 fG��1 �G��1 g = 2G��1 � 2H��; (5.110)R��2 = T��2 
 fG��1 �G��1 g = 2G��1 � 2H�� (5.111)Die Zerlegung der reduziblen Darstellung RPCk h�angt nur von der Vorgabe von R�LS abund ni
ht von der Wahl der P - bzw. C-Parit�at. Die jeweils als Basis f�ur dieRPCk dienendenSUSY-Operatoren unters
heiden si
h aber sehr wohl na
h ihren P - bzw. C-Eigenwerten.Konstruktion einer OrthonormalbasisDie Orthonormalbasis aus SUSY-Operatoren wird analog zu dem im Abs
hnitt 5.3.2 be-s
hriebenen Verfahren konstruiert, denn hierf�ur brau
ht man nur den Loop-Sektor zubetra
hten. Man interessiert si
h hierbei insbesondere f�ur die Darstellung, die im Kontinu-umslimes auf den niedrigsten Spinzustand f�uhrt, da dessen Korrelationsfunktion in Gitter-Monte-Carlo-Simulationen zur Bestimmung der Massen des SUSY-Teil
henspektrums dieTerme h�oherer dominiert.Dur
h klassenweises Aufsummieren der Darstellungsmatrizen erh�alt man Matrizen mitden Eigenwerten 6;�6; 0; 0; 0; 0 und den zugeh�origen Eigenvektoren
E = 8>>>>>>><>>>>>>>:

0BBBBBBB� 111111
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 1�1�1�111

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 0�11000
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �100010

1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� 0�10100
1CCCCCCCA ;0BBBBBBB� �100001

1CCCCCCCA
9>>>>>>>=>>>>>>>; : (5.112)

Der Darstellungsraum zerf�allt in drei invariante Unterr�aume mit den Dimensionen 1; 1; 4.Dies stimmt mit den Dimensionen der Darstellungen A++1 ,A++2 bzw. E++ �uberein. DieZerlegung ist damit abges
hlossen. Da sowohl A++1 als au
h A++2 die Dimension 1 besitzen,bleibt no
h die Frage, wel
her der eindimensionalen invarianten Unterr�aumen wel
her dereindimensionalen Darstellungen zuzuordnen ist.Um diese Frage zu kl�aren, betra
hten wir no
h einmal die in (5.57) erkl�arte reduzierteDarstellung ARA�1. Die Matrix A�1, die si
h spaltenweise aus den obigen Eigenvektoren



5.4. EIN WEITERES BEISPIEL 71zusammensetzt, transformieren die Darstellungsmatrizen der ausgew�ahlten Klasse in ihre"reduzierten\ Partner ADR(g)A�1, die na
h der Folgerung des Lemmas von S
hur (33)Blo
kdiagonalgestalt haben.Wir w�ahlen als Beispiel g = C2� und erhalten
ADR (C2a)A�1 = 0BBBBBBB� 1 �1 0 11 0 0 11 0

1CCCCCCCA : (5.113)
Wir lesen f�ur die obersten Bl�o
ke (1) und (�1) die Spuren direkt ab und verglei
hen siemit den Charakteren �A++1 (C2) = 1 und �A++2 (C2) = �1. Der erste Vektor aus E ist eineONB der Darstellung A++1 aus SUSY-Operatoren, der zweite entspre
hend zu A++2 :10Die analoge Zuordnung von Eigenvektoren zu den Darstellungen E++�E++ l�asst si
h f�urden dritten und vierten bzw. den f�unften und se
hsten Vektor anhand der beiden unterenBl�o
ke von (5.113) vornehmen.Die vierdimensionale DarstellungR++1 = A++1 
 fG++1 �G++1 g = G++1 �G++1 = 2G1++ (5.114)geht im Kontinuumslimes in einen Spin-1=2-Zustand �uber. Da bei Gitter-Monte-Carlo-Simulationen zur Bestimmung des Massenspektrums der in der N=1 SUSY-Yang-Mills-Theorie auftretenden Zust�ande der exponenzielle Abfall der zeitli
hen Korrelationsfunk-tion dur
h die Terme niedrigsten Spins dominiert wird, ist man an diesen zugeh�origenOperatoren vorrangig interessiert.Eine Orthonormalbasis erh�alt man, indem man die se
hs Operatoren O+i�; i = 1; : : : ; 6aufsummiert:Darstellung R Linearkombinationenvon 2Oh der SUSY-Operatoren2G++1 O+11 + +O+12 + +O+21 + +O+22 + +O+31 + +O+32 +

10Betra
htet man die f�ur die Reduktion gebildete Summe aller Darstellungsmatrizen einer Klassek1; : : : ; km, so stellt man fest, dass die Reduktion distributiv ist in folgendem SinneA Xi DR(ki)!A�1 =Xi ADR(ki)A�1 :Daher k�onnen wir s
hon am Vorzei
hen der Eigenwerte vonPiDR(ki) die Zugeh�origkeit der Eigenvektorenzu den Darstellungen A++1 bzw. A++2 vornehmen.
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Kapitel 6Computerprogramm zurTransformation und Konstruktioneiner Darstellung der 2O �uberSUSY-GitteroperatorenDie Untersu
hung des Transformationsverhaltens von SUSY-Gitteroperatoren unter dervollen �Uberlagerungsgruppe 2Oh und die darauf aufbauende Zerlegung in irreduzible Dar-stellungen nebst Konstruktion einer Orthonormalbasis ist ein m�uhevoller Prozess, der na
hanf�angli
hem Aufwand von einem Computer �ubernommen werden kann. In diesem Kapi-tel werde i
h ein von mir zu diesem Zwe
k ges
hriebenes Computerprogramm, das der inKapitel 5 erkl�arten Methode folgt, erl�autern. Das Programm ist in FORTRAN 90 ge-s
hrieben und verwendet einige Routinen der mathematis
hen Funktionsbibliothek IMSL.Es ist im Anhang C gelistet.Zun�a
hst gebe i
h eine Anleitung zum Gebrau
h des Programms. Hier werde i
h au
hbereits auf die Ein- und Ausgabe-Routinen eingehen und insbesondere das Format derEin- und Ausgabedateien spezi�zieren. In den darauf folgenden Abs
hnitten gehe i
h dannauf die Funktionsweise des Programms ein, indem i
h alle wi
htigen Routinen erl�autere.6.1 AnleitungDas Programm ist unter jedem System 
ompilierbar, auf dem folgende Voraussetzungenvorhanden sind:� ein FORTRAN 90-Compiler� die mathematis
he Funktionsbibliothek IMSL.Die IMSL-Bibliothek muss beim Linken eingebunden werden. Bevor man das Programmaufruft, muss die Eingabedatei im glei
hen Verzei
hnis wie das Programm selbst stehen.Na
h Programmaufruf wird man na
h dem Namen dieser Eingabedatei gefragt. Dieser73



74 KAPITEL 6. COMPUTERPROGRAMMmuss vollst�andig (also inklusive der Datei-endung) eingegeben werden. Die Eingabe wirdmit <Return> abges
hlossen. Ebenso wird man na
h dem gew�uns
hten Namen der Ausga-bedatei gefragt, die wiederum inklusive der gew�uns
hten Dateiendung eingegeben werdenmuss und mit <Return> zu best�atigen ist. Diese darf in dem Verzei
hnis, in dem si
h dasProgramm be�ndet, no
h ni
ht vorhanden sein. Die Benutzerfreundli
hkeit ist in diesenPunkten nur minimal.Das Programm produziert na
h erfolgrei
her Beendigung im Verzei
hnis, in dem si
h dasProgramm be�ndet, eine Datei mit dem vom Benutzer angegebenen Namen.Sowohl die Ein- als au
h die Ausgabedatei sind im Textformat (plain text).6.1.1 EingabedateiBevor der Benutzer das Programm aufruft, muss er die Eingabedatei s
hreiben und in dasVerzei
hnis spei
hern, in dem si
h das Programm be�ndet.Die Eingabe eines Loop-Operators ges
hieht dur
h die Eingabedatei, in der pro Zeile genaueine ganze Zahl steht. Der erste Eintrag muss aus programmte
hnis
hen Gr�unden dieAnzahl der Elemente des Loops sein. Dem folgt der Loop selbst, und zwar in der folgendenCodierung1:� Links werden dur
h den Index ihrer Ri
htung gekennzei
hnet (z.B. steht 3 f�ur Ux;3,-3 f�ur Ux;�3, wobei der Ort (x) passend gew�ahlt wird)� Majoranas (�) werden dur
h 0 gekennzei
hnetBei den Ri
htungen hat man eine Wahlfreiheit in Bezug auf die Reihenfolge der A
hsen,nur die relativen Ri
htungen m�ussen stimmen (Re
htssystem!).So wird z.B. der Majorana-Plaquette-Operators� qq q ,dessen algebrais
her Ausdru
k ges
hrieben wird alsTr fUx;���g = U rsx;���a(T a)sr = Trf�(x)U yx;�U yx+a�̂;�Ux+a�̂;�Ux;�g ; (6.1)in der Eingabedatei ges
hrieben als5012-1-2.1Die Codierung folgt der in Kapitel 5 erkl�arten Tupel-Notation f�ur SUSY-Operatoren.



6.2. FUNKTIONSWEISE DES PROGRAMMS 75Diese S
hreibweise ist an die in Abs
hnitt 5.1.2 erkl�arten L-Tupel angelehnt, die einenOperator symbolisieren.Das Programm kontrolliert ni
ht, ob der Benutzer eine korrekte Eingabedatei ges
hriebenhat, insbesondere au
h ni
ht, ob der Loop "g�ultig\ ist, d.h. ob er ges
hlossen ist. Es obliegtdem Benutzer, daf�ur Sorge zu tragen.26.1.2 AusgabedateiDie Ausgabedatei enth�alt die Endergebnisse (irreduzible Anteile der Darstellung und Or-thonormalbasis) in Form von Tabellen, wie sie in LATEX dur
h \input{Dateiname} ein-gebunden werden k�onnen. Hierf�ur m�ussen die Dateien die Endung .tex haben.6.2 Funktionsweise des ProgrammsIn diesem Abs
hnitt will i
h auf die Funktionsweise des Programms eingehen und diewi
htigsten Routinen und deren Ablauf erl�autern. Diese Darstellung erkl�art nur die f�urdie Re
hnung wi
htigen Variablen und Anweisungen. Die genaue Steuerung der Ein- undAusgabe ist daf�ur unerhebli
h.Das Programm beginnt mit den Variablendeklarationen. Die algorithmis
hen Variablenwerden an der Stelle erl�autert, wo sie vom Programm verwendet werden. Es folgt die Initia-lisierung bzw. Wertzuweisung von einigen Tabellen, die sp�ater im Programm Verwendung�nden und dort erkl�art sind. Dem s
hlie�t si
h das �O�nen der Ein- und Ausgabedateienan.I
h beginne meine Erl�auterungen bei der Kommentarzeile! **** Eingaben einlesen.6.2.1 EingaberoutineDie Eingaberoutine liest zun�a
hst die Anzahl der Elemente des zu betra
htenden Operatorsin die Variable links ein. Dann wird den im weiteren verwendeten Variablenfeldern dieentspre
hende Gr�o�e zugewiesen (allo
ate-Befehle).Die do - S
hleife liest aus der Eingabedatei die Urform des zu betra
htenden Loops ele-menteweise in das Feld urplaquette ein.6.2.2 Bere
hnung des Transformationsverhaltens aller m�ogli
hen LoopsIm ersten Re
hens
hritt werden alle m�ogli
hen Loops aus der Urform bere
hnet. Diesges
hieht dur
h elementeweise (d.h. Link-weise) Transformation. Hier wird die transform -Tabelle verwendet, die am Anfang des Programms dur
h die data - Anweisungen ausgef�ulltwurde. Sie gibt an, wie ein Link si
h unter der jeweiligen Transformation verh�alt.2Das Programm produziert au
h bei "ung�ultigen\ Eingaben eine Ausgabe, die dann nat�urli
h keinenSinn ma
ht.



76 KAPITEL 6. COMPUTERPROGRAMMDie transform -Tabelle m�o
hte i
h an dieser Stelle zur Verans
hauli
hung angeben3. Hiersind nur die ersten 24 Elemente (also die der einfa
hen kubis
hen Gruppe) aufgelistet.Dur
h Raumspiegelung gelangt man zu den n�a
hsten 24 Elementen, die die volle kubis
heGruppe komplettieren. Die Raumspiegelung ist glei
hzeitig eine P -Parit�atsoperation, eswird also das Vorzei
hen jedes Tupelelements umgekehrt. Die transform-Tabelle lautet:Operator id C4x C4y C4z C�14x C�14y C�14z C24x C24y C24zNummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Transformiert Link 1 1 1 -3 2 1 3 -2 1 -1 -12 2 3 2 -1 -3 2 1 -2 2 -23 3 -2 1 3 2 -1 3 -3 -3 3-1 -1 -1 3 -2 -1 -3 2 -1 1 1-2 -2 -3 -2 1 3 -2 -1 2 -2 2-3 -3 2 -1 -3 -2 1 -3 3 3 -30 0Operator C3� C3� C3
 C3Æ C�13� C�13� C�13
 C�13ÆNummer 11 12 13 14 15 16 17 18Transformiert Link 1 2 3 -2 3 -3 -2 -3 22 -3 -1 3 1 1 -3 -1 33 -1 -2 -1 2 -2 1 2 1-1 -2 -3 2 -3 3 2 3 -2-2 3 1 -3 -1 -1 3 1 -3-3 1 2 1 -2 2 -1 -2 -10 0Operator C2a C2b C2
 C2d C2e C2fNummer 19 20 21 22 23 24Transformiert Link 1 2 -2 3 -3 -1 -12 1 -1 -2 -2 3 -33 -3 -3 1 -1 2 -2-1 -2 2 -3 3 1 1-2 -1 1 2 2 -3 3-3 3 3 -1 1 -2 20 0Mit dem Befehlplaquette (i,n) = transform (urplaquette(n),i)wird dem n-ten Element des Loops Nummer i die i-te Transformation des n-ten Ele-mentes der Urform des Loops zugewiesen. Dies ges
hieht f�ur alle i; n, jedo
h zun�a
hstf�ur alle Transformationen, die keine C-Parit�atsoperation beinhalten (i = 1; : : : ; 48). Die3Anhand der Reihenfolge der Operatoren in der Tabelle l�asst si
h au
h die Nummerierung der Opera-toren, bzw. der dur
h sie gebildeten Transformierten der Urform des Loops na
hvollziehen.



6.2. FUNKTIONSWEISE DES PROGRAMMS 77C-Transformierten (i = 49; : : : ; 96) werden ans
hlie�end in der n�a
hsten S
hleife dur
hUmkehrung der Reihenfolge der Elemente aus den ersten (i = 1; : : : ; 48) gewonnen.Nun kann man das Transformationsverhalten dieser Loops untersu
hen. Im Kern desS
hleifenblo
ks wird dur
hif (plaquette(i,n)/=transform(plaquette(j,l),k))der i-te Loop mit der k-ten Transformierten des j-ten Loops elementeweise (f�ur alle nbzw. l) vergli
hen. Die Konstruktion aus S
hleifen und logis
hen Operationen, die die-sen Test umgibt, ist n�otig, da hier nur ein Repr�asentant stellvertretend f�ur seine ganze�Aquivalenzklasse von Loops steht, die dur
h zyklis
he Vertaus
hung der Elemente aus ihmhervorgeht. Diese zyklis
hen Vertaus
hungen m�ussen alle dur
hgef�uhrt werden.Bei �Ubereinstimmung wird dur
h den Eintragmatrix (j,k) = iin die Transformationsmatrix matrix festgehalten, dass der j-te Loop dur
h die k-te Trans-formation in den i-ten Loop �ubergeht. Der Vermerk in der liste kennzei
hnet den i-tenLoop als "existent\, mit dem E�ekt, dass bei unter allen 96 Loops mehrfa
h vorkommen-den Formen ein Vertreter (i) ausgew�ahlt wird.6.2.3 Auswahl einer P - und C-parit�atsinvarianten BasisNun muss eine P - und C-invariante Basis aus Loops gew�ahlt werden. Hierzu werden alleLoops, die auf der liste2=liste existieren, einzeln in die Basis einsortiert. Auf der liste2werden die bereits platzierten Loops "abgehakt\.Es werden zun�a
hst die P -, die C- und die PC-Transformierte (z.B. pplaquette des geradebetra
hteten Originalloops gebildet. Diese werden dann z.B. dur
hif (pplaquette(n)/=plaquette(j,l))elementeweise (f�ur alle n bzw. l) mit allen Loops (dur
h j indiziert) vergli
hen. Wiederummuss der gesamten �Aquivalenzklasse dur
h zyklis
he Vertaus
hung Re
hens
haft getragenwerden. Bei �Ubereinstimmung wird z.B. dur
hbasis (k,2,1:links) = plaquette (j,1:links)die P -Transformierte des Originalloops in die basis eingetragen. Der zweite Index derbasis ist erkl�art dur
h1 Originalloop2 P -Transformierte3 C-Transformierte4 PC-Transformierte,woraus in einem Basiselement die Summe gebildet wird.Der Index k z�ahlt die Anzahl der Basiselemente (also die Dimension der Darstellung) undwird f�ur sp�atere Re
hnungen aufbewahrt. Parallel zu basis steht in basisv die jeweiligeNummer des Loops eines Basisteils.



78 KAPITEL 6. COMPUTERPROGRAMMDie n�a
hste S
hleife kopiert aus programmierte
hnis
hen Gr�unden die Eintr�age von basisund basisv in die Variablenfelder base bzw. basev. Diese sind jeweils identis
h, bis aufdie �uber
�ussigen leeren Eintr�age am Ende des Feldes.46.2.4 Transformationsverhalten der PC-invarianten BasisNun kann das Transformationsverhalten der erstellten Basis untersu
ht werden. Hier die-nen die �au�ersten S
hleifen der Fallunters
heidung in P = �1, C = �1. Die vorzei
hender Summanden eines Basiselementes werden entspre
hend dem P - bzw. C-Parit�atseigen-wert eingestellt.Die n�a
hste S
hleife (Index trans) z�ahlt alle 96 Transformationen und f�ur jedes Elementder Basis (i=1,k) wird die Transformierte ("base0\)baseprime(l)=matrix(basev(i,l),trans)in allen 4 Summanden (Index l) gebildet.Diese Transformierte wird dann summandenweise mit allen Basiselementen vergli
henif (baseprime(l)==basev(j,m)),und bei �Ubereinstimmung (bis auf Vorzei
hen) wird ebendieses Vorzei
hen in die Tabelleder Darstellungsmatrizen transformation eingetragen.Abs
hlie�end werden die Charaktere der Darstellung dur
h Spurbildung jeweils eines Ver-treters jeder Klasse bere
hnet.6.2.5 Zerlegung in irreduzible DarstellungenNun muss die Darstellung no
h in irreduzible Anteile zerlegt werden. Hierzu wird wiederin die F�alle P = �1 und C = �1 unters
hieden.Es wird Formel (5.52) aus Kapitel 5 verwendet, die im Programm alsdo i=1,5do j=1,5a(i,p,
) = a(i,p,
) + nmu(j) * 
harakter(p,
,j) * 
hartab(p,i,j)end doend doers
heint. Hierbei ist 
hartab die am Anfang des Programms ausgef�ullte Charaktertabelleder Oh und nmu die M�a
htigkeit der Klasse C� ("n�\).6.2.6 Konstruktion einer OrthonormalbasisF�ur die Konstruktion einer Orthonormalbasis aus Loop-Operatoren folgt das Programmder in 5.3.2 vorgestellten Methode. Dazu m�ussen zun�a
hst die Darstellungsmatrizen klas-senweise aufsummiert werden. Diese Summen werden in 
mat gespei
hert. Zur weiteren4In FORTRAN m�ussen die Dimensionen (L�angen) von Feldern festgelegt sein, bevor sie verwendetwerden. Da die Anzahl der Basiselemente ni
ht von vornherein feststeht, m�ussen dur
h diesen Tri
k dieBasis-Felder auf die ri
htige L�ange gebra
ht werden.



6.2. FUNKTIONSWEISE DES PROGRAMMS 79Verarbeitung werden die Matrizen im Flie�komma-Format real ben�otigt, also muss derInhalt von 
mat in das Flie�komma-Feld 
matr �ubertragen werden.Die Diagonalisierung der 
mat wird von einer IMSL-Routine vorgenommen (
all ev
rg).Sie bere
hnet f�ur die Eingabe 
matr die Eigenwerte (eval(i,l,p,
)) und die Matrix derzugeh�origen Eigenvektoren (Amat(i,l,m,p,
). Der erste Index (i) dieser beiden Felderbezei
hnet die konjugierte Klasse, der n�a
hste Index (l) nummeriert die Eigenwerte bzw.die Eigenvektoren (deren Eintr�age wiederum dur
h den Index m unters
hieden werden).Die letzten beiden Indizes p,
 erlauben die Fallunters
heideung in P = �1; C = �1.Eine Kurzdokumentation der ev
rg-Routine ist bei [31℄ na
hzulesen, eine eingehende Be-handlung der Algorithmen �ndet man bei [30℄.Da die ev
rg-Routine die Eigenvektoren auf L�ange 1 normiert, wird na
h 
all ev
rgjedes Element mit dem Inversen des unmittelbar vorher ermittelten kleinsten Eintrags(little) multipliziert und dur
h nint() auf eine ganze Zahl im integer-Format gerundet,die in Amatint (Indizes analog zu Amat) gespei
hert wird. Au
h die Eigenwerte evalwerden zu ganzzahligen integer-Variablen (evalint) konvertiert.6.2.7 AusgabeDie Ausgabe erfolgt mittels write in die Ausgabedatei, deren Namen der Benutzer amStart des Programms interaktiv angegeben hat. Die erzeugte Datei kann direkt in einLATEX-Dokument eingebunden werden. Die ausgegebenen Ergebnisse bes
hr�anken si
h aufdie irreduzible Zerlegung der Darstellung im Loop-Sektor und eine Orthonormalbasis ausLoop-Operatoren. Zwis
hen den Zei
henkettenkonstanten, die die LATEX-Syntax herstellen,werden die Inhalte der Variablenfelder basis (P -C-invariante Basis), k (Dimension derDarstellung), a (irreduzible Anteile), evalint (Eigenwerte der ONB-Konstruktion) unddie Orthonormalbasis Amatint ausgegeben.6.2.8 Erweiterungsvors
hlagMit wenig M�uhe kann das Programm erweitert werden um, f�ur den Fall eines einzelnauftretenden Majorana-Feldern, au
h no
h den letzten S
hritt der irreduziblen Zerlegungder Produktdarstellung zu �ubernehmen. Die ents
heidende Anweisung ist na
h der Zerle-gungsformel (5.94) aus Kapitel 5:do j=1,8do i=1,8a(j,p,
)=a(j,p,
) + n(i)* 
hartab2O(p,j,i)&*
hartab2O(p,R,i) * 2*
hartab2O(p,6,i)end doa(j,p,
) = a(j,p,
)/48end do.Sie wird f�ur alle im Plaquette-Sektor vertretenen Darstellungen R ausgef�uhrt und bedarfeiner vorherigen Belegung der Charaktertabelle der �Uberlagerungsgruppe 2O (
hartab2O)



80 KAPITEL 6. COMPUTERPROGRAMMund der Klassenst�arken n(i). Die Bezei
hnungsweise ist hier so gew�ahlt, dass sie mitFormel (5.94) verglei
hbar ist5 (j entspre
he �).Das Programm ist in s
hriftli
her Form im Anhang C gelistet und als FORTRAN 90-Quell
ode auf dem beiliegenden Datentr�ager in der Datei transformation.f90 vorhan-den. Ausserdem enth�alt er ein Beispiel f�ur eine Eingabedatei (beispiel.dat).

5Die Variablen m�ussen f�ur den Einbau in das Programm anders benannt werden, um Kon
ikte mitbereits vorhandenen Variablen zu vermeiden.



Kapitel 7ErgebnisseIn diesem Kapitel will i
h in Form von Tabellen einige Ergebnisse der Computerre
hnungenangeben. Die Form folgt den aus Kapitel 5 bekannten Tabellen. Die hier betra
htetenSUSY-Operatoren sind ni
ht so einfa
h Spinzust�anden zuzuordnen (z.B. anhand von denTabellen auf S. 40). Man ho�t, dass wenigstens Anteile der hier pr�asentierten irreduziblenDarstellungen im Kontinuumslimes physikalis
h sinnvolle Ergebnisse liefern.

81



82 KAPITEL 7. ERGEBNISSEs� s��q qBasis aus P - und C-invarianten Loop-Operatoren� O�1� = [0; 1; 0; 2;�1;�2℄�� O�2� = [0; 1; 0; 3;�1;�3℄�� O�3� = [0;�3; 0; 2; 3;�2℄�� O�4� = [0; 2; 0;�1;�2; 1℄�� O�5� = [0; 2; 0;�3;�2; 3℄�� O�6� = [0; 3; 0;�1;�3; 1℄�Dimension von RPC : 6Irreduzible Anteile der Darstellung:irred. Darst. von Oh APC1 APC2 EPC TPC1 TPC2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3P = +1; C = +1 1 1 2 0 0P = +1; C = �1 0 0 0 1 1P = �1; C = +1 0 0 0 1 1P = �1; C = �1 0 0 0 1 1



83Orthonormalbasis:P = +1; C = +1Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0Loop-Op. O+1+ O+2+ O+3+ O+4+ O+5+ O+6+A++1 1 1 1 1 1 1A++2 1 -1 -1 -1 1 1E++ -1 0 0 0 0 1-1 0 0 0 1 0E++ 0 -1 0 1 0 00 -1 1 0 0 0P = +1; C = �1Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O+1� O+2� O+3� O+4� O+5� O+6�T+�1 0 -1 0 0 0 1-1 0 0 1 0 00 0 1 0 1 0T+�2 0 1 0 0 0 10 0 -1 0 1 01 0 0 1 0 0P = �1; C = +1Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O�1+ O�2+ O�3+ O�4+ O�5+ O�6+T�+1 0 0 0 -1 0 1-1 0 1 0 0 00 1 0 0 1 0T�+2 0 0 0 1 0 10 -1 0 0 1 01 0 1 0 0 0P = �1; C = �1Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O�1� O�2� O�3� O�4� O�5� O�6�T��1 -1 1 0 0 0 00 0 0 -1 1 00 0 1 0 0 1T��2 1 1 0 0 0 00 0 0 1 1 00 0 -1 0 0 1



84 KAPITEL 7. ERGEBNISSEs� q ��q sDieser Operator ist invariant unter Raumspiegelungen, weswegen nur der positive P -Parit�atseigenwert auftritt.Basis aus P - und C-invarianten Loop-Operatoren� O�1� = [0; 1; 2; 0;�1;�2℄�� O�2� = [0; 1; 3; 0;�1;�3℄�� O�3� = [0;�3; 2; 0; 3;�2℄�� O�4� = [0; 2;�1; 0;�2; 1℄�� O�5� = [0; 1;�3; 0;�1; 3℄�� O�6� = [0; 3; 2; 0;�3;�2℄�Dimension von RPC : 6Irreduzible Anteile der Darstellung:irred. Darst. von Oh APC1 APC2 EPC TPC1 TPC2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3P = +1; C = +1 1 0 1 0 1P = +1; C = �1 0 1 1 1 0



85Orthonormalbasis:P = +1; C = +1Eigenwerte: 6, 0, 0, 2, 2, 2Loop-Op. O+1+ O+2+ O+3+ O+4+ O+5+ O+6+A++1 1 1 1 1 1 1E++ -1 0 1 -1 0 1-1 1 0 -1 1 0T++2 0 -1 0 0 1 0-1 0 0 1 0 00 0 -1 0 0 1P = +1; C = �1Eigenwerte: -6, 0, 0, -2, -2, -2Loop-Op. O+1� O+2� O+3� O+4� O+5� O+6�A+�2 -1 1 1 1 1 1E+� 1 1 0 -1 1 01 0 1 -1 0 1T+�1 0 -1 0 0 1 00 0 -1 0 0 11 0 0 1 0 0



86 KAPITEL 7. ERGEBNISSEs ��� sq q qqBasis aus P - und C-invarianten Loop-Operatoren� O�1� = [0; 1; 0; 1; 2;�1;�1;�2℄�� O�2� = [0; 1; 0; 1; 3;�1;�1;�3℄�� O�3� = [0;�3; 0;�3; 2; 3; 3;�2℄�� O�4� = [0; 2; 0; 2;�1;�2;�2; 1℄�� O�5� = [0; 1; 0; 1;�3;�1;�1; 3℄�� O�6� = [0; 3; 0; 3; 2;�3;�3;�2℄�� O�7� = [0; 1; 0; 1;�2;�1;�1; 2℄�� O�8� = [0; 2; 0; 2;�3;�2;�2; 3℄�� O�9� = [0; 3; 0; 3;�1;�3;�3; 1℄�� O�10� = [0; 3; 0; 3; 1;�3;�3;�1℄�� O�11� = [0;�2; 0;�2;�3; 2; 2; 3℄�� O�12� = [0; 2; 0; 2; 1;�2;�2;�1℄�Dimension von RPC : 12Irreduzible Anteile der Darstellung:irred. Darst. von Oh APC1 APC2 EPC TPC1 TPC2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3P = +1; C = +1 1 1 2 1 1P = +1; C = �1 1 1 2 1 1P = �1; C = +1 0 0 0 2 2P = �1; C = �1 0 0 0 2 2



87Orthonormalbasis:P = +1; C = +1Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O+1+ O+2+ O+3+ O+4+ O+5+ O+6+ O+7+ O+8+ O+9+ O+10+ O+11+ O+12+A++1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1A++2 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1E++ 0 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 10 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0E++ -1 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 0-1 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 0T++1 0 0 -1 0 0 1 0 -1 0 0 1 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 10 1 0 0 -1 0 0 0 -1 1 0 0T++2 -1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 10 0 1 0 0 -1 0 -1 0 0 1 00 -1 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0P = +1; C = �1Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O+1� O+2� O+3� O+4� O+5� O+6� O+7� O+8� O+9� O+10� O+11� O+12�A+�1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1A+�2 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1E+� 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 00 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1E+� -1 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 0-1 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 0T+�1 0 0 -1 0 0 1 0 -1 0 0 1 00 1 0 0 -1 0 0 0 -1 1 0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 1T+�2 0 0 1 0 0 -1 0 -1 0 0 1 00 -1 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0-1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 1



88 KAPITEL 7. ERGEBNISSEP = �1; C = +1Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O�1+ O�2+ O�3+ O�4+ O�5+ O�6+ O�7+ O�8+ O�9+ O�10+ O�11+ O�12+2T�+1 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1 00 -1 0 1 1 0 0 -2 0 0 0 1-1 1 1 -1 0 0 0 1 1 0 0 0-1 0 1 1 1 0 0 -1 0 0 1 01 -1 0 0 -1 0 1 0 0 0 0 0-2 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 02T�+2 0 -1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0-1 -1 -1 1 0 0 0 1 1 0 0 01 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 00 -1 0 1 1 0 0 2 0 0 0 1-1 0 -1 -1 -1 0 0 -1 0 1 0 02 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0P = �1; C = �1Eigenwerte: 6, 6, 6, 6, 6, -6, -6, -6, -6, -6, -6, 0Loop-Op. O�1� O�2� O�3� O�4� O�5� O�6� O�7� O�8� O�9� O�10� O�11� O�12�2T��1 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1 00 -1 0 1 1 0 0 -2 0 0 0 1-1 1 1 -1 0 0 0 1 1 0 0 0-1 0 1 1 1 0 0 -1 0 1 0 01 -1 0 0 -1 0 1 0 0 0 0 0-2 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 02T��2 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 -1 0 00 0 0 0 0 0 0 1 -1 1 -1 20 1 0 0 0 -1 1 0 -1 0 -1 10 -1 0 0 1 0 0 0 1 -1 2 -21 1 0 0 0 1 0 0 0 1 -1 10 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 0 -1



89s ��� qq q qsBasis aus P - und C-invarianten Loop-Operatoren� O�1� = [0; 1; 1; 0; 2;�1;�1;�2℄�� O�2� = [0; 1; 1; 0; 3;�1;�1;�3℄�� O�3� = [0;�3;�3; 0; 2; 3; 3;�2℄�� O�4� = [0; 2; 2; 0;�1;�2;�2; 1℄�� O�5� = [0; 2; 2; 0;�3;�2;�2; 3℄�� O�6� = [0; 3; 3; 0;�1;�3;�3; 1℄�Dimension von RPC : 6Irreduzible Anteile der Darstellung:irred. Darst. von Oh APC1 APC2 EPC TPC1 TPC2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3P = +1; C = +1 1 1 2 0 0P = +1; C = �1 0 0 0 1 1P = �1; C = +1 0 0 0 1 1P = �1; C = �1 0 0 0 1 1



90 KAPITEL 7. ERGEBNISSEOrthonormalbasis:P = +1; C = +1Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0Loop-Op. O+1+ O+2+ O+3+ O+4+ O+5+ O+6+A++1 1 1 1 1 1 1A++2 1 -1 -1 -1 1 1E++ -1 0 0 0 0 1-1 0 0 0 1 0E++ 0 -1 0 1 0 00 -1 1 0 0 0P = +1; C = �1Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O+1� O+2� O+3� O+4� O+5� O+6�T+�1 0 -1 0 0 0 1-1 0 0 1 0 00 0 1 0 1 0T+�2 0 1 0 0 0 10 0 -1 0 1 01 0 0 1 0 0P = �1; C = +1Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O�1+ O�2+ O�3+ O�4+ O�5+ O�6+T�+1 0 0 0 -1 0 1-1 0 1 0 0 00 1 0 0 1 0T�+2 0 0 0 1 0 10 -1 0 0 1 01 0 1 0 0 0P = �1; C = �1Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O�1� O�2� O�3� O�4� O�5� O�6�T��1 -1 1 0 0 0 00 0 0 -1 1 00 0 1 0 0 1T��2 1 1 0 0 0 00 0 0 1 1 00 0 -1 0 0 1



91s ��� qq q sqBasis aus P - und C-invarianten Loop-Operatoren� O�1� = [0; 1; 1; 2; 0;�1;�1;�2℄�� O�2� = [0; 1; 1; 3; 0;�1;�1;�3℄�� O�3� = [0;�3;�3; 2; 0; 3; 3;�2℄�� O�4� = [0; 2; 2;�1; 0;�2;�2; 1℄�� O�5� = [0; 1; 1;�3; 0;�1;�1; 3℄�� O�6� = [0; 3; 3; 2; 0;�3;�3;�2℄�� O�7� = [0; 1; 1;�2; 0;�1;�1; 2℄�� O�8� = [0; 2; 2;�3; 0;�2;�2; 3℄�� O�9� = [0; 3; 3;�1; 0;�3;�3; 1℄�� O�10� = [0; 3; 3; 1; 0;�3;�3;�1℄�� O�11� = [0;�2;�2;�3; 0; 2; 2; 3℄�� O�12� = [0; 2; 2; 1; 0;�2;�2;�1℄�Dimension von RPC : 12Irreduzible Anteile der Darstellung:irred. Darst. von Oh APC1 APC2 EPC TPC1 TPC2Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3P = +1; C = +1 1 1 2 1 1P = +1; C = �1 1 1 2 1 1



92 KAPITEL 7. ERGEBNISSEOrthonormalbasis:P = +1; C = +1Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O+1+ O+2+ O+3+ O+4+ O+5+ O+6+ O+7+ O+8+ O+9+ O+10+ O+11+ O+12+A++1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1A++2 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1E++ 0 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 10 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 0E++ -1 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 0-1 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 0T++1 0 0 -1 0 0 1 0 -1 0 0 1 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 10 1 0 0 -1 0 0 0 -1 1 0 0T++2 -1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 10 0 1 0 0 -1 0 -1 0 0 1 00 -1 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0P = +1; C = �1Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, -2, -2, -2Loop-Op. O+1� O+2� O+3� O+4� O+5� O+6� O+7� O+8� O+9� O+10� O+11� O+12�A+�1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1A+�2 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 -1E+� 0 -1 1 0 -1 1 0 0 0 0 0 00 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1E+� -1 0 0 0 0 0 -1 0 1 1 0 0-1 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 0T+�1 0 0 -1 0 0 1 0 -1 0 0 1 00 1 0 0 -1 0 0 0 -1 1 0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 1T+�2 0 0 1 0 0 -1 0 -1 0 0 1 00 -1 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0-1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 1



Zusammenfassung und Ausbli
kThema dieser Arbeit war eine gruppentheoretis
he Untersu
hung von supersymmetris
henGitter-Operatoren, die zur Massenbestimmung der in derN = 1 SUSY-Yang-Mills-Theorieauftretenden Zust�ande im Rahmen von Monte-Carlo-Simulationen herangezogen werden.Sol
he Simulationen sind insbesondere bei Energien, f�ur die die Re
hnungen ni
ht pertur-bativ dur
hgef�uhrt werden k�onnen, von Interesse. Meine Untersu
hung basierte dabei aufder von F. Heitger im Rahmen seiner Diplomarbeit [10℄ entwi
kelten Ausweitung dervon Berg und Billoire in [11℄, [12℄ dur
hgef�uhrten Klassi�zierung von Wilson Loopsna
h ihrem Transformationsverhalten unter der kubis
hen Gruppe O auf eine supersym-metris
he Gitterei
htheorie unter Verwendung der �Uberlagerungsgruppe 2O.Zu diesem Zwe
k habe i
h na
h der Bereitstellung der gruppentheoretis
hen Hilfsmittelund einer Motivation, in SUSY-Quantenfeldtheorien neben Bosonen au
h fermionis
he An-teile in die Ei
htheorie einzuf�uhren, einen Abriss �uber die Gitterei
htheorie mit Betonungauf der N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie gegeben. Dana
h habe i
h den in [10℄ entwi
kel-ten Vors
hlag zur Klassi�zierung von SUSY-Gitteroperatoren aufgegri�en und anhandeiniger Beispiele in zusammenh�angender Form reproduziert. Die hierbei verwendete Vor-gehensweise lie� si
h nun auf eine 
omputergest�utzte Analyse der Transformationseigen-s
haften von Gitteroperatoren �ubertragen, die in Kapitel 6 vorgestellt wird. Hierbei legtei
h gro�en Wert auf eine ausf�uhrli
he Dokumentation des Algorithmus. Das letzte Kapitelenth�alt einige Ergebnisse dieser Computerre
hnungen.Das Ziel der dur
hgef�uhrten Analyse sollte eine AuÆndung geeigneter SUSY-Gitteroperatorenf�ur Monte-Carlo-Re
hnungen zur Massenbestimmung von SUSY-Zust�anden sein. Das Trans-formationsverhalten der betra
hteten Operatoren h�oherer Komplexit�at zeigt dabei Antei-le die Zust�anden mit vers
hiedenen Spin-Eigenwerten entspre
hen. Diese m�ussen erst imKontinuumslimes auf physikalis
h sinnvolle Zust�ande hin �uberpr�uft werden.
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94 KAPITEL 7. ERGEBNISSEF�ur das weitere Vorgehen seien no
h ein paar Ans�atze gegeben. Zun�a
hst folgen k�onntedie Analyse weiterer Gitteroperatoren mit dem Computerprogramm. Hier kann z.B. au
hmit Hilfe der in Abs
hnitt 6.2.8 angegebenen Erweiterung das Transformationsverhaltenvon SUSY-Operatoren mit halbzahligem Spin auf eÆziente Weise bere
hnet werden. Desweiteren erwartet man bei der Analyse des Transformationsverhalten von Zust�anden mitdrei Majorana-Spinoren ein Verhalten mit Spin-32-Anteilen (siehe hierzu [32℄), was beiGitterdiskretisierung zu Operatoren f�uhren sollte, die ein Transformationsverhalten unterder Darstellung H der �Uberlagerung der kubis
hen Gruppe 2O zeigen. Ferner k�onnengeeignete Kombinationen von hier betra
hteten Operatoren in Monte-Carlo-Simulationenzur Bestimmung der Massen des Teil
henspektrums der N = 1 SUSY-Yang-Mills-Theoriedienen.



Anhang ARegul�are DarstellungDie Verkn�upfungstabelle einer Gruppe besteht aus Spalten, die alle m�ogli
hen Permuta-tionen einer Spalte darstellen. Ordnet man die Zeilen (oder Spalten) so um, dass auf derHauptdiagonalen stets das neutrale Element steht, so ergibt si
h na
h den Gruppenaxio-men, dass die Zeilen mit den zu den Spalten geh�orenden inversen nummeriert werden.Man de�niert nun f�ur jedes gi; i 2 f1; : : : ; ngg die regul�aren Darstellungsmatrizen dur
h[6℄ Dregkl (gi) = Æ �gkgig�1l � mit 1 � k; l � nG ; (A.1)wobei Æ (gi) = ( 1 falls gi = e0 sonst (A.2)ist. Man konstruiert also aus der Verkn�upfungstabelle die Darstellungsmatrix1 f�ur einGruppenelement g indem man an den Stellen, wo g auftritt eine 1 s
hreibt und �uberallanders eine Null. Die Anzahl der nG-dimensionalen Darstellungsmatrizen ist also geradeglei
h nG.Die so gefundene Darstellung ist na
h [4℄ treu.Theorem Die regul�are Darstellung enth�alt jede ni
ht-�aquivalente, irreduzible Darstellungder Gruppe G genau sooft, wie ihre Dimension ist.Beweis: Na
h Formel (1.10) aus Theorem 25 gilta� = 1nG Xg ��y (g)�reg (g) = 1nG��y (e)�reg(e)| {z }nG = d� (A.3)und damit das Theorem. 2
1Dass diese Matrizen �uberhaupt eine Darstellung de�nieren lese man in [3℄.95



96 ANHANG A. REGUL�ARE DARSTELLUNGDa die Dimension der regul�aren Darstellung einerseits na
h Konstruktion nG ist, ande-rerseits aber au
h glei
h der Summe der Dimensionen der in der regul�aren Darstellungenthaltenen irreduziblen Darstellungen sein mu�, gilt zusammen mit obigem Theorem inder Tat X� (d� � a�) =X� (d� � d�) =X� d�2 = nG ; (A.4)und (1.6) aus Theorem 22 ist bewiesen.



Anhang BMajorana-SpinorenDira
-Spinoren sind aus zwei Weyl-Spinoren zusammengesetzte Spinoren, die in der Weyl-Darstellung die Form  =   L R ! (B.1)besitzen, wobei  L und  R je zweikomponentige Weyl-Spinoren darstellen, die si
h na
hder linken bzw. re
hten Fundamentaldarstellung der Lorentzgruppe transfomieren.Im Minkowski-Raum erh�alt man einen Majorana-Spinor, indem man an einen allgemeinenDira
-Spinor die Bedingung � �  y
0 =  tC (B.2)stellt. Dabei ist in minkowskis
her Formulierung
0 =  0 1111 0 ! (B.3)und C die Ladungskonjugationsmatrix.Ein Majorana-Spinor  M geht also wegen (B.2) bei Ladungskonjugation in si
h selbst�uber, also  CM =  M ; (B.4)und besitzt daher anstatt der vier komplexen Freiheitsgrade eines Dira
-Spinors ledigli
hzwei komplexe bzw. vier reelle Parameter. Die Ladungskonjugation ist dabei dur
h [18℄ C = C � t (B.5)mit C =  i�2 00 �i�2 ! (B.6)de�niert. 97



98 ANHANG B. MAJORANA-SPINORENGibt man die Hermitizit�atseigens
haft der minkowskis
hen Formulierung auf, so l�asst si
hein euklidis
her Majorana-Spinor dur
h die Relation�� = �tC (B.7)de�nieren. In der Weyl-Darstellung s
hreibt si
h damit der Majorana-Spinor gem�a�� =  |A�| _A ! ; (B.8)wobei |A ein linksh�andiger Weyl-Spinor ist. F�ur weitere Anmerkungen zu Majorana-Spinoren in euklidis
her Formulierung konsultiere man [28℄ und die darin angegebenenReferenzen.An dieser Stelle seien ledigli
h zwei Re
henregeln f�ur Grassmann-wertige Majorana-Spinoren und � angegeben, wobei die erste in Kapitel 5 Verwendung �ndet:� � = �� (B.9)� 
�� = ���
� (B.10)Beide Relationen weist man mit Hilfe der de�nierenden Eigens
haft des Ladungskonjuga-tionsoperators C na
h: � � = ( � �)t= ( tC�)t= ��tCt = �tC = �� ; (B.11)bzw. � 
�� = ( � 
��)t= ( tC
��)t= ��t
t�Ct = �t
t�C = ��tC
� = ���
� : (B.12)



Anhang CProgrammDas Programm transformation bere
hnet f�ur einen vorgegebenen Loop-Operator seinTransformationsverhalten im Plaquette-Sektor unter der (vollen) kubis
hen Gruppe undseinen irreduziblen Darstellungsgehalt. Ans
hlie�end wird eine Orthonormalbasis aus P-und C-invarianten Loop-Operatoren generiert. Das Programm ist in FORTRAN 95 ge-s
hrieben und verwendet einige Routinen der mathematis
hen Funktionsbibliothek IMSL.Das Programm generiert aus dem eingegebenen Loop alle m�ogli
hen kubis
hen Transfor-mationen. Es bildet eine P -C-invariante Basis aus diesen Transformierten, untersu
ht dasTransformationsverhalten der Basis unter der vollen kubis
hen Gruppe und generiert zumS
hluss eine Orthonormalbasis.Die Ausgabe erfolgt in einer Textdatei, die LATEX-f�ahige Tabellen enth�alt, die in LATEX-Dokumente kopiert oder eingebunden werden k�onnen.Das Programm ist auf den folgenden Seiten gelistet.
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100 ANHANG C. PROGRAMMprogram transformation! ************* Variablendeklarationenimpli
it integer (i,j,k,l,m,n) ! Zaehler und Indi
es! Systemvariablen
hara
ter (1) :: pind,
ind
hara
ter (20) :: eingabedatei, ausgabedatei ! Dateinamen
hara
ter (LEN=5), dimension(25) :: aus5 ! Ausgabevariable
hara
ter (LEN=6), dimension(25) :: aus6 ! Ausgabevariable
hara
ter (LEN=10), dimension(25) :: aus10 ! Ausgabevariable
hara
ter (LEN=14), dimension(25) :: aus14 ! Ausgabevariable
hara
ter (LEN=30), dimension(25) :: aus30 ! Ausgabevariable
hara
ter (3) :: 
har ! Typkonversionsvariablelogi
al :: glei
h, glei
hlink, psymm, psymmlink, 
symm, 
symmlink, &
psymm, 
psymmlink ! Logis
he Variablen fuer Tests in S
hleifenlogi
al, dimension(1:96) :: liste=.FALSE. ! (s.u.)logi
al, dimension(1:96) :: liste2integer :: trans! Algorithmis
he Variableninteger :: links ! Anzahl der Links und Majoranas in dem Loopinteger, allo
atable, dimension(:) :: urplaquette ! Urform des Loopinteger, allo
atable, dimension(:,:) :: plaquette ! Alle moegli
hen Loopsinteger, allo
atable, dimension(:) :: pplaquette ! P-Transformierteinteger, allo
atable, dimension(:) :: 
plaquette ! C-Transformierteinteger, allo
atable, dimension(:) :: 
pplaquette ! C-P-Transformierteinteger, allo
atable, dimension(:,:,:) :: basis ! Basisinteger, dimension(1:96,1:4) :: basisv ! Indi
es B.-El'teinteger, allo
atable, dimension(:,:,:) :: base ! wie Basisinteger, allo
atable, dimension(:,:) :: basev ! wie basisvinteger, allo
atable, dimension(:,:,:,:,:) :: transformation! Transformationsmatrizen fuer Loopsinteger, dimension(-3:3,1:96) :: transform! Transformationstabelle fuer Linksinteger, dimension(1:96,1:96) :: matrix=0! Transformationsmatrix fuer alle Loopsinteger, dimension(0:4) :: vorzei
hen! Vorzei
hen in dem PC-invarianten Loopinteger, dimension(1:4) :: ident ! Vor Ort erklaertinteger :: p,
 ! Indi
es fuer P- bzw. C- Paritaet



101integer, dimension(-1:1,-1:1,1:10) :: 
harakter! Charaktere der Transformations-Klasseninteger, dimension(1:4) :: baseprime ! Basis'integer, dimension(-1:1,1:5,1:10) :: 
hartab! Charaktertabelle der vollen kub. Gruppeinteger, dimension(1:5,-1:1,-1:1) :: a =0 ! Irreduzibler Darstellungsgehaltinteger, dimension(1:10) :: nmu ! n_mue, Vektor der Klaasengroesseninteger, allo
atable, dimension(:,:,:,:,:) :: 
matreal, allo
atable, dimension(:,:,:,:,:) :: 
matr
omplex, allo
atable, dimension(:,:,:,:,:) :: Amat
omplex, allo
atable, dimension(:,:,:,:) :: evalinteger, allo
atable, dimension(:,:,:,:,:) :: Amatintinteger, allo
atable, dimension(:,:,:,:) :: evalintreal :: little! Initialisierung der Klassengroessedata nmu (1:10) /1,6,8,6,3,1,6,8,6,3/! Initialisierung der Charaktertabelle der vollen kub. Gruppe Ohdata 
hartab (1,1,1:5) /1, 1, 1, 1, 1/data 
hartab (1,2,1:5) /1, -1, 1, -1, 1/data 
hartab (1,3,1:5) /2, 0, -1, 0, 2/data 
hartab (1,4,1:5) /3, -1, 0, 1, -1/data 
hartab (1,5,1:5) /3, 1, 0, -1, -1/
hartab (1,1:5,6:10) = 
hartab (1,1:5,1:5)
hartab (-1,1:5,1:5) = 
hartab (1,1:5,1:5)
hartab (-1,1:5,6:10) = -
hartab (1,1:5,1:5)! Initialisierung der transform-Tabelle, die einzelne Links transformiertdata transform (0,1:24) /24 * 0/data transform (1,1:24) &/1,1,-3,2,1,3,-2,1,-1,-1,2,3,-2,3,-3,-2,-3,2,2,-2,3,-3,-1,-1/data transform (2,1:24) &/2,3,2,-1,-3,2,1,-2,2,-2,-3,-1,3,1,1,-3,-1,3,1,-1,-2,-2,3,-3/data transform (3,1:24) &/3,-2,1,3,2,-1,3,-3,-3,3,-1,-2,-1,2,-2,1,2,1,-3,-3,1,-1,2,-2/transform (1,25:48) = -transform(1,1:24)transform (2,25:48) = -transform(2,1:24)transform (3,25:48) = -transform(3,1:24)



102 ANHANG C. PROGRAMMtransform (-1,1:24) = -transform(1,1:24)transform (-2,1:24) = -transform(2,1:24)transform (-3,1:24) = -transform(3,1:24)transform (-1,25:48) = -transform(-1,1:24)transform (-2,25:48) = -transform(-2,1:24)transform (-3,25:48) = -transform(-3,1:24)transform (-3:3,49:96) = transform (-3:3,1:48)! **************** Files oeffnenwrite (*,*) "Datei fuer Eingabe?"read (*,*) eingabedateiopen (UNIT=30, FILE=eingabedatei, STATUS="OLD", ACTION="READ", IOSTAT=ios)if (.NOT. ios == 0) thenwrite (*,*) "Fehler beim Oeffnen der Eingabedatei"end ifwrite (*,*) "Datei fuer Ausgabe?"read (*,*) ausgabedateiopen (UNIT=31, FILE=ausgabedatei, STATUS="NEW", ACTION="WRITE", IOSTAT=ios)if (.NOT. ios == 0) thenwrite (*,*) "Fehler beim Oeffnen der Ausgabedatei"end if! ***************** Eingaben einlesenread (30,*) links! Am Anfang der Datei steht die Anzahl der Links und Majoranas! Groessenzuweisungen auf Anzahl der Links und Majoranas:allo
ate (urplaquette (1:links))allo
ate (plaquette (1:96,1:links))allo
ate (basis (1:96,1:4,1:links))allo
ate (pplaquette (1:links))allo
ate (
plaquette (1:links))allo
ate (
pplaquette (1:links))do i=1,links ! Einlesen der Urform des Loops aus Dateiread (30,*) urplaquette (i)end do



103! ***************** Re
hnung! Alle moegli
hen Loops aus der Urform bere
hnendo i=1,48do n=1,linksplaquette (i,n) = transform (urplaquette(n),i)end doend dodo i=1,48 ! Die C-gespiegelten Plaquettenplaquette (i+48,1) = plaquette (i,1)plaquette (i+48,2:links) = plaquette (i,links:2:-1)end do! Transformationsverhalten bere
hnendo k=1,48do j=1,96do i=1,96glei
h = .FALSE.do m=0,links-1! m ist der Offset fuer Reihenfolge der Zyklis
hen Links einer Plaquetteglei
hlink=.TRUE.! Alle Links muessen uebereinstimmen, damit die Plaquetten glei
h sinddo l=1,linksn=l+mif (n>links) n=n-linksif (plaquette(i,n)/=transform(plaquette(j,l),k)) thenglei
hlink=.FALSE.end ifend doglei
h = glei
h .OR. glei
hlinkend doif (glei
h .AND. matrix (j,k)==0) thenmatrix (j,k) = i! Plaquette j dur
h Transformation k in Plaquette iliste(i)=.TRUE.end ifend doend doend do



104 ANHANG C. PROGRAMM! P-C-invariante Basis bere
hnenliste2=listek=0 ! k zaehlt die Anz. der Basiselementedo i=1,96if (liste2(i)) thenliste2(i)=.FALSE.k=k+1pplaquette(1:links)=-plaquette(i,1:links)
plaquette(1)=-plaquette(i,1)
plaquette(links:2:-1)=-plaquette(i,2:links)
pplaquette(1)=-pplaquette(1)
pplaquette(links:2:-1)=-pplaquette(2:links)basis (k,1,1:links) = plaquette(i,1:links)basisv (k,1)=ido j=1,96if (liste(j)) thenpsymm = .FALSE.
symm = .FALSE.
psymm = .FALSE.do m=0,links-1psymmlink=.TRUE.
symmlink=.TRUE.
psymmlink=.TRUE.do l=1,linksn=l+mif (n>links) n=n-linksif (pplaquette(n)/=plaquette(j,l)) psymmlink=.FALSE.if (
plaquette(n)/=plaquette(j,l)) 
symmlink=.FALSE.if (
pplaquette(n)/=plaquette(j,l)) 
psymmlink=.FALSE.end dopsymm = psymm .OR. psymmlink
symm = 
symm .OR. 
symmlink
psymm = 
psymm .OR. 
psymmlinkend do



105if (psymm) thenif (basisv(k,2)==0) thenbasis (k,2,1:links) = plaquette (j,1:links)basisv (k,2)=jend ifliste2 (j) = .FALSE.end ifif (
symm) thenif (basisv(k,3)==0) thenbasis (k,3,1:links) = plaquette (j,1:links)basisv (k,3)=jend ifliste2 (j) = .FALSE.end ifif (
psymm) thenif (basisv(k,4)==0) thenbasis (k,4,1:links) = plaquette (j,1:links)basisv (k,4)=jend ifliste2 (j) = .FALSE.end ifend ifend doend ifend doallo
ate (basev (1:k,1:4)) ! kurzer Vektor ohne Nullen am Endeallo
ate (base (1:k,1:4,1:links))do i=1,kbasev (i,1:4) = basisv (i,1:4)base (i,1:4,1:links) = basis (i,1:4,1:links)end do! Transformationsverhalten und Charaktere der Basis bere
hnenallo
ate(transformation(1:96,1:k,1:k,-1:1,-1:1))allo
ate(Amat(1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))allo
ate(Amatint(1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))allo
ate(eval(1:5,1:k,-1:1,-1:1))allo
ate(evalint(1:5,1:k,-1:1,-1:1))allo
ate(
mat(1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))
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ate(
matr(1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))do p=-1,1,+2do 
=-1,1,+2vorzei
hen(0)=0vorzei
hen(1)=1vorzei
hen(2)=pvorzei
hen(3)=
vorzei
hen(4)=p*
do trans=1,96do i=1,kdo l=1,4baseprime(l)=matrix(basev(i,l),trans)end dodo j=1,kident=0do l=1,4do m=1,4if (baseprime(l)==basev(j,m)) thenident(m)= lend ifend doend doif (ident(1)/=0) thentransformation (trans,i,j,p,
) = vorzei
hen(ident(1)) &* p*vorzei
hen(ident(2)) *
* vorzei
hen(ident(3))end ifend doend doend doend doend do! Charaktere bestimmendo p=-1,1,+2do 
=-1,1,+2do n=1,k
harakter (p,
,1) = 
harakter (p,
,1) + transformation (1,n,n,p,
)
harakter (p,
,2) = 
harakter (p,
,2) + transformation (19,n,n,p,
)
harakter (p,
,3) = 
harakter (p,
,3) + transformation (11,n,n,p,
)
harakter (p,
,4) = 
harakter (p,
,4) + transformation (2,n,n,p,
)
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harakter (p,
,5) = 
harakter (p,
,5) + transformation (8,n,n,p,
)
harakter (p,
,6) = 
harakter (p,
,6) + transformation (25,n,n,p,
)
harakter (p,
,7) = 
harakter (p,
,7) + transformation (43,n,n,p,
)
harakter (p,
,8) = 
harakter (p,
,8) + transformation (36,n,n,p,
)
harakter (p,
,9) = 
harakter (p,
,9) + transformation (26,n,n,p,
)
harakter (p,
,10) = 
harakter (p,
,10) + transformation (33,n,n,p,
)end doend doend do! irred. Darstellung bere
hnendo 
=-1,1,+2do p=-1,1,+2do i=1,5do j=1,10 ! Formela(i,p,
) = a(i,p,
) + nmu(j) * 
harakter(p,
,j) &* 
hartab(p,i,j)end doa(i,p,
) = a(i,p,
)/48end doend doend do! Darstellungsmatrizen klassenweise aufsummierendo p=-1,1,+2do 
=-1,1,+2! Klasse E
mat(1,1:k,1:k,p,
) = transformation (1,1:k,1:k,p,
)! Klasse C2do i=19,24
mat(2,1:k,1:k,p,
) = 
mat(2,1:k,1:k,p,
) + &transformation (i,1:k,1:k,p,
)end do



108 ANHANG C. PROGRAMM! Klasse C3do i=11,18
mat(3,1:k,1:k,p,
) = 
mat(3,1:k,1:k,p,
) + &transformation (i,1:k,1:k,p,
)end do! Klasse C4do i=2,7
mat(4,1:k,1:k,p,
) = 
mat(4,1:k,1:k,p,
) + &transformation (i,1:k,1:k,p,
)end do! Klasse C24do i=8,10
mat(5,1:k,1:k,p,
) = 
mat(5,1:k,1:k,p,
) + &transformation (i,1:k,1:k,p,
)end doend doend do! (Blo
k) diagonalisierendo p=-1,1,+2do 
=-1,1,+2do i=1,k
matr(2,i,1:k,p,
) = real(
mat(2,i,1:k,p,
))end do
all ev
rg (k,
matr(2,1:k,1:k,p,
),k,eval(2,1:k,p,
),Amat(2,1:k,1:k,p,
),k)do i=1,klittle=1do j=1,kif (abs(real(Amat(2,j,i,p,
)))>0.1 .AND. abs(real(Amat(2,j,i,p,
)))<little)&little=abs(real(Amat(2,j,i,p,
)))end doevalint(2,1:k,p,
)=nint(real(eval(2,1:k,p,
)))Amatint(2,1:k,i,p,
)=nint(real(Amat(2,1:k,i,p,
))*(1.0/little))end doend doend do



109! ***************** Ausgabenwrite (31,*) "Basis aus $P$- und $C$-invarianten Loop-Operatoren"write (31,*) "\begin{itemize}"do i=1,kwrite (
har,"(I2)") iaus14(0)="\item $O_{"//
haraus30(0)=aus14(0)//"\pm}^{\pm} = ["do j=1,linkswrite (
har,"(I2)") basis (i,1,j) ! P-C-invariante Basisif (j<links) thenaus14(j) = 
har//","elseaus14(j) = 
har//"℄ _{\pm}$"end ifend dowrite (31,*) aus30(0),aus14(1:links)end dowrite (31,*) "\end{itemize}"write (31,*) "Dimension von ${\
al R}^{PC}$:",k,"\\" !Dimension der Darstellungwrite (31,*) "Irreduzible Anteile der Darstellung:\\"write (31,*) "\begin{
enter}"write (31,*) "\begin {tabular}{|l|




|}"write (31,*) "\hline"write (31,*) "irred. Darst. von $O_h$& $A_1^{PC}$ & $A^{PC}_2$ & $E^{PC}$ &&& $T^{PC}_1$ & $T^{PC}_2$\\"write (31,*) "Dim. der Darstellung&1&1&2&3&3\\"write (31,*) "\hline"do p=1,-1,-2do 
=1,-1,-2write (
har,"(I2)") iaus5(0)="$P="if (p==1) thenaus10(0)=aus5(0)//"+1,C="elseaus10(0)=aus5(0)//"-1,C="end ifif (
==1) thenaus14(0)=aus10(0)//"+1$&"



110 ANHANG C. PROGRAMMelseaus14(0)=aus10(0)//"-1$&"end ifdo j=1,5write (
har,"(I2)") a(j,p,
) !irreduzible Anteileif (j<5) thenaus6(j) = 
har//"&"elseaus6(j) = 
har//"\\"end ifend dowrite (31,*) aus14(0),aus6(1:5)end doend dowrite (31,*) "\hline \end{tabular} \end{
enter}"write (31,*) "Orthonormalbasis: \\"do p=1,-1,-2do 
=1,-1,-2if (p==1) pind="+"if (p==-1) pind="-"if (
==1) 
ind="+"if (
==-1) 
ind="-"write (31,*) "$P=",pind,"1,C=",
ind,"1$\\"write (31,*) "Eigenwerte: "do i=1,k-1write (31,*) evalint(2,i,p,
),"," ! Eigenwerteend dowrite (31,*) evalint(2,k,p,
),"\\"write (31,*) "\begin{
enter}"if (k==6) thenwrite (31,*) "\begin{tabular}{|
|





|} \hline"write (31,*) "Loop-Op.& $O_{1",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{2",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{3",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{4",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{5",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{6",
ind,"}^",pind,"$\\"write (31,*) "\hline"



111end ifif (k==12) thenwrite (31,*) "\begin{tabular}{|
|











|} \hline"write (31,*) "Loop-Op.& $O_{1",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{2",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{3",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{4",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{5",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{6",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{7",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{8",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{9",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{10",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{11",
ind,"}^",pind,"$ &"write (31,*) "$O_{12",
ind,"}^",pind,"$\\"write (31,*) "\hline"end ifdo i=1,kwrite (31,*) evalint(2,i,p,
),"&"do j=1,k-1write (31,*) Amatint(2,j,i,p,
),"&" ! Orthonormalbasisend dowrite (31,*) Amatint(2,k,i,p,
),"\\"end dowrite (31,*) "\hline"write (31,*) "\end{tabular}"write (31,*) "\end{
enter}"end doend do! ***************** Files s
hliessen
lose (30)
lose (31)end program transformationimsl
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