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Einleitung

Jeder Mensch hat die Fiahigkeit, in der Welt, die ihn umgibt, Muster und Strukturen zu
erkennen. Symmetrien begegnen uns in der Alltagswelt in den unterschiedlichsten For-
men und Ausprigungen. sei es die Perfektion einer Schneeflocke oder einer Bliite, die
RegelmafBigkeit eines Linoleumfufbodens oder das eigene Gesicht im Spiegel. All diesen
Strukturen ist gemeinsam, dass sie unter einer bestimmten Bewegung unveréndert bleiben,
man sagt sie besitzen eine Invarianz gegeniiber dieser Transformation. Zum Beispiel ist ei-
ne Kugel invariant gegeniiber Drehungen um ihr Zentrum. Solche Invarianzen machen sich
Kiinstler wie M. C. ESCHER, Musiker wie J. S. BACH, Dichter wie J. W. v. GOETHE und
Architekten wie M. P. BUCKMINSTER FULLER zunutze, um das dsthetische Empfinden des
Zuschauers oder Zuhorers anzusprechen. Es ist einer der grundlegendsten Aspekte von as-
soziativer Intelligenz, Gemeinsamkeiten, Ahnlichkeiten und Symmetrien aufzudecken und,
ja, zu bestaunen. Nach Aristoteles steht am Anfang jeder Philosophie das Staunen, aber
frither oder spéter will man verstehen, wie das was man bestaunt zustande gekommen ist.
Man sucht nach dhnlichen Phinomenen und versucht, die entdeckten Gemeinsamkeiten
zu verallgemeinern zur Formulierung von Gesetzméfigkeiten zu gelangen.

Diese Suche nach Gesetzen, die die Natur beschreiben, ist die Kernfrage in der Physik. Bei
ihrer Beantwortung spielt das Konzept der Symmetrie eine zentrale Rolle. Der Versuch,
Symmetrien rational zu beschreiben fiihrte in der Mathematik, der Sprache der Natur,
auf den Formalismus der Gruppentheorie. Dabei hat sich gezeigt, dass diese zunéchst rein
mathematische Theorie ein probates Hilfsmittel bei der Lésung physikalischer Probleme
sein kann, indem man die in physikalischen Modellen zu erwartende Symmetrie mit den
abstrakten Begriffen der Gruppentheorie verbindet. Die Invarianzeigenschaft einer solchen
Symmetrie ist immer eine in der Dynamik des Systems konstante Groéfle, man spricht von
einer Erhaltungsgrofie. Diese Verbindung zwischen Erhaltungsgrofie und Symmetrie hat
Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts die Mathematikerin E. NOETHER in dem nach ihr
benannten Theorem bewiesen.

Symmetrieargumente konnen bei physikalischen Fragestellungen oftmals von zentraler Be-
deutung sein, da sie die Dynamik des betrachteten Systems einschrinken und so das Auf-
finden von Losungen erheblich vereinfachen. Dies gilt in besonderem Mafe fiir die Theorie
der Elementarteilchen, der wir uns nun nihern wollen.

Das derzeitige Forschungsprogramm der Beschreibung der kleinsten Bausteine der Materie
wird geleitet von dem sogenannten Standardmodell der Elementarteilchen. Es stellt den
Abschluss einer Reihe von vereinheitlichenden Entdeckungen in der Physik dar und ver-
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kniipft drei der in der Natur vorkommenden vier fundamentalen Wechselwirkungen. Die
vierte und gleichzeitig wohl bekannteste Kraft ist die Gravitation, die bis jetzt noch nicht
in befriedigender Weise in die Theorie eingebunden werden konnte. Die anderen drei funda-
mentalen Wechselwirkungen sind zum einen die starke Kraft, die fiir den Zusammenhalt
der Bestandteile des Atomkerns verantwortlich ist, des weiteren die schwache Wechsel-
wirkung, die unter anderem den radioaktiven (3-Zerfall von Atomkernen beschreibt, und
zuletzt die elektromagnetische Wechselwirkung, die eine vereinheitlichte Beschreibung der
Phinomene der Optik, des Magnetismus und der Elektrizitit ist.

Man ist nun grundsitzlich daran interessiert, alle vier Wechselwirkungen durch ein ge-
meinsames Modell zu beschreiben. Ein erster wichtiger Schritt bei diesem Projekt ist
durch die von GLASHOW, WEINBERG und SALAM formulierte Verbindung der elektroma-
gnetischen und der schwachen Kraft zur Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung.
Die entscheidenden Einsichten kamen hierbei aus der Betrachtung gewisser Symmetrien,
die als Fichgruppen formuliert sind. Zusammen mit der Eichgruppe der Theorie der star-
ken Wechselwirkung, der Quantenchromodynamik (QCD), bilden sie die Eichgruppe des
Standardmodells

Gen = SU(3) x SU(2) x U(1) = SU(3) x Gasw

das somit eine lokale Eichtheorie ist, die auf Grundlage der relativistischen Quantenfeld-
theorie formuliert ist.

Das Standardmodell ist bisher nicht durch experimentelle Befunde widerlegt worden, —
obwohl einige Phiinomene nicht konsistent mit den Vohersagen eines minimalen Standard-
modells zu vereinbaren sind, wie z.B. die Existenz von mehr Materie als Antimaterie im

Universum.

Die Materieteilchen des Standardmodells sind zum Einen die Quarks, die der starken
Wechselwirkung unterliegen und, zu Protonen und Neutronen zusammengesetzt, die Bau-
steine des Atomkerns bilden, und zum Anderen die Leptonen, die nur iiber die schwache
Kraft wechselwirken. Trotzdem haben sie eine Gemeinsamkeit: Jedes physikalische Teil-
chen lisst sich Anhand eines charakteristischen inneren Freiheitsgrads, des Spin klassifi-
zieren. Quarks und Leptonen haben alle einen halbzahligen Spin und werden demnach als
Fermionen bezeichnet. Das Gegenstiick hierzu bilden die Bosonen mit ganzzahligem Spin,
die als Vermittler der Krifte zwischen den Materieteilchen fungieren. Das bekannteste
Boson ist wohl das Photon, das die elektromagnetische Kraft iibertrigt.

Trotz des groflen Erfolgs des Standardmodells wird immer wieder versucht, eine iiber das
Standardmodell hinausgehende “theory of everything” aufzustellen, die das Standardmo-
dell moglicherweise als Grenzfall enthélt. Ein erfolgversprechender Kandidat dafiir ist die
Supersymmetrie (SUSY), die Fermionen und Bosonen mittels einer neu hinzugefiigten
Transformation ineinander iiberfithrt. Jedem Teilchen des Standardmodells wird somit ein
neues supersymmetrisches Partnerteilchen zugeordnet. Jedes Boson bekommt einen fer-
mionischen SUSY-Partner wihrend jedes Fermion als Pendant ein Boson besitzt, was zu
einer Verdopplung des erwarteten Teilchenspektrums fithrt. Die Tatsache, dass bisher noch
in keinem Experiment an Teilchenbeschleunigern ein SUSY-Partnerteilchen nachgewiesen
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werden konnte, bedeutet aber, dass die SUSY-Teilchen schwerer sein miissen, als die be-
kannten Teilchen des Standardmodells. Man spricht von gebrochener Supersymmetrie.

Wenn die Teilchen (noch) nicht gefunden wurden, stellt sich die Frage nach der Begriind-
barkeit der SUSY-Theorie. Einerseits gibt es experimentelle Hinweise auf Diskrepanzen
mit den Vorhersagen des Standardmodells (wie z.B. in der Protonenmasse), die eine Er-
weiterung der Theorie, wie sie die Supersymmetrie darstellt, nétig machen kénnte. Des
weiteren lisst die SUSY-Erweiterung des Standardmodells eine Vereinigung mit der Gra-
vitation leichter zu. Das wichtigste Argument ist aber das sogenannte Hierarchie-Problem.
In jeder Quantenfeldtheorie sind die Felder durch Kopplungskonstanten miteinander ver-
bunden, die im Standardmodell nicht konstant, sondern energieabhéngig sind. Die deshalb
laufende Kopplung genannten Werte ndhern sich nach theoretischen Rechnungen fiir sehr
hohe Energien im Bereich von ca. 10 GeV an, treffen sich aber nicht. In der SUSY-Theorie
hingegen erwartet man oberhalb einer Energieskala von etwa 10'GeV eine Vereinigung
der Kopplungen und somit eine “grand unifying theory” (GUT). Das Problem Besteht
nun darin, dass man Aufgrund der im Vergleich zur Vereinigungsskala relativ geringen
erwarteten Masse des Higgs-Teilchens, das fiir die Masseerzeugung im Standardmodell
verantwortlich sein soll, einige willkiirlich wirkende Restriktionen an den Parametern der
GUT vornehmen miisste, was man als Hierarchieproblem bezeichnet. Die Supersymmetrie
entschiirft dieses Problem durch “non-renormalization”-Theoreme.

Der experimentelle Nachweis fiir SUSY-Teilchen steht allerdings noch aus, so dass man
fiir Berechnungen in SUSY-Theorien numerische Verfahren verwenden muss. Hierfiir muss
man, aufgrund der Endlichkeit des Speichers eines Computers, das Raum-Zeit-Kontinuum
diskretisieren und Felder nur auf Punkten eines vierdimensionalen Gitters zulassen. Hierfiir
greift man auf das von WILSON in den siebziger Jahren formulierte Konzept der gitterregu-
larisierten, eichinvarianten euklidischen Quantenfeldtheorie zuriick, das zusammen mit der
Entwicklung leistungsfahiger Grofirechner die Moglichkeit ertffnete, Beschleunigerexperi-
mente durch computergestiitzte Simulationen zu erginzen. Die Gitterdiskretisierung hat
allerdings Auswirkungen auf die eingangs erwdhnten Symmetrieeigenschaften des Raum-
es. Betrachtet man z.B. die Symmetrieeigenschaften eines kubischen Gitters anhand eines
Ausschnitts aus ebendiesem Gitter, ndmlich eines Wiirfels, so stellt man fest, dass er (im
Gegensatz zu einer Kugel) nur noch durch Drehungen um bestimmte Achsen und passende
Winkel in sein Ebenbild zu iiberfiihren ist. Mit ebendieser kubischen Symmetrie, die der
Poincaré-Symmetrie des Raumes untergeordnet ist, angewandt auf eine SUSY-Feldtheorie
beschiftigt sich die vorliegende Arbeit.

Im ersten Kapitel stelle ich die mathematischen Grundlagen und benétigten Konzepte der
Theorie der diskreten Gruppen und ihrer Darstellungstheorie zusammen. Das zweite Ka-
pitel bringt uns die kubische Gruppe und die zu ihr gehérige Uberlagerungsgruppe niher,
deren Darstellungen spinoriellen Charakter haben und dadurch mit Elementen der SUSY-
Erweiterung der Gittereichtheorie identifizierbar sind. Das kurze dritte Kapitel soll nur so
weit in die Supersymmetrie vordringen, um die spiter notwendigen SUSY-Erweiterungen
der Wilson-Theorie nachzuvollziehen. Es folgt im vierten Kapitel eine Erkldrung des For-
malismus der Eichtheorie auf dem Gitter, um dann im Kapitel 5 die darauf basierende
Methodik der Rechnung anhand von einigen Beispielen auszufiihren. Das sechste Kapitel
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stellt die von mir realisierte Moglichkeit vor, die z.T. miihevollen Rechnungen auf einem
Computer durchzufithren und ist zugleich Anleitung und Erlduterung fiir das auf dem
beigefiigten Datentriger als kommentierter Quelltext befindliche Programm. Die Vorge-
hensweise des Programms schliesst direkt an die im Kapitel 5 beschriebene Methodik an.
Im letzten Kapitel sind einige Ergebnisse der Computerrechnungen angegeben. Die Arbeit
schlieft mit einem zusammenfassenden Ausblick.



Kapitel 1

Grundlagen der Gruppentheorie

Dieses erste Kapitel soll eine kompakte Einfiihrung in die fiir diese vorliegende Arbeit
wesentlichen Konzepte der Darstellungstheorie endlicher Gruppen geben. Es soll auflerdem
der Festlegung der verwendeten Notation dienen. Fiir detailliertere Ausfithrungen zu den
in diesem Kapitel beschriebenen Sachverhalten sei auf die umfangreiche Literatur zur
Gruppentheorie verwiesen, z.B. [1]-[6].

1.1 Elementare Gruppentheorie

Wir beginnen mit einigen grundlegenden Definitionen der Gruppentheorie.

Definition 1 Eine Menge G zusammen mit einer auf ihr erklirten Verkniipfung
o: G x G — G bildet eine Gruppe (G, o) , wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1. Die Verkniipfung o ist assoziativ, d.h. Va,b,c: (aob)oc=ao (boc) .
2. Es gibt ein neutrales Element ¢ € G, d.h. JeVa:ao0e=cca=a .

3. Es gibt zu jedem Element a € G ein Inverses ™! € G,
dh. Vaeda ':a0a'=a"oa=e.

Die Gruppe (G, o) wird abkiirzend auch einfach mit G bezeichnet, wenn Verwechslungen
mit der Menge G ausgeschlossen sind.

Definition 2 Eine Gruppe G heifit abelsch , falls die Verkniipfung o kommutativ ist, d.h.
falls Va,b: aob=boa gilt.

Definition 3 Unter der Ordnung einer Gruppe versteht man die Anzahl ihrer Elemente.

Definition 4 Eine Teilmenge H einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, falls sie mit
der induzierten Verkniipfung wiederum eine Gruppe bildet.

Fiir die Gruppenverkniipfung o schreibt man vereinfachend auch - oder man lisst das
Zeichen ginzlich weg und schreibt fiir a o b einfach ab.

5
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Definition 5 Zwei Elemente a,b € G heiflen zueinander konjugiert beziiglich G (schreibe:
a ~b), falls 3g € G : b = g 'ag. Man nennt die Menge aller zu a konjugierten Elemente
von GG auch Klasse von a.

Bemerkung 6 Jedes Gruppenelement von G liegt in genau einer (konjugierten) Klasse
von G, d.h. die Klassen sind disjunkt und ihre Vereinigung bildet G. Insbesondere bildet
das neutrale Element eine Klasse fiir sich. !

Definition 7 Eine Abbildung ® : G — G’ von einer Gruppe (G,0) in eine Gruppe
(G',-) heiit Gruppenhomomorphismus, falls sie die Gruppenverkniipfungen respektiert,

d.h. Vg1,92 € G: ®(g1) - (g2) = P(g1092) -

1.2 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

Bei physikalischen Problemstellungen, die Symmetrien aufweisen, ist die Gruppentheo-
rie von grofier Bedeutung. Ist eine Differenzialgleichung invariant unter einer Symmetrie-
transformation, vereinfacht das in vielen Féllen das Auffinden der Lésungen. Der Vektor-
raum der Losungen bildet dabei einen Darstellungsraum auf dem die Symmetriegruppe
dann wirkt. Im Folgenden werden die Grundziige der Darstellungstheorie systematisch
eingefithrt. Wir beginnen mit dem Begriff der Darstellung.

1.2.1 Grundbegriffe

Definition 8 Ein Homomorphismus R : G — Aut(V),g — R(g) von einer Gruppe G in
eine Gruppe von Operatoren R(G) eines linearen Vektorraums V' heifit eine Darstellung
der Gruppe G mit dem Darstellungsraum V. Die Dimension der Darstellung ist dabei die
Dimension des Darstellungsraumes V. Eine Darstellung heifit ¢reu, falls R ein Isomorphis-
mus ist, andernfalls nennt man sie degeneriert.

Im Weiteren werden wir uns auf endliche Gruppen und ihre Darstellung sowie auf endlich-
dimensionale Darstellungsrdume beschrinken. Die meisten Resultate lassen sich auch auf
unendlich-dimensionale Darstellungsrdume ausweiten.

Bemerkung 9 Jede endlich-dimensionale Darstellung R kann in Form von Darstellungs-
matrizen Dg(g),g € G beschrieben werden. Die induzierte Verkniipfung ist dann die
Matrizenmultiplikation. Jede n-dimensionale Darstellung R besitzt eine isomorphe Dar-
stellung M(R) : G — C"*", die Matrizdarstellung von G genannt wird.

Bemerkung 10 Jede Gruppe G besitzt eine triviale Darstellung 7, die durch
Dy(g) = 1,Vg € G definiert ist. Der zugehorige Darstellungsraum ist R oder C.

!Fiir einen Beweis sei auf [1] verwiesen.
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1.2.2 Nicht-dquivalente und irreduzible Darstellungen

Zu einer Gruppe gibt es im Allgemeinen mehrere mogliche Darstellungen. Sie werden
zunichst in Klassen von dquivalenten Darstellungen eingeteilt. Der aus der linearen Alge-
bra bekannte Begriff der Ahnlichkeit von Matrizen wird auf Darstellungen iibertragen: Sei
R eine Darstellung von G auf dem Darstellungsraum V' und S ein invertierbarer Operator
auf V. Dann ist die durch

R'(g) =S 'RS, VgeqG (1.1)

definierte Darstellung R’ ebenfalls eine Darstellung von G auf V' (und somit von glei-
cher Dimension wie R). Man sagt, R und R’ sind durch eine Ahnlichkeitstransformation

ineinander iiberfithrt worden.

Definition 11 Zwei Darstellungen heifien dquivalent, wenn sie durch eine Ahnlichkeits-
transformation ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

Aquivalente Darstellungen bilden eine Aquivalenzklasse, und es geniigt, einen Reprisen-
tanten jeder Klasse zu kennen. Zur Unterscheidung von dquivalenten und nicht-dquiva-
lenten Darstellungen benétigt man eine Charakterisierung, die sich bei Ahnlichkeitstrans-
formationen nicht &ndert. Fiir Matrixdarstellungen ist die Spur eine solche Invariante.
Man kann sie daher zur Klassifikation von dquivalenten Darstellungen heranziehen und
definiert:

Definition 12 Der Charakter x™(g) von g € G in der Darstellung R ist durch

x%(9) = TrR(g) (1.2)

erklart.

Der Charakter ist nicht nur innerhalb einer Aquivalenzklasse von Darstellungen invariant,
sondern auch innerhalb einer Klasse von Gruppenelementen:

Bemerkung 13 Alle Gruppenelemente einer Klasse (vgl. Definition 5) haben den gleichen
Charakter, d.h. der Charakter ist eine Klassenfunktion. 2

Ein weiteres wichtiges Hilfsmittel zur Einteilung von Darstellungen einer Gruppe ist es,
jede Darstellung in eine direkte Summe aus irreduziblen Darstellungen zu zerlegen.

Zunichst sind noch einige weitere Begriffe notig.

Definition 14 Sei R eine Darstellung von G auf dem endlichen Vektorraum V und sei V;
ein Unterraum von V. Dann heifit Vi invarianter Unterraum von V' beziglich R, falls fiir
alle z € V1 und g € G gilt: R(g)(z) € V1. Ein invarianter Unterraum ist minimal, wenn er
keine nicht-trivialen invarianten Unterrdume beziiglich R enthilt.

?Beweis: Seien a,b € G, dann gilt wegen Invarianz der Spur gegeniiber zyklischer Vertauschung
TT‘(DR (b_l)DR (a)DR(b)) = TrDxr (a)
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Beispiele: Triviale invariante Unterrdume von V beziiglich R sind der Vektorraum V selbst
und der Nullraum.

Definition 15 Eine Darstellung R von G heifit irreduzibel , wenn es keine nicht-trivialen
invarianten Unterrdume von V bzgl. R gibt. Ansonsten ist die Darstellung reduzibel. Falls
das orthogonale Komplement eines invarianten Unterraumes ebenfalls invariant bzgl. R
ist, nennt man die Darstellung vollstindig reduzibel.

Es zeigt sich nun, dass jede reduzible Darstellung in irreduzible Darstellungen zerlegt wer-
den kann und umgekehrt aus der Kenntnis aller irreduziblen Darstellungen alle reduziblen
Darstellungen konstruiert werden kénnen. Somit ist mit dem Auffinden der irreduziblen
Darstellungen einer Gruppe das Darstellungsproblem bereits gelost. Dieses Ergebnis wol-
len wir in Theorem 18 prézisierend festhalten. Der Beweis kann in der Literatur (z.B. [1])
nachgelesen werden. Man beschrinkt sich bei diesem Beweis auf unitdre Darstellungen
(Definition 16), was aber nicht die Allgemeingiiltigkeit beeinflusst (siehe Theorem 17).

Definition 16 Eine Darstellung R einer Gruppe G heilit unitire Darstellung, falls auf
dem Darstellungsraum ein inneres Produkt definiert ist und die Operatoren R(g) fiir alle
g € G unitar sind, also das innere Produkt zweier Elemente invariant lassen.

Theorem 17 Jede Darstellung R einer endlichen Gruppe auf einem Raum mit einem
inneren Produkt ist d4quivalent zu einer unitdren Darstellung.

Man kann nun zeigen, dass jede irreduzible unitére Darstellung R : G — Aut(V) mit
nichttrivialem invarianten Unterraum V; auch ihren zu V; orthogonalen Unterraum VlL
als invarianten Unterraum besitzt. Somit sind auch R' : G — Aut(V;) mit R'(g) = R(9) |v;
und R" : G — Aut(ViH) mit R"(g9) = R(g) |V1J_ eine Darstellung von G. Da V = V; @ V1,
legen R’ und R” die Darstellung R eindeutig fest. Daher schreibt man R = R' & R".
Man sagt, R ist die direkte Summe von R’ und R” . Nimmt man nun 0.B.d.A. an, dass V}
der kleinste echte invariante Unterraum von V ist, so ist R’ zwangsliufig irreduzibel und
V- aufgrund obiger Aussage invariant unter R”. Falls R” nicht irreduzibel ist, wihlt man
auch in V% den kleinsten echten invarianten Unterraum aus — dieser ist dann invariant
unter einer irreduziblen Darstellung R — und spaltet ihn ab; dieser Ablauf kann solange
fortgefiithrt werden, bis man die reduzible Darstellung R vollstédndig in irreduzible Anteile
zerlegt hat. Da V endlich-dimensional ist, bricht die Prozedur nach endlich vielen Schritten
ab. Man erhilt schlieflich

k
R=Ea.R", (1.3)
n=1

wobei a, € Ny und die R" paarweise nicht-Aquivalent zueinander sind 3.

Es sei angemerkt, dass die Zerlegung (1.3) nicht eindeutig ist, es wird sich aber im néchsten
Abschnitt herausstellen, dass die a,, hingegen fiir jede Zerlegung eindeutig bestimmt sind.

Man erhélt nun also das bereits angekiindigte

*Gleichung (1.3) meint genaver R=R' @---oR' @R’ @---oR’®---aR @ -oR" .
~ 7 N 7 S—_—

-~

a;-mal an-mal ap-mal
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Theorem 18 Jede endlich-dimensionale unitéire Darstellung einer endlichen Gruppe lésst
sich vollsténdig in eine direkte Summe von irreduziblen unitiren Darstellungen zerlegen.

Am Ende dieses Abschnitts sei noch einmal kurz auf die zugehérigen Matrixdarstellungen
irreduzibler Darstellungen eingegangen. Zerlegt man V in die direkte Summe V = V; @V},
so kann durch geeignete Wahl der Basisvektoren die zu R gehorige Darstellungsmatrix in
eine obere Dreiecksform gebracht werden. Zerlegt man aber die Darstellung R geméfl Theo-
rem 18 vollstdndig in ihre irreduziblen Anteile, so erhélt die Darstellungsmatrix Blockdia-
gonalgestalt.

1.2.3 Eigenschaften irreduzibler Darstellungen

Das zentrale Problem in der Darstellungstheorie endlicher Gruppen ist das Auffinden aller
nicht-dquivalenten irreduziblen Darstellungen. Auflerdem interessiert man sich fiir Me-
thoden zur Aufspaltung reduzibler Darstellungen. In diesem Abschnitt sollen die dafiir
wesentlichen Theoreme vorgestellt werden. Zunéchst wollen wir die beiden Lemmata von
Schur zitieren, deren Beweise in den angegebenen Biichern iiber Gruppentheorie nachge-
lesen werden kénnen (z.B. [1])

Lemmata von Schur

Lemma 19 Sei R eine irreduzible Darstellung der (endlichen) Gruppe G auf einem
(endlich-dimensionalen) Vektorraum V und A ein beliebiger Operator auf V. Falls A mit
allen Operatoren {R(g),g € G} kommutiert, also AR(g) = R(g)A fiir alle g € G gilt,
dann muss A ein Vielfaches des Identitéitsoperators sein, d.h. A = A1l mit A € C.

Lemma 20 Seien R und R’ zwei irreduzible Darstellungen einer (endlichen) Gruppe G
auf den (endlich-dimensionalen) Vektorriumen V bzw. V/ und A eine lineare Transforma-
tion von V' nach V mit AR' (g) = R (g) A fiir alle ¢ € G. Dann ist entweder (i) A =0
oder (ii) V und V' sind zueinander isomorph und damit R dquivalent zu R'.

Orthonormalitiatstheorem

Das zentrale Resultat der Darstellungstheorie ist das Orthonormalitdtstheorem. Im Fol-
genden werden folgende Notationen vereinbart:

ng: Gruppenordnung;
[T % indiziert nicht-iquivalente, irreduzible Darstellungen R",R” von G;
dy: Dimension der Darstellung R";

DH(g):  die zu g € G gehérige Matrix der Matrixdarstellung M (R") beziig-
lich einer Orthonormalbasis;

Ci: konjugierte Klasse, (i = 1,2,...,n¢) ;
x" (C;):  Charakter der Elemente in der Klasse C; in der Darstellung R";
n;: Anzahl der Elemente in der Klasse C; ;

ne: Anzahl der Klassen in der Gruppe G.
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Theorem 21 Fiir zwei beliebige, nicht-dquivalente, irreduzible, unitare Darstellungsma-

trizen gilt:

d
% > D"(9)riD"(9)j1 = S0 (1.4)
g

mit der Konvention *

D" ()i = DM (9)ix

An dieser Stelle eine Bemerkung zur Bezeichnung ,,Orthonormalitatstheorem*. Sie wird
durch folgende geometrische Anschauung motiviert: Fasst man (d, /ng)% D*(g)/, fiir ein
festes Tripel (u, j,1) als einen ng-komponentigen Vektor im ng-dimensionalen ,, Gruppen-
elemente“-Vektorraum auf (die Gruppenelemente g durchlaufen dabei die volle Gruppe
G), so besagt das Theorem, dass all diese Vektoren orthonormal zueinander sind. Da (7,1)
genau (d,)? Werte annehmen kann, gibt es insgesamt “(du)2 verschiedene orthonormale
Vektoren in der p-Darstellung. Weil der zugehorige Vektorraum aber ng-dimensional ist,
kann es maximal ng verschiedene orthonormale Vektoren geben. Es gilt also:

Z(du)Q <ng. (1.5)

Tatsédchlich kann die obige Ungleichung mit Hilfe der reguldren Darstellung dahingehend
verschirft werden, dass in (1.5) die Gleichheit gilt. Man vergleiche dazu Anhang A. Fest-
halten wollen wir aber schon einmal das

Vollstindigkeitstheorem

Theorem 22 Die Dimensionsparameter {d,} der nicht-Aquivalenten irreduziblen Darstel-
lungen geniigen der Relation

> d)’ =nq, (1.6)
I

und fiir die zugehorigen Darstellungsmatrizen gilt damit wegen der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren im ng-dimensionalen Raum die Vollstindigkeitsrelation

d
> éD“(g)sz“T(gl)kl = 0gg' (L.7)
wolsk

1 falls

T das Kronecker-Symbol bezeichnet.
0 sonst

wobei 0;; mit d;; = {

‘Die hermitesche Konjugation umfasst kompleze Konjugation mit zusitzlicher Transposition. Man
schreibt Af;; = (A7) = (A7) = (4", = A7.

ij ij
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Orthonormalitéits- und Vollstindigkeitsrelation fiir irreduzible Charaktere

Das Orthonormalitits- und Vollstdndigkeitstheorem ist aus theoretischer Sicht von iiberaus
grofler Bedeutung. Fiir das Auffinden von irreduziblen Darstellungen in der Praxis ist
es allerdings weniger geeignet, da die Gestalt der Darstellungsmatrizen von der konkret
gewihlten Basis von V' abhingt. Kine Basistransformation fithrt aber nur auf dquivalen-
te Darstellungen. Sie spielt also fiir die eigentlich betrachtete irreduzible Darstellung R
keine Rolle. Die Darstellungsmatrizen D(g) mit g € G tragen also im Prinzip ,zu viel®
Information. In Definition 12 wurde der Charakter einer Darstellung R als die Spur iiber
die Operatoren R (g) eingefiihrt. Sie sind unabhéngig von der Wahl der Basis im Dar-
stellungsraum, d.h. invariant gegeniiber Ahnlichkeitstransformationen, und bilden eine
Klassenfunktion. Orthonormalitéts- und Vollstdndigkeitstheorem kénnen in der Tat basi-
sunabhingig formuliert werden.

Theorem 23 Die Charaktere der nicht-dquivalenten, irreduziblen Darstellungen geniigen
folgenden Relationen:

Z%XM (C)Xx"(Ci) = 6,  (Orthonormalitit), (1.8)
[
Zn”—éxu (C)x"(C;) = 6y  (Vollstindigkeit), (1.9)

I

wobei gemiB Konvention x* (C;) = (x* (C;))* ist.

Fiir eine fest vorgegebene irreduzible Darstellung p bilden die (n; /ng)% X" (C;) mit 1 =
1,...,n¢ einen Vektor im ng-dimensionalen Vektorraum. Von ihnen gibt es genau so
viele, wie es nicht-dquivalente irreduzible Darstellungen gibt. Theorem 23 besagt, dass alle
derart gebildeten Vektoren orthogonal zueinander stehen. Hieraus folgt, dass die Anzahl
der nicht-dquivalenten irreduziblen Darstellungen von G kleiner oder gleich n¢ sein muss.
Man kann zeigen, dass auch hier die Gleichheit gilt (vgl. Theorem 22), einen Beweis hierzu
findet man in [1]. Als weitere wichtige Folgerung notieren wir

Folgerung 24 Die Anzahl der nicht-dquivalenten, irreduziblen Darstellungen einer end-
lichen Gruppe ist gleich der Anzahl von konjugierten Klassen von G. Also kann x* (C;)
als quadratische no x no-Matrix aufgefasst werden, wobei p die Zeilen und 7 die Spalten
indizieren. Man nennt eine aus diesen Spalten erzeugte Tabelle auch Charakter-Tabelle.

Wir wollen nun eine Aussage dariiber machen, wie oft eine irreduzible Darstellung in einer
Zerlegung einer reduziblen Darstellung einer endlichen Gruppe vorkommt.

Theorem 25 Zerlegt man eine reduzible Darstellung R in ihre irreduziblen Anteile, so
bestimmt man deren Haufigkeit a, gemifl der Formel

a = % o (@) XR (G (1.10)
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Zum Schluss dieses Abschnitts mochte ich noch ein notwendiges und hinreichendes Krite-
rium fiir Irreduzibilitit angeben.

Theorem 26 Eine Darstellung R mit den Charakteren {x (C;)} ist genau dann irreduzi-

bel, wenn

Zm|x(c*i)|2 =ne . (1.11)

Fiir endliche Gruppen gibt uns dieses Kriterium also einen leicht auszufiihrenden Test auf
Irreduzibilitdt an die Hand.

1.3 Produktgruppen und ihre Darstellungen

1.3.1 Direkte, endliche Produktgruppen
Es ist sinnvoll, mit folgendem Theorem zu beginnen:

Theorem und Definition 27 Seien GG; und G5 zwei beliebige, endliche Gruppen und e
und es ihre neutralen Elemente. Betrachtet man Paare (g1, ¢2) mit g1 € G1 und g2 € Go
und definiert die Verkniipfung zweier Paare (g1,¢g2) und (g}, g5) durch die Vorschrift

(91,92) (91, 95) = (919}, 9295) (1.12)

fiir alle g1,¢9] € Gy und g2, g5 € Ga, so bildet die Menge aller Paare (g1, g2) eine Gruppe
bzgl. der obigen Verkniipfung.

Diese Gruppe bezeichnet man mit G; ® G2 und nennt sie das direkte Produkt der Gruppen
G1 und GQ.

Beweis: Es sind lediglich die Gruppenaxiome nachzupriifen.

Bemerkung 28 Sind G; und G5 (endliche) Gruppen der Ordnung ng, bzw. ng,, so ist
die Produktgruppe G1 ® G eine endliche Gruppe der Ordnung ng, - ng,.

Fiir die Produktgruppe G; ® G ergeben sich folgende Eigenschaften:

(i) Sie besitzt zwei Untergruppen Hy und Hs, bestehend aus den Elementen (g1, €2) mit
g1 € G1 bzw. (e1,g2) mit g € Go, die beide isomorph 5 zu den Gruppen G; bzw.
GQ sind.

(ii) Beide Untergruppen haben nur das Element (ej,e2) gemeinsam, d.h. Hy N Hy =
{(e1,e2)}, und

(iii) jedes Element der einen Untergruppe kommutiert mit jedem Element der anderen

(91, e2) (e1,92) = (e1, 92) (91, €2) (1.13)

fur alle g1,e1 € G1 und go9,e9 € Go.

®Man sagt, zwei Gruppen G und G’ sind isomorph zueinander (G = G’), wenn ein bijektiver Gruppen-
homomorphismus ® im Sinne von Definition 7 existiert. Die Isomorphismen lauten hier ® ((g1,e2)) = g1
bzw. @ ((e1, g2)) = g



1.3. PRODUKTGRUPPEN UND IHRE DARSTELLUNGEN 13

Andererseits gilt nach (1.12) und Gruppenaxiom 2 aus Definition 1

(91.e2) (e1,92) = (91,92) , (1.14)

so dass

(iv) jedes Element von G1 ® G5 als Produkt von je einem Element der beiden Untergrup-
pen H; und Hs geschrieben werden kann.

Diese vier Eigenschaften, auf deren Nachweise hier verzichtet wird, geben Anlass zu einer
Umformulierung der Definition 27.

Definition 29 Eine (endliche) Gruppe G’ heifit direkte (endliche) Produktgruppe, falls
Gruppen G und G existieren, so dass G’ isomorph zur Gruppe G1 ® G ist.

Nach Definition 29 miissen die Elemente von direkten Produktgruppen nicht mehr zwangs-
ldufig in Form von Paaren auftreten. Das folgende Theorem gibt ein Kriterium an die
Hand, mit der direkte Produktgruppen identifiziert werden kénnen. Genauer ist es die
Umkehrung der obigen Aussage.

Theorem 30 Sei G’ eine (endliche) Gruppe, die zwei Untergruppen H{ und H} mit den
folgenden Eigeschaften besitze:

(i) Alle Elemente von H| kommutieren mit allen Elementen von HY,
(ii) H{ und H} haben nur das neutrale Element gemeinsam, und

(iii) jedes Element von G’ kann als Produkt von je einem Element aus H{ und H} ge-
schrieben werden.

Dann ist G’ eine direkte Produktgruppe und isomorph zu Hy ® Ho.
Beweis: Der Beweis findet sich z.B. in [1].

Am Ende dieses Abschnitts sei darauf verwiesen, dass wir im Hinblick auf das nachfolgende
Kapitel insbesondere an dem Fall G; = G9 =: G (bzw. besser G1 = G5 = () interessiert
sind. Dabei beachte man, dass die resultierende direkte Produktgruppe G ® G neben
den beiden Untergruppen Hi = {(g,e)} und Hy = {(e,g)} eine weitere sog. diagonale
Untergruppe besitzt, die aus den Paaren (g,g) mit ¢ € G besteht und ebenfalls (wie H;
und Hs) isomorph zur Gruppe G ist.

1.3.2 Direkte Produktdarstellung

Zunichst wollen wir uns klarmachen, was man unter dem direkten Produkt A ® B einer
m X m-Matrix A mit einer n x n-Matrix B versteht. Die Produkt-Matrix A ® B ist ei-
ne mn X mn-Matrix, deren Elemente Doppelindizes fiir Zeilen und Spalten tragen. Die
Elemente sind durch

(A® B);, 1 = Aij B (1.15)

ik,j
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mit 1 <14,7 <m; 1 <k,l <n definiert.
Durch Vergleich der einzelnen Matrixelemente zeigt man, dass fiir zwei m x m-Matrizen
A und A’ und zwei n x n-Matrizen B und B’ gilt

(A® B) (A'® B') = (AA") ® (BB') . (1.16)

Als Folgerung notieren wir, dass A ® B unitér ist, falls A und B es sind.
Beweis: Wegen Gleichung (1.15) ist (A® B)! = AT @ Bt so dass zusammen mit (1.16)
letztendlich (A ® B) (A® B)' = (A44") ® (BBY) = 1,, ® 1, = 1, gilt.

Erinnern wir uns noch zusétzlich daran, dass eine endlich-dimensionale Darstellung R
bereits durch die Angabe ihrer Darstellungsmatrizen Dz (g), g € G, eindeutig bestimmt
ist, so haben wir nun alle Vorbereitungen getroffen, um die direkte Produktdarstellung
zweter Darstellungen anzugeben. Dabei wollen wir uns auf unitére, irreduzible Darstellun-
gen beschrinken, wobei darauf hingewiesen wird, dass auf die Irreduzibilitdtsforderung im
néchsten Theorem auch verzichtet werden kann.

Theorem und Definition 31 Seien zwei unitire, irreduzible Darstellungen R" und R”
der Dimension d, und d, einer Gruppe G durch ihre Darstellungsmatrizen D*(g) und
D"(g) gegeben. Dann legen die Matrizen

D" (g) := D"(g) ® D"(g) (1.17)

fiir alle ¢ € G in eindeutiger Weise eine unitire Darstelluing R” ® R~ der Dimension d,-d,
fest. Fiir den Charakter XR“ ®R (g) der Darstellung gilt dabei

X R () = X% (9) XF (g) - (1.18)

Man bezeichnet die Darstellung R" @ R” als direktes Produkt der Darstellungen R" und
R” der Gruppe G.

Man beachte, dass die Darstellung R” ® R” i.a. nicht irreduzibel sein wird, auch wenn R”
und R” es sind.

1.3.3 Darstellungstheorie direkter, endlicher Produktgruppen

Nachdem im ersten Abschnitt das direkte Produkt zweier (endlicher) Gruppen erklért wur-
de, wollen wir in diesem Abschnitt kurz auf ihre Darstellungen eingehen. Dabei werden wir
auf die im vorigen Abschnitt eingefiithrten direkten Produktdarstellungen zuriickgreifen.
Dies zeigt sich schon im folgenden

Theorem 32 Seien die Darstellungen R; der Gruppe G und Ry der Gruppe G2 durch
ihre Darstellungsmatrizen Dx, (g1), g1 € G1 und Dg,(92), g2 € G2 gegeben. Dann bilden
die Matrizen Dz, sRr, ((91,92)) mit

Dr,ars ((91792)) = Dg, (91) ® Dr, (92) (1-19)

fiir alle g1 € G7 und go € G2 eine Darstellung der Produktgruppe G; ® G5. Die Darstellung
von (G ® G ist unitir, falls R und Ro unitér sind, und treu, falls ®q und Ro treu sind.
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Jetzt wird der wichtige Fall untersucht, bei dem G| = G5 =: G ist. Wie im ersten Ab-
schnitt 1.3.1 bereits erwihnt, besitzt die Produktgruppe G ® G eine diagonale Untergruppe
bestehend aus den Paaren (g,¢) mit g € G, die isomorph zur Gruppe G ist. Falls R" und
R zwei beliebige irreduzible Darstellungen von G sind, liest sich Formel (1.19) wie folgt®:

Dyrgry ((91,92)) = D*(g1) ® D"(g2) - (1.20)

Man beachte, dass die Darstellungsmatrizen zu irreduziblen Darstellungen R" nach unserer
Konvention mit D*(g) bezeichnet werden. In Analogie zu (1.19) kénnte man in diesem Fall
auch Dyu(g) schreiben.

Fiir die diagonale Untergruppe ergibt sich dann entsprechend

Drrgrv ((9,9)) = D*(g9) ® D"(9g) - (1.21)

Diese Darstellung ist aber identisch zu der direkten Produktdarstellung R” ®R” der beiden
irreduziblen Darstellungen R" und R” aus dem vorangegangenen Abschnitt. Im allgemei-
nen ist die Darstellung (1.21) von G also nicht irreduzibel. Eine Plausibilitdtsbegriindung
anhand eines Beispiels wurde bereits im vorherigen Abschnitt angefiihrt.

5Man kann zeigen, dass die Darstellung (1.19) irreduzibel ist, falls Rq und Ro es sind, insbesondere
ist dann auch die Darstellung (1.20) irreduzibel. Umgekehrt ist jede irreduzible Darstellung von G1 ® G2
dquivalent zu einer Darstellung der Form (1.19).
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Kapitel 2

Die kubische Gruppe und ihre
Uberlagerung

2.1 Die kubische Gruppe O

Die kubische Gruppe ist eine nicht-abelsche, endliche Gruppe mit 24 Elementen und wird
mit dem Symbol O bezeichnet. Sie ist isomorph zur Permutationsgruppe Sy, der Grup-
pe der Permutationen von 4-Tupeln. Die Elemente der kubischen Gruppe sind identifi-
zierbar mit den Rotationen eines Wiirfels, die seine Lage invariant lassen. Die eindeutig
bestimmten Rotationsachsen des Wiirfels bezeichnet man als seine Symmetrieachsen. Ein
dreidimensionaler Wiirfel besitzt 13 Symmetrieachsen (siehe dazu Abb. 2.1) .

Verwendet man zur Beschreibung dieser Achsen ein Koordinatensystem, dessen Nullpunkt
im Mittelpunkt des Wiirfels liegt, so sind drei dieser Achsen durch die Koordinatenachsen
festgelegt, die durch die Mittelpunkte jeweils gegeniiberliegender Seitenflichen gehen, wo-
bei Rotationen um Vielfache von £7 mdglich sind. Weitere Rotationen um Vielfache von
:1:2?7r sind um die vier Raumdiagonalen moglich. Die verbleibenden sechs Achsen laufen
parallel zu den Seitenflichendiagonalen durch den Ursprung, erlaubt sind hier Drehungen
um Vielfache von 7. Um die Symmetrieachsen eindeutig zu kennzeichnen, bestimmt man
vier Eckpunkte (a,3,7,0) (die sich paarweise nicht gegeniiberliegen) und sechs Kanten-

5 N
_/f’”o g i b )<

B a

v

Abbildung 2.1: Symmetrieachsen eines Wiirfels

17
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z
aTd
e
T—16
O
T Y
by | B
a
f

v

Abbildung 2.2: Die Achsen Oa, Of, Oy, 0§, Oa, Ob, Oc,Od, Oe, O f sowie z,y, z

mittelpunkte (a, b, ¢, d, e, f) (ebenfalls paarweise nicht gegeniiberliegend) des Wiirfels, und
lisst die Symmetrieachsen vom Ursprung durch diese Punkte laufen. Man bezeichnet die
Achsen entlang der Koordinatenachsen mit Oz, Oy, Oz und die Achsen durch die aus-
gezeichneten Punkte mit Oc«, Of, Oy, 04, Oa, Ob,Oc,Od,Oe und Of (vgl. Abb. 2.1 und
2.2).

Im Folgenden wollen wir aktive Drehungen betrachten, d.h. Drehungen, bei denen das
Koordinatensystem starr bleibt und der Wiirfel mathematisch positiv (rechtshindig) ge-
dreht wird !. Ferner beschrinken wir uns auf Drehungen um Winkel ¢ €] — m;7]. Man
beachte hier insbesondere, dass eine Drehung um —¢ identisch ist mit einer Drehung um
21 — . Man unterscheidet nun die Symmetrieachsen des Wiirfels nach ihrer Ordnung, d.h.
nach der Anzahl erlaubter Drehungen (einschliefflich der Identitét), die den Wiirfel wieder
in sich selbst iiberfithren. Die Ordnung wird mit C; bezeichnet, wobei j die Anzahl der
moglichen Drehungen indiziert. Beim Wiirfel hat man also:

e 3Cy-Achsen Cy;,i € {x,y,2} Rotationen um n-mal § (n = —1,0,1,2)
e 4 C3-Achsen Cg;,i € {a,...,d} Rotationen um n-mal %” (n=-1,0,1)

o 6 Cy-Achsen Cy; ,i€ {a,...,f} Rotationen um n-mal 7 (n = 0,1)

Die Rotationen kénnen mit Cj;(¢) bezeichnet werden, wobei die Rotationsmafie ¢ =
0, %3, :l:%”, 7 passend zur Wahl von j zu wéhlen sind. Beachtet man, dass die jeweiligen
Rotationen um ¢ = 0 um die Achse Cj; die Identitit sind, hat man insgesamt 24 Symme-
trieoperationen. Dies sind genau die 24 Elemente der kubischen Gruppe O. Sie lidsst sich
demnach als

2
0= {C4i(90)703j () ot (@) [ i = 1,235 =1, 45 k=1,....6; wZO,i%,mi%}

schreiben, wobei die ¢ jeweils passend zu wéhlen sind. Gruppenverkniipfung ist dabei die
Hintereinanderausfithrung zweier Rotationen. Diese sind in der Tat nicht kommutativ, d.h.

'Durch die Festlegung der Achsen sind rechts- (bzw. links-) hindige Drehungen wohldefiniert.
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die Gruppe O ist nicht-abelsch. Unter Zuhilfenahme einer Verkniipfungstabelle kann man
jetzt nachrechnen, dass die 24 Elemente von O in fiinf konjugierte Klassen (vgl. Definition
5) zerfallen. Diese werden mit F,6C5,8C3,6Cy und 3C? bezeichnet 2. In ihnen befinden
sich jeweils ausschliefilich Drehungen um Symmetrieachsen gleicher Ordnung;:

o F={id} : Identitit
e 6Cy ={Cy(p)} mit i€{a,...,f} und ==

Rotationen um die Achsen Oa, Ob, Oc, Od, Oe, Of parallel zu den
sechs Seitenflichendiagonalen, insgesamt also sechs Elemente;

e 8C5 ={C3i (¢)} mit i€{a,...,6} und p==F

Rotationen um die vier Raumdiagonalen O«, OB, Oy, O6, insgesamt also
acht Elemente;

o 6Cy = {Cyi ()} mit i€ {z,y,z} und ¢==£7

Rotationen um die drei Koordinatenachsen z, y, 2z, insgesamt also
sechs Elemente;

und schliefilich

e 302 ={Cy; (p)} mit i€ {z,y,2} und =7

Rotationen um die drei Koordinatenachsen z, y, z, insgesamt also
drei Elemente.

Um den Schreibaufwand gering zu halten, legen wir fiir ¢ > 0 fest:
Cji (—p) = C;il 3 (2.1)

Man beachte, dass wir die Winkelargumente ¢ zur eindeutigen Festlegung der Rotationen
von nun an nicht mehr benétigen und die blofle Indizierung jedes Elements von O dieses

bereits eindeutig bestimmt — mit einer Ausnahme:

Tatsichlich ist fiir C;;, j = 4; i € {z,y, 2} sowohl eine Rotation um ¢ = 7 als auch eine

um 7 erlaubt, die Bezeichnung wire demnach nicht eindeutig. Da die Elemente Cy; (7) , i €

{z,y, 2}, eine eigene Klasse C? bilden, wollen wir sie von nun an mit Co;, i € {z,v, 2},

bezeichnen. 4

3Diese Notation macht auch klar, dass Cj_i1 das Inverse von Cj; ist.
“Die Bezeichnung ist deshalb so gewihlt, weil fiir die Elemente der Klasse C3 die Koordinatenachsen
x,y, z die Ordnung 2 haben.



20 KAPITEL 2. DIE KUBISCHE GRUPPE UND IHRE UBERLAGERUNG

Unter Verwendung der neuen Notation seien hier noch einmal alle 24 Elemente der kubi-
schen Gruppe klassenweise zusammengefasst:

E ={id} : Identitit, neutrales Element von O

6C2 = {Caq, Cap, Ca¢, Cag, Cae, Coy }

8Cs; = {Cga,035,037,c35, Cgo}’cf;ﬂl’cg’}’cg‘sl}

6Cy = {C4x, Cay, Caz, Cyy, Oy c;;}

304% — {C2x7 Can CQZ}

2.2 Irreduzible Darstellungen der kubischen Gruppe O

Die kubische Gruppe besitzt nach der Folgerung aus Orthonormalitits- und Vollstdndig-
keitstheorem (Theorem 23) genau so viele nicht-dquivalente irreduzible Darstellungen wie
konjugierte Klassen. IThre Dimensionen d,, kénnen mit Hilfe der Formel (1.6) aus dem
Vollstandigkeitstheorem (Theorem 22) bestimmt werden, da sich die Bedingung

5
> dl =24
p=1

nur fir

(dla"'adf)) = (171727373)

erfiillen ldsst. Man bezeichnet die beiden eindimensionalen Darstellungen mit A; und As,
die zweidimensionale mit F und die beiden dreidimensionalen Darstellungen mit 77 und
Ty. Die triviale Darstellung Ay wurde bereits in 1.2.1 als Beispiel erwdhnt. T7 wird hiufig
auch als Vektordarstellung bezeichnet, da sie das Transformationsverhalten eines Vektors
in drei Dimensionen beschreibt.

Es ist nun moglich, mit Hilfe des Orthonormalitits- und Vollstindigkeitstheorems den
kompletten Satz an Matrizen aller fiinf irreduziblen Darstellungen zu bestimmen, und so-
mit das Problem, alle Darstellungen der kubischen Gruppe zu finden, vollstindig zu 16sen.
Durch geeignete Wahl der Basis lassen sich alle reduziblen Matrixdarstellungen blockwei-
se aus den fiinf irreduziblen Darstellungen aufbauen. Allerdings ist eine basisunabhéingige
Formulierung unter Verwendung irreduzibler Charaktere wesentlich kompakter — wenn-
gleich auch drmer an Information — aber fiir unsere Zwecke vollig ausreichend. Wir wollen
also im folgenden Unterabschnitt alle irreduziblen Charaktere x*(C;) mit p € {1,...,5},C;
{Cy,C3,C4,C?} bestimmen und in eine Charaktertabelle (vgl. Definition 12) anordnen.

2.2.1 Charaktertabelle der kubischen Gruppe O

Die Konstruktion einer Charaktertabelle fiir endliche Gruppen kann in der Literatur nach-
gelesen werden (z.B. in [3]). Der Vollstédndigkeit halber wollen wir aber kurz das Verfahren
erkléren.
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1. Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen ist gleich der Anzahl der konjugierten
Klassen. Die Gruppe O hat davon fiinf. Thre Charaktertabelle besteht demnach aus
5 Zeilen und 5 Spalten.

2. Die Dimension d,, der irreduziblen Darstellungen ist gegeben durch Z# du2 = ng.
Im Abschnitt 2.2 wurde fiir die kubische Gruppe bereits die eindeutige Lésung mit 1,
1, 2, 3 und 3 angegeben. Da das neutrale Element einer Gruppe in jeder Darstellung
durch die Einheitsmatrix dargestellt wird, ist die Spur der Darstellungsmatrix fiir
alle p1 gleich d,,, also in der ersten Spalte steht stets x* (1) = d,.
Vereinbart man, dass die (irreduzible) Trivialdarstellung, die jedem Gruppenelement
die 1 zuordnet, mit g = 1 indiziert wird, so ist die erste Zeile der Tabelle durch
x' (C;) = 1 fiir alle C;,i € {1,...,nc}, gegeben.
Fiir die kubische Gruppe erhalten wir demnach als erste Zeile (1,...,1) und als erste
Spalte (1,1,2,3,3).

3. Fiir die Zeileneintréige der Tabelle gilt nach (1.8)

S ni X (Co) X (C) = ndy -
i

Die Zeilen sind also orthogonal zueinander und die mit n; gewichtete Summe ist auf

ng normiert.

4. Die Spalten der Tabelle sind nach (1.9) ebenfalls orthogonal zueinander und auf
ng/n; normiert, also gilt

> ()X () = 2oy (2:2)
w

)

Oftmals reichen die ersten drei Regeln aus, um die Charaktertabelle vollstindig zu be-
stimmen. Regel 4 kann dann der Kontrolle dienen. Fiir die kubische Gruppe sind die
ersten beiden Regeln bereits ausgefithrt worden. Die dritte Regel fithrt auf ein 16sbares
Gleichungssystem, deren explizite Ausfithrung zu folgender Tabelle fiihrt:

konj. Klassen E Cy C3 C4 CZ

| konj. Klassen | 1 6 8 6 3

Darstellung Ay |1 1 1 1 1
Ay | 1 -1 1 -1

E 2 0 -1 2

|3 -1 0 1 -1

>3 1 0 -1 -1
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2.2.2 Die volle kubische Gruppe O,

Neben den Rotationen um seine Symmetrieachsen besitzt der Wiirfel noch eine weitere
Symmetrie: die Punktspiegelung am Ursprung ° (Inversion I). © Will man diese hohere
Symmetrie — Rotation mit anschlieBend optional ausgefiihrter Inversion 7 — durch eine
Gruppe beschreiben, gelangt man zu der vollen kubischen Gruppe Op. Die Anzahl der Ele-
mente verdoppelt sich auf 48, wobei die 24 zusétzlichen (gespiegelten) Elemente der Grup-
pe Op, mit einem I vor dem Rotationssymbol gekennzeichnet werden, so dass beispielsweise
(ICy;) eine Drehung um 7w um die z-Achse inklusive Punktspiegelung beschreibt. Mathe-
matisch ausgedriickt ist die Gruppe Oy, das direkte Produkt aus der kubischen Gruppe
O und der zweielementigen Gruppe {e, I}, also O, = O x {e, [}, wobei e das neutrale
Element der zweielementigen Gruppe bezeichnet.

Irreduzible Darstellungen

Da Rotation und Inversion kommutieren und sich eine gespiegelte Konfiguration g, € Oy
des Wiirfels ® nicht durch Hintereinanderschalten geeigneter Rotationen aus O erzeu-
gen lisst, zerfillt die volle kubische Gruppe in zehn konjugierte Klassen. Man bezeichnet
sie mit F, Cy, C3,Cy,C3,1,1Cs, IC3, ICy, IC%. Die Anzahl nicht-iquivalenter, irreduzibler
Darstellungen ist nach der Folgerung aus Theorem 22 damit ebenfalls zehn. Diese werden
mit Ali,Aéc,Ei,TljE und T2i bezeichnet °.

Charaktertabelle

Die Charaktertabelle von Oy, lisst sich mit einigem rechnerischen Aufwand mit Hilfe der
in 2.2.1 angegebenen Regeln aufstellen. Man findet (vgl.[1]):

’Der Ursprung liegt im Mittelpunkt des Wiirfels.

SEine Inversion dreht die Vorzeichen aller Koordinaten um, d.h. r wird zu —r fiir alle r € R®. Man
mache sich klar, dass — wie bei den Rotationen um die Symmetrieachsen — die Inversion die Lage des
Wiirfels im Raum invariant l4sst.

"Man beachte, dass die Reihenfolge dieser Operationen fiir die Endlage / Endkonfiguration des Wiirfels
eigentlich keine Rolle spielt.

®Die Elemente g, haben alle die Form gn = (g,e) oder g, = (g, I) mit g € O.

Das + steht fiir die Paritit P der Darstellung (vgl. Kapitel 5). Die Paritit ist 41, falls fiir die Charaktere
der irreduziblen Darstellung x(g x e) = x(g x I) gilt, die Paritidt ist —1, falls x(g x e) = —x(g x I).
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konj. Klassen E Cy, (O3 Cy CZ I ICy 1ICy; ICy 1T C’Z
| konj. Klassen | 1 6 8 6 3|1 6 8 6 3
Darstellung A7 | 1 1 1 1 1 1 1 1
Ay |1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
Paritit=1 E* |2 0 -1 0 2|2 0 -1
r13 -1 0 1 13 -1 0 1 -1
;13 1 0 -1 -1|3 1 0o -1 -1
Ayt 1t 1 1 1|1 -1 -1 -1 -
Ay |1 -1 -1 1)1 1 -1 1 -1
Paritit=—1 E- |2 0 -1 0 2/|-2 0 1 -2
7 |3 -1 0 1 -1]-3 1 0o -1
T, |3 1 0 -1 -1|-3 -1 0 1

2.3 Die kubische Gruppe Ound die Drehgruppe SO(3)

In diesem Unterabschnitt wollen wir kurz die Beziehung zwischen der kubischen Gruppe
O und der Drehgruppe SO(3) beleuchten.

2.3.1 Die Drehgruppe SO(3)

Die Drehgruppe SO(3) ist eine kontinuierliche, nicht-abelsche Gruppe, deren definierende
Darstellung (Matrixdarstellung) die Menge aller reellen 3 x 3-Matrizen R mit den Eigen-
schaften

R'R = 1 (2.3)
detR = 1. (2.4)

Aufgrund obiger Forderungen vermittelt die Matrix R Rotationen um beliebig wéhlbare
Achsen und Winkel im dreidimensionalen Raum, weshalb sie auch als Drehgruppe be-
zeichnet wird. Die SO(3) besitzt demnach unendlich viele Elemente und ist zudem nicht-
abelsch, da die Hintereinanderausfithrung von Rotationen i.a. nicht kommutativ ist. Aus
der Orthogonalititsforderung (2.3) folgt, dafl von den neun Matrixeintrigen nur drei frei
wihlbar sind, als Parameter nehme man 6, 62, 65. Die SO(3) bildet also eine Lie-Gruppe,
und die Matrizen R lassen sich in der Form

R=eT?" (2.5)

schreiben, wobei man fiir die Generatoren 7%, a = 1,2, 3 beispielsweise

00 0 001 0 -1 0
t=100 -1 |, = 0oo0o0], =1 00 (2.6)
01 0 -1 0 0 0 00

findet. Unter Verwendung des total antisymmetrischen Tensors dritter Stufe €., mit der
Normierung €193 = 1 ergibt sich in kompakter Form

(Ta)bc = —€abc - (27)
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Mit Hilfe der Rechenregeln des total antisymmetrischen Tensors dritter Stufe erhilt man
schliefflich die Vertauschungsrelationen der Generatoren der Drehgruppe

[Taa Tb] = €abcTc - (28)

Setzt man J* :=i7% a = 1,2,3, so ergeben sich die hermiteschen (Drehimpuls-) Genera-
toren der SO(3), fir die

(Ja)pe = —fi€abe (2.9)
[Jaa Jb] = i€apede (2.10)

gilt, so daf§ die Matrizen
R =¢"" (2.11)

eine unitire Darstellung der SO(3) bilden. Zusammen mit der Jacobi-Identitéit
[Ja7 [Jb7 Jc]] = [[Ja7 Jb]7 Jc] + [Jb7 [Ja7 Jc]] (212)

definiert (2.10) die Lie-Algebra der Gruppe SO(3). Die Lie-Algebra der SO(3) wird oftmals
als so(3) bezeichnet. Thre irreduziblen Darstellungen kénnen auf rein algebraischem Wege
mit Hilfe der Eigenwerte j(j + 1), j = 0,1/2,1,3/2,2,5/2,... des Casimir-Operators .J?
klassifiziert werden, ihre Dimensionen ergeben sich dabei zu 2(j 4+ 1). Details findet man
z.B. in [26]. Fiir ganzzahlige j erhilt man die Tensordarstellungen der Lie-Algebra. Die
halbzahligen j fithren auf die Spinordarstellungen.

Im Gegensatz zu den Tensordarstellungen sind die Spinordarstellungen keine Darstellun-
gen der Gruppe SO(3) obwohl sie Darstellungen ihrer Algebra so(3) sind. Man spricht
hier von Darstellungen einer Uberlagerungsgruppe.

2.3.2 Uberlagerungsgruppe SU (2)

Die Gruppe SU(2) wird aus komplexen 2 x 2-Matrizen gebildet, die den Einschrankungen

vut o= 1 (2.13)
detU = 1 (2.14)

unterliegen. Von den sechs reellen Parametern lassen sich lediglich drei frei wéihlen, so dafl
ein Element der SU(2) in der Form

U = el2o" " (2.15)

geschrieben werden kann. Die Generatoren ¢ sind dabei die drei Pauli-Spin-Matrizen

01=<(1)(1)>, a2=<?_0i>, 03=<(1)_01>. (2.16)

Da fiir die Pauli-Matrizen
[U“,ab] = 20€4pc0° (2.17)
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gilt, erfiillen sie mit der Entsprechung .J, = 0®/2 die gleichen Vertauschungsrelationen wie
die Generatoren J* der SO(3). Beide Gruppen stimmen also in ihrer Lie-Algebra iiberein,
und die irreduziblen Darstellungen der Lie-Algebren sind somit identisch.

Zu den irreduziblen Darstellungsmatrizen der Elemente U der Lie-Gruppe SU(2) gelangt
man nun durch Exponentierung der Erzeugenden ihrer einparametrigen Untergruppe. Die
Erzeugenden entsprechen dabei gerade den Generatoren, die die zugehorige Lie-Algebra
(hier also su(2)) erfiillen. Fiir Details verweise ich auf [14, 18]. Die irreduziblen Dar-

stellungen R’ der Drehgruppe SO(3) erhilt man dann durch die zusitzliche Forderung
R’ (—id) = 1l mit —id € SU(2) aus ihrer universellen Uberlagerungsgruppe'® SU(2).

Unter Beriicksichtigung von
{aa,ab} — 25,1 (2.18)

ergibt eine Reihenentwicklung der Exponentialfunktion (2.15)

iloogr _ Q - b b\ Q
e'? = cos (2>+z<an>sm (2> , (2.19)

wobei 6 = n®0 mit ), (n%)? = 1 zu setzen ist. Die SU(2) besitzt demnach eine 47-
Periodizitit, da aufgrund des Faktors 1/2 in den trigonometrischen Funktionen fiir 6 = 27
und n® beliebig

U2r) = —1 (2.20)

und fir 0 = 47
U(dr) =1 (2.21)

gilt. Dagegen zeigt man mit Hilfe einer entsprechende Entwicklung von (2.11), daf§ die
SO(3) eine 27-Periodizitat aufweist. Damit ergibt sich wegen

U@ +21) — —U®) und RO+ 21) — R(O) V0, (2.22)
U@ +4r) — U®H) und RO+ 41) — R(0) VO, (2.23)

eine 2:1-Abbildung
{U,-U}+— R, (2.24)
bzw. in mathematischer Formulierung, ein Homomorphismus SU(2) — SO(3) mit einem

Kern bestehend aus zwei Elementen. Dabei liefert der Homomorphiesatz die Beziehung
SO(3) = SU((2)/Zs .

19Auf den Begriff der universellen Uberlagerungsgruppe soll hier nicht niher eingegangen werden. Fiir
eine genaue Definition wiren gewisse Hilfsmittel aus der Topologie erforderlich, auf deren Bereitstellung
wir an dieser Stelle verzichten wollen. Eine mathematische Einfithrung in die Theorie der Lie-Algebren und
ihren Darstellungen bietet z.B. [27].
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2.3.3 Die kubische Gruppe als Untergruppe von SO(3)

Die kubische Gruppe O beschreibt nur ausgewihlte Rotationen im dreidimensionalen
Raum, ist also eine Teilmenge von SO(3). Da sie wiederum eine Gruppe bildet, ist sie eine
(endliche) Untergruppe von SO(3) (vgl. Definition 4). Die Tatsache, dass die Algebra der
Drehgruppe so(3) Spinordarstellungen besitzt, die Darstellungen der Uberlagerungsgrup-
pe SU(2) sind, legt bereits die Vermutung nahe, dass die diskrete Untergruppe O ebenfalls
eine Uberlagerungsgruppe besitzt, deren Darstellungen spinorielle Transformationen be-
schreiben, also eine 47-Periodizitdt aufweisen. Diese wird sich als diskrete Untergruppe
der SU(2) herausstellen und wird im folgenden Abschnitt eingefiihrt.

2.4 Uberlagerungsgruppe 20

2.4.1 FElemente der Uberlagerungsgruppe 20

In 2.3 haben wir gesehen, dass die kubische Gruppe eine endliche Untergruppe der 2m-
periodischen, kontinuierlichen Drehgruppe SO(3) ist, die man erhilt, wenn man sich auf
die darunterliegende Symmetriegruppe eines Wiirfels beschriinkt. Deren doppelte Uberla-
gerungsgruppe ist die SU(2), die im Gegensatz zur SO(3) eine 4w-Periodizitit aufweist
(vgl. Abschnitt 5). Die doppelte Uberlagerung der kubischen Gruppe ist demnach eine 4-
periodische endliche Untergruppe der SU(2) und wird mit 20O bezeichnet. Thre Elemente
lassen sich analog zur kubischen Gruppe den Symmetrieoperationen eines Wiirfels zuord-
nen, mit dem Unterschied, dass man einen ,fermionischen Wiirfel* betrachtet, bei dem
2m-Drehungen in die negative Identitéit fithren und erst Rotationen um 47 die Wiirfelkon-
figuration invariant lassen. Die Rotationsachsen des Wiirfels verdoppeln also ihre Ordnung
und die Gruppe 20 besitzt damit 48 Elemente. Anhand einer Verkniipfungstabelle zeigt
man, dass die Klassenkonfigurationen der kubischen Gruppe ihrer Struktur nach erhalten
bleiben. Die Identitédt bildet weiterhin eine eigene Klasse (E). Eine weitere Klasse (J)
bildet die negative Identitit. Bei den Klassen 6Cy und 3C? verdoppelt sich die Anzahl
der Elemente, da man aufgrund der 47-Periodizitit von 20 nun zwischen Rotationen um
+7m und —m unterscheiden muss. Die Klassen 8C3 und 6C, bleiben unter den Namen 8Cj
bzw. 6C} erhalten, werden allerdings durch zwei jeweils gleichméichtige Klassen 8CZ und
6CYy erginzt, die die nun moglich gewordenen Rotationen um i%ﬂ bzw. :I:?’TTr als Elemente
beinhalten. Insgesamt findet man also acht konjugierte Klassen:

o F = {id}
o J={—id}
L4 ]-204 = {C4a7 C4b7 C4ca C4d7 C4ea C4f7 szala CZbla szcla Cldla szela CZfl

+m-Rotationen um die Achsen Oa, Ob, Oc, Od, Oe, Of, insgesamt
zwoOlf Elemente;
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8Cg = {C3aa 0367 C3’ya 0357 C?:ala C§617 C3iyl7

Cay
:l:%”—Rotationen um die vier Raumdiagonalen Oc«, O3, Oy, O4, insgesamt acht
Elemente;

8C6 = {Cﬁaa CSﬁa Cﬁ'y, C65, Cﬁ_o}’ C_l C_l

—1
65 Cov > Cos

i%ﬂ—Rotationen um die vier Raumdiagonalen Oca, O3, Oy, OJ, insgesamt acht
Elemente;

—1 —1 1
8/3x? CS/3y’ C8/3z}

6Cs = {Cg/32,Cs/3y, Cg/32,C

:l:%”—Rotationen um die drei Koordinatenachsen z, y, z, insgesamt
sechs Elemente;

6C; = {Csz. Osy Ciz, O, G

-1

CSZ

+3-Rotationen um die drei Koordinatenachsen z, y, z, insgesamt
sechs Elemente;

6082 = {041, C4y, Cuz, szzla CZylv CZZI}

+7-Rotationen um die drei Koordinatenachsen z, y, z, insgesamt
sechs Elemente.

2.4.2 Irreduzible Darstellungen und Charaktertabelle

Als endliche Gruppe besitzt 20 entsprechend der Anzahl ihrer konjugierten Klassen genau
acht irreduzible Darstellungen. Fiinf von ihnen stimmen aufgrund der Uberlagerungsei-
genschaft von 20 mit denen der kubischen Gruppe iiberein. Die drei restlichen bezeich-
net man mit G, Gy und H. Thre Dimensionen lassen sich aus Formel 1.6, Kapitel 1.2.3
eindeutig zu (dg,,dq,,dy) = (2,2,4) bestimmen, da die Dimensionen der Darstellungen
A1, As, E, Ty, T, bereits aus Abschnitt 2.2 bekannt sind.

Wir brauchen demnach nur noch die Charaktere fiir die Darstellungen G1,G2 und H zu
bestimmen.

Hierzu betrachtet man zunéchst die Lie-Gruppe SU(2). Ihre irreduziblen Darstellungen
RJ zerfallen in eindeutiger Weise in Tensordarstellungen (5 = 0,1,2,...) und Spinordar-
stellungen (5 = %, %, g, ...) . Da die Gruppe 20 eine Untergruppe der SU(2) ist, kénnen
deren Elemente ebenfalls durch Darstellungen R’ repriisentiert werden. Fasst man nun
RJ als Darstellung Rg o von 20 auf, so ist diese i.a. reduzibel und kann in irreduzible
Darstellungen der 20 zerlegt werden. Da die Tensordarstellungen der SU(2) mit denen
der SO(3) iibereinstimmen, zerfillt die Darstellung R o fiir j € {0,1,2,...} in irreduzible
Darstellungen der kubischen Gruppe O (vgl. Tabelle auf S. 22) und fiir j € {%, %, %, .
in spinorielle irreduzible Darstellungen der 20. Letztere sind in nachfolgender Tabelle
angegeben [23]:

"'Die Unterscheidung von Tensor- und Spinordarstellungen erfolgt nach dem Verhalten beziiglich ihrer
Anwendung auf das Element der negativen Identitit. Falls D, ; (—id) = 1 gilt, gehort R’ zur Tensordar-
stellung der SU(2), falls dagegen D, ; (—id) = —1 ist, zéhlt sie zur Spinordarstellung.
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Spin  Zerlegung in irreduzible

¥ Darstellungen von 20
1/2 Gy

3/2 H

5/2 Gy ®H

72 Gi9GydH

9/2 G, ®2H

11/2 G &Gy ®2H

Fiir die Spuren der irreduziblen SU (2)-Darstellungsmatrizen mit Spin j und Rotationsmaf}
6 gilt die Formel '?

. C1

=20 T2 (€ +05) o) (2.25)
sin 5

(Unbestimmte Ausdriicke sind als Grenzwerte unter Verwendung der Regel von de ’'Hospital

zu bestimmen.) Mit Hilfe der Tabelle lassen sich die Charaktere fiir G;  (mitj = 3) und

H (mitj = 3) direkt aus Formel 2.25 bestimmen. '* Die Charaktere der Darstellung

G5 ergeben sich ebenfalls aus der Tabelle, wenn man von den Ergebnissen, die man fiir

j = g aus Formel 2.25 erhilt, die entsprechenden Klassencharaktere von H subtrahiert.

14 Insgesamt findet man folgende Charaktertabelle (vgl. [23]):

konj. Klassen E J Ci C? Cs Cs Cf C2
| konj. Klassen | 11 12 8 8 6 6 6
Darstellung Gi| 2 2 0 -1 V2 V2 0
Go| 2 2 0 -1 1 V2 V2 0

H 4 -4 0 1 -1 0 0 0

Rotationsmafie 0 der
acht Klassen von 20 6 |47 2r « 47n/3 2n/3 3x/2 w/2 «

2.4.3 Die volle Uberlagerung der kubischen Gruppe 20}

Wie bei der (einfachen) kubischen Gruppe, kann man unter Einbeziehung der Raumin-
version (Punktspiegelung am Ursprung) die Uberlagerung der kubischen Gruppe 20 zur
vollen Uberlagerung der kubischen Gruppe 20y, erginzen. Analog zum Vorgehen im Fall
der einfachen kubischen Gruppe bildet man das direkte Produkt aus der Uberlagerung

2Nachzulesen in [23]

“Die Charaktere fiir die Darstellung Gierhilt man auch unter Benutzung der Pauli-Matrizen,
da fiir Drehungen von Spinoren mit dem Winkelmal # um einen beliebigen Einheitsvektor n gilt:
U(n,0) =1 cos (30) —io - n sin (360) (vgl. Abschnitt 2.3).

1 Zerfillt eine reduzible Darstellung R in zwei irreduzible Anteile R und R”, so besitzt der Darstel-
lungsraum V' von R genau zwei invariante Réume Vi und Vit =: Vs, und die Darstellungsmatrizen haben
(evtl. nach Ahnlichkeitstransformation) Blockdiagonalgestalt. Fiir ihre Charaktere gilt dann offensichtlich
X =x" X
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der kubischen Gruppe 20 und der zweielementigen Gruppe {e, I'}, also 20, = 20 ® {e, I'},

wobei e das neutrale Element der zweielementigen Gruppe bezeichnet.

Der Vollstindigkeit halber sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass 20, die doppelte
Uberlagerungsgruppe von Oy, ist.

Charaktertabelle

Die Charaktertabelle der vollen Uberlagerungsgruppe 20 erhilt man auf analoge Weise,

wie sich die Charaktertabelle von Oy aus der von O ergibt.

konj. Klassen E J C C*® Cs C3 Cy 2
| konj. Klassen | 1 1 12 8 8 6 6 6
Darstelling Gy | 2 -2 0 -1 I V2 V2 0
(P =+1) Go| 2 -2 0 -1 1 V2 V2 0

H | 4 -4 0 1 -1 0 0 0

Darstelling Gy | 2 -2 0 -1 I V2 V2 0
(P=-1) Go| 2 -2 0 -1 1 V2 V2 0

H | 4 -4 0 1 -1 0 0 0

konj. Klassen IE 1J IC, IC?} ICs ICs IC, 1IC2
| konj. Klassen | 11 12 8 8 6 6 6
Darstellung Gy 2 -2 0 -1 1 vV2 V2 0
(P =+1) Go| 2 -2 0o -1 1 V2 -2 0

H | 4 -4 0 1 -1 0 0 0

Darstellung Gy -2 2 0 1 1 V2 V2 0
(P=-1) Gy | -2 2 0 1 -1 -vV2 V2 0

H | -4 4 0 -1 1 0 0 0




30

KAPITEL 2. DIE KUBISCHE GRUPPE UND IHRE UBERLAGERUNG



Kapitel 3
Essenzielle Supersymmetrie

In diesem Kapitel wollen wir die fiir die vorliegende Arbeit notwendigen Aspekte der
supersymmetrischen Erweiterung der relativistischen Quantenfeldtheorie kurz darstellen.
Ausgehend von den irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe der Raum-Zeit, be-
schrieben durch die Poincaré-Gruppe, wird zunichst das Prinzip der Zs-Gradierung der
Poincaré-Algebra angegeben, welches auf direktem Weg zu einer Verallgemeinerung des
Konzepts der Lie-Algebra fiithrt. Die irreduziblen Darstellungen dieser SUSY-Gruppe sind
mit den Elementarteilchen der SUSY-Theorie identifizierbar.

3.1 Gradierung und Poincaré-Superalgebra

Wie in der Einleitung bemerkt, ist sie supersymmetrische Erweiterung des Standardmo-
dells ein vielversprechender Kandidat fiir eine vereinheitlichende Theorie der Elementar-
teilchen. Zunéchst wollen wir uns dem Elementarteilchenspektrum des Standardmodells
iiber sein Transformationsverhalten unter der vollen Lorentz-Gruppe nihern.

3.1.1 Poincaré-Gruppe und ihre irreduziblen Darstellungen

Grundlage fiir jede relativistische Quantenfeldtheorie ist die Symmetriegruppe der vierdi-
mensionalen Raum-Zeit, die Poincaré-Gruppe P. Elementarteilchen sind in der Sprache
des theoretischen Teilchenphysikers irreduzible Darstellungen dieser Symmetriegruppe, die
sowohl Lorentz-Drehungen als auch Verschiebungen im Minkowski-Raum beinhaltet und
somit die Struktur der Raum-Zeit beschreibt. Die Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe wird
von den sechs Generatoren der Lorentz-Gruppe M* = —M"* und den vier Generatoren
der Translations-Gruppe P* erzeugt und wird durch die Vertauschungsrelationen

[P*,P"] = 0
PP, M) = i (PP — ¢ P¥)
MW M) = i (MY — MY — g7 M 4 g7 M) (3.1)

festgelegt, wobei g, = diag(1,—1,—1,—1) = ¢g" die Metrik im Minkowski-Raum ist.
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In der Quantenfeldtheorie kénnen physikalische Zusténde (Felder, Teilchen) anhand der
Eigenwerte der sogenannten Casimir-Operatoren klassifiziert werden. Diese sind iiber ihre
Eigenschaft definiert, mit allen Generatoren der Lie-Algebra zu kommutieren.

Als Casimir-Operatoren der Poincaré-Gruppe erhélt man

P? = p,p*

w? = wW,WwH, (3.2)
wobei W, = %EWMP” MP? als Pauli-Lubanski-Vektor bezeichnet wird. Weiter ist €4
der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe mit der Normierung €134 = 1. Aus diesen

Casimir-Operatoren geben wir nun die irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe
an. Man unterscheidet hierbei verschiedene Klassen:

1. Massive Darstellung: P2 = m?c?> > 0

Im Ruhesystem findet man fiir die Generatoren W, im Minkowski-Raum und die
Generatoren S* der inneren Drehung die Proportionalitiit

W? = -—m?c5? . (3.3)

Da W? ein Lorentzskalar ist, stimmen seine Eigenwerte im Ruhesystem mit denen
in einem gleichférmig bewegten System {iberein, und man erhélt
P> = m?&,
2 2 2 : 1.3
W = —m“c“s(s+1) mit mERunds:O,g,l,E,....

Offensichtlich wird die Darstellung durch die Masse m und den Spin s charakteri-

(3.4)

siert. Dies macht die Identifikation mit Eigenschaften von Elementarteilchen sug-
gestiv. Man beachte, dass sich Teilchen innerhalb einer Darstellung in ihren konti-
nuierlichen Impulseigenwerten und der z-Komponente s3 ihres Spins unterscheiden
konnen. Massive Teilchen mit Impuls " haben demnach 2s + 1 Freiheitsgrade.

2. Massenlose Darstellung: P? = 0 und W? =0
Hier gilt

3
5
wobei h = W,/ Py ebenfalls ein Casimir-Operator ist. Die Poincaré-Invariante h wird

1
WH=hP* mit h=+s unds:O,g,l, (3.5)

als Helizitdt bezeichnet. Sie ,ersetzt* bei massenlosen Teilchen den Spinbegriff, da
diese eine verschwindende Ruhemasse besitzen und somit eine Spincharakterisierung
(verstanden als innerer Drehimpuls im Ruhesystem) fiir sie keinen Sinn ergibt. Fiir
die Anzahl ihrer Freiheitsgrade bei fixierten Impulseigenwerten erhélt man mit s # 0
genau zwei.

3. Neben den beiden oben genannten irreduziblen Darstellungen existieren noch zwei
weitere: zum einen Darstellungen P, P# = 0 mit s € R und zum anderen Darstellun-
gen der Form P, P* < 0, die Teilchen beschreiben, die sich mit Uberlichtgeschwindig-
keit bewegen (Tachyonen). Beide Teilchenklassen sind allerdings in der Natur noch
nicht gemessen worden und sind daher physikalisch irrelevant.
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3.1.2 Z,-Gradierung der Poincaré-Algebra

Auf der Suche nach Mdoglichkeiten, das Standardmodell in eine umfassendere Theorie zu
integrieren, bieten sich in erster Linie zwei Ansatzpunkte:

Das Standardmodell ist eine Eichtheorie, die zugehorige Eichgruppe besteht dabei aus
einem Produkt von drei Symmetriegruppen (s. Einleitung). Dies mag etwas konstruiert
wirken. Daher liegt zum einen der Gedanke nahe, nach einer einzigen (weitreichenderen)
Symmetriegruppe zu suchen (z.B. SU(5)), in der die Produktgruppe des Standardmodells
dann aufzugehen hétte. Dabei wire es sinnvoll, an das zu der Gruppe gehorende, erwei-
terte Modell die zusétzliche Forderung zu stellen, den energetischen Giiltigkeitsbereich
des Standardmodells zu erweitern. Eine andere Uberlegung ist die folgende: Offensichtlich
sind die Eigenschaften der Elementarteilchen eng mit der Poincaré-Invarianz der Theo-
rie des Standardmodells verbunden. Daher wiirde eine Verinderung (z.B. Erweiterung)
der Poincaré-Gruppe direkte Folgen fiir das Spektrum der Elementarteilchen haben. Hier
sto8t man aber schnell an mathematische Grenzen. So konnten S. COLEMAN und J. MAN-
DULA im Jahre 1967 zeigen, dass sich die Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe P nicht mit
einer weiteren Lie-Algebra Q sinnvoll vereinigen 148t [19]. Dabei stellten sie fest, dass ei-
ne Erweiterung der Poincaré-Gruppe P um eine nicht-trivialen Lie-Gruppe Q entweder
zu einer trivialen Streumatrix (Einheitsmatrix) fithren wiirde, oder dass alle Kommuta-
toren zwischen den Generatoren von P und Q verschwinden wiirden. Erst 1971 fanden
Y. GOLFAND und E. LIKHTMAN eine Moglichkeit, den engen Rahmen des Lie-Algebra-
Konzepts zu sprengen [20], indem sie neben den bekannten Kommutatorrelationen nun
auch Antivertauschungsrelationen zwischen den Generatoren zulielen, was auf den Begriff
der Zo-gradierten Algebra fiihrte. Hierzu eine kurze Erliuterung.

Eine Zs-gradierte Algebra besteht aus einer Algebra G, die in eine direkte Summe zweier
Unterrdume Gy und Gy zerfillt, d.h.

G=G10)®Y9), (3.6)
und einer Verkniipfung o mit folgender Eigenschaft
Zioy; € g(i+jmod2) mit  i,j € {07 1} und z; € g(z)a yj € g(]) (37)

Auf dhnliche Weise lassen sich auch Z,-gradierte Algebren aufbauen. Im Jahr 1975 zeigte
sich allerdings durch eine Arbeit von R. HAaAG, J.T. LoPuszANSKI und M. SOHNIUS [21],
dass der Zo-Gradierung eine exponierte Stellung zukommt, da sie die einzige Gradierung
ist, die sich mit der relativistischen Quantenfeldtheorie vereinbaren lisst. Es ist somit
sinnvoll und ausreichend, sich auf diese einfache Gradierung zu beschrinken.

Im néchsten Schritt konstruiert man nun eine gradierte Zo-Lie- Algebra, indem man zusitz-
lich zu (3.7) noch zwei weitere Eigenschaften fordert:

Supersymmetrie : x;0y; = —(—1)"y; o x; (3.8)
Jacobi-Identitit : zj o0 (y; 0 zp) (—=1)F™
+y10 (zm 0 @x) (=DM + 2 0 (zp o) (-1)" = 0. (3.9)

Man beachte, dass wegen (3.8) nur der Unterraum G o) wirklich eine Lie-Algebra definiert;
G(1) ist nicht einmal eine Algebra, da sie beziiglich o nicht abgeschlossen ist. Wir wollen
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daher ab sofort korrekter von der Lie-Superalgebra (kurz: SUSY-Algebra) sprechen. Da-
mit verbirgt sich hinter dem physikalisch geprigten Begriff der Supersymmetrie im Prinzip
das mathematische Konzept der Gradierung. Desweiteren beinhaltet die Supersymmetrie-
forderung (3.8) gerade die bereits oben erwiihnte Erweiterung des Lie-Algebra-Konzepts
durch Einfithrung von Antivertauschungsrelationen. Je nach Wahl von z; und y; ist das
Produkt z; oy; symmetrisch oder antisymmetrisch, und die Generatoren aus G lassen sich
nach gerade und ungerade Generatoren klassifizieren, die die — in den ersten beiden Fillen
sogar definierenden — Eigenschaften besitzen

[gerade,gerade] = gerade
{ungerade,ungerade} = gerade
[gerade, ungerade] = ungerade . (3.10)

Die neu hinzugekommenen, antikommutierenden Generatoren werden nun mit fermioni-
schen Freiheitsgraden identifiziert und haben demnach Spinorcharakter. Die geraden Gene-
ratoren reprisentieren bosonische Freiheitsgrade. Da man an einer Erweiterung der Poin-
caré-Symmetrie interessiert ist, identifiziert man den G)-Sektor als die von den zehn Ge-
neratoren P* und M* erzeugte Poincaré-Algebra und fiigt der Theorie im fermionischen
Sektor nach Belieben sog. SUSY-Generatoren Qq, a = 1,...,4N, hinzu. Wir beschrinken
uns im Folgenden auf den Fall N = 1 und interpretieren die vier SUSY-Generatoren (), als
Majorana-Spinor (vgl. Anhang B). Man hat schliefilich fiir die insgesamt 14 Generatoren

Pt MM und Q, (3.11)

neben den bekannten Kommutatorrelationen (3.1) der Poincaré-Algebra die zusétzlichen
Vertauschungsrelationen

[P*,Qa] = 0 (3.12)
(M, Qa] = —(%U“V)abe (3.13)
{QtMQb} = _2(7uo)abpua (3'14)

wobei ot = 5 [y*,4"] mit den Dirac-Matrizen y* und C' der Ladungskonjugationsopera-
tor sind.

Am Ende dieses Abschnitts ist noch kurz auf zwei wichtige Folgerungen einzugehen, die
sich direkt aus der Erweiterung der Poincaré-Gruppe ergeben. Zum einen stellt man mit
Hilfe von (3.14) fest, dass die Anzahl bosonischer und fermionischer Freiheitsgrade bzw.
Komponenten der Felder in supersymmetrischen Theorien stets identisch sein muf} [18].
Physikalisch sinnvolle, supersymmetrische Modelle haben demnach der Boson-Fermion-
Regel zu geniigen. Zum anderen ist zu erwarten, dass die Erweiterung der Symmetriegruppe
direkte Auswirkung auf das in der Theorie erfasste Elementarteilchenspektrum haben wird.



Kapitel 4

Grundziige der Gittereichtheorie

Die Grundgedanken der Gittereichtheorie sollen hier in knapper Form erklirt werden, um
die folgenden Kapitel in einen Kontext zu setzen. Es wird ein Zusammenhang zwischen
Spinzustinden im Kontinuum und ihren Entsprechungen auf dem Gitter hergestellt. Da-
bei geht es um die Frage, wie sich die Brechung der Drehsymmetrie auf dem Gitter auf
ihre irreduziblen Darstellungen auswirkt, und wie diese durch Gitteroperatoren zu rea-
lisieren sind. Es wird sich herausstellen, dass gerade die irreduziblen Darstellungen der
kubischen Gruppe zur Charakterisieung von Spinzustinden auf dem Gitter verwendet
werden konnen. Weiterfithrende Lektiire findet man in [7] , [8].

Wir wollen hier nur die Grundbegriffe zusammenstellen.

4.1 Eichtheorie im Kontinuum

Das Noether-Theorem stellt eine Beziehung zwischen Symmetrien und erhaltenen Stromen
und den mit ihnen verbundenen physikalischen Gréflen her und ermdéglicht somit, ausge-
hend vom Prinzip der Eichinvarianz, eine Quantenfeldtheorie aufzubauen. Insbesondere
das lokale Eichprinzip erlaubt es, aus lokalen Eichfeldern mit Hilfe von kovarianten Ablei-
tungen lokal-eichinvariante Wirkungen aufzubauen.

Ausgangspunkt lokal eichinvarianter Theorien ist die Forderung nach Invarianz der Wir-
kung unter lokalen Eichtransformationen, auch Eichtransformationen zweiter Art genannt.

d(z) — A" Y (z)p(z)  firalle  A(x) € SU(N) (4.1)

Diese Transformation ist, wie der Name schon sagt, lokal, d.h. fiir verschiedene Orte der
Raumzeit i.a. nicht gleich. Um Felder an verschiedenen Orten der Raumzeit miteinander
vergleichen zu kénnen, benotigt man den Paralleltransporter U(C) € SU(N) entlang eines
Weges C, welcher mit dem Eichfeld A, durch das pfadgeordnete Integral

U(C) = Pe™ Je " An (4.2)

verkniipft ist.
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Das Eichfeld ist ein Element der Lie-Algebra su(N) der Gruppe SU(N) und transformiert
sich also geméf}
Ay(x) — A7 (2) (0, + Au(z)) A(z) (4.3)

Die kovariante Ableitung erhélt somit die Form

Dy =0, + Au(z) . (4.4)

Mit dieser kann der Feldstérketensor F),, der Theorie definiert werden:

Fu =1[D,,D,] = 0,A,(x) — 0,A,(z) + [Au(z), Au(z)] . (4.5)

Betrachtet man nun den Paralleltransport entlang infinitesimal kleiner, geschlossener Kur-
ven Cgy 4y, die durch dz und dy aufgespannt werden, etwa durch Polygonziige der Form

<
<<

4 4 dy
Ty |
so ist dieser mit dem Feldstérketensor F),, iiber
U(Cag,dy) = 1 — Fdatdy” (4.6)
verbunden. Er transformiert sich nach
Fu(z) — A Y z)Fy(z)A() . (4.7)
Fiir die Komponentenfelder von A, und F},, setzt man
Au(z) = —igAj(z)T, (4.8)
Fu(r) = —igh,,(z)T, (4.9)
wobei T, die spurlosen, hermiteschen Generatoren der su(/N) bezeichnet. Sie erfiillen die
Relationen
TLT) = Sow (4.10)
[Ta, Tyl = ifavcTe (4.11)

mit den vollkommen antisymmetrischen, reellen Strukturkonstanten fg;. der su(N). Die
Komponenten des Feldstirketensors sind mit denen des Eichfeldes iiber die Beziehung

Fi () = 0,A%(x) — 0,A%() + g fabe Al (2) AL () (4.12)
verkniipft, wobei g die Selbstkopplung der Eichfelder bezeichnet.

Durch Einfiithren eines Selbstkopplungsterms in die eichinvariante Wirkung nimmt das
Eichfeld selbst an der Dynamik teil. Man bezeichnet ihn als Yang-Mills- Wirkung:

1 4 1 4
Sy = 357 d'x TrFyy Fy = /d z F% FO . (4.13)
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4.2 Gittereichtheorie

Die Theorie kann diskretisiert werden, indem man sich bei der Betrachtung auf Raum-Zeit-
Punkte beschrinkt, die auf einem vierdimensionalen hyperkubischen Gitter A = aZ* =
{z|z, € aZ, p = 1,2,3,4} angeordnet sind. Die Gitterkonstante a definiert den Abstand
nichster Nachbarpunkte. Die Richtungen der Gitterachsen werden mit 4 = 1,2,3,4 ge-
kennzeichnet. Die Materiefelder befinden sich jetzt nur noch auf den Gitterpunkten. Der
Paralleltransporter als Vermittler des Eichfeldes zwischen diesen Materiefeldern wird mit
den Gitterkanten (Links) identifiziert'. Ein Link zwischen benachbarten Gitterpunkten z
und z + afi wird mit Uy, bezeichnet. Der Paralleltransport in umgekehrter Richtung ist
Ul,_,ﬁlt = Up+qji;—p und im Fall der SU(N) gleich U}LW. Fiir kleine Gitterkonstanten a ist
der Paralleltransporter nach dem Eichfeld entwickelbar:

Uy,

)

2
—a xr a
p = e @ zl—aA”fE-l-EAi(g:)-l-... (4.14)

Wie im Kontinuumsfall fithrt das Konzept des Paralleltransports in natiirlicher Weise zu
einer Wirkung der Gittertheorie. Man betrachtet dazu moglichst kleine geschlossene Kur-
ven in der Raumzeit. Da infinitesimale Wegstiicke aufgrund des endlichen Gitterabstandes
a gar nicht definiert sind, findet man als kleinste geschlossene Wege gerade Quadrate mit
Kantenldnge a. Sie bilden die sogenannten Plaguettenvariablen U, mit den Eckpunkten

x, z+aft, x+ai+ar und x4+ ab wrv=1234; un#v.

Diese lassen sich folgendermafien graphisch veranschaulichen:

T +av t+abip | T 4 afl + av

/

T
UI;V Ux;uu Um+aﬂ;u

z Usis T+ ap
. [

a Gitterabstand a

Y

Auf K. WILSON geht nun die Idee zuriick, aus solchen Plaquetten eine eichinvariante
Wirkung fiir das Eichfeld zu konstruieren [9]. Dabei wird der Paralleltransport um eine
solche Plaquette geschrieben als

Up = Uppw = ULU . Ups aissUsis - (4.15)

TV x4av;p

Tn der hier verwendeten (einfachsten) Variante der Gitterdiskretisierung werden Links nur zwischen
néchsten Nachbarn betrachtet.
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Fiir das SU(N)-Eichfeld wird die Wilson-Wirkung dann geschrieben als

Stu@ =YY 8 [1 - —Tr{ s + UL W}] , (4.16)

T 1<pu<v<4
wobei wegen
U; s Ux ;lw und Tr {Ux;uu + Ux l“’} = 2Re {TI‘ Ux;wj} (417)
auch
Sta(z)=>_ > B [1 - —Re {Tr U, ,W}] (4.18)
T 1<p<v<4
gilt.

In (4.16) beachte man, dass sich U;;W auch durch Uy, ausdriicken lisst und somit die
Plaquette Uy, umgekehrt durchlduft.

Setzt man in (4.15) die entsprechenden Paralleltransporter geméf (4.14) ein und entwickelt
das Eichfeld A,(z) nach dem Taylorschen Lehrsatz, ergibt sich unter Verwendung der
Baker-Campell-Hausdorff-Formel fiir die Plaquettenvariable Uy, auf dem Gitter
Upyr =1 — aQFW + O(a®) (4.19)
mit dem Feldstirketensor
Fu = A A (2) = A A (2) + [A, (), Ay (2) (4.20)
der Gittereichtheorie, der analog zu (4.12) ist. Hierbei wurden wegen des endlichen Git-

terabstandes die partiellen Ableitungen des Kontinuum-Feldstiarketensors aus (4.5) durch
Gitterableitungen ersetzt. Die diskrete Vorwirtsableitung ist definiert durch

1 N
Alf(@) == (f(z+ap) — f(2)) - (4.21)
Entsprechend ist die diskrete Riickwirtsableitung erklart durch
1 N
Auf(@) =~ (f(2) = f(z — ap) (4.22)

Insgesamt erhélt man unter Weglassung konstanter Terme fiir die Gitter-Wirkung

Srat = — Za Tr F, (z) F* (z) + O(a®) . (4.23)

Man beachte, dass die Wilson-Wirkung im naiven Kontinuumslimes a — 0 mit dem Uber-
gang a’ Yow —> f d*z in die Yang-Mills-Wirkung 4.13 iibergeht, wenn man fiir die Eich-
kopplung 3 = 2 setat.
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4.3 Spinzustinde auf dem Gitter

Im Kontinuum werden Spinzustinde durch unitére irreduzible Darstellungen der Dreh-
gruppe SO(3) bzw. SU(2) charakterisiert. Diese Gruppen bestehen aus der Menge aller
Rotationen (um beliebige Achsen und Winkelmafle) im dreidimensionalen Raum. Boso-
nischen Zusténden entsprechen hierbei die Tensordarstellungen (mit ganzzahligem Spin),
fermionischen Zustinden hingegen die Spinordarstellungen (mit halbzahligem Spin) der
Uberlagerungsgruppe SU(2). 2 Durch die Gitterdiskretisierung wird die kontinuierliche
Rotationssymmetrie gebrochen, da ein kubisches Gitter nicht rotationsinvariant ist und
demnach Gitterzustinde nicht unter beliebigen Drehungen invariant sind, also als unphy-
sikalisch anzusehen sind. Man kann nun mit Hilfe der kubischen Gruppe O und ihrer
Uberlagerungsgruppe 20 die Rotationsinvarianz des Raumes wiederherstellen, indem man
die Rotationsinvarianz der kontinuierlichen Theorie durch die untergeordnete kubische
Symmetrie des Gitters ersetzt. Die kubische Gruppe (bzw. ihre Uberlagerung) dient dabei
als Symmetriegruppe der Theorie, so dass die Eigenzustinde des Gitter-Hamiltonoperators
nach den irreduziblen Darstellungen von O (bzw. 20) klassifiziert werden.

Nun stellt sich umgekehrt die Frage, welche Auswirkung die Gitterregularisierung auf die
Spinzustinde im Kontinuumslimes hat.

Betrachten wir dazu zunichst eine irreduzible Darstellung R? der SO(3) (also eine Tensor-
darstellung der SU(2)), wobei der Index j den Spin (j = 0,1,2,...) bezeichnen soll. Da die
kubische Gruppe eine Untergruppe der SO(3) ist, konnen ihre Elemente ebenfalls durch
RI dargestellt werden. Insofern lisst sich R7 als eine Darstellung R{) von O auffassen,
die im Allgemeinen aber reduzibel ist. Man kann diese dann in ihre irreduziblen Anteile
zerlegen. Die Zerlegung fiir j = 0,1,2,...,12 ist in Tabelle 4.1 angegeben [15].

Lediglich die Darstellungen fiir Spin-0- und Spin-1-Teilchen sind irreduzibel. Im Falle eines
Spin-2-Teilchens zerfillt der von den 2j+1 = 5 Zusténden aufgespannte Darstellungsraum
in einen zwei- und einen dreidimensionalen invarianten Unterraum. Dadurch spaltet sich
das im Kontinuum von fiinf Zustinden gleicher Energie gebildete Multiplett auf dem
Gitter in ein Dublett E und ein Triplett 75 (mit unterschiedlichen Energiestufen) auf. Die
Zustinde des Dubletts transformieren sich dabei unter der irreduziblen Darstellung £ der
kubischen Gruppe, die des Tripletts hingegen unter der irreduziblen Darstellung T5. 3

Derselbe Sachverhalt gilt analog fiir die Spinordarstellungen R/ fiir 5 = 1/2,3/2,... von
SU(2). Die Uberlagerung der kubischen Gruppe 20 ist eine Untergruppe der SU(2), wes-

halb ihre Elemente ebenfalls durch R7 dargestellt werden kénnen. Als Darstellung Ré von

1 3 11

O aufgefasst ist sie i.a. reduzibel. Die Zerlegung in irreduzible Anteile fiir j = 3,5,..., 5

ist in Tabelle 4.2 angegeben [23].

’Die Tensordarstellungen der SU(2) stimmen mit denen der SO(3) iiberein. Strenggenommen besitzt
die SO(3) keine Spinordarstellungen, weswegen man manchmal von Spinordarstellungen der Uberlage-
rungsgruppe spricht. Eine genauerere Beschreibung der Relation von SO(3) und SU(2) ist in Abschnitt
2.3.

3Piir einen massiven Zustand mit Spin 2 bedeutet dies, dass man in der Gittersimulation zunichst zwei
Massen m(E) und m(T>) misst, deren Verhiltnis m(E)/m(T>) im Kontinuumslimes (a — 0) dann gemf
der Restauration der vollen Rotationssymmetrie gegen 1 konvergiert.
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Spin Zerlegung in irreduzible
J Darstellungen von O
0 A1
1 Ty
2 EaT
3 AT & T
4 A1 OET T
5 Eg2l eT,
6 A1®A2®E@T1@2T2
7 As @ E@ 2T @215
8 A @ 2E @ 2T & 2T>
9 AeoAoFEel o2h
10 AL DAy ®2E © 2T & 3T
11 Ay ®2E @ 3T & 3T>
12 24,9 A ®2E @ 3T @ 3T,

Tabelle 4.1: Zerlegung der SO(3) in O

Spin  Zerlegung in irreduzible

J Darstellungen von 20
1/2 Gy

3/2 H

5/2 Ga®H

7/2 GieGadH

9/2 Gi1®2H

11/2 G &Gy ®2H

Tabelle 4.2: Zerlegung der SU(2) in 20
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Gehen wir nun kurz auf das inverse Problem ein: Sei | ¢) ein physikalischer Zustand im
Kontinuum, der sich aus Eigenzustinden | 1,,) des Hamiltonoperators entwickeln lisst

| Q/}> = ch | d’n)a (4'24)

n

wobei n = (7, m; «) die iiblichen Quantenzahlen der Spin-j-Darstellung und einen zusétz-
lichen Index fiir beispielsweise angeregte Zustinde mit identischem Spin bezeichnet. Jeder
Eigenzustand | ¢,,) gehort damit zu einem Multiplett mit eindeutig bestimmten Spin j.
Man betrachte nun einen Gitteroperator, der sich unter der irreduziblen Darstellung R mit
R = Ay, Ay, E, T, Ty (bzw. R = G, G5, H) der kubischen Gruppe (bzw. ihrer Uberlage-
rung) transformiert. Durch Anwendung auf das Vakuum erzeugt man einen physikalischen
(Gitter-)Zustand, der sich im Kontinuumslimes gemif} 4.24 in die Form

| ) = > R | bn) (4.25)

bringen lisst. Demnach besitzt | g) verschiedene Spinanteile mit der Einschrinkung,
dass deren Entsprechungen auf dem Gitter alle die Darstellung R enthalten miissen. Unter
Beriicksichtigung dieser Bedingung ergeben sich aus den vorigen Tabellen die folgenden
Auswahlregeln:

Darstellung R Spinanteile j
der kubischen Gruppe im Kontinuumslimes

Ay 0, 4, 6, 8,
Ag 3,6,7,09,
E 2,4,5,6,
Ty 1, 3,4, 5,
T, 2,3, 4,5,
Darstellung R Spinanteile 5
der Uberlagerung im Kontinuumslimes

der kubischen Gruppe

Gy 1/2,7/2,9/2, 11/2, ...
Gy 5/2,7/2,11/2, ...
H 3/2,5/2,7/2,9/2,11/2, ...

Fiir die Berechnung von SUSY-Zusténden ist der niedrigste Spinanteil von entscheiden-
der Bedeutung, da er i.a. der niedrigsten SUSY-Zustandsmasse zugeordnet werden kann,
die dann ihrerseits aus dem Abfallverhalten von geeigneten Korrelationsfunktionen — als
grundlegende Observable einer Feldtheorie — extrahierbar ist.
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Kapitel 5

Darstellungen der Uberlagerung
der kubischen Gruppe 20 iiber
SUSY-Operatoren

In diesem Kapitel wird die in [10] fiir den supersymmetrischen Fall ausgeweitete Metho-
de der Untersuchung! des Transformationsverhaltens eichinvarianter Gitter-Operatoren
unter der kubischen Gruppe in eine iibersichtliche Form gebracht und anhand von eini-
gen Beispielen durchgefiihrt. Die ersten beiden Beispiele? sind bereits in [10] untersucht
worden.

Die Kenntnis des Transformationsverhaltens unter der Gittersymmetriegruppe macht es
moglich, sich bei Monte-Carlo-Simulationen auf die Elemente einen Orthonormalbasis zu
beschréinken [13].

5.1 Vorbereitungen und Bezeichnungen
Zunichst wollen wir einige Voriiberlegungen anstellen und dabei eine sinnvolle Notati-

on fiir SUSY-Operatoren einfithren. Dann wollen wir das prinzipielle Vorgehen bei der
Konstruktion einer Darstellung der Uberlagerung der kubischen Gruppe 20 erliutern.

5.1.1 Wilson-Loops

Ein Wilson-Loop der Léinge L ist durch Angabe eines L-Tupels

L
(1, ypr) mit > i =0 (5.1)
1=1

'Diese Methode wurde von BERG und BILLOIRE in [11] und [12] fiir die Berechnung von Glueballmassen
vorgeschlagen.
?Majorana-Majorana-Operator und Majorana-Link-Majorana-Operator

43
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eindeutig festgelegt, wobei ji; die Einheitsvektoren in Richtung der Gitterachsen y = 1,2,3

eines riumlichen Gitters bezeichnen. Fiir die drei Wilson-Loops der Linge vier3

A

L7 =0 =0 -

schreibt man mit der Achsenkonvention

demnach
01=(1,2,-1,-2), 0s=(3,1,-3,—1) und O3 =(2,3,—-2,-3) .

Der Umlaufsinn wird in der graphischen Schreibweise durch kleine Pfeile auf den Links
kenntlich gemacht.

Wir sind bei den weiteren Uberlegungen nur an Lage und Form der Wilson-Loops inter-
essiert. Da diese bei zyklischer Permutation der L-Tupel invariant bleiben, erhélt man auf
natiirliche Weise eine Aquivalenzrelation und fasst dquivalente Tupel zu Aquivalenzklassen
(1, ..., pr] zusammen. Beispielsweise ist damit O3 = (2,3, —2,—3) dquivalent zum Tu-
pel (—3,2,3,—2), und man schreibt fiir den Operator O3 in eindeutiger Weise [2, 3, —2, —3].

Neben den Transformationen der 20 werden noch zwei weitere diskrete Transformationen
bendétigt: Raumspiegelung und Ladungskonjugation. Ihre Eigenwerte £1 werden dabei mit
P- bzw. C-Paritit bezeichnet. Die irreduziblen Darstellungen der Gittersymmetriegruppe
erhalten daher die Bezeichnung RFC.

3Im vorigen Kapitel wurden diese Operatoren als Plaquettenvariablen U, = U, eingefiihrt, um die
eichinvariante (Wilson-)Wirkung auf dem Gitter zu formulieren. Fiir den Ort z, an dem ein Wilson-Loop
definiert ist, wollen wir uns im Folgenden nicht interessieren. Wir identifizieren daher Operatoren gleicher
Gestalt an unterschiedlichem Ort, also Upjuy = Ustarpy bzw. allgemein (pi, ..., pn), = (p1, -5 L) 4y g
mit z,z’ € A.
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Ladungskonjugation

Neben Lage und Form von Wilson-Loops unterscheidet man zusétzlich noch deren Orien-
tierung, d.h. die Richtung, in der sie durchlaufen werden. Mit Hilfe des Ladungskonjuga-
tionsoperators C' kann man die Orientierung eines Loops dndern.

Der Ladungskonjugationsoperator C' kehrt per Definition die Orientierung von Wilson-
Loops um. Betrachtet man Loop-Kombinationen der Form (Up +U, 1), so gilt

Tr{U,+U, '} =2Re{TrU,}  (vgl. (4.17)) (5.2)

und damit
Tr{C[U, + U, ']} =2Re{TrU,} . (5.3)

Fiir (Up -U, 1) gilt dagegen

Tre{U,— U, '} = 2iIm{Tr U,} (5.4)
und deshalb
Tr {C[U, - U, ']} = —2iIm {Tx U,} , (5.5)
also insgesamt
Te{CU,} = (TxU,)" . (5.6)

Der C-Operator wirkt also auf die Spur von Wilson-Loops komplex konjugierend.

Wir wollen nun im folgenden den Operator C' als C-Paritdtsoperator bezeichnen und de-
finieren fiir beliebige Loops

Clu,poy .o pr] = [—pr, o, —p2, —pa] - (5.7)
Fiir die Einfachplaquette O3 gilt damit beispielsweise
COs=C12,3,-2,-3] =[3,2,-3,-2] . (5.8)
Definiert man nun zwei Linearkombinationen von Wilson-Loops geméif

1y iy =y p] £=pn, 0 =], (5.9)

so haben beide eindeutig festgelegte C-Paritéitseigenwerte +1, denn

C[H’la"'aﬂ’[x]i :C([:U‘la"'aﬂ’[z]i[_ﬂ’La"'a_ﬂ’l]> :i[,U«I,---,,U«L]i ) (510)

und fiir unser Beispiel O3 ist dann
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oder kiirzer
CO34+ = +053 . (5.11)

Der Index =+ versteht sich nunmehr von selbst.

An dieser Stelle will ich noch anmerken, dass wir von nun an nur noch Wilson-Loops mit
wohldefinierter C-Paritét betrachten wollen, also Linearkombinationen der Form (5.9).

Die P-Parititstransformation wird anhand der nun folgenden SUSY-Operatoren erklért.

5.1.2 SUSY-Gitteroperatoren

Fiir supersymmetrische Operatoren hat man neben bosonischen auch fermionische Frei-
heitsgrade zu beriicksichtigen. Fiir die SUSY-Gitteroperatoren muss man also neben Wilson-
Loops auch Majorana-Fermionen bei der Zusammensetzung von geeigneten Operatoren
beriicksichtigen.

Die Majorana-Felder sind nur auf den Gitterpunkten definiert und werden hier mit
A= \(z)

bezeichnet. Die Majorana-Spinoren verhalten sich gegeniiber C-Paritdtsoperationen inva-
riant (dies wird im Anhang B gezeigt).

Wir wollen einen Majorana-Spinor in einem Loop durch ein A an der entsprechenden Stelle
in dem ihn beschreibenden Tupel kennzeichnen. Beispielsweise notieren wir eine Plaquette
mit einem Majorana-Spinor auf einer Ecke

als O = (\,2,3,—2,-3).

Raumspiegelung

Im Loop-Sektor bewirkt die P-Paritétsoperation eine Raumspiegelung. Die Link-Eintrige
des Tupels, das den Loop kennzeichnet, &ndern also ihr Vorzeichen, die Majorana-Fermionen
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werden P-gespiegelt 4.

Plig, ooy Aoy pir] = [=p1s - AT, =] (5.12)
Beispielsweise wird aus
0= (\2,3,-2,-3)
durch Anwendung des P-Parititsoperators °
PO = (\F,-2,-3,2,3)

der durch
)\P

veranschaulicht werden kann. Definiert man nun zwei Linearkombinationen von SUSY-
Operatoren gemif

1y pr)e = [pay - pr] £ Pl pr) (5.13)

so haben sie eindeutig festgelegte P-Parititseigenwerte +1.

Wir schreiben kurz:
POy =104 (5.14)

Im Folgenden wollen wir nur noch P-invariante SUSY-Operatoren betrachten, also Line-
arkombinationen der Form 5.13.

Es sei noch angemerkt, dass die C-Paritdtsoperation die Majorana-Fermionen aufgrund
der Majorana-Bedingung invariant lisst (CA = )\). Dies wird im Anhang B erldutert.
Daher werden wir unsere Betrachtungen auf P- und C-invariante Linearkombinationen
von SUSY-Operatoren beschrinken.

Nach diesen Voriiberlegungen méchte ich nun das Vorgehen bei der Konstruktion einer
Darstellung der vollen Uberlagerungsgruppe 20y, iiber SUSY-Operatoren beschreiben.

5.2 Konstruktion der Darstellung

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um eine Darstellung der Uberlagerung
der kubischen Gruppe 20 iiber SUSY-Operatoren zu konstruieren. Hierbei kénnen wir
zwischen Wilson-Sektor und Majorana-Sektor trennen, da sie unabhingig voneinander
transformieren. Wir erhalten eine Darstellung Rz im Wilson-(Loop)-Sektor und eine im
Majorana-Sektor (Rass), die dann mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt 1.3.2 iber die
direkte Produktdarstellung zu einer Darstellung von 20 iiber SUSY-Operatoren zusam-
mengefiigt wird.

*Tatsichlich wird der Operator i.A. auch seinen Ort #ndern. Dies ist fiir uns aber irrelevant, da wir
SUSY-Operatoren gleicher Gestalt an unterschiedlichen Orten nach Fufinote auf S. 44 identifizieren. Dass
diese Vorgehensweise gerechtfertigt ist, wird im Abschnitt 5.2.3 deutlich.

Das Verhalten des Majorana-Spinors unter P-Parititstransformation PA = A wird im Abschnitt 5.2.1
besprochen.
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5.2.1 Spinoren

Majorana-Spinoren sind spezielle Dirac-Spinoren (vgl. Anhang B), also nutzen wir die
Kenntnisse aus der Dirac-Theorie und erinnern an die folgenden Zusammenhinge: Be-
trachtet man endliche Lorentz-Drehungen eines Dirac-Spinors mit dem Winkelmafl # um
einen beliebigen Einheitsvektor n € R?, so erhilt man fiir die Rotationsmatrix des Spinors
[24]

Skot.(n,0) = exp (46 - n) (5.15)
= 14 cos (36) +i3% - n sin (30) (5.16)
= 14 cos (36) +iX* - nF sin (36) | (5.17)

wobei ¥¥ mit den Pauli-Matrizen iiber die Relation

k
il = ¢iik ( "0 Ok ) = (iikyk (5.18)
ag

mit 4,7,k = 1,2,3 und o = % [v*,~"] definiert ist. Dabei ergibt sich (5.16) durch Reihen-
entwicklung der Exponentialfunktion und anschlielender Einzelbetrachtung der geraden
und ungeraden Potenzen in o’ unter Ausnutzung der Beziehungen n? = 1 und (¢#)%2 = 1
baw. {ot, 0;} = 0 fiir i # j.

Um das Transformationsverhalten des Spinors unter der Gruppe 20 zu untersuchen, haben
wir uns auf die in Unterabschnitt 2.4.1 beschriebenen Drehungen zu beschrinken. Die
zugehorigen Rotationsmatrizen Sgot (n, ) lassen sich dann als Darstellungsmatrizen Dy
einer Darstellung R der Uberlagerungsgruppe 20 auffassen. Da wir an den irreduziblen
Anteilen der Darstellung R interessiert sind, benotigen wir dabei lediglich die Spuren
(d.h. Charaktere) der Matrizen Sgot.(n,6) und nicht ihre explizite Form. Aufgrund der
Spurfreiheit der Pauli-Matrizen ergibt sich fiir den zweiten Summanden der rechten Seite

von (5.17)
Tr {iEk -nF sin (%0)} =0, (5.19)

so dass insgesamt

Tr{Sgot.(n,0)} = Tr{114 cos(%@)} (5.20)
= X" (Srot.(0)) (5.21)

gilt. Im Einzelnen erh&lt man unter Benutzung der in Unterabschnitt 2.4.2 angegebenen
WinkelmaSBe fiir die konjugierten Klassen von 20:
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Klassen Rotationswinkel Spur der Rotations-

von 20 0 matrix Sgot.(0)
E 4T 4
J 2T -4
Cy T 0
C? 4 /3 -2
Cs 27/3 2
Csg 3m/2 -2v/2
o /2 2v/2
C? ™ 0

Die Zerlegung der Darstellung R in ihre irreduziblen Anteile erfolgt unter Verwendung
der Formel (1.10) aus Kapitel 1, die in passender Formulierung die folgende Gestalt hat:

a, = % Zn X" (C) x® (C) . (5.22)

Dabei hat man iiber alle konjugierten Klassen C; der Uberlagerungsgruppe 20 zu summie-
ren, wobei die Charaktere x*(C;) der irreduziblen Darstellungen von 20 ihrer Charakter-
tabelle aus Unterabschnitt 2.4.2 zu entnehmen sind. Man erhélt die folgenden Resultate:

a6z, =2
ag, =0
ag =0

Der Darstellungsraum von R zerfillt in zwei invariante, zweidimensionale Unterrdume, die
sich beide nach der Darstellung G; transformieren. Geméf der Bezeichnungsweise (1.3)
aus Kapitel 1 schreibt sich R somit als

R=2Gi=G1 DG . (523)

Die Darstellung R der Uberlagerungsgruppe 20 ist demnach reduzibel.

Bemerkung: Ein Dirac-Spinor ist aus einem links- und einem rechtshindigen, zweikompo-
nentigen Weyl-Spinor zusammengesetzt, die sich jeweils unter der Uberlagerungsgruppe
SL(2,C) der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe 51 transformieren. Da sich mit
Hilfe der SL(2,C) — Gleiches gilt damit auch fiir die SU(2), da SU(2) C SL(2,C) gilt
— keine Raumspiegelungen beschreiben lassen, kann sie keine links- und rechtshindigen
Systeme ineinander iiberfithren. In der relativistischen Feldtheorie ist man an Zustinden
mit eindeutig definierten P-Parititseigenzustinden interessiert, so dass man diesen Um-
stand durch Bildung von vierkomponentigen Dirac-Spinoren umgeht. Diese transformieren
sich aber dann unter SL(2,C) nach einer reduziblen Darstellung. Erst nach Ubergang zur
orthochronen Lorentz-Gruppe LT = Ll U PETH genauer zu deren Uberlagerung, die die
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Raumspiegelungen I einschliefit, ist die Darstellung irreduzibel. Einzelheiten findet man
in [14]. Dieser Sachverhalt ibertréigt sich auf die entsprechenden untergeordneten Gitter-
symmetriegruppen, so dass sich ein Dirac-Spinor, wie in (5.23) angegeben, unter der 20
als Gittersymmetriegruppe der SU(2) nach einer reduziblen Darstellung transformiert.
Unter der vollen Uberlagerungsgruppe 2Oy, die analog zur vollen kubischen Gruppe Oy,
Raumspiegelungen beriicksichtigt und durch 20, = 20 ® {e,I} definiert ist, stellt (5.23)
aber eine irreduzible Darstellung dar.

C-Paritit

Unsere bisherigen Uberlegungen haben wir fiir Dirac-Spinoren durchgefiihrt und die spezi-
elle Figenschaft von Majorana-Spinoren vernachlissigt. Unter Einbeziehung der diskreten
Symmetrietransformation der C-Paritétsoperation schreibt sich die Darstellung (5.23) ex-
akter in der Form

R =26 =gl oGP, (5.24)
wobei P die P-Paritiit kennzeichnet. Da aufgrund der Majorana-Bedingung A¢ = X (vgl.
Anhang B) ein Majorana-Spinor bei Ladungskonjugation in sich selbst iibergeht, gilt fiir
die Darstellung R mit vorgewihlter negativer C-Paritéit analog zum Fall C' = +1

RP- =26 =Gl oGl . (5.25)

P-Paritat

Im Minkowskiraum ist die P-Parititsoperation bei Anwendung auf einen Bispinor durch

Py = yotp = 4° (5.26)
definiert [18]. Fiir den konjugierten Spinor ergibt sich damit
$F = P($) = P(¢™0) = (ow) 90 = %" % 70 =0 - (5.27)
~~
o

Im Falle von euklidischen Majorana-Spinoren hat man die Definition (5.26) zu modifizie-

ren®, indem man

PX = iy) (5.28)

setzt [10]. Damit gilt unter Verwendung der verinderten Definition des konjugierten Spi-
nors (vgl. Gleichung (5.37)) im Unterschied zu Gleichung (5.27)

P(X) = P(N'C) = (i0\)!Cyo = i X 45C vo = —i A Cyory0 = —iyo - (5.29)

—Cv

%Da der Parititsoperator P Raumspiegelungen beschreibt, hat er die Gleichungen P~'~; P = —v; und
P~'vP = g zu erfiillen, und man findet P = e**~y mit einem Phasenfaktor ¢**. Im Euklidischen gilt
mit AF"F = 454 dann PX = (e y4)\){C = e X\CT'7iC = —e Ay4. Fiir den Lorentzskalar A\ fordert
man PP\ = —ei“"j\'y4'y4)\ = —e2¥ )\ i ) und wihlt fiir den Phasenfaktor e’ = i. Im Minkowskischen
ist die Wahl des Phasenfaktors beliebig, da er durch die komplexe Konjugation in (5.37) herausfillt. Man
setzt daher e’ = 1.
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Fiir Majorana-Spinoren in der Weyl-Darstellung findet man:

, AL (0 1 AL | r
PA:zy()()\R):z(]l 0><AR>:Z<AL>:AP (5.30)

Eine Raumspiegelung vertauscht also im Wesentlichen gerade die beiden zweikomponen-
tigen Weyl-Spinoren des Majorana-Spinors. Da wir nur an den Rotationen der Lorentz-
gruppe interessiert sind und deren Darstellungsmatrizen gemifi (5.17) Blockdiagonalge-
stalt haben, kommutieren die Lorentzrotationen mit der P-Parititsoperation (vgl. dazu
auch [14]), d.h.

Srot AT = Srot(PA) = P(SrotA) = P(Arot) = (Arot)? (5.31)
mit SrotA = ARot. Daher sind die Operatoren A + A" wegen

P{Srat(A£A")} = P{Arot £ (Arot)”}
= Agot + (>‘Rot)
£(ARot £ (Arot)")
= +{Srat(AEA")} (5.32)

in der Tat P-invariant unter Lorentzrotationen. Man erhélt fiir die irreduzible Darstellung
R der Uberlagerungsgruppe 20y, iiber einen einzelnen Majorana-Spinor

RE*=GieoGTE. (5.33)

Bemerkung: Das Transformationsverhalten der P-invarianten Majorana-Spinoren unter
der Uberlagerungsgruppe 20 legt bereits auf eindeutige Weise das Verhalten unter der
vollen Uberlagerungsgruppe 20}, fest: Fiir Operatoren mit positiver P-Paritit dndert sich
durch die optional ausgefiihrte Raumspiegelung per Definition nichts. Im Falle negativer
P-Paritét unterscheiden sich aufgrund von (5.32) die Rotationsmatrizen — oder besser Dar-
stellungsmatrizen — Sy der Klassen E, ..., CZ von ihren raumgespiegelten Partnerklassen
IE,...,IC? durch ein Minuszeichen, so dass sich fiir ihre Charaktere X?i (Ci)=— sz (IC)
ergibt. Eine analoge Beziehung gilt aber auch fiir die Charaktere x* (C;) der irreduziblen
Darstellungen der vollen Uberlagerungsgruppe 20y, (fir P = —1), so dass Formel (1.10)
aus Kapitel 1 bei Summation iiber alle konjugierten Klassen von 20y, das gleiche Resultat
liefert, wie Formel (5.22) aus 5.2.1.

5.2.2 Majorana-Majorana-Operator

Nun wollen wir einen ersten zusammengesetzten Operator betrachten. Er besteht aus zwei
auf einem Gitterpunkt fixierten Majorana-Feldern. Er besitzt, wie sich herausstellen wird,
ein sehr einfaches Transformationsverhalten. Wir schreiben ihn in der Form

A\ = A(z)\(x) mit reAMN. (5.34)
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Aus der Theorie der Dirac-Gleichung im Kontinuum wissen wir, dass sich der aus zwei
Dirac-Spinoren gebildete Operator 11) im Minkowski-Raum unter Lorentz-Transformationen
aufgrund der Relationen

W(@) = Sp(e)  und (@) = Bl)S! (5.35)
wegen
P (") () = (2) S~ Sp(z) = Pp(z)(x) (5.36)
wie ein Lorentz-Skalar transformiert.

Beim Ubergang zu euklidischen Majorana-Spinoren hat man zu beachten, dass die Defi-
nition des konjugierten Spinors ¢ = 1Ty, durch den Ausdruck

A= \C (5.37)
ersetzt wird. Trotzdem gilt weiterhin
N(z') = Nz)S™! (5.38)

(vergleiche hierzu Anhang B).

Der Majorana-Majorana-Operator transformiert sich daher wie ein Lorentz-Skalar
NN =XS7I6N = AN (5.39)

Da die Elemente der Uberlagerungsgruppe 20 als Lorentz-Drehungen um gewisse Ach-
sen und Winkelmafie spezielle Lorentztransformationen (in euklidischer Formulierung)
sind, iibertrigt sich das Transformationsverhalten des betrachteten Operators unter der
Lorentzgruppe auf ihre diskrete Untergruppe 20.

Ein Lorentzskalar ist invariant unter Raumspiegelungen, besitzt also den P-Paritétseigen-
wert P = +1, und verhiilt sich unter der vollen Uberlagerungsgruppe 20;, genauso wie
unter 20.

Analoge Uberlegungen fiihren fiir den Operator Ays\ zu einem pseudoskalaren Verhalten,
d.h. er wechselt unter Raumspiegelungen sein Vorzeichen.

5.2.3 Majorana-Link-Majorana-Operator

Der nun betrachtete Operator besteht aus zwei auf benachbarten Gitterpunkten befind-
lichen Majorana-Feldern A(z) und A(z — afi), die iiber die beiden Gitter-Links Uy, und
U;}L = U;;u = Ugtap;—p miteinander verbunden sind. In analytischer Form schreibt man

Te{X\(@)UL ANz + af)Upy} - (5.40)

Graphisch lisst er sich durch

Uk

o) <> Ma+ap)

Ui
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veranschaulichen, wobei die Gitter-Links zur Visualisierung gekriimmt gezeichnet sind.
Im dreidimensionalen Gitter sind drei Orientierungen des Operators moglich, die mit

>

>~

bezeichnet werden.

Zunéichst wollen wir sein Verhalten unter P- bzw. C-Parititstransformationen betrachten,
um dann paritiatsinvariante Operatoren zu konstruieren.

Verhalten unter P-Paritit

Spiegelt man den Majorana-Link-Majorana-Operator beispielsweise am Gitterpunkt z, so
erhilt man zunéchst

PN UL ANz + af)Uny} = =i M@)90U),_ i 90 (@ — 6i)Us;
= Ma)RUL_ Mz = a)Us;
= Ma)UL_ Mz — ap)Us (5.41)

also bildlich

ULM Ua]cL —
Ao) <> Ma+ap) RN A = ap) <> Aa)
Urip Usi—u

Fiithrt man jetzt eine Translation in 4/-Richtung um einen Gitterplatz durch, so geht die
iiber Gleichung (5.41) gebildete Spur in den Ausdruck

Tr{\(z + aft) Uy M) U}, } (5.42)
iiber, an deren Stelle wir auch den Term
Tr{Upu A@)UL Az +ait)  bzw.  Te{A(@)UL,A(z + at)Usy} (5.43)

verwenden konnen (fiir die Zwischenrechnung s.u.).

Damit haben wir gezeigt, dass unter Vernachlissigung von Translationen der Majorana-
Link-Majorana-Operator unter der P-Paritétsoperation in sich selbst iiberfithrt wird.
Daher konnen wir uns bei der Untersuchung des Transformationsverhaltens der Opera-
toren auf Transformationen unter der Uberlagerungsgruppe 20 beschriinken, anstatt die
volle Uberlagerungsgruppe 20}, heranzuziehen. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die
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Operatoren wegen ihrer P-Paritéit-Invarianzeigenschaft die hinzukommenden Raumspie-
gelungen der vollen Uberlagerungsgruppe 20y, ignorieren, d.h. darunter invariant sind.

Hier sei noch die Zwischenrechnung zu (5.43):

Tr{X(w-l-au)U S (@ )Uw} - {AG(HW)TGUWA U }
= Xz + aji)A(z)P T {T“U U], }
= M2)"2\%(z + af) T {TbUT TU, u}
= Tr {X(g;)”T”U;mA“(x + af)TU, w}
- ﬁ{X(x)U;mA(eraﬂ)Uw} (5.44)

Hierbei haben wir die Zerlegung A = \*T%, T € su(2) und die Rechenregel ¢¢ = ¢ fiir
Majorana-Spinoren benutzt (vgl. Anhang B).

Verhalten unter C-Paritit

Die Majorana-Spinoren verhalten sich gegeniiber C-Parititsoperationen per Definition
invariant

A-SA%=X baw. A5 A=), (5.45)

Die Gitter-Links &ndern jeweils ihre Orientierung
Up 5 Ul baw. Ul -5 Usy (5.46)

so dass der Majorana-Link-Majorana-Operator insgesamt den C-Parititseigenwert +1 be-
sitzt.

Transformationsverhalten und Darstellung

Wir kommen nun zur Untersuchung des Transformationsverhaltens des Majorana-Link-
Majorana-Operators unter der vollen Uberlagerungsgruppe 20y. 7 Hierbei ist zu beachten,
dass die Links einerseits und die Majorana-Spinoren andererseits unabhingig voneinander
transformieren.
Im Majorana-Sektor konnen wir dabei auf die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2.2 zuriick-
greifen. Es gilt:

Mz +afp) — N((z+ap)) = S\z +ajt) (5.47)
Mz) — N(') = Xx)S™! (5.48)

"Das Transformationsverhalten ist aufgrund der positiven P-Paritit des Majorana-Link-Majorana-
Operators identisch unter O und 2O.
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und wegen der Ortsunabhéngigkeit der Lorentztransformationsmatrix S damit analog zu
(5.39)

X2\ + ap) — N (@ )N ((z + ap)’) = Mz)ST SNz + aft) = Ma)\(z +afi) . (5.49)
Die Majoranas transformieren sich demnach wie Lorentzskalare, wobei sie sich im Gegen-
satz zum Majorana-Majorana-Operator nicht auf dem gleichen Gitterplatz befinden.

Der Link-Sektor der drei Operatoren O7, Oy, O3 kann mit den drei in unterschiedlichen
Koordinatenrichtungen liegenden Wiirfelkanten eines dreidimensionalen Wiirfels identifi-
ziert werden. Dieser Darstellungsraum transformiert sich unter der (einfachen) kubischen
Gruppe O nach der Vektordarstellung T} (vergleiche hierzu [10]). Aufgrund der Uberla-
gerungseigenschaft bestimmt das Transformationsverhalten unter O bereits eindeutig das
Verhalten unter der Uberlagerung 20.

Wegen der Lorentz-Skalar-Figenschaft im Majorana-Sektor transformieren sich die drei
Operatoren O1, Oy, O3 unter der Uberlagerungsgruppe 20 nach deren irreduzibler Vektor-
darstellung 7. Beriicksichtigt man zusétzlich noch Raumspiegelungen, d.h. geht man zu
der vollen Uberlagerungsgruppe 20}, iiber, so erhilt man wegen des positiven P-Paritits-
eigenwerts der Operatoren als irreduzible Darstellung

PC
RO =T

Als eine Orthonormalbasis lassen sich nun die drei Operatoren O, O, O3 wéihlen. Als
Tabelle erhilt man

Operatoren der Majorana-Link-Majorana-Operatoren
Loop-Op. | O1 02 O3

RPC T1++ 1

1

Dieser Darstellung (77) entspricht nach den Ausfithrungen in Kapitel 2 ein Spin-1-Zustand.

5.3 Majorana-Majorana-Plaquetten-Operator

Nun wollen wir einen Operator der Form

AN
untersuchen, dessen algebraischer Ausdruck
T { AUy} = TrONLUL o Usraisn Usip (5.50)

lautet. Er besteht also aus einer Plaquette und zwei an einer beliebigen Ecke befindlichen
Majorana-Spinoren.
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Den Majorana-Spinoren stehen in allen drei Koordinatenebenen jeweils vier Eckpunkte
zur Verfiigung und die Plaquette kann mathematisch positiv oder negativ durchlaufen
werden. Also gibt es insgesamt 3 x 4 x 2 = 24 Operatoren dieses Typs.

Bildet man nun P-Paritét-invariante Operatoren Of; = (O:—;) mit7,7 =1,2,3und j = 1,2,

so erhilt man

3 "
OOV L "
S =L =0 ST ST =0k
A\
)7 )
(A5
A\
A\
_ (S\A)P
< < ()\)\)P N < < N
+ =03 + = O3,
A\ A\
wobei A durch AP = PX = yg\ definiert ist.
Aus ihnen lassen sich nun durch Kombinationen der Form
P P P

Operatoren O;C mit eindeutig bestimmter C- (und P-) Paritdt konstruieren. Der C-
Paritdtsoperator dndert dabei den Umlaufsinn der Plaquette und ldsst die Bispinoren A
aufgrund ihrer Majorana-Eigenschaft (A = A®) invariant, also z.B.

A
Y
Y

AA AENC AA

Fiir fixiertes P und C ist der Darstellungsraum der Majorana-Plaquetten-Operatoren so-
mit wegen der vier reellen Freiheitsgrade des Majorana-Teilchens 6 x 4 = 24-dimensional.
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5.3.1 Transformationsverhalten und Darstellung

Das Transformationsverhalten des Majorana-Majorana-Plaquetten-Operators unter der
vollen Uberlagerungsgruppe 20, muss, wie schon bei dem Majorana-Link-Majorana-
Operator, im Majorana- und im Plaquetten-Sektor unabhingig voneinander untersucht
werden. Da im hier betrachteten Fall — aufgrund des doppelt vorkommenden Majorana-
Feldes — im Majorana-Sektor ein trivialer Lorentz-Skalar auftritt, wird das Gesamttrans-
formationsverhalten nur durch den Plaquetten-Sektor bestimmt.

Konstruktion einer Darstellung im Plaquetten-Sektor

Der Plaquetten-Sektor kann als Einfach-Plaquette mit einem ausgezeichneten Eckpunkt
aufgefasst werden. Da im Plaquetten-Sektor nur bosonische Felder auftreten, geniigt die
Untersuchung des Transformationsverhaltens unter der vollen kubischen Gruppe Oy, da
ihre irreduziblen Darstellungen bereits alle Vektordarstellungen der vollen Uberlagerungs-
gruppe 20, abdecken und als Darstellung der Uberlagerungsgruppe aufgefasst werden
koénnen.

Auflerdem hat die Konstruktion von P- und C-invarianten Operatoren den Vorteil, dass
Rauminversionen Operatoren mit P = +1 invariant lassen und im Falle von P = —1
nur ein Minuszeichen vor den Operator hinzugefiigt werden muss. Es geniigt demnach,
das Transformationsverhalten unter der einfachen kubischen Gruppe zu kennen. Selbst-
verstindlich hat man dabei dann zwischen positiver und negativer C-Paritit zu unter-
scheiden. Insgesamt hat man also vier Félle P = +1 und C = +1.

Die Darstellungsmatrizen D (g) unterscheiden sich fiir jeden der vier Sektoren (P = C' =
+1; P =+1,C = —1; etc.) in den Vorzeichen der Eintrige und sind bzgl. der zugehorigen
geordneten Basis {Oli1 £ 01i2 Loeny O§2 1} anzugeben. Da wir nur an ihren Klassencha-
rakteren interessiert sind, geniigt es, einen Représentanten pro Klasse auszuwihlen. Man

findet:

Klasse: E Klasse: Co

M (id) = M (Caa) =

Klasse: C3 Klasse: Cy
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PC C
C PC
C 1
M (Csq) = o M (Cyy) = P
1 1
1 P
Klasse: C?
C
C
PC
M (Cyy) =
PC
P
P
Die Darstellungsmatrizen der zusitzlichen Klassen I'E, ..., IC? der vollen kubischen Grup-

pe Oy sind im Fall P = 41 mit obigen identisch, fiir P = —1 ist in allen Eintrfigen ein
Minuszeichen zu setzen. Die Charaktere der Klassen liest man fiir die vier Fille P = +1
und C = +1 aus folgender Tabelle ab:

Klasse E CQ 03 04 CZ IE ICQ ICg IC4 ICZ
P=+1,C=+1| 6 2 0 0 2 6 2 0 0 2
P=+1,C=-1|6 -2 0 0 2 6 -2 0 0 2
P=-1,C=+1|6 0 0 0 -2| -6 0 0 0 2
P=-1,C=-1|6 0 0 0 -2| -6 0 0 0 2

Irreduzible Zerlegung der Darstellung

Die Zerlegung der Darstellung R erfolgt mit Hilfe der Formel (1.10), die hier noch einmal

angegeben wird:

a, = % an X7 (C) x®(Cy) . (5.52)

Man beachte, dass sich die Summe (bei fixierter C-Paritét) nun zunichst einmal iiber alle
zehn konjugierten Klassen von Oy, erstreckt und sich damit auch die Anzahl irreduzibler
Darstellungen von fiinf auf zehn erh6ht. Wie aber bereits oben erwihnt, vereinfacht sich
die Situation aufgrund der Verwendung von P-invarianten Operatoren wieder, da sich das
Transformationsverhalten unter der vollen kubischen Gruppe aus dem unter der Gruppe O
ableiten lédsst. Konkret hat man also doch nur iiber die fiinf Klassen der kubischen Gruppe
zu summieren und indiziert die gew#hlte P-Paritit durch ein ™ bzw. ~ an der irreduziblen
Darstellung p. Dabei darf nicht vergessen werden, dass man R zusétzlich auch noch fiir
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beide C-Parititen getrennt zu zerlegen hat. Die irreduziblen Anteile werden also mit ¢
kenntlich gemacht.

Die Méchtigkeit der Klassen sowie ihre irreduziblen Charaktere entnimmt man der Cha-
raktertabelle aus Abschnitt 2.4.2.

Man unterscheidet die vier Fille P = C =41, P =+4+1,C = -1, P = —-1,C = +1 und
P=C=-1.

P=C=+1

aa, =1 , aa,=0 , agp=1 , an =0 , ap=1.

P=+41,C=-1

apa, =0 , ap,=1 , ap=1 , an =1 , ar,=0.

o P=—1,C=+1

aa, =0 , as,=0 , ap=0 , an =1, ar,=1.
o P=(C=-1
aa, =0 , as,=0 , ap=0 , an =1 , ar,=1.

Man erhalt fiir diese vier Falle

R = A/TeE" T (5.53)
R Aj"oET" 8T~ (5.54)
R T teT, (5.55)
R = T/ T, . (5.56)

Bemerkung: Wer den obigen Ausfiihrungen kein rechtes Vertrauen schenkt und in (1.10)
doch lieber iiber alle zehn Klassen FE,Cy,Cs,...,IC4,IC? der vollen kubischen Gruppe
summieren mochte, hat in allen Summen der obigen Rechnung den fiinf Summanden wei-
tere fiinf hinzuzufiigen und die Gruppenordnung auf 48 zu verdoppeln. Im Falle positiver
P-Paritét ist sowohl x* (C;) = x* (IC;) (vgl. Charaktertabelle von Oy in 2.2.2) als auch
x® (C;) = x® (IC;). Die fiinf weiteren Terme sind also mit den ersten fiinf identisch, da
die Summe jetzt mit 2 x 24 = 48 normiert wird, &ndert sich am Ergebnis nichts. Fiir den
Fall P = —1 gilt x* (C;) = —x*" (IC;) (vgl. noch einmal mit der Charaktertabelle von Oy)
und x® (C;) = —x® (IC;). In den fiinf letzten Summanden treten also zwei Minuszeichen
auf, die sich gerade wegheben. Das Endresultat bleibt also unverédndert.

Man erhalt abschlieflend:
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erster Fall: P = +1

irred. Darst. von O, | AT AT Bt Tt T AT AT BT T T

Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3
Dimension von R: P=+1 C=+1 P=+1 Cc=-1
6

zweiter Fall: P = —1

irred. Darst. von O, | AyT A, B~ 1Tt T,N A A, ET Ty T,

Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3

Dimension von R: P=-1 C=+1 P=-1 C=-1
6

5.3.2 Konstruktion einer Orthonormalbasis

Als letzten Schritt wollen wir nun eine Orthonormalbasis aus SUSY-Operatoren bestim-
men. Die Konstruktion ist in der Terminologie der Darstellungsmatrizen formuliert. Sie
beruht auf einer direkten Folgerung des Lemmas von Schur (siehe Kapitel 1).

Folgerung 33 Sei C eine diagonalisierbare Matrix, die mit allen Darstellungsmatrizen
Dg von R kommutiert, d.h. CDg(g) = Dgr(g)C fiir alle g € O, und A die Matrix, die
C diagonalisiert, also ACA~™! = A¢. Dann reduziert A die Darstellung R (nicht not-
wendigerweise vollstéindig) in dem Sinne, dass die Darstellungsmatrizen ADg(g)A~! in
Blockdiagonalgestalt zerfallen, und man im n&chsten Schritt mit der ,reduzierten“ Dar-
stellung

ADRA™' = {ADr(9)A™" | g € G} (5.57)

fortfahren kann. Auf diese Weise kann fiir jeden irreduziblen Teilraum des Darstellungs-
raumes von R iterativ eine ONB explizit angegeben werden.
Die Matrix C' ergibt sich, indem man alle Matrizen einer konjugierten Klasse addiert®.

®Die Begriindung liegt in der Eigenschaft der Konjugationsklasse verborgen. Sei {k1,...,kn} die ge-
ordnete Menge aller zueinander konjugierten Elemente einer Gruppe G, d.h. k; = gkig™" (*) fiir ein g € G
und beliebige k;, k; aus der Menge, und bilden diese die Konjugationsklasse (. Betrachtet man nun die
Menge der Elemente {gkig™", gk2g",...,gkmg ™'} mit g € G, so bildet diese nach (*) und modulo Per-
mutationen ebenfalls die Klasse (.
Soll nun C = Dg(ki) + -+ + Dr(km) mit Dz(g;) vertauschen, dann schreibe C' als Summe von
Dx(g:)Dr(k1)Dr(g; ), ..., Dr(9:)Dr(km)Dr(g; ') und beachte Dr(g; ') = Dz'(g:) - =
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Beweis: Ein Beweis der obigen Aussage findet sich in [16] bzw. [17].

Es geniigt also, die Darstellungsmatrizen Dy einer (geeigneten) Klasse C; aufzusummieren
und zu diagonalisieren. Wir wihlen in diesem Fall z.B. die Klasse Cj.

Wir unterscheiden die vier Fille P = +1 , C' = +.

erster Fall: P = C = +1

2 01111
0 21111
112011
C(Cy) = 5.58
(C2) 110211 (5.58)
111120
11110 2
Durch Diagonalisierung findet man
e die Eigenwerte: 6, 0, 0, 2, 2, 2
e und die zugehorigen Eigenvektoren:
(/1 -1 -1 0 0 -1\
1 -1 -1 0 0 1
1 0 1 0 -1 0
& = ) ) ) ) ) (559)
1 0 1 0 1 0
1 1 0 -1 0 0
(\ 1 1 0 1 0 0/ )

Der Darstellungsraum der Darstellungsmatrizen Dy zerfillt in drei invariante Unterrdume
der Dimensionen 1, 2 und 3. Da fiir die Darstellung R

R=AT®oEtoT, " (5.60)

gilt und die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen mit denen der invarianten Teil-
rdume iibereinstimmen, ist die Zerlegung damit abgeschlossen. £ bildet also eine Basis
aus Loop-Operatoren fiir A7, E** bzw. T, .

zweiter Fall: P =+4+1,C = -1

Dieser Fall 1auft vollig analog zum ersten.

2 0 -1 1 1 -1
0 -2 1 -1 -1 1
1 1 -2 0 1 -1
C(Cy) = . 5.61
(C2) 1 -1 0 -2 -1 1 (561)
1 -1 1 -1 -2 0
1 1 -1 1 0 -2
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Durch Diagonalisierung findet man
e die Eigenwerte: -6, 0, 0, -2, -2, -2

e und die zugehorigen Eigenvektoren:

( 1 -1 1 0 0 1\)
-1 1 -1 0 0 1
1 0 -1 0 1 0
= .62
82 1 ) 0 ) 1 ) 0 ) 1 ) 0 (56 )
-1 -1 1 0 0
L\ 1 1 0 1 0 0/

Der Darstellungsraum der Darstellungsmatrizen D zerfillt in drei invariante Unterrdume
der Dimensionen 1, 2 und 3. Fiir die Darstellung R gilt

R=A"0FE" aoT/ . (5.63)

Die Zerlegung ist somit abgeschlossen. £ bildet also eine Basis aus Loop-Operatoren fiir
A;r*, E*™~ bzw. T1+7.

dritter Fall: P = —1,C = +1

0o 0 -1 1 -1 1
0o 0 -1 1 1 -1
-1 -1 0 0 -1 -1
C(Cy) = 5.64
(C2) 1 1 0 0 -1 -1 (5.64)
-1 1 -1 -1 0 0
1 -1 -1 -1 0 O
Durch Diagonalisierung findet man
e die Eigenwerte: -2, -2, -2, 2, 2, 2
e und die zugehorigen Eigenvektoren:
(/0 1 -1 1 0 )
1 0 -1 0 1
1 1 -1 -1 -1 -1
Es = 5.65
3 0 ) 0 ) 1 ) 0 ) ) 1 ( )
0 1 0 0 1 0
L\ 1 0 0 1 0/)

Der Darstellungsraum der Dg zerféllt in zwei invariante Unterriume der Dimension 3.
Fiir die Darstellung R gilt
R=T "o&T, " . (5.66)
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Da, sowohl Tf+ als auch T{Jr dreidimensionale, irreduzible Darstellungen sind, ist die
Zerlegung somit ebenfalls abgeschlossen. Fraglich dagegen ist aber noch, wie die beiden
invarianten Unterrdume den Darstellungen zuzuordnen sind. Hierfiir hat man nun die
in (5.57) erklirte reduzierte Darstellung ARA ! zu betrachten. Zuniichst fiigt man die
in der geordneten Menge & befindlichen Basisvektoren zu einer Matrix F5 zusammen
(Spaltenvektor=Matrixspalte) und identifiziert E3 mit A~!. Betrachtet man nun fiir die
Darstellungsmatrizen der Klasse C5 ihre ,reduzierten“ Partner ADx(g)A~", so haben diese
nach Konstruktion von (5.57) Blockdiagonalgestalt, bestehen also aus zwei 3 x 3-Matrizen.
Fiir ¢ = Gy, € Cs ergibt sich beispielsweise

0 0 —1
-1 -1 1
_ -1 0 0
ADg (Cyq) A7t = 0o -1 |- (5.67)
11 1
-1 0 0

Hierbei haben oberer und unterer Block die Spur —1 bzw. +1.

Da wir nun einerseits wissen, dass sich die zu den beiden Blockmatrizen gehérenden Un-
terrdume unter 7} * bzw. T{Jr transformieren und andererseits an Hand der Charakter-
tabelle /1 (Cy) = —1 bzw. x> (C3) = +1 finden, bilden die ersten drei Vektoren aus &3
in der Tat eine Basis der Darstellung 7 T aus Loop-Operatoren und die restlichen drei
entsprechend eine Basis fiir T2_+.

vierter Fall: P =C = —1

cle=| | . (5.68)

Durch Diagonalisierung findet man
e die Eigenwerte: -2, -2, -2, 2, 2, 2

e und die zugehorigen Eigenvektoren:

( 1 0 —1 0 —1 1\ )
0 1 1 —1 0 —1
I
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0/)
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Der Darstellungsraum der Dy zerfillt in zwei invariante Unterriume der Dimension 3.
Fiir die Darstellung R gilt
R=T " &Ty . (5.70)

Die Zerlegung ist damit abgeschlossen. Mit Hilfe der reduzierten Darstellungsmatrizen
ADR(g)A_1 der Klasse (5 findet man z.B. fiir das Element Cy, € Cs:

0 0 —1
1 -1 -1
_ -1 0 0
ADg (Co) A7 = 00 1 (5.71)
-1 1 -1
-1 0 0

Oberer und unterer Block haben dabei die Spur —1 bzw. +1.

Die Charaktertabelle aus Unterabschnitt 2.2.2 ergibt x”1 (C3) = —1 bzw. xT2 (Cy) =
+1. Also bilden die ersten drei Vektoren aus &, eine Basis aus Loop-Operatoren fiir die
Darstellung 7, ~ und die restlichen drei entsprechend eine Basis fiir T), .
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Zusammenfassung

Die Ergebnisse kénnen in einer Tabelle zusammengefasst werden, in der zeilenweise die
Vektoren beziiglich der Basisoperatoren angegeben sind.

ONB aus SUSY-Operatoren fiir die irreduziblen Anteile von R

Loop-Op. | Ofi 4 Oy 054 Oy O3y Oy
RPC AfT 1 1 1 1 1
AF~ 1 -1 1 -1 -1
Et -1 -1 1
-1 -1 1 1
E+- -1 1 -1 1
1 -1 -1 1
T 1 1
1 1
1 1
T 1 1
1 1
-1 -1 -1 1
T~ 1 -1 1
1 1
-1 1 1
Tyt -1 1
-1 1
-1 1
T, " 1 -1 1
1 -1 1
1 1 -1 1
T, ~ -1 1 1
-1 -1 1
1 -1 1 1

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die fiir den Loop-Sektor gefundene Darstellung
aufgrund des doppelt vorkommenden Majorana-Faktors, der sich als trivialer Lorentz-
Skalar transformiert, gleichzeitig eine Darstellung des gesamten SUSY-Operators ist.
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5.4 Ein weiteres Beispiel

Anhand eines weiteren Beispiels wollen wir nun sehen, wie sich ein zusammengesetzter
Operator mit einem einzeln auftretenden Majorana-Fermion verhélt. Wir wihlen den Ope-
rator

0=1[2,)\2,3,-2,-2,-3],

der veranschaulicht so aussieht:

Darstellung im Loop-Sektor

Die Darstellung im Loop-Sektor wird nach dem gleichen Verfahren konstruiert, wie schon
am Beispiel des Majorana-Majorana-Plaquette-Operators im vorigen Abschnitt gezeigt.
Dies iibernimmt ein Computerprogramm, das im Kapitel 6 noch vorgestellt wird. Hier
sollen nur die Ergebnisse in tabellarischer Form angegeben werden.

Eine Basis aus P- und C-invarianten Operatoren bilden:

O, = [L,A\1,2— 1, -2, (5.72)
O [1,),1,3,— 3] (5.73)
O [—3,),-3,2,3,3,—2] (5.74)
O; = [2,\2,— —2,1] (5.75)
Os = [2,)\,2,— ~2,3] (5.76)
Os = [3,A\3,— ~3,1] (5.77)

Die irreduziblen Inhalte der Darstellungen sind fiir P = +1:

irred. Darst. von O, | AfT  AJT E*T Tt Tt AT AfT EY T T
Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3
Dimension von R: P=+1 C=+1 P=+1 C=-1
6
1 1 2 0 0 0 0 0 1 1

und fiir den Fall P = —1:

irred. Darst. von Oy, A1_+ A2_+ E—+ T1_+ T2_+ AT AT E Ty Ty
Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3 1 1 2 3 3

Dimension von R: P=-1 C=+1 P=-1 C=-1
6
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oder in algebraischer Notation:

Ri& = AlTeAjT@o2ET (5.78)
Rig = T/ @Ty~ (5.79)
R, = Ty TeoT, (5.80)
Ris = Ty~ &®T,~ (5.81)

Darstellung im Majorana-Sektor

Die Darstellung von 20y, iiber einem einzelnen Majorana-Fermion haben wir bereits in
Abschnitt 5.2.1 hergeleitet. Sie lautet:

Rus =2G1 =G1® Gy .

Darstellung iiber SUSY-Operatoren

Die Darstellung R der Uberlagerungsgruppe 20y, iiber der hier betrachteten Klasse von
SUSY-Operatoren erhalten wir mit Hilfe des in Kapitel 1 bereitgestellten Konzepts der
Darstellungstheorie direkter endlicher Produktgruppen. Dabei bildet man bei fest vor-
gewihlter P- und C-Paritéit aus den irreduziblen Anteilen Ry der Darstellungen Rps
und aus der irreduziblen Darstellung Rys von 20y, geméiB (1.21) Produktdarstellungen

R =Rls ® Rus (5.82)

der diagonalen Untergruppe 20y von 20y x 20y. Die Darstellung R wird i.a. reduzibel

sein.

Fiir die hier gesuchten Darstellungen R(= RL) mit k € {1,2,3} erhilt man also

Rt =ATte{GiTe G, (5.83)
Ryt =A7To{GIT e G}, (5.84)
Rit =ETto{GITaG T}, (5.85)
R =T @ {GI eG{}, (5.86)
Ry =T, ®{Gf oG}, (5.87)
R,T =T, e{GTeG Y, (5.88)
Ry" =Ty " @{Gi @G}, (5.89)
Ry™ =TT ®{Gi~ @G}, (5.90)

R,” =T, ©{G, &G, }, (5.91)
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Die im Fall P = C = +1 doppelt auftretende Darstellung E+" im Loop-Sektor ist hier zu
einem Fall R;’+ zusammengefasst. Es ist zu beachten, dass der gesamte Darstellungsraum
im Loop-Sektor natiirlich zwei invariante Unterrdume der Dimension zwei besitzt, die sich
nach der irreduziblen Darstellung ET der vollen kubischen Gruppe Oy, transformieren.
Sie kénnen aber fiir die folgende irreduzible Zerlegung separiert werden.

Irreduzible Zerlegung der Darstellung

Fiir die Zerlegung der Darstellung RkP ¢ in ihre irreduziblen Anteile verwendet man ein
weiteres Mal Formel 1.10 aus Kapitel 1, wobei zuséitzlich die beiden Relationen

’ "

2R (g) =x® (9) X® (9)  (vgl. Theorem 31) (5.92)

und

’ "

YRR () = xR () +x® (9)  (vel FuBnote 2.4.2, Seite 28) (5.93)

verwendet werden. Unter Vernachlissigung der Paritéitsindizes P,C' und des Nummerie-
rungsindex k gilt

W= g m X (CIXR (G
= % an x” (Ci) [XRfs (Ci) xR (Ci)]

= % an X" (Cy) [XRES (C;) - (XGI (Cy) + XG1 (Cz))} ) (5.94)

Die Summe erstreckt sich iiber alle acht Klassen C; der 48-elementigen Gruppe 20 (und
nicht 2Oy, vgl. Bemerkung unter Gleichung (5.33)). Die Klassenstiirken n; ihrer Klassen
E,JCy,..., 082 und die zugehorigen Charaktere x” (C;) ihrer irreduziblen Darstellungen
entnimmt man den Charaktertabellen aus Unterabschnitt 2.2.1 bzw. 2.4.2. Fiir letztere
hat man aufgrund der Ausfithrungen in Abschnitt 2.4 die folgenden Entsprechungen zu
beachten®:

“Beim Ubergang von der kubischen Gruppe O zu deren Uberlagerungsgruppe 20 bleibt die Klassen-
struktur der kubischen Gruppe im Prinzip erhalten. Einige Klassen verdoppeln lediglich die Anzahl ihrer
Elemente, zwei Klassen spalten durch Hinzunahme der neuen Elemente in jeweils zwei Klassen auf. Hin-
sichtlich der gemeinsamen irreduziblen Darstellungen Aj,...,T> der Gruppen O und 20O kann die Charak-
tertabelle der kubischen Gruppe iibernommen werden, wobei sich in geeigneter Weise die Klassen von O
mit denen von 2O identifizieren lassen (vgl. Tabelle).
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konj. Klassen konj. Klassen

in 20 in O
E E
J
12C4 6Cy
8C?2
8Cs 8C3
6Cy
6C!, 6Cy
62 3c?

Beispielsweise gilt somit x” (8062) =x" (8Cs) = x” (8C3) mit v = Ay,...,Th.

Die Charaktere yRts (C;) sind je nach Wahl von Ri's mit geeignetem p € {Ay,...,Th}
ebenfalls aus der Charaktertabelle von O zu bestimmen. x“1 (C;) findet sich in 2.4.2.
Man erhiilt fiir den ersten Fall R} ¢ = AT, v = AT AT ETH T T Gy, Gt HT

as, =0 (5.95)
as, =0 (5.96)
ap =0 (5.97)
ar 0 (5.98)
ar, =0 (5.99)
ag, 2 (5.100)
ag, 0 (5.101)
ag = (5.102)
und somit insgesamt fiir die irreduzible Darstellung
Rit=AT"o{GITeG} =G ToG]T =2G]". (5.103)

Der Darstellungsraum der Darstellung R{ ™ zerfillt also in zwei invariante Unterriume
der Dimension 2, die sich beide nach der spinoriellen irreduziblen Darstellung Gf“ der
Gruppe 20y, transformieren.
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Fir die weiteren Féalle erhilt man:

Rit = Affe{GIte 6} =265, (5.104)
Rit =B e{G{TeGI T} =2HTT, (5.105)
RI™ =T @{G{ oG]} =2G{ @2H', (5.106)
Ry~ =T, ®{GI oG} =2G; ®2H'", (5.107)
R,T =Ty te{GTeG T} =26, @2H t, (5.108)
Ry" =T, "e{GT oG} =267 e2H T, (5.109)
RT™ =T ®{G7" oG} =267 @2H (5.110)
R, =T, ®{G, ®G; } =2G; ®2H "~ (5.111)

Die Zerlegung der reduziblen Darstellung Rkp ¢ hingt nur von der Vorgabe von RZS ab
und nicht von der Wahl der P- bzw. C-Paritéit. Die jeweils als Basis fiir die Rkp ¢ dienenden
SUSY-Operatoren unterscheiden sich aber sehr wohl nach ihren P- bzw. C-Eigenwerten.

Konstruktion einer Orthonormalbasis

Die Orthonormalbasis aus SUSY-Operatoren wird analog zu dem im Abschnitt 5.3.2 be-
schriebenen Verfahren konstruiert, denn hierfiir braucht man nur den Loop-Sektor zu
betrachten. Man interessiert sich hierbei insbesondere fiir die Darstellung, die im Kontinu-
umslimes auf den niedrigsten Spinzustand fiihrt, da dessen Korrelationsfunktion in Gitter-
Monte-Carlo-Simulationen zur Bestimmung der Massen des SUSY-Teilchenspektrums die
Terme hoherer dominiert.

Durch klassenweises Aufsummieren der Darstellungsmatrizen erhilt man Matrizen mit
den Eigenwerten 6, —6,0,0,0,0 und den zugehérigen Eigenvektoren

(/1 1 0 —1 0 —1\)
1 —1 —1 0 —1 0
E= ! , -1 , L , 0 , 0 , 0 (5.112)
1 ~1 0 0 1 0
1 1 0 1 0 0
[\ 1 1 0 0 0 1/

Der Darstellungsraum zerféllt in drei invariante Unterrdume mit den Dimensionen 1, 1, 4.
Dies stimmt mit den Dimensionen der Darstellungen AT ,AJ " bzw. E*7 iiberein. Die
Zerlegung ist damit abgeschlossen. Da sowohl A als auch A5 " die Dimension 1 besitzen,
bleibt noch die Frage, welcher der eindimensionalen invarianten Unterrdumen welcher der
eindimensionalen Darstellungen zuzuordnen ist.

Um diese Frage zu kliren, betrachten wir noch einmal die in (5.57) erklirte reduzierte
Darstellung ARA™!. Die Matrix A~!, die sich spaltenweise aus den obigen Eigenvektoren
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zusammensetzt, transformieren die Darstellungsmatrizen der ausgewihlten Klasse in ihre
,reduzierten® Partner ADg(g)A !, die nach der Folgerung des Lemmas von Schur (33)
Blockdiagonalgestalt haben.

Wir wihlen als Beispiel g = (9, und erhalten

1
-1

ADgp (CQa) Ail =

_= O

(5.113)

O =
_— O
O =

Wir lesen fiir die obersten Blocke (1) und (—1) die Spuren direkt ab und vergleichen sie
mit den Charakteren XA1++(CQ) =1 und XA;+(CQ) = —1. Der erste Vektor aus & ist eine
ONB der Darstellung A+ aus SUSY-Operatoren, der zweite entsprechend zu A .10

Die analoge Zuordnung von Eigenvektoren zu den Darstellungen ET+ @ ET+ lisst sich fiir
den dritten und vierten bzw. den fiinften und sechsten Vektor anhand der beiden unteren

Blécke von (5.113) vornehmen.

Die vierdimensionale Darstellung
Ri+t— A @ {GH @ Gy = GH @ G = 2G1++ (5.114)

geht im Kontinuumslimes in einen Spin-1/2-Zustand iiber. Da bei Gitter-Monte-Carlo-
Simulationen zur Bestimmung des Massenspektrums der in der N=1 SUSY-Yang-Mills-
Theorie auftretenden Zustinde der exponenzielle Abfall der zeitlichen Korrelationsfunk-
tion durch die Terme niedrigsten Spins dominiert wird, ist man an diesen zugehérigen
Operatoren vorrangig interessiert.

Eine Orthonormalbasis erhilt man, indem man die sechs Operatoren Oit i =1,...,6
aufsummiert:
Darstellung R Linearkombinationen
von 20y der SUSY-Operatoren
+ + + + + +
2G7 Oy #0194 + 09 1 + 09y +03 1 + 03

9Betrachtet man die fiir die Reduktion gebildete Summe aller Darstellungsmatrizen einer Klasse
ki,...,km, so stellt man fest, dass die Reduktion distributiv ist in folgendem Sinne

A (Z DR(Ici)) AT =" ADr(k)A™".

Daher kénnen wir schon am Vorzeichen der Eigenwerte von ). D (k;) die Zugehdérigkeit der Eigenvektoren
zu den Darstellungen A}" bzw. AJ ™ vornehmen.
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Kapitel 6

Computerprogramm zur
Transformation und Konstruktion
einer Darstellung der 20 iiber
SUSY-Gitteroperatoren

Die Untersuchung des Transformationsverhaltens von SUSY-Gitteroperatoren unter der
vollen Uberlagerungsgruppe 20, und die darauf aufbauende Zerlegung in irreduzible Dar-
stellungen nebst Konstruktion einer Orthonormalbasis ist ein miihevoller Prozess, der nach
anfinglichem Aufwand von einem Computer iibernommen werden kann. In diesem Kapi-
tel werde ich ein von mir zu diesem Zweck geschriebenes Computerprogramm, das der in
Kapitel 5 erklarten Methode folgt, erlautern. Das Programm ist in FORTRAN 90 ge-
schrieben und verwendet einige Routinen der mathematischen Funktionsbibliothek IMSL.
Es ist im Anhang C gelistet.

Zunichst gebe ich eine Anleitung zum Gebrauch des Programms. Hier werde ich auch
bereits auf die Ein- und Ausgabe-Routinen eingehen und insbesondere das Format der
Ein- und Ausgabedateien spezifizieren. In den darauf folgenden Abschnitten gehe ich dann
auf die Funktionsweise des Programms ein, indem ich alle wichtigen Routinen erldutere.

6.1 Anleitung

Das Programm ist unter jedem System compilierbar, auf dem folgende Voraussetzungen
vorhanden sind:

e c¢in FORTRAN 90-Compiler

e die mathematische Funktionsbibliothek IMSL.

Die IMSL-Bibliothek muss beim Linken eingebunden werden. Bevor man das Programm
aufruft, muss die Eingabedatei im gleichen Verzeichnis wie das Programm selbst stehen.
Nach Programmaufruf wird man nach dem Namen dieser Eingabedatei gefragt. Dieser

73
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muss vollstindig (also inklusive der Datei-endung) eingegeben werden. Die Eingabe wird
mit <Return> abgeschlossen. Ebenso wird man nach dem gewiinschten Namen der Ausga-
bedatei gefragt, die wiederum inklusive der gewiinschten Dateiendung eingegeben werden
muss und mit <Return> zu bestétigen ist. Diese darf in dem Verzeichnis, in dem sich das
Programm befindet, noch nicht vorhanden sein. Die Benutzerfreundlichkeit ist in diesen
Punkten nur minimal.

Das Programm produziert nach erfolgreicher Beendigung im Verzeichnis, in dem sich das
Programm befindet, eine Datei mit dem vom Benutzer angegebenen Namen.

Sowohl die Ein- als auch die Ausgabedatei sind im Textformat (plain text).

6.1.1 Eingabedatei

Bevor der Benutzer das Programm aufruft, muss er die Eingabedatei schreiben und in das
Verzeichnis speichern, in dem sich das Programm befindet.

Die Eingabe eines Loop-Operators geschieht durch die Eingabedatei, in der pro Zeile genau
eine ganze Zahl steht. Der erste Eintrag muss aus programmtechnischen Griinden die
Anzahl der Elemente des Loops sein. Dem folgt der Loop selbst, und zwar in der folgenden
Codierung':

e Links werden durch den Index ihrer Richtung gekennzeichnet (z.B. steht 3 fiir Uy,
-3 fiir Uy, 3, wobei der Ort (x) passend gewéhlt wird)

e Majoranas (A) werden durch 0 gekennzeichnet

Bei den Richtungen hat man eine Wahlfreiheit in Bezug auf die Reihenfolge der Achsen,
nur die relativen Richtungen miissen stimmen (Rechtssystem!).

So wird z.B. der Majorana-Plaquette-Operator

A

dessen algebraischer Ausdruck geschrieben wird als

Tr {Uzyu A} = U;“;slwxz(Ta)sr = ’I‘r{}‘(w)Ug;uU;+aﬂ;qu+aﬂ;VUI;u} , (6.1)

in der Eingabedatei geschrieben als

'Die Codierung folgt der in Kapitel 5 erklirten Tupel-Notation fiir SUSY-Operatoren.
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Diese Schreibweise ist an die in Abschnitt 5.1.2 erklirten L-Tupel angelehnt, die einen
Operator symbolisieren.

Das Programm kontrolliert nicht, ob der Benutzer eine korrekte Eingabedatei geschrieben
hat, insbesondere auch nicht, ob der Loop ,,giiltig“ ist, d.h. ob er geschlossen ist. Es obliegt
dem Benutzer, dafiir Sorge zu tragen.?

6.1.2 Ausgabedatei

Die Ausgabedatei enthélt die Endergebnisse (irreduzible Anteile der Darstellung und Or-
thonormalbasis) in Form von Tabellen, wie sie in W\TEX durch \input{Dateiname} ein-
gebunden werden konnen. Hierfiir miissen die Dateien die Endung .tex haben.

6.2 Funktionsweise des Programms

In diesem Abschnitt will ich auf die Funktionsweise des Programms eingehen und die
wichtigsten Routinen und deren Ablauf erliutern. Diese Darstellung erklirt nur die fiir
die Rechnung wichtigen Variablen und Anweisungen. Die genaue Steuerung der Ein- und
Ausgabe ist dafiir unerheblich.

Das Programm beginnt mit den Variablendeklarationen. Die algorithmischen Variablen
werden an der Stelle erldutert, wo sie vom Programm verwendet werden. Es folgt die Initia-
lisierung bzw. Wertzuweisung von einigen Tabellen, die spater im Programm Verwendung
finden und dort erklirt sind. Dem schliet sich das Offnen der Ein- und Ausgabedateien
an.

Ich beginne meine Erlduterungen bei der Kommentarzeile

I *%%* Eingaben einlesen.

6.2.1 Eingaberoutine

Die Eingaberoutine liest zunéchst die Anzahl der Elemente des zu betrachtenden Operators
in die Variable 1inks ein. Dann wird den im weiteren verwendeten Variablenfeldern die
entsprechende Grofie zugewiesen (allocate-Befehle).

Die do - Schleife liest aus der Eingabedatei die Urform des zu betrachtenden Loops ele-
menteweise in das Feld urplaquette ein.

6.2.2 Berechnung des Transformationsverhaltens aller mdglichen Loops

Im ersten Rechenschritt werden alle moglichen Loops aus der Urform berechnet. Dies
geschieht durch elementeweise (d.h. Link-weise) Transformation. Hier wird die transform-
Tabelle verwendet, die am Anfang des Programms durch die data - Anweisungen ausgefiillt
wurde. Sie gibt an, wie ein Link sich unter der jeweiligen Transformation verhélt.

’Das Programm produziert auch bei ,ungiiltigen Eingaben eine Ausgabe, die dann natiirlich keinen
Sinn macht.
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Die transform -Tabelle méchte ich an dieser Stelle zur Veranschaulichung angeben®. Hier
sind nur die ersten 24 Elemente (also die der einfachen kubischen Gruppe) aufgelistet.
Durch Raumspiegelung gelangt man zu den néchsten 24 Elementen, die die volle kubische
Gruppe komplettieren. Die Raumspiegelung ist gleichzeitig eine P-Parititsoperation, es
wird also das Vorzeichen jedes Tupelelements umgekehrt. Die transform-Tabelle lautet:

Operator id | Cie Ciy Ci|C Cf ClC CF Ci
Nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Transformiert Link 1 | 1| 1 -3 2 1 3 -2 1 -1 -1

0 0
Operator Cia Csg Csy Cs5 | Cyy Cgy Cgl Oy
Nummer 11 12 13 14 15 16 17 18
Transformiert Link 1 2 3 -2 -3 -2 -3 2

0 0
Operator Cos Co Co Oy Coe CQf
Nummer 19 20 21 22 23 24

Transformiert Link 1 2 -2 3 -3 -1 -1

-1 -2 2 -3 3 1 1
-2 -1 1 2 2 -3 3
-3 3 3 -1 1 -2 2
0 0

Mit dem Befehl
plaquette (i,n) = transform (urplaquette(n),i)

wird dem n-ten Element des Loops Nummer ¢ die i-te Transformation des n-ten Ele-
mentes der Urform des Loops zugewiesen. Dies geschieht fiir alle ¢,n, jedoch zunichst
fiir alle Transformationen, die keine C-Parititsoperation beinhalten (i = 1,...,48). Die

®Anhand der Reihenfolge der Operatoren in der Tabelle lisst sich auch die Nummerierung der Opera-
toren, bzw. der durch sie gebildeten Transformierten der Urform des Loops nachvollziehen.
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C-Transformierten (i = 49,...,96) werden anschliefend in der néchsten Schleife durch
Umkehrung der Reihenfolge der Elemente aus den ersten (7 = 1,...,48) gewonnen.

Nun kann man das Transformationsverhalten dieser Loops untersuchen. Im Kern des
Schleifenblocks wird durch

if (plaquette(i,n)/=transform(plaquette(j,1),k))

der i-te Loop mit der k-ten Transformierten des j-ten Loops elementeweise (fiir alle n
bzw. [) verglichen. Die Konstruktion aus Schleifen und logischen Operationen, die die-
sen Test umgibt, ist notig, da hier nur ein Reprisentant stellvertretend fiir seine ganze
Aquivalenzklasse von Loops steht, die durch zyklische Vertauschung der Elemente aus ihm
hervorgeht. Diese zyklischen Vertauschungen miissen alle durchgefiihrt werden.

Bei Ubereinstimmung wird durch den Eintrag

matrix (j,k) =1

in die Transformationsmatrix matrix festgehalten, dass der j-te Loop durch die k-te Trans-
formation in den i-ten Loop iibergeht. Der Vermerk in der liste kennzeichnet den i-ten

Loop als ,existent*, mit dem Effekt, dass bei unter allen 96 Loops mehrfach vorkommen-
den Formen ein Vertreter (i) ausgewéhlt wird.

6.2.3 Auswahl einer P- und C-parititsinvarianten Basis

Nun muss eine P- und C-invariante Basis aus Loops gewihlt werden. Hierzu werden alle
Loops, die auf der 1iste2=1iste existieren, einzeln in die Basis einsortiert. Auf der 1iste2
werden die bereits platzierten Loops ,,abgehakt“.

Es werden zunéchst die P-, die C- und die PC-Transformierte (z.B. pplaquette des gerade
betrachteten Originalloops gebildet. Diese werden dann z.B. durch

if (pplaquette(n)/=plaquette(j,1))
elementeweise (fiir alle n bzw. [) mit allen Loops (durch j indiziert) verglichen. Wiederum

muss der gesamten Aquivalenzklasse durch zyklische Vertauschung Rechenschaft getragen
werden. Bei Ubereinstimmung wird z.B. durch

basis (k,2,1:links) = plaquette (j,1:1links)
die P-Transformierte des Originalloops in die basis eingetragen. Der zweite Index der
basis ist erklirt durch

1 Originalloop
2 P-Transformierte
3 C-Transformierte

4 PC-Transformierte,

woraus in einem Basiselement die Summe gebildet wird.

Der Index k zahlt die Anzahl der Basiselemente (also die Dimension der Darstellung) und
wird fiir spitere Rechnungen aufbewahrt. Parallel zu basis steht in basisv die jeweilige
Nummer des Loops eines Basisteils.
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Die néchste Schleife kopiert aus programmiertechnischen Griinden die Eintriige von basis
und basisv in die Variablenfelder base bzw. basev. Diese sind jeweils identisch, bis auf
die iiberfliissigen leeren Eintriige am Ende des Feldes.*

6.2.4 Transformationsverhalten der PC-invarianten Basis

Nun kann das Transformationsverhalten der erstellten Basis untersucht werden. Hier die-
nen die duflersten Schleifen der Fallunterscheidung in P = +1, C' = £1. Die vorzeichen
der Summanden eines Basiselementes werden entsprechend dem P- bzw. C-Paritéitseigen-
wert eingestellt.

Die néchste Schleife (Index trans) zdhlt alle 96 Transformationen und fiir jedes Element
der Basis (i=1,k) wird die Transformierte (,,base’*)

baseprime(l)=matrix(basev(i,l),trans)

in allen 4 Summanden (Index /) gebildet.

Diese Transformierte wird dann summandenweise mit allen Basiselementen verglichen
if (baseprime(l)==basev(j,m)),

und bei Ubereinstimmung (bis auf Vorzeichen) wird ebendieses Vorzeichen in die Tabelle
der Darstellungsmatrizen transformation eingetragen.

Abschlielend werden die Charaktere der Darstellung durch Spurbildung jeweils eines Ver-
treters jeder Klasse berechnet.

6.2.5 Zerlegung in irreduzible Darstellungen

Nun muss die Darstellung noch in irreduzible Anteile zerlegt werden. Hierzu wird wieder
in die Fille P = £1 und C' = %1 unterschieden.

Es wird Formel (5.52) aus Kapitel 5 verwendet, die im Programm als

do i=1,5
do j=1,5
a(i,p,c) = a(i,p,c) + nmu(j) * charakter(p,c,j) * chartab(p,i,j)
end do
end do

erscheint. Hierbei ist chartab die am Anfang des Programms ausgefiillte Charaktertabelle
der O, und nmu die Méchtigkeit der Klasse C,, (,n,%).

6.2.6 Konstruktion einer Orthonormalbasis

Fiir die Konstruktion einer Orthonormalbasis aus Loop-Operatoren folgt das Programm
der in 5.3.2 vorgestellten Methode. Dazu miissen zunéichst die Darstellungsmatrizen klas-
senweise aufsummiert werden. Diese Summen werden in cmat gespeichert. Zur weiteren

“In FORTRAN miissen die Dimensionen (Lingen) von Feldern festgelegt sein, bevor sie verwendet
werden. Da die Anzahl der Basiselemente nicht von vornherein feststeht, miissen durch diesen Trick die
Basis-Felder auf die richtige Linge gebracht werden.
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Verarbeitung werden die Matrizen im FlieBkomma-Format real benétigt, also muss der
Inhalt von cmat in das FlieBkomma-Feld cmatr iibertragen werden.

Die Diagonalisierung der cmat wird von einer IMSL-Routine vorgenommen (call evcrg).

Sie berechnet fiir die Eingabe cmatr die Eigenwerte (eval(i,1,p,c)) und die Matrix der
zugehorigen Eigenvektoren (Amat(i,l,m,p,c). Der erste Index (i) dieser beiden Felder
bezeichnet die konjugierte Klasse, der néchste Index (1) nummeriert die Eigenwerte bzw.
die Eigenvektoren (deren Eintrige wiederum durch den Index m unterschieden werden).
Die letzten beiden Indizes p,c erlauben die Fallunterscheideung in P = +1,C = +1.

Eine Kurzdokumentation der evcrg-Routine ist bei [31] nachzulesen, eine eingehende Be-
handlung der Algorithmen findet man bei [30].

Da die evcrg-Routine die Eigenvektoren auf Linge 1 normiert, wird nach call evcrg
jedes Element mit dem Inversen des unmittelbar vorher ermittelten kleinsten Eintrags
(Little) multipliziert und durch nint () auf eine ganze Zahl im integer-Format gerundet,
die in Amatint (Indizes analog zu Amat) gespeichert wird. Auch die Eigenwerte eval
werden zu ganzzahligen integer-Variablen (evalint) konvertiert.

6.2.7 Ausgabe

Die Ausgabe erfolgt mittels write in die Ausgabedatei, deren Namen der Benutzer am
Start des Programms interaktiv angegeben hat. Die erzeugte Datei kann direkt in ein
IWTEX-Dokument eingebunden werden. Die ausgegebenen Ergebnisse beschrinken sich auf
die irreduzible Zerlegung der Darstellung im Loop-Sektor und eine Orthonormalbasis aus
Loop-Operatoren. Zwischen den Zeichenkettenkonstanten, die die INTEX-Syntax herstellen,
werden die Inhalte der Variablenfelder basis (P-C-invariante Basis), k (Dimension der
Darstellung), a (irreduzible Anteile), evalint (Eigenwerte der ONB-Konstruktion) und
die Orthonormalbasis Amatint ausgegeben.

6.2.8 Erweiterungsvorschlag

Mit wenig Miihe kann das Programm erweitert werden um, fiir den Fall eines einzeln
auftretenden Majorana-Feldern, auch noch den letzten Schritt der irreduziblen Zerlegung
der Produktdarstellung zu iibernehmen. Die entscheidende Anweisung ist nach der Zerle-
gungsformel (5.94) aus Kapitel 5:

do j=1,8
do i=1,8
a(j,p,c)=a(j,p,c) + n(i)* chartab20(p,j,i)&
*chartab20(p,R,i) * 2*chartab20(p,6,1)
end do
a(j,p,c) = a(j,p,c)/48
end do.

Sie wird fiir alle im Plaquette-Sektor vertretenen Darstellungen R ausgefithrt und bedarf
einer vorherigen Belegung der Charaktertabelle der Uberlagerungsgruppe 20 (chartab20)
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und der Klassenstirken n(i). Die Bezeichnungsweise ist hier so gewé&hlt, dass sie mit
Formel (5.94) vergleichbar ist® (j entspreche v).

Das Programm ist in schriftlicher Form im Anhang C gelistet und als FORTRAN 90-
Quellcode auf dem beiliegenden Datentriger in der Datei transformation.f90 vorhan-
den. Ausserdem enthilt er ein Beispiel fiir eine Eingabedatei (beispiel.dat).

Die Variablen miissen fiir den Einbau in das Programm anders benannt werden, um Konflikte mit

bereits vorhandenen Variablen zu vermeiden.



Kapitel 7

Ergebnisse

In diesem Kapitel will ich in Form von Tabellen einige Ergebnisse der Computerrechnungen
angeben. Die Form folgt den aus Kapitel 5 bekannten Tabellen. Die hier betrachteten
SUSY-Operatoren sind nicht so einfach Spinzustéinden zuzuordnen (z.B. anhand von den
Tabellen auf S. 40). Man hofft, dass wenigstens Anteile der hier prisentierten irreduziblen
Darstellungen im Kontinuumslimes physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefern.
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A A

Basis aus P- und C-invarianten Loop-Operatoren

Of. =10,1,0,2,-1,—2]4
O, =10,1,0,3,—1,—3]+
Oz, =[0,-3,0,2,3, -2+
Of, =10,2,0,—1,-2,1]4+
0=, =1[0,2,0,-3,-2,3]+

Oéij: = [07 37 07 _]-7 _37 1]i

Dimension von RFC: 6

Irreduzible Anteile der Darstellung:

irred. Darst. von Oy,
Dim. der Darstellung

A{’C’ A%’C’ EPC TIPC T2PC’
1 1 2 3 3

P=+1,C=+1
P=+1,C=-1
P=-1,C=+1
P=-1,C=-1

0
1
1
1

S O O =
o O O =
o O O N
—_ == O




Orthonormalbasis:
P=+1,C=+1
Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0

Loop-Op. | Of, O3, O3, Of, Os; Og,
AT 1 1 1 1 1 1
AgT 1 o S B | 1 1
Et+ -1 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 1 0
E* 0 -1 0 1 0 0
0 -1 1 0 0 0
P=+1,C=-1
Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2
Loop-Op. Of’_ O;_ O;’_ O[f_ O;_ Og'_
T 0 -1 0 0 0 1
-1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
Ty~ 0 1 0 0 0 1
0 0 -1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
P=-1,C=+1
Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2
Loop-Op. | Oy Oy O3 Oy O5y Ogy
T 0 0 0o -1 0 1
-1 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0
T, 0 0 0 1 0 1
0 -1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0
P=-1,C=-1
Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2
Loop-Op. | O_ O,_ O;_ 0O, Os_ Og4_
T, -1 1 0 0 0 0
0 0 0 -1 1 0
0 0 1 0 0 1
5~ 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 -1 0 0 1
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Dieser Operator ist invariant unter Raumspiegelungen, weswegen nur der positive P-

Parititseigenwert auftritt.

Basis aus P- und C-invarianten Loop-Operatoren

Of. =1[0,1,2,0,—1,—2]4

i Oéti = [07 ]-7 37 07 _]-7 _3]i

O3, =[0,-3,2,0,3,—2]+

i Oi[j: = [0727_]—707 _27 1]i
e Of, =10,1,-3,0,—1,3]4
i Oé[j: = [07 37 27 07 _37 _2]i

Dimension von RFC: 6
Irreduzible Anteile der Darstellung:

irred. Darst. von O}, | AT¢  APC¢  pPC¢ TPC TPC
Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3
P=+1,C=+1 1 0 1 0 1
P=+1,C=-1 0 1 1 1 0




Orthonormalbasis:
P=+1,C=+1
Eigenwerte: 6, 0, 0, 2, 2, 2

Loop-Op. | Of, O3, O3, Of, Os; Og,
AT 1 1 1 1 1 1
Et -1 0 1 -1 0 1
-1 1 0o -1 1 0
T, 0 -1 0 0 1 0
-1 0 0 1 0 0
0 0o -1 0 0 1
P=+1,C=-1
Eigenwerte: -6, 0, 0, -2, -2, -2
Loop-Op. Of’_ O;r_ O;’_ OZ’_ O;r_ Og'_
AF~ -1 1 1 1 1 1
E+- 1 1 0o -1 1 0
1 0 1 -1 0 1
T 0 -1 0 0 1 0
0 0o -1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
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A
Basis aus P- und C-invarianten Loop-Operatoren

o Oiti = [0717071727_17_17_2]i
* Oéti = [0717071737_17_17_3]i
¢ Oi):’t:i: = [0? _33 07 _37 2, 37 3a _2]:i:
i Oiti = [07270727_]—7_27_27 ]-]ﬂi
o Og::l: = [0v170v17_37_17_173]ﬂ:
i Oéti = [07 37 07 37 27 _37 _37 _2]i
e 0%, =10,1,0,1,-2,-1,—1,2]4
e 05 =10,2,0,2,-3,-2,-2,3]:
e OFf, =10,3,0,3,—1,-3,-3,1]+
* Oﬁ)i = [0737073717_37_37_]—]i
o Olilzlz = [07 _27 07 _2a _3a 27 2, 3]:I:
* Oigi = [0727072717_27_27_]—]i

Dimension von RF¢: 12
Irreduzible Anteile der Darstellung:

irred. Darst. von Oy, Afc Agc EPC TIPC TQPC
Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3

P=+1,C=+1
P=+1,C=-1
P=-1,C=+1
P=-1,C=-1

N N ==

1
1
2
2

S O NN

1
1
0
0

O O ==
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Loop-Op.

1
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A

Basis aus P- und C-invarianten Loop-Operatoren

* Oiti = [07 ]-7 170727 _]-7 _]-7 _2]i
* Oéti = [07 ]-7 170737 _]-7 _]-7 _3]i

OB:‘I::I: = [0? _33 _33 07 2a 37 3a _2]:I:

Oiti = [07 27 27 07 _]-7 _27 _27 ]-]ﬂi
o Og::l: = [Ov 27 2? 07 _37 _27 _27 3]:I:
* Oéti = [07 37 37 07 _]-7 _37 _37 ]-]ﬂi

Dimension von RFC: 6
Irreduzible Anteile der Darstellung:

irred. Darst. von Oy,
Dim. der Darstellung

A{’C’ A%’C’ EPC TIPC T2PC’
1 1 2 3 3

P=+1,C=+1
P=+1,C=-1
P=-1,C=+1
P=-1,C=-1

0
1
1
1

S O O =
o O O =
o O O N
—_ == O




90

Orthonormalbasis:

P=+1,C=+1

Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0

P=+1,C=-1

KAPITEL 7. ERGEBNISSE

Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2

P=-1,C=+1

Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2

P=-10=-1

Eigenwerte: 2, 2, 2, -2, -2, -2

Loop-Op. | Of, O3, O3, Of, Os; Og,
AT 1 1 1 1 1 1
AgT 1 -1 -1 -1 1 1
Et -1 0 0 0 0 1

10 0 0 1 0
Ett 0o -1 0 1 0 0
0o -1 1 0 0 0
Loop-Op. Of’_ O;r_ O;’_ OI_ O;r_ Og'_
T 0 -1 0 0 0 1
10 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
Ty~ 0 1 0 0 0 1
0 0o -1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
Loop-Op. | Oy Oy O3 Oy O5y Ogy
T 0 0 0o -1 0 1
10 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0
T, 0 0 0 1 0 1
0o -1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0
Loop-Op. | O_ O,_ O;_ O, Oz_ Og4_
T~ -1 1 0 0 0 0
0 0 0o -1 1 0
0 0 1 0 0 1
Ty~ 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0o -1 0 0 1




A

Basis aus P- und C-invarianten Loop-Operatoren

O, =10,1,1,2,0,—1,—1,—2]+
04, =1[0,1,1,3,0,—1,—1,—3]+
03, = [0,—-3,-3,2,0,3,3, -2+
Of, =10,2,2,—1,0,-2,-2,1]+
0% =10,1,1,-3,0,—1,—1,3]+
O, =100,3,3,2,0,—3, -3, —2]+
0X =[0,1,1,-2,0,—1,—1,2]+
Of, =10,2,2,-3,0,—2,—2,3]+
OF =10,3,3,—1,0,—3,-3,1]+
O, =10,3,3,1,0,—3,—3, 1]+
Of. =1[0,-2,-2,-3,0,2,2,3]=

O12¢ =10,2,2,1,0,—-2,—2,—1]+

Dimension von RYC: 12

Irreduzible Anteile der Darstellung:

irred. Darst. von Oy,

PC
Al

Ag’C’ EPC TIPC T2PC’

Dim. der Darstellung 1 1 2 3 3
P=+1,C=+1 1 1 2 1 1
P=+1,C=— 1 1 2 1 1
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Orthonormalbasis:
P=+1,C=+1

Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, -2, -2, -2

KAPITEL 7. ERGEBNISSE

Loop-Op. | O, Oy, 05y Of O35y Og Of, Ogy Og Oy Of, Ofy
AFT 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AT 1 -1 -1 a1 -1 A 1 1 1 1 1 -1
Bt 0 -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1

0o -1 1 0o -1 1 0 0 0 0 0 0
Bt 10 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 0
10 0 0 0 0o -1 0 1 1 0 0
Tt 0 0o -1 0 0 1 0o -1 0 0 1 0
1 0 o -1 0 0o -1 0 0 0 0 1
0 1 0 0o -1 0 0 0 -1 1 0 0
Tyt 10 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 o -1 0 -1 0 0 1 0
o -1 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0
P=+1,C=-1
Eigenwerte: 6, -6, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, -2, -2, -2

Loop-Op. | O] OF_ Of Of 0Of of 0Ff o7 0f 0f_ Ofi_ 0Ofi
AfT 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AS~ 1 o e e S . | 1 1 1 1 1 -1
E+- 0o -1 1 0o -1 1 0 0 0 0 0 0

0o -1 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1
Bt 10 0 0 0 0o -1 0 1 1 0 0
10 0 0 0 0 -1 1 0 0 1 0
T, 0 0o -1 0 0 1 0 -1 0 0 1 0
0 1 0 0o -1 0 0 0 -1 1 0 0
1 0 0o -1 0 0o -1 0 0 0 0 1
Ty~ 0 0 1 0 o -1 0 -1 0 0 1 0
o -1 0 0 1 0 0 0 -1 1 0 0
10 0o -1 0 1 0 0 0 0 1




Zusammenfassung und Ausblick

Thema dieser Arbeit war eine gruppentheoretische Untersuchung von supersymmetrischen
Gitter-Operatoren, die zur Massenbestimmung der in der N = 1 SUSY-Yang-Mills-Theorie
auftretenden Zustdnde im Rahmen von Monte-Carlo-Simulationen herangezogen werden.
Solche Simulationen sind insbesondere bei Energien, fiir die die Rechnungen nicht pertur-
bativ durchgefiihrt werden konnen, von Interesse. Meine Untersuchung basierte dabei auf
der von F. HEITGER im Rahmen seiner Diplomarbeit [10] entwickelten Ausweitung der
von BERG und BILLOIRE in [11], [12] durchgefiihrten Klassifizierung von Wilson Loops
nach ihrem Transformationsverhalten unter der kubischen Gruppe O auf eine supersym-
metrische Gittereichtheorie unter Verwendung der Uberlagerungsgruppe 20.

Zu diesem Zweck habe ich nach der Bereitstellung der gruppentheoretischen Hilfsmittel
und einer Motivation, in SUSY-Quantenfeldtheorien neben Bosonen auch fermionische An-
teile in die Fichtheorie einzufiihren, einen Abriss iiber die Gittereichtheorie mit Betonung
auf der N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie gegeben. Danach habe ich den in [10] entwickel-
ten Vorschlag zur Klassifizierung von SUSY-Gitteroperatoren aufgegriffen und anhand
einiger Beispiele in zusammenhingender Form reproduziert. Die hierbei verwendete Vor-
gehensweise lief sich nun auf eine computergestiitzte Analyse der Transformationseigen-
schaften von Gitteroperatoren iibertragen, die in Kapitel 6 vorgestellt wird. Hierbei legte
ich groflen Wert auf eine ausfiihrliche Dokumentation des Algorithmus. Das letzte Kapitel
enthilt einige Ergebnisse dieser Computerrechnungen.

Das Ziel der durchgefithrten Analyse sollte eine Auffindung geeigneter SUSY-Gitteroperatoren
fiir Monte-Carlo-Rechnungen zur Massenbestimmung von SUSY-Zusténden sein. Das Trans-
formationsverhalten der betrachteten Operatoren héherer Komplexitét zeigt dabei Antei-

le die Zustinden mit verschiedenen Spin-Eigenwerten entsprechen. Diese miissen erst im
Kontinuumslimes auf physikalisch sinnvolle Zusténde hin iiberpriift werden.
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Fiir das weitere Vorgehen seien noch ein paar Ansitze gegeben. Zunéchst folgen kdnnte
die Analyse weiterer Gitteroperatoren mit dem Computerprogramm. Hier kann z.B. auch
mit Hilfe der in Abschnitt 6.2.8 angegebenen Erweiterung das Transformationsverhalten
von SUSY-Operatoren mit halbzahligem Spin auf effiziente Weise berechnet werden. Des
weiteren erwartet man bei der Analyse des Transformationsverhalten von Zustinden mit
drei Majorana-Spinoren ein Verhalten mit Spin-3-Anteilen (siche hierzu [32]), was bei
Gitterdiskretisierung zu Operatoren fithren sollte, die ein Transformationsverhalten unter
der Darstellung H der Uberlagerung der kubischen Gruppe 20 zeigen. Ferner kénnen
geeignete Kombinationen von hier betrachteten Operatoren in Monte-Carlo-Simulationen
zur Bestimmung der Massen des Teilchenspektrums der N = 1 SUSY-Yang-Mills-Theorie
dienen.



Anhang A

Regulare Darstellung

Die Verkniipfungstabelle einer Gruppe besteht aus Spalten, die alle méglichen Permuta-
tionen einer Spalte darstellen. Ordnet man die Zeilen (oder Spalten) so um, dass auf der
Hauptdiagonalen stets das neutrale Element steht, so ergibt sich nach den Gruppenaxio-
men, dass die Zeilen mit den zu den Spalten gehorenden inversen nummeriert werden.

Man definiert nun fiir jedes g;, @ € {1,...,n,4} die reguldren Darstellungsmatrizen durch
[6]
Dy (gi) =6 (grgig; ") mit 1<kI<ng, (A.1)
wobei
1 falls g¢g;=¢e¢
d(g;) = A2
(9i) { 0 sonst (A-2)

ist. Man konstruiert also aus der Verkniipfungstabelle die Darstellungsmatrix' fiir ein
Gruppenelement ¢ indem man an den Stellen, wo g auftritt eine 1 schreibt und iiberall
anders eine Null. Die Anzahl der ng-dimensionalen Darstellungsmatrizen ist also gerade
gleich ng.

Die so gefundene Darstellung ist nach [4] treu.

Theorem Die reguldre Darstellung enthilt jede nicht-dquivalente, irreduzible Darstellung
der Gruppe G genau sooft, wie ihre Dimension ist.
Beweis: Nach Formel (1.10) aus Theorem 25 gilt

1 vt 1 ut
a,=— X" (9) X" (9) = —x" () xX"(e) = dy (A.3)
ng g ng —
ng
und damit das Theorem. .

'Dass diese Matrizen iiberhaupt eine Darstellung definieren lese man in [3].
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Da die Dimension der reguldren Darstellung einerseits nach Konstruktion nqg ist, ande-
rerseits aber auch gleich der Summe der Dimensionen der in der reguliren Darstellung
enthaltenen irreduziblen Darstellungen sein muf}, gilt zusammen mit obigem Theorem in
der Tat

Z (dy - ap) = Z (dy - dy) = Zdu2 =na, (A.4)
I

Ju Ju

und (1.6) aus Theorem 22 ist bewiesen.



Anhang B
Majorana-Spinoren

Dirac-Spinoren sind aus zwei Weyl-Spinoren zusammengesetzte Spinoren, die in der Weyl-

[ Yr
(2) .

besitzen, wobei ¢, und 1 je zweikomponentige Weyl-Spinoren darstellen, die sich nach

Darstellung die Form

der linken bzw. rechten Fundamentaldarstellung der Lorentzgruppe transfomieren.

Im Minkowski-Raum erhélt man einen Majorana-Spinor, indem man an einen allgemeinen
Dirac-Spinor die Bedingung
b =iy = 9'C (B.2)

stellt. Dabei ist in minkowskischer Formulierung

70=<]? g) (B.3)

und C' die Ladungskonjugationsmatrix.

Ein Majorana-Spinor ), geht also wegen (B.2) bei Ladungskonjugation in sich selbst
iiber, also

P = ur (B.4)

und besitzt daher anstatt der vier komplexen Freiheitsgrade eines Dirac-Spinors lediglich
zwei komplexe bzw. vier reelle Parameter. Die Ladungskonjugation ist dabei durch [18]

¢ =yt (B.5)

C= ( i‘gQ _?02 ) (B.6)

mit

definiert.
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Gibt man die Hermitizititseigenschaft der minkowskischen Formulierung auf, so lésst sich
ein euklidischer Majorana-Spinor durch die Relation

A=)\ (B.7)

definieren. In der Weyl-Darstellung schreibt sich damit der Majorana-Spinor geméifl

A:(jﬁ) : (B.8)

wobei 74 ein linkshéndiger Weyl-Spinor ist. Fiir weitere Anmerkungen zu Majorana-
Spinoren in euklidischer Formulierung konsultiere man [28] und die darin angegebenen

Referenzen.

An dieser Stelle seien lediglich zwei Rechenregeln fiir Grassmann-wertige Majorana-Spinoren
1 und ¢ angegeben, wobei die erste in Kapitel 5 Verwendung findet:

vp = dip (B.9)
QZJ'Y;LQé = _&Yudj (B.10)

Beide Relationen weist man mit Hilfe der definierenden Figenschaft des Ladungskonjuga-
tionsoperators C' nach:

b = (o)
(p'Ce)’
—¢'Clep
¢'Cep
= ¢, (B.11)

bzw.

Pyd = (yue)
(¢t07u¢)t
—py,Chyp
¢'y,C
—¢'Cyutp
= _QZ’YM/)- (B.12)



Anhang C

Programm

Das Programm transformation berechnet fiir einen vorgegebenen Loop-Operator sein
Transformationsverhalten im Plaquette-Sektor unter der (vollen) kubischen Gruppe und
seinen irreduziblen Darstellungsgehalt. Anschlielend wird eine Orthonormalbasis aus P-
und C-invarianten Loop-Operatoren generiert. Das Programm ist in FORTRAN 95 ge-
schrieben und verwendet einige Routinen der mathematischen Funktionsbibliothek IMSL.

Das Programm generiert aus dem eingegebenen Loop alle méglichen kubischen Transfor-
mationen. Es bildet eine P-C-invariante Basis aus diesen Transformierten, untersucht das
Transformationsverhalten der Basis unter der vollen kubischen Gruppe und generiert zum
Schluss eine Orthonormalbasis.

Die Ausgabe erfolgt in einer Textdatei, die WTEX-fihige Tabellen enthilt, die in WTEX-
Dokumente kopiert oder eingebunden werden kénnen.

Das Programm ist auf den folgenden Seiten gelistet.
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program transformation

ANHANG C. PROGRAMM

b oskkkxorokkkkkxxk Variablendeklarationen

implicit integer (i,j,k,1,m,n)

! Zaehler und Indices

! Systemvariablen
character (1) :: pind,cind
character (20) :: eingabedatei, ausgabedatei ! Dateinamen

character (LEN=5), dimension(25)
character (LEN=6), dimension(25)

character (LEN=10), dimension(25)
character (LEN=14), dimension(25)

character (LEN=30), dimension(25)

:: ausb ! Ausgabevariable
:: aus6 ! Ausgabevariable

: ausl0 ! Ausgabevariable
:: ausl4 ! Ausgabevariable

:: aus30 ! Ausgabevariable

character (3) :: char ! Typkonversionsvariable

logical :: gleich, gleichlink, psymm, psymmlink, csymm, csymmlink, &

cpsymm, cpsymmlink ! Logische Variablen fuer Tests in Schleifen
logical, dimension(1:96) :: liste=.FALSE. ' (s.u.)
logical, dimension(1:96) :: liste2

integer :: trans

! Algorithmische Variablen

integer :: links ! Anzahl der Links und Majoranas in dem Loop

integer, allocatable, dimension(

integer, allocatable, dimension(:
integer, allocatable, dimension(:

integer, allocatable, dimension(

integer, allocatable, dimension(:
integer, allocatable, dimension(:

integer, dimension(1:96,1:4)

integer, allocatable, dimension(:
integer, allocatable, dimension(:
integer, allocatable, dimension(:

:) :: urplaquette ! Urform des Loop
,:) :: plaquette ! Alle moeglichen Loops
) :: pplaquette ! P-Transformierte
:) :: cplaquette ! C-Transformierte
) cpplaquette ! C-P-Transformierte
,i,:) :: basis ! Basis
:: basisv ! Indices B.-El’te
,i,:) :: base ! wie Basis
,:) :: basev ! wie basisv
yistsi,:) :: transformation

! Transformationsmatrizen fuer Loops

integer, dimension(-3:3,1:96)

:: transform

! Transformationstabelle fuer Links

integer, dimension(1:96,1:96)

matrix=0

! Transformationsmatrix fuer alle Loops

integer, dimension(0:4) :: vorzeichen

! Vorzeichen in dem PC-invarianten Loop

integer, dimension(1:4) :: ident

I Vor Ort erklaert

integer :: p,c ! Indices fuer P- bzw. C- Paritaet
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integer, dimension(-1:1,-1:1,1:10) :: charakter
! Charaktere der Transformations-Klassen
integer, dimension(1:4) :: baseprime ! Basis’
integer, dimension(-1:1,1:5,1:10) :: chartab
! Charaktertabelle der vollen kub. Gruppe

integer, dimension(1:5,-1:1,-1:1) :: a =0 ! Irreduzibler Darstellungsgehalt
integer, dimension(1:10) :: nmu ! n_mue, Vektor der Klaasengroessen
integer, allocatable, dimension(:,:,:,:,:) :: cmat

real, allocatable, dimension(:,:,:,:,:) :: cmatr

complex, allocatable, dimension(:,:,:,:,:) :: Amat

complex, allocatable, dimension(:,:,:,:) :: eval

integer, allocatable, dimension(:,:,:,:,:) :: Amatint

integer, allocatable, dimension(:,:,:,:) :: evalint

real :: little

! Initialisierung der Klassengroesse

data nmu (1:10) /1,6,8,6,3,1,6,8,6,3/

! Initialisierung der Charaktertabelle der vollen kub. Gruppe Oh

data chartab (1,1,1:5) /1, 1, 1, 1, 1/

data chartab (1,2,1:5) /1, -1, 1, -1, 1/
data chartab (1,3,1:5) /2, 0, -1, 0, 2/
data chartab (1,4,1:5) /3, -1, 0, 1, -1/
data chartab (1,5,1:5) /3, 1, 0, -1, -1/

chartab (1,1:5,6:10) chartab (1,1:5,1:5)
chartab (-1,1:5,1:5) chartab (1,1:5,1:5)
chartab (-1,1:5,6:10) = —chartab (1,1:5,1:5)

! Initialisierung der transform-Tabelle, die einzelne Links transformiert

data transform (0,1:24) /24 * 0/

data transform (1,1:24) &
/1,1,-3,2,1,3,-2,1,-1,-1,2,3,-2,3,-3,-2,-3,2,2,-2,3,-3,-1,-1/

data transform (2,1:24) &
/2,3,2,-1,-3,2,1,-2,2,-2,-3,-1,3,1,1,-3,-1,3,1,-1,-2,-2,3,-3/

data transform (3,1:24) &
/3,-2,1,3,2,-1,3,-3,-3,3,-1,-2,-1,2,-2,1,2,1,-3,-3,1,-1,2,-2/

transform (1,25:48)
transform (2,25:48)
transform (3,25:48)

-transform(1,1:24)
-transform(2,1:24)
-transform(3,1:24)
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transform (-1,1:24)
transform (-2,1:24)
transform (-3,1:24)

-transform(1,1:24)
-transform(2,1:24)
-transform(3,1:24)

transform (-1,25:48)
transform (-2,25:48)
transform (-3,25:48)

-transform(-1,1:24)
-transform(-2,1:24)
-transform(-3,1:24)

transform (-3:3,49:96) = transform (-3:3,1:48)
I skekokkokokkokkkkkkxkk Files oeffnen

write (*,*) "Datei fuer Eingabe?"
read (*,*) eingabedatei
open (UNIT=30, FILE=eingabedatei, STATUS="QLD", ACTION="READ", IOSTAT=ios)
if (.NOT. ios == 0) then
write (*,*) "Fehler beim Oeffnen der Eingabedatei"
end if

write (*,*) "Datei fuer Ausgabe?"
read (*,*) ausgabedatei

open (UNIT=31, FILE=ausgabedatei, STATUS="NEW", ACTION="WRITE", IOSTAT=ios)
if (.NOT. ios == 0) then

write (*,*) "Fehler beim Oeffnen der Ausgabedatei"
end if

I sksokkokkkkkkkkkkkkx Eingaben einlesen

read (30,%) links
! Am Anfang der Datei steht die Anzahl der Links und Majoranas

! Groessenzuweisungen auf Anzahl der Links und Majoranas:
allocate (urplaquette (1:1inks))

allocate (plaquette (1:96,1:1inks))

allocate (basis (1:96,1:4,1:1inks))

allocate (pplaquette (1:1inks))

allocate (cplaquette (1:1inks))

allocate (cpplaquette (1:1links))

do i=1,1links ! Einlesen der Urform des Loops aus Datei
read (30,*) urplaquette (i)
end do
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I oskokskskskokokokokokkokkokokokok Rechnung

! Alle moeglichen Loops aus der Urform berechnen
do i=1,48
do n=1,1links
plaquette (i,n) = transform (urplaquette(n),i)
end do
end do

do i=1,48 ! Die C-gespiegelten Plaquetten
plaquette (i+48,1) = plaquette (i,1)
plaquette (i+48,2:1inks) = plaquette (i,links:2:-1)
end do

! Transformationsverhalten berechnen
do k=1,48
do j=1,96
do i=1,96
gleich = .FALSE.
do m=0,links-1
!' m ist der Offset fuer Reihenfolge der Zyklischen Links einer Plaquette
gleichlink=.TRUE.
! Alle Links muessen uebereinstimmen, damit die Plaquetten gleich sind
do 1=1,links
n=1+m
if (n>links) n=n-links
if (plaquette(i,n)/=transform(plaquette(j,1l),k)) then
gleichlink=.FALSE.
end if
end do
gleich = gleich .0OR. gleichlink
end do
if (gleich .AND. matrix (j,k)==0) then
matrix (j,k) =i
I Plaquette j durch Transformation k in Plaquette i
liste(i)=.TRUE.
end if
end do
end do
end do
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! P-C-invariante Basis berechnen

liste2=liste
k=0 ! k zaehlt die Anz. der Basiselemente
do i=1,96
if (liste2(i)) then
liste2(i)=.FALSE.
k=k+1

pplaquette(l:1links)=-plaquette(i,1:1inks)
cplaquette(1)=-plaquette(i,1)
cplaquette(links:2:-1)=-plaquette(i,2:1links)
cpplaquette (1)=-pplaquette (1)
cpplaquette(links:2:-1)=-pplaquette(2:1links)

basis (k,1,1:1links) = plaquette(i,l:links)
basisv (k,1)=1

do j=1,96

if (liste(j)) then
psymm = .FALSE.
csymm = .FALSE.
cpsymm = .FALSE.

do m=0,links-1
psymmlink=.TRUE.
csymmlink=.TRUE.
cpsymmlink=.TRUE.
do 1=1,links
n=1+m
if (n>links) n=n-links
if (pplaquette(n)/=plaquette(j,1)) psymmlink=.FALSE.
if (cplaquette(n)/=plaquette(j,1)) csymmlink=.FALSE.
if (cpplaquette(n)/=plaquette(j,1)) cpsymmlink=.FALSE.
end do
psymm = psymm .0OR. psymmlink
csymm = csymm .0R. csymmlink
cpsymm = cpsymm .0OR. cpsymmlink
end do
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if (psymm) then
if (basisv(k,2)==0) then
basis (k,2,1:1links) = plaquette (j,1:links)
basisv (k,2)=j
end if
liste2 (j) = .FALSE.
end if

if (csymm) then
if (basisv(k,3)==0) then
basis (k,3,1:1links) = plaquette (j,1:links)
basisv (k,3)=j
end if
liste2 (j) = .FALSE.
end if

if (cpsymm) then
if (basisv(k,4)==0) then
basis (k,4,1:links) = plaquette (j,1:links)
basisv (k,4)=j
end if
liste2 (j) = .FALSE.
end if
end if
end do
end if
end do

allocate (basev (1:k,1:4)) | kurzer Vektor ohne Nullen am Ende
allocate (base (1:k,1:4,1:1inks))

do i=1,k
basev (i,1:4) = basisv (i,1:4)
base (i,1:4,1:1inks) = basis (i,1:4,1:1inks)
end do

! Transformationsverhalten und Charaktere der Basis berechnen

allocate(transformation(1:96,1:k,1:k,-1:1,-1:1))
allocate(Amat (1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))
allocate(Amatint(1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))
allocate(eval(1:5,1:k,-1:1,-1:1))
allocate(evalint(1:5,1:k,-1:1,-1:1))
allocate(cmat(1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))
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allocate(cmatr(1:5,1:k,1:k,-1:1,-1:1))

do p=-1,1,+2
do c=-1,1,+2

vorzeichen(0)=0
vorzeichen(1)=1
vorzeichen(2)=p
vorzeichen(3)=c
vorzeichen (4)=p*c
do trans=1,96

do i=1,k
do 1=1,4
baseprime(l)=matrix(basev(i,l),trans)
end do

do j=1,k
ident=0
do 1=1,4
do m=1,4
if (baseprime(l)==basev(j,m)) then
ident(m)= 1
end if
end do
end do
if (ident(1)/=0) then
transformation (trans,i,j,p,c) = vorzeichen(ident(1)) &
* pxvorzeichen(ident(2)) *c* vorzeichen(ident(3))
end if
end do
end do
end do
end do
end do

! Charaktere bestimmen

do p=-1,1,+2
do c=-1,1,+2
do n=1,k

charakter (p,c,1) = charakter (p,c,1) + transformation (1,n,n,p,c)

charakter (p,c,2) charakter (p,c,2) + transformation (19,n,n,p,c)
charakter (p,c,3) = charakter (p,c,3) + transformation (11,n,n,p,c)

charakter (p,c,4) = charakter (p,c,4) + transformation (2,n,n,p,c)



charakter (p,c,5)
charakter (p,c,6)
charakter (p,c,7)
charakter (p,c,8)
charakter (p,c,9)
charakter (p,c,10)

end do

end do

end do

! irred. Darstellung berechnen

do c=-1,1,+2

do p=-1,1,+2
do i=1,5
do j=1,10
a(i,p,c)

= charakter

charakter

= charakter
= charakter
= charakter

(p,c,5) +
(p,c,6) +
(p,c,7) +
(p,c,8) +
(p,c,9) +

= charakter (p,c,10)

! Formel

transformation (8,n,n,p,c)
transformation (25,n,n,p,c)
transformation (43,n,n,p,c)
transformation (36,n,n,p,c)
transformation (26,n,n,p,c)
+ transformation (33,n,n,p,c)

= a(i,p,c) + nmu(j) * charakter(p,c,j) &

* chartab(p,i,j)

end do

a(i,p,c) = a(i,p,c)/48

end do
end do
end do

! Darstellungsmatrizen klassenweise aufsummieren

do p=-1,1,+2
do c=-1,1,+2

! Klasse E

cmat(1,1:k,1:k,p,c) = transformation (1,1:k,1:k,p,c)

! Klasse C2
do 1=19,24

cmat(2,1:k,1:k,p,c) = cmat(2,1:k,1:k,p,c) + &
transformation (i,1:k,1:k,p,c)

end do
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! Klasse C3

do i=11,18
cmat(3,1:k,1:k,p,c) = cmat(3,1:k,1:k,p,c) + &
transformation (i,1:k,1:k,p,c)

end do

! Klasse C4

do i=2,7
cmat(4,1:k,1:k,p,c) = cmat(4,1:k,1:k,p,c) + &
transformation (i,1:k,1:k,p,c)

end do

! Klasse C24

do i=8,10
cmat(5,1:k,1:k,p,c) = cmat(5,1:k,1:k,p,c) + &
transformation (i,1:k,1:k,p,c)

end do

end do
end do

! (Block) diagonalisieren

do p=-1,1,+2
do c=-1,1,+2
do i=1,k

cmatr(2,i,1:k,p,c) = real(cmat(2,i,1:k,p,c))
end do

call evcrg (k,cmatr(2,1:k,1:k,p,c),k,eval(2,1:k,p,c),Amat(2,1:k,1:k,p,c),k)

do i=1,k
little=1
do j=1,k
if (abs(real(Amat(2,j,i,p,c)))>0.1 .AND. abs(real(Amat(2,j,i,p,c)))<little)&
little=abs(real (Amat(2,j,i,p,c)))
end do
evalint(2,1:k,p,c)=nint(real(eval(2,1:k,p,c)))
Amatint(2,1:k,i,p,c)=nint(real (Amat(2,1:k,i,p,c))*(1.0/1little))
end do

end do
end do
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write (31,*) "Basis aus $P$- und $C$-invarianten Loop-Operatoren"

write (31,*) "\begin{itemize}"

do i=1,k

write (char,"(I2)") i
aus14(0)="\item $0_{"//char
aus30(0)=aus14(0)//"\pm}~{\pm} = ["
do j=1,links

write (char,"(I2)") basis (i,1,j) ! P-C-invariante Basis

if (j<links) then
aus14(j) = char//","
else

aus14(j) = char//"] _{\pm}$"
end if

end do
write (31,*) aus30(0),aus14(1:1links)

end do

write (31,*) "\end{itemizel}"

write (31,*) "Dimension von ${\cal R}"{PC}$:",k,"\\"
write (31,%) "Irreduzible Anteile der Darstellung:\\"

write (31,*) "\begin{center}"

write (31,*) "\begin {tabular}{|l|ccccc|}"

write (31,*) "\hline"

!Dimension der Darstellung

write (31,*) "irred. Darst. von $0_h$& $A_1-{PC}$ & $A~{PC}_2$ & SE~{PC}$ &

&& $T~{PC}_1$ & $T~{PC}_28\\"

write (31,*) "Dim. der Darstellung&l&1&2&3&3\\"

write (31,*) "\hline"
do p=1,-1,-2
do c=1,-1,-2

write (char,"(I2)") i
aus5(0)="$pP="

if (p==1) then
aus10(0)=aus5(0)//"+1,C="
else
aus10(0)=aus5(0)//"-1,C="
end if

if (c==1) then
aus14(0)=aus10(0)//"+1$&"
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else
aus14(0)=aus10(0)//"-1$&"
end if

do j=1,5
write (char,"(I2)") a(j,p,c)
if (j<5) then

aus6(j) = char//"&"
else

aus6(j) = char//"\\"
end if

end do

ANHANG C. PROGRAMM

lirreduzible Anteile

write (31,*) aus14(0),aus6(1:5)

end do
end do

write (31,%) "\hline \end{tabular} \end{center}"

write (31,%) "Orthonormalbasis: \\"

do p=1,-1,-2
do c=1,-1,-2
if (p==1) pind="+"
if (p==-1) pind="-"
if (c¢==1) cind="+"
if (¢==-1) cind="-"

write (31,x*) "$P=",pind,"1,C=",cind,"1$\\"

write (31,*) "Eigenwerte: "
do i=1,k-1

write (31,%) evalint(2,i,p,c),

end do

write (31,%) evalint(2,k,p,c),

write (31,*) "\begin{center}"
if (k==6) then

"," ! Eigenwerte

II\\II

write (31,*) "\begin{tabular}{lclcccccc|} \hline"
write (31,%*) "Loop-Op.& $0_{1",cind,"}"",pind,"$ &"

write
write
write
write
write
write

(31,%)
(31,%)
(31,%)
(31,%)
(31,%)
(31,%)

"$0_{2",cind,"}"",pind,"$ &"
"$0_{3",cind,"}"",pind,"$ &"
"$0_{4",cind,"}"",pind,"$ &"
"$0_{5",cind,"}"",pind,"$ &"
"$0_{6",cind,"}"",pind, "$\\"
"\hline"
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end if

if (k==12) then

write (31,*) "\begin{tabular}{lclcccccccccecec|} \hline"
write (31,*) "Loop-Op.& $0_{1",cind,"}"",pind,"$ &"
write (31,*) "$0_{2",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{3",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{4",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{5",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{6",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{7",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{8",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{9",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{10",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{11",cind,"}"",pind,"$ &"

write (31,*) "$0_{12",cind,"}"",pind,"$\\"

write (31,%*) "\hline"

end if

do i=1,k

write (31,*) evalint(2,i,p,c),"&"

do j=1,k-1

write (31,*) Amatint(2,j,i,p,c),"&" ! Orthonormalbasis
end do

write (31,%) Amatint(2,k,i,p,c),"\\"

end do

write (31,%) "\hline"

write (31,*) "\end{tabular}"

write (31,*) "\end{centerl}"

end do
end do

I skokokokokokokokokokokkkxxxx Files schliessen

close (30)
close (31)

end program transformationimsl
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