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Einleitung

Die kiirzlich experimentell realisierte Bose-Kondensation, bei der im Nanokelvin-
Bereich eine plotzliche Verdichtung im Phasenraum beobachtet wurde [AEM95],
zeigt, dal die Physik der Phaseniibergdnge nach wie vor ein hochaktuelles Thema
ist. Thr Anwendungsbereich erstreckt sich vom Ferromagnetismus in der Festkorper-
physik bis zu den Ubergingen bei extremen Temperaturen und Dichten im frithen
Universum. Die Beschreibung solcher kritischen Phinomene resultiert in dem Begriff
der Universalitit. Damit ist gemeint, dafl die ein System am Phaseniibergang zwei-
ter Ordnung beschreibenden Gréfien — wie die Korrelationsldnge und die kritischen
Exponenten — nicht von den mikroskopischen Figenschaften des zugrundeliegen-
den physikalischen Modells, sondern nur von globalen Gréfien, wie der Raum-Zeit-
Dimension oder der Dimension des Ordnungsparameters, abhdngen.

Der erfolgreiche Ansatz zur Beschreibung dieses Phanomens erfolgte mit der Kada-
noffschen Block-Spin-Skalierung und resultierte in der Wilsonschen Renormierungs-
gruppe [WKT74]. Die zugrundeliegende Idee ist die Skaleninvarianz der physikali-
schen Gleichungen am kritischen Punkt, d.h. die mikroskopische Langenskala, z.B.
die Gitterkonstante beim Ferromagneten, ist vernachlassigbar gegeniiber der Korre-
lationsldange, die am kritischen Punkt gegen Unendlich geht, als relevanter Skala.

Der einfachste feldtheoretische Ansatz zur Beschreibung von Phaseniibergédngen ist
das ¢*-Modell. In diesem werden urspriinglich Berechnungen in 4 Dimensionen bei
der kritische Temperatur T' = T, durchgefithrt. Universelle Groflen werden hierbei
durch e-Entwicklungen in der nicht-ganzzahligen Dimension D = 4 — € bestimmt
[WET2]. Das dieser Arbeit zugrundeliegende Modell ist die massive, dreidimensio-
nale, skalare ¢*-Theorie [PARS0]. Dabei wird das System fiir 7' # T. betrachtet mit

nicht verschwindender renormierter Masse.

Thema dieser Diplomarbeit ist das Amplitudenverhaltnis der Korrelationslange und
der Suszeptibilitdt. Thre Bestimmung erfolgt iiber eine Verkniipfung von symme-
trischer und gebrochener Phase. Der Zusammenhang wird dabei durch Finfithrung
einer gemeinsamen renormierten Kopplung up realisiert, von der die renormierten
Kopplungen beider Phasen in eindeutiger Weise abhiangen [MH94]. Samtliche Be-
rechnungen erfolgen im Kontinuum unter Anwendung der dimensionellen Regulari-
sierung.



4 INHALTSVERZEICHNIS

Die Arbeit besteht im wesentlichen aus 3 Teilen:

Am Anfang erfolgt eine Einfiihrung in die skalare Feldtheorie, in deren Verlauf auf
die Korrelationsfunktionen und ihre stérungstheoretische Behandlung eingegangen
wird. Das verwendete Renormierungsschema wird erldutert, aus dem sich dann in
der Callan-Symanzik-Gleichung als Renormierungsgruppengleichung die Renormie-
rungsgruppenfunktionen ableiten.

Die Vorstellung der Integrationsmethoden, mit deren Hilfe die Feynman-Integrale
der 3-Loop-Ordnung analytisch berechnet werden, bildet den mittleren Teil. SAmt-
liche Graphen inklusive ihrer Ergebnisse sind in Anhang C aufgelistet.

Im dritten Teil werden die Bestimmungsgleichungen fiir die Amplitudenverhéltnisse
formuliert. Die Ergebnisse fiir die Korrelationslange und die Suszeptibilitdt werden
als Reihenergebnisse prasentiert und numerisch am Fixpunktwert der Kopplung aus-
gewertet.



Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Kritische Phanomene

Ferromagnetische Stoffe haben die Eigenschaft, daff sie an der Curie-Temperatur
( ~ 10°K fiir Eisen) von einem paramagnetischen Zustand in einen Zustand sponta-
ner Magnetisierung wechseln. Ein solcher Phaseniibergang kann sowohl mit Mitteln
der statistischen Mechanik, als auch in der Quantenfeldtheorie beschrieben wer-
den. Das Basis-Modell der Statistik hierbei ist das Ising-Modell, welches einen Pha-
seniibergang tiber Spin-Spin-Wechselwirkungen zu beschreiben versucht:

+8 3 JSiS;
Z=Y e & : (1.1)
{5
Erst im zweidimensionalen Ising-Modell wird jedoch ein Phaseniibergang bei einer
Temperatur T. ~ 2.27.J erfolgreich beschrieben [ONs44]. Mit dem Potts-Modell
liegt eine klassische Alternative vor [YE092]. Auf jedem Gitterplatz ¢ existiert eine
o;-wertige Variable mit o; = 1...¢. Die zugeh6rige Hamiltonfunktion hat die Form

H==J> 650, - (1.2)
(i)

Es existieren fiir das System somit ¢ gleichwertige Grundzustdnde vor. Fiir ¢ = 2
ist das Potts-Modell dquivalent zum Ising-Modell.

Bei Ubergingen von Normalleitern zu Supraleitern oder Hel zu Hell erge-
ben sich weitere kritische Phédnomene, die experimentell gut zuginglich sind. Die
bei diesen Phaseniibergingen zweiter Ordnung auftretenden divergierenden Obser-
vablen, wie die Suszeptibilitit, Warmekapazitit oder Korrelationsldange, lassen sich
bei Ann&herung an die kritische Temperatur 7. durch folgenden Ansatz beschreiben:

Ale ~ Aolt|™ (1.3)
T-—1T.
t:= T .

Die gemessenen kritischen Exponenten fiir die obigen Beispiele stimmen trotz der
Unterschiedlichkeit der betrachteten Systeme anndhernd tiberein. Insbesondere fiir

(1.4)

5



6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

den kritischen Exponenten v der Korrelationslénge erhilt man einen Bereich von
0.62—0.69 [BDFN92]. Da diese Ergebnisse trotz der Unterschiedlichkeit der Systeme
annéhernd gleich sind, hat man einen Hinweis auf die Universalitdt der Exponenten
gegeben. Mit der Widomschen Skalierungshypothese, daff die singuldren Anteile der
thermodynamischen Potentiale homogene Funktionen sind, lassen sich Skalengeset-
ze aufstellen. Diese sind Gleichungen, bzw. in der Thermodynamik Ungleichungen,
mit denen, ausgehend von zwei bestimmten kritischen Exponenten, alle anderen her-
geleitet werden koénnen. Ist die Suszeptibilitdt x gegeben durch y ~ Ct77, so gilt
u.a.

vy = v(2—n) (Fisher) (1.5)

n : anomale Dimension .

1.2 Landau-Ginzburg-Modell

Mit dem Landau—Ginzburg—Modell liegt ein statistisches Modell mit einer kontinu-
ierlichen, mehrdimensionalen Spinvariablen ¢(x) zur Beschreibung von Phasentiiber-

gangen vor [BDFN92:

fﬂ¢%=gv¢f+%m¢”+%w¢4. (1.6)

Fiir ein n-komponentiges Feld ¢ ist diese Hamiltonfunktion invariant unter O(n)-
Transformationen. Das beschriebene System wird in der Ndhe eines kritischen Punk-
tes betrachtet, an dem die Magnetisierung klein ist und langreichweitige Fluktuatio-
nen des Systems ausschlaggebend sind. Damit ist es sinnvoll, fiir die Taylorentwick-
lung von ¢ und V¢ in der Hamiltonfunktion nur die niedrigsten Terme anzusetzen.

Im Gegensatz zum Ising-Modell wird durch den Term (V¢)?* der Tatsache Rech-
nung getragen, dafl aufgrund der Dipol-Dipol-Wechselwirkung fiir grofie rdumliche
Spinfluktuationen die potentielle Energie des Systems grof} ist. Die Zustandssumme
des Systems ergibt sich durch Aufsummierung aller méglichen Spinkonfigurationen,
wobei auflerdem der Einfluf} eines dufleren Magnetfeldes B beriicksichtigt wird:

Z:/D@m{_/fum@_B@}. (1.7)

Das System wird in der Nahe des Phaseniiberganges betrachtet, wobei der iibliche
Vorfaktor 5 = 1/kT in die Hamiltonfunktion mit einbezogen wird.

Die Landau-Ndherung ist eine Sattelpunktsndherung des Funktionalintegrals.
Der Exponent wird maximal fiir ¢ = ¢’ = const und ¢’||B. Diese Konstante ¢’
beschreibt gerade die Magnetisierung des Systems M = ¢'. Damit ist

1 1
7 = exp (—V{§r0M2+Iu0M4—BM}> ) (1.8)

Mit einer konstanten Spinvariablen ist es nicht tiberraschend, daff sich in dieser
Néherung die gleichen kritischen Werte, u.a. v = 1/2, wie in der mean-field-Theorie
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ergeben [BDFN92]. Der Nachteil des Landau-Ansatzes liegt in der Nichtberiicksich-
tigung der Fluktuationsbeitrage des Ordnungsparameters ¢ um den Erwartungswert
M, wodurch gerade am kritischen Punkt die Physik des Systems nur unzureichend
wiedergegeben wird.

1.3 ¢*-Theorie

Als einfaches und geeignetes Modell zur Beschreibung kritischer Phanomene hat sich
die ¢*-Theorie in drei bzw. vier Dimensionen erwiesen:

Lldo] = Lo[oo] + Lz[d0] (1.9)
Loloo) = 5(060) + 5262 (1.10)
Laldo] = G568 - (1.11)

Die lokale Lagrange-Dichte setzt sich aus einem ungestérten Anteil £y mit einem
skalaren, einkomponentigen, kontinuierlichen Feld ¢y und einer Masse mg, sowie aus
einem (Selbst-) Wechselwirkungsanteil £7 mit einer Kopplung ¢go zusammen. Das
Feld ¢y = ¢o(x) hangt seinerseits von einem D-dimensionalem Ort x ab und fallt
hinreichend schnell fiir + — oo ab, so daf} gilt:

/deanso o = —/deqso RN (D<4). (1.12)

Die beiden Parameter go und mg sind in dieser Form unphysikalisch und bekom-
men eine physikalische Relevanz erst in ihren renormierten Gréflen mp und gg.
Nach storungstheoretischer Betrachtung wird sich herausstellen, dafl die renormierte
Masse als Inverses der Korrelationsldnge am Phaseniibergang Null wird. Dahingegen
entspricht die nackte Masse bei der kritischen Temperatur T, einer kritischen Masse

m?, so dafl man die Identitit

T—-T.
b= — =mg —m? (1.13)
aufstellen kann.
Das Potential der ¢*-Theorie
Yo
Vo= migi+ B (1.14)
nimmt sein Minimum bei ¢ = 0 an und ist invariant unter der Transformation

¢ — —¢. Dieses Potential beschreibt eine symmetrische Phase, da es keine Vorzugs-
richtung fiir das skalare Feld gibt.

Fiir mg < 0 liegt das absolute Minimum nicht mehr im Nullpunkt, sondern bei

2
Pinin = \/—3!% : (1.15)
Yo
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so daf} in diesem Fall eine Phase gebrochener Symmetrie vorliegt.

Durch Einfiihrung eines Feldes ¢o- = ¢¢ — ¢pnin trdgt man der gebrochenen
Symmetrie Rechnung. Wird in der Lagrangedichte (1.9) ¢¢ durch ¢o- ersetzt, so
ergibt sich:

L_[¢o-] = Lo-[do-]+ L1-[do-] (1.16)

md_ g2 (1.17)

1 1
Lo-[p0-] = 5(8%—)2 + 5

3 m4_ 1 3 Yo 4

Lr-[¢o0-] = —3 + 57V 3g90mo-d5- () + =5 do- (1.18)
8 9o 3! 4!

mi- = —2ml >0 . (1.19)

Der ¢p-unabhéngige Term in der Lagrange-Dichte fallt im weiteren Verlauf bei einer
Normierung heraus und mufl daher nicht beriicksichtigt werden.

In dieser Arbeit betrachte ich nur das einkomponentige ¢*-Modell in drei Dimen-
sionen. Dieses liegt in der Universalitatsklasse des dreidimensionalen Ising-Modells.
Mehrkomponentige Felder beschreiben andere Universalitdtsklassen. Sie sind unab-
dingbar in nicht-abelschen bosonischen Eichtheorien zur Erzeugung massiver Eich-
bosonen (Higgs-Felder) durch Symmetriebrechung unter gleichzeitiger Erhaltung der
Renormierbarkeit der Theorie (Higgs-Mechanismus) [BEL91]. Der Vorteil von drei
Dimensionen gegeniiber Rechnungen in vier Dimensionen liegt in der geringeren
Anzahl der Feynman-Graphen mit einer oberflachlichen Divergenz.



Kapitel 2

Korrelationsfunktionen

2.1 Erzeugende Funktionale

Die grundlegende Gréfle zur Bestimmung von Korrelationsfunktionen ist das Pfad-
integral' Z mit einer euklidischen Wirkung S[dy]:

7 = / Déo exp{—Séol} (2.1)
Slo] = / 0P (Lolo(w)] + Lrlbolx)]) - (2.2)

Dabei seien Lo und L7 durch (1.10) respektive (1.11) gegeben. Der Erwartungswert
einer Grofle F'[¢o(z)] berechnet sich wie folgt:

(Flon=)) = [ DonFlon(s)lecn(~Slel) - (2.3

Nach Einfiigung eines Quellterms .J ¢ mit einer ortsabhangigen Quelle J = J(x)
wird das Pfadintegral Z zum erzeugenden Funktional:

ZlJ] = exp{—/dD:L’LI[%]}/Dqﬁoexp{—/de (Lo[qso(x)]—Jqso)} :

(2.4)
Die Green-Funktionen GUY(zy,...,x,) als n-Punkt-Korrelationsfunktionen der
Felder ¢g(a) werden durch das Funktional Z[.J] folgendermaflen “erzeugt”:
G a1, o) = (Go(w1)ool2a)) = = " 21] . (25)
T Z[0] 6J(x1)...0J(2,) ;-

!Das Interessante an diesem Pfadintegral ist, dafl eine Generation von Physikern damit hervor-
ragende Resultate erzielt hat, obwohl es nicht eindeutig definiert, in dieser Form nicht geschlossen
16sbar und in seiner Storungsentwicklung nicht konvergent ist.

9



10 KAPITEL 2. KORRELATIONSFUNKTIONEN

Der Erwartungswert (¢o(x1)do(22))o mit einem GauBschen Maf ist der Feynman-
Propagator A(xs — x1) (Der Index 0 steht fiir ein erzeugendes Funktional Z [J] oh-
ne Wechselwirkungsterm (¢ = 0) in der Lagrangefunktion). So wie es hier schon
praktiziert wird, werde ich mehrdimensionale Inpulse und Orte nicht besonders her-
vorheben. Sofern es nicht eindeutig ist, werden ihre Betrdge mit Grobuchstaben
gekennzeichnet.

Zusammenhédngende Green-Funktionen ng)(:zjl, ceyy) = {Po(x1) .o Po(an))ey
welche durch zusammenhéangende Feynman-Graphen (siehe Kapitel 2.2) dargestellt
werden, haben das erzeugende Funktional W[J]:

Z[J]
Z[0]

W [J] :=log (2.6)

Dieses entspricht der freien Energie der klassischen, statistischen Mechanik.

Nach einer Legendre-Transformation erhilt man die effektive Wirkung I'[¢o]:
['[¢o] := W [J] — /deJqso : (2.7)

Uber dieses Funktional werden die sogenannten n-Punkt-Vertexfunktionen I'(")

definiert:
571

" 560(21).000(2n) -

Diese Funktionen werden graphisch durch 1-Particle-Irreducible(1PI)-Graphen dar-
gestellt, die nicht durch Trennen einer Linie in zwei unzusammenhéngende Teilgra-

T (zy, .. ,)

['[o] (2.8)

phen zerfallen.

Normalerweise werden die Korrelationsfunktionen im Impulsraum betrachtet,
weil der Propagator A(k) als Fouriertransformierte von A(xy— 1) dort eine einfache
Form besitzt:

1
A(k) = : 2.9
0= 29)
Sei T (ky, ..., k,) die Fouriertransformierte von I'") (x4, ..., z,), sowie ' das Funk-

tional I', dessen Felder ¢o(x) bzw. J(x) durch ihre Fouriertransformierten ersetzt
sind:

dPx ’
Folk) = /(%)D e o(x) - (2.10)
Dann gilt

1 5"
I'(0) dd0(ky)...0¢0(ky) 500

Man erhélt Vertexfunktionen, bei deren graphischer Darstellung die &ufleren Beine
“amputiert” sind, d.h. keinen Propagator im Integral liefern. Da diese Vertexfunk-
tionen diejenigen sind, welche ich fiir die Bestimmung des Amplitudenverhéltnisses
der Korrelationslange benotige, gebe ich nur hierfiir die Regeln an, nach denen die
Feynman-Graphen und damit die Integrale in n-ter Ordnung gebildet werden.

T (ky, ..., k) = (20)P" I [¢o] - (2.11)
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Wiéhrend die Ein-Punkt—Funktion in der symmetrischen Phase identisch Null
ist, liefert sie in der gebrochenen Phase die spontane Magnetisierung des Systems:

M = (o) - (2.12)

Fiir die Definition der Renormierungskonstanten benétigt man noch Korrelati-
onsfunktionen mit %qﬁg—lnsertionen:

1 1
G = (go(21) - .. polan) 5%(%) T 545(2)(97%»
1 5n—l—m

Z[0] 8J(xy) -0 (xn)0 K (y1) -+ S K (Yum)

exXp — S 0 —J 0
J=0,K=0 P /{ [¢] QS

K
Sl
(2.13)

Hierbei ist K (x) eine weitere Quelle.
Die zugehédrigen Vertexfunktion I'!) ergeben sich analog nach Definition (2.8), wo-
bei fiir das erzeugende Funktional I' nur eine Legendretransformation bzgl. der Quel-

le J(x) durchgefiithrt wird.

2.2 Loop-Entwicklung

Funktionalintegrale der Form (2.1) lassen sich mit stérungstheoretischen Methoden
bestimmen. Dazu wird der Wechselwirkungsterm exp{— [d”x L7} in eine Reihe
nach dem Kopplungsparameter gy entwickelt. Die Reihenelemente sind Integrationen
tiber Erwartungswerte (¢o(x1)@o(22)...)0, die nach einem Theorem von Wick in eine
Summe von Integralen mit bestimmten numerischen Vorfaktoren zerfallen.

Beispiel:

/ 0Pz (do(a1)dolw2)6(x))0 = / P {3 (o) dol2))old2(2))2t
12 (¢o(21)o(w))o(do(x2)do(2))o(dh(x))o |
(2.14)

Diese Integrale sind demnach Integrationen tiber Produkte von Propagatoren. Sie
lassen sich nach bestimmten Regeln (s.u.) graphisch darstellen. Dabei entspricht
jedem Integral ein bestimmter “Feynman-Graph”. Mit den Bezeichnungen

Vi, = Anzahl der Vierervertices
V5 := Anzahl der Dreiervertices
FE = Anzahl der dufleren Beine
I := Anzahl der inneren Linien

L := Loop-Ordnung
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lassen sich nach kurzen Uberlegungen Beziechungen zwischen der Loop-Ordnung, die
gleichzeitig die Anzahl der unabhéngigen Integrationsimpulse darstellt, den externen
Beinen und den Vertices aufstellen:

1
1= 5(4Vi+3Vs — 1) (2.15)

L=1—(Va+Vi—1). (2.16)

Nach Elimination von I in beiden Gleichungen erhélt man

E+20 =2V, + V542 . (2.17)

Die Regeln zur Ermittlung der Vorfaktoren sind so angegeben, wie sie sich direkt
aus Wicks Theorem ableiten lassen. Einfacher anwendbare Vorschriften findet man
bei [BDFNO92|. Der Begriff Ein-Teilchen-Irreduzibel muf} fiir die gebrochene Pha-
se genauer spezifiziert werden. Zu den 1PI-Anteilen von I'®(p) gehéren ebenfalls
Tadpole-Graphen, bei denen die &ufleren Beine am gleichen Vertex ansetzen:

Tadpole-Graphen: Q Q

Ausgehend von den Graphen spricht man nicht mehr von Stérungsordnung,
sondern fithrt den Begriff der Loop-Ordnung ein. Nur fiir die 2-Punkt-Funktionen
stimmt die Loop-Anzahl mit der Stérungsordnung tiberein.

Zur Ermittlung der benétigten Graphen inkl. Vorfaktoren in der 3- und 4-Loop-
Ordnung stand uns erfreulicherweise das Programm ggraf [NOG93] zur Verfiigung.

2.3 Diagrammanzahl

Die durch das Programm ggraf ermittelten Graphen sind bzgl. ihrer Vollstandigkeit
und der Korrektheit ihrer Vorfaktoren iberpriift worden. Dazu geht man tiber zu
einer null-dimensionalen Feldtheorie [CLP78, IZ80], aus welcher sich die Summe
der Graphen inklusive ihrer Symmetrie- und Permutationsfaktoren ergibt.

Bei der Entwicklung des Pfadintegrals (2.1) treten Terme der Form

/quo oo exp —Sp

auf, wobei Sy der quadratische, wechselwirkungstreie Anteil der Wirkung ist. Diese
zerfallen nach Wicks Theorem in (m — 1)!! Terme, sofern m gerade ist. Betrachtet
man andererseits das Integral

1 Foo 12,3
Zo) = / d e~

5}(:1;) = \?{—!E:Jc?’ + %:Jc4 \
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Feynman-Regeln fir (&)

Konstruktion  In Loop-Ordnung L trigt jeder Graph mit

X ~

Vy V3 E
Vierervertices Dreiervertices externen Punkten
(nicht in sym. Phase)

bei, sofern £/ 4+ 2L =2Vy+ V34+2  (nach (2.17) ) .

Die Beine der Vertices werden auf alle mégliche Arten un-
tereinander und mit den Punkten verbunden, wobei nur 1PI
zusammenhdngende Graphen in Frage kommen.

Vorfaktor Symmetriefaktor S = Anzahl der Mdoglichkeiten,
den Graphen aus den vorge-
geben Vertices und Punkten
aufzubaunen  fiir  wnunter-
scheidbare dufiere Beine

Permutationsfaktor P = Anzahl der Moglichkeiten, die
duBeren Beine zu vertauschen,
ohne daf} diese Vertauschung
durch Drehung oder Spiege-
lung des Graphen riickgéngig
gemacht werden kann

S-P

Vorfaktor = V3!V4!(4!)V4(3!)V3

Integralbildung  Jede innere Linie = A(ky)
Jeder Vierervertex —go
Jeder Dreiervertex -mo_~/390
Jeder Vertex = SO ky)
d.h. Impulserhaltung an jedem Vertex

dPk;
(2m)P

Integration iiber alle Impulse / H
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so erhdlt man nach einer Entwicklung der Exponentialfunktion folgende Ausdriicke:

1,0 -
{ (m-1) m gerade (2.18)

1 Foo
— dex"e 27 =
V 27 /—oo

Daher verdient das Integral® 7, die Bezeichnung “Graphen-zihlendes” Integral fiir
die gebrochene Phase [1Z80, S.464][CLP78]. Fiir die symmetrische Phase ist das

Integral Z’(g) zu verwenden, welches identisch mit Z,(g) ohne z3-Anteil ist.

0 m ungerade

Die Vorfaktoren der Green-Funktionen G lassen sich damit aus der Reihen-
entwicklung von 7, /7y bestimmen. Bezeichnet man mit N(G(”)) eine Reihenent-
wicklung in g, in welcher die Koeffizienten der Summe der Vorfaktoren der Graphen
von G entsprechen, so erhalt man fiir die Zweipunkt-Green-Funktion in der sym-
metrischen Phase:

Z

Zy

14 451+ 150l 4 2421314+ O(g)

1+ 231+ %(jwﬂl + %(i’ﬁll!! + O(g*)
11

1 2
= 1459+ ggz + §93 +0(g") (2.19)

N(G?)Y =

Damit ist 11/8 die Summe der Vorfaktoren in 3-Loop-Ordnung fiir G2),

Aus den Zusammenhéngen zwischen Vertex- und Green-Funktionen bestimme
ich die entsprechenden Gleichungen fiir die Vertexfunktionen. Unter Benutzung der
folgenden Darstellungen

QS //S

und den Beziehungen in der ungeordneten Phase

- O
- (-

?Man beachte, dafl der Wechselwirkungsterm rein positiv ist, womit eine Aufsummierung der
Betréige der Vorfaktoren in jeder Ordnung erreicht wird.
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erhalt man

_ + + K n \q g
—N_I(G(Z))
15, 5, 115, 625 , 10775 , 80275
14 L R B S A 6 7 8
TR T PR T s g v O
N(GW) = 3N?(G@)
NG

LB 2Ly 5, IS o 905 o 119825
9759 T TR9 T Y g 7 32 7

+0(g%) .

Die entsprechenden Ausdriicke fiir die geordnete Phase bestimmen sich aus

- (—~p)

- O —0 0

= N(GW)

1 ye 31 g 341 o, 22049 L0 1545307 o, s
= — —_ - - - O

XA Y AT 3814 7 2304 +0(g"7)

1
N(G(Q)) — NQ(G(l))
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3 T3 6IL 172063 5128057
- 29 T R9 Ty 288 7 576

+0(¢°)

Durch Entwicklung und Ableitung der effektiven (nulldimensionalen) Wirkung

o . 0 1 .
N(Gﬁ”)) = Wlog (651?}?{51(6—]-)} 651?}?{551?2 + 7 fl?})

erhdlt man eine andere Méglichkeit, die Reithen V (ng)) fiir die zusammenhé&ngenden
Green-Funktionen zu bestimmen [N0OG93] und die obigen Reihen zu verifizieren. Fiir
kompliziertere Feldtheorien bietet sich eine rekursive Bestimmung der Reihen unter
Verwendung der Dyson-Schwinger-Gleichungen an [CLP78]. Indem man die Kopp-
lungsableitungen der erzeugenden, nulldimensionalen “Funktionalintegrale” mit den
Dyson-Schwinger-Gleichungen verkniipft, erhdlt man nichtlineare Differentialglei-

i=0

chungen in der Kopplung g fiir die Vertexfunktionen. Diese lassen sich iterativ zu
héheren Ordnungen ¢™ hin 16sen.
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Renormierung

3.1 Renormierungsschema

Bei der perturbativen Behandlung von Pfadintegralen treten divergente Integra-
le auf. In massiven Theorien sind dies UV-Divergenzen. Fiir physikalisch relevante
Groflen sind derartige Divergenzen unbrauchbar. Durch Einfiihrung der renormierten
GroBlen gr, mp und ¢p beseitigt man diese Divergenzen und erhélt Reihenentwick-
lungen, die in jeder Ordnung endlich sind.

Bzgl. der Renormierbarkeit unterscheidet man drei Arten von Feldtheorien, wel-
che sich nach der Massendimension der Kopplung [¢] klassifizieren lassen [CL84]:

i)  superrenomierbar = [go] >0
ii) renomierbar = [g0] =0
iii) nicht renomierbar = [go] <0

Die Massendimension ( =1/Langendimension) der ¢*-Theorie in D Dimensio-
nen ist [¢] =4 — D, d.h. fiir D < 4 ist sie superrenormierbar. Das bedeutet, daf die
Anzahl der Graphen mit globaler Divergenz beschrankt ist. Der globale Divergenz-
grad ¢ eines Graphen ist die Differenz der Potenzsumme aller Integrationsimpulse
im Zéahler, respektive Nenner. Hierfiir erhdlt man in Loop-Ordnung L in der sym-

metrischen Phase (V3 = 0)
6 = D-L-2-1
= (D—-4)L+4-F (mit (2.16) u. (2.17))
— g L44—F . (3.1)
Man erkennt, daf§ fiir [¢g] > 0 ab einer bestimmten Loop-Ordnung § < 0 ist und

damit keine globalen Divergenzen mehr auftreten. Speziell fir D = 3 hat man nur
zweil derartige Graphen:

QO

17
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In hoheren Ordnungen tauchen diese Graphen als Insertionen ( = Subdivergen-
zen) auf. Um diese unphysikalischen Divergenzen zu eliminieren, fithrt man renor-
mierte Parameter mpr(1mo, go), gr(1m0, go) und ¢r(do, go/mg ) ein, die in erster Ord-
nung mit den urspriinglichen nackten Gréflen my, go, ¢ {ibereinstimmen. Wéhrend
die renomierte Kopplung in der symmetrischen Phase iiber die Vier-Punkt-Funktion
definiert ist, benutzen wir in der geordneten Phase eine andere Beschreibung, deren
Ansatz auf [LW8T7a] zurlickgeht. Dieses hat den einfachen Grund, dafl die Anzahl
der zu I'™ beitragenden Graphen ein Vielfaches verglichen mit der Zwei- bzw. Ein-
punktfunktion ist. Fiir die Definition der renomierten Kopplung in der geordneten
Phase verwendet man stattdessen den Erwartungswert v bzw. seinen renormierten
Ausdruck vg, die {iber

U = Pmin T (Po-) (3.2)
VR = L v 3.3)
R N (3.

definiert sind, wobei Z3 die dimensionslose Feldrenormierungskonstante darstellt

(s.u) und @y, durch (1.15) gegeben ist.

Bei der Einfiihrung renormierter Gréflen ist es iiblich, Renormierungskonstanten

zu definieren:

7y = —go (TM(0)) ™ (3.4)

Zy = —(TCD0)) " (3.5)
9 B

Zy = _<6—p2r( N(p) p2:0> , (3.6)

wobei in der gebrochenen Phase die Renormierungskonstanten Z; und Z5 Verwen-
dung findet. Diese tragt den Ausdruck Feldrenormierungskonstante, weil iiber sie
renormierte Felder definiert werden:

or =250, . (3.7)

Bei der Berechnung von Z; machen wir uns die Beziehung

F(”’l)({p;q,()}) = aizr(n’l_l)({}%q}) (3:8)

0

zunutze, welche sich dadurch ergibt, dafl das Massenquadrat als ortsunabhéngige
Quelle eines ¢?-Terms interpretiert werden kann und damit die Ableitung nach der
Masse nach (2.13) gerade die obige Beziehung liefert. Insbesondere erh&lt man

Zy = — (ai%r@)(())) h : (3.9)
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Die renormierten Parameter sind wie folgt definiert:

symmetrische Phase:

my = —Z3F(2)(P;m0790)‘p2:0 (3.10)
Z??(.QOva)
s 70 3.11
In Z1(go, mo) ( )
gebrochene Phase:
my = —Z3F(2)(m0,go)‘p2:0 (3.12)
3m?
gr = 2 (3.13)
YR

Da die Kopplung die Massendimension (4 — D) tragt, konnen durch

Ug = (3.14)

UR ‘= —p (3.15)

(3.16)

dimensionslose Kopplungen definiert werden.

Zusétzlich zu den renormierten Parametern fithrt man renormierte Vertextunk-
tionen ein, die in Abhingigkeit der renormierten Parameter stehen und durch in
jeder Ordnung endliche Beitrédge bestimmt sind:

U (mp, gr) = 2577 200D (mp, gr) (3.17)

In diesen Funktionen 1&8t sich ein Renormierungsschema aufstellen, welches sich
direkt aus der Definition der renormierten Parameter ableiten 148t und ohne nackte
Groflen auskommit:
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symmetrische Phase:

LR (0 grymp) = —m, (3.18)
0 pe)
LR’ (pigr, mR = —1 3.19
apg R( )p2:0 ( )
I%(0;9r,mr) = —gr (3.20
L0 gr,me) = —1 (3.21)
gebrochene Phase:
T (0sgr,mp) = —md, (3.22)
0 L)
—— L'k (pi gr, mR) = -1 (3.23)
apQ R p2:0
5 r@o: = 3.24
U_2 R( 7gR7mR) = —9r ( )
R
L0 gr,me) = —1 (3.25)

Entwickelt man unter Benutzung des Renormierungsschemas die renomierte
Zwei-Punkt-Funktion nach dem duflerem Impuls

0
rPp) = 1900) 4 p* a—pQrE?(p) +0(p)
p?=0
= —m% — p2 + O(p4) , (3.26)

so zeigt sich, dal das Verhalten von Fg)(p) und I'®)(p) fiir kleine Impulse durch die
renormierte Masse bestimmt ist.

Alternativ 148t sich anstelle der renormierten Masse mpg die physikalische Masse
Mynys einfithren. Diese ist definiert iiber die Nullstelle von Fg)(p) bzw. die Polstelle

von Gcg)(p), welche dem Ursprung am néichsten ist [MM93]:
Fg)(p/) = 0 mlt p/ = (imphl/kﬂ 07 0) . (327)

Im Fall einer freien Feldtheorie, in welcher der renormierte, volle Propagator durch

1

G )= — 3.98
R (P) ) (3.28)

gegeben ist, stimmen die physikalische und die renormierte Masse iiberein.
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Das langreichweitige Verhalten von Gcg)(:p) erhdlt man nach einer Fourier-

Transformation von Gcg)(p) [MM93]:

1
G2 =

)
:>Gcg)(:1;) ~ const e"llmens fiiy || = oo . (3.29)

Damit ist gezeigt, dafl Fg) keine Korrelationsfunktion ist, da

Fg) _ _(Gcg))—l ~ e‘|‘|l’|mphys — o0 fur |x| — o0 . (330)

Als Inverses der physikalischen Masse 14t sich eine Korrelationslange definieren.
Da das Amplitudenverhaltnis dieser Korrelationsldange von dem Verhéltnis der Kor-
relationslange, die das Inverse der renormierten Masse ist, schon in 1-Loop-Ordnung
um weniger als 0.5 % abweicht [HEI93], werde ich mich bei den weiteren Berechnun-
gen auf mp beschranken.

3.2 Renormierungsgruppe

Um das Skalenverhalten eines physikalischen Modells im Bereich der kritischen
Phanomene zu untersuchen, fithrt man den Begriff der Renormierungsgruppe ein.
Universelle Eigenschaften kénnen dabei mit Renormierungsgruppenfliissen und der
Attraktivitat von Renormierungsgruppenfixpunkten trotz abweichender mikrosko-
pischer Eigenschaften einer Theorie erklart werden. Im Kontext unserer Arbeit wer-
den die Renormierungsgruppenfunktionen zur Bestimmung der Kopplung und der
kritischen Exponenten benutzt. Der analytische Ansatz ist die Renomierungsgrup-
pengleichung bzw. in diesem Fall die Callan-Symanzik-Gleichung. Hierin werden
Skalendnderungen in der Theorie beschrieben, bzw. vielmehr die Renormierbarkeit
mit Skalentransformationen verglichen.

3.2.1 Callan-Symanzik-Gleichung

Zur Herleitung der Renormierungsgruppengleichung geht man von einer Massenab-
leitung der Vertexfunktionen aus:

aiz LU ({psg}) = TV ({p:g,0}) (3.31)

01go0

Es werden dimensionslose Renormierungsgruppenfunktionen eingefithrt:

8uR

Blur) := mRa (3.32)
MR go
n2(ur) = mRZz_laZazi(uR) (3.33)
Ur
ns(up) = mRZg,_IM. (3.34)

8uR
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Benutzt man die Definition der renormierten Vertexfunktionen (3.17) und driickt
Gleichung (3.31) durch renormierte Groflen aus, so ergibt sich nach kurzer Rech-
nung unter Verwendung der Massen- u. Feldrenormierung (3.18, 3.19) die Callan-

Symanzik-Gleichung [ID89]:

0 ) " )
(mR m B — =l 5)773> Fg%J)({p; q}, MR, uR)
= (2 — )T (s 0, 0}, e, ) - (3.35)

Solche Renormierungsgruppengleichungen lassen sich mit der Charakteristiken-
methode l6sen [BDFN92]. Dazu betrachtet man die CS-Gleichung fiir eine Funktion
Fg’l)({p/b; q/b}), bei der die Impulse mit 1/b skaliert werden. Losungen fiir diese
Gleichung ergeben sich ldngs sogenannter Charakteristiken. Diese sind Kurven im
(ug, b)-Raum, die bestimmt sind durch

uR(b)augb(b) = Blur(b)) . (3.36)

Das Vorzeichen der f-Funktion steuert somit das Verhalten der renormierten Kopp-
lung, d.h. fiir # < 0 steigt die renormierte Kopplung mit b — 0 und umgekehrt. Ist
die Kopplung beschriankt, so hat die g-Funktion am kritischen Punkt eine Nullstelle:

Blup)=0. (3.37)

Diese wird auch als Infrarot-Fixpunkt bezeichnet, da er den Grenzfall grofler Fluk-
tuationen und somit kleiner Impulse beschreibt.

UR UR

Die g-Funktion hat in drei bzw. vier Dimensionen obiges Verhalten. Wie aus den
Diagrammen ersichtlich liegt fiir D < 4 ein nichttrivialer Infrarot-Fixpunkt vor.
Dieses qualitative Verhalten wird schon in 1-Loop-Ordnung richtig wiedergegeben,

da dort gilt (5.30, 5.32):

fB(ups) = —up+ + const - u%i )
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In 3 Dimensionen ist die ¢*-Theorie asymptotisch frei, da sie einen UV-Fixpunkt
am Nullpunkt hat. Dieses Verhalten ist in 4 Dimensionen nicht gegeben. Dort ver-
schwindet der Fixpunktwert der renormierten Kopplung fiir grofle Abstdnde. Zudem
deuten numerische Rechnungen darauf hin, dafl in diesem Fall Trivialitdt vorliegt,

d.h. es existiert kein nichttrivialer UV-Fixpunkt [LW87b, LW87a, MM93].

Uber die Renormierungsgruppenfunktionen kann man zwei neue Funktionen de-
finieren

v(ug) = (2= mns(ur) +m(ur))™ (3.38)
Y(ur) = v(ur) (2= mns(ur)) , (3.39)

die nach Einsetzen des Fixpunktwertes direkt die kritischen Exponenten der Korre-
lationsldnge sowie der Suszeptibilitdt liefern:

= v(up) (3.40)

= i) | (3.41)

3.3 Regularisierung

Bei der Regularisierung wihlen wir den Weg der dimensionellen Regularisierung.
Diese Methode basiert auf der analytischen Fortsetzung von Integralen von D € N
nach D € € [LEI75]. Speziell in unserem Fall werden die Integrale in der Dimension
D =3 —¢ (e €R,) berechnet. Diese sind eindeutig bestimmt durch die folgenden
Axiome, welche Forderungen an Integrale in nicht-ganzzahligen Dimensionen sind

[CoL84]:

Linearitat: [dPk{af(k) +bg(k)} = a [dPkf(k)+b [d”k g(k) (a, b komplex)
Skalierungseigenschaft: [ d”kf(sk) = s™" [dPkf(k) (s Skalar)
Translationsinvarianz: [ dPkf(k + p) = [dPkf(k)

Aus diesen Axiomen ergeben sich weitere Figenschaften, so z.B. die Moglichkeit
der Vertauschung von Integration und Differentiation

o 0
%/def(k,p) = /de%f(k,p) ; (3.42)

wobei p auch ein Skalar sein kann.

Die Definition von Integralen in nicht-ganzzahligen Dimensionen erfolgt {iber die
Teilintegration ganzzahliger Unterrdume, in welchen der Integrand in Abhéngigkeit
von ¢ steht [COL84]. Die Auswertung dieser Integrale und Entwicklung um ¢ = 0
liefert in fiihrender Ordnung den isolierten, singulédren Term. Fiir den Zwei-Loop-

Graphen @ , welcher in 3 Dimensionen logarithmisch divergent ist, ergibt sich
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der singulare Anteil zu 1/e. Bei dem linear divergenten Term Q tritt hinge-

gen der Effekt auf, daBl bei der Regularisierung in nicht-ganzzahligen Dimensionen
D > 3 interessanterweise keine Singularitdten fiir e = 0 vorkommen. Bei der Regu-
larisierung von Multi-Loop-Integralen ist zu beachten, dafl jede einzelne Integration
in der gleichen Dimension D = 3 — € zu erfolgen hat.

Die dimensionelle Regularisierung besitzt den grofien Vorteil, dafl sie in nicht-
abelschen Feldtheorien lokale Eichsymmetrien erhilt. Dariiberhinaus gibt es noch
andere Regularisierungen. Bei der Pauli- Villars- Regularisierung subtrahiert man von
den divergenten Integralen solche Integrale, bei denen der Propagator ersetzt wird

durch
1 1

— .

k2 +md k24 A2
Diese Differenz ist konvergent. Fiir A — oo erhdlt man das urspriingliche Ergebnis,
wobei etwaige Divergenzen durch den Parameter A dargestellt sind. Speziell fiir das

(3.43)

oben erwihnte Ein-Loop-Integral erscheint die Divergenz direkt in dem Summanden
A [HE193].

Eine weitere Alternative zur dimensionellen Regularisierung stellt die Einfithrung
von Gegentermen dar. Dazu entwickelt man renormierte Korrelationsfunktionen di-
rekt als Reihe in den renormierten Parametern mp und gr, wobei die urspriinglichen
Divergenzen durch Subtraktion von Gegentermen zu den divergenten Integralen be-
seitigt werden. Die Konstruktion dieser “counterterms” erfolgt nach dem BPHZ-
Verfahren [I1Z80]. Diese Vorgehensweise ist physikalisch identisch mit der von uns
gewahlten Prozedur.
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Integrationsmethoden

Der besseren Ubersichtlichkeit wegen werde ich im weiteren die Integrale mit aus-
skalierter Masse, ohne Fourierkoeffizienten und ohne Vertextaktoren betrachten. Den
dadurch vorgezogenen Faktor erhélt man nach Ausmultiplizieren der Masse m aus

jedem Propagator:

DL
1 v, Mo

m
@m)P P il

D—-4)L-E+4
(D-4)L-E+

_ W (nach (2.16, 2.17)) (4.1)
- () e

wobei m)® der Beitrag der Dreiervertices ist und m&* von der Substitution der

Integrationsvariablen k; — k;mq herrithrt. Nach diesem Vorgang schreibt sich der
auBere Impuls im Integranden als p/mg, welchen ich im folgenden als p’ := p/mg
bezeichne. Auflerdem ist die Masse im Propagator damit gleich Eins gesetzt:

1

Alkip) = ——
( P) (ki +p')2+1

(4.3)

Fiir die Einpunktfunktionen ist zusatzlich noch ein Massenterm ma_Q hinzuzufiigen.

Bei der Berechnung der 3-Loop-Anteile sind Produkte aus 1- und 2-Loop-Antei-
len zu bestimmen. Da der divergente Graph @ in fithrender Ordnung einen 1/¢-

Term hat, miissen die Ein-Loop-Integrale inkl. ihrer O(¢€)-Anteile berechnet werden.
Fiir Diagramme, die in D = 3 konvergent sind, kann in (4.2) direkt ¢ = 0 gesetzt
werden. Bei divergenten Integralen, die im fithrenden Glied einen 1/¢-Anteil haben,
tragt der e-Term aus (4.2) nach der Entwicklung

—Le
<@> =1— Lelog o + 0(62)
27 27

zu dem Integrationsergebnis bei.

25
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Da ich fiir meine Berechnungen nur Korrelationsfunktionen benétige, deren Im-
pulsargumente zu Null gesetzt werden, fithre ich im weiteren Feynman-Diagramme
ohne duflere Beine auf. Stattdessen wird deren Ansatzpunkt im Graphen durch einen
hervorgehobenen Vertex angedeutet. Fiir Dreiervertices bleibt nur ein Punkt auf der
entsprechenden inneren Linie erhalten. Damit ist eine Erhéhung der Potenz des zu-
gehorigen Propagators um 1 verbunden. Es ist zu beachten, dafl bei der Ableitung
der 2-Punkt-Vertexfunktion Graphen auftreten, die weder I'® noch I'® zugeordnet
werden kénnen.

Im Anhang C findet man eine Liste der bis zur 3-Loop-Ordnung benétigten
Graphen. Die Bezeichnung erfolgt derart, daf} gaﬁb) den c-ten Graphen einer b-
Punkt-Funktion in a-Loop-Ordnung bedeutet. Deren Berechnung wird im weiteren
anhand einiger exemplarischer Beispiele methodisch angedeutet. Dabei wird folgende
Konvention gewihlt:

e Unter einem Feynmangraph Gal” ist das Integral tiber Propagatoren zu ver-
stehen, bei denen das Massenquadrat gleich Eins gesetzt ist:

1 1
Rl +1l

Gal" = /d%, . dPk, (4.4)

o Der Wert eines Feynmangraphen W <ga£b)> ist das Produkt von gaﬁb) mit

seinem e-Vorfaktor aus (4.2):

1% <Qa£b)> - <%> G (4.5)

Fir konvergente Graphen wird € = 0 gesetzt, so dafl in dem Fall gilt:

W (ga@) =ga" . (4.6)

o Der Beitrag eines Feynmangraphen zu einer Green- bzw. Vertexfunktion 5 <ga£b)>

setzt sich aus seinem Wert, sowie den Masse- und Fourier-Faktoren nach (4.2)

Zusammen:
) mA-L—E )
B <ga£ )> = (gﬂ-)SL w <ga£ )> (ma_2 bei Ein-Punkt-Funktionen) . (4.7)

Als Summand in den Vertexfunktionen erscheint damit der Wert eines Graphen
multipliziert mit den zugehérigen Symmetrie- und Permutationsfaktoren.

4.1 Partielle Integration

Feynmangraphen lassen sich mit partiellen Integrationen auf eine kleine Menge von
Graphen zuriickfithren, bei denen jeder Propagator einfach auftritt bzw. in einer



4.1. PARTIELLE INTEGRATION 27

minimalen Potenz auftritt, mit welcher das Integral noch konvergent ist:

Beispielsweise 1a8t sich Graph I

auf den einfacher zu berechnen-

den Graphen II zuriickfithren. Ei-

ne Berechnung unter Verwendung 11
von Graph III ist nicht sinnvoll, 1 \

da dieser in drei Dimensionen di-
vergent ist.

I1I

Unter Verwendung des Gaufischen Satzes ergibt sich eine verallgemeinerte parti-
elle Integration [CT81], mit welcher Integrale in Termen einfacher zu berechnender
Integrale geschrieben werden kénnen:

Sei I(kq,...,k,) ein typischer Integrand eines Feynman-Graphen (inklu-
sive Skalarprodukt im Z&hler) und x, y der Grad des Polynoms von (kq);
im Zéhler bzw. Nenner. Dann gilt!

/dez,...,den/dela(kl)M(kl)M](kl,...,kn) (4.8)
= /deQ,...,den/deldivklkll(kl,...,kn) (4.9)

dPky, ..., dPk, lim dA - kyI(ky,... k) (nach Satz von GauB)

Ki—oo Sk
A1

Sk,: Sphéare mit Radius K

Ki—oo Sk
A1

dez,...,den/ dQ lim KPI(ky,... k) (4.11)

S1 K1 —o0

= /dez,...,den lim dA K, I(ky, ... k) (4.10)
0

falls y > D+« .

Der Beweis, dafl der Ausdruck (4.8) gleich Null ist, 148t sich mit den Methoden di-

mensioneller Regularisierug auch fiir nicht-ganzzahlige Dimensionen zeigen [SM191].

Anmerkung:
Die obigen Gleichungen gelten auch, falls man in Gl. 4.8 den Ausdruck
divg, ky durch divg, ki(i = 2...n) ersetzt.

Als Beispiel betrachte ich die partielle Integration von

Tm folgenden wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.
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@ B /del,QA(kl)zA(lﬁ)A(kl"‘k2)

/dem = /del/de2 :

Nach obigen Gleichungen gilt:
0= [ ka0, (k) S S AB + )
= /delAz(kl)/dez (D Alka) A(ky + ko) — (ko) 2(k2) AP (ko) Ay + k)
— (k2)u2(k1 + k2) A2 ) A (ky + k2))
= /delN(kl)/dez {D A(ko)A(ky + ky) — 26202 (ko) A(ky + k)
— {(k1 4 k2)® + k3 — k7 } A(k2) A (kg + k2) } (4.12)

Bei solchen Berechnungen erweist es sich grundséatzlich als sinnvoll, Impulsquadrate
(k1)u(k1), = ki bzw. Skalarprodukte (ky),(k2), = kik2 in Form inverser Propagato-
ren zu schreiben:

0 = /de1A2(k1)/de2 (DA(k2)A(ky + ks)

—2 (A (k) — DA (k) Alky + k)
— (AT By + k) A7 (k) — A7 (k) — 1) Alk) A2y + k) . (4.13)

Bei der Zusammenfassung von (4.13) verwenden wir die Integralgleichheit

/deLzA?(kl)A(kz)A(kl + ky) = /demA(kl)A(kz)A?(kl + ky) (4.14)

und nutzen aus, daf

/deQA(kl + ky) = /deQA(kQ) : (4.15)

Damit erhalten wir

0 = /dem {(D — 2)A* (k1) A(k2)A(ky + ko)
+ 3A% (k1) A2 (k) A (K1 + k) — A%(k1) A% (k) }

D=3 @I+3@II_ O O . (4.16)
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Mit Gleichung (4.16) 1aBt sich Graph II {iber die Berechnung von Graph I be-

stimmen.

Die hier vorgestellten Rechnungen sind bei 3-Loop-Graphen ungleich umfangrei-
cher. Dariiberhinaus miissen dort fast immer mehrere Gleichungen der Form (4.16)
bestimmt werden. Dieses erfolgt iiber verschiedene Wahl der Zahler und der Ablei-
tungsimpulse in (4.8). Die Anzahl dieser Moglichkeiten hdngt mit der Symmetrie
des Integrals unter Vertauschung der Integrationimpulse zusammen. Das entstehen-
de Gleichungssystem liefert als Losung die gesuchten Integrale in Abhangigkeit von
einfacheren Graphen. Zur Handhabung der zahlreichen Umformungen habe ich das
Verfahren unter Verwendung des Programmpakets Mathematica [WOL91] weitest-
gehend automatisiert. Dabei wurden die verschiedenen Ableitungen ausgefiihrt. Die
entstehenden Integrale wurden mit Variablentransformationen und Vorzeichenénde-
rungen innerhalb der Propagatoren auf eine gewisse Standardform gebracht. Die zu
berechnenden 1-3 Loop-Integrale wurden — soweit sie bekannt waren — einer Da-
tenbank entnommen, in welche die jeweils neuesten Ergebnisse mit aufgenommen
wurden. Die verbliebenen unbekannten Integrale wurden entweder systematisch mit
verschiedenen Methoden autbereitet und gelést oder mufiten von Hand berechnet
werden.

4.2 Berechnungen in 1- und 2-Loop

In Fin-Loop-Ordnung ist nur ein Graph mit einem Propagator in beliebigen Poten-
zen zu beriicksichtigen:

Q (n-1)-mal

1
= [dPk——

oxD/2 poo KD
= W/@ d[(m (Kugelkoordinaten in D-Dimensionalen)
opP/2 oo 1 gD-1/2
I(D/2) /0 COVE (K + 1)
- FET;;QZ) F(D/Q)II:EZ)_ D/2) (Integraldarstellung der I'-Funktion)
Loplln = D/2)

(n)

(Substitution K* — K)

(4.17)
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Da die I'-Funktion in einer Umgebung von (n — 3/2) holomorph ist, ist sie dort
in einer Taylorreihe entwickelbar:

I'(z) =T'(20) + I(20)(2 — 20) + O <(Z — 20)2> ) (4.18)

Fiir die Darstellung von 1" kann man sich die Entwicklung der logarithmischen
Ableitung zunutze machen:

I'(z) 1 /1 1
) _.¢(Z)_—;—7—Z<Z+V—;> : (4.19)

v=1

Mit diesem Ausdruck, sowie mit z =n — D/2, zo =n—3/2 und D = 3 — ¢, ergibt
sich fiir die Taylorreihe (4.18):

I(n — g) —P(n — g) (1 +Sn - ;) +0(e) . (4.20)

Fiir den Wert des Ein-Loop-Graphen mit zugehorigem e-Anteil aus (4.2) erhdlt man
nach Ersetzung der I'-Funktion (4.20) in (4.17):

52 [ i

wz% (1 + % <¢(n - g) — log 7 — 2log %)) +0(&) .
(4.21)

Die benétigten Werte der ¢-Funktion bestimmt man {iber ihre Funktionalgleichung

Pt1) = o)+ (1.22)
mit ¢(%) — (1) — 2l0g(2) = —7 — 2log 2 |

Beispielsweise ergibt sich fiir den einfachsten Fin-Loop-Graphen

W Q _ o2 (1 + %W—%) “log 7 — 2log %)) +O(@) . (4.23)

Bei der Bestimmung des Endergebnisses werden die 1-Loop-Ausdriicke in den
Stérungsreihen nur noch in der Konstanten ;/)(%) geschrieben, auf welche sich alle
anderen Werte von ¢ mit Hilfe der Funktionalgleichung zuriickfithren lassen.
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Der divergente Graph in 2-Loop-Ordnung ist in der Arbeit [HEI93] zu

W @ = /deLzA(kl)A(kz)A(kl + k)

= 2gtp) (4.24)
» 1 C me
Bldiv) _ Z_7+E_10g4_7f+0(6)
C ~ —15.0448

bestimmt worden, wobei die Konstante C' fiir das Endergebnis nicht benétigt wird.

4.3 3-Loop-Graphen

Aufgrund der méglichen Fehler bei manuellen und maschinellen Berechnungen? wur-
den die berechneten Integrale in einer numerischen Integrationsroutine mit einer
Toleranz von ca. 5% verifiziert.

Die Graphen, welche in unabhéngige Teilintegrale zerfallen, lassen sich unter
Verwendung der 1- und 2-Loop-Ergebnisse berechnen. Insbesondere fiir die Tadpole-
Graphen existiert die Moglichkeit, diese durch Einfithrung eines neuen Propagators
1/(k* + ), welcher sich aus den Dyson-Schwinger-Gleichungen der ¢°/¢*-Theorie
ergibt [RIV87], in jeder Ordnung zu eliminieren [KKUs95].

Die {ibrigen Graphen lassen sich mit partiellen Integrationen (nach Kapitel 4.1)
auf 4 Grundgraphen zurtickfithren:

Integralwert-7—°

1
4 3

= 32(a+ Llog3)

= 0.1739006107

DCPOS

?Damit sind vor allem bekannte Integrationsfehler bei den mathematischen Programmpaketen
Mathematica und Maple gemeint.
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wobei die ersten beiden Graphen identische Integralausdriicke liefern:

®-0

Die obigen Ergebnisse sind dem Artikel [BS92] entnommen, wobei die Konstante «
in Anhang C definiert ist.

Zur Bestatigung einiger Ergebnisse, die durch partielle Integration erhalten wor-
den sind, aber vor allem, weil es der Schnelligkeit der Berechnung diente, habe ich
Integrale direkt berechnet. Dabei wurde ausgenutzt, dafl bei fast allen Graphen Ku-
gelkoordinaten eingefithrt und Teilintegrale tiber 2 Propagatoren ausgefithrt werden
konnten:

(/d%mawknAm@a+k0

/d3k 1 1
D (e + B2

< K? ! 1
— 27T dlﬁlﬁi dZ = = - -
0 (Ki+ D))y (I+K{+ K} 42K K;z)™
> K? 1 1
= 2 dK !
7T/O YK+ 1) (1= m) 2K, K,
(14 K24+ K2+ 2K, K) ™™ — (14 K2 4+ K2 = 2K, K)™™ ) (m > 1)

™ 1 ood . K, 1
S U—mE y R UK L K
(1 —=m) K; Jo (K7 +1)" (1 + [Ky + Ki]?)

K 1
(Ki+ 1) (14 [K; — K2t

1 x 1 /OOdK K, 1
200—m)K; \J_.. (K24 1) (1 + [K; + K;]?)»1

o0

o [(1 1
— | 4K . 4.25
/_ H (KE+1)" (14 [K, — ](Z.]z)m—1> (4.25)

o0

Nach Anwendung des Residuensatzes erhdlt man die gewiinschten Ergebnisse fiir
beliebige Potenzen n, m. Fiir n=1 und m=2 berechnet man

7T2

Pl A(EOVA?(E k)= —-— .
/ (A b+ 8) =

(4.26)

Mehrere dieser Teilintegrale zusammengefafit lassen sich dann oft wiederum mit
einem Residuensatz 16sen.

Beispiel:
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— /d3k17273A3(k1)Az(kz)Az(kg)A(kl —|— kQ —|— kg)

= /d3k17273A3(k1)A2(k1 + k3)A2(k2)A(k2 + kg) (Variablentr.)

2(20 + k2)  n2
= [ pr, L 3 Anw. 4.2
/ 3 T+ R)? 1172 (Anw. von (4.25))

o 20 + K2
= 7r5/0 dKSKSQ(Zl—l:I_iK;AI (Kugelkoordinaten )
3 & ,
= 15" (Residuensatz) (4.27)
Speziell fiir m=n=1 erhé&lt man:
27’ K;
/d?’klA(kl)A(kl + k)= [: arctan % [HE193] . (4.28)

Die auf diese Weise erhaltenen arctan-Integrale lassen sich oft berechnen, indem
man den Ausdruck arctan(x/2) umschreibt zu

1
arctan R / dE O arctan fE
2 ; 2

! 2z
= d/—— 4.29
/0 4+ x2]? ( )

mit nachfolgender Anwendung des Residuensatzes.

Beispiel:

ay

k1 93N (k1 )A? (ko) A(Ky + ko) A(kz)A(ky + k3)

1
— tan — Anw. 4.26) u. (4.28
CESEETN T arctan 5 (Anw. von ( ) u. ( )

/d?’k 1 72 272 K
1

! o0 K? 1 1
= 167° | dF dK ! Anw. 4.29
T /0 /0 PR iRy nwevon (429))

= 85/1dE/OOdK S ! !
R A UMY 1P KA AKIE 14

o0
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76 1192 + 258 + 10
pu— _ R ‘d t
27 /0 (E + 1)(E + 2)3 ( esiauensa Z)
4 4
— EWG log 3 (Partialbruchzerlegung und Integration) (4.30)

Mit den skizzierten, sowie bekannten anderen Verfahren ist es gelungen, sdmtli-
che bendtigten Integrale analytisch zu bestimmen. Die einzige Ausnahme stellt der
“Tetraeder”-Graph

@ _ /d3k1,273A(k1)A(kz)A(kS)A(kl k) A(ky — ks)A(ks — k1) (4.31)

dar, weil hier Kugelkoordinaten nicht zum Erfolg fithren. Im masselosen Fall konnte
der Tetraedergraph mit einer Entwicklung der Propagatoren nach Gegenbauerpoly-
nomen als Orthogonalpolynomen [TER80] gelost werden [CG80]. Die Auswertung
im massiven Fall durch die Mellin-Barnes-Propagator-Darstellung [BD91] ist nur
praktikabel fiir einen einzigen massiven Propagator. Eine Teilberechnung von (4.31)
ist moglich unter Verwendung von Zylinderkoordinaten [N1¢78]. Die verbleibenden
drei Integrationen widersetzen sich jedoch hartnickig weiterer Auflésungen, so dafl
hier das Ergebnis einer numerische Integration genommen wird. Dieses liegt mit
seiner Ungenauigkeit im Endergebnis weit unterhalb anderer numerischer Fehler-
abschéatzungen.

4.4 Impulsableitungen

Fir die Bestimmung der Renormierungskonstanten Zs ist es nétig, Ableitungen
der Graphen nach dufleren Impulsen zu ermitteln. Fiir die praktische Berechnung
benutzt man

0 1 & 92
— = . (4.32)
Op? 2D;8pﬁ

Die Ableitung, an der Stelle p? = 0 genommen, kann in den meisten Fillen wieder-
um als eine Summe von Integralen ohne Z&hlerterme geschrieben werden.

Beispiel:

ks ks
p v@» p
Ky

- / b5 A (k) AGk) A (k) Ak + by + p)A(k — ks 4+ )
(kl + p— kl)
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= /d?’kl,z,gA(kl — P)A(k) A (k) A(ky + o)Ay — k) (4.33)

Durch diese Umformung reduziert sich die Ableitung auf einen einzigen Propagator:

0 0 1
Ak —p) = ——
gz 1= 7) Ip* (k1 = p')* + 1,20

1<~ 0?
N gz_:apf(kl—

3

_ Z 0 2 (ki—p)
Ip, mo ([kr = p']> + 1)%],

2—g
d d p 1
q / P L
a@pl,p” dp, mo Mg
3
1 2 1 8 ky — p')?
:62{—2k 2 12+—2 k(llf)ylza}
p— mg ([kr — p']* + 1) mg ([ —p']* + 1) p?=0
_ l i _|_ik72
6 mg(k2+1 mi (k2 +1)3
1
= — k)" —4AA(k 4.34
o (806 — 180k °) (131

.9
op?

- /d3k17273A(k2 VA(3)A(ky + ko) A(ky — kg)ai

S (4.35)
© 3m? Smo '

Bei einigen Ableitungen tauchen Skalarprodukte auf, die nicht in einen schon

Ak —p)

vorhandenen Propagator umgeschrieben werden kénnen. Diese lassen sich durch
partielle Integration wiederum in eine Summe von Feynmanintegrale zerlegen.

Aufgrund ihres Umfanges wurden die Ableitungen und die Riickfithrung auf
Feynman-Integrale ebenfalls einem Mathematica-Programm {ibertragen. Dabei tra-
ten zahlreiche neuartige Integrale auf, u.a. lieferte der Tetraeder-Graph 13 Derivate?,
die ebenfalls mit den bekannten Vertahren bestimmt wurden.

3Mit Derivat wird hier ein Graph bezeichnet, dessen Propagatoren in héheren Potenzen als bei
dem urspriinglichen Graph erscheinen.
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4.5 Divergente Graphen

Wie schon in Kapitel 3.1 angedeutet, treten ab 3-Loop-Ordnung nur noch Graphen
mit Subdivergenzen auf. Diese Diagramme miissen nicht mehr explizit regularisiert
werden, sondern lassen sich in Termen der in 1- und 2-Loop-Ordnung dimensionell
regularisierten Graphen schreiben. Dazu berechnet man die konvergente Summe
des betreffenden Diagramms mit seinen (ebenfalls divergenten) Gegentermen. Diese
Kombination 148t sich am schnellsten durch eine Massenableitung mit nachfolgender
Integration bestimmen.

Beispiel:

8o

= /dem,gA(kl)QA(kz)A(kS)A(kl + ky + k)

1 1 1
— d d"k
/‘m@ / VRO 4 md)? k4 mE k4 md (bt ke + ks)? 4 md

(Hauptsatz der Infinitesimalrechnung)

! 1 1 1 1
= [ dmi| -2 [ d"k
L’%< / SNk 4 m2)d R+ mE k3 +md (ko ks + ks)2 + m

3/de 1 1 1 1 >
Y232+ m2)2 (k2 + m2)2 k2 + md (ky + ky + ks)? + m2

(wegen Integralgleichheit der Teilintegrale)

1 3D/2
= /d (2)(”107 2@3@

(nach Ausklammerung von m?2 und Substitution k;/mq — k; )

- 3D/2—5{ @ O@ ZO@3® (4.36)

g351

Die Integraldifferenz A ist bestimmt worden zu

1 4
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Mit

4 O = O +en? + 0(62) ( nach Anhang C ) (4.38)

erhalt man

4@@ O@Jrar —+O() (4.39)

wobei der divergente Term des Zwei-Loop-Graphen (4.24) benutzt wurde. Der Vor-
faktor aus (4.36) wird fiir D = 3 — € entwickelt:

1 -2

D725 Tq3 - U39+ O() . (4.40)

Nach Einsetzen der Resultate (4.37) und g3(521) erhélt man

@ = (1—36){671’6—47T610g§—|-O@}—I—O(62
— _4z° log + Q @ +0(e (4.41)

wobel benutzt wurde, dafl

(:) @ gt 2y O(e) = —67° + O(e) . (4.42)

Damit erhdlt man mit e = 0 den endgiiltigen Ausdruck fiir den Graphen inklu-
sive Gegenterm:

@ — O @ = — 478 logg . (4.43)

Die linke Seite ist so zu verstehen, dafl beide Graphen unter einem gemeinsamen
Integral stehen. Damit ist die Differenz fiir D = 3 konvergent und der Limes ¢ — 0
kann auf beiden Seiten der Gleichung vollzogen werden.

Fiir den Wert des Graphen g3§2) schreibt man
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= (1 —3elog %) @ + O(e)

4 m
— 4rSlos s 4 (1 — Mo
= —dr’log 5 + (1~ 3clog %)Q @ +0(c) (nach (4.41))
4
461 (2) (1)
= —ir’log 5 + W (61w (92") + 0(e)
= 475 log % + QWGB{CM) + O(e) (4.44)

» 1
B{dw) — §7_|_ Q — 3logmg + 2log 2 + §10g7r
e 2 ir 2

(Definition von C' - siehe Anhang C) .

Im letzten Schritt wurden die e-Entwicklungen der beiden Graphen glﬁf) und g2§1)
verwendet. Als Ausnahme von der sonstigen Schreibweise wurden die Vorfaktoren

(mo/(27))L¢ bei den obigen Gleichungen als nicht zu den Graphen zugehérig be-
trachtet.

Weitere divergente 3-Loop-Integrale, die fiir die Ableitung von I'® benétigt wer-
den, lassen sich ebenfalls mit der obigen Verfahrensweise berechnen:

B_Q@ = g(g—log§> (4.45)
6_06 _ g(%—log§> . (4.46)



Kapitel 5

Korrelationslange

Am kritischen Punkt sind langreichweitige Fluktuationen fiir das zugrundeliegende
physikalische System ausschlaggebend. Die Reichweite dieser Fluktuationen wird
durch die Korrelationslange ¢ beschrieben, welche durch das zweite Moment der
verbundenen Zwei-Punkt-Green-Funktion definiert wird:

1 f dD:I;:I;QGg)(:I;)
2D del’ng)(l')
aJ Ggp)

— C%T(m (5.1)

Da der letzte Ausdruck nach (3.10) bzw. (3.12) das Inverse des renormierten Mas-
senquadrates ist, folgt mpr = 1/¢.

& =

p?=0

Die Korrelationslénge divergiert tiir T' ~ T, wobei sie sich durch einen Ansatz

der Form(1.3) beschreiben 1af}t:
1 T-—1T. 9 9

T>1T.: & = ~ fi1l" ty = = mg — mg, (5.2)
mp, Tc
1 _ T.—-T
T<T.: ¢ = p— ~ f_ i7", t_ = T =mg, —mg (5.3)

5.1 Kritisches Amplitudenverhiltnis

Um das Amplitudenverhéltnis der Korrelationslange fi/f_ zu bestimmen, ist es
noétig, eine Beziehung zwischen den renormierten Groflen beider Phasen herzustellen.
Dazu setzt man voraus, dafl es moglich ist, beide renormierten Kopplungen durch
eine gemeinsame Kopplung upr darzustellen:

up+ = up+(uR); up- = up-(ug) . (5.4)
In dieser Kopplung sollten die beiden -Funktionen

B:I:(uR) = MR+ a ﬂR (55)

8mRi 90

39
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bzgl. der funktionalen Abhéngigkeit von up identisch sein:

B(n(uns)) = A-(in(un-)) . (5.6)

Diese ad hoc formulierte Forderung ist die Basisgleichung fiir die Herleitung des
Amplitudenverhéaltnisses. Thre Motivation liegt darin begriindet, dafl a priori die
Funktionen 3+ einen gemeinsamen Fixpunkt @} in der vereinheitlichten Kopplung
up am kritischen Punkt haben.

Nach Einfithrung einer neuen dimensionslosen Kopplung

wy = —92 (5.7)

mR;

148t sich die -Funktion aus (5.5) nach einer kurzen Rechnung umschreiben zu

-1

8uR

Be(ur) = —(4 = D)

T)’LR:E

Die Bedingung (5.6) ist damit erfillt fir

ut(tr) = u-_(ug) (5.9)
— ug(ug) = up(u-)
& g n;j’0+) = ag( Wf’o_ (5.10)

Der Identitdt (5.10) entnimmt man, daf sein muf}. Mit dieser Gleich-
setzung der Massen hat man die gesuchte Verkniipfung zwischen symmetrischer und
gebrochener Phase hergestellt. Unter Einfithrung von

F:t = am%i

= (5.11)
om?, 0
erhilt man nach kurzer Rechnung aus den Gleichungen (5.2, 5.3) sowie der Beziehung

mi_ = —2m?2, (1.19) den Ausdruck

P
— =2—. 5.12

Damit ergibt sich aus dem Quotienten von (5.2) und (5.3)

fe _ [y F-(up-(ur))]”
7= [2 ] [MH94] . (5.13)

Da zur Bestimmung von fi/f_ zwei Fixpunkte v}, und uj_ zur Verfiigung
stehen, gibt es fiir die Festlegung von up zwei Moglichkeiten:
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Hochtemperaturanpassung;:

UR = Up+ = u+(ﬂR) = u_(uR—(ﬂR)) (514)

Tieftemperaturanpassung:

UR = UpR- = u_(ﬂR) = u+(uR+(ﬂR)) (515)

In der symmetrischen Phase 148t sich aus den renormierten Gréflen die Bezie-
hung wy(ug+) als Reihe in ug+ berechnen. In der Hochtemperaturanpassung setzt
man andererseits eine Reihenentwicklung fiir u_(upg+) an:

2 3 4 5
U_ = UR+ + U1UR+ + ARt + aztips + O(UR+) .

Damit lassen sich aus (5.9) die Koeffizienten a; berechnen, so dafl u_(ug+) bekannt
ist. Mit dem aus der gebrochenen Phase bekannten Zusammenhang u_(ug-) er-
gibt sich somit ug-(ug+). Nach Ersetzung von ug- in (5.13) und Betrachtung am
kritischen Punkt mit up+ = wu}, erhdlt man das gesuchte Amplitudenverhaltnis
der Korrelationslédnge. Dieses Verfahren ist analog auf die Tieftemperaturanpassung
anzuwenden.

Bei der praktischen Berechnung ist es moglich, das Amplitudenverhéltnis nach
(5.13) inklusive der Renormierungsgruppenfunktion v(ug) in eine Reihe zu ent-
wickeln und zu berechnen. Da der kritische Exponent v direkt in einer Phase berech-
net werden kann, ist er als Literaturwert aus verschiedenen Untersuchungen in einer
héheren Genauigkeit bekannt, als sie hier erreicht werden kann. Daher beschréanken
wir uns hier auf die Reihenentwicklung von /'y /F_. Fiir dieses Verhéltnis fithren wir
hier fiir jede Wahl der gemeinsamen Kopplung eine neue Gréfie ein:

F_

(I)_|_(UR+) = F—+(UR+) (516)
O_(up-) := ?—;(UR—). (5.17)

5.2 Reihenergebnisse

Bei der Préasentation der Reihenentwicklungen, die fiir die Berechnung des Ampli-
tudenverhéltnisses ben6tigt werden, habe ich mich auf die wichtigsten Ergebnisse
beschrankt. Eine ausfithrlichere Darstellung findet man bei [KU$95]. Die aufgefiihr-
ten Reihen gelten fiir die nicht-geradzahlige Dimension D = 3 — €, wobei nur die
Terme in Ordnung O(€) beriicksichtigt werden, die zum Endergebnis beitragen. So-
fern in jeder Ordnung konvergente Reihenentwicklungen vorliegen, wie z.B. bei den
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Renormierungsgruppenfunktionen, ist der Grenziibergang lim._,o vollzogen worden.
Die verwendeten Konstanten und Ausdriicke findet man in Anhang C.

5.2.1 Symmetrische Phase

Wie es aus dem Renormierungsschema in Kapitel 3.1 ersichtlich ist, mufiten folgende
Funktionen zur Bestimmung der renormierten Gréflen berechnet werden:

Ug+ € 1 47T
F(Q)(()) = —m(2)+ + 8—7rm(2)+ (1 + 5(@“5) + log m(2)+ )>
Ug+ ) 2 2 1 1 (div)
Uot S _°B
+ < 8w > Mot (2 3
U 3 11 7 4 1 v
b, (ﬂ ~Dlog t — 50— La{ >) +0(uts) (5.18)
P 1 /upsN2  suasn3/ 13 8 4 8
Dpep| = a () () (2 Bty
5 ) " st s/ TGs s Tarioeg 3l
IW0) = —ugrmer + §%m + | 1+ E(?/)(l) + log 4—7T) —2 o Mot
OO T gy 0 272 me, (8m)2 "

! 715 4 1 i
P (‘E +glog g + 480+ 00O 4 2By )> + Ol

(5.20)

Mit der Renormierungskonstanten Z5 nach (3.6) berechnet sich die renormierte
Masse nach (3.10), sowie die renormierte Kopplung nach (3.11) zu

miy = —Zs'(0)
. 2 UL+ 2 4 47‘(’
- m0+ 87T m0+ <1+2(2+¢(2)+10g 3+)>
2

131 71 4 32 1 iv
_TG + E log g + ga + EB{d )> + O(u3+) (5'21)

Upt = — Z??F(4)(O)

2 3
Ugt € 1 Ar Ugr (293 1 L4
= gt — 20 () S () 4 log —— iy s
Hor T Sy ( TotEeg)+ Ogm2+)>+(8ﬂ')2 (216+6

0

1 v
— log = — 48a — ('t — gB{d )> + O(ugs) - (5.22)
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Damit erhalten wir mit der Definition der Grofle Fy (5.11) nach Ableiten von

(5.21) und Einsetzen der invertierten Reihe ug+ (upg+)
1uR+ 1 UR+ 2 UR+ 3 43 71 4 16
o = 1L (2 (e
+(urt) 237 6\sr/) "\ ) \Tos 5 e3 T3¢

+O0(ups) - (5.23)

5.2.2 Gebrochene Phase
In dieser Phase ist zusétzlich zu I'® und seiner Ableitung die Ein-Punkt-Funktion

Gﬁl) berechnet worden:

u1/2 € 1 47 1 u3/2 :
G00) = e (1450400 +los 1) ) + G-

5/2
U, 1 4 7 L e
T amp Ve (‘1 “3loez g0 5" ”) HO) 620
1 ug- € 1 47
I@0) = —mi —=—Sml- (1+= )+l
(0) my- — 55 —mo- (1458 +9(5) + ogmg_)

uO— 2 29 5 4: 85 27 (tet) (dZU) 4
D) 2 (22 - 2log = + 2t Lol _ R O(ul
() m (24 6 83T TR gl ) Ol
(5.25)
0
—T@(p
)
1 ug- € 1 4 41 fug-\2
= 1= (1 S e(g) Hlog ) ) + o (55
8 87 ( ISRV Ogmg_)>+648 87
w931 19375 4 703 2481 1)
Y (e S g - g = ) . O(ug-) .
+<87r> ( o1 2502 %83 T s T qomC tah ) FOLe)
(5.26)

Die renormierten Groflen berechnet man daraus iiber ihre Definition (3.12,3.13):
mi_ = —ZsT(0)
Ar

)

3 ug- € 1
= Mo 3o (1 + 510 + () + log
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Ug— 2 2 3973 2 (d)
_ - _B v
+<87r> ™o (5184+3

3 101245 21535 4 1723 3345 1 i
+<u0>m§_<— + log = — ——= ol 4~ gl >>

og — — a— ——
S a2 2502 83T T T 0w T8
+O0(ugy-) (5.27)
Imz_
Up- — 2R
Ur
31 ug_ € .38 4
= g — 2 Mom (g g 1
17716 8 ( 2(31+¢( )+ Ogmg_)>
3
L Mom (49565 L pai)
(37)2 \ 13824 3
4
wl [ 341551 21247, 4 819 8051 31 )
. log = — o g — 222 cttet) 4 22 g
+(87r)3< s T e %3 32T 2088 24
+0(ug-) . (5.28)

Nach Invertierung der letzten Reihe erhalten wir analog zur symmetrischen Phase

F_(UR—)
3 up- 233 2
o 1)
+ 16 87 768 \ 87

up-\* [ 338737 21535 4 1723 3345
YR . . 1 - Stae DTS y(tet) 4 )
+ < 87 > ( 663552 518t 23 T 96 ¢ T 20a8 ) Ol

(5.29)

5.2.3 [-Funktion

Das Reihenergebnis der -Funktion erhalten wir fiir beide Phasen aus (3.32) oder
(5.8) :

By (ur+)
B 3uby 1T upy
R Ry
ut 235 373
+(8§;3 <_7 + =g log 5 + 1280 + 3Cte) > + O(upy) (5.30)

= —ups +0.05968u%; — 0.001505u%; + 0.0001219u%: + O(uly) (5.31)
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B-(ur-)

Tuf 239 uy_
— —up Ur Ur

“Tiwe o (87)?
ul_ /821989 21319 4 1045 8547
(87)3 \ 165888 43

3 8 512

5 log =+ —a+ —C(m)> + O(up-)

45

(5.32)

= —up- 4 0.06963u%_ + 0.00029200%,_ — 0.0001321u,_ + O(ud_). (5.33)

Hierbei ist zu beachten, dal im Vergleich mit den Werten, welche aus numerischen
Integrationen erhalten wurden [BNMGT76, GZJ77, BNMT77], eine Diskrepanz in der
Hochtemperaturphase in 3-Loop-Ordnung vorliegt. Der hier berechnete Wert liegt

um genau %w tiber dem bisher ermittelten Wert.

| (1,0)-Padé  (2,0)-Padé (1,1)-Padé
whe | 167552 25.7773  29.0131
wio | 143616 13.5875  13.5459

Tabelle 5.1: Nullstellen der A-Funktion in
1- und 2-Loop-Ordnung

(3,0)-Padé (2,1)-Padé-Borel (1,2)-Padé-Borel
(O 15.326 21.5825 18.7304 *
Uy 14.2149 18.4775

Tabelle 5.2: Nullstellen der g-Funktion in 3-Loop-Ordnung

Literaturwerte fiir up,

. 23.73(8)
“EE T 24.56(10)
(
1

ZJ89], Renormierungsgruppe
S1E93], HT-Entwicklung

14.73(14)

. S1e93],  TT-Entwicklung
U _ _=
R 15.1(1.3)

[
[
[
[

MUN90], indirekt aus [TF75, AH76, BG80]

Zur Konvergenzverbesserung sind die J-Funktionen bzw. vielmehr die Reihen
(3 /ur mit Hilfe des Padé-Borel-Verfahrens resummiert worden (s. Anhang B). Die
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Werte, zu deren Bestimmung ein Hauptwertintegral (B.10) herangezogen werden
muBte, sind mit einem Stern * gekennzeichnet. Trotz Konvergenzverbesserungen
sind die Kurven und damit die Nullstellen der 3-Funktionen weit gestreut. Da der
(3,0)-Padé in der geordneten Phase keine Nullstelle auf der positiven reellen Achse
ausbildet, ist er hier nicht mit aufgefithrt worden.

Die Nullstellen der geordneten Phase haben in jeder Ordnung (Tab. 5.1, 5.2 ) eine
groBere Ubereinstimmung mit den Literaturwerten als die Resultate der symmetri-
schen Phase. Dennoch sind die Unterschiede der Nullstellen in 3-Loop-Ordnung so
grof}, daf sich hieraus kein hinreichend genauer Mittelwert bilden 148t, der mit den
Literaturwerten konkurrieren kénnte.

B-Funktion

symmetrische Phase gebrochene Phase

durchgezogene Linie: (3,0)-Padé  gestrichelte Linie: (2,1)-Padé  gepunktete Linie: (1,2)-Padé

5.2.4 v-Funktion

Aus der durch ihre Definition (3.38) bestimmten Renormierungsgruppenfunktion
v(ug)

1/_|_(uR+)

1 Tup+ 11 UR+>2 <UR+>3 1343 47 4 \
= 5 . - —_— - —1 _
> T 88r 2592 < s ) T \Gn To30s T ra ey te) FOR)
(5.34)
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= 0.5+ 0.004973 ups — 6.718 - 107 %u2y +5.714 - 10543, + O(uly)  (5.35)

v_(ugr-)
1 Lupe 10325 <uR—>2

2 32 87

2 32 8r 41472

up-\? (1763563 18205 4 193 6147
— log = + —a+ ——C ) + O(ut_) (5.36
<87r> (1327104 3156 23 T 61 T 1096 >+ (wh-) (5-36)
= 0.5 —0.001243ug- + 0.0003941u%_ + 0.00001038u’- + O(up-) (5.37)

erhalten wir den kritischen Exponenten v fiir up = uj,. Die besten Abschétzungen fiir
sein Ergebnis in der Hochtemperaturphase erhdlt man nach Anwendung der alter-
nativen Borel-Transformierten (B.15). Dabei werden nur die Padé-Approximanten
der letzten drei Reihenelemente gebildet. Andererseits erzeugen die reinen Padé-
Approximanten in der Tieftemperaturphase die geringste Streuung. Da der aus

symmetrische Phase

uny | (3,0)-Padé  (1,1)-Padé-Borel (0,2)-Padé-Borel
23.73 0.6906 0.6177 0.6150 *
24.56 0.7027 0.62184 0.617035 *

Tabelle 5.3: kritischer Exponent vy fir T > T.

gebrochene Phase

un_ | (3,0)-Padé (2,1)-Padé (1,2)-Padé (0,3)-Padé
14.73 0.6003 0.6214 0.6948 0.6344
15.1 0.6068 0.6304 0.7173 0.6457

Tabelle 5.4: kritischer Exponent v_ fiir T' < T,

Literaturwerte fir v

0.6300(8) (GZJT7], Renormierungsgruppe
v o= 0.625(3) [CBSBT76], binare Fluide
0.624(2) [BGHP92], Monte-Carlo-Rechnungen

den Tabellen 5.3 und 5.4 bestimmte Mittelwert v = 0.64(12) eine groflere Varianz
als die Literaturwerte hat, haben wir auf diese fiir die Berechnung des Amplituden-
verhéltnisses der Korrelationslange zuriickgegriffen.
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5.2.5 Amplitudenverhiltnis

In der Hochtemperaturanpassung setzt man ur = up+. Aus den renormierten
Parametern (5.21, 5.22) bestimmt sich

90

up(ups) = ———(up+) (D=3),

mpr+

so dafl wir mit dem oben skizzierten Verfahren erhalten

UR—(UR-l')
Lufy 1309 ul,
= Up+ — — _
4 87 2592 (87)?
4
Up+ 251773 30271 4 7 2337
N log — — —a — ——CUD ) + O(ufy) .(5.38
(87r)3< 55206 T 1206 53 8 512 + O(ups) -(5.38)

Mit den berechneten Reihen fiir F(ug+) und F_(ug-) fihrt (5.38) auf

F_
O, (up+) := —(up+)
— 1 _|_ —UR+ E <—UR+>2 ﬂ
7 16 ST 256

upe\® [ 435937 14719 4 T45 3345
— YRT _ _ 1 - g _C(tet) ) 4
+ < 87 > ( 663552 518t 23T 32T 201 O

(5.39)
= 14 0.02735up+ + 0.0002535u%: — 0.00002733ufs + O(ups) - (5.40)

Nach Anwendung des Padé-Borel-Verfahrens erhélt man als Mittelwert aus den
in Tabelle 5.5 aufgefithrten Werten:

¢+(UR+) = 1.48(24)

Hierbei wie auch im folgenden ist die Fehlerangabe als Maximalfehler der vorlie-
genden Werte anzusehen, in welche die Unsicherheiten der Literaturwerte nicht mit
einbezogen werden. Weiterhin berechnet man nach (5.13) mit der Beziehung

I+ = (20)” (5.41)
f-
das Endergebnis fiir das Amplitudenverhéltnis der Korrelationslange

;—f(um) = 1.98(20) | ,

welcher der Mittelwert der Amplitudenverhéaltnisse fiir die vorgebenen Literaturwer-
te des kritischen Exponenten ist (Tabelle 5.6). Dieses Ergebnis stellt keine Verbes-
serung des 2-Loop-Ergebnisses fi/f- = 2.18(12) [HE193] dar.
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Entsprechend haben wir fiir die Tieftemperaturanpassung

UR+(UR—)
lu%d_ 1633 u3,_
4= R T R
4 8r ' 2592 (87)?

4
who (872099 30271 4 T 2337
— log = 4+ —a + ——C" ) L O(ul-) (5.42
+(87r)3<165888 1206 23773 T 52 T O00up-) (5:42)
mit dem Ergebnis
jol
_(up-) := F—+(UR—)
UR- 11 UR- 2 85
el ey
T3 16 T\sr ) 256
up-\? [ 95393 14719 4 T45 3345
YR . log = + —2a+ 22220t ) L O(uk
+ < 87r> ( 663552 518t 23T 32T s >+ (k-)
(5.43)
= 14 0.02735up- + 0.0005256u3_ + 4.992 - 10 + O(uh) . (5.44)

Der Mittelwert der reinen Padé-Approximanten (Tabelle 5.7) dieser Reihe

®_(up-) = 1.536(18)

scheint aufgrund des geringen Maximalfehlers der Padé-Approximanten eine héhere
Genauigkeit als in der Hochtemperaturanpassung zu haben. Da auflerdem eine Kon-
vergenzverbesserung bzgl. des 2-Loop-FErgebnisses vorliegt, versuche ich hier einen
Grenzwert der Reihe (5.44) mit Hilfe konvergenzférdernder Transformationen (An-
hang A) abzuschéatzen. Mit den Folgeelementen A,,, die sich als Aufsummation der
Reihe (5.44) bis zur n-ten Ordnung ergeben

wio = 14731 {A,} = {1, 1.4029, 1.5169, 1.5330}
wio=15.1: {A,} = {1, 1.4130, 1.5329, 1.5501} ,

erhalte ich die méglichen Grenzwerte ® _ nach zweifacher Anwendung der e;-Transfor-
mation:

O_(u5- =14.73) = 1.5356

d_ = e2(A, =
1) O_(uf =15.1) = 1.5530

[hr Mittelwert ®_ = 1.544(9) fithrt zu einem Amplitudenverhéltnis von fy/f- =
2.028(28). Dieser liegt etwas hoher als der gemittelte Wert, welcher sich aus den
Werten der Tabelle 5.8 ergibt

f—+(uR_) = 2.021(22)

- : (5.45)
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wobei zu beachten ist, da} die Padé-Borel-Resummation eine Verschlechterung des
Ergebnisses mit sich bringt.

5.2.6 Diskussion

Wie sich schon in 2-Loop-Berechnungen gezeigt hat, sind die 3-Loop-Ergebnisse in
der gemeinsamen Kopplung ugr- besser als in der Hochtemperaturanpassung. Die-
ses liegt darin begriindet, dafl der Koeffizient 3-ter Ordnung fiir ®_ sehr viel starker
abféllt als fiir ®,. Mit eingesetzten Fixpunktwerten betragt das Verhéltnis von 3-
Loop zu 2-Loop-Ordnung fiir &, 2.5, wihrend bei ®_ mit 0.14 eine echte Kon-
vergenz vorliegt. In der gemeinsamen Kopplung ug+ weicht das 3-Loop-Ergebnis
bzgl. des 2-Loop-Wertes nach unten ab. In der Tieftemperaturanpassung hingegen
bleibt das 2-Loop-Ergebnis mit hoherer Genauigkeit erhalten. Somit liefert (5.45)
das Endresultat fiir das Amplitudenverhéltnis der Korrelationslange. Dieser Wert
ist insofern erfreulich, als daf} sich die Wahrscheinlichkeit erh6ht, dafl das ermittelte
Amplitudenverhéaltnis der Korrelationslange iiber Zwei liegt und damit insbesondere
im Rahmen der Genauigkeit mit den experimentellen Mefiwerten und den neuesten
Monte-Carlo-Rechnungen {ibereinstimmt:

Literaturwerte

2.22(5),2.04(20),1.9(2) [KKG83], Dbiniire Fluide

[
1.94(3) [SIE93],
I+ ~ 1.96(3) TF73)] HT/TT- Entw.
= | 191 [BGZJ74], eEntw.
2.063(12) [RZW94],  Monte-Carlo

Erstaunlicherweise tritt in der Tieftemperaturanpassung das Phdnomen auf, dafl
der Maximalfehler fiir ®_ bei ca. 1% liegt, obwohl die Ungenauigkeiten fiir die Null-
stellen der S-Funktion und des kritischen Exponenten v bis zu 30% ausmachen. Die
durch numerische Integrationen in der symmetrischen Phase bestimmten Renormie-
rungsgruppenfunktionen [BNMGT6] zeigen, dafl zumindest bis zur 6-Loop-Ordnung
die jeweiligen Reihen konvergieren. Da dieses auch fiir die gebrochene Phase zutref-
fen wird, ist bei Rechnungen in héheren Ordnungen mit einer weiteren Verbesserung
der Genauigkeit zu rechnen.

5.3 Experimentelle Bestimmung

Das in dieser Arbeit ermittelte kritische Amplitudenverhéltnis der Korrelationslange
1aBt sich am genauesten an bindren Fluiden bestimmen. Diese sind Fliissigkeitsmi-
schungen, bestehend aus einer polaren und einer nicht-polaren Komponente (z.B.
Methanol und Hexan), welche erst ab einer bestimmten Temperatur 7. beliebig
mischbar sind. Ein fiir dieses System geeigneter Ordnungsparameter ist die Diffe-
renz der Konzentration eines Stoffes in einem anderen Stoff ¢(x) mit der mittleren
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whe | (3.0)Padé (2,1)-Padé (1,2)-Padé (0,3)-Padé
23.73 | 1.4266 1.6962 1.4423 1.3687
24.56 | 1.4198 1.7211 1.4472 1.3578

Tabelle 5.5: @4 (u%,) nach Padé-Borel Resummation

| v | (3,0)-Padé | (2,1)-Padé | (1,2)-Padé | (0,3)-Padé |

Uphy = 23.73
0.624 1.9237 2.1431 1.9369 1.8746
0.630 1.9358 2.1588 1.9492 1.8860
Wiy = 24.56
0.624 1.9179 2.1672 1.9410 1.8653
0.630 1.9300 2.1788 1.9534 1.8765

Tabelle 5.6: Amplitudenverhaltnis ;—i_(’u;ﬁ_)

who | (3.0)Padé (2,1)-Padé (1,2)-Padé (0,3)-Padé

14.73

15.1

1.5330
1.5501

1.5355
1.5530

1.5178
1.5330

1.5246
1.5407

Tabelle 5.7: Padé-Approximanten von ®_(u}_)

| v | (3,0)-Padé | (2,1)-Padé | (1,2)-Padé | (0,3)-Padé |

Wi = 14.73
0.624 || 2.0119 2.0140 1.9995 2.0051
0.630 || 2.0255 2.0277 2.0129 2.0186
Wiy = 15.1
0.624 ||  2.0259 2.0283 2.0120 2.0183
0.630 | 2.0397 2.0421 2.0255 2.0319

Tabelle 5.8: Amplitudenverhéltnis ;—f(uj{_)




52 KAPITEL 5. KORRELATIONSLANGE

Konzentration ¢ fir T' > T.:

Treten die beiden Komponenten in einem bestimmten kritischen Mischungsverhalt-
nis auf, hat man aufgrund von extremen lokalen Konzentrationsschwankungen bei
T ~ T. den Effekt der kritischen Opaleszenz. Der dabei gemessene differentiel-
le Streuquerschnitt 7(k) hangt direkt von der Zweipunktkorrelationsfunktion ab
[BBC82] :

I(p) o< Ge(pt) (5.46)

wobei ¢ die Korrelationslange ist. Das Verhalten der Zweipunktfunktion ist fiir kleine
Impulse nach (??) und fiir groBe Skalierungen nach einem Theorem von Weinberg

bekannt [CL84] :

Ge(p) ~ p*ao(logp)™ + ar(logp)™ +...)
~ P p>1,

wobei 1 die anomale Dimension ist. Mit diesen bekannten Verhalten findet man
einen Ansatz fiir die Funktion Gg)(pf). Betrachtet man die Korrelationslénge als
Fitparameter, so ergibt sich aus den experimentellen Werten sowohl ihre Amplitude
als auch der kritische Exponent v. Dariiberhinaus kann man in der erweiterten Form

von (1.3)

Ay = At 1 4at®+..)+ A

A = nichtsingulérer Anteil

den Korrekturterm A messen. Dieser liegt in der Groflenordnung von 0.5. Aus der
Ubereinstimmung der experimentellen Ergebnisse mit den theoretischen Vorhersa-
gen 1aBt sich generell sagen, dafl bindre Fluide in der Universalitatsklasse des drei-
dimensionalen, einkomponentigen Ising-Modells liegen [CBSB76] .



Kapitel 6

Suszeptibilitat

6.1 Amplitudenverhiltnis

In der Thermodynamik ist die Suszeptibilitdt als Responsefunktion iiber die zweite

Ableitung der freien Energie F(H,T) = log Z nach dem &ufileren Magnetfeld defi-

niert:

0*F
= . d
TR (6.1)
Analog definiert man in der Feldtheorie
X = GU(0)
— _<p(2)(0)>‘1
Zs
= — (nach (3.10)) . (6.2)
Mg

Die Herleitung des Amplitudenverhéltnisses erfolgt analog zur Korrelationslange, so
dafB ich hier die Bezeichnungen aus Kapitel 5 ibernehme. In der Néhe des Pha-
seniiberganges hat die Suszeptiblitdt ein typisch kritisches Verhalten:

e =COxty” . (6.3)

Der Quotient y4/x- liefert mit (6.2) den Ausdruck

C o st [t
t mf o3 [t ) (6.4)
C_ mR+ Z3— 1_

Mit der Forderung, dafl die renormierten Massen gleich sind, sowie Benutzung der

Gl (5.12) erhdlt man

Co_

o= ;—zi [QF_F [HED93] . (6.5)

Fy

33
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6.2 ~v-Funktion

Fiir die Renormierungsgruppenfunktion y(ug) erhalt man mit der Definition (3.39)
aus den berechneten Vertexfunktionen eine Reihenentwicklung in wp+:

symmetrische Phase:

V+(ur+)
1uR+ 1 UR+ 2 UR+ 3 901 7 4
= e 5 ) () (- ! ;
Toisr s \se ) T\ Trog T 71085 00 ) 4 Our)
(6.6)
— 14 0.00994Tups — 00000329824 + 0.00001113u3, + O(uty) (6.7)

gebrochene Phase:

v-(ur-)
_ 1 1 up- 169< >2
B Ssr 384
uR 96577 5. A 255 81 ., .\
() (mmz*glgg—ﬁ @ et )+ Olir-) (68)

= 1 —0.004973up- + 0.000696Tus— + 0.00002681up- + O(up-)  (6.9)

Nach Ersetzung der renormierten Kopplungen up+ durch ihre Fixpunktwerte uj.
erhilt man den kritischen Exponenten v der Suszeptibilitdt v = 1.1(4). Ebenso wie
bei der Korrelationslange bietet es sich auch hier an, auf die Literaturwerte zuriick-
zugreifen:

1.250(1) [GZJ80], HT-Entwicklung
¥ = 1.240(7) [CBSBT76], binare Fluide
1.237(2) [BGHP92], Monte-Carlo-Rechnungen .

Uht ‘ (3,0)-Padé (1,1)-Padé-Borel (0,2)-Padé-Borel
23.73 1.3663 1.2329 1.2319 *
24.56 1.3894 1.2410 1.2363 *

Tabelle 6.1: kritischer Exponent y4 fir 7' > T,
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W — ‘ (3,0)-Padé (2,1)-Padé-Borel (1,2)-Padé-Borel (0,3)-Padé-Borel
14.73 1.1636 1.2256 * 0.9472 * 1.0292 *
15.1 1.1760 1.2357 * 0.9420 * 1.0258 *

Tabelle 6.2: kritischer Exponent y_ fiir T' < T,

6.3 Ergebnis

In der Hochtemperaturanpassung erhilt man das Amplitudenverhéltnis aus (6.5)
nach Ersetzung von ug- durch ugp-(ug+) (5.38). Um die Struktur der Reihe mittels
Padé-Approximanten untersuchen zu kénnen, wird der gesamte Ausdruck inklusive
des Exponenten ~ in eine Reihe entwickelt:

C
o (unt)
wp 24 115 upsn? [ 1403 5 121
— 97 Lo RT 9 < > - =
eSSy T 16 87 10363 T 5127 T 5127
o <uR+>3 L7359 18607, 4 207 9481
87 /) \110592 2592 23" 16 “ 7 To24
127237 L4TIO\ 4TS L B315 ) 18T, 1331
221184 5184 23" 32T 5048 8192 T 24576
+O0(uhy ) (6.10)
— 2.36772 + 0.092315Tups + 0001922561, — 0.0000581302uly + O(uhy)

(y = 1.2435) . (6.11)

Der numerischen Ausdruck (6.11) ergibt sich fiir einen kritischen Exponenten, wel-
cher der Mittelwert der theoretischen Literaturwerte ist. Entsprechendes gilt in der
Tieftemperaturanpassung fiir ug+ = ug+(ug-) nach (5.42):

C
o tun)
up- 2+ 115 1727 121
= oA 27 =
S T 16 (10368 27 T 517
up-\? (14839 18607 4217 2481
2w< > log — 00 SEY v(tet)
LR (12288 2502 83 T 16 “ T 1024

( 01063 14719 4  Ti5 33450<f6f>> s, 1331 3>

T663552  5ist 83 T 327 S0as 8192 T 24576

+O0(up-) (6.12)

= 2.3677 + 0.09231up- + 0.002840u%_ + 0.000072194u%,_ + O(u’,_)
(v = 1.2435) . (6.13)
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Die Auswertung dieser Reihen erfolgt mit den Literaturwerten von uj,, und
~. Dabei treten hier die gleichen Phidnomene auf wie bei der Korrelationslange.
Wihrend die Padé-Borel-Resummation zu einer Konvergenzverbesserung fiir ugp =
up+ fithrt, ist dieses bei der Wahl des Tieftemperaturfixpunktes nicht der Fall. Die
aus den Tabellen 6.3 und 6.4 bestimmten Mittelwerte liefern

%(um) — 4.3(2.6)
%(uR—) — 4.70(16)

Aufgrund der recht hohen Genauigkeit des letzten Wertes lohnt es sich die zu-
grundeliegende Reihe genauer zu betrachten. Fiir einen mittleren Exponenten von
v = 1.2435 bilden die aufsummierten 0-3 Loop-Werte von Cy /C_ folgenden Verlauf:

who = 14731 Cp/C_ = {2.3677,3.7616,4.4091,4.6577}
wio=15.1: C./C_ = {2.3677,3.7274,4.3436,4.5744} .

Da die Folge konvergent und monoton steigend ist, schétze ich einen mittleren Grenz-
wert mit der ef-Transformation ab zu C'y/C_ = 4.7626.

Die Tieftemperaturkopplung ist hier ebenso wie bei der Korrelationslange der
bessere Entwicklungsparameter. Dies liegt hier jedoch nicht darin begriindet, daf}
die Koeffizienten bei der Entwicklung in wg+ eine schlechte Konvergenz vorweisen.
Das Verhéltnis des 3-Loop-Beitrags zur bisherigen Summe betrégt in diesem Fall
15%, wahrend es in der Tieftemperaturanpassung bei 5% liegt. Vielmehr scheint der
Vorzeichenwechsel in 3.ter Ordnung in (6.11) und die damit verbundene abbrechen-
de Monontonie der Reihe zu bewirken, dafl die Padé-Approximanten eine gréfere
Streuung aufweisen. Beide ermittelten Amplitudenverhéltnisse bestdtigen im Rah-
men ihrer Genauigkeit die Literaturwerte

Literaturwerte
4.3(3) [ZJ89], binédre Fluide
Cy 4.95(15)  [LF89], :
o = 1.82(5) [SIE93]. HT/TT- Entwicklung
4.81 [ZJ89], e-Entwicklung



6.3. ERGEBNIS

¥ (3,0)-Padé | (2,1)-Padé | (1,2)-Padé | (0,3)-Padé
upy = 23.73
1.237 4.8263 5.1823 4.0431 2.8523
1.250 4.9024 5.2617 4.0983 2.8546
upy = 24.56
1.237 4.8946 5.2961 4.0642 2.8013
1.250 4.9728 5.3780 4.1198 2.8027
Tabelle 6.3: Amplitudenverhéltnis %(’UJE_F) nach Padé-
Borel-Resummation
¥ (3,0)-Padé | (2,1)-Padé | (1,2)-Padé | (0,3)-Padé
uyp_ = 14.73
1.237 4.5421 4.6782 4.6099 4.6338
1.250 4.6074 4.7474 4.6772 4.7004
uy_ =15.1
1.237 4.6246 4.7772 4.6987 4.7262
1.250 4.6916 4.8486 4.7679 4.7947

. vy, - C
Tabelle 6.4: Amplitudenverhéltnis C—f(u%_)
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Kapitel 7

Résumé

Durch Verkniipfung von symmetrischer und gebrochener Phase im dreidimensiona-
len ¢*-Modell in dritter Ordnung wurden in dieser Arbeit universelle Amplituden-
verhéltnisse bestimmt. Dabei haben wir erhalten:

Amplitudenverhaltnis der Korrelationslange:

I+ _ 2.021(22)

f_

Amplitudenverhéaltnis der Suszeptibilitét:

C
—* = 4.70(16)
C

Die Resultate stehen in guter Ubereinstimmung mit den Literaturwerten. Insbeson-
dere bei der Korrelationslange liegt eine Verbesserung vor, da ihr Ergebnis sich eher
an die experimentellen Resultate anpafit als bei anderen Bestimmungsmethoden. Zur
Erhartung dieser Aussage ist es notig (wie generell in der Stérungstheorie), weitere
Loop-Ordnungen mit einzubeziehen. Dabei gilt, dal das Verfahren der dimensio-
nellen Regularisierung nicht fiir héhere Ordnungen zu empfehlen ist. Beispielsweise
tragen in 4-Loop-Rechnungen Produkte von 2-Loop-Graph mit sich selber bei. Da

in der 2-Loop-Ordnung aufgrund des Graphen @ eine 1/e-Divergenz auftritt,

miissen alle Graphen bis O(¢) regularisiert werden. Da dieses zusammen mit den
Regularisierungen der 4-Loop-Graphen umfangreichere Rechnungen erfordert, ist es
praktikabler, auf eine Regularisierung zu verzichten. Generell schlage ich folgende
Vorgehensweise vor:

o Einfithrung der reduzierten Masse mg zur Elimination sidmtlicher Tadpole-
Graphen [K1U$95]. Dieses hat vor allem den Effekt, durch eine Verminderung
der Anzahl der auszuwertenden Graphen mégliche Fehlerquellen zu beseitigen.
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o Herleitung des Ausdruckes fiir das Amplitudenverhéltnis in unbestimmten Ko-
effizienten fiir die Vertexfunktionen. Nach Ersetzung der Koeffizienten durch
die entsprechende Summe von Feynman-Graphen besteht die Moglichkeit, dafl
sich einige Feynman-Integrale gegenseitig eliminieren und somit nicht expli-
zit berechnet werden miissen. Auflerdem wird auch hierdurch die Anzahl der
Rechnungen reduziert.

e Berechnung der konvergenten Differenz von divergenten Integralen mit ihren
Gegentermen, wie es schon in Kapitel 4.5 praktiziert wurde. Da das Ampli-
tudenverhéltnis in jeder Ordnung konvergent ist, werden die Gegenterme, ge-
gebenenfalls nach Umformungen der Art (4.36), herausfallen. Damit kann auf
eine dimensionelle Regularisierung verzichtet werden.

Bei der analytischen Auswertung in vierter Ordnung verbleibt das Problem, daf}
sich die acht Diagramme, in welchen der Tetraeder-Graph @ auftritt, nur

numerisch berechnen lassen.



Anhang A

Shanks-Extrapolation

Die ej-Transformation ist eine Methode zur Beschleunigung der Konvergenz bei
Folgen, sowie eine Moglichkeit zur Bestimmung eines “Antilimes” bei divergenten
Reihen und damit zur analytischen Fortsetzung von Reihen auflerhalb ihres Konver-
genzradius [SHAS5]. Thre Motivation rithrt daher, daB viele Reihen Uberlagerungen
exponentieller Verlaufe sind (z.B. als Diskretisierung physikalischer Vorgénge). Sei
A,, die Aufsummation einer Reihe bis zum n-ten Glied. Dann lassen sich im Idealfall
die Folgeelemente { Ag, Ay, ...} darstellen als Summe von k exponentiellen Anteilen
der Form a;¢:

A, =B+ aq! (¢ #1,0) . (A1)

=1
B wird als Basis bezeichnet und ist je nach Fall der Grenzwert oder der “Antilimes”.

Wir gehen bei den Stérungsentwicklungen nur von Reihen mit £ = 1 aus. Diese
lassen sich im Einzelfall nicht exakt durch (A.1) wiedergeben. Jedoch 148t sich jede
Folge lokal durch (A.1) beschreiben mit einer jeweils anderen Basis B,,. Dabei sind
die 3-Glieder A,, die um A, zentriert sind, bestimmt durch

A = Bitae)  (¢#1.0) (A2)
n—1<r<n+1) (n>1).

Hierbei ist B, die lokale Basis erster Ordnung. Sie 1afit sich nach (A.2) eindeutig

aus den Folgeelementen A, mit einer e;-Transformation berechnen:
An—l—lAn—l - Ai

An—l—l + An—l - 2An ‘

B, =e1(A,) = (A.3)
Mit der Annahme, dafi {A,} ungefahr die Form (A.1) fiir & = 1 hat, werden die
Elemente B,, nur geringe Abweichungen untereinander haben. Die Folge { B, } hat
in dem Fall eine bessere Konvergenz als die Folge {A,}, besteht aber aus zwei
Elementen weniger. Auf diese neue Folge {B,} wendet man nun wiederum eine
er-Transformation nach (A.3) an. Diese iterativen Transformationen kénnen so oft
fortgesetzt werden, bis nur noch ein einziges Reihenelement existiert, welches im
Idealfall dem Grenzwert der urspriinglichen Folge {A,,} sehr nahe kommt. In vielen
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Fallen, so z.B. bei Reihen der Form Y ™_ (—1)"f(m)/g(m), in denen f(m) und
g(m) Polynome in m sind, 148t sich streng beweisen, dafi wiederholte Transforma-
tionen e’ zu einem besseren Konvergenzverhalten fithren. Dieses gilt auch fir viele
monotone Folgen. Da bei den von uns untersuchten Stérungsreihen keine Informati-
on liber das Verhalten dieser Reihen fiir kleine Ordnungen vorliegt, ist das aus der
Anwendung der e;-Transformation ermittelte Ergebnis mehr als Richtwert, denn als
exakter mathematischer Grenzwert zu interpretieren.



Anhang B

Borel-Transformation

Bei der Reihendarstellung von Renormierungskonstanten, Renormierungsgruppen-
funktionen und daraus abgeleiteten Groflen tritt das Problem auf, daff die betrach-
teten Reihen asymptotisch konvergent sind. Das bedeutet, dafl die Aufsummierung
bis zu einer gewissen Ordnung ein konvergentes Verhalten zeigt, dariiberhinaus aber
stark divergiert, sofern der Entwicklungsparameter ungleich Null ist.

Ordnung K

Verlauf einer asymptotisch konvergenten Reihe

Allgemein zeigt sich, daB fiir eine g¢2V-Theorie die Koeffizienten einer Reihe, die
sich aus Korrelationsfunktionen ergibt, in K-ter Ordnung ndherungsweise wie

Kla™®K’c (1+0(1)) (B.1)
a <0
b>0

gehen. Hierbei ist

a: fiir eine feste Theorie konstant,

b: abhéngig von der betrachteten Green-Funktion und der inneren Symmetrie O(n)

der Theorie,
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¢: durch das individuelle Problem festgelegt.

Dieses Verhalten wurde aus einer Sattelpunktsnédherung des zugrundeliegenden Pfad-
integrals bestimmt und ist nur giiltig fiir hohe Ordnungen K [BGZJ77].

Zur Verbesserung der Konvergenz der betrachteten Reihe kann man eine Resum-
mation durchfithren. Speziell die Einfiihrung der Borel-Transformierten hat sich bei
den numerischen Ergebnissen in der ¢*-Therie als erfolgreich erwiesen [BNMGT6]:

Gegeben sei eine konvergente Reihenentwicklung einer Funktion f(g):

o0

f(g) = Zangn . (BQ)

n=0
Die Borel-Transformierte B(g) ist definiert durch

o0

Blg):=) “hg" . (B3)

n=0

Mit der Integraldarstellung der I'-Funktion
nl=T(n+1)= / ditt"e™! (B.4)
0
finden wir den Zusammenhang

— l > e—t/g
flo) = / 4B (1) (B.5)

= / dtB(tg)e™ (nach Variablentransformation) . (B.6)
0

Die Funktion f(g) ist somit bis auf einen Vorfaktor eine Laplace-Transformierte von
B(t). Obwohl die von uns berechneten Reihen divergent und die obigen Gleichun-
gen nur fiir endliche Reihen giiltig sind, nimmt man die rechte Seite in (B.5) als
gewiinschten Reihenwert. Die Borel-Transformierte B(g) hat nach (B.1) in K-ter
Ordnung das Element

(LYE Kb (1 + O(%)) . (B.7)

a

Nach Majorisierung ab einer bestimmten Ordnung K’ mit einer geometrischen Reihe
sieht man, dafl die Reihendarstellung von B(g) einen Konvergenzradius von |¢g| = «
hat.

Zur Abschétzung der Genauigkeit der berechneten Reihen bilden wir die Padé-
Approximanten der Borel-Transformierten. Die inverse Borel-Transformierte (B.5)
dieser rationalen Approximanten wird im Text auch mit (n, m)-Padé-Borel bezeich-
net. Sofern nur numerische Werte der Reihen gewiinscht sind, wie z.B. fiir das Ampli-
tudenverhéltnis oder den kritische Exponenten, geniigt eine numerische Integration
in (B.5). Zur Bestimmung des Fixpunktwertes der Kopplung wird die inverse Borel-
Transformierte der g-Funktion durch numerische Integration an bestimmten Punk-
ten up, bestimmt. Die erhaltenen Punkte 3; werden durch eine Fitkurve angenéhert,
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deren Nullstellen mit geniigender Genauigkeit die Fixpunktwerte uj, liefern. Sofern
die Padé-Approximanten von B(t) Polstellen auf IR} ausbilden, wendet man die
entsprechenden Hauptwertintegrale an. Diese lassen sich gegebenenfalls nach An-
wendung einer Partialbruchzerlegung jeweils zuriickfithren auf:

o0

1
/d:z; eo/in = emmlunpi Tl x>0 (B.8)

T — T UR

0

—€ o0

Bi(z) = —/dxe; —/dxe_x (GRS1] . (B.9)

—T €

Damit lassen sich folgende Integrale berechnen:

/OO d:z;a+ b:z:—l—c:1;2€_x/g
0

1 — &

= (a+bd+cd?)e RS (

J
0 (21 — )(w2 — )

€1

i) — (b+ ed)g — g (B.10)
g

T2

- a—l—bxge_m/gEi(

To — 21 g Ty — Iy g

_a + bxy e—m/gEl'(

) (B.11)

o 1
dx e~ v/9
/0 (1 — x)(a + bx 4 2?)
1 1 o b
— —26—1’/9Ei(ﬂ)+—2/ dxme—l’/g )
a+ bxy + g a+bxy + 27 Jp a + br + 22
(B.12)

Funktionen, die analytisch in einem Kreissegment in der komplexen Ebene sind
und in diesem Bereich eine asymptotische Reihenentwicklung haben, sind unter
bestimmten Voraussetzungen — u.a. eine Beschrankung der Form (B.1) — eindeu-
tig durch diese Reihe bestimmt [ZJ81]. Die Riickgewinnung dieser analytischen
Funktionen aus ihren divergenten Reihenentwicklungen kann z.B. durch eine Borel-
Transformation erfolgen. Aufgrund des beschrankten Konvergenzradius von B(g)
und des Integrals in (B.5) wére es nétig, die unendliche Reihe B(g) analytisch langs
der reellen Achse fortzusetzen. Fine andere Moglichkeit besteht darin, dafl man sich
die Abschatzung von (B.1) zunutze macht und den Analytizitatsbereichs von B(g)
bestimmt. Durch biholomorphe Abbildung dieses einfach zusammenhéngenden Ge-
bietes in € auf E (moglich nach Riemannschem Abbildungssatz) und entsprechender
Variablentransformation

B(z) —» B(z(u)), wue€ekE

hat man eine Reihe von B(z(u)) in u, deren Konvergenzradius den gesamten Ana-
lytizitdtsbereich umfafit. Anwendungen von rationalen Approximanten auf derart
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transformierte endliche Reihen haben sich als erfolgreich in der ¢*-Theorie erwiesen

(GZITT].

Eine Verbesserung der Genauigkeit fiir die Endergebnisse erreicht man mit der
Borel-Leroy-Transformation

g" B.13
; ['(n+ b + 1 ’ (B.13)
womit die Beziehung (B.5) iibergeht in
1 ~ b5 _
flg) = W/ dtt™"B(t)e 9 . (B.14)
0

Wird der beliebig wéhlbare Parameter b auf 1 gesetzt, erhdlt man wieder die reine
Borel-Transformation. Die Grofle b wird bei den praktischen Berechnungen optimal
gewéhlt, d.h. mit b,, ist der Fehler in den urspriinglichen Reihen, den man aus den
Padé-Approximanten (0,3) bis (3,0) erhélt, minimal.

Eine alternative Borel-Transformierte ist definiert {iber

o0

B'(g) 1= aod(yg Z (B.15)
n=1
und liefert den Zusammenhang

flg) = /OOO dtB'(t)e ' . (B.16)

Nach Anwendung der Padé-Approximanten auf die Reihenelemente fiir n > 0 erhélt
man eine weitere Moglichkeit, das Konvergenzverhalten der Reihen zu untersuchen.



Anhang C

Liste der 1-3 Loop-Graphen

Im folgenden werden alle Graphen aufgefiihrt, welche bei der perturbativen Berech-
nung der Erwartungswerte Gﬁl), I'® und '™ zu beriicksichtigen sind. Die Listen
beginnen jeweils mit den Diagrammen der symmetrischen Phase und umfassen al-
le Graphen fiir die geordnete Phase. Die Auflistung der Graphen ist nach Loop-
Ordnung und Anzahl der externen Beine getrennt. Die Integralwerte sind ohne Fou-
rierfaktoren (27)73F aufgefithrt. Um das vollstindige Resultat jedes Graphen inkl.
Vertex-, Masse- und Fourierfaktoren zu bekommen, mufy der Vortaktor

4-L-F

(—90)" - (=moy/3g0)" - (27 )% (C.1)

anmultipliziert werden. Dieser setzt sich aus den Vierer- und Dreier-Vertexbeitrigen,

sowie (4.2) zusammen.

Fiir die Ergebnisse werden folgende Konstanten benétigt:

~ (.0324645
. 1 z
BU® . Iy o log 20 4 O(¢) (nach [HEI93] )
€ 4 4
@ _ L, C 3 mg 1, mg
B T T2 log dr 2 log yis +0(¢)

C ~ —15.0448 (nach [HEI93] )

oltet) @ — 0.1739006107

F/
P(z) = F((Z)) log. Ableitung der Eulerschen I'-Funktion .
2

Der bei der Konstanten « erscheinende Dilogarithmus (auch Spence-Funktion) ist

definiert als [F90] :
t J—
Liy(z) := —/ dtw . (C.2)
0
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1-Loop

Ein-Punkt-Funktion

®

g1tV

Zwel-Punkt-Funktion

leQCD

g1

Vier-Punkt-Funktion

»

gy

sonstige Graphen

a O

gll gl? g13 g14

2-Loop

Green-Funktion Ggl)

S QLo OO &
ga(" Ga! ga! G

2t

OO OO

g2(51) g2é1)
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68 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHEN

Vertexfunktion I'?

O ONENC S

G2y Gal? Got?
g2 G g
g2y G2(Y gol?
g2iy G2(? gol?

Vertexfunktion I'®

OOOO@

g2tY g2lY

sonstige Graphen

GO e

g21 g22 g23

g2\?



Resultate der 1- und 2-Loop-Graphen

Wert, -z 2 Ableitung -7 ~2* | Sym. | Per.

G1M | =21 + £(2 — v + log(7/m2))) 0 /2 | 1
GI® | —2(1 4 (2 — v —log(4))) 0 1/2 | 1
G1IP | —2(1 4 £(2 — v — log(47))) 0 1/2 | 1
GIP | (14 &(— + log(n/md))) 0 1/2 | 1
g1\ = g1 /2 | 1
gly i(l + 5(2 —~ +log ng))

g1, s(L+5(5—v+log %))

Gly | F(l+5(35— 7 +log;%))

Gli | =(1+35(5% — 7 +log 7))

g2tV 2 B(div) 1/6 1 1
g2tV 1 /4 | 1
g2V 2 /4 | 1
g2V 2/3 1/4 | 1
g2tV -2 1/4 | 1
g2l 4 1/8 | 1
G2\ g1tV . g1 0 1/4 | 1
G2t = g2\ 2/27 1/6 | 1
G2l = g2V 0 1/4 | 1
G2 g1V . g1 0 1/4 | 1
g2\ (g1{V 2 0 18 | 1
G2 = g2\ - 20/243 1/2 | 2
G2 g1V g1 1/6 +0(e) | 1/4 | 2
G2l = g2V 0 1/6 | 1
G2 g1tV . g1 0 1/4 | 1
G2\ (g1iMy2 0 1/4 | 1
g2l (G192 1/6 1/4 | 1
G2{3) g1V . gy, 1/8 +0(e) | 1/2 | 1
G2\ = g2\ 0 1/2 | 1
g2l g1tV . g1 0 1/4 | 1
g2ty (G112 0 18 | 1
G2y ! — 5 12 | 1
G2\? 2 - /2 | 1
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Wert -7~ | Ableitung -7=2 | Sym. | Per.
G231 g1V . g1y | 1/8 + 0(e) 1/2 | 1
g2V | g1 1/4 | 3
g2 | g1V g1, 12 | 1
g2 | =ga2 /2 | 1
G2 =
G2, =

G2

27




3-Loop

Green-Funktion Ggl)

@QCDCF@C}@OOO

QS QS g3 g3
QOO C}QO @ OO0 OO0
g3t) g3\,
@ @ 0@ O O
9311 9312 9313 9314 9315
OOOOO0 O3 0O<3 D
g3\ g3\ g3l g3\ g3ty
D O o6 O Oov
g3ty g3ty g3ty g3l g3l
g3ty g3s) g3ty g3y g3y
O20 000 000 D
gty gsty) gsty) gty gsly)
O O OO
g3l galy g3ty gl g3l
OCO 00 OO0 O
g3{y) g3y g3{y) g3{y) g3{y)

O3

g3ty
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Vertexfunktion I'?

@oooooo@ 8
@%@O@O@

G3y" G3" g3y g3y g3y

OO0 D O068 Oo OO0
g3ty g3ty g3ty g3ty g3ty
OQO OO0 O-Q0 00 OO
g3\ g3\ g3y g3\ g3ty
g3ty g3t g3ty g3ty g3ty
OO OO O 1 OB

G34y G347 G35y G345 G35y
G35, G35 G35 G35 G357
G35y G347 G35y G353 G340
G35y G3y) G333 G35 G37

GO0 OO OO G20

G35 g3\ g3\ G35 3%



S 000 8§ oo o

G35, G35 G353 G35 G357
G35 G35 G35 G353 G35
G35, G35 G353 G35 G357
G35 G357 G35 G353 G35y
G3t G35 G35 G3t g3t
G31e G317 G31 G317 G34
G35 G353 G3%: G34) G34;
@ ; T T ;

G35 G3 G3. G35 G35
G35y g3y, g3y g3y, g3\
G35 G357 G35 G35 G315

Q20 O-QO 000 OL£0 OgO

G302 g3, g3 g3, G302
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g3io, gsie: 30k g3ieh g3\l
nH O D OO D
g3\ g3\l g3\l g3\, g3\,
O O OD Op &
G3\1 g3 G3\1% G3\1, G35
O O O-O000QC O
g3, g3\, g3\, g3, g3\,
OO0 O OO0 OO OO
g3\ g3\ g3\ g3\ 3%
oeo © O O QO
g3\, g3, g3i3, 33, g3,
g3\ g3ii, g3\, g3\ g3\
05 O000 0oy © O
g3l g3\ g3\, g3\, g3\,
o & O 9@ O
g3\ g3\ G300 g3\ g3ii
QO O OO0 O O
g3\, g3t g3\2, g3\, g3\,
O® O@ OB QOOOOO0
g3\a g3 g3\% g3\a, G3\eh

OL0 O<

G3'%) g3\,



Resultate der 3-Loop-Graphen

Wert -7 =20 Ableitung -7=* | Sym. | Per.
g3t | 32(a+Llog?) /4 | 1
g3 | g2V a1lY 1/4 | 1
g3 | g2V . g1ty 1/12 | 1
g3\ = g3 1/12 | 1
g3 | (G112 - G1Y 18 | 1
g3 = g3l /8 | 1
g3l (g1{Vy 18 | 1
g3l | 2(B{" — 21og 3) /12 | 1
g3V | g1V . (g1 1/8 | 1
g3ty | (1) - g, 18 | 1
g3\ Cltet) 1/6 | 1
g3l 16a 1/4 | 1
g3l | g2V .qlY 18 | 1
g3ty = g3V 1/8 | 1
g3ty = g3\ 1/4 | 1
g3l | g1z . g1l 18 | 1
g3 = g3l /8 | 1
g3l = g3l 1/16 | 1
g3ty | (g1 - g1, 148 | 1
g3y | g1l - galV /8 | 1
g3y Hog 2 /2 | 1
G3%) 16a /8 | 1
g3l | g1 . g2tV 1/12 | 1
g3y | o - g2? 4] 1
g3y | o1 - g2y 4] 1
g3 | a1V .al /8 | 1
g3 = g3ly) /8 | 1
g3y | g1V . galV /4 | 1
g3t | g1V . g2tV /12 | 1
g3 | (G1)) - gL 4|1
g3y | (g2 - g1f? s |1
g3l = g3V /8 | 1
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Wert -7 =20 Ableitung -7 2F Sym. | Per.
g3l = g3 1/16 | 1
G35, (G157 )?) 18 | 1
g3ty Leten) /4 | 1
G3%) | 4(—1427a + 2log %) 1/8 | 1
g3l 2(1 —2log %) 1/4 | 1
g3ty g1t - g2tV 18 |1
G3') g1V . g2l 14 | 1
g3 g1V . gal? 14 | 1
g3ty g1V . (1Y) 1/8 | 1
g3y g1V . g2V /8 | 1
g3gy) (G112 - g1, 1/8 | 1
g3\ g1 . g1? 1/16 | 1
g3y = g3V 1/8 | 1
g3\ (g3l 1/16 | 1
g3\ = g3V 0 1/12 | 1
g3 g1t . (g1 0 1/8 | 1
g3 G112 . g1, 0 1/8 | 1
g3 = g3\ 181 4 18a+2logd) | 1/4 | 1
G3® g1tV . galV L 1/4 | 1
g3l g3l 0 18 | 1
G3® g1 . g2V 0 /12 | 1
g3l = g3V 0 1/2 | 1
g3 g1 . galV 0 1/8 | 1
g3ty g1tV . g2y 0 /4 | 1
g3 | g1V (g1 0 1/8 | 1
G3() g1V . g2l 0 1/4 | 1
g3 g1 . gatV 0 1/4 | 1
g3ty g1tV . g2tV 0 1/12 | 1
g3 | g1V (1) 0 1/8 | 1
g3 | (g1 g1 0 s |
g3ty = g3 0 1/8 | 1
g3ty (G112 - g1, 0 1/4 | 1
g3ty | (@12 g1l 0 116 | 1
g3ty (G15Y)? 0 /8 | 1



- Wert -71;_)2]: Ableitung -7 =2 Sym. | Per
_ 1 :
g3(2;) = g3\l (=21 — 324a + 401log 1) 1/4 | 1
g322 = gg(l) 1 ( 1 (tet
i 0 L (—16 — 810D + 96log %) | 1/2 | 1
(2% = G3}, 55(21 — 567a — 261og 2) 1/4 | 1
g324 = gg(l) L 3
2 1 (=11 4 32log 1) 1/4 | 1
g3y | g1V - g2V o
o | o |
g3&) | (g1 - g2V o 1/ :
g3t | a1 g2V o ;8 1
— 5T 1/4 | 2
G35 = g3l (1599
= g3l (159 — 920 log 2
ggg%) g1(2) ‘ g2(1) 1944 R 2 3) 1/2 2
» { ( —1p 1/12 | 2
g331 = gg(l) 1 4
G3s, = g3\ 4
; = 0% (21 = 567a — 261og 1) 1/4 | 2
S 486
g3y | g1 - (g1 L 1/8
2
g3y, = g3{3) z :
G35 | g1 - g2y i |
g3 | 1. (1)) i 1/2 | 2
g3ty | g1V galV 0 ol
do 1/4
93229) (glgl))z .Gl _4i 1/4 2
g3 | (g - g1 = s |
ggﬁ) : gggl) 03 1/8 2
g3\ = g3V 0 11 /142 1
QSg) glgl) ‘ g2£11) 0 / 1
1
g3 g1V . go . /4 1
(2) b 2 1/12 | 1
g345 gll ) (glg ))2 0 1
g3 = g3 1//182 1
g3 | (61 - g1y 0 /8 1
g3 | (g1 g1 0 |
g3 _ 2@ K
2 = g32 0 1/8
g3y (g11")° 0 1/ 1
g3t : ~ % il
g3 (915")° v 1;;1 1
g3(2) 3 4 1pgldw) _ 4 ; iv !
ok +(1§ { log % | —-L(107 + 48B"™) — 96log 2) | 1/6 | 1
g3l | a1V g1 - g1y !
1 1/4 | 2
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78 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHEN
Wert -7 =20 Ableitung -7 =2 Sym. | Per.
g3l = g3% L /4 | 1
g3l | (G112 - 61, -1 /s | 1
g3 = g3 —2 1/4 | 1
g3l = g3\ 0 /4 | 1
g3l = g3\l 0 1/8 | 1
G3%) = g3\ 0 /4 | 1
g3 | g1 . g1 0 1/8 | 1
g3 | g1 g1l 0 18 | 1
g3 | g1V . g2l 0 /4 |1
G35} | g1tV - g2y 0 14 |1
g3y | g1tV - (G112 0 /s | 1
g3ly | (g1i)? - g1l 0 18 | 1
g3l | (g11")? - g1, 0 18 | 1
g3t = g3\ 0 1/16 | 1
g3} (G1{M)3 0 1/16 | 1
g3 | g1 . galV —L 1/8 | 2
G3% = g3\ (=715 + 2136 1og %) 1/2 | 2
g3\ = g3l (68 — 24300 — 12810g 1) 1/2 | 2
g3 = g3\l (260 — 6075a — 378log 4) 1/4 | 2
g3 = g3\ (=752 — 132300 4 323210g 3) | 1/2 | 2
G3% = g3l (31 — 12150 — 162log %) 1/4 | 2
g3l = g3\ —L(—491 + 1080 log %) 1/2 | 2
G317 | g1 - (G137 G 18 | 2
g3 | g1 - g2y o 14 | 2
g3ty | g1V gald L 12 | 2
g3%) | =g3% o) 1/4 | 2
g3 | =g3%) I 1/4 | 2
g3y | =g3% z 1/4 | 2
g3 | (1) - g1 = 1/16 | 2
G3s | (G1) - gL -1 /4| 2
g3 | =g3l 0 1/6 | 1
g3y | =g3l) 0 /4 | 1
g3 | g1 a1 0 /8 | 1
g3 = g3\V 0 /2 | 1




Wert -7 =20 Ableitung -7 =2 Sym. | Per.
g3 = g3\ 0 1/8 | 1
g3l g1y - g2tV 0 1/12 | 1
G35y g1tV . g2l 0 1/8 | 1
38 g1V . g2l 0 1/4 | 1
38 g1V . g2l 0 1/4 | 1
gsy) | g1t (g1 0 /8 | 1
g3 g1V . galV 0 1/8 | 1
g3 = g3 0 /4 | 1
g3l = g3l 0 1/4 | 1
g3 g1tV . g1V 0 1/8 | 1
g3 g1V . gaV 0 /12 | 1
g3y | (g1 g1 0 /8 | 1
g3 = g3\ 0 1/8 | 1
g3\ g1tz . g1, 0 1/4 | 1
g3l = g3 0 1/8 | 1
g3\, = g3 0 1/8 | 1
g3, = g3\ 0 1/16 | 1
g3t (g1ity3 0 1/16 | 1
G3ta = g30) 0 1/8 | 1
g3\ = g30) 0 1/48 | 1
g3(, g1t - g2? —a% /4| 2
gggzl)o 11_8 _422§6 1 1
g3\ = g3 L (2397 — 9856 log ¢) /2 | 1
G313, g1y - g2t — 1/a | 2
g3t 2(1 —2log %) —L(—491 + 1080 1og %) /2 | 2
g3\, g1y - g2tV L 1/4 | 1
G302 | L(=3+28log?) (2193 — 11936log ) | 1/2 | 2
G30 | 2(—1 4 27a+2log d) | -L:(260 — 6075a — 378log 3) | 1/4 | 1
g3(3: g1y - g2V —H(B{"™ 4 1) 1/6 | 1
g3\, g1V . g2, 1oL 1/4 | 1
G3\2 g1V . g2, 2L /2 | 2
G3\2 g1 . g2, 2 /4 | 1
ggg)l = g3§21)9 229616630 1/4 2
G313, = G313 S5 12 ] 1

79



80 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHEN

Wert -7 =20 Ableitung -7 =2 Sym. | Per.
g3, g1V . g1 . gy, L 1/4 | 1
G312, = g3 ; |2
G312k g1i" - g2ty " 12 |1
G312 = G313 : 4l
G313 g1 - G237 o 4| 2
g3 | g1V -g1? . g1, —1 /4 | 1
g3\ G112 . g1, S 14 | 2
g3\, (G112 - g1s ~1 1/4 | 1
g3\, = g3\, -3 /8 | 1
g3, = g3} 0 /4 | 1
g3\ = g3l 0 /8 | 1
g3\, = g3l 0 1/4 | 1
G302, g1 . g2V 0 /8 | 1
G3\% g1i" - G2y 0 /4|1
g3 g1V . g1 0 18 | 1
g3\ g1y - g2p? 0 4|
G302, g1V . g2V 0 /8 | 1
g3 (G117)* - g1y 0 18 | 1
Gl | (@p- gl ! 16 | 1
G313, = g313) 0 18 | 1
g3, (G183 0 1/16 | 1
g3 | 3 + 200 _2logd | S (—20021 + 740161og 2 — 8019C0D) | 1/4 | 1
G3%) 10 4 10a + Zlog (139 — 8505 — 3181log ) /8 | 1
ggﬁ)Ei 51_4 B (21729%536 1/ 2 1
G30CL | L(=8 =300 4 3210g 4) | (7384 — 26080 log % — 6750 (<)) I
g3\ Llogd 1 (229 — 2040 log %) 12 | 2
g3, L(11 — 32log 3) (—9941 + 32512 1og 1) 1/4 | 1
g3\, Ll 1ot L (7304 + 68832l0g 4 — 85293C D) | 1/2 | 1
G320 |~ 4104+ Blogt (14206 — 3316950 — 19122log 2) | 1/4 | 1
g3t (17— w4 log 1) sk (—10393 + 32032log 2) 12 | 1
g3\, g1, - g2\ = /4 | 1
g3\ g1tV . g2, 2L /2 | 2
g3l g1tV . g2, L5l 1/4 | 1
g3l g1tV . g2, 2 1/4 | 1




Wert -2k Ableitung -7=* | Sym. | Per.
g3 | g1 - g2 i 12 |1
g3§25)8 glgl) G2 229616630 1/4 2
g3 | g1V - g1 - g1, L 4|1
g3l | (G11V)* - g1, 1 /s | 1
G3igy | =93 3 Y|l
g3, | (911" g1y -1 /s | 1
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