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EinleitungDie k�urzlich experimentell realisierte Bose-Kondensation, bei der im Nanokelvin-Bereich eine pl�otzliche Verdichtung im Phasenraum beobachtet wurde [AEM95],zeigt, da� die Physik der Phasen�uberg�ange nach wie vor ein hochaktuelles Themaist. Ihr Anwendungsbereich erstreckt sich vom Ferromagnetismus in der Festk�orper-physik bis zu den �Uberg�angen bei extremen Temperaturen und Dichten im fr�uhenUniversum.Die Beschreibung solcher kritischen Ph�anomene resultiert in dem Begri�der Universalit�at. Damit ist gemeint, da� die ein System am Phasen�ubergang zwei-ter Ordnung beschreibenden Gr�o�en { wie die Korrelationsl�ange und die kritischenExponenten { nicht von den mikroskopischen Eigenschaften des zugrundeliegen-den physikalischen Modells, sondern nur von globalen Gr�o�en, wie der Raum-Zeit-Dimension oder der Dimension des Ordnungsparameters, abh�angen.Der erfolgreiche Ansatz zur Beschreibung dieses Ph�anomens erfolgte mit der Kada-no�schen Block-Spin-Skalierung und resultierte in der Wilsonschen Renormierungs-gruppe [WK74]. Die zugrundeliegende Idee ist die Skaleninvarianz der physikali-schen Gleichungen am kritischen Punkt, d.h. die mikroskopische L�angenskala, z.B.die Gitterkonstante beim Ferromagneten, ist vernachl�assigbar gegen�uber der Korre-lationsl�ange, die am kritischen Punkt gegen Unendlich geht, als relevanter Skala.Der einfachste feldtheoretische Ansatz zur Beschreibung von Phasen�uberg�angen istdas �4-Modell. In diesem werden urspr�unglich Berechnungen in 4 Dimensionen beider kritische Temperatur T = Tc durchgef�uhrt. Universelle Gr�o�en werden hierbeidurch �-Entwicklungen in der nicht-ganzzahligen Dimension D = 4 � � bestimmt[WF72]. Das dieser Arbeit zugrundeliegende Modell ist die massive, dreidimensio-nale, skalare �4-Theorie [Par80]. Dabei wird das System f�ur T 6= Tc betrachtet mitnicht verschwindender renormierter Masse.Thema dieser Diplomarbeit ist das Amplitudenverh�altnis der Korrelationsl�ange undder Suszeptibilit�at. Ihre Bestimmung erfolgt �uber eine Verkn�upfung von symme-trischer und gebrochener Phase. Der Zusammenhang wird dabei durch Einf�uhrungeiner gemeinsamen renormierten Kopplung �uR realisiert, von der die renormiertenKopplungen beider Phasen in eindeutiger Weise abh�angen [MH94]. S�amtliche Be-rechnungen erfolgen im Kontinuum unter Anwendung der dimensionellen Regulari-sierung. 3



4 INHALTSVERZEICHNISDie Arbeit besteht im wesentlichen aus 3 Teilen:Am Anfang erfolgt eine Einf�uhrung in die skalare Feldtheorie, in deren Verlauf aufdie Korrelationsfunktionen und ihre st�orungstheoretische Behandlung eingegangenwird. Das verwendete Renormierungsschema wird erl�autert, aus dem sich dann inder Callan-Symanzik-Gleichung als Renormierungsgruppengleichung die Renormie-rungsgruppenfunktionen ableiten.Die Vorstellung der Integrationsmethoden, mit deren Hilfe die Feynman-Integraleder 3-Loop-Ordnung analytisch berechnet werden, bildet den mittleren Teil. S�amt-liche Graphen inklusive ihrer Ergebnisse sind in Anhang C aufgelistet.Im dritten Teil werden die Bestimmungsgleichungen f�ur die Amplitudenverh�altnisseformuliert. Die Ergebnisse f�ur die Korrelationsl�ange und die Suszeptibilit�at werdenals Reihenergebnisse pr�asentiert und numerisch am Fixpunktwert der Kopplung aus-gewertet.



Kapitel 1Einf�uhrung1.1 Kritische Ph�anomeneFerromagnetische Sto�e haben die Eigenschaft, da� sie an der Curie-Temperatur( � 103K f�ur Eisen) von einem paramagnetischen Zustand in einen Zustand sponta-ner Magnetisierung wechseln. Ein solcher Phasen�ubergang kann sowohl mit Mittelnder statistischen Mechanik, als auch in der Quantenfeldtheorie beschrieben wer-den. Das Basis-Modell der Statistik hierbei ist das Ising-Modell, welches einen Pha-sen�ubergang �uber Spin-Spin-Wechselwirkungen zu beschreiben versucht:Z =XfSig e+� PhSiSji JSiSj : (1.1)Erst im zweidimensionalen Ising-Modell wird jedoch ein Phasen�ubergang bei einerTemperatur Tc � 2:27J erfolgreich beschrieben [Ons44]. Mit dem Potts-Modellliegt eine klassische Alternative vor [Yeo92]. Auf jedem Gitterplatz i existiert eine�i-wertige Variable mit �i = 1 : : : q. Die zugeh�orige Hamiltonfunktion hat die FormH = �JXhiji ��i�j : (1.2)Es existieren f�ur das System somit q gleichwertige Grundzust�ande vor. F�ur q = 2ist das Potts-Modell �aquivalent zum Ising-Modell.Bei �Uberg�angen von Normalleitern zu Supraleitern oder HeI zu HeII erge-ben sich weitere kritische Ph�anomene, die experimentell gut zug�anglich sind. Diebei diesen Phasen�uberg�angen zweiter Ordnung auftretenden divergierenden Obser-vablen, wie die Suszeptibilit�at, W�armekapazit�at oder Korrelationsl�ange, lassen sichbei Ann�aherung an die kritische Temperatur Tc durch folgenden Ansatz beschreiben:Ajt!0 � A0 jtj�� (1.3)t := T � TcTc : (1.4)Die gemessenen kritischen Exponenten f�ur die obigen Beispiele stimmen trotz derUnterschiedlichkeit der betrachteten Systeme ann�ahernd �uberein. Insbesondere f�ur5



6 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGden kritischen Exponenten � der Korrelationsl�ange erh�alt man einen Bereich von0:62�0:69 [BDFN92]. Da diese Ergebnisse trotz der Unterschiedlichkeit der Systemeann�ahernd gleich sind, hat man einen Hinweis auf die Universalit�at der Exponentengegeben. Mit der Widomschen Skalierungshypothese, da� die singul�aren Anteile derthermodynamischen Potentiale homogene Funktionen sind, lassen sich Skalengeset-ze aufstellen. Diese sind Gleichungen, bzw. in der Thermodynamik Ungleichungen,mit denen, ausgehend von zwei bestimmten kritischen Exponenten, alle anderen her-geleitet werden k�onnen. Ist die Suszeptibilit�at � gegeben durch � � Ct�
, so giltu.a. 
 = �(2 � �) (Fisher) (1.5)� : anomale Dimension :1.2 Landau-Ginzburg-ModellMit dem Landau{Ginzburg{Modell liegt ein statistisches Modell mit einer kontinu-ierlichen, mehrdimensionalen Spinvariablen �(x) zur Beschreibung von Phasen�uber-g�angen vor [BDFN92]:H(�) = 12(r�)2 + 12r0�2 + 14!u0�4 : (1.6)F�ur ein n-komponentiges Feld � ist diese Hamiltonfunktion invariant unter O(n)-Transformationen. Das beschriebene System wird in der N�ahe eines kritischen Punk-tes betrachtet, an dem die Magnetisierung klein ist und langreichweitige Fluktuatio-nen des Systems ausschlaggebend sind. Damit ist es sinnvoll, f�ur die Taylorentwick-lung von � und r� in der Hamiltonfunktion nur die niedrigsten Terme anzusetzen.Im Gegensatz zum Ising-Modell wird durch den Term (r�)2 der Tatsache Rech-nung getragen, da� aufgrund der Dipol-Dipol-Wechselwirkung f�ur gro�e r�aumlicheSpin
uktuationen die potentielle Energie des Systems gro� ist. Die Zustandssummedes Systems ergibt sich durch Aufsummierung aller m�oglichen Spinkon�gurationen,wobei au�erdem der Ein
u� eines �au�eren Magnetfeldes B ber�ucksichtigt wird:Z = Z D� exp��Z d3x (H(�)�B�)� : (1.7)Das System wird in der N�ahe des Phasen�uberganges betrachtet, wobei der �ublicheVorfaktor � = 1=kT in die Hamiltonfunktion mit einbezogen wird.Die Landau-N�aherung ist eine Sattelpunktsn�aherung des Funktionalintegrals.Der Exponent wird maximal f�ur � = �0 = const und �0kB. Diese Konstante �0beschreibt gerade die Magnetisierung des SystemsM � �0. Damit istZ = exp��V �12r0M 2 + 14!u0M4 �BM�� : (1.8)Mit einer konstanten Spinvariablen ist es nicht �uberraschend, da� sich in dieserN�aherung die gleichen kritischen Werte, u.a. � = 1=2, wie in der mean-�eld-Theorie



1.3. �4-THEORIE 7ergeben [BDFN92]. Der Nachteil des Landau-Ansatzes liegt in der Nichtber�ucksich-tigung der Fluktuationsbeitr�age des Ordnungsparameters � um den ErwartungswertM, wodurch gerade am kritischen Punkt die Physik des Systems nur unzureichendwiedergegeben wird.1.3 �4-TheorieAls einfaches und geeignetes Modell zur Beschreibung kritischer Ph�anomene hat sichdie �4-Theorie in drei bzw. vier Dimensionen erwiesen:L[�0] = L0[�0] + LI [�0] (1.9)L0[�0] = 12(@�0)2 + m202 �20 (1.10)LI [�0] = g04!�40 : (1.11)Die lokale Lagrange-Dichte setzt sich aus einem ungest�orten Anteil L0 mit einemskalaren, einkomponentigen, kontinuierlichen Feld �0 und einer Masse m0, sowie auseinem (Selbst-) Wechselwirkungsanteil LI mit einer Kopplung g0 zusammen. DasFeld �0 = �0(x) h�angt seinerseits von einem D-dimensionalem Ort x ab und f�allthinreichend schnell f�ur x!1 ab, so da� gilt:Z dDx@��0 @��0 = �Z dDx�0 @2�0 (D � 4) : (1.12)Die beiden Parameter g0 und m0 sind in dieser Form unphysikalisch und bekom-men eine physikalische Relevanz erst in ihren renormierten Gr�o�en mR und gR.Nach st�orungstheoretischer Betrachtung wird sich herausstellen, da� die renormierteMasse als Inverses der Korrelationsl�ange am Phasen�ubergang Null wird. Dahingegenentspricht die nackte Masse bei der kritischen Temperatur Tc einer kritischen Massem2c, so da� man die Identit�at t := T � TcTc � m20 �m2c (1.13)aufstellen kann.Das Potential der �4-TheorieV = m20�20 + g04!�40 (1.14)nimmt sein Minimum bei � = 0 an und ist invariant unter der Transformation�! ��. Dieses Potential beschreibt eine symmetrische Phase, da es keine Vorzugs-richtung f�ur das skalare Feld gibt.F�ur m20 < 0 liegt das absolute Minimum nicht mehr im Nullpunkt, sondern bei�min =s�3!m20g0 ; (1.15)



8 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGso da� in diesem Fall eine Phase gebrochener Symmetrie vorliegt.Durch Einf�uhrung eines Feldes �0� = �0 � �min tr�agt man der gebrochenenSymmetrie Rechnung. Wird in der Lagrangedichte (1.9) �0 durch �0� ersetzt, soergibt sich:L�[�0�] = L0�[�0�] + LI� [�0�] (1.16)L0�[�0�] = 12(@�0�)2 + 12m20��20� (1.17)LI� [�0�] = �38m40�g0 + 13!p3g0m0��30�(x) + g04!�0�4 (1.18)m20� := �2m20 > 0 : (1.19)Der �0-unabh�angige Term in der Lagrange-Dichte f�allt im weiteren Verlauf bei einerNormierung heraus und mu� daher nicht ber�ucksichtigt werden.In dieser Arbeit betrachte ich nur das einkomponentige �4-Modell in drei Dimen-sionen. Dieses liegt in der Universalit�atsklasse des dreidimensionalen Ising-Modells.Mehrkomponentige Felder beschreiben andere Universalit�atsklassen. Sie sind unab-dingbar in nicht-abelschen bosonischen Eichtheorien zur Erzeugung massiver Eich-bosonen (Higgs-Felder) durch Symmetriebrechung unter gleichzeitiger Erhaltung derRenormierbarkeit der Theorie (Higgs-Mechanismus) [Bel91]. Der Vorteil von dreiDimensionen gegen�uber Rechnungen in vier Dimensionen liegt in der geringerenAnzahl der Feynman-Graphen mit einer ober
�achlichen Divergenz.



Kapitel 2Korrelationsfunktionen2.1 Erzeugende FunktionaleDie grundlegende Gr�o�e zur Bestimmung von Korrelationsfunktionen ist das Pfad-integral1 Z mit einer euklidischen Wirkung S[�0]:Z = Z D�0 expf�S[�0]g (2.1)S[�0] = Z dDx (L0[�0(x)] + LI [�0(x)]) : (2.2)Dabei seien L0 und LI durch (1.10) respektive (1.11) gegeben. Der Erwartungswerteiner Gr�o�e F [�0(z)] berechnet sich wie folgt:hF [�0(z)]i = 1Z Z D�0F [�0(z)]expf�S[�0]g : (2.3)Nach Einf�ugung eines Quellterms J�0 mit einer ortsabh�angigen Quelle J = J(x)wird das Pfadintegral Z zum erzeugenden Funktional:Z[J ] = exp��Z dDxLI [ ��J ]�Z D�0 exp��Z dDx (L0[�0(x)]� J�0)� :(2.4)Die Green-Funktionen G(n)(x1; :::; xn) als n-Punkt-Korrelationsfunktionen derFelder �0(x) werden durch das Funktional Z[J ] folgenderma�en \erzeugt":G(n)(x1; :::; xn) � h�0(x1):::�0(xn)i = 1Z[0] �n�J(x1):::�J(xn)����J=0 Z[J ] : (2.5)1Das Interessante an diesem Pfadintegral ist, da� eine Generation von Physikern damit hervor-ragende Resultate erzielt hat, obwohl es nicht eindeutig de�niert, in dieser Form nicht geschlossenl�osbar und in seiner St�orungsentwicklung nicht konvergent ist.9



10 KAPITEL 2. KORRELATIONSFUNKTIONENDer Erwartungswert h�0(x1)�0(x2)i0 mit einemGau�schen Ma� ist der Feynman-Propagator �(x2 � x1) (Der Index 0 steht f�ur ein erzeugendes Funktional Z [J ] oh-ne Wechselwirkungsterm (g � 0) in der Lagrangefunktion). So wie es hier schonpraktiziert wird, werde ich mehrdimensionale Inpulse und Orte nicht besonders her-vorheben. Sofern es nicht eindeutig ist, werden ihre Betr�age mit Gro�buchstabengekennzeichnet.Zusammenh�angende Green-Funktionen G(n)c (x1; : : : ; xn) � h�0(x1) : : : �0(xn)ic,welche durch zusammenh�angende Feynman-Graphen (siehe Kapitel 2.2) dargestelltwerden, haben das erzeugende Funktional W[J]:W [J ] := log Z [J ]Z [0] : (2.6)Dieses entspricht der freien Energie der klassischen, statistischen Mechanik.Nach einer Legendre-Transformation erh�alt man die e�ektive Wirkung �[�0]:� [�0] := W [J ]� Z dDxJ�0 : (2.7)�Uber dieses Funktional werden die sogenannten n-Punkt-Vertexfunktionen �(n)de�niert: �(n)(x1; :::; xn) = �n��0(x1):::��0(xn)�[�0]�����0=0 : (2.8)Diese Funktionen werden graphisch durch 1-Particle-Irreducible(1PI)-Graphen dar-gestellt, die nicht durch Trennen einer Linie in zwei unzusammenh�angende Teilgra-phen zerfallen.Normalerweise werden die Korrelationsfunktionen im Impulsraum betrachtet,weil der Propagator �(k) als Fouriertransformierte von �(x2�x1) dort eine einfacheForm besitzt: �(k) = 1k2 +m20 : (2.9)Sei �(n)(k1; :::; kn) die Fouriertransformierte von �(n)(x1; :::; xn), sowie ~� das Funk-tional �, dessen Felder �0(x) bzw. J(x) durch ihre Fouriertransformierten ersetztsind: �0(k) = Z dDx(2�)D e�ikx�0(x) : (2.10)Dann gilt�(n)(k1; :::; kn) = (2�)Dn 1~�(0) �n��0(k1):::��0(kn)�����0=0 ~� [�0] : (2.11)Man erh�alt Vertexfunktionen, bei deren graphischer Darstellung die �au�eren Beine\amputiert" sind, d.h. keinen Propagator im Integral liefern. Da diese Vertexfunk-tionen diejenigen sind, welche ich f�ur die Bestimmung des Amplitudenverh�altnissesder Korrelationsl�ange ben�otige, gebe ich nur hierf�ur die Regeln an, nach denen dieFeynman-Graphen und damit die Integrale in n-ter Ordnung gebildet werden.



2.2. LOOP-ENTWICKLUNG 11W�ahrend die Ein{Punkt{Funktion in der symmetrischen Phase identisch Nullist, liefert sie in der gebrochenen Phase die spontane Magnetisierung des Systems:M = h�0�i : (2.12)F�ur die De�nition der Renormierungskonstanten ben�otigt man noch Korrelati-onsfunktionen mit 12�20-Insertionen:G(n;l) � h�0(x1) : : : �0(xn) 12�20(y1) : : : 12�20(ym)i:= 1Z[0] �n+m�J(x1) � � � �J(xn)�K(y1) � � � �K(ym)����J=0;K=0 exp�Z �S[�0]� J�0�K2 �20�:(2.13)Hierbei ist K(x) eine weitere Quelle.Die zugeh�origen Vertexfunktion �(n;l) ergeben sich analog nach De�nition (2.8), wo-bei f�ur das erzeugende Funktional � nur eine Legendretransformation bzgl. der Quel-le J(x) durchgef�uhrt wird.2.2 Loop-EntwicklungFunktionalintegrale der Form (2.1) lassen sich mit st�orungstheoretischen Methodenbestimmen. Dazu wird der Wechselwirkungsterm expf� R dDxLIg in eine Reihenach demKopplungsparameter g0 entwickelt.Die Reihenelemente sind Integrationen�uber Erwartungswerte h�0(x1)�0(x2):::i0, die nach einem Theorem von Wick in eineSumme von Integralen mit bestimmten numerischen Vorfaktoren zerfallen.Beispiel:Z dDx h�0(x1)�0(x2)�40(x)i0 = Z dDx � 3 h�0(x1)�0(x2)i0h�20(x)i20+12 h�0(x1)�0(x)i0h�0(x2)�0(x)i0h�20(x)i0 	(2.14)Diese Integrale sind demnach Integrationen �uber Produkte von Propagatoren. Sielassen sich nach bestimmten Regeln (s.u.) graphisch darstellen. Dabei entsprichtjedem Integral ein bestimmter \Feynman-Graph". Mit den BezeichnungenV4 := Anzahl der ViererverticesV3 := Anzahl der DreierverticesE := Anzahl der �au�eren BeineI := Anzahl der inneren LinienL := Loop-Ordnung



12 KAPITEL 2. KORRELATIONSFUNKTIONENlassen sich nach kurzen �Uberlegungen Beziehungen zwischen der Loop-Ordnung, diegleichzeitig die Anzahl der unabh�angigen Integrationsimpulse darstellt, den externenBeinen und den Vertices aufstellen:I = 12(4V4 + 3V3 � E) (2.15)L = I � (V3 + V4 � 1) : (2.16)Nach Elimination von I in beiden Gleichungen erh�alt manE + 2L = 2V4 + V3 + 2 : (2.17)Die Regeln zur Ermittlung der Vorfaktoren sind so angegeben, wie sie sich direktaus Wicks Theorem ableiten lassen. Einfacher anwendbare Vorschriften �ndet manbei [BDFN92]. Der Begri� Ein-Teilchen-Irreduzibel mu� f�ur die gebrochene Pha-se genauer spezi�ziert werden. Zu den 1PI-Anteilen von �(2)(p) geh�oren ebenfallsTadpole-Graphen, bei denen die �au�eren Beine am gleichen Vertex ansetzen:Tadpole-Graphen: ���� ����Ausgehend von den Graphen spricht man nicht mehr von St�orungsordnung,sondern f�uhrt den Begri� der Loop-Ordnung ein. Nur f�ur die 2-Punkt-Funktionenstimmt die Loop-Anzahl mit der St�orungsordnung �uberein.Zur Ermittlung der ben�otigten Graphen inkl. Vorfaktoren in der 3- und 4-Loop-Ordnung stand uns erfreulicherweise das Programm qgraf [Nog93] zur Verf�ugung.2.3 DiagrammanzahlDie durch das Programm qgraf ermittelten Graphen sind bzgl. ihrer Vollst�andigkeitund der Korrektheit ihrer Vorfaktoren �uberpr�uft worden. Dazu geht man �uber zueiner null-dimensionalen Feldtheorie [CLP78, IZ80], aus welcher sich die Summeder Graphen inklusive ihrer Symmetrie- und Permutationsfaktoren ergibt.Bei der Entwicklung des Pfadintegrals (2.1) treten Terme der FormZ D�0 �m0 exp�S0auf, wobei S0 der quadratische, wechselwirkungsfreie Anteil der Wirkung ist. Diesezerfallen nach Wicks Theorem in (m � 1)!! Terme, sofern m gerade ist. Betrachtetman andererseits das IntegralZn(g) = 1p2� Z +1�1 dxxne(� 12x2+~SI (x))~SI(x) := pg3! x3 + g4!x4 ;



2.3. DIAGRAMMANZAHL 13Feynman-Regeln f�ur �(E)Konstruktion In Loop-Ordnung L tr�agt jeder Graph mit� � ...V4 V3 EVierervertices Dreiervertices externen Punkten(nicht in sym. Phase)bei, sofern E + 2L = 2V4 + V3 + 2 (nach (2.17) ) .Die Beine der Vertices werden auf alle m�ogliche Arten un-tereinander und mit den Punkten verbunden, wobei nur 1PIzusammenh�angende Graphen in Frage kommen.Vorfaktor Symmetriefaktor S = Anzahl der M�oglichkeiten,den Graphen aus den vorge-geben Vertices und Punktenaufzubauen f�ur ununter-scheidbare �au�ere BeinePermutationsfaktor P = Anzahl der M�oglichkeiten, die�au�eren Beine zu vertauschen,ohne da� diese Vertauschungdurch Drehung oder Spiege-lung des Graphen r�uckg�angiggemacht werden kannVorfaktor = S � PV3!V4!(4!)V4(3!)V3Integralbildung Jede innere Linie = �(ki)Jeder Vierervertex = �g0Jeder Dreiervertex = -m0�p3g0Jeder Vertex = �(Pki)d.h. Impulserhaltung an jedem VertexIntegration �uber alle Impulse Z Yi dDki(2�)D



14 KAPITEL 2. KORRELATIONSFUNKTIONENso erh�alt man nach einer Entwicklung der Exponentialfunktion folgende Ausdr�ucke:1p2� Z +1�1 dxxme� 12x2 = � (m-1)!! m gerade0 m ungerade . (2.18)Daher verdient das Integral2 Zn die Bezeichnung \Graphen-z�ahlendes" Integral f�urdie gebrochene Phase [IZ80, S.464][CLP78]. F�ur die symmetrische Phase ist dasIntegral Z 0n(g) zu verwenden, welches identisch mit Zn(g) ohne x3-Anteil ist.Die Vorfaktoren der Green-Funktionen G(n) lassen sich damit aus der Reihen-entwicklung von Zn=Z0 bestimmen. Bezeichnet man mit N(G(n)) eine Reihenent-wicklung in g, in welcher die Koe�zienten der Summe der Vorfaktoren der Graphenvon G(n) entsprechen, so erh�alt man f�ur die Zweipunkt-Green-Funktion in der sym-metrischen Phase:N(G(2)) = Z 02Z 00= 1 + g4!5!! + 12 g2(4!)29!! + 13! g3(4!)313!! +O(g4)1 + g4!3!! + 12 g2(4!)27!! + 13! g3(4!)311!! +O(g4)= 1 + 12g + 23g2 + 118 g3 +O(g4) : (2.19)Damit ist 11=8 die Summe der Vorfaktoren in 3-Loop-Ordnung f�ur G(2).Aus den Zusammenh�angen zwischen Vertex- und Green-Funktionen bestimmeich die entsprechenden Gleichungen f�ur die Vertexfunktionen. Unter Benutzung derfolgenden Darstellungen� � �G(n) G(n)c �(n)und den Beziehungen in der ungeordneten Phase� = �� = �����12Man beachte, da� der Wechselwirkungsterm rein positiv ist, womit eine Aufsummierung derBetr�age der Vorfaktoren in jeder Ordnung erreicht wird.



2.3. DIAGRAMMANZAHL 15� = 	
 = � +� +
 +��erh�alt manN(�(2)) = �N�1(G(2))= �1 + 12g + 512g2 + 56g3 + 11548 g4 + 62572 g5 + 10775288 g6 + 80275432 g7 +O(g8)N(�(4)) = N(G(4))� 3N2(G(2))N4(G(2))= g + 32g2 + 214 g3 + 452 g4 + 177516 g5 + 49058 g6 + 11982532 g7 +O(g8) :Die entsprechenden Ausdr�ucke f�ur die geordnete Phase bestimmen sich aus� = �� = � ���1� = � ��N(G(1)c ) = N(G(1))= 12g1=2 + 3124g3=2 + 34148 g5=2 + 22949384 g7=2 + 15453072304 g9=2 +O(g11=2)N(�(2)) = � 1N(G(2))�N2(G(1))



16 KAPITEL 2. KORRELATIONSFUNKTIONEN= �1 + 32g + 7312g2 + 61112 g3 + 172963288 g4 + 5128957576 g5 +O(g6)Durch Entwicklung und Ableitung der e�ektiven (nulldimensionalen) WirkungN(G(n)c ) = @n@jn log�exp� ~SI( @@j )� exp�12x2 + j x������j=0erh�alt man eine andere M�oglichkeit, die ReihenN(G(n)c ) f�ur die zusammenh�angendenGreen-Funktionen zu bestimmen [Nog93] und die obigen Reihen zu veri�zieren. F�urkompliziertere Feldtheorien bietet sich eine rekursive Bestimmung der Reihen unterVerwendung der Dyson-Schwinger-Gleichungen an [CLP78]. Indem man die Kopp-lungsableitungen der erzeugenden, nulldimensionalen \Funktionalintegrale" mit denDyson-Schwinger-Gleichungen verkn�upft, erh�alt man nichtlineare Di�erentialglei-chungen in der Kopplung g f�ur die Vertexfunktionen. Diese lassen sich iterativ zuh�oheren Ordnungen gn hin l�osen.



Kapitel 3Renormierung3.1 RenormierungsschemaBei der perturbativen Behandlung von Pfadintegralen treten divergente Integra-le auf. In massiven Theorien sind dies UV-Divergenzen. F�ur physikalisch relevanteGr�o�en sind derartige Divergenzen unbrauchbar. Durch Einf�uhrung der renormiertenGr�o�en gR, mR und �R beseitigt man diese Divergenzen und erh�alt Reihenentwick-lungen, die in jeder Ordnung endlich sind.Bzgl. der Renormierbarkeit unterscheidet man drei Arten von Feldtheorien, wel-che sich nach der Massendimension der Kopplung [g] klassi�zieren lassen [CL84]:i) superrenomierbar =̂ [g0] > 0ii) renomierbar =̂ [g0] = 0iii) nicht renomierbar =̂ [g0] < 0 .Die Massendimension ( =1/L�angendimension) der �4-Theorie in D Dimensio-nen ist [g] = 4�D, d.h. f�ur D < 4 ist sie superrenormierbar. Das bedeutet, da� dieAnzahl der Graphen mit globaler Divergenz beschr�ankt ist. Der globale Divergenz-grad � eines Graphen ist die Di�erenz der Potenzsumme aller Integrationsimpulseim Z�ahler, respektive Nenner. Hierf�ur erh�alt man in Loop-Ordnung L in der sym-metrischen Phase (V3 = 0)� = D � L � 2 � I= (D � 4)L + 4� E (mit (2.16) u. (2.17))= �[g] � L + 4� E : (3.1)Man erkennt, da� f�ur [g] > 0 ab einer bestimmten Loop-Ordnung � < 0 ist unddamit keine globalen Divergenzen mehr auftreten. Speziell f�ur D = 3 hat man nurzwei derartige Graphen:����und ���� 17



18 KAPITEL 3. RENORMIERUNGIn h�oheren Ordnungen tauchen diese Graphen als Insertionen ( = Subdivergen-zen) auf. Um diese unphysikalischen Divergenzen zu eliminieren, f�uhrt man renor-mierte ParametermR(m0; g0); gR(m0; g0) und �R(�0; g0=m4�D0 ) ein, die in erster Ord-nung mit den urspr�unglichen nackten Gr�o�en m0; g0; �0 �ubereinstimmen. W�ahrenddie renomierte Kopplung in der symmetrischen Phase �uber die Vier-Punkt-Funktionde�niert ist, benutzen wir in der geordneten Phase eine andere Beschreibung, derenAnsatz auf [LW87a] zur�uckgeht. Dieses hat den einfachen Grund, da� die Anzahlder zu �(4) beitragenden Graphen ein Vielfaches verglichen mit der Zwei- bzw. Ein-punktfunktion ist. F�ur die De�nition der renomierten Kopplung in der geordnetenPhase verwendet man stattdessen den Erwartungswert v bzw. seinen renormiertenAusdruck vR, die �uber v := �min + h�0�i (3.2)vR := 1pZ3v (3.3)de�niert sind, wobei Z3 die dimensionslose Feldrenormierungskonstante darstellt(s.u) und �min durch (1.15) gegeben ist.Bei der Einf�uhrung renormierter Gr�o�en ist es �ublich, Renormierungskonstantenzu de�nieren: Z1 := �g0 ��(4)(0)��1 (3.4)Z2 := � ��(2;1)(0)��1 (3.5)Z3 := � @@p2�(2))(p)����p2=0!�1 ; (3.6)wobei in der gebrochenen Phase die Renormierungskonstanten Z2 und Z3 Verwen-dung �ndet. Diese tr�agt den Ausdruck Feldrenormierungskonstante, weil �uber sierenormierte Felder de�niert werden:�R := Z�1=23 �0 : (3.7)Bei der Berechnung von Z2 machen wir uns die Beziehung�(n;l)(fp; q; 0g) = @@m20�(n;l�1)(fp; qg) (3.8)zunutze, welche sich dadurch ergibt, da� das Massenquadrat als ortsunabh�angigeQuelle eines �2-Terms interpretiert werden kann und damit die Ableitung nach derMasse nach (2.13) gerade die obige Beziehung liefert. Insbesondere erh�alt manZ2 = �� @@m20�(2)(0)��1 : (3.9)



3.1. RENORMIERUNGSSCHEMA 19Die renormierten Parameter sind wie folgt de�niert:symmetrische Phase: m2R := �Z3�(2)(p;m0; g0)��p2=0 (3.10)gR := Z23 (g0;m0)Z1(g0;m0) g0 (3.11)gebrochene Phase: m2R := �Z3�(2)(m0; g0)��p2=0 (3.12)gR := 3m2Rv2R (3.13)Da die Kopplung die Massendimension (4 �D) tr�agt, k�onnen durchu0 := g0m4�D0 (3.14)uR := gRm4�DR (3.15)(3.16)dimensionslose Kopplungen de�niert werden.Zus�atzlich zu den renormierten Parametern f�uhrt man renormierte Vertexfunk-tionen ein, die in Abh�angigkeit der renormierten Parameter stehen und durch injeder Ordnung endliche Beitr�age bestimmt sind:�(n;l)R (mR; gR) := Zn=2�l3 Z l2�(n;l)(mR; gR) : (3.17)In diesen Funktionen l�a�t sich ein Renormierungsschema aufstellen, welches sichdirekt aus der De�nition der renormierten Parameter ableiten l�a�t und ohne nackteGr�o�en auskommt:



20 KAPITEL 3. RENORMIERUNGsymmetrische Phase: �(2)R (0; gR;mR) = �m2R (3.18)@@p2�(2)R (p; gR;mR)����p2=0 = �1 (3.19)�(4)R (0; gR;mR) = �gR (3.20)�(2;1)R (0; gR;mR) = �1 (3.21)gebrochene Phase: �(2)R (0; gR;mR) = �m2R (3.22)@@p2�(2)R (p; gR;mR)����p2=0 = �1 (3.23)3v2R�(2)R (0; gR;mR) = �gR (3.24)�(2;1)R (0; gR;mR) = �1 (3.25)Entwickelt man unter Benutzung des Renormierungsschemas die renomierteZwei-Punkt-Funktion nach dem �au�erem Impuls�(2)R (p) = �(2)R (0) + p2 @@p2�(2)R (p)����p2=0 +O(p4)= �m2R � p2 +O(p4) ; (3.26)so zeigt sich, da� das Verhalten von �(2)R (p) und �(2)(p) f�ur kleine Impulse durch dierenormierte Masse bestimmt ist.Alternativ l�a�t sich anstelle der renormierten Masse mR die physikalische Massemphys einf�uhren. Diese ist de�niert �uber die Nullstelle von �(2)R (p) bzw. die Polstellevon Gc(2)R (p), welche dem Ursprung am n�achsten ist [MM93]:�(2)R (p0) = 0 mit p0 = (imphys; 0; 0) : (3.27)Im Fall einer freien Feldtheorie, in welcher der renormierte, volle Propagator durchGc(2)R (p) = 1p2 +m2R (3.28)gegeben ist, stimmen die physikalische und die renormierte Masse �uberein.



3.2. RENORMIERUNGSGRUPPE 21Das langreichweitige Verhalten von Gc(2)R (x) erh�alt man nach einer Fourier-Transformation von Gc(2)R (p) [MM93]:Gc(2)R (p) = � 1�(2)R (p)=) Gc(2)R (x) ' const e�jxjmphys f�ur jxj ! 1 : (3.29)Damit ist gezeigt, da� �(2)R keine Korrelationsfunktion ist, da�(2)R = �(Gc(2)R )�1 ' e+jxjmphys !1 f�ur jxj ! 1 : (3.30)Als Inverses der physikalischen Masse l�a�t sich eine Korrelationsl�ange de�nieren.Da das Amplitudenverh�altnis dieser Korrelationsl�ange von dem Verh�altnis der Kor-relationsl�ange, die das Inverse der renormierten Masse ist, schon in 1-Loop-Ordnungum weniger als 0.5 % abweicht [Hei93], werde ich mich bei den weiteren Berechnun-gen auf mR beschr�anken.3.2 RenormierungsgruppeUm das Skalenverhalten eines physikalischen Modells im Bereich der kritischenPh�anomene zu untersuchen, f�uhrt man den Begri� der Renormierungsgruppe ein.Universelle Eigenschaften k�onnen dabei mit Renormierungsgruppen
�ussen und derAttraktivit�at von Renormierungsgruppen�xpunkten trotz abweichender mikrosko-pischer Eigenschaften einer Theorie erkl�art werden. Im Kontext unserer Arbeit wer-den die Renormierungsgruppenfunktionen zur Bestimmung der Kopplung und derkritischen Exponenten benutzt. Der analytische Ansatz ist die Renomierungsgrup-pengleichung bzw. in diesem Fall die Callan-Symanzik-Gleichung. Hierin werdenSkalen�anderungen in der Theorie beschrieben, bzw. vielmehr die Renormierbarkeitmit Skalentransformationen verglichen.3.2.1 Callan-Symanzik-GleichungZur Herleitung der Renormierungsgruppengleichung geht man von einer Massenab-leitung der Vertexfunktionen aus:@@m20 ����g0 �(n;l)(fp; qg) = �(n;l+1)(fp; q; 0g) : (3.31)Es werden dimensionslose Renormierungsgruppenfunktionen eingef�uhrt:�(uR) := mR @uR@mR ����g0 (3.32)�2(uR) := mRZ�12 @Z2(uR)@uR (3.33)�3(uR) := mRZ�13 @Z3(uR)@uR : (3.34)



22 KAPITEL 3. RENORMIERUNGBenutzt man die De�nition der renormierten Vertexfunktionen (3.17) und dr�ucktGleichung (3.31) durch renormierte Gr�o�en aus, so ergibt sich nach kurzer Rech-nung unter Verwendung der Massen- u. Feldrenormierung (3.18, 3.19) die Callan-Symanzik-Gleichung [ID89]:�mR @@mR + � @@uR � l�2 + (l � n2 )�3��(n;l)R (fp; qg;mR; uR)= m2R(2� �3)�(n;l+1)R (fp; q; 0g;mR; uR) : (3.35)Solche Renormierungsgruppengleichungen lassen sich mit der Charakteristiken-methode l�osen [BDFN92]. Dazu betrachtet man die CS-Gleichung f�ur eine Funktion�(n;l)R (fp=b; q=bg), bei der die Impulse mit 1/b skaliert werden. L�osungen f�ur dieseGleichung ergeben sich l�angs sogenannter Charakteristiken. Diese sind Kurven im(uR; b)-Raum, die bestimmt sind durchuR(b)@uR(b)@b = �(uR(b)) : (3.36)Das Vorzeichen der �-Funktion steuert somit das Verhalten der renormierten Kopp-lung, d.h. f�ur � < 0 steigt die renormierte Kopplung mit b! 0 und umgekehrt. Istdie Kopplung beschr�ankt, so hat die �-Funktion am kritischen Punkt eine Nullstelle:�(u�R) = 0 : (3.37)Diese wird auch als Infrarot-Fixpunkt bezeichnet, da er den Grenzfall gro�er Fluk-tuationen und somit kleiner Impulse beschreibt.6 -uR� D < 4
6 -uR� D = 4Die �-Funktion hat in drei bzw. vier Dimensionen obiges Verhalten. Wie aus denDiagrammen ersichtlich liegt f�ur D < 4 ein nichttrivialer Infrarot-Fixpunkt vor.Dieses qualitative Verhalten wird schon in 1-Loop-Ordnung richtig wiedergegeben,da dort gilt (5.30, 5.32):�(uR�) = �uR� + const � u2R� :



3.3. REGULARISIERUNG 23In 3 Dimensionen ist die �4-Theorie asymptotisch frei, da sie einen UV-Fixpunktam Nullpunkt hat. Dieses Verhalten ist in 4 Dimensionen nicht gegeben. Dort ver-schwindet der Fixpunktwert der renormierten Kopplung f�ur gro�e Abst�ande. Zudemdeuten numerische Rechnungen darauf hin, da� in diesem Fall Trivialit�at vorliegt,d.h. es existiert kein nichttrivialer UV-Fixpunkt [LW87b, LW87a, MM93].�Uber die Renormierungsgruppenfunktionen kann man zwei neue Funktionen de-�nieren �(uR) := (2� �3(uR) + �2(uR))�1 (3.38)
(uR) := �(uR) (2� �3(uR)) ; (3.39)die nach Einsetzen des Fixpunktwertes direkt die kritischen Exponenten der Korre-lationsl�ange sowie der Suszeptibilit�at liefern:� = �(u�R) (3.40)
 = 
(u�R) : (3.41)3.3 RegularisierungBei der Regularisierung w�ahlen wir den Weg der dimensionellen Regularisierung.Diese Methode basiert auf der analytischen Fortsetzung von Integralen von D 2 Nnach D 2 C [Lei75]. Speziell in unserem Fall werden die Integrale in der DimensionD = 3 � � (� 2 R+) berechnet. Diese sind eindeutig bestimmt durch die folgendenAxiome, welche Forderungen an Integrale in nicht-ganzzahligen Dimensionen sind[Col84]:Linearit�at: R dDk faf(k) + b g(k)g = a R dDkf(k) + b R dDk g(k) (a, b komplex)Skalierungseigenschaft: R dDkf(sk) = s�D R dDkf(k) (s Skalar)Translationsinvarianz: R dDkf(k + p) = R dDkf(k) .Aus diesen Axiomen ergeben sich weitere Eigenschaften, so z.B. die M�oglichkeitder Vertauschung von Integration und Di�erentiation@@p Z dDkf(k; p) = Z dDk @@pf(k; p) ; (3.42)wobei p auch ein Skalar sein kann.Die De�nition von Integralen in nicht-ganzzahligen Dimensionen erfolgt �uber dieTeilintegration ganzzahliger Unterr�aume, in welchen der Integrand in Abh�angigkeitvon � steht [Col84]. Die Auswertung dieser Integrale und Entwicklung um � = 0liefert in f�uhrender Ordnung den isolierten, singul�aren Term. F�ur den Zwei-Loop-Graphen ����, welcher in 3 Dimensionen logarithmisch divergent ist, ergibt sich



24 KAPITEL 3. RENORMIERUNGder singul�are Anteil zu 1=�. Bei dem linear divergenten Term ����u tritt hinge-gen der E�ekt auf, da� bei der Regularisierung in nicht-ganzzahligen DimensionenD � 3 interessanterweise keine Singularit�aten f�ur � = 0 vorkommen. Bei der Regu-larisierung von Multi-Loop-Integralen ist zu beachten, da� jede einzelne Integrationin der gleichen Dimension D = 3 � � zu erfolgen hat.Die dimensionelle Regularisierung besitzt den gro�en Vorteil, da� sie in nicht-abelschen Feldtheorien lokale Eichsymmetrien erh�alt. Dar�uberhinaus gibt es nochandere Regularisierungen. Bei der Pauli-Villars-Regularisierung subtrahiert man vonden divergenten Integralen solche Integrale, bei denen der Propagator ersetzt wirddurch 1k2 +m20 ! 1k2 + �2 : (3.43)Diese Di�erenz ist konvergent. F�ur �!1 erh�alt man das urspr�ungliche Ergebnis,wobei etwaige Divergenzen durch den Parameter � dargestellt sind. Speziell f�ur dasoben erw�ahnte Ein-Loop-Integral erscheint die Divergenz direkt in dem Summanden� [Hei93].Eine weitere Alternative zur dimensionellenRegularisierung stellt die Einf�uhrungvon Gegentermen dar. Dazu entwickelt man renormierte Korrelationsfunktionen di-rekt als Reihe in den renormierten ParameternmR und gR, wobei die urspr�unglichenDivergenzen durch Subtraktion von Gegentermen zu den divergenten Integralen be-seitigt werden. Die Konstruktion dieser \counterterms" erfolgt nach dem BPHZ-Verfahren [IZ80]. Diese Vorgehensweise ist physikalisch identisch mit der von unsgew�ahlten Prozedur.



Kapitel 4IntegrationsmethodenDer besseren �Ubersichtlichkeit wegen werde ich im weiteren die Integrale mit aus-skalierter Masse, ohne Fourierkoe�zienten und ohne Vertexfaktoren betrachten. Dendadurch vorgezogenen Faktor erh�alt man nach Ausmultiplizieren der Masse m20 ausjedem Propagator:1(2�)LDmV30 mDL0m2I0 = m(D�4)L�E+40(2�)LD (nach (2.16, 2.17)) (4.1)= m4�L�E0(2�)3L �m02� ��L� (D = 3� �) ; (4.2)wobei mV30 der Beitrag der Dreiervertices ist und mDL0 von der Substitution derIntegrationsvariablen ki ! kim0 herr�uhrt. Nach diesem Vorgang schreibt sich der�au�ere Impuls im Integranden als p=m0, welchen ich im folgenden als p0 := p=m0bezeichne. Au�erdem ist die Masse im Propagator damit gleich Eins gesetzt:�(ki + p) ! 1(ki + p0)2 + 1 : (4.3)F�ur die Einpunktfunktionen ist zus�atzlich noch ein Massenterm m�20� hinzuzuf�ugen.Bei der Berechnung der 3-Loop-Anteile sind Produkte aus 1- und 2-Loop-Antei-len zu bestimmen. Da der divergente Graph ����in f�uhrender Ordnung einen 1=�-Term hat, m�ussen die Ein-Loop-Integrale inkl. ihrer O(�)-Anteile berechnet werden.F�ur Diagramme, die in D = 3 konvergent sind, kann in (4.2) direkt � = 0 gesetztwerden. Bei divergenten Integralen, die im f�uhrenden Glied einen 1=�-Anteil haben,tr�agt der �-Term aus (4.2) nach der Entwicklung�m02� ��L� = 1� L� log m02� +O(�2)zu dem Integrationsergebnis bei. 25



26 KAPITEL 4. INTEGRATIONSMETHODENDa ich f�ur meine Berechnungen nur Korrelationsfunktionen ben�otige, deren Im-pulsargumente zu Null gesetzt werden, f�uhre ich im weiteren Feynman-Diagrammeohne �au�ere Beine auf. Stattdessen wird deren Ansatzpunkt imGraphen durch einenhervorgehobenen Vertex angedeutet. F�ur Dreiervertices bleibt nur ein Punkt auf derentsprechenden inneren Linie erhalten. Damit ist eine Erh�ohung der Potenz des zu-geh�origen Propagators um 1 verbunden. Es ist zu beachten, da� bei der Ableitungder 2-Punkt-Vertexfunktion Graphen auftreten, die weder �(2) noch �(4) zugeordnetwerden k�onnen.Im Anhang C �ndet man eine Liste der bis zur 3-Loop-Ordnung ben�otigtenGraphen. Die Bezeichnung erfolgt derart, da� Ga(b)c den c-ten Graphen einer b-Punkt-Funktion in a-Loop-Ordnung bedeutet. Deren Berechnung wird im weiterenanhand einiger exemplarischerBeispielemethodisch angedeutet. Dabei wird folgendeKonvention gew�ahlt:� Unter einem Feynmangraph Ga(b)c ist das Integral �uber Propagatoren zu ver-stehen, bei denen das Massenquadrat gleich Eins gesetzt ist:Ga(b)c = Z dDk1; : : : ; dDkn 1k21 + 1 1k22 + 1 : : : : (4.4)� Der Wert eines Feynmangraphen W �Ga(b)c � ist das Produkt von Ga(b)c mitseinem �-Vorfaktor aus (4.2):W �Ga(b)c � = �m02� ��L� Ga(b)c : (4.5)F�ur konvergente Graphen wird � = 0 gesetzt, so da� in dem Fall gilt:W �Ga(b)c � = Ga(b)c : (4.6)� DerBeitrag eines Feynmangraphen zu einer Green- bzw. VertexfunktionB �Ga(b)c �setzt sich aus seinem Wert, sowie den Masse- und Fourier-Faktoren nach (4.2)zusammen:B �Ga(b)c � = m4�L�E0(2�)3L W �Ga(b)c � (�m�20� bei Ein-Punkt-Funktionen) : (4.7)Als Summand in den Vertexfunktionen erscheint damit der Wert eines Graphenmultipliziert mit den zugeh�origen Symmetrie- und Permutationsfaktoren.4.1 Partielle IntegrationFeynmangraphen lassen sich mit partiellen Integrationen auf eine kleine Menge vonGraphen zur�uckf�uhren, bei denen jeder Propagator einfach auftritt bzw. in einer



4.1. PARTIELLE INTEGRATION 27minimalen Potenz auftritt, mit welcher das Integral noch konvergent ist:Beispielsweise l�a�t sich Graph Iauf den einfacher zu berechnen-den Graphen II zur�uckf�uhren. Ei-ne Berechnung unter Verwendungvon Graph III ist nicht sinnvoll,da dieser in drei Dimensionen di-vergent ist. 

 -ZZZZ~�������� ����������������u uuu u uuI IIIIIUnter Verwendung des Gau�schen Satzes ergibt sich eine verallgemeinerte parti-elle Integration [CT81], mit welcher Integrale in Termen einfacher zu berechnenderIntegrale geschrieben werden k�onnen:Sei I(k1; : : : ; kn) ein typischer Integrand eines Feynman-Graphen (inklu-sive Skalarprodukt im Z�ahler) und x, y der Grad des Polynoms von (k1)iim Z�ahler bzw. Nenner. Dann gilt1Z dDk2; : : : ; dDkn Z dDk1@(k1)�(k1)�I(k1; : : : ; kn) (4.8)= Z dDk2; : : : ; dDkn Z dDk1divk1k1I(k1; : : : ; kn) (4.9)= Z dDk2; : : : ; dDkn limK1!1 ZSK1 d ~A � k1I(k1; : : : ; kn) (nach Satz von Gau�)SK1: Sph�are mit Radius K1= Z dDk2; : : : ; dDkn limK1!1 ZSK1 dAK1 I(k1; : : : ; kn) (4.10)= Z dDk2; : : : ; dDkn ZS1 d
 limK1!1KD1 I(k1; : : : ; kn) (4.11)= 0 falls y > D + x :Der Beweis, da� der Ausdruck (4.8) gleich Null ist, l�a�t sich mit den Methoden di-mensioneller Regularisierug auch f�ur nicht-ganzzahlige Dimensionen zeigen [Smi91].Anmerkung:Die obigen Gleichungen gelten auch, falls man in Gl. 4.8 den Ausdruckdivk1k1 durch divk1ki(i = 2 : : : n) ersetzt.Als Beispiel betrachte ich die partielle Integration von1Im folgenden wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet.



28 KAPITEL 4. INTEGRATIONSMETHODEN����u = Z dDk1;2�(k1)2�(k2)�(k1 + k2)Z dDk1;2 � Z dDk1 Z dDk2 :Nach obigen Gleichungen gilt:0 = Z dDk1;2@(k2)�(k2)��2(k1)�(k2)�(k1 + k2)= Z dDk1�2(k1)Z dDk2 �D�(k2)�(k1 + k2) � (k2)� 2(k2)��2(k2)�(k1 + k2)� (k2)�2(k1 + k2)��(k2)�2(k1 + k2)�= Z dDk1�2(k1)Z dDk2 �D�(k2)�(k1 + k2)� 2k22�2(k2)�(k1 + k2)� �(k1 + k2)2 + k22 � k21	�(k2)�2(k1 + k2)	 : (4.12)Bei solchen Berechnungen erweist es sich grunds�atzlich als sinnvoll, Impulsquadrate(k1)�(k1)� = k21 bzw. Skalarprodukte (k1)�(k2)� = k1k2 in Form inverser Propagato-ren zu schreiben:0 = Z dDk1�2(k1)Z dDk2 (D�(k2)�(k1 + k2)�2 (��1(k2)� 1)�2(k2)�(k1 + k2)� ���1(k1 + k2) + ��1(k2) ���1(k1)� 1	�(k2)�2(k1 + k2)� : (4.13)Bei der Zusammenfassung von (4.13) verwenden wir die IntegralgleichheitZ dDk1;2�2(k1)�(k2)�(k1 + k2) = Z dDk1;2�(k1)�(k2)�2(k1 + k2) (4.14)und nutzen aus, da� Z dDk2�(k1 + k2) = Z dDk2�(k2) : (4.15)Damit erhalten wir0 = Z dDk1;2 �(D � 2)�2(k1)�(k2)�(k1 + k2)+ 3�2(k1)�2(k2)�(k1 + k2)��2(k1)�2(k2)	D=3= ����u I+ 3����uu II�����uu ����uu : (4.16)



4.2. BERECHNUNGEN IN 1- UND 2-LOOP 29Mit Gleichung (4.16) l�a�t sich Graph II �uber die Berechnung von Graph I be-stimmen.Die hier vorgestellten Rechnungen sind bei 3-Loop-Graphen ungleich umfangrei-cher. Dar�uberhinaus m�ussen dort fast immer mehrere Gleichungen der Form (4.16)bestimmt werden. Dieses erfolgt �uber verschiedene Wahl der Z�ahler und der Ablei-tungsimpulse in (4.8). Die Anzahl dieser M�oglichkeiten h�angt mit der Symmetriedes Integrals unter Vertauschung der Integrationimpulse zusammen. Das entstehen-de Gleichungssystem liefert als L�osung die gesuchten Integrale in Abh�angigkeit voneinfacheren Graphen. Zur Handhabung der zahlreichen Umformungen habe ich dasVerfahren unter Verwendung des Programmpakets Mathematica [Wol91] weitest-gehend automatisiert. Dabei wurden die verschiedenen Ableitungen ausgef�uhrt. Dieentstehenden Integrale wurden mit Variablentransformationen und Vorzeichen�ande-rungen innerhalb der Propagatoren auf eine gewisse Standardform gebracht. Die zuberechnenden 1{3 Loop-Integrale wurden { soweit sie bekannt waren { einer Da-tenbank entnommen, in welche die jeweils neuesten Ergebnisse mit aufgenommenwurden. Die verbliebenen unbekannten Integrale wurden entweder systematisch mitverschiedenen Methoden aufbereitet und gel�ost oder mu�ten von Hand berechnetwerden.4.2 Berechnungen in 1- und 2-LoopIn Ein-Loop-Ordnung ist nur ein Graph mit einem Propagator in beliebigen Poten-zen zu ber�ucksichtigen:����uuuu (n-1)-mal= Z dDk 1(k2 + 1)n= 2�D=2�(D=2) Z 10 dK KD�1(K2 + 1)n (Kugelkoordinaten in D-Dimensionalen)= 2�D=2�(D=2) Z 10 dK 12pK K(D�1)=2(K + 1)n (Substitution K2 ! K)= �D=2�(D=2) �(D=2)�(n �D=2)�(n) (Integraldarstellung der �-Funktion)= �D=2�(n�D=2)�(n) : (4.17)



30 KAPITEL 4. INTEGRATIONSMETHODENDa die �-Funktion in einer Umgebung von (n� 3=2) holomorph ist, ist sie dortin einer Taylorreihe entwickelbar:�(z) = �(z0) + �0(z0)(z � z0) +O �(z � z0)2� : (4.18)F�ur die Darstellung von �0 kann man sich die Entwicklung der logarithmischenAbleitung zunutze machen:�0(z)�(z) =:  (z) = �1z � 
 � 1X�=1 � 1z + � � 1�� : (4.19)Mit diesem Ausdruck, sowie mit z = n �D=2, z0 = n� 3=2 und D = 3 � �, ergibtsich f�ur die Taylorreihe (4.18):�(n � D2 ) = �(n � 32)�1 + �2 (n� 32)�+O(�2) : (4.20)F�ur den Wert des Ein-Loop-Graphen mit zugeh�origem �-Anteil aus (4.2) erh�alt mannach Ersetzung der �-Funktion (4.20) in (4.17):�m02� ��� Z dDk 1(k2 + 1)n= �3=2�(n � 3=2)�(n) �1 + �2 � (n� 32)� log � � 2 log m02� ��+O(�2) :(4.21)Die ben�otigten Werte der  -Funktion bestimmt man �uber ihre Funktionalgleichung (z + 1) =  (z) + z�1 (4.22)mit  (12) =  (1)� 2 log(2) = �
 � 2 log 2 :Beispielsweise ergibt sich f�ur den einfachsten Ein-Loop-GraphenW0@����w 1A = �2�2�1 + �2( (�12)� log � � 2 log m02� )�+O(�2) : (4.23)Bei der Bestimmung des Endergebnisses werden die 1-Loop-Ausdr�ucke in denSt�orungsreihen nur noch in der Konstanten  (12) geschrieben, auf welche sich alleanderen Werte von  mit Hilfe der Funktionalgleichung zur�uckf�uhren lassen.



4.3. 3-LOOP-GRAPHEN 31Der divergente Graph in 2-Loop-Ordnung ist in der Arbeit [Hei93] zuW0@����1A = Z dDk1;2�(k1)�(k2)�(k1 + k2)= 2�4B(div) (4.24)B(div) = 1� � 
 + C4� � log m204� +O(�)C ' �15:0448bestimmt worden, wobei die Konstante C f�ur das Endergebnis nicht ben�otigt wird.4.3 3-Loop-GraphenAufgrund der m�oglichen Fehler bei manuellen und maschinellen Berechnungen2 wur-den die berechneten Integrale in einer numerischen Integrationsroutine mit einerToleranz von ca. 5% veri�ziert.Die Graphen, welche in unabh�angige Teilintegrale zerfallen, lassen sich unterVerwendung der 1- und 2-Loop-Ergebnisse berechnen. Insbesondere f�ur die Tadpole-Graphen existiert die M�oglichkeit, diese durch Einf�uhrung eines neuen Propagators1=(k2 + ~m20), welcher sich aus den Dyson-Schwinger-Gleichungen der �3=�4-Theorieergibt [Riv87], in jeder Ordnung zu eliminieren [K�us95].Die �ubrigen Graphen lassen sich mit partiellen Integrationen (nach Kapitel 4.1)auf 4 Grundgraphen zur�uckf�uhren:Integralwert���6LLLL����"!# = 14 � log 43"!# = 32(a+ 13 log 43)"!# ����ww = 12��QQ"!# = 0:17390061072Damit sind vor allem bekannte Integrationsfehler bei den mathematischen ProgrammpaketenMathematica und Maple gemeint.



32 KAPITEL 4. INTEGRATIONSMETHODENwobei die ersten beiden Graphen identische Integralausdr�ucke liefern:LLL�������v � ����Die obigen Ergebnisse sind dem Artikel [BS92] entnommen, wobei die Konstante ain Anhang C de�niert ist.Zur Best�atigung einiger Ergebnisse, die durch partielle Integration erhalten wor-den sind, aber vor allem, weil es der Schnelligkeit der Berechnung diente, habe ichIntegrale direkt berechnet. Dabei wurde ausgenutzt, da� bei fast allen Graphen Ku-gelkoordinaten eingef�uhrt und Teilintegrale �uber 2 Propagatoren ausgef�uhrt werdenkonnten:Z d3k1�n(k1)�m(k1 + ki)= Z d3k1 1(k21 + 1)n 1([k1 + ki]2 + 1)m= 2� Z 10 dK1 K21(K21 + 1)n Z 1�1 dz 1(1 +K21 +K2i + 2K1Kiz)m= 2� Z 10 dK1 K21(K21 + 1)n 1(1�m) 12K1Ki�(1 +K21 +K2i + 2K1Ki)�m+1 � (1 +K21 +K2i � 2K1Ki)�m+1� (m > 1)= �(1 �m) 1Ki Z 10 dK1� K1(K21 + 1)n 1(1 + [K1 +Ki]2)m�1� K1(K21 + 1)n 1(1 + [K1 �Ki]2)m�1�= 12 �(1 �m) 1Ki �Z 1�1 dK1 K1(K21 + 1)n 1(1 + [K1 +Ki]2)m�1�Z 1�1 dK1 K1(K21 + 1)n 1(1 + [K1 �Ki]2)m�1� : (4.25)Nach Anwendung des Residuensatzes erh�alt man die gew�unschten Ergebnisse f�urbeliebige Potenzen n, m. F�ur n=1 und m=2 berechnet manZ d3k1�(k1)�2(k1 + ki) = �2(K21 + 4) : (4.26)Mehrere dieser Teilintegrale zusammengefa�t lassen sich dann oft wiederum miteinem Residuensatz l�osen.Beispiel:



4.3. 3-LOOP-GRAPHEN 33"!# ����uu uu = Z d3k1;2;3�3(k1)�2(k2)�2(k3)�(k1 + k2 + k3)= Z d3k1;2;3�3(k1)�2(k1 + k3)�2(k2)�(k2 + k3) (Variablentr.)= Z d3k3 �2(20 + k23)4(4 + k23)3 �24 + k23 (Anw. von (4.25))= �5 Z 10 dK3K23 20 +K23(4 +K23)4 (Kugelkoordinaten)= 3128�6 (Residuensatz) (4.27)Speziell f�ur m=n=1 erh�alt man:Z d3k1�(k1)�(k1 + ki) = 2�2Ki arctan Ki2 [Hei93] : (4.28)Die auf diese Weise erhaltenen arctan-Integrale lassen sich oft berechnen, indemman den Ausdruck arctan(x=2) umschreibt zuarctan x2 = Z 10 dE @E arctan x2E= Z 10 dE 2x4 + x2E2 (4.29)mit nachfolgender Anwendung des Residuensatzes.Beispiel:LLLL����"!# ww w= Z d3k1;2;3�3(k1)�2(k2)�(k1 + k2)�(k3)�(k1 + k3)= Z d3k1 1(k21 + 1)3 �2(K21 + 4) 2�2K1 arctan K12 (Anw. von (4.26) u. (4.28))= 16�5 Z 10 dE Z 10 dK1 K21(K21 + 1)3 1K21 + 4 1K21E2 + 4 (Anw. von (4.29))= 8�5 Z 10 dE Z 1�1 dK1 K21(K21 + 1)3 1K21 + 4 1K21E2 + 4



34 KAPITEL 4. INTEGRATIONSMETHODEN= �627 Z 10 dE 19E2 + 25E + 10(E + 1)(E + 2)3 (Residuensatz)= 427�6 log 43 (Partialbruchzerlegung und Integration) (4.30)Mit den skizzierten, sowie bekannten anderen Verfahren ist es gelungen, s�amtli-che ben�otigten Integrale analytisch zu bestimmen. Die einzige Ausnahme stellt der\Tetraeder"-Graph��QQ����= Z d3k1;2;3�(k1)�(k2)�(k3)�(k1 � k2)�(k2 � k3)�(k3 � k1) (4.31)dar, weil hier Kugelkoordinaten nicht zum Erfolg f�uhren. Im masselosen Fall konnteder Tetraedergraph mit einer Entwicklung der Propagatoren nach Gegenbauerpoly-nomen als Orthogonalpolynomen [Ter80] gel�ost werden [CG80]. Die Auswertungim massiven Fall durch die Mellin-Barnes-Propagator-Darstellung [BD91] ist nurpraktikabel f�ur einen einzigen massiven Propagator. Eine Teilberechnung von (4.31)ist m�oglich unter Verwendung von Zylinderkoordinaten [Nic78]. Die verbleibendendrei Integrationen widersetzen sich jedoch hartn�ackig weiterer Au
�osungen, so da�hier das Ergebnis einer numerische Integration genommen wird. Dieses liegt mitseiner Ungenauigkeit im Endergebnis weit unterhalb anderer numerischer Fehler-absch�atzungen.4.4 ImpulsableitungenF�ur die Bestimmung der Renormierungskonstanten Z3 ist es n�otig, Ableitungender Graphen nach �au�eren Impulsen zu ermitteln. F�ur die praktische Berechnungbenutzt man @@p2 � 12D DX�=1 @2@p2� : (4.32)Die Ableitung, an der Stelle p2 = 0 genommen, kann in den meisten F�allen wieder-um als eine Summe von Integralen ohne Z�ahlerterme geschrieben werden.Beispiel: LLLL����"!# � ?? --p pk1k2 k3= Z d3k1;2;3�(k1)�(k2)�(k3)�(k1 + k2 + p)�(k1 � k3 + p)(k1 + p ! k1)



4.4. IMPULSABLEITUNGEN 35= Z d3k1;2;3�(k1 � p)�(k2)�(k3)�(k1 + k2)�(k1 � k3) (4.33)Durch diese Umformung reduziert sich die Ableitung auf einen einzigen Propagator:@@p2�(k1 � p) = @@p2 1(k1 � p0)2 + 1����p2=0= 16 3X�=1 @2@p2� 1(k1 � p0)2 + 1 ����p2=0= 16 3X�=1 @@p� 2m0 (k1 � p0)�([k1 � p0]2 + 1)2 ����p2=0da @@p� p0� = @@p� p�m0 = 1m0= 16 3X�=1 �� 2m20 1([k1 � p0]2 + 1)2 + 8m20 (k1 � p0)2�([k1 � p0]2 + 1)3�����p2=0= 16 �� 6m20 1(k21 + 1)2 + 8m20 k21(k21 + 1)3�= 13m20 ��(k1)2 � 4�(k1)3	 (4.34)=) @@p2 LLLL����"!# = Z d3k1;2;3�(k2)�(k3)�(k1 + k2)�(k1 � k3) @@p2�(k1 � p)= 13m20 LLLL����"!# w � 43m20 LLLL����"!# ww (4.35)Bei einigen Ableitungen tauchen Skalarprodukte auf, die nicht in einen schonvorhandenen Propagator umgeschrieben werden k�onnen. Diese lassen sich durchpartielle Integration wiederum in eine Summe von Feynmanintegrale zerlegen.Aufgrund ihres Umfanges wurden die Ableitungen und die R�uckf�uhrung aufFeynman-Integrale ebenfalls einem Mathematica-Programm �ubertragen. Dabei tra-ten zahlreiche neuartige Integrale auf, u.a. lieferte der Tetraeder-Graph 13 Derivate3,die ebenfalls mit den bekannten Verfahren bestimmt wurden.3Mit Derivat wird hier ein Graph bezeichnet, dessen Propagatoren in h�oheren Potenzen als beidem urspr�unglichen Graph erscheinen.



36 KAPITEL 4. INTEGRATIONSMETHODEN4.5 Divergente GraphenWie schon in Kapitel 3.1 angedeutet, treten ab 3-Loop-Ordnung nur noch Graphenmit Subdivergenzen auf. Diese Diagramme m�ussen nicht mehr explizit regularisiertwerden, sondern lassen sich in Termen der in 1- und 2-Loop-Ordnung dimensionellregularisierten Graphen schreiben. Dazu berechnet man die konvergente Summedes betre�enden Diagramms mit seinen (ebenfalls divergenten) Gegentermen. DieseKombination l�a�t sich am schnellsten durch eine Massenableitung mit nachfolgenderIntegration bestimmen.Beispiel:�����
��u � G3(2)1= Z dDk1;2;3�(k1)2�(k2)�(k3)�(k1 + k2 + k3)= Z 11 dm20@m20 Z dDk1;2;3 1(k21 +m20)2 1k22 +m20 1k23 +m20 1(k1 + k2 + k3)2 +m20(Hauptsatz der In�nitesimalrechnung)= Z 11 dm20��2Z dDk1;2;3 1(k21 +m20)3 1k22 +m20 1k23 +m20 1(k1 + k2 + k3)2 +m20�3Z dDk1;2;3 1(k21 +m20)2 1(k22 +m20)2 1k23 +m20 1(k1 + k2 + k3)2 +m20�(wegen Integralgleichheit der Teilintegrale)= Z 11 dm20 (m20)3D=2(m20)6 8<:�2�����
��uu � 3 �����
��uu 9=;(nach Ausklammerung von m20 und Substitution ki=m0 ! ki )= 13D=2 � 5(� 20@�����
��uu � ����uuu ����1A| {z }A �2����uuu ����� 3�����
��uu| {z }G3(2)51 ) (4.36)Die Integraldi�erenz A ist bestimmt worden zuA = 14 � log 43 [BS92] : (4.37)



4.5. DIVERGENTE GRAPHEN 37Mit 4����uuu = ����uu + ��2 +O(�2) ( nach Anhang C ) (4.38)erh�alt man 4����uuu ����= ����uu ����+ ��2 � 2�4� +O(�) ; (4.39)wobei der divergente Term des Zwei-Loop-Graphen (4.24) benutzt wurde. Der Vor-faktor aus (4.36) wird f�ur D = 3� � entwickelt:13D=2 � 5 = �21 + 3� = �2(1� 3�) +O(�2) : (4.40)Nach Einsetzen der Resultate (4.37) und G3(2)51 erh�alt man�����
��u = (1 � 3�)(6�6 � 4�6 log 43 +����uu ����)+O(�2)= �4�6 log 43 +����uu ����+O(�) ; (4.41)wobei benutzt wurde, da��3�����uu ����= �3� � �2 � 2�4� +O(�) = �6�6 +O(�) : (4.42)Damit erh�alt man mit � = 0 den endg�ultigen Ausdruck f�ur den Graphen inklu-sive Gegenterm: �����
��u �����uu ����= �4�6 log 43 : (4.43)Die linke Seite ist so zu verstehen, da� beide Graphen unter einem gemeinsamenIntegral stehen. Damit ist die Di�erenz f�ur D = 3 konvergent und der Limes �! 0kann auf beiden Seiten der Gleichung vollzogen werden.F�ur den Wert des Graphen G3(2)1 schreibt manW �G3(2)1 � = �m02� ��3������
��u



38 KAPITEL 4. INTEGRATIONSMETHODEN= (1 � 3� log m02� )�����
��u +O(�)= �4�6 log 43 + (1 � 3� log m02� )����uu ����+O(�) (nach (4.41))= �4�6 log 43 +W �G1(2)3 �W �G2(1)1 �+O(�)= �4�6 log 43 + 2�6B(div)1 +O(�) (4.44)B(div)1 := 1� � 32
 + C4� � 3 logm0 + 2 log 2 + 32 log �(De�nition von C - siehe Anhang C) :Im letzten Schritt wurden die �-Entwicklungen der beiden Graphen G1(2)3 und G2(1)1verwendet. Als Ausnahme von der sonstigen Schreibweise wurden die Vorfaktoren(m0=(2�))�L� bei den obigen Gleichungen als nicht zu den Graphen zugeh�orig be-trachtet.Weitere divergente 3-Loop-Integrale, die f�ur die Ableitung von �(2) ben�otigt wer-den, lassen sich ebenfalls mit der obigen Verfahrensweise berechnen:�����
��u uu � ����uu uu ����= �62 �1348 � log 43� (4.45)�����
��uu uu � ����u uuuu ����= �62 �1516 � log 43� : (4.46)



Kapitel 5Korrelationsl�angeAm kritischen Punkt sind langreichweitige Fluktuationen f�ur das zugrundeliegendephysikalische System ausschlaggebend. Die Reichweite dieser Fluktuationen wirddurch die Korrelationsl�ange � beschrieben, welche durch das zweite Moment derverbundenen Zwei-Punkt-Green-Funktion de�niert wird:�2 := 12D R dDxx2G(2)c (x)R dDxG(2)c (x)= � @@p2G(p)cG(2)c (p) �����p2=0 (5.1)Da der letzte Ausdruck nach (3.10) bzw. (3.12) das Inverse des renormierten Mas-senquadrates ist, folgt mR = 1=�.Die Korrelationsl�ange divergiert f�ur T ' Tc, wobei sie sich durch einen Ansatzder Form(1.3) beschreiben l�a�t:T > Tc : �+ = 1mR+ ' f+t��+ ; t+ = T � TcTc = m20 �m20c (5.2)T < Tc : �� = 1mR� ' f�t��� ; t� = Tc � TTc = m20c �m20 : (5.3)5.1 Kritisches Amplitudenverh�altnisUm das Amplitudenverh�altnis der Korrelationsl�ange f+=f� zu bestimmen, ist esn�otig, eine Beziehung zwischen den renormierten Gr�o�en beider Phasen herzustellen.Dazu setzt man voraus, da� es m�oglich ist, beide renormierten Kopplungen durcheine gemeinsame Kopplung �uR darzustellen:uR+ = uR+(�uR); uR� = uR�(�uR) : (5.4)In dieser Kopplung sollten die beiden �-Funktionen���(�uR) := mR� @@mR� ����g0 �uR (5.5)39



40 KAPITEL 5. KORRELATIONSL�ANGEbzgl. der funktionalen Abh�angigkeit von �uR identisch sein:��+(�uR(uR+)) = ���(�uR(uR�)) : (5.6)Diese ad hoc formulierte Forderung ist die Basisgleichung f�ur die Herleitung desAmplitudenverh�altnisses. Ihre Motivation liegt darin begr�undet, da� a priori dieFunktionen ��� einen gemeinsamen Fixpunkt �u�R in der vereinheitlichten Kopplung�uR am kritischen Punkt haben.Nach Einf�uhrung einer neuen dimensionslosen Kopplungu� = g0m4�DR� (5.7)l�a�t sich die �-Funktion aus (5.5) nach einer kurzen Rechnung umschreiben zu���(�uR) = �(4�D)" @@�uR ����mR� log (u�(�uR))#�1 : (5.8)Die Bedingung (5.6) ist damit erf�ullt f�uru+(�uR) = u�(�uR) (5.9)=) �uR(u+) = �uR(u�), �uR( g0mR+ ) = �uR( g0mR� ) : (5.10)Der Identit�at (5.10) entnimmt man, da� mR+ = mR� sein mu�. Mit dieser Gleich-setzung der Massen hat man die gesuchte Verkn�upfung zwischen symmetrischer undgebrochener Phase hergestellt. Unter Einf�uhrung vonF� := @m2R�@m20� ����g0 (5.11)erh�alt man nach kurzer Rechnung aus den Gleichungen (5.2, 5.3) sowie der Beziehungm20� = �2m20+ (1.19) den Ausdruck t+t� = 2F�F+ : (5.12)Damit ergibt sich aus dem Quotienten von (5.2) und (5.3)f+f� = �2F�(uR�(�uR))F+(uR+(�uR))�� [MH94] : (5.13)Da zur Bestimmung von f+=f� zwei Fixpunkte u�R+ und u�R� zur Verf�ugungstehen, gibt es f�ur die Festlegung von �uR zwei M�oglichkeiten:



5.2. REIHENERGEBNISSE 41Hochtemperaturanpassung: �uR � uR+ ) u+(�uR) = u�(uR�(�uR)) (5.14)Tieftemperaturanpassung: �uR � uR� ) u�(�uR) = u+(uR+(�uR)) (5.15)In der symmetrischen Phase l�a�t sich aus den renormierten Gr�o�en die Bezie-hung u+(uR+) als Reihe in uR+ berechnen. In der Hochtemperaturanpassung setztman andererseits eine Reihenentwicklung f�ur u�(uR+) an:u� = uR+ + a1u2R+ + a2u3R+ + a3u4R+ +O(u5R+) :Damit lassen sich aus (5.9) die Koe�zienten ai berechnen, so da� u�(uR+) bekanntist. Mit dem aus der gebrochenen Phase bekannten Zusammenhang u�(uR�) er-gibt sich somit uR�(uR+). Nach Ersetzung von uR� in (5.13) und Betrachtung amkritischen Punkt mit uR+ = u�R+ erh�alt man das gesuchte Amplitudenverh�altnisder Korrelationsl�ange. Dieses Verfahren ist analog auf die Tieftemperaturanpassunganzuwenden.Bei der praktischen Berechnung ist es m�oglich, das Amplitudenverh�altnis nach(5.13) inklusive der Renormierungsgruppenfunktion �(uR) in eine Reihe zu ent-wickeln und zu berechnen. Da der kritische Exponent � direkt in einer Phase berech-net werden kann, ist er als Literaturwert aus verschiedenen Untersuchungen in einerh�oheren Genauigkeit bekannt, als sie hier erreicht werden kann. Daher beschr�ankenwir uns hier auf die Reihenentwicklung von F+=F�. F�ur dieses Verh�altnis f�uhren wirhier f�ur jede Wahl der gemeinsamen Kopplung eine neue Gr�o�e ein:�+(uR+) := F�F+ (uR+) (5.16)��(uR�) := F�F+ (uR�) : (5.17)5.2 ReihenergebnisseBei der Pr�asentation der Reihenentwicklungen, die f�ur die Berechnung des Ampli-tudenverh�altnisses ben�otigt werden, habe ich mich auf die wichtigsten Ergebnissebeschr�ankt. Eine ausf�uhrlichere Darstellung �ndet man bei [K�us95]. Die aufgef�uhr-ten Reihen gelten f�ur die nicht-geradzahlige Dimension D = 3 � �, wobei nur dieTerme in Ordnung O(�) ber�ucksichtigt werden, die zum Endergebnis beitragen. So-fern in jeder Ordnung konvergente Reihenentwicklungen vorliegen, wie z.B. bei den



42 KAPITEL 5. KORRELATIONSL�ANGERenormierungsgruppenfunktionen, ist der Grenz�ubergang lim�!0 vollzogen worden.Die verwendeten Konstanten und Ausdr�ucke �ndet man in Anhang C.5.2.1 Symmetrische PhaseWie es aus dem Renormierungsschema in Kapitel 3.1 ersichtlich ist, mu�ten folgendeFunktionen zur Bestimmung der renormierten Gr�o�en berechnet werden:�(2)(0) = �m20+ + u0+8� m20+ �1 + �2( (12) + log 4�m20+ )�+�u0+8� �2m20+ �12 � 13B(div)�+�u0+8� �3m20+ �1124 � 73 log 43 � 8a� 16B(div)1 �+O(u40+) (5.18)@@p2�(2)(p)����p2=0 = �1 � 181 �u0+8� �2 + �u0+8� �3��1381 + 827 log 43 + 83a�+O(u40+) (5.19)�(4)(0) = �u0+m0+ + 32 u20+8� m0+ �1 + �2( (12) + log 4�m20+ )�� 2 u30+(8�)2m0++ u40+(8�)3m0+ �� 716 + 152 log 43 + 48a + C(tet) + 14B(div)1 �+O(u50+) :(5.20)Mit der Renormierungskonstanten Z3 nach (3.6) berechnet sich die renormierteMasse nach (3.10), sowie die renormierte Kopplung nach (3.11) zum2R+ = �Z3�(2)(0)= m20+ � u0+8� m20+ �1 + �2(2 +  (12) + log 4�m20+ )�+�u0+8� �2m20+ � 79162 � 13B(div)�+�u0+8� �3m20+ ��131216 + 7127 log 43 + 323 a+ 16B(div)1 �+O(u40+) (5.21)uR+ = � 1mR+Z23�(4)(0)= u0+ � u20+8� �1 + �2(�1 +  (12) + log 4�m20+ )�+ u30+(8�)2 �293216 + 16B(div)�+ u40+(8�)3 �139 � 749 log 43 � 48a �C(tet) � 13B(div)1 �+O(u50+) : (5.22)



5.2. REIHENERGEBNISSE 43Damit erhalten wir mit der De�nition der Gr�o�e F+ (5.11) nach Ableiten von(5.21) und Einsetzen der invertierten Reihe u0+(uR+)F+(uR+) = 1� 12 uR+8� � 16 �uR+8� �2 + �uR+8� �3� 43108 � 7154 log 43 � 163 a�+O(u4R+) : (5.23)5.2.2 Gebrochene PhaseIn dieser Phase ist zus�atzlich zu �(2) und seiner Ableitung die Ein-Punkt-FunktionG(1)c berechnet worden:G(1)c (0) = u1=20�8� p3m0� �1 + �2(2 +  (12) + log 4�m20� )�+ 13 u3=20�(8�)2p3m0�B(div)+ u5=20�(8�)3p3m0� ��1� 13 log 43 � 72a� 116C(tet)�+O(u7=20� ) (5.24)�(2)(0) = �m20� � 12 u0�8� m20� �1 + �2(8 +  (12) + log 4�m20� )���u0�8� �2m20� �34 + 23B(div)�+�u0�8� �3m20��2924 � 56 log 43 + 854 a+ 2732C(tet) � 16B(div)1 �+O(u40�)(5.25)@@p2�(2)(p)����p2=0= �1� 18 u0�8� �1 + �2(2 +  (12) + log 4�m20� )�+ 41648 �u0�8� �2+�u0�8� �3��931864 + 193752592 log 43 � 70348 a� 24811024C(tet) + 124B(div)1 �+O(u40�) :(5.26)Die renormierten Gr�o�en berechnet man daraus �uber ihre De�nition (3.12,3.13):m2R� = �Z3�(2)(0)= m20� + 38 u0�8� m20� �1 + �2(10 +  (12) + log 4�m20� )�



44 KAPITEL 5. KORRELATIONSL�ANGE+�u0�8� �2m20��39735184 + 23B(div)�+�u0�8� �3m20���10124541472 + 215352592 log 43 � 172348 a� 33451024C(tet) + 18B(div)1 �+O(u40�) (5.27)uR� = 3m2R�v2R= u0� � 3116 u20�8� �1 + �2(3831 +  (12) + log 4�m20� )�+ u30�(8�)2 �4556513824 � 13B(div)�+ u40�(8�)3 ��34155173728 + 212471728 log 43 � 81932 a� 80512048C(tet) + 3124B(div)1 �+O(u40�) : (5.28)Nach Invertierung der letzten Reihe erhalten wir analog zur symmetrischen PhaseF�(uR�)= 1 + 316 uR�8� � 233768 �uR�8� �2+�uR�8� �3��338737663552 � 215355184 log 43 + 172396 a+ 33452048C(tet)�+O(u4R�) :(5.29)5.2.3 �-FunktionDas Reihenergebnis der �-Funktion erhalten wir f�ur beide Phasen aus (3.32) oder(5.8) : �+(uR+)= �uR+ + 32 u2R+8� � 7781 u3R+(8�)2+ u4R+(8�)3 ��23527 + 37318 log 43 + 128a + 3C(tet)�+O(u5R+) (5.30)= �uR+ + 0:05968u2R+ � 0:001505u3R+ + 0:0001219u4R+ +O(u5R+) (5.31)



5.2. REIHENERGEBNISSE 45��(uR�)= �uR� + 74 u2R�8� + 2391296 u3R�(8�)2+ u4R�(8�)3 �821989165888 � 21319432 log 43 + 10458 a+ 8547512 C(tet)�+O(u5R�)(5.32)= �uR� + 0:06963u2R� + 0:0002920u3R� � 0:0001321u4R� +O(u5R�): (5.33)Hierbei ist zu beachten, da� im Vergleich mit den Werten, welche aus numerischenIntegrationen erhalten wurden [BNMG76,GZJ77, BNM77], eine Diskrepanz in derHochtemperaturphase in 3-Loop-Ordnung vorliegt. Der hier berechnete Wert liegtum genau 34 1(8�)3 �uber dem bisher ermittelten Wert.(1,0)-Pad�e (2,0)-Pad�e (1,1)-Pad�eu�R+ 16.7552 25.7773 29.0131u�R� 14.3616 13.5875 13.5459Tabelle 5.1: Nullstellen der �-Funktion in1- und 2-Loop-Ordnung(3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e-Borel (1,2)-Pad�e-Borelu�R+ 15.326 21.5825 18.7304 *u�R� 14.2149 18.4775Tabelle 5.2: Nullstellen der �-Funktion in 3-Loop-OrdnungLiteraturwerte f�ur u�Ru�R+ = ( 23.73(8) [ZJ89], Renormierungsgruppe24.56(10) [Sie93], HT-Entwicklungu�R� = ( 14.73(14) [Sie93], TT-Entwicklung15.1(1.3) [M�un90], indirekt aus [TF75, AH76, BG80]Zur Konvergenzverbesserung sind die �-Funktionen bzw. vielmehr die Reihen�=uR mit Hilfe des Pad�e-Borel-Verfahrens resummiert worden (s. Anhang B). Die



46 KAPITEL 5. KORRELATIONSL�ANGEWerte, zu deren Bestimmung ein Hauptwertintegral (B.10) herangezogen werdenmu�te, sind mit einem Stern * gekennzeichnet. Trotz Konvergenzverbesserungensind die Kurven und damit die Nullstellen der �-Funktionen weit gestreut. Da der(3,0)-Pad�e in der geordneten Phase keine Nullstelle auf der positiven reellen Achseausbildet, ist er hier nicht mit aufgef�uhrt worden.Die Nullstellen der geordneten Phase haben in jeder Ordnung (Tab. 5.1, 5.2 ) einegr�o�ere �Ubereinstimmung mit den Literaturwerten als die Resultate der symmetri-schen Phase. Dennoch sind die Unterschiede der Nullstellen in 3-Loop-Ordnung sogro�, da� sich hieraus kein hinreichend genauer Mittelwert bilden l�a�t, der mit denLiteraturwerten konkurrieren k�onnte.�-Funktionsymmetrische Phase gebrochene Phase
durchgezogene Linie: (3,0)-Pad�e gestrichelte Linie: (2,1)-Pad�e gepunktete Linie: (1,2)-Pad�e5.2.4 �-FunktionAus der durch ihre De�nition (3.38) bestimmten Renormierungsgruppenfunktion�(uR)�+(uR+)= 12 + 18 uR+8� � 112592 �uR+8� �2 + �uR+8� �3�� 134310368 + 4772 log 43 + a�+O(u4R+)(5.34)



5.2. REIHENERGEBNISSE 47= 0:5 + 0:004973uR+ � 6:718 � 10�6u2R+ + 5:714 � 10�6u3R+ +O(u4R+) (5.35)��(uR�)= 12 � 132 uR�8� + 1032541472 �uR�8� �2+�uR�8� �3�17635631327104 � 182953456 log 43 + 19364 a+ 61474096C(tet)�+O(u4R�) (5.36)= 0:5 � 0:001243uR� + 0:0003941u2R� + 0:00001038u3R� +O(u4R�) (5.37)erhalten wir den kritischen Exponenten � f�ur uR = u�R. Die besten Absch�atzungen f�ursein Ergebnis in der Hochtemperaturphase erh�alt man nach Anwendung der alter-nativen Borel-Transformierten (B.15). Dabei werden nur die Pad�e-Approximantender letzten drei Reihenelemente gebildet. Andererseits erzeugen die reinen Pad�e-Approximanten in der Tieftemperaturphase die geringste Streuung. Da der aussymmetrische Phaseu�R+ (3,0)-Pad�e (1,1)-Pad�e-Borel (0,2)-Pad�e-Borel23.73 0.6906 0.6177 0.6150 *24.56 0.7027 0.62184 0.617035 *Tabelle 5.3: kritischer Exponent �+ f�ur T > Tcgebrochene Phaseu�R� (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e (1,2)-Pad�e (0,3)-Pad�e14.73 0.6003 0.6214 0.6948 0.634415.1 0.6068 0.6304 0.7173 0.6457Tabelle 5.4: kritischer Exponent �� f�ur T < TcLiteraturwerte f�ur �� = 8><>: 0.6300(8) [GZJ77], Renormierungsgruppe0.625(3) [CBSB76], bin�are Fluide0.624(2) [BGHP92], Monte-Carlo-Rechnungenden Tabellen 5.3 und 5.4 bestimmte Mittelwert � = 0:64(12) eine gr�o�ere Varianzals die Literaturwerte hat, haben wir auf diese f�ur die Berechnung des Amplituden-verh�altnisses der Korrelationsl�ange zur�uckgegri�en.



48 KAPITEL 5. KORRELATIONSL�ANGE5.2.5 Amplitudenverh�altnisIn der Hochtemperaturanpassung setzt man �uR = uR+. Aus den renormiertenParametern (5.21, 5.22) bestimmt sichu+(uR+) = g0mR+ (uR+) (D=3) ;so da� wir mit dem oben skizzierten Verfahren erhaltenuR�(uR+)= uR+ � 14 u2R+8� � 13092592 u3R+(8�)2+ u4R+(8�)3 ��25177355296 + 302711296 log 43 � 78a� 2337512 C(tet)�+O(u5R+) :(5.38)Mit den berechneten Reihen f�ur F+(uR+) und F�(uR�) f�uhrt (5.38) auf�+(uR+) := F�F+ (uR+)= 1 + uR+8� 1116 + �uR+8� �2 41256= +�uR+8� �3��435937663552 � 147195184 log 43 + 74532 a+ 33452048C(tet)�+O(u4R+)(5.39)= 1 + 0:02735uR+ + 0:0002535u2R+ � 0:00002733u3R+ +O(u4R+) : (5.40)Nach Anwendung des Pad�e-Borel-Verfahrens erh�alt man als Mittelwert aus denin Tabelle 5.5 aufgef�uhrten Werten:�+(uR+) = 1:48(24) .Hierbei wie auch im folgenden ist die Fehlerangabe als Maximalfehler der vorlie-genden Werte anzusehen, in welche die Unsicherheiten der Literaturwerte nicht miteinbezogen werden. Weiterhin berechnet man nach (5.13) mit der Beziehungf+f� = (2�)� (5.41)das Endergebnis f�ur das Amplitudenverh�altnis der Korrelationsl�angef+f� (uR+) = 1:98(20) ,welcher der Mittelwert der Amplitudenverh�altnisse f�ur die vorgebenen Literaturwer-te des kritischen Exponenten ist (Tabelle 5.6). Dieses Ergebnis stellt keine Verbes-serung des 2-Loop-Ergebnisses f+=f� = 2:18(12) [Hei93] dar.



5.2. REIHENERGEBNISSE 49Entsprechend haben wir f�ur die TieftemperaturanpassunguR+(uR�)= uR� + 14 u2R�8� + 16332592 u3R�(8�)2+ u4R�(8�)3 �872999165888 � 302711296 log 43 + 78a+ 2337512 C(tet)�+O(u5R�) (5.42)mit dem Ergebnis��(uR�) := F�F+ (uR�)= 1 + uR�8� 1116 + �uR�8� �2 85256+�uR�8� �3�� 95393663552 � 147195184 log 43 + 74532 a+ 33452048C(tet)�+O(u4R�)(5.43)= 1 + 0:02735uR� + 0:0005256u2R� + 4:992 � 10�6u3R� +O(u4R�) : (5.44)Der Mittelwert der reinen Pad�e-Approximanten (Tabelle 5.7) dieser Reihe��(uR�) = 1:536(18)scheint aufgrund des geringen Maximalfehlers der Pad�e-Approximanten eine h�ohereGenauigkeit als in der Hochtemperaturanpassung zu haben. Da au�erdem eine Kon-vergenzverbesserung bzgl. des 2-Loop-Ergebnisses vorliegt, versuche ich hier einenGrenzwert der Reihe (5.44) mit Hilfe konvergenzf�ordernder Transformationen (An-hang A) abzusch�atzen. Mit den Folgeelementen An, die sich als Aufsummation derReihe (5.44) bis zur n-ten Ordnung ergebenu�R� = 14:73 : fAng = f1, 1.4029, 1.5169, 1.5330gu�R� = 15:1 : fAng = f1, 1.4130, 1.5329, 1.5501g ,erhalte ich die m�oglichenGrenzwerte �� nach zweifacher Anwendung der e1-Transfor-mation: �� = e21(An) =) ��(u�R� = 14:73) = 1.5356��(u�R� = 15:1) = 1.5530 .Ihr Mittelwert �� = 1:544(9) f�uhrt zu einem Amplitudenverh�altnis von f+=f� =2:028(28). Dieser liegt etwas h�oher als der gemittelte Wert, welcher sich aus denWerten der Tabelle 5.8 ergibtf+f� (uR�) = 2:021(22) ; (5.45)



50 KAPITEL 5. KORRELATIONSL�ANGEwobei zu beachten ist, da� die Pad�e-Borel-Resummation eine Verschlechterung desErgebnisses mit sich bringt.5.2.6 DiskussionWie sich schon in 2-Loop-Berechnungen gezeigt hat, sind die 3-Loop-Ergebnisse inder gemeinsamen Kopplung uR� besser als in der Hochtemperaturanpassung. Die-ses liegt darin begr�undet, da� der Koe�zient 3-ter Ordnung f�ur �� sehr viel st�arkerabf�allt als f�ur �+. Mit eingesetzten Fixpunktwerten betr�agt das Verh�altnis von 3-Loop zu 2-Loop-Ordnung f�ur �+ 2.5, w�ahrend bei �� mit 0.14 eine echte Kon-vergenz vorliegt. In der gemeinsamen Kopplung uR+ weicht das 3-Loop-Ergebnisbzgl. des 2-Loop-Wertes nach unten ab. In der Tieftemperaturanpassung hingegenbleibt das 2-Loop-Ergebnis mit h�oherer Genauigkeit erhalten. Somit liefert (5.45)das Endresultat f�ur das Amplitudenverh�altnis der Korrelationsl�ange. Dieser Wertist insofern erfreulich, als da� sich die Wahrscheinlichkeit erh�oht, da� das ermittelteAmplitudenverh�altnis der Korrelationsl�ange �uber Zwei liegt und damit insbesondereim Rahmen der Genauigkeit mit den experimentellen Me�werten und den neuestenMonte-Carlo-Rechnungen �ubereinstimmt:Literaturwerte f+f� =8>>>><>>>>: 2.22(5),2.04(20),1.9(2) [KKG83], bin�are Fluide1.94(3)1.96(3) [Sie93],[TF73], � HT/TT- Entw.1.91 [BGZJ74], �-Entw.2.063(12) [RZW94], Monte-CarloErstaunlicherweise tritt in der Tieftemperaturanpassung das Ph�anomen auf, da�der Maximalfehler f�ur �� bei ca. 1% liegt, obwohl die Ungenauigkeiten f�ur die Null-stellen der �-Funktion und des kritischen Exponenten � bis zu 30% ausmachen. Diedurch numerische Integrationen in der symmetrischen Phase bestimmten Renormie-rungsgruppenfunktionen [BNMG76] zeigen, da� zumindest bis zur 6-Loop-Ordnungdie jeweiligen Reihen konvergieren. Da dieses auch f�ur die gebrochene Phase zutref-fen wird, ist bei Rechnungen in h�oheren Ordnungen mit einer weiteren Verbesserungder Genauigkeit zu rechnen.5.3 Experimentelle BestimmungDas in dieser Arbeit ermittelte kritische Amplitudenverh�altnis der Korrelationsl�angel�a�t sich am genauesten an bin�aren Fluiden bestimmen. Diese sind Fl�ussigkeitsmi-schungen, bestehend aus einer polaren und einer nicht-polaren Komponente (z.B.Methanol und Hexan), welche erst ab einer bestimmten Temperatur Tc beliebigmischbar sind. Ein f�ur dieses System geeigneter Ordnungsparameter ist die Di�e-renz der Konzentration eines Sto�es in einem anderen Sto� c(x) mit der mittleren



5.3. EXPERIMENTELLE BESTIMMUNG 51u�R+ (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e (1,2)-Pad�e (0,3)-Pad�e23.73 1.4266 1.6962 1.4423 1.368724.56 1.4198 1.7211 1.4472 1.3578Tabelle 5.5: �+(u�R+) nach Pad�e-Borel Resummation� (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e (1,2)-Pad�e (0,3)-Pad�eu�R+ = 23:730.624 1.9237 2.1431 1.9369 1.87460.630 1.9358 2.1588 1.9492 1.8860u�R+ = 24:560.624 1.9179 2.1672 1.9410 1.86530.630 1.9300 2.1788 1.9534 1.8765Tabelle 5.6: Amplitudenverh�altnis f+f�(u�R+)u�R� (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e (1,2)-Pad�e (0,3)-Pad�e14.73 1.5330 1.5355 1.5178 1.524615.1 1.5501 1.5530 1.5330 1.5407Tabelle 5.7: Pad�e-Approximanten von ��(u�R�)� (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e (1,2)-Pad�e (0,3)-Pad�eu�R� = 14:730.624 2.0119 2.0140 1.9995 2.00510.630 2.0255 2.0277 2.0129 2.0186u�R+ = 15:10.624 2.0259 2.0283 2.0120 2.01830.630 2.0397 2.0421 2.0255 2.0319Tabelle 5.8: Amplitudenverh�altnis f+f�(u�R�)



52 KAPITEL 5. KORRELATIONSL�ANGEKonzentration �c f�ur T > Tc: �(x) = c(x)� �c :Treten die beiden Komponenten in einem bestimmten kritischen Mischungsverh�alt-nis auf, hat man aufgrund von extremen lokalen Konzentrationsschwankungen beiT � Tc den E�ekt der kritischen Opaleszenz. Der dabei gemessene di�erentiel-le Streuquerschnitt I(k) h�angt direkt von der Zweipunktkorrelationsfunktion ab[BBC82] : I(p) / Gc(p�) ; (5.46)wobei � die Korrelationsl�ange ist. Das Verhalten der Zweipunktfunktion ist f�ur kleineImpulse nach (??) und f�ur gro�e Skalierungen nach einem Theorem von Weinbergbekannt [CL84] : Gc(p) � p2(a0(log p)b0 + a1(log p)b1 + : : :)� p2�� p� 1 ;wobei � die anomale Dimension ist. Mit diesen bekannten Verhalten �ndet maneinen Ansatz f�ur die Funktion G(2)c (p�). Betrachtet man die Korrelationsl�ange alsFitparameter, so ergibt sich aus den experimentellen Werten sowohl ihre Amplitudeals auch der kritische Exponent �. Dar�uberhinaus kann man in der erweiterten Formvon (1.3) Ajt!0 = A0t��(1 + at� + : : :) +AA � nichtsingul�arer Anteilden Korrekturterm � messen. Dieser liegt in der Gr�o�enordnung von 0.5. Aus der�Ubereinstimmung der experimentellen Ergebnisse mit den theoretischen Vorhersa-gen l�a�t sich generell sagen, da� bin�are Fluide in der Universalit�atsklasse des drei-dimensionalen, einkomponentigen Ising-Modells liegen [CBSB76] .



Kapitel 6Suszeptibilit�at6.1 Amplitudenverh�altnisIn der Thermodynamik ist die Suszeptibilit�at als Responsefunktion �uber die zweiteAbleitung der freien Energie F (H;T ) = logZ nach dem �au�eren Magnetfeld de�-niert: � := @2F@H2 ����T : (6.1)Analog de�niert man in der Feldtheorie� := G(2)c (0)= � ��(2)(0)��1= Z3m2R (nach (3.10)) : (6.2)Die Herleitung des Amplitudenverh�altnisses erfolgt analog zur Korrelationsl�ange, soda� ich hier die Bezeichnungen aus Kapitel 5 �ubernehme. In der N�ahe des Pha-sen�uberganges hat die Suszeptiblit�at ein typisch kritisches Verhalten:�� = C�t�
� : (6.3)Der Quotient �+=�� liefert mit (6.2) den AusdruckC+C� = m2R�m2R+ Z3+Z3� �t+t��
 : (6.4)Mit der Forderung, da� die renormierten Massen gleich sind, sowie Benutzung derGl. (5.12) erh�alt man C+C� = Z3+Z3� �2F�F+�
 [Hei93] : (6.5)53



54 KAPITEL 6. SUSZEPTIBILIT �AT6.2 
-FunktionF�ur die Renormierungsgruppenfunktion 
(uR) erh�alt man mit der De�nition (3.39)aus den berechneten Vertexfunktionen eine Reihenentwicklung in uR�:symmetrische Phase:
+(uR+)= 1 + 14 uR+8� � 148 �uR+8� �2 + �uR+8� �3�� 9011728 + 74 log 43 + 6a�+O(u4R+)(6.6)= 1 + 0:009947uR+ � 0:00003298u2R+ + 0:00001113u3R+ +O(u4R+) (6.7)gebrochene Phase:
�(uR�)= 1 � 18 uR�8� + 169384 �uR�8� �2+�uR�8� �3� 96577110592 + 58 log 43 � 25516 a� 81128C(tet)�+O(u4R�) (6.8)= 1 � 0:004973uR� + 0:0006967u2R� + 0:00002681u3R� +O(u4R�) (6.9)Nach Ersetzung der renormierten Kopplungen uR� durch ihre Fixpunktwerte u�R�erh�alt man den kritischen Exponenten 
 der Suszeptibilit�at 
 = 1:1(4). Ebenso wiebei der Korrelationsl�ange bietet es sich auch hier an, auf die Literaturwerte zur�uck-zugreifen:
 = 8><>: 1.250(1) [GZJ80], HT-Entwicklung1.240(7) [CBSB76], bin�are Fluide1.237(2) [BGHP92], Monte-Carlo-Rechnungen .u�R+ (3,0)-Pad�e (1,1)-Pad�e-Borel (0,2)-Pad�e-Borel23.73 1.3663 1.2329 1.2319 *24.56 1.3894 1.2410 1.2363 *Tabelle 6.1: kritischer Exponent 
+ f�ur T > Tc



6.3. ERGEBNIS 55u�R� (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e-Borel (1,2)-Pad�e-Borel (0,3)-Pad�e-Borel14.73 1.1636 1.2256 * 0.9472 * 1.0292 *15.1 1.1760 1.2357 * 0.9420 * 1.0258 *Tabelle 6.2: kritischer Exponent 
� f�ur T < Tc6.3 ErgebnisIn der Hochtemperaturanpassung erh�alt man das Amplitudenverh�altnis aus (6.5)nach Ersetzung von uR� durch uR�(uR+) (5.38). Um die Struktur der Reihe mittelsPad�e-Approximanten untersuchen zu k�onnen, wird der gesamte Ausdruck inklusivedes Exponenten 
 in eine Reihe entwickelt:C+C� (uR+)= 2
 + 2
 uR+8� 2 + 11
16 + 2
 �uR+8� �2� 140310368 + 5512
 + 121512
2�+2
 �uR+8� �3�117359110592 � 186072592 log 43 + 27716 a+ 24811024C(tet)+
 ��127237221184 � 147195184 log 43 + 74532 a+ 33452048C(tet)�� 1878192
2 + 133124576
3�+O(u4R+) (6.10)= 2:36772 + 0:0923157uR+ + 0:00192256u2R+ � 0:0000581302u3R+ +O(u4R+)(
 = 1:2435) : (6.11)Der numerischen Ausdruck (6.11) ergibt sich f�ur einen kritischen Exponenten, wel-cher der Mittelwert der theoretischen Literaturwerte ist. Entsprechendes gilt in derTieftemperaturanpassung f�ur uR+ = uR+(uR�) nach (5.42):C+C� (uR�)= 2
 + 2
 uR�8� 2 + 11
16 + 2
 �uR�8� �2� 172710368 + 93512
 + 121512
2�+2
 �uR�8� �3�1483912288 � 186072592 log 43 + 27716 a+ 24811024C(tet)+
�� 91063663552 � 147195184 log 43 + 74532 a+ 33452048C(tet)�+ 7818192
2 + 133124576
3�+O(u4R�) (6.12)= 2:3677 + 0:09231uR� + 0:002840u2R� + 0:000072194u3R� +O(u4R�)(
 = 1:2435) : (6.13)



56 KAPITEL 6. SUSZEPTIBILIT �ATDie Auswertung dieser Reihen erfolgt mit den Literaturwerten von u�R� und
. Dabei treten hier die gleichen Ph�anomene auf wie bei der Korrelationsl�ange.W�ahrend die Pad�e-Borel-Resummation zu einer Konvergenzverbesserung f�ur �uR =uR+ f�uhrt, ist dieses bei der Wahl des Tieftemperatur�xpunktes nicht der Fall. Dieaus den Tabellen 6.3 und 6.4 bestimmten Mittelwerte liefernC+C� (uR+) = 4:3(2:6)C+C� (uR�) = 4:70(16) .Aufgrund der recht hohen Genauigkeit des letzten Wertes lohnt es sich die zu-grundeliegende Reihe genauer zu betrachten. F�ur einen mittleren Exponenten von
 = 1:2435 bilden die aufsummierten 0-3 Loop-Werte von C+=C� folgenden Verlauf:u�R� = 14:73 : C+=C� = f2.3677,3.7616,4.4091,4.6577gu�R� = 15:1 : C+=C� = f2.3677,3.7274,4.3436,4.5744g .Da die Folge konvergent und monoton steigend ist, sch�atze ich einenmittlerenGrenz-wert mit der e21-Transformation ab zu C+=C� = 4:7626.Die Tieftemperaturkopplung ist hier ebenso wie bei der Korrelationsl�ange derbessere Entwicklungsparameter. Dies liegt hier jedoch nicht darin begr�undet, da�die Koe�zienten bei der Entwicklung in uR+ eine schlechte Konvergenz vorweisen.Das Verh�altnis des 3-Loop-Beitrags zur bisherigen Summe betr�agt in diesem Fall15%, w�ahrend es in der Tieftemperaturanpassung bei 5% liegt. Vielmehr scheint derVorzeichenwechsel in 3.ter Ordnung in (6.11) und die damit verbundene abbrechen-de Monontonie der Reihe zu bewirken, da� die Pad�e-Approximanten eine gr�o�ereStreuung aufweisen. Beide ermittelten Amplitudenverh�altnisse best�atigen im Rah-men ihrer Genauigkeit die LiteraturwerteLiteraturwerte C+C� = 8>><>>: 4.3(3) [ZJ89], bin�are Fluide4.95(15)4.82(5) [LF89],[Sie93], � HT/TT- Entwicklung4.81 [ZJ89], �-Entwicklung



6.3. ERGEBNIS 57
 (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e (1,2)-Pad�e (0,3)-Pad�eu�R+ = 23:731.237 4.8263 5.1823 4.0431 2.85231.250 4.9024 5.2617 4.0983 2.8546u�R+ = 24:561.237 4.8946 5.2961 4.0642 2.80131.250 4.9728 5.3780 4.1198 2.8027Tabelle 6.3: Amplitudenverh�altnis C+C�(u�R+) nach Pad�e-Borel-Resummation

 (3,0)-Pad�e (2,1)-Pad�e (1,2)-Pad�e (0,3)-Pad�eu�R� = 14:731.237 4.5421 4.6782 4.6099 4.63381.250 4.6074 4.7474 4.6772 4.7004u�R� = 15:11.237 4.6246 4.7772 4.6987 4.72621.250 4.6916 4.8486 4.7679 4.7947Tabelle 6.4: Amplitudenverh�altnis C+C�(u�R�)



Kapitel 7R�esum�eDurch Verkn�upfung von symmetrischer und gebrochener Phase im dreidimensiona-len �4-Modell in dritter Ordnung wurden in dieser Arbeit universelle Amplituden-verh�altnisse bestimmt. Dabei haben wir erhalten:Amplitudenverh�altnis der Korrelationsl�ange:f+f� = 2:021(22)Amplitudenverh�altnis der Suszeptibilit�at:C+C� = 4:70(16) .Die Resultate stehen in guter �Ubereinstimmung mit den Literaturwerten. Insbeson-dere bei der Korrelationsl�ange liegt eine Verbesserung vor, da ihr Ergebnis sich eheran die experimentellen Resultate anpa�t als bei anderen Bestimmungsmethoden. ZurErh�artung dieser Aussage ist es n�otig (wie generell in der St�orungstheorie), weitereLoop-Ordnungen mit einzubeziehen. Dabei gilt, da� das Verfahren der dimensio-nellen Regularisierung nicht f�ur h�ohere Ordnungen zu empfehlen ist. Beispielsweisetragen in 4-Loop-Rechnungen Produkte von 2-Loop-Graph mit sich selber bei. Dain der 2-Loop-Ordnung aufgrund des Graphen ����eine 1=�-Divergenz auftritt,m�ussen alle Graphen bis O(�) regularisiert werden. Da dieses zusammen mit denRegularisierungen der 4-Loop-Graphen umfangreichere Rechnungen erfordert, ist espraktikabler, auf eine Regularisierung zu verzichten. Generell schlage ich folgendeVorgehensweise vor:� Einf�uhrung der reduzierten Masse ~m0 zur Elimination s�amtlicher Tadpole-Graphen [K�us95]. Dieses hat vor allem den E�ekt, durch eine Verminderungder Anzahl der auszuwertenden Graphen m�ogliche Fehlerquellen zu beseitigen.58



59� Herleitung des Ausdruckes f�ur das Amplitudenverh�altnis in unbestimmten Ko-e�zienten f�ur die Vertexfunktionen. Nach Ersetzung der Koe�zienten durchdie entsprechende Summe von Feynman-Graphen besteht die M�oglichkeit, da�sich einige Feynman-Integrale gegenseitig eliminieren und somit nicht expli-zit berechnet werden m�ussen. Au�erdem wird auch hierdurch die Anzahl derRechnungen reduziert.� Berechnung der konvergenten Di�erenz von divergenten Integralen mit ihrenGegentermen, wie es schon in Kapitel 4.5 praktiziert wurde. Da das Ampli-tudenverh�altnis in jeder Ordnung konvergent ist, werden die Gegenterme, ge-gebenenfalls nach Umformungen der Art (4.36), herausfallen. Damit kann aufeine dimensionelle Regularisierung verzichtet werden.Bei der analytischen Auswertung in vierter Ordnung verbleibt das Problem, da�sich die acht Diagramme, in welchen der Tetraeder-Graph ��QQ����auftritt, nurnumerisch berechnen lassen.



Anhang AShanks-ExtrapolationDie ek-Transformation ist eine Methode zur Beschleunigung der Konvergenz beiFolgen, sowie eine M�oglichkeit zur Bestimmung eines \Antilimes" bei divergentenReihen und damit zur analytischen Fortsetzung von Reihen au�erhalb ihres Konver-genzradius [Sha55]. Ihre Motivation r�uhrt daher, da� viele Reihen �Uberlagerungenexponentieller Verl�aufe sind (z.B. als Diskretisierung physikalischer Vorg�ange). SeiAn die Aufsummation einer Reihe bis zum n-ten Glied. Dann lassen sich im Idealfalldie Folgeelemente fA0; A1; : : :g darstellen als Summe von k exponentiellen Anteilender Form aiqni : An = B + kXi=1 aiqni (qi 6= 1; 0) : (A.1)B wird als Basis bezeichnet und ist je nach Fall der Grenzwert oder der \Antilimes".Wir gehen bei den St�orungsentwicklungen nur von Reihen mit k = 1 aus. Dieselassen sich im Einzelfall nicht exakt durch (A.1) wiedergeben. Jedoch l�a�t sich jedeFolge lokal durch (A.1) beschreiben mit einer jeweils anderen Basis Bn. Dabei sinddie 3{Glieder Ar, die um An zentriert sind, bestimmt durchAr = Bn + an (qn)r (q 6= 1; 0) (A.2)(n� 1 � r � n+ 1) (n � 1) :Hierbei ist Bn die lokale Basis erster Ordnung. Sie l�a�t sich nach (A.2) eindeutigaus den Folgeelementen An mit einer e1-Transformation berechnen:Bn = e1(An) := An+1An�1 �A2nAn+1 +An�1 � 2An : (A.3)Mit der Annahme, da� fAng ungef�ahr die Form (A.1) f�ur k = 1 hat, werden dieElemente Bn nur geringe Abweichungen untereinander haben. Die Folge fBng hatin dem Fall eine bessere Konvergenz als die Folge fAng, besteht aber aus zweiElementen weniger. Auf diese neue Folge fBng wendet man nun wiederum einee1-Transformation nach (A.3) an. Diese iterativen Transformationen k�onnen so oftfortgesetzt werden, bis nur noch ein einziges Reihenelement existiert, welches imIdealfall dem Grenzwert der urspr�unglichen Folge fAng sehr nahe kommt. In vielen60



61F�allen, so z.B. bei Reihen der Form P1m=0(�1)mf(m)=g(m), in denen f(m) undg(m) Polynome in m sind, l�a�t sich streng beweisen, da� wiederholte Transforma-tionen em1 zu einem besseren Konvergenzverhalten f�uhren. Dieses gilt auch f�ur vielemonotone Folgen. Da bei den von uns untersuchten St�orungsreihen keine Informati-on �uber das Verhalten dieser Reihen f�ur kleine Ordnungen vorliegt, ist das aus derAnwendung der e1-Transformation ermittelte Ergebnis mehr als Richtwert, denn alsexakter mathematischer Grenzwert zu interpretieren.



Anhang BBorel-TransformationBei der Reihendarstellung von Renormierungskonstanten, Renormierungsgruppen-funktionen und daraus abgeleiteten Gr�o�en tritt das Problem auf, da� die betrach-teten Reihen asymptotisch konvergent sind. Das bedeutet, da� die Aufsummierungbis zu einer gewissen Ordnung ein konvergentes Verhalten zeigt, dar�uberhinaus aberstark divergiert, sofern der Entwicklungsparameter ungleich Null ist.
Ordnung KVerlauf einer asymptotisch konvergenten ReiheAllgemein zeigt sich, da� f�ur eine g�2N -Theorie die Koe�zienten einer Reihe, diesich aus Korrelationsfunktionen ergibt, in K-ter Ordnung n�aherungsweise wieK!a�KKbc (1 +O( 1K )) (B.1)a < 0b > 0gehen. Hierbei ista: f�ur eine feste Theorie konstant,b: abh�angig von der betrachteten Green-Funktion und der inneren SymmetrieO(n)der Theorie, 62



63c: durch das individuelle Problem festgelegt.Dieses Verhalten wurde aus einer Sattelpunktsn�aherung des zugrundeliegenden Pfad-integrals bestimmt und ist nur g�ultig f�ur hohe Ordnungen K [BGZJ77].Zur Verbesserung der Konvergenz der betrachteten Reihe kann man eine Resum-mation durchf�uhren. Speziell die Einf�uhrung der Borel-Transformierten hat sich beiden numerischen Ergebnissen in der �4-Therie als erfolgreich erwiesen [BNMG76]:Gegeben sei eine konvergente Reihenentwicklung einer Funktion f(g):f(g) = 1Xn=0 angn : (B.2)Die Borel-Transformierte B(g) ist de�niert durchB(g) := 1Xn=0 ann! gn : (B.3)Mit der Integraldarstellung der �-Funktionn! = �(n+ 1) = Z 10 dt tne�t (B.4)�nden wir den Zusammenhangf(g) = 1g Z 10 dtB(t)e�t=g (B.5)= Z 10 dtB(tg)e�t (nach Variablentransformation) : (B.6)Die Funktion f(g) ist somit bis auf einen Vorfaktor eine Laplace-Transformierte vonB(t). Obwohl die von uns berechneten Reihen divergent und die obigen Gleichun-gen nur f�ur endliche Reihen g�ultig sind, nimmt man die rechte Seite in (B.5) alsgew�unschten Reihenwert. Die Borel-Transformierte B(g) hat nach (B.1) in K-terOrdnung das Element (ga)KKbc�1 +O( 1K )� : (B.7)Nach Majorisierung ab einer bestimmtenOrdnung K 0 mit einer geometrischen Reihesieht man, da� die Reihendarstellung von B(g) einen Konvergenzradius von jgj = ahat.Zur Absch�atzung der Genauigkeit der berechneten Reihen bilden wir die Pad�e-Approximanten der Borel-Transformierten. Die inverse Borel-Transformierte (B.5)dieser rationalen Approximanten wird im Text auch mit (n;m)-Pad�e-Borel bezeich-net. Sofern nur numerischeWerte der Reihen gew�unscht sind, wie z.B. f�ur das Ampli-tudenverh�altnis oder den kritische Exponenten, gen�ugt eine numerische Integrationin (B.5). Zur Bestimmung des Fixpunktwertes der Kopplung wird die inverse Borel-Transformierte der �-Funktion durch numerische Integration an bestimmten Punk-ten uRi bestimmt. Die erhaltenen Punkte �i werden durch eine Fitkurve angen�ahert,



64 ANHANG B. BOREL-TRANSFORMATIONderen Nullstellen mit gen�ugender Genauigkeit die Fixpunktwerte u�R liefern. Soferndie Pad�e-Approximanten von B(t) Polstellen auf R+ ausbilden, wendet man dieentsprechenden Hauptwertintegrale an. Diese lassen sich gegebenenfalls nach An-wendung einer Partialbruchzerlegung jeweils zur�uckf�uhren auf:1Z0 dx 1x1 � xe�x=uR = e�x1=uREi( x1uR ) x1 > 0 (B.8)Ei(x) := � ��Z�x dxe�xx � 1Z� dxe�xx [GR81] : (B.9)Damit lassen sich folgende Integrale berechnen:Z 10 dxa+ bx+ cx2x1 � x e�x=g= (a+ bd+ cd2)e�d=gEi�dg�� (b+ cd)g � cg2 (B.10)Z 10 dx a+ bx(x1 � x)(x2 � x)e�x=g= a+ bx1x2 � x1e�x1=gEi(x1g )� a+ bx2x2 � x1 e�x2=gEi(x2g ) (B.11)Z 10 dx 1(x1 � x)(a+ bx+ x2)e�x=g= 1a+ bx1 + x21e�x=gEi(x1g ) + 1a+ bx1 + x21 Z 10 dx b+ x1 + xa+ bx+ x2e�x=g :(B.12)Funktionen, die analytisch in einem Kreissegment in der komplexen Ebene sindund in diesem Bereich eine asymptotische Reihenentwicklung haben, sind unterbestimmten Voraussetzungen { u.a. eine Beschr�ankung der Form (B.1) { eindeu-tig durch diese Reihe bestimmt [ZJ81]. Die R�uckgewinnung dieser analytischenFunktionen aus ihren divergenten Reihenentwicklungen kann z.B. durch eine Borel-Transformation erfolgen. Aufgrund des beschr�ankten Konvergenzradius von B(g)und des Integrals in (B.5) w�are es n�otig, die unendliche Reihe B(g) analytisch l�angsder reellen Achse fortzusetzen. Eine andere M�oglichkeit besteht darin, da� man sichdie Absch�atzung von (B.1) zunutze macht und den Analytizit�atsbereichs von B(g)bestimmt. Durch biholomorphe Abbildung dieses einfach zusammenh�angenden Ge-bietes in C auf E (m�oglich nach RiemannschemAbbildungssatz) und entsprechenderVariablentransformation B(z)! B(z(u)); u 2 Ehat man eine Reihe von B(z(u)) in u, deren Konvergenzradius den gesamten Ana-lytizit�atsbereich umfa�t. Anwendungen von rationalen Approximanten auf derart



65transformierte endliche Reihen haben sich als erfolgreich in der �4-Theorie erwiesen[GZJ77].Eine Verbesserung der Genauigkeit f�ur die Endergebnisse erreicht man mit derBorel-Leroy-Transformation~B(g) = 1Xn=0 an�(n+ b+ 1)gn ; (B.13)womit die Beziehung (B.5) �ubergeht inf(g) = 1g(1+b) Z 10 dt t�b ~B(t)e�t=g : (B.14)Wird der beliebig w�ahlbare Parameter b auf 1 gesetzt, erh�alt man wieder die reineBorel-Transformation. Die Gr�o�e b wird bei den praktischen Berechnungen optimalgew�ahlt, d.h. mit bopt ist der Fehler in den urspr�unglichen Reihen, den man aus denPad�e-Approximanten (0,3) bis (3,0) erh�alt, minimal.Eine alternative Borel-Transformierte ist de�niert �uberB0(g) := a0�(g) + 1Xn=1 an(n� 1)!gn (B.15)und liefert den Zusammenhangf(g) = Z 10 dtB 0(t)e�t=g : (B.16)Nach Anwendung der Pad�e-Approximanten auf die Reihenelemente f�ur n > 0 erh�altman eine weitere M�oglichkeit, das Konvergenzverhalten der Reihen zu untersuchen.



Anhang CListe der 1-3 Loop-GraphenIm folgenden werden alle Graphen aufgef�uhrt, welche bei der perturbativen Berech-nung der Erwartungswerte G(1)c , �(2) und �(4) zu ber�ucksichtigen sind. Die Listenbeginnen jeweils mit den Diagrammen der symmetrischen Phase und umfassen al-le Graphen f�ur die geordnete Phase. Die Au
istung der Graphen ist nach Loop-Ordnung und Anzahl der externen Beine getrennt. Die Integralwerte sind ohne Fou-rierfaktoren (2�)�3L aufgef�uhrt. Um das vollst�andige Resultat jedes Graphen inkl.Vertex-, Masse- und Fourierfaktoren zu bekommen, mu� der Vorfaktor(�g0)V4 � (�m0p3g0)V3 � m4�L�E0(2�)3L (C.1)anmultipliziertwerden. Dieser setzt sich aus den Vierer- und Dreier-Vertexbeitr�agen,sowie (4.2) zusammen.F�ur die Ergebnisse werden folgende Konstanten ben�otigt:a := �248 � 18 log2 43 � 13 log 43 � 14Li2(14) (nach [BS92] )' 0:0324645B(div) := 1� � 
 + C4� � log m204� +O(�) (nach [Hei93] )B(div)1 := 1� + C4� � 32
 � log m204� � 12 log m20� + O(�)C ' �15:0448 (nach [Hei93] )C(tet) := ��QQ����= 0:1739006107 (z) = �0(z)�(z) log. Ableitung der Eulerschen �-Funktion :Der bei der Konstanten a erscheinende Dilogarithmus (auch Spence-Funktion) istde�niert als [F90] : Li2(x) := �Z t0 dt log(1� t)t : (C.2)66



671-LoopEin-Punkt-Funktion����uG1(1)1Zwei-Punkt-Funktion����u ���� ����uuG1(2)1 G1(2)2 G1(2)3Vier-Punkt-Funktion����uuG1(4)1sonstige Graphen����uuu ����uu uu ����u uuuu ����uu uuuuG11 G12 G13 G142-LoopGreen-Funktion G(1)c����u ��������u ��������u ����u ��������u ��������uG2(1)1 G2(1)2 G2(1)3 G2(1)4 G2(1)5 G2(1)6



68 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHENVertexfunktion �(2)��������u ���� ����u ��������u ��������uG2(2)1 G2(2)2 G2(2)3 G2(2)4 G2(2)5����u u ��������u u ���� �������� ��������G2(2)6 G2(2)7 G2(2)8 G2(2)9 G2(2)10��������u u ��������uu ���� �������� ��������G2(2)11 G2(2)12 G2(2)13 G2(2)14 G2(2)15����uu ����uu ��������uuG2(2)16 G2(2)17 G2(2)18Vertexfunktion �(4)��������u u ��������uu ����u uuG2(4)1 G2(4)2 G2(4)3sonstige Graphen����uuu ����u uu ����uuuG21 G22 G23



69Resultate der 1- und 2-Loop-GraphenWert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G1(1)1 �2(1 + �2(2 � 
 + log(�=m20))) 0 1/2 1G1(2)1 �2(1 + �2(2 � 
 � log(4�))) 0 1/2 1G1(2)2 �2(1 + �2(2 � 
 � log(4�))) 0 1/2 1G1(2)3 (1 + �2(�
 + log(�=m20))) 0 1/2 1G1(4)1 � G1(2)3 1/2 1G11 14(1 + �2(2 � 
 + log �m20 ))G12 18(1 + �2(83 � 
 + log �m20 ))G13 564(1 + �2(4615 � 
 + log �m20 ))G14 7768(1 + �2(352105 � 
 + log �m20 ))G2(1)1 2B(div) 1/6 1 1G2(1)2 4 1/4 1G2(1)3 -2 1/4 1G2(1)4 2/3 1/4 1G2(1)5 -2 1/4 1G2(1)6 4 1/8 1G2(2)1 G1(1)1 � G1(2)3 0 1/4 1G2(2)2 � G2(1)1 -2/27 1/6 1G2(2)3 � G2(1)4 0 1/4 1G2(2)4 G1(1)1 � G1(2)3 0 1/4 1G2(2)5 ( G1(1)1 )2 0 1/8 1G2(2)6 � G2(1)4 - 20/243 1/2 2G2(2)7 G1(1)1 � G1(2)3 1/6 + O(�) 1/4 2G2(2)8 � G2(1)1 0 1/6 1G2(2)9 G1(1)1 � G1(2)3 0 1/4 1G2(2)10 ( G1(1)1 )2 0 1/4 1G2(2)11 ( G1(2)3 )2 -1/6 1/4 1G2(2)12 G1(1)1 � G11 1/8 + O(�) 1/2 1G2(2)13 � G2(1)4 0 1/2 1G2(2)14 G1(1)1 � G1(2)3 0 1/4 1G2(2)15 ( G1(1)1 )2 0 1/8 1G2(2)16 19 � 8243 1/2 1G2(2)17 29 � 59972 1/2 1



70 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHENWert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G2(2)18 G1(1)1 � G11 1/8 + O(�) 1/2 1G2(4)1 G1(2)3 2 1/4 3G2(4)2 G1(1)1 � G11 1/2 1G2(4)3 � G2(1)4 1/2 1G21 19162G22 5108G23 127



713-LoopGreen-Funktion G(1)cLLL�������u ��������u ��������u �������� u ������������uG3(1)1 G3(1)2 G3(1)3 G3(1)4 G3(1)5������������u ��������mu �����
��u ������������u ������������uG3(1)6 G3(1)7 G3(1)8 G3(1)9 G3(1)10��HH����u ����u ��������u ��������u ��������uG3(1)11 G3(1)12 G3(1)13 G3(1)14 G3(1)15������������u ������������u ZZ������ mmu ZZ##���� mmu ��������uG3(1)16 G3(1)17 G3(1)18 G3(1)19 G3(1)20LLL�������u LLL�������u ��������u ��������u ��������uG3(1)21 G3(1)22 G3(1)23 G3(1)24 G3(1)25������������u ������������ u ��������u ��������u ������������uG3(1)26 G3(1)27 G3(1)28 G3(1)29 G3(1)30��������mu ������������u ��������mu ���� ����mu ��HH����uG3(1)31 G3(1)32 G3(1)33 G3(1)34 G3(1)35����u ����u ��������u �������� u ��������uG3(1)36 G3(1)37 G3(1)38 G3(1)39 G3(1)40������������u ��������u ������������u ZZ##���� mmu ������������uG3(1)41 G3(1)42 G3(1)43 G3(1)44 G3(1)45ZZ������ mmuG3(1)46



72 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHENVertexfunktion �(2)�����
��u ������������u ������������u LLL�������uu ��������u uG3(2)1 G3(2)2 G3(2)3 G3(2)4 G3(2)5LLL�������u ��������u LLL�������u ��������u ��������uG3(2)6 G3(2)7 G3(2)8 G3(2)9 G3(2)10������������u ��������u ��������u ��������u ������������ uG3(2)11 G3(2)12 G3(2)13 G3(2)14 G3(2)15��������mu ������������u ������������u ��������mu ���� ����muG3(2)16 G3(2)17 G3(2)18 G3(2)19 G3(2)20����uu ��HH����u u ����uu ����uu ��������uuG3(2)21 G3(2)22 G3(2)23 G3(2)24 G3(2)25��������uu ������������u u ��������uu LLL�������uu ��������u uG3(2)26 G3(2)27 G3(2)28 G3(2)249 G3(2)30LLL�������uu LLL�������uu ��������uu ������������uu ��������uuG3(2)31 G3(2)32 G3(2)33 G3(2)34 G3(2)35��������u u ������������ uu �������� uu ������������uu ��������mu uG3(2)36 G3(2)37 G3(2)38 G3(2)39 G3(2)40AA���� �����
�� �������� �������� ������������G3(2)41 G3(2)42 G3(2)43 G3(2)44 G3(2)45�������� ������������������������ ������������ ��������mG3(2)46 G3(2)47 G3(2)48 G3(2)49 G3(2)50



73�����
��uu ������������u u �����
��uu ������������u u ������������uuG3(2)51 G3(2)52 G3(2)53 G3(2)54 G3(2)55������������uu ������������uu ��HH����u ����u ����uG3(2)56 G3(2)57 G3(2)58 G3(2)59 G3(2)60��������u ��������u ��������u �������� u ������������uG3(2)61 G3(2)62 G3(2)63 G3(2)64 G3(2)65������������u ������������u ZZ##���� mmu ZZ������ mmu ��������uuG3(2)66 G3(2)67 G3(2)68 G3(2)69 G3(2)70����uu ��HH����uu ����uu ��HH����uu ����uuG3(2)71 G3(2)72 G3(2)73 G3(2)74 G3(2)75����uu ������������u u ��������uu ��������u u ��������uuG3(2)76 G3(2)77 G3(2)78 G3(2)79 G3(2)80��������u u ��������uu ZZ##���� mmu u ������������u u ��HH����G3(2)81 G3(2)82 G3(2)83 G3(2)84 G3(2)85���� �������� ���PPP���� LLL������� ��������G3(2)86 G3(2)87 G3(2)88 G3(2)89 G3(2)90�������� �������� �������� ������������ ��������G3(2)91 G3(2)92 G3(2)93 G3(2)94 G3(2)95�������� �������� ������������ �������� ������������G3(2)96 G3(2)97 G3(2)98 G3(2)99 G3(2)100��������m ������������ ������������ ������������ ��������mG3(2)101 G3(2)102 G3(2)103 G3(2)104 G3(2)105



74 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHENZZ##���� mm ���� ����m ZZ##���� mm ��������uu LLL�������u uG3(2)106 G3(2)107 G3(2)108 G3(2)109 G3(2)110LLL�������uu ��������uu LLL�������u u ��������uu LLL�������uuG3(2)111 G3(2)112 G3(2)113 G3(2)114 G3(2)115LLL�������uu ��������uu ��������uu ��������u u ��������uuG3(2)116 G3(2)117 G3(2)118 G3(2)119 G3(2)120����������uu ��������uu ������������uu ������������ uu ��������uuG3(2)121 G3(2)122 G3(2)123 G3(2)124 G3(2)125������������ uu ��������u u ������������uu ������������ uu ��������muuG3(2)126 G3(2)127 G3(2)128 G3(2)129 G3(2)130��������muu bb""���� ���� ���� ��������G3(2)131 G3(2)132 G3(2)133 G3(2)134 G3(2)135�������� ������������ �������� �������� ������������G3(2)136 G3(2)137 G3(2)138 G3(2)139 G3(2)140ZZ##���� mm ������������ ZZ##���� mm ��HH����uu ����uuG3(2)141 G3(2)142 G3(2)143 G3(2)144 G3(2)145����u u ��HH����u u ����u u ����uu ��HH����uuG3(2)146 G3(2)147 G3(2)148 G3(2)149 G3(2)150����uu ����uu ��������uu ��������u u ��������uuG3(2)151 G3(2)152 G3(2)153 G3(2)154 G3(2)155�������� uu �������� uu ����������u u ������������uu ������������uuG3(2)156 G3(2)157 G3(2)158 G3(2)159 G3(2)160������������uu ZZ##���� mmuuG3(2)161 G3(2)162



75Resultate der 3-Loop-GraphenWert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G3(1)1 32(a+ 13 log 43) 1/4 1G3(1)2 G2(1)4 � G1(1)1 1/4 1G3(1)3 G2(1)1 � G1(1)1 1/12 1G3(1)4 � G3(1)3 1/12 1G3(1)5 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 1/8 1G3(1)6 � G3(1)5 1/8 1G3(1)7 ( G1(1)1 )3 1/8 1G3(1)8 2(B(div)1 � 2 log 43) 1/12 1G3(1)9 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 1/8 1G3(1)10 (G1(1)1 )3 � G11 1/8 1G3(1)11 C(tet) 1/6 1G3(1)12 16a 1/4 1G3(1)13 G2(1)4 � G1(1)1 1/8 1G3(1)14 � G3(1)13 1/8 1G3(1)15 � G3(1)13 1/4 1G3(1)16 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 1/8 1G3(1)17 � G3(1)16 1/8 1G3(1)18 � G3(1)16 1/16 1G3(1)19 (G1(1)1 )3 � G11 1/48 1G3(1)20 G1(2)3 � G2(1)4 1/8 1G3(1)21 43 log 43 1/2 1G3(1)22 16a 1/8 1G3(1)23 G1(2)3 � G2(1)1 1/12 1G3(1)24 G1(1)1 � G2(2)17 1/4 1G3(1)25 G1(1)1 � G2(2)16 1/4 1G3(1)26 G1(1)1 � G1(2)3 1/8 1G3(1)27 � G3(1)26 1/8 1G3(1)28 G1(1)1 � G2(1)4 1/4 1G3(1)29 G1(1)1 � G2(1)1 1/12 1G3(1)30 (G1(1)1 )2 � G11 1/4 1G3(1)31 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 1/8 1G3(1)32 � G3(1)31 1/8 1



76 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHENWert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G3(1)33 � G3(1)31 1/16 1G3(1)34 ( G1(1)1 )3) 1/8 1G3(1)35 14C(tet) 1/4 1G3(1)36 49(�1 + 27a+ 2 log 43) 1/8 1G3(1)37 29(1� 2 log 43) 1/4 1G3(1)38 G1(2)3 � G2(1)4 1/8 1G3(1)39 G1(1)1 � G2(2)16 1/4 1G3(1)40 G1(1)1 � G2(2)17 1/4 1G3(1)41 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 1/8 1G3(1)42 G1(1)1 � G2(1)4 1/8 1G3(1)43 (G1(1)1 )2 � G11 1/8 1G3(1)44 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 1/16 1G3(1)45 � G3(1)44 1/8 1G3(1)46 (G3(1)1 )3 1/16 1G3(2)1 � G3(1)8 0 1/12 1G3(2)2 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 0 1/8 1G3(2)3 (G1(1)1 )2 � G11 0 1/8 1G3(2)4 � G3(1)1 �1627(�1 + 18a+ 2 log 43) 1/4 1G3(2)5 G1(1)1 � G2(1)4 481 1/4 1G3(2)6 G3(1)22 0 1/8 1G3(2)7 G1(2)3 � G2(1)1 0 1/12 1G3(2)8 � G3(1)21 0 1/2 1G3(2)9 G1(2)3 � G2(1)4 0 1/8 1G3(2)10 G1(1)1 � G2(2)16 0 1/4 1G3(2)11 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 0 1/8 1G3(2)12 G1(1)1 � G2(2)17 0 1/4 1G3(2)13 G1(1)1 � G2(1)4 0 1/4 1G3(2)14 G1(1)1 � G2(1)1 0 1/12 1G3(2)15 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 0 1/8 1G3(2)16 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 0 1/8 1G3(2)17 � G3(2)16 0 1/8 1G3(2)18 (G1(1)1 )2 � G11 0 1/4 1G3(2)19 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 0 1/16 1G3(2)20 (G1(1)1 )3 0 1/8 1



77Wert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G3(2)21 � G3(1)12 1243(�21 � 324a + 40 log 43) 1/4 1G3(2)22 � G3(1)11 1216(�16 � 81C(tet) + 96 log 43) 1/2 1G3(2)23 � G3(1)12 4243(21 � 567a � 26 log 43) 1/4 1G3(2)24 � G3(1)12 181(�11 + 32 log 43) 1/4 1G3(2)25 G1(1)1 � G2(1)4 40243 1/4 2G3(2)26 � G3(2)25 481 1/4 1G3(2)27 (G1(1)1 )2 � G2(1)1 �13 1/8 1G3(2)28 G1(2)3 � G2(1)4 � 67486 1/4 2G3(2)29 � G3(1)21 11944(159 � 920 log 43) 1/2 2G3(2)30 G1(2)3 � G2(1)1 �16B(div)1 1/12 2G3(2)31 � G3(1)21 11944(63 � 632 log 43) 1/2 2G3(2)32 � G3(1)22 4243(21 � 567a � 26 log 43) 1/4 2G3(2)33 G1(1)1 � G2(2)17 59486 1/4 2G3(2)34 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 16 1/8 2G3(2)35 � G3(2)33 754 1/4 2G3(2)36 G1(1)1 � G2(2)16 19486 1/2 2G3(2)37 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 13 1/8 2G3(2)38 G1(1)1 � G2(1)4 40243 1/4 2G3(2)39 (G1(1)1 )2 � G11 �14 1/4 2G3(2)40 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 �13 1/8 2G3(2)41 � G3(1)1 0 1/4 1G3(2)42 � G3(1)8 0 1/12 1G3(2)43 G1(1)1 � G2(1)4 0 1/4 1G3(2)44 G1(1)1 � G2(1)1 0 1/12 1G3(2)45 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 0 1/8 1G3(2)46 � G3(2)44 1/12 1G3(2)47 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 0 1/8 1G3(2)48 (G1(1)1 )2 � G11 0 1/8 1G3(2)49 � G3(2)47 0 1/8 1G3(2)50 (G1(1)1 )3 0 1/8 1G3(2)51 12 � 61576 1/4 1G3(2)52 (G1(2)3 )3 �14 1/8 1G3(2)53 34 + 12B(div)1 � log 43 � 1384(107 + 48B(div)1 � 96 log 43) 1/6 1G3(2)54 G1(1)1 � G1(2)3 � G11 16 1/4 2



78 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHENWert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G3(2)55 � G3(2)54 18 1/4 1G3(2)56 (G1(1)1 )2 � G12 �14 1/8 1G3(2)57 � G3(2)55 � 316 1/4 1G3(2)58 � G3(1)35 0 1/4 1G3(2)59 � G3(1)36 0 1/8 1G3(2)60 � G3(1)37 0 1/4 1G3(2)61 G1(2)3 � G1(2)4 0 1/8 1G3(2)62 G1(1)1 � G1(2)4 0 1/8 1G3(2)63 G1(1)1 � G2(2)17 0 1/4 1G3(2)64 G1(1)1 � G2(2)16 0 1/4 1G3(2)65 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 0 1/8 1G3(2)66 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 0 1/8 1G3(2)67 (G1(1)1 )2 � G11 0 1/8 1G3(2)68 � G3(2)66 0 1/16 1G3(2)69 (G1(1)1 )3 0 1/16 1G3(2)70 G1(2)3 � G2(1)4 � 118 1/8 2G3(2)71 � G3(1)37 15832(�715 + 2136 log 43) 1/2 2G3(2)72 � G3(1)35 11296(68 � 243C(tet) � 128 log 43) 1/2 2G3(2)73 � G3(1)36 1729(260 � 6075a � 378 log 43) 1/4 2G3(2)74 � G3(1)35 15184(�752 � 1323C(tet) + 3232 log 43) 1/2 2G3(2)75 � G3(1)36 1729(31 � 1215a � 162 log 43) 1/4 2G3(2)76 � G3(1)37 15832(�491 + 1080 log 43) 1/2 2G3(2)77 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 16 1/8 2G3(2)78 G1(1)1 � G2(2)17 59486 1/4 2G3(2)79 G1(1)1 � G2(2)16 19486 1/2 2G3(2)80 � G3(2)78 59486 1/4 2G3(2)81 � G3(2)79 16243 1/4 2G3(2)82 � G3(2)78 754 1/4 2G3(2)83 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 �13 1/16 2G3(2)84 (G1(1)1 )2 � G11 �14 1/4 2G3(2)85 � G3(1)1 0 1/6 1G3(2)86 � G3(1)12 0 1/4 1G3(2)87 G1(2)3 � G1(2)4 0 1/8 1G3(2)88 � G3(1)21 0 1/2 1



79Wert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G3(2)89 � G3(1)22 0 1/8 1G3(2)90 G1(2)3 � G2(1)1 0 1/12 1G3(2)91 G1(1)1 � G2(1)4 0 1/8 1G3(2)92 G1(1)1 � G2(2)17 0 1/4 1G3(2)93 G1(1)1 � G2(2)16 0 1/4 1G3(2)94 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 0 1/8 1G3(2)95 G1(1)1 � G2(1)4 0 1/8 1G3(2)96 � G3(2)95 0 1/4 1G3(2)97 � G3(2)95 0 1/4 1G3(2)98 G1(1)1 � (G1(2)3 )2 0 1/8 1G3(2)99 G1(1)1 � G2(1)1 0 1/12 1G3(2)100 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 0 1/8 1G3(2)101 � G3(2)100 0 1/8 1G3(2)102 (G1(1)1 )2 � G11 0 1/4 1G3(2)103 � G3(2)100 0 1/8 1G3(2)104 � G3(2)100 0 1/8 1G3(2)105 � G3(2)100 0 1/16 1G3(2)106 (G1(1)1 )3 0 1/16 1G3(2)107 � G3(2)106 0 1/8 1G3(2)108 � G3(2)106 0 1/48 1G3(2)109 G1(1)1 � G2(2)17 � 77972 1/4 2G3(2)110 118 � 79346656 1 1G3(2)111 � G3(2)110 115552(2397 � 9856 log 43) 1/2 1G3(2)112 G1(2)3 � G2(2)16 � 41972 1/4 2G3(2)113 29(1� 2 log 43) 15832(�491 + 1080 log 43) 1/2 2G3(2)114 G11 � G2(1)4 � 124 1/4 1G3(2)115 136(�3 + 28 log 43) 131104(2193 � 11936 log 43) 1/2 2G3(2)116 49(�1 + 27a+ 2 log 43) 1729(260 � 6075a � 378 log 43) 1/4 1G3(2)117 G11 � G2(1)1 �18(B(div)1 + 1) 1/6 1G3(2)118 G1(1)1 � G21 1511215 1/4 1G3(2)119 G1(1)1 � G22 31729 1/2 2G3(2)120 G1(1)1 � G23 20729 1/4 1G3(2)121 � G3(2)119 266329160 1/4 2G3(2)122 � G3(2)120 1675832 1/2 1



80 ANHANG C. LISTE DER 1-3 LOOP-GRAPHENWert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G3(2)123 G1(1)1 � G1(2)3 � G11 18 1/4 1G3(2)124 � G3(2)123 16 1/4 2G3(2)125 G1(1)1 � G2(2)16 16243 1/2 1G3(2)126 � G3(2)123 18 1/4 1G3(2)127 G1(1)1 � G2(2)17 59486 1/4 2G3(2)128 G1(1)1 � G1(2)3 � G12 �14 1/4 1G3(2)129 (G1(1)1 )2 � G12 � 316 1/4 2G3(2)130 (G1(1)1 )2 � G13 �14 1/4 1G3(2)131 � G3(2)129 �14 1/8 1G3(2)132 � G3(1)35 0 1/4 1G3(2)133 � G3(1)36 0 1/8 1G3(2)134 � G3(1)37 0 1/4 1G3(2)135 G1(2)3 � G2(1)4 0 1/8 1G3(2)136 G1(1)1 � G2(2)16 0 1/4 1G3(2)137 G1(1)1 � G1(2)3 0 1/8 1G3(2)138 G1(1)1 � G2(2)17 0 1/4 1G3(2)139 G1(1)1 � G2(1)4 0 1/8 1G3(2)140 (G1(1)1 )2 � G11 0 1/8 1G3(2)141 (G1(1)1 )2 � G1(2)3 0 1/16 1G3(2)142 � G3(12)141 0 1/8 1G3(2)143 (G1(1)1 )3 0 1/16 1G3(2)144 59 + 316C(tet) � 2 log 43 123328(�20021 + 74016 log 43 � 8019C(tet)) 1/4 1G3(2)145 �1027 + 10a + 4481 log 43 13645(139 � 8505a � 318 log 43) 1/8 1G3(2)146 154 � 1295(279936 1/2 1G3(2)147 148(�8� 3C(tet) + 32 log 43) 141472(7384 � 26080 log 43 � 675C(tet)) 1 1G3(2)148 427 log 43 117496(229 � 2040 log 43) 1/2 2G3(2)149 154(11� 32 log 43) 146656(�9941 + 32512 log 43) 1/4 1G3(2)150 118 + 1132 � 13 log 43 1373248(�7304 + 68832 log 43 � 85293C(tet)) 1/2 1G3(2)151 �1027 + 10a + 4481 log 43 143740(14206 � 331695a � 19122 log 43) 1/4 1G3(2)152 1108(17 � 44 log 43) 193312(�10393 + 32032 log 43) 1/2 1G3(2)153 G11 � G2(1)4 �124 1/4 1G3(2)154 G1(1)1 � G22 31729 1/2 2G3(2)155 G1(1)1 � G21 1511215 1/4 1G3(2)156 G1(1)1 � G23 20729 1/4 1



81Wert ���2L Ableitung ���2L Sym. Per.G3(2)157 G1(1)1 � G22 1675832 1/2 1G3(2)158 G1(1)1 � G21 266329160 1/4 2G3(2)159 G1(1)1 � G1(2)3 � G11 18 1/4 1G3(2)160 (G1(1)1 )2 � G12 �14 1/8 1G3(2)161 � G3(12)160 � 316 1/4 1G3(2)162 (G1(1)1 )2 � G11 �14 1/8 1
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