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Einleitung

Turbulenz ist ein seit vielen Jahrhunderten von Menschen beobachtetes, alltéigliches Phéno-
men. Zunichst bezeichnete der Begriff Turbulenz (lat. turba Unruhe, Trubel, Menge, Verwir-
rung) die ungeordnete Bewegung von Menschenmengen, bevor er seine heutige Bedeutung
als ungeordnete Bewegung von Fliissigkeiten und Gasen erlangte. Jeder hat schon einmal die
Stromungen beobachtet, die entstehen, wenn Milch im Kaffee verriihrt wird oder Zigaretten-
rauch aufsteigt. Obwohl Turbulenz ein schon fiir unsere Vorfahren gut sichtbares Phinomen
der klassischen Physik gewesen ist, ist bis heute keine vollsténdige theoretische Beschreibung
gelungen. Einen Meilenstein in der Erforschung der Turbulenz setzte Richardson 1922 durch
die Beschreibung der Energiekaskade in der dreidimensionalen Turbulenz. Nach dieser befin-
det sich ein turbulentes System in einem Fliefigleichgewicht, bei dem auf grofien Skalen Ener-
gie zugefiihrt wird, die zu immer kleineren Skalen transportiert wird, um schliellich auf sehr
kleinen Skalen, auf denen Dissipation wirksam wird, zu verschwinden. Richardson lieferte
damit wichtige Voriiberlegungen zu der 1941 von Kolmogorow entwickelten, quantitativeren
Theorie, die Aussagen iiber die Universalitit der Statistik der Bewegung auf kleinen und
mittleren Skalen macht. Allerdings haben sich im Laufe der Zeit systematische Abweichun-
gen von der Theorie Kolmogorows herausgestellt. So kann man beispielsweise aus der Theorie
von Kolmogorow folgern, dass die Momente der longitudinalen Geschwindigkeitsinkremente
{((v(r,t) —v(0,t)) xr/r)") einem Potenzgesetz 7 mit o, = n/3 im Fall dreidimensionaler
Turbulenz gehorchen, experimentell findet man das jedoch nur fiir kleine n néherungsweise
erfiillt. Ahnliches findet man fiir eine mit der Fliissigkeit transportierte skalare GroSe 6:
Auch hier erwartet man fiir die Strukturfunktionen S, (r) = ((0(r,t) — 6(0,t))") zunéchst
eine r-Abhingigkeit iiber ein Potenzgesetz r<» mit ¢, = n/3, es stellen sich aber hier sogar
noch grofiere Abweichungen ein als bei den Momenten der Geschwindigkeitsinkremente sel-
ber. Kraichnan fand heraus, dass die Strukturfunktionen solcher skalarer Gréfien sogar dann
anomales Verhalten aufweisen kénnen, wenn das Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit selber
Gaufisch ist. Ein wesentliches Ziel der Turbulenzforschung beinhaltet daher die Erklarung
des anomalen Skalenverhaltens. Ein vielversprechendes Konzept ist dabei die Lagrangesche
Beschreibung der Fliissigkeit, bei der die Bewegung von masselosen, punktférmigen Teilchen
in der Fliissigkeit betrachtet wird, deren Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt gerade der mo-
mentanen Geschwindigkeit des Feldes an dem Ort entspricht, an dem sie sich befinden. 1968
entwickelte Kraichnan ein Modell fiir ein Geschwindigkeitsfeld, das sogenannte Kraichnan-
sche Geschwindigkeitsfeld, ein Gaufisches Geschwindigkeitsfeld mit zeitlicher §-Korrelation
der Geschwindigkeiten. Mithilfe dieses (theoretischen) Modells sind seitdem erhebliche Fort-
schritte in der Erkldrung des anomalen Verhaltens im Inertialbereich gelungen. So konnte
das anomale Skalenverhalten passiver skalarer Groflen durch statistische Erhaltungsgrofien
fiir die zeitliche Evolution einer n-Teilchenwolke erklédrt werden und auf das Verhalten der
Geometrie einer n-Teilchenwolke zuriickgefithrt werden. Die statistischen Erhaltungsgréfien
ergeben sich dabei aus der fiir das Kraichnanmodell explizt bestimmbaren Fokker-Planck-
Gleichung fiir die zeitliche Evolution einer n-Teilchenwolke. Man findet dabei Funktionen



Einleitung

der Koordinaten der n Teilchen, die sogenannten Nullmoden, deren Erwartungswert zeitlich
erhalten bleibt. Es hat sich herausgestellt, dass diese Nullmoden gut geeignet sind, Teilchen-
bewegungen zu charakterisieren und Aussagen iiber die zeitliche Entwicklung der Form einer
Teilchenwolke zu treffen. Ein Beispiel fiir Nullmoden im Fall der Brownschen Bewegung ist
die Funktion R3, — R3;, deren Erwartungwert zeitlich erhalten bleibt. Dabei beschreibt R;;
den Abstandsvektor zwischen Teilchen i und Teilchen j. Der Mechanismus, der zur zeitli-
chen Erhaltung des Erwartungswertes dieser Funktion fiihrt, ist folgender: Es gilt fiir den
Erwartungwert des Abstandsquadrates zweier Teilchen (R?(t)) = R?*(0) + Dt. Dabei ist D
die Diffusionskonstante. Durch die Differenzbildung fillt die ¢-Abhéngigkeit also heraus und
<R%2 — R%3> ist zeitlich erhalten.

In dieser Arbeit sollen Nullmoden zunichst allgemein beschrieben werden, bevor sie fiir
ein einfaches Modell analytisch bestimmt werden. Genauer ist die Arbeit wie folgt aufge-
baut: In Kapitel 1 wird die Fokker-Planck-Gleichung, eine partielle Differentialgleichung
fiir die zeitliche Entwicklung einer Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine n-Teilchenwolke, aus
der Langevin-Gleichung, einer stochastischen Differentialgleichung fiir die zeitliche Entwick-
lung einer Variablen, abgeleitet. Aus der Fokker-Planck-Gleichung werden wir spéter die
Bestimmungsgleichung fiir die Nullmoden ableiten. Kapitel 2 ist der Einfithrung des 1968
von Kraichnan entwickelten Kraichnanmodells, in dem alle weiteren Betrachtungen stattfin-
den werden, gewidmet, wobei auch die Fokker-Planck-Gleichung fiir das Kraichnanmodell
abgeleitet wird. In Kapitel 3 findet sich eine allgemeine Beschreibung von Nullmoden und
ihren Figenschaften, die zur Charakterisierung der Evolution einer n-Teilchenwolke dienen.
In Kapitel 4 geht es um ein Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen zweiter Ordung,
das bei der spédteren Berechnung der Nullmoden in einem eindimensionalen Modell behilflich
sein soll. Kapitel 5 fithrt das Modell ein, fiir das die Nullmoden bestimmt werden sollen und
leitet eine allgemeine Gleichung zur Berechnung der Nullmoden in dem eingefiihrten Modell
her. In Kapitel 6 werden fiir bestimmte Parameterwerte des Kraichnanmodells Nullmoden
ausgerechnet und interpretiert. In Kapitel 7 wird fiir einen dieser Parameterwerte eine Fomel
fiir eine ndherungsweise Bestimmung der Nullmoden in der Néhe dieses Parameterwertes be-
stimmt. Im letzten Kapitel 8 folgt eine Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit. Des
Weiteren gibt es diverse Anhénge, die in der Arbeit auftauchende mathematische Definitio-
nen oder Sétze beinhalten. Es sei hier insbesondere auf die Definition eines Martingals in
Anhang A hingewiesen, da dieser Begriff eine mathematische Umschreibung der Nullmoden
darstellt.

vi



1. Die Fokker-Planck-Gleichung

Die Fokker-Planck-Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die
zeitliche Entwicklung einer Wahrscheinlichkeitsdichte Py (z1,...,zn,t), die als erstes von
Fokker und Planck benutzt wurde, um die Brownsche Bewegung von Teilchen in einer Fliissig-
keit zu beschreiben. Allgemein lautet sie in einer Variablen

0 0 0?
il — 2 pm ~ p®
87573(:E t) = 8:ED (z,t)P(z,t) + 8:E2D (z,t)P(x,t) (1.1)

und verallgemeinert auf N Variablen
N 2

PN xl) N 7$N7t)+ Z 8;17 ax
= )

PN(l’l,...,:EN, Di(]?)’PN(:L'l,...,J}N)

ot

||Mz

7]

(1.2)
Der Term mit D bzw. D;l) beschreibt dabei einen Drift wiithrend der Term mit D) bzw

DZ-(;) einen Diffusionsterm darstellt.

Wir mochten in diesem Kapitel die Fokker-Planck-Gleichung aus der Langevin-Gleichung,
einer stochastischen Differentialgleichung fiir die zeitliche Entwicklung einer Variablen, ab-
leiten.

1.1. Die allgemeine Langevin-Gleichung fiir N Variablen

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst die Position von Lagrangeschen Teilchen in einer
Fliissigkeit mithilfe einer stochastischen Differentialgleichung beschreiben.

Unter Lagrangeschen Teilchen versteht man masselose, punktférmige Teilchen, deren Ge-
schwindigkeitsvektor zu jedem Zeitpunkt gerade dem Geschwindigkeitsvektor des Geschwin-
digkeitsfeldes an der zugehorigen Stelle entspricht.

Wir gehen nun davon aus, dass die Lagrangeschen Teilchen zum einen einem deterministi-
schen Drift unterworfen sind und zum anderen zu jedem Zeitpunkt einen zufilligen Impuls
erfahren. Damit wird die Bewegung eines Teilchens durch die sogenannte Langevin-Gleichung

v(t) = @(t) = h(z,t) + g(z, t)T(t) (1.3)

beschrieben.
h(z,t) ist hierbei der Drift, wihrend g(z,t)I'(t) den zufélligen Impuls darstellt. T'(¢) sollen
unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 sein.

Eine Verallgemeinerung von (1.3) auf N Variablen z1,...,zy ergibt
N
T; = hi(xl, - ,acN,t) + Zgij((ﬂl, - ,a:N,t)Fj(t) (1.4)
j=1
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wobei I'j(t) unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungwert 0 sein sollen
und so gewahlt werden, dass fiir die Korrelationsfunktion

(Ti ()T (t)) = 20;;6(t — t') (1.5)

gilt.

Ein Problem, das Mathematiker nun mit I'(¢) bzw. I';(¢) haben ist, dass die Annahme der
Existenz von I'(t) # 0 bzw. I'j(¢) # 0 zu nicht messbaren Ereignissen fiihrt (vgl. [13]): Wenn
['(t) # 0, dann gibt es ein a € R, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass I'(¢) kleiner als a ist, im
Intervall |0, 1] liegt, d.h. P(I'(¢) < a) = p €]0, 1[. Damit wére nach einer Art kontinuierlichem
Gesetz der groflen Zahlen das Lebesguemafl der Menge EN|d, [ mit £ = {t € R|I'(¢) < a}
und d, ¢ beliebig gerade A (EN]d,c[) = p(d — ¢). Allerdings sind messbare Mengen, wenn
sie nicht gerade Maf} null haben, irgendwo beliebig dick, d.h. es gibt fiir alle « € [0, 1] ein
Intervall |cy, do [ mit A(E N]cq, da]) > a(da — ca).

Aus diesem Grund betrachten Mathematiker nicht I'(#) sondern B; = fg I'(s)ds und nennen
B; Brownsche Bewegung. B; hat dann folgende Eigenschaften (vgl. [13]):

o Fiir ty) < t; < --- < t, sind die Zufallsvariablen B;, — By,, By, — By,,..., By, — By,
unabhéngig.

e Die Zufallsvariablen B; — B, sind normalverteilt mit Erwartungwert 0 und Varianz
t—s.

e Die Abbildung t — B, ist fast sicher stetig.
Wir erhalten also fiir die Kovarianz von B; und Bs (0.E. ¢t > s)
(BiBs) — (By) (Bs) = ((By — Bs + Bs)Bs) = ((By — Bs)B,) + (BZ) = s (1.6)

Die Langevingleichung lautet in dieser Formulierung dann unter Verwendung der Einstein-
schen Summenkonvention (vgl. [17])

t+1 t+T1 .
:Ei(t+7')—:1:i(t):/t hi(:nl(s),...,a:N(s),s)ds—I—/t G (21(5), - n(s), $)dBI (1.7)

Setzen wir nun fiir h;(z(s), s) und g;;(z(s), s) die Taylorentwicklungen (x = (z1,...,2y,))
hi(xz(s),s) = hi(xo, s) + Dghi(xo, s)(x(s) —xo) + ... (1.8)
gij(x(s),s) = gij(x0, s) + Dggij(xo, s)(x(s) —xo) + . .. (1.9)

ein und iterieren das Verfahren, erhalten wir ein Integral der Form (vgl. [13] und [17])

/<I>(Bs, $)dB, (1.10)

Allerdings ist nicht ohne Weiteres klar, wie ein Integral [ ®(Bs, s)dB; iiberhaupt zu verstehen
ist, denn dafiir gibt es zunéchst einmal mehrere sinnvolle Moéglichkeiten, die leider, anders
als beim gewohnlichen Riemannintegral, zu verschiedenen Ergebnissen fithren.
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1.2. Interpretationsmoglichkeiten stochastischer Integrale

Wir betrachten das Integral
t
/ ® (B, s)dBs (1.11)
0

Analog zum Riemannintegral versuchen wir, dieses Integral auf ein Integral von Treppen-
funktionen zuriickzufiihren. Dazu setzen wir fiir eine Unterteilung 0 =g < t; < --- <t, =t
des Intervalls [0,?] A = maxo<ij<n—1{ti+1 —t;}. Dann ergeben sich folgende sinnvoll erschei-
nende Definitionen des Intgrals:

n—1

t
/ ®(Bs, s)dBs = iimo ® (By,,t;) (B, — Bt,) (1.12)
0 —0~
7=0
oder .
t -— By, + B, t: ti
/ ®(Bs, s)dB, = lim <1>< b T2 Lt J> (Bi,,, — Bi,) (1.13)
0 Aso 2 2 7 J
oder
t n—1
/ ®(B,8)dBs = lim > & (By,,,,tj41) (Bi,., — By,) (1.14)

Der Unterschied der drei Definitionen liegt darin, dass die Funktion ®(Bs,s) in der ers-
ten Definition auf dem Intervall [t;,t;41] durch ihren Wert am linken Rand des Intervalls
[tj,tj41] gendhert wird (Itéinterpretation des stochastischen Integrals), bei der zweiten Defi-
nition durch den Funktionswert in der Mitte des Intervalls (Stratonovichinterpretation) und
bei der dritten Definition durch den Funktionswert am rechten Rand des Intervalls (Anti-
Itointerpretation). Diese Definitionen fallen beim Riemannintegral zusammen, wéhrend hier
Unterschiede auftreten werden.

Um diese an einem Beispiel zu sehen, berechnen wir das Integral fot B,dB; in den verschie-
denen Interpretationen:

n—1 2 n—1 n—17-—1
Btz - Z Btﬂ”rl o Btj - (Btjﬂ o Btj)2 +2 Z Z (Bti+1 - Bti) (Btj+1 - Btj)
=0 =0 §=0 i=0
(1.15)
n—1 n—1
=" (B, — B,)*+2> By, (By,,, — By)) (1.16)
j=0 Jj=0

Der Grenzwert des zweiten Terms fiir n — oo entspricht nun gerade der Itddefinition des
stochastischen Itegrals fot BydB,, wir erhalten also mit Z?:_& (Bt — Btj)2 — tfirn — oo
(vgl. Anhang C) in der Itéinterpretation

Jj+1

t
t
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Fiir die Anti-Itointerpretation teilen wir B? etwas anders auf:
2

n—1 J n—1
Z Btj+1 - Btj =2 Z By, — Btz (Btj+1 - Btj) (Bta+1 Btj)2
j= 7=0 =0 7=0
(1.18)
n—1 n—1
=2 Z Bi; (Btj+1 - Btj) (Btg+1 - Btj)z (1.19)
j=0 Jj=0

Hier entspricht der Grenzwert des ersten Terms fiir n — oo gerade der Anti-Itoédefinition des
Integrals f(f BsdB;, wir erhalten also in diesem Fall

2 2

Die Stratonovichinterpretation ist in diesem Fall gerade eine Kombination der It6- und der
Anti-Itointerpretation von stochastischen Integralen:

¢ B} t
(AI)/ BydBs = —- + - (1.20)
0

n—1

Btj+1 + B, 1= 1%
BtHl - Btj) = 92 ZBtj+1 (Btj+1 - Btj) + 2 ZBtj (Btj+1 - Btj) (1.21)
J=0 =0 —
Damit folgt
/thB—l /thB 41 /thB—Bt2 (1.22)
S) 0 s S_Q(AI) 0 s s 2(1) 0 s s = B .

Man erhélt also die gleiche Formel wie bei klassischen Integralen. Welche der Interpretatio-
nen man wéhlt, hingt von den gewiinschten Eigenschaften des Integrals ab. Bei der Stra-
tonovichinterpretation erhélt man, wie im obigen Beispiel, auch allgemein die gleichen Inte-
gralformeln wie in der klassischen Analysis, wihrend bei der Itointerpretation Zusatzterme
auftreten, die sich aus der Itoformel ergeben (zur Itéformel siche Anhang C). Allerdings wer-
den durch die Itointerpretation die stochastischen Integrale zu Martingalen (zur Definition
eines Martingals siche Anhang A).

1.3. Die Kramers-Moyal-Entwicklung

In diesem Abschnitt werden wir die Kramers-Moyal-Entwicklung, eine partielle Differential-
gleichung fiir die zeitliche Entwicklung einer Wahrscheinlichkeitsdichte Py (x,t), herleiten.
Dazu gehen wir davon aus, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichte zu einer Zeit ¢ 4+ 7
aus der Wahrscheinlichkeitsdichte zur Zeit ¢ und der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte
Pn(x,t + 7|x',t), dass eine Teilchenkonfiguration &’ = (zf,...,2y) in der Zeit 7 in die
Konfiguration = (x1,...,zy) iibergeht, ergibt und entwickeln den Integranden in eine
Taylorreihe analog zur Herleitung in einer Dimension in [17]. In d Dimensionen ist also
N = dn, wobei n die Anzahl der Teilchen ist. Des Weiteren wird an dieser Stelle die Mar-
koweigenschaft gefordert, dass die Teilchenkonfiguration zur Zeit ¢ + 7 nur abhéngt von der
Teilchenkonfiguration zur letzten untersuchten Zeit ¢ und nicht auch von den Teilchenkonfi-
gurationen zu untersuchten Zeitpunkten ¢’ < t. Damit ergibt sich

Pa(a,t+7) = /PN(m,t 7l P (e )V ! (1.23)
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Setzen wir A = & — x’, so erhalten wir fiir den Integranden

Pn(z, t+rya;’ PN (' 1) = Py(x + A — At + 7|z — A t)Pn(xz — A, t) (1.24)

_Z Z a, - < 8: >PN(113+A t+ 7|z, t)PNn(x,t) (1.25)

n=0 |o]=n

Dabei ist o = (o, ..., ay) ein Multiindex mit a! = a1!... an! und & = 27 .. 2.
Eine Integration bzgl. A liefert

[e.e]

Pn(x,t+7) = Py(mt)=> Y i(—1 /A"‘PN (x + At + 7|2, t)dA Py (2, t)

Oz

={(z—x')*)=:Mqa (x',t,T)
(1.26)

Entwickeln wir nun die Momente My, in eine Taylorreihe um 7, erhalten wir
Mg(x',t,7) = Do (2, t)T + O(7?) (1.27)

denn My (2',t,0) = 0.

Unter Berticksichtigung der linearen Terme erhélt man nun die Kramers-Moyal-Entwicklung
(KM-Entwicklung) fiir die Evolution der Wahrscheinlichkeitsdichte einer Teilchenkonfigura-
tion.

ZPu@0 =3 3 (- ) Pale.0Py(a. ) (129

n=1|a|=n
mit (1.29)
Dala,t) = ~ lim - ((w(t +7) — 2(1))) (1.30)

1.4. Die Fokker-Planck-Gleichung als Spezialfall der
KM-Entwicklung

Die Beschreibung von Teilchenbewegungen mithilfe der Langevin-Gleichung unterscheidet
sich von der Beschreibung durch die KM-Entwicklung dadurch, dass man bei der Langevin-
Gleichung stochastische Differentialgleichungen fiir die Trajektorien der einzelnen Teilchen
hat, wiahrend die KM-Entwicklung eine partielle Differentialgleichung fiir die Wahrschein-
lichkeitsdichte der moglichen Teilchenkonfigurationen darstellt. In diesem Abschnitt werden
wir aus der Langevin-Gleichung (1.7) die zugehorige KM-Entwicklung herleiten.

Wir berechnen also die Dy, analog zu der Herleitung in einer Dimension in [17].

Da Dq(x,t) = 2 lim, o L ((x(t + 7) — 2(t))*), betrachten wir zunéichst @;(t + 7) — z;(t).
Die Langevin-Gleichung (1.7) lautete

N

t+7 .
Z/ gij(x1(),...,zn(s),s)dB]

j=1

t+7
xi(t+ 1) — zi(t) :/t hi(z1(s),...,zN(s),s)ds +
(1.31)
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Setzt man fiir h; und g;; die entsprechenden Taylorentwicklungen ein, ergibt sich in erster
Néherung

t+T1 N t+7 )
st ) i) = [ hiCoa®. (@ 9ds + 30 [ giloa(0). v (o), 8]
t =1t
(1.32)
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es also ©1,04 € [0, 1] mit
wit + 1) — i(t) = Thi(a1(t), .. ),O15) + Z ( - ) i (@1(t), ..., o (2), O25)
(1.33)
In zweiter Ordnung ergibt sich
N
zi(t +7) — 2i(t) = Thi(aa(£), .. ),015) + > (Bler = BY) gis (@1 (1), ... (), ©29)
7=1
N t+7 Oh,;
+ kZZI/t Sy @10 N () (@r(s) = wy(1))ds
N N t+7 892"
#3030 [ S @0 (0, 5) (o) — (0B
k=1 =171 k
N
= thi(a1(t)... . an(0),018) + 3 (Bly, = BY) gig(ar(t),...on(t), ©5)
j=1
N t+71 8}1@
w3 [ SO an ) (hiler 0, an ), 010
k=17t Tk
N . .
+ Z (BLFT — Bg) g (x1(t), ..., zn (1), @23)>ds
j=1
N N t+7 892"
+ZZ/ 83:; (21(),...,an(t),s) <7‘hk(:n1(t),...,xN(t),@ls)
k=1j=1"1
N .
3 (B B) gu(ar(0) o (0). 629) )
=1
Nun gilt mit D; = Dq, (e;(0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der i-ten Stelle steht)
Dy = Tim = (zi(t + 7) — 2:(8)) (1.34)

T—0T



1.4. Die Fokker-Planck-Gleichung als Spezialfall der KM-Entwicklung

Berticksichtigen wir, dass (Bs) = 0 und vernachléssigen quadratische Terme in 7, weil diese
bei der spiteren Grenzwertbildung wegfallen werden, erhalten wir

(xi(t +71) —xi(t)) = Thi(x1(t),...,2N(t),O15) (1.35)
N
<ZZ/ ggw coan(t)s)) (Bi - Bi) gri(z1(t), ..., o (1), @23))dB§>
k=1 j=1 Tk =1
(1.36)
Analog zu oben existiert also ein © € [0, 1] mit
(it +7) —xi(t)) = Thi(x1(t), ..., xN(t),O15) (1.37)
N N N 9gi; t+7 .
+ ZZZ x; ., xN(t),038)gij(x1(t), ..., xNn(t), ©3025) </t Bing>

k=1 j=1 i=0
(1.38)

Das Integral auf der rechten Seite nimmt nun in den verschiedenen Interpretationsmoglich-
keiten stochastischer Integrale verschiedene Werte an.
In der Itointerpretation ist das Integral 0 und wir erhalten

Di(t) = hi(z1(b), ..., zn (), 1) (1.39)

In der Stratonovichinterpretation hat das Integral gerade den Wert $4d; und wir erhalten

99ij
D;(t) = hi(z1(t), ... ZZ ax;i N (t),)gij(x1(t), . an (D), t)
k 1j=1
(1.40)
In der Anti-Itéinterpretation hat das Integral den Wert 76; und wir erhalten
Di(t) = hi(z1 (1), .. +ZZ g” N (), g (1 (2), ., N (2), 1)
k=1 j=1
(1.41)

Um nun Dj; = Dg,;; zu bestimmen (a;; = (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) bzw. ay; =
0,...,0,2,0,...,0), wobei die Werte # 0 an den Stellen ¢ und j stehen), benutzen wir
die obige Nédherung erster Ordnung (1.32). Beriicksichtigen wir nur Terme von maximal ers-
ter Ordnung in 7 (andere Terme werden bei der Grenzwertbildung spéter sowieso wegfallen)
und auflerdem (Bs) = 0, so erhalten wir

(it +7) = 2i(t)) (2;(t +7) — 2;(2)) (1.42)

ifz gir(@1(t), - an(8),t + Oam)gjn(z1(t), . .., &N (), t + Ogr) (1.43)

<(Bt+T Bt) (Bt+T - B§>> (1.44)
R

=7 gin(@1(t), ..., an(t),t+ Oom)gjn(xa(t), ..., N (L), b+ Op7) (1.45)



1. Die Fokker-Planck-Gleichung

Damit folgt

N
Dij(1(t), ..., an(t),t) = > giw(x1(t),....an (), )gir(@1(t), ..., 2N (t), 1) (1.46)
k=1

Alle hoheren D, sind 0, denn benutzt man wieder die Naherung erster Ordnung, sieht man,

dass in jedem Term entweder T mindestens quadratisch auftaucht oder 7 <(Bt+T — Bt)2> =

72 oder <(Bt+7 — Bt)3> = 0 vorkommt. Damit haben wir aus der Langevin-Gleichung fiir N
Variablen die Fokker-Planck-Gleichung

0

E’P}\[(ﬂjl,...,x]v,t):MN(JZl,...,xN,t)PN(xl,...,(L'N,t) (1.47)
mit

Y9 Y

Mpy(z1,..., 2N, t) = Y =—Di(x1,...,2N,1) + ———Dj;(x1,...,oNn,t)  (1.48)

ZalEz Zl 8:&8:@ J

i=1 i,j=

hergeleitet.



2. Das Kraichnanmodell

Das Kraichnanmodell ist ein von Robert H. Kraichnan entwickeltes und in [12] vorgestelltes
Modell fiir ein GauBsches Geschwindigkeitsfeld mit Korrelationsfunktion

(' (r,t)0? (r',t)) = 25(t — ') DY (r — 1) (2.1)

Charakteristisch hierbei ist die zeitliche 6-Korrelation der Geschwindigkeiten.

Obwohl diese Annahme in der Natur sicherlich nie erfiillt werden kann, stellt das Kraich-
nanmodell ein gut zu untersuchendes theoretisches Modell dar, zumal man es zum einen als
eine Naherung fiir Felder mit sehr schnellem zeitlichen Abfall der Geschwindigkeitskorrela-
tionsfunktion und zum anderen als Langzeitnidherung fiir Felder mit endlicher Geschwindig-
keitskorrelationsfunktion betrachten kann.

Aus der zeitlichen é-Korrelation der Geschwindigkeiten ergibt sich auflerdem die Markowei-
genschaft der Lagrangeschen Trajektorien, d.h. der Trajektorien masseloser Teilchen, deren
Geschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt gerade der Geschwindigkeit des Feldes entspricht. Die
Koordinaten eines Teilchens zu einem Zeitpunkt ¢ hdngen nédmlich nur ab von den Koordi-
naten des Teilchens zum zuletzt betrachteten Zeitpunkt ¢’ < ¢, nicht von den Koordinaten
zu vorher betrachteten Zeitpunkten t” < t'.

2.1. Die Fokker-Planck-Gleichung fiir das Kraichnanmodell

In [2] und [3] wird die Fokker-Planck-Gleichung fiir das Kraichnanmodell im Fall inkompres-
sibler Fliissigkeiten mithilfe von Pfadintegralen hergeleitet, eine Verallgemeinerung auf den
kompressiblen Fall befindet sich in [11]. Interessant ist, dass sich als Diffusionskoeffizienten
gerade die rdumlichen Anteile der Geschwindigkeitskorrelationsfunktionen ergeben. Genauer
gesagt gilt o
Dij(z(t),t) = D" (r — ') (2.2)

Dabei ist @(t) der Vektor aller N Variablen der Langevin-Gleichung zur Zeit ¢, also in unse-
rem Fall der Vektor aller Koordinaten aller betrachteten Teilchen zur Zeit t. () besteht also

2(t) Ty ana(t)
aus den einzelnen Vektoren der Teilchenkoordinaten ry = : N : ,

z4(t) (1)
wobei d die Anzahl der Raumdimensionen bezeichnet. ¢ und j stehen fiir die Komponenten
von «, nehmen also Werte 1 < 4,7 < N an. Demgegeniiber bezeichnen ¢ und j die Raumdi-
mensionen, nehmen also Werte 1 < 4,5 < d an. r und 7’ sind Vektoren aus {r1,...,r,}. Die
obige Gleichung (2.2) gilt nun in dem Sinne, dass r = r,_; ; und r’ = T i1
Die Richtigkeit dieser Beziehung weisen wir nun durch Berechnung des Integrals

t1+e€
/t (i@ (tr), )y (@ (t2), 12))

1—€



2. Das Kraichnanmodell

mithilfe der in (1.1) betrachteten Langevin-Gleichung nach. «(¢1) und x(¢2) sind als An-
fangsbedingungen zu verstehen und sind gerade so gewéihlt,~dass die Position des Teilchens
1 — 1+ 1 zur Zeit t; gerade r; ist und die des Teilchens j — j 4+ 1 zur Zeit to gerade ro.

/ M ), o (1), 1))

1—€
t1+€
=/ hi(z(t1), 1) +Zgzk ), t)T(t1) z(t2), t2) +Zgﬂ ),t2)Tu(t2) | ) dt
t1—e
t1+€
= [ tite ) by (e lta) o) i
t1—e
—0,e—0
t1+€ N
+/ Zg]l tg Fl(tg) dt
t1—e =1

=[{E hi(@(t),t) T g (@(tz) t2) (Th(t2)) dt=0

=0

t1+e
+/ < x(t2),t2) E gir(x(t1),t1) Fk(t1)>dt
t

1—€

= [y ((t2),t2) SR gin(@(t) 1) (T (1)) de=0
=0
N

t1+€ N
+ / <Z gin(@(t1), 00)Tk(t1) D gju(@(ta), t2)Fl(t2)> dt
t k

1—€ =1 =1

=[N gan(@(t)h) S gii(@(ta) tz) (D (t1) T (t2)) dt
N————
=06p8(t1 —t2)

_ {Z;@V:1 gik(a}(tl),tl)gjk(a:(tg),tg) falls to € [tl — E,tl + 6]

(2.3)
0 falls t2 € [tl — E,tl + 6]

Im Grenzwert ¢ — 0 ergibt sich also fiir das Integral iiber die Korrelationsfunktion der
Geschwindigkeiten

t1+€
liH(l] <Ui(w(t1),tl)vj(m(tg),tg» dt (2.4)
=0 Jy —¢
_ S gi(@(t1), t)gje(®(tr), t1)  falls t =ty (25)
0 falls t1 75 to ’

Vergleicht man dieses Ergebnis mit Abschnitt 1.4, sieht man, dass der rdumliche Anteil der
Geschwindigkeitskorrelationsfunktionen (unter den oben beschriebenen Bezeichnungen) ge-
rade den Diffusionskoeffizienten entspricht.

Um die vollstindige Fokker-Planck-Gleichung herzuleiten, miissen wir noch die Driftkoeffizi-
enten h; bestimmen. Dazu betrachten wir den sich aus der Langevin-Gleichung ergebenden
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2.2. Modellierung der rdumlichen Korrelationsfunktionen

Geschwindigkeitserwartungswert
N
(vi((t), 1)) = <hi(w(t)7 £+ gi((t). t)Tj(t)>
j=1

N
£+ gij(@(t),1) (L;(1) = hi(=(t),t) (2.6)
j=1

Da im Kraichnanmodell der Erwartungwert der Geschwindigkeiten null ist, miissen also die
Funktionen h; in der Langevingleichung 0 sein.

Damit haben wir die Fokker-Planck-Gleichung in der Itéinterpretation bereits gefunden:
Die Driftkoeffizienten D; sind null, die Diffusionskoeffizienten D;; entsprechen den raumli-
chen Anteilen in der Geschwindigkeitskorrelationsfunktion.

In der Stratonovichlnterpretation sind die Driftkoeffizienten nicht null, weil sich ein zusétzli-
cher Drift § Y00, SN, 5% ((¢),. .., an(t), £)gij (1 (£), ..., 2 (1), 1) exgibt (vel. Abschnitt
1.4). Um dlesen zu bestimmen, miissen wir die Funktionen gij aus den D;; herleiten. Dieses
ist moglich, wenn die D;; eine positiv definite Matrix D bilden, denn dann gibt es eine ein-
deutig bestimmte, positiv definite Matrix ¢ mit g> = D und die Koeffizienten von ¢ sind die
Funktionen g;;. Ein Verfahren um die Wurzel einer Matrix zu bestimmen ist in diesem Fall
(vgl. [17]), die Matrix zu diagonalisieren (immer moglich, weil die Matrix D symmetrisch ist),
dann die Wurzel aus den Eigenwerten zu ziehen und danach die Transformationen wieder
riickgéingig zu machen. Praktisch bereitet aber auch dieses Verfahren erhebliche Schwierigkei-
ten, weil die Diagonalisierung einer n x n-Matrix die Nullstellenbestimmung eines Polynoms
n-ten Grades impliziert. Auch die in einer Dimension moégliche direkte Zuriickfithrung auf
D durch ¢/(z,t)g(x,t) = %gz(x, t) = th(ac t) lésst sich leider nicht auf den Fall mehrerer
Dimensionen verallgemeinern. Aus diesem Grund kann der Stratonovichfall in dieser Arbeit
nicht weiter behandelt werden.

Insgesamt erhalten wir eine relativ einfache mathematische Behandelbarkeit des Kraichnan-
modells dadurch, dass wir zumindest in der Itointerpretation explizit eine Fokker-Planck-
Gleichung angeben konnen. Diese Tatsache hat das Kraichnanmodell trotz seines rein theo-
retischen Charakters durch in der Natur nicht zu erreichende Annahmen zu einem oft be-
trachteten Modell fiir turbulente Stromungen gemacht. Viele Betrachtungen betreffen dabei
das Feld der sogenannten Nullmoden, denen wir uns in Kapitel 3 zuwenden werden. Zuvor
mochten wir aber die réumlichen Korrelationsfunktionen D% genauer charakterisieren.

2.2. Modellierung der rdumlichen Korrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Modellierung der raumlichen Korrelationsfunktionen
der Geschwindigkeiten im Kraichnanmodell D%, die sich im obigen Abschnitt 2.1 gleichzeitig
unter den angegebenen Bezeichnungen als die Diffusionskoeffizienten in der Fokker-Planck-
Gleichung herausgestellt haben.

Es ist davon auszugehen, dass die rdumlichen Geschwindigkeitskorrelationsfunktionen fiir
kleine Abstéinde der betrachteten Orte grofl sind und mit steigendem Abstand gegen null
abfallen. Qualitativ erwartet man also das in Abbildung (2.1) skizzierte Verhalten.

In [6] wird das Verhalten der Korrelationsfunktionen auf den verschiedenen Skalen quantifi-
ziert. Dabei wird zwischen dem Verhalten auf Skalen r < 7, auf denen Dissipation auftritt,

11



2. Das Kraichnanmodell

D(r) |

Abbildung 2.1.: Qualitatives Verhalten der rdumlichen Korrelationsfunktionen

dem Verhalten auf Skalen grofler als die integrale Lingenskala L, die die Korrelationslédnge
des Feldes beschreibt und dem Inertialbereich n < r < L, in dem weder Dissipation noch
einwirkende Krifte eine Rolle spielen, unterschieden.

D soll die Form D% (r) = Dyd;; — 3d" (r) haben, wobei Dy eine Konstante ist.

Damit miissen die Funktionen d;; fiir |r| — oo gegen 2D(d;; konvergieren.

Die Korrelationsfunktionen sollen auf sehr kleinen Skalen aulerdem glatt sein, d.h. fiir r < 7,
sollen sie (vgl. [6]) das Verhalten

d(r) ~ r? (2.7)
aufweisen. Im Inertialbereich 7 < r < L soll d¥ skalieren wie ¢ mit & € [0,2], d.h.
d¥ (r) ~ ré (2.8)

Wie in [6] diskutiert stellt Dy gerade die effektive Ein-Teilchen-Diffusionskonstante dar und
ist von der Ordnung L¢. Das bedeutet, das die Diffusion durch die Geschwindigkeitsfluktua-
tionen auf groBen Skalen der Ordnung L bestimmt wird. Demgegeniiber beschreibt d” die
Statistik der Geschwindigkeitsdifferenzen.

Im Grenzwert 7 — 0 und L — oo hat d¥/ die Form (vgl. [11])

. ij . ¢ TiTj
lim d¥(r) = Dir® { (d =1+ — ) 0y — € (96 — 1) —3 (2.9)

2

Dabei stellt p = % die Kompressibilitdt der Fliissigkeit dar. Der Quotient liegt bei
isotropen Fliissigkeiten immer zwischen 0 und 1 und ist 0 im inkompressiblen Fall. d ist die
Dimension und D; eine Kostante. Im eindimensionalen Fall ist notwendigerweise p = 1 und
Dy ~ ﬁ, damit sich auch in diesem Fall d¥ ~ r¢ ergibt.

Im Grenzfall der Vernachlidssigung von Diffusionsbereich und integraler Léngenskala hat
man damit auf allen Skalen das Verhalten d”(r) ~ r¢. Fiir den eindimensionalen Fall ist
die Geschwindigkeitskorrelationsfunktion D!'(r) = D(r) in Abbildung 2.2 fiir verschiedene
Werte von £ im Inertialbereich illustriert. Dabei entspricht der rote Graph dem Fall £ = 2,
der blaue Graph dem Fall ¢ = 1,5, der gelbe Graph dem Fall £ = 1, der griine Graph dem
Fall £ = 0,5 und der violette Graph dem Fall £ = 0,1.

12



2.3. Das Verhalten von Lagrangeschen Trajektorien fiir verschiedene &-Werte

g
0, §f
0, §f
0, 4\
0, 2 \
G— T T 17T T T T T 17T T 1T 177 |-T|
0 0,2 0.4 0.6 0.8

r

Abbildung 2.2.: Die Funktion D(r) fiir verschiedene Werte von ¢

Auffillig ist, dass die sich im Grenzfall £ = 0 ergebende Fokker-Planck-Gleichung gerade der
Fokker-Planck-Gleichung der Brownschen Bewegung

0
9 prta.t) = Z%Q x.1) (2.10)

entspricht, bei der der Operator My gerade der Laplaceoperator ist (vgl. [6] und [17]).
Damit kann das Kraichnanmodell als eine Verallgemeinerung der Brownschen Bewegung
angesehen werden, bei der rdumliche Korrelationen des Geschwindigkeitsfeldes auftreten und
so nicht-konstante Diffusions-,, Konstanten” hervorrufen, die vom Abstand der betrachteten
Teilchen abhéngen.

2.3. Das Verhalten von Lagrangeschen Trajektorien fiir
verschiedene ¢-Werte

In [6] und [7] wird das Verhalten des Abstandes zweier Lagrangescher Teilchen mit der
Zeit betrachtet. Dabei stellen sich fundamentale Unterschiede zwischen den verschiedenen
Geschwindigkeitsfeld-Modellen heraus, die hier kurz umrissen werden sollen, zumal wir in
Kapitel 5 auf diese zuriickgreifen mochten. Zum Teil ist diese Betrachtung in [6] und [7] nicht
auf das Kraichnanmodell beschréinkt, wir werden uns aber im weiteren Verlauf dieser Arbeit
auf Betrachtungen im Kraichnanmodell beschrianken.

Fin Fall ist zunéchst der Fall sogenannter glatter Geschwindigkeiten, d.h. der Fall differen-
zierbarer Geschwindigkeitsfelder, in denen der Betrag der Differenz der Geschwindigkeiten
an den Orten r und =’ proportional zum Abstand |r —r’| ist. Dieses Verhalten des Geschwin-
digkeitsfeldes ist im Bereich sehr kleiner Skalen |r| < n zu beobachten. Im Kraichnanmodell

13



2. Das Kraichnanmodell

entspricht das gerade dem Fall £ = 2, denn dann ist (v;(r,t)vj(r',t)) ~ r2. In [6] wird
fiir diesen Fall mithilfe des Prinzips grofier Abweichungen aus der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie (vgl. Anhang D oder [14]) zunéchst fiir den Fall inkompressibler Geschwindigkeitsfelder
(d.h. p = 0 in Abschnitt 2.2) ein exponentielles Anwachsen des Abstandes zweier Teilchen
hergeleitet, das speziell fiir das Kraichnanmodell (mit £ = 2) folgendem Gesetz gehorcht:

(In (&) — xt)”
Pn(r, R, t) ~ exp {— e (2.11)

Dabei ist Py (r, R, t) die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand zweier Lagrangescher Teilchen
in der Zeit ¢t von r nach R iibergeht und A; > 0 der grofite Lyapunovexponent.
Bei einer Betrachtung des Grenzwertes dieser Formel fiir r — 0 beobachtet man, dass dieses
exponontielle Verhalten dazu fiihrt, dass zwei Teilchen, die zur Zeit 0 am gleichen Ort wa-
ren, sich nicht mit der Zeit trennen werden und die Zeit fiir das Auseinanderlaufen zweier
Teilchen im Mittel umso linger wird, je néher sich die beiden Teilchen zu Anfang sind.
Neben den gerade behandelten glatten Geschwindigkeitsfeldern betrachtet man auch nicht
glatte Geschwindigkeitsfelder, bei denen die Strukturfunktionen (Jv(r,t) —v(r',t)|") pro-
portional zu 7°* mit o, < 1 sind. Im Kraichnanmodell entspricht das dem Fall £ < 2. Ein
solches Verhalten wird im Inertialbereich, d.h. auf mittleren Skalen 7 < |r| < L, beobachtet
und wurde schon 1941 von Kolmogorow mit o, = =, a = % hergeleitet. Allerdings haben
sich inzwischen Abweichungen von diesem Verhalten herausgestellt und die von Kolmogorow
vorhergesagte lineare Abhéngigkeit von o, und n ist nur ndherungsweise fiir kleine n erfiillt,
so dass sich in Wirklichkeit ein ganzes Spektrum von Exponenten ergibt.
Betrachten wir nun den auch in [6] behandelten Fall |v(r, t)v(r/,t)| ~ |r — /|
Dann erhélt man fiir den Abstand R = |R| zweier Lagrangescher Teilchen die Differential-
gleichung

OR? 0

o ot
Dabei ist Av(R, t) die Differenz der Geschwindigkeiten an den Orten der beiden betrachteten
Teilchen zur Zeit t. Die Gleichung wird fiir o < 1 gelost durch

R-R)=2RR=2RAv(R,t) ~ R (2.12)

RY™7%(t) — R17(0) = ¢ (2.13)

Damit erhélt man eine Verallgemeinerung des von Richardson 1926 gefundenen und spéter

2
auch experimentell nachgewiesenen Richardsongesetzes % (R%(t)) ~ (R*(t))® (vgl. [16]):

(Re(t)) ~ =S (2.14)

Das bedeutet, dass im Inertialbereich, im Gegensatz zum exponentiellen Verhalten auf sehr
kleinen Skalen, der Abstand zweier Teilchen in Abhéingigkeit von der Zeit einem Potenz-
gesetz folgt. Betrachtet man nun den Grenzfall sehr hoher Reynoldszahlen, also den Fall
n — 0, ist dieses Verhalten auch noch auf beliebig kleinen Skalen giiltig. Das fiihrt zum
Zusammenbruch der deterministischen Lagrangeschen Trajektorien, denn es stellt sich auch
bei beliebig kleinem Anfangsabstand der Teilchen in endlicher Zeit ein endlicher Abstand
ein. Siehe hierzu auch [2]. Es ist dann also nicht mehr moglich, die Trajektorien durch ihre
Anfangswerte zu charakterisieren. Nichtsdestotrotz ist weiterhin eine statistische Beschrei-
bung der Trajektorien moglich.
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2.3. Das Verhalten von Lagrangeschen Trajektorien fiir verschiedene &-Werte

Betrachten wir nun noch den Fall kompressibler Geschwindigkeitsfelder, bei denen die Inkom-
pressibilitdtsbedingung V - v = 0 verletzt ist. In diesem Fall wird die Tendenz der Teilchen
sich voneinander zu entfernen iiberlagert von der Eigenschaft der Fliissigkeit, Bereiche zu
bilden, in denen die Dichte der Fliissigkeit mit der Zeit ansteigt, d.h. Bereiche zu bilden, in
die sich die Teilchen verstdarkt hineinbewegen.

Das genaue Verhalten der Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte hingt nun vom Grad der
Kompressibilitéit ab und wird in [11] fiir das Kraichnanmodell hergeleitet.

Es ergeben sich zwei unterschiedliche Verhaltensweisen dieser Wahrscheinlichkeitsdichte, von
denen die eine im Fall sogenannter starker Kompressibilitdt auftritt und qualitativ mit dem
Verhalten der Dichte in einem inkompressiblen, glatten Geschwindigkeitsfeld {ibereinstimmt,
wihrend die andere im Fall sogenannter schwacher Kompressibilitit auftritt und qualitativ
mit dem Verhalten der Dichte in einem inkompressiblen, nicht glatten Geschwindigkeitsfeld
tibereinstimmt. Schwache Kompressibilitit bedeutet dabei, dass der Kompressibilitéitsgrad

p = §EV~ZJ;22 < é.% ist, wahrend starke Kompressibilitdt durch einen Kompressibilitéts-

grad p > % definiert ist. d ist dabei die Dimension und ¢ der in der Korrelationsfunktion
im Kraichnanmodell auftretende Exponent. Im Fall schwacher Kompressibilitit erhélt man
nach [11] fiir die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte des Anfangsabstandes zweier Teilchen
r zum Endabstand R in der Zeit ¢ im Grenzwert verschwindender Anfangsabstinde und
verschwindender Diffusionskonstante

RI——1 R*¢ d+¢
lim Py (r; R;t) ~ ————exp <—const.—> mit v = & 2.15
AR = i .

Das explosive Auseinanderlaufen der Teilchen auch fiir beliebig kleine Anfangsabstidnde
bleibt also erhalten, nur begiinstigt der Vorfaktor R™7 mit v > 0 im Vergleich mit dem
inkompressiblen Fall kleinere Endabstéande.

Im Fall starker Kompressibilitéit wird die obige Dichte aufgrund der Singularitéit bei r = 0
nicht mehr integrierbar und man erhélt nach [6] bzw. [11]

lin%) Pn(r; R;t) = Pye(r; R;t) + p(r; t)6(R) (2.16)

wobei der regulidre Teil der Dichte P]r\?g gegen 0 geht und p gegen 1 geht fiir r — 0. Das
bedeutet nun, dass sich zwei anfanglich am gleichen Ort befindliche Teilchen nicht trennen
werden und Trajektorien wie im Fall inkompressibler, glatter Geschwindigkeiten durch ihren
Anfangspunkt charakterisiert werden konnen. In Fall eines stark kompressiblen Geschwin-
digkeitsfeldes gilt sogar noch mehr: Zwei Trajektorien mit Anfangsabstand r» werden sich mit
positiver Wahrscheinlichkeit immer weiter annihern.
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3. Eigenschaften von Nullmoden

Nullmoden eines Operators T'(r1, . .., ry) sind Funktionen f(ry,...,rn),sodass T'(r)f(r) =0
gilt und werden zum Beispiel in [6] und [7] betrachtet. Im Speziellen bezeichnet der Begriff die
Nullmoden des adjungierten Operators M}, des Operators My, der in der Fokker-Planck-
Gleichung 2Py (r,t) = Mn(r)Py(r, t) auftritt.

Die Nullmoden sind dann Funktionen der Teilchenkoordinaten, deren Erwartungwert zeitlich
erhalten bleibt:

jt< dt/f )P (7 d’r—/f PNTt)
— / () My ()P (e, t)dr = / Py (r, )My (1) f (r)dr = 0 (3.1)

Wir wollen nun versuchen, die Evolution einer Teilchenwolke mithilfe dieser Nullmoden zu
beschreiben. Dabei erscheint weniger die Bewegung des Schwerpunktes einer Teilchenwolke
interessant, als vielmehr die relative Bewegung der Teilchen zueinander. Wir gehen deshalb
zu Schwerpunktkoordinaten R und Relativkoordinanten R = (ri — R,.. — R) iiber.
Man erhilt die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte fiir die Relativkoordlnaten dann durch
Integration iiber alle moéglichen Translationen p = (p, ..., p) aus der urspriinglichen Uber-
gangswahrscheinlichkeitsdichte (vgl. [6]): B

P(r, Rot) / Py(r. R+ p.1)dp (3.2)

Im Folgenden werden wir immer das Kraichnanmodell zugrundelegen, zu dem wir die Fokker-
Planck-Gleichung explizit angeben kénnen. Die relative Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte
hat dann nach [6] das Skalierungsverhalten

PNOAF, R, t) = A\~ DD (F ATIR A2 (3.3)

denn der auf Relativkoordinaten umgeschriebene Operator My aus der Fokker-Planck-
Gleichung, My, hat die Dimension Linget—2, die Zeit skaliert also wie Linge®~¢, wobei
¢ den Exponenten im Kraichnanmodell bezeichnet.

Im Speziellen betrachtet man als Nullmoden Funktionen, die ein Skalierungsverhalten der
Form f(Ax) = XS f(x) mit ¢ > 0 aufweisen, sogenannte homogene Funktionen vom Grad ¢,
auf deren Betrachtung wir uns im Folgenden beschréinken méchten. Der Grund hierfiir wird
weiter unten ersichtlich werden.

In Groflen- und Formkoordinaten R = 4/ % Y nem B2, und R= wobel R, der Abstand

des n-ten und des m-ten Teilchens ist, lassen sich solche Funktlonen stets schreiben als

f(R,R) = R*f(R) (3.4)
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3. FEigenschaften von Nullmoden

Beweis.
FOR) = (AR, R) = Xf(R, R)

Es geniigt also, die Behauptung fiir Funktionen R — R zu zeigen.

Fiir solche Funktionen ist sie aber klar, weil eine eindimensionale Funktion f, fiir die gilt

f(Az) = ASf(x), eindeutig durch ihren Funktionswert 3 an einer einzigen Stelle zq fest-

gelegt ist und die Funktion f(z) = i—%xc eine homogene Funktion darstellt, die durch den
0

Punkt(z,yo) geht. O

In Abschnitt 2.3 haben wir gesehen, dass der Erwartungwert des Abstandes zweier Teilchen,
also auch die Grofle einer Teilchenwolke mit der Zeit wéchst (vgl. (2.14)). Intuitiv wiirde
man von homogenen Funktionen zunéchst das Gleiche erwarten. Berechnen wir wie in [6]
den Erwartungwert einer homogenen Funktion unter Benutzung der Eigenschaft (3.3) mit

1
A = t2-¢€, erhalten wir

Wir sehen hier, dass der Erwartungwert einer homogenen Funktion vom Grad ( tatséchlich

mit der Zeit wéachst wie tﬁ, also wie man es bei einer Verallgemeinerung des Richard-
songesetzes auf N Teilchen erwarten wiirde. Aus diesem Grund ist es besonders lehrreich,
als Nullmoden homogene Funktionen zu betrachten. Ein langsameres Wachstum erhélt man
ndmlich nur, falls das Integral in (3.6) null ist. Da der Erwartungwert von Nullmoden nach
(3.1) zeitlich konstant ist, miissen Nullmoden also Funktionen sein, bei denen das Integral
in (3.6) null ist.

Gleichung (3.6) legt auBerdem nahe, das Prinzip der Nullmoden noch zu verallgemeinern
auf Funktionen, deren Erwartungwert zwar nicht zeitlich konstant, ist, wo aber das Integral
trotzdem null ist, so dass sie langsamer wachsen als Gleichung (3.6) erwarten ldsst. Dies
sind die sogenannten langsamen Moden. In [2] und [6] stellt sich heraus, dass die langsamen
Moden gerade die Nullmoden von ./\;llf\;rl sind, denn wenn fj eine homogene Funktion vom
Grad ¢+ (2— &)k und ./\;I?VH fr = 0 ist, so ist ./\;l’f\, f1 eine Nullmode im eigentlichen Sinn und
es lisst sich per Induktion zeigen, dass der Erwartungswert < fk(E(t))> wiichst wie tF, fiir
¢ > 0, also langsamer als Gleichung (3.6) erwarten lasst. Wir stellen auflerdem fest, dass die
Anwendung von My auf eine langsame Mode den Exponenten um 2—¢ verringert. Demnach
kann man die langsamen Moden hierarchisch nach k anordnen, mit den Nullmoden (k = 0)
auf der untersten Stufe. Man erreicht eine jeweils niedrigere Stufe durch Anwendung von
M.

Insgesamt haben wir also festgestellt, dass homogene Funktionen vom Grad ¢ mit der Zeit
wachsen miissen wie tﬁ, es sei denn das Integral in Gleichung (3.6) ist null. Physikalisch
betrachtet muss diese merkwiirdige Eigenschaft der Null- und langsamen Moden damit zu-
sammenhéngen, dass neben der Grofle der Teilchenwolke, deren Erwartungswert in jedem
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3.1. Die asymptotische Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichten

Fall wie tﬁ wéchst, auch die Form der Teilchenwolke in die Funktion f eingeht und das
GroBenwachstum der Teilchenwolke kompensiert wird durch eine Abnahme der Formfluk-
tuationen. Man konnte also erwarten iiber die Bestimmung der Nullmoden etwas iiber die
zeitliche Entwicklung der Form einer Teilchenwolke zu erfahren.

Wirklich neue Informationen iiber die zeitliche Entwicklung einer N-Teilchenwolke, die man
nicht aus der Entwicklung einer (N — 1)-Teilchenwolke ziehen kann, erhilt man dabei aller-
dings nur aus den sogenannten irreduziblen Nullmoden, d.h. aus den Nullmoden, die nicht-
trivial von den Koordinaten aller NV beteiligeten Teilchen abhédngen. Es ist ndmlich klar, dass
Nullmoden von M y_; auch Nullmoden von My sind. Wir beschriinken uns also immer auf
die Betrachtung der irreduziblen Nullmoden.

Mathematisch betrachtet sind Nullmoden Martingale, denn der Erwartungwert einer Nullm-
ode zur Zeit t entspricht gerade dem Wert der Nullmode zur letzten bekannten Zeit ¢’ < ¢
bzw. genauer:

Wir fassen die Nullmoden f(R(t)) als Folge von Zufallsvariablen mit Indexmenge R auf

(t € R). Dann ist <f(E(t))|f(E(t’))> = f(R(t)). Das bedeutet, dass wenn man die Nullm-

ode (als Zufallsvariable) zur Zeit ¢ kennt, die beste Schétzung fiir die Nullmode zur Zeit
t > ¢’ gerade die Nullmode zur Zeit ¢’ ist. (Zur Definition eines Martingals siche Anhang A.)
Die folgenden Abschnitte beschéftigen sich nun genauer mit Eigenschaften von Fliissigkeiten,
die mithilfe von Nullmoden beschrieben werden kénnen.

3.1. Die asymptotische Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitsdichten

Eine erste interessante Eigenschaft der Null- und langsamen Moden ist ihr von Bernard,
Gawedzki und Kupiainen entdecktes Auftreten in einer asymptotischen Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitsdichten fiir kleine Anfangsabstinde der Teilchen oder grofie Teilchen-
abstédnde zu grofien Zeiten. Genauer gilt (vgl. [2] und [6]):

Pn(\r, R, 1) ZZA@—@ O fa (1) gak (R, 1) (3.7)

a k=0

fiir kleine . Dabei sind f, ;. die langsamen Moden fiir £ > 0 und f, sind die Nullmoden,
Jak stellen Wahrscheinlichkeitsdichten dar, die die Fokker-Planck-Gleichung erfiillen. Die
Funktionen fq 1 und g, konnen so gewdhlt werden, dass f,p—1 = M Nfar und ggry1 =
M NYak = % Ga,k gilt. Auf eine Herleitung der Entwicklung (3.7) soll hier verzichtet werden,
zumal sie in [2] zu finden ist. Setzen wir die Entwicklung (3.7) in (3.5) ein, so erhalten wir
fiir den Erwartungwert einer homogenen Funktion f

Z Z 2= C“-i- fa,k(ﬁ) / f(E)ga,k (Ea 1)dE (38)

a k=0

Die f, 1 und die g j zu verschiedenen Werten von a miissen orthogonal sein, denn setzt man
fiir f eine langsame Mode f, j ein, miissen die Summanden, die ein schnelleres Wachstum
als ~ tF hervorrufen wiirden, null sein.

Die Tatsache, dass man die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten mithilfe von Null- und
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langsamen Moden entwickeln kann, deutet schon darauf hin, dass diese eine wesentliche
Rolle fiir das Versténdnis der Evolution einer N-Teilchenwolke in einem Kraichnan’schen
Geschwindigkeitsfeld haben werden.

3.2. Die Strukturfunktionen passiver Skalare

Eine weitere wichtige und in der Literatur oft besprochene Eigenschaft der Nullmoden ist
(vgl. z.B. [1], [6], [3], [4] und [11]), dass ihre Grade im Fall nicht glatter Geschwindigkeitsfelder
gerade den anomalen Exponenten der Strukturfunktionen im Inertialbereich entsprechen und
so einen Schliissel fiir das Versténdnis der anomalen Exponenten der Strukturfunktionen
liefern.

Genauer sieht das wie folgt aus:

Ein passiver Skalar ist, wie der Name schon sagt, eine skalare Grofle, 0(r, t) wie zum Beispiel
die Temperatur, die mit dem Geschwindigkeitsfeld transportiert wird, aber nicht auf das
Geschwindigkeitsfeld einwirkt. Diese geniigt dann der Advektions-Diffusions-Gleichung

d 0

a@(fr,t) = a@(r,t) + (v-V)0(r,t) = kAl(r,t) + O(r,t) (3.9)
Dabei stellt ®(r,t) eine Kraft dar, die den passiven Skalar erzeugt, zum Beispiel wére, falls
0 eine Temperatur wére, ® eine Warmequelle (vgl. [6]).

Strukturfunktionen sind nun die Erwartungwerte der mit N € N potenzierten Differenz der
Werte passiver Skalare in zwei Punkten im Abstand r:

Sw(r) = {(6(r) - 00)") (3.10)

Nach Kolmogorow skalieren diese wie 7V, wobei (y linear von N abhingt. Im Fall der
Brownschen Bewegung ist dieses mit (;y = N erfiillt, im Fall von Geschwindigkeitsfeldern
mit rdumlichen Korrelationen der Geschwindigkeiten, beobachtet man jedoch Abweichungen
von den Kolmogorowschen Voraussagen und zwar sowohl im getriebenen Fall mit ® # 0 als
auch im ungetriebenen Fall mit ® = 0. Es ist nun gelungen, diese anomalen Exponenten mit
den Graden der irreduziblen Nullmoden mit den kleinsten Graden zu identifizieren. In [1]
werden diese Grade fiir kleine ¢ in linearer Ordnung in & zu (2 — &) — %5 + O(€?)
bestimmt und in [11] durch das Einfiigen des Faktors (1 4+ 2¢p) auf ein kompressibles Ge-
schwindigkeitsfeld verallgemeinert.

Gehen wir nun zu einer anschaulichen Erkldrung des gerade beschriebenen Phinomes iiber.
Im Fall ® #£ 0 sei Ly die Korrelationsldnge der Kraft ® und n wie schon oben die Skala, auf
der die Viskositét eine Rolle spielt und Dissipation stattfindet. Falls diese beiden Lingen
weit genug auseinander liegen, hat man nach [7] eine Kaskade des Skalars durch den Iner-
tialbereich, dhnlich wie die Energiekaskade: Die Kraft produziert Fluktuationen des Skalars
auf groflen Skalen der Groflenordnung Ly, die zunéchst durch das Geschwindigkeitsfeld ver-
zerrt werden, so dass Fluktuationen auf kleineren Skalen entstehen, die schliefflich durch
Diffusion verwischt werden. Physikalisch entspricht die Berechnung von Strukturfunktionen
der Berechnung der Zeit, die eine Teilchenwolke braucht, um ihre Anfangsform zu vergessen.
Strukturfunktionen sind ndmlich Differenzen von Korrelationsfunktionen mit verschiedenen
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3.3. Die zeitliche Entwicklung der Form einer Teilchenwolke

Anfangsbedingungen (siehe hierzu [7] und [8]). Zum Beispiel hat man bei der Strukturfunkti-
on S3(r) = <(9(r) — 9(0))3> = 3(6*(r)6(0) — 6(r)62(0)) die Differenz der Korrelationsfunk-
tionen zum einen mit zwei Teilchen am Ort r und einem Teilchen am Ort 0 und zum anderen
mit einem Teilchen am Ort r und zwei Teilchen am Ort 0. S5 muss also proportional zu der
Zeit sein, in der man die eine Anfangsbedingung von der anderen unterscheiden kann. Diese
Zeit nimmt ab, wenn r wéchst, denn wenn r grofler ist, sind die rdumlichen Korrelationen
schwicher. Genauer gesagt muss die Abnahme gerade der Abnahme der Formfluktuatio-
nen entsprechen. Deshalb fallen die Exponenten der Strukturfunktionen mit den kleinsten
Graden der irreduziblen Nullmoden zusammen und fiir den Fall ® # 0 ergibt sich
o

S (1) ~ (3.11)

Lg(l a)—Cn
Dabei ist (,, der Grad derjenigen irreduziblen Nullmode, die den kleinsten Grad unter allen
irreduziblen Nullmoden von M, hat. Eine genaue Herleitung hierzu befindet sich zum Bei-
spiel in [1] und in [6].
Fiir den nicht getriebenen Fall mit ® = 0 ergibt sich ein dhnliches Ergebnis, das man erhélt,
indem man die asymptotische Entwicklung aus Abschnitt 3.1 fiir die Berechnung der Struk-
turfunktionen benutzt. Auch hierzu findet man eine Herleitung in [6], aus der sich ergibt,
dass fiir grofle Zeiten gilt
o\ 62N
Son(r,t) ~ <—> (02N (t)) (3.12)
I(t)

Dabei ist [(t) die integrale Langenskala, die mit der Zeit wéchst wie =
Das Auftauchen der Grade der Nullmoden als Exponenten der Strukturfunktionen zeigt,
dass die Statistik eines passiven Skalars bestimmt wird durch statistische, geometrische Er-
haltungsgréfien und die anomalen Exponenten darauf zuriickzufithren sind, dass das Ge-
schwindigkeitsfeld trotz seiner zeitlichen J-Korrelation durch die rdumlichen Korrelationen
eine Art ,,Gedédchtnis” hat.

3.3. Die zeitliche Entwicklung der Form einer Teilchenwolke

Wie oben dargestellt, ist davon auszugehen, dass mithilfe von Nullmoden Aussagen iiber
die zeitliche Entwicklung der Form einer Teilchenwolke gemacht werden kénnen. In diesem
Abschnitt m6chten wir versuchen, dieses zu quantifizieren und folgen dabei einer Herleitung
in [9].

Wir betrachten dazu Grofie und Form einer Teilchenwolke wie oben definiert. Seien jetzt Ry
die Anfangsgréfie und Eo die Anfangsform der Teilchenwolke. Natiirlicherweise ist die Form
der Teilchenwolke eine stetige Funktion der Zeit. Die Idee in [9] ist nun, die Zeitabhéingigkeit
der Form durch eine Groflenabhéingigkeit zu substituieren. Dazu setzt man fiir R > Ry

R (R)=R(tg) (3.13)

wobei tp den Zeitpunkt darstellt, an dem zum ersten Mal die Gréle R erreicht wird. (Mit
Wahrscheinlichkeit 1 passiert dieses in endlicher Zeit.) R’ ist damit eine nicht notwendiger-
weise stetige Funktion der Grofle, weil die Grofle sich moglicherweise zwischenzeitlich verrin-
gert. Die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte von einer Anfangsform E; bei der Grofle Ry
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3. FEigenschaften von Nullmoden

zur Endform E* bei der Grofle R sei bezeichnet mit ~y (E;, E*, R%)' Fiir eine Anfangsdichte
der Form bei der GroBe Ry, pr, (ES), ergibt sich damit die Dichte bei der Gréfie R zu

A~ % ~ ~x o~k R ~
PR (E > - /PRO (EO) Y <EOuE 7R_0> dEO (314)
In [9] wird nun angenommen, dass es einen vollstindigen Satz von Eigenfunktionen
(51 (E*) e Bn (E*) ,) zu dem Operator [ -~ (ES, R s Re > dRO gibt, deren zugehori-
R

ge Eigenwerte (R_o) " sein miissen, wie man durch wiederholte Anwendung des Operators

[ v (ES,R s Re >dR0 feststellen kann. Demnach kann man + nach den Eigenfunktionen

B ) oy (B) g (7)) 0 () (3.15)
v _07_7R0 _m RO m \ LY M_O .
B und gy, sind biorthogonale Familien von Funktionen. Dabei stellt sich heraus, dass die
tm gerade die Nullmoden sind. Zur genauen Herleitung dieser Tatsache siehe [9].

Betrachten wir nun den Erwartungwert einer Funktion der Gréfle der Teilchenwolke, erhalten
wir unter Benutzung von Gleichung (3.15)

(r (& /f <RO, ;) iR
- /f (&) Em: <R_0> B (B) pom (Ro) AR
2 <%>C o (B) / f(R) 6 (R) aB" (326)

Das bedeutet, dass der Erwartungwert einer beliebigen Funktion der Form (als Funktion
der Grofle) relaxiert als eine Kombination von negativen Potenzen der GroBe R wobei die
Nullmoden die Relaxationsmoden sind (vgl. [6]). Betrachtet man den Erwartungwert einer

Nullmode i, erhélt man
(o (B)) = () o (5) @17

Die Formerwartungwerte der Nullmoden verschwinden also mit zunehmender Gréfie. Da die

B entwickeln.

Grofle einer Teilchenwolke mit der Zeit wéchst wie tﬁ, verschwinden auch die Formerwar-
tungwerte mit der Zeit. Man kann an dieser Stelle also quantitativ sehen, dass die zeitliche
Konstanz der Erwartungwerte der Nullmoden erreicht wird durch das Abfallen der Former-
wartungswerte, das das Groflenwachstum kompensiert.
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4. Losungsverfahren fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

In Kapitel 5 werden wir auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung stoflen. Im Hinblick
darauf betrachten wir hier allgemeine Differentialgleichungen zweiter Ordnung und stellen
das in Kapitel 5 zu verwendende Losungsverfahren vor. Dieses ist zu finden in [15].

4.1. Aligemeine Form der Lésungen einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung

Wir betrachten in diesem Kapitel eine Differentialgleichung der Form
y"(2) +a1(2)y'(2) + ao(2)y(z) =0 (4.1)

wobei a; und ag holomorph auf einem Gebiet G C C sein sollen.

Zunichst werden wir untersuchen wie die Losungen dieser Differentialgleichung in der Um-
gebung isolierter singuldrer Punkte der Koeffizientenfunktionen a; und ag aussehen.

Dazu definieren wir:

[(z0,7) :={2€Cl0 < |z — 20| <7}
I'_(z0,7) :={2€Cl0<|z— 2| <rz#z0—2z,0<z<r}
Ii(z0,7) ={2€Cl0<|z—2| <rz#z+z,0<z<r}
(4.2)

1_‘(ZO ,I') F (ZO ar) 1—‘+ (ZO 5r)
Abbildung 4.1.: Die Gebiete I', I'_ und '

I'(2p,r) ist also der punktierte offene Kreis um 2y mit Radius r, bei I'_ und I'; sind die ne-
gative bzw. die positive reelle Achse herausgenommen, so dass letztere sternférmig sind. Der
FEinfachheit halber nehmen wir nun an, dass zg = 0 die zu untersuchende Singularitét ist und
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ap und aq auf T'(0,r) fiir ein 7 holomorph sind. Dann existiert aufgrund der Sternférmigkeit
M

von I'_(0,7) ein Fundamentalsystem (y,;’(2),I'-(0,7)),% = 1,2 von Losungen der Differen-
tialgleichung (4.1).
Wir bilden jetzt zwei weitere Fundamentalsysteme wie folgt:

Wir wihlen einen Punkt « in der oberen Hilfte von I'(0, ) und betrachten das Fundamen-
talsystem (y(z)(z),FJr(O,r)) mit y(2) () = y(l)(a).

Nun wéhlen wir einen Punkt ( in der unteren Hilfte von I'(0,7) und betrachten das Funda-
mentalsystem (yi(?’)(z),F_(O,T)) mit y(3) (B) = yi@) (B).

7
Damit geht das Fundamentalsystem (ygg)(z), I'_(0,r)) aus dem Fundamentalsystem

(yi(l)(z),F —(0,7)) durch analytische Fortsetzung bei einem positiven Umlauf um 0 hervor.

Z) geben, so dass

3 3
y%?ai = <a b> yg (4.3)

Ya c d Yo
gilt. A muss aulerdem nichtverschwindende Determinante haben, weil (yl@) (2),I'_(0,7)) auch
Fundamentalsystem ist, wie man durch Bilden der Wronskideterminante feststellen kann.
Aufgrund der Existenz einer Jordannormalform einer Matrix iiber C, muss es eine Matrix T

mit TAT~! = D geben, wobei D = A0 oder D = A0 .
0 )\2 1 )\1

(1) = (3)
Fiir die Fundamentalsysteme <Zl> =T <y%1)> und <gl> =T (y%?))) gilt demnach

2 Ys
(0) =7 ()
w2 w2
A 0 - - .
Falls D = 0\ ) so folgt w; = A;w;, w; geht also bei einem positiven Umlauf um den
2
Nullpunkt in A;w; tiber.
Nun geht die Funktion z77 p;, = bei einem positiven Umlauf um den Nullpunkt in
)\%z—pi iiber, z7Piw;(z) stellt also eine auf ganz I'(0,r) holomorphe Funktion dar, kann also

in eine Laurentreihe

Also muss es eine konstante Matrix A = <Z

log \;
o

[e.9]

2 Plw(z) = Z anz"

entwickelt werden.
Damit haben die Fundamentallésungen auf I'_(0,7) in diesem Fall die Form

[e.e]

wi(z) = 2P Z an 2"

n=—oo

Es muss im Allgemeinen eine Achse, also zum Beispiel wie hier der negative Teil der reellen
Achse, herausgenommen werden, weil die Funktion z” fiir p ¢ Z keine auf ganz C holomorphe
Funktion darstellt.

Falls D = <)\11 /\0 , so folgt w1 = Ajwy und Wo = wy + Aqws.
1
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4.2. Die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten

Wie oben geht z7P1w; bei einem positiven Umlauf um 0 in sich selbst {iber, des Weiteren

geht nun z=” <w2(z) - 212%\21 wl(z)) bei einem positiven Umlauf um 0 in sich selbst tiber,

kann also in eine Laurentreihe um diesen Punkt entwickelt werden, so dass eine Darstellung

wy(z) = 27 Z anz"
()= 8O ) o 3 g (4.4)
2miAy " '

folgt.
Allgemein existiert also fiir eine Differentialgleichung der Form (4.1) mit G = I'(zp,7) ein
Fundamentalsystem (y;(z),I'—(zp,7)) der Form

y1(z) = (2 — 2z0)™ Z an(z — 20)"
y2(z) = (2 — 20)"? Z bu(z — 20)" + cy1(2) log(z — 20) (4.5)

Falls ¢ # 0 ist, so ist p; = pa.

4.2. Die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten

In diesem Abschnitt werden wir Gleichungen fiir die in (4.5) auftretenden Entwicklungsko-
effizienten der Losungen herleiten.
Dazu schreiben wir die Differentialgleichung (4.1) um in eine Gleichung der Form

QlT(Z)y'(z) + Qz—gz)y(z) =0, Qiz)= Z ¢z holomorph auf I'(0,7)  (4.6)

V=—00

y'(2) +

Wir betrachten wieder zur Vereinfachung eine mogliche Singularitéit an der Stelle 0.
Dann gibt es nach der Herleitung in Abschnitt 4.1 eine Losung der Form

<y(z): Z an 2" 1P, F_(O,r)> (4.7)

Setzen wir dies in (4.6) ein, ergibt sich

Z <(n +p)(n+p—1a, + Z (v +p)en—vi1 + cnvp) au) P =0 (4.8)

n=—oo V=—00

Setzen wir nun noch

F(p) = p(p—1) + pco1 + coo
CH,V(/)) = (V + p)cn—u,l + Cn—v,0 (49)
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4. Lésungsverfahren fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung

ergibt sich das Gleichungssystem

F(n+ p)a, + Z Crnu(p)a, =0, neZ (4.10)

v#n

Um eine Losung der Differentialgleichung anzugeben, miissen wir also ((ay),p) finden, die
(4.10) erfiillen. Des Weiteren gibt es eine Losung der Form

<g<z> = S b ey(2) log<z>,r_<o,r>> (4.11)

n=—oo

Dieses in die Differentialgleichung (4.6) eingesetzt liefert

F(n+ p)bn + cF'(n + p)a, + Z (Crw(p)by +cC;, (p)ay) =0, neZ (4.12)

v#n

Wir betrachten o.E. den Fall ¢ # 0, ansonsten ist das zweite sich ergebende Gleichungssystem
analog zum ersten mit b, statt a, und p statt p.

Gesucht sind jetzt nichttriviale Losungen p, a,, b, und c¢ dieser Gleichungssysteme, fiir die
die entsprechenden Laurentreihen auf I'(0,7) konvergieren.

Die Gleichungssysteme vereinfachen sich, wenn )1 und )2 auch noch fiir z = 0 holomorph
sind, denn dann sind ¢, ; = 0 fiir alle negativen v, wir erhalten also

n—1
F(n+p)a, + Z Chu(p)ay, =0, neZ
n—1
F(n+ p)bp, + cF'(n+ p)a, + Z (Crw(p)by +cCy, (p)ay) =0, neZ (4.13)

Weiterhin wird in [15] hergeleitet, dass wenn @; auch noch holomorph fiir z = 0 ist, die
Losungsfunktionen keine wesentlichen Singularitdten bei 0 haben kénnen, die Laurentreihen
also im absteigenden Teil abbrechen miissen. Wenn ()1 und )2 auch bei z = zy noch holo-
morph sind (wir betrachten nun wieder eine Singularitét an einer beliebigen Stelle zy € C),
gibt es also sogar eine Losung der Form

<Z an(z — 20)"", T_(0, 7‘)) (4.14)
n=0

(Man kann durch Anpassung des p die Summation o.E. bei 0 anfangen lassen.)
Eine "logarithmische” Losung hat in diesem Fall die Form

(Z bn(z — 20)" TP + clog(z — zp) Z an(z — 20)"P,  T_(0, 7’)) (4.15)

n=N n=0
Die Gleichungssysteme (4.10) und (4.12) werden nun also zu

n—1

F(n+p)an+ > Cou(p)ay =0, n €N (4.16)
v=0
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4.2. Die Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten

und (0.E. N <0)

F(n+ p)b, +cF(n—|—pan+Z (p)by + cC;, ,(p)ay) =0, n>N (4.17)
v=N
Falls F(n+ p) #0 Vn € N, kann (4.16) iterativ gelést werden. Dabei muss fiir eine nicht-
triviale Losung ag # 0 gelten, es muss also F(p) = p(p — 1) 4+ pQ1(20) + Qo(z0) = 0 sein.
Seien p; und po die beiden Nullstellen der quadratischen Gleichung F(p) = 0 und gelte
p1 > p2. Dann erhalten wir aus ag = 1 in jedem Fall iterativ eine Losung

<y(z) = Zan(z — zg)" TP F_(O,T)) (4.18)
n=0

weil F(n+p1) #0 Vn eN.

Die Berechnung der zweiten Fundamentallosung héngt davon ab, ob p; = po und -wenn
nicht- ob p; — p2 € N ist.

Hier wird im Hinblick auf die Relevanz in Abschnitt 6.2 nur der Fall p; — ps € N betrachtet
werden.

Seialso py =p2a+k, EeNFir0<|p—p2f <list F(n+p) #0 Vn e N. Wir setzen
ao(p) = F(p+k) und berechnen fiir |[p— p2| < 1 eine Folge (a,(p)), die das Gleichungssystem
(4.16) erfiillt, so dass gilt

F(n+ p)an(p +ZCM Jay(p) =0, n>1. (4.19)

Durch diese Wahl von ag(p) sind die Funktionen a,(p) fiir |p — p2| < 1 holomorph und es
gilt ag(p2) = -+ = ax—1(p2) = 0. Damit folgt

n—1

F(n+ pa)an(p2) + Y Culp2)av(pe) =0, n >k (4.20)
v=~k

Ersetzten wir hier n durch n 4+ k£ erhalten wir

n—1

F(n+ p1)ansk(p2) + > Cow(p1)avsr(p2) =0, n >0, (4.21)
v=0

denn n +k + p2 = n + p1 und Cpyppik(p2) = Cnp(p1)-
Damit muss

antk(p2) = ar(p2)an (4.22)

gelten, denn die Losung des Gleichungssystems ist eindeutig bis auf einen konstanten Faktor
und da ag = 1 ist, muss dieser gerade ay(p2) sein.
Differentation von (4.19) nach p liefert nach anschlieendem Einsetzen von po

F(n+ p2)ay,(p2) + F'(n + p2)an(p2)

+Z Cru(p2)a,(p2) + Cp, y(p2)av(p2)) =0, n €Ny (4.23)
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4. Lésungsverfahren fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung

(Die Gleichung gilt auch noch fiir n = 0, weil ag(p2) = 0.)
Ersetzen wir nun wieder n durch n + k und benutzen (4.22), erhalten wir

F(n+ p1)anp(p2) + ar(p2) F'(n + p1)an

n—1
+ 3 (Conlp))a i (p2) + an(p2)Cl(pr)ay) =0, n > —k (4.24)
v=—Fk

Ein Vergleich mit (4.17) liefert, dass man b, = a;, , ; (p2) wihlen kann und eine zweite Losung
der Differentialgleichung (4.6) durch

( D ahi(p2)(z = 20)" 7 + ag(p2) log(z — 20) D an(z — 20)" ", T—(W“)) (4.25)

n=—~k n=0

gegeben ist.
Dass die beiden Losungen tatsdchlich ein Fundamentalsystem bilden kann man durch Be-
rechnen der Wronskideterminante feststellen.
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5. Ein eindimensionales Modell

Wir werden in diesem Kapitel ein eindimensionales Modell aus drei Teilchen, die sich auf
einer Geraden in einem Geschwindigkeitsfeld bewegen und moglicherweise durcheinander
durchlaufen kénnen, betrachten.

o o ®
2 1 3

Abbildung 5.1.: Das Modell

Die Positionen der drei Teilchen 1, 2 und 3 sind gegeben durch die Koordinaten z1, 2 und
x3. Die Teilchen bewegen sich in einem kompressiblen Geschwindigkeitsfeld mit Kompres-

sibilitdtsgrad o = % = 1. (Ein eindimensionales, inkompressibles Geschwindigkeitsfeld
iV

hitte notwendigerweise die Eigenschaft v = const.)

Das Geschwindigkeitsfeld ist ein Gaufisches Geschwindigkeitsfeld mit Korrelationsfunktion
(v(z,t)v(a’,t")) = 26(t —t')D(x — '), also das in Kapitel 2 besprochene Kraichnanensemble
fiir den eindimensionalen Fall.

5.1. Die Bestimmungsgleichung fiir die Nullmoden

In diesem Abschnitt werden wir die in Kapitel 3 erfolgte, allgemeine Herleitung einer Glei-
chung fiir die Nullmoden auf unser Modell anwenden.
Die in Abschnitt 2.1 allgemein hergeleitete Fokker-Planck-Gleichung lautet in unserem Fall

B 292
5733(331@2@3,75) = ; 8—:1322D(0) Ps(x1,x2,x3,1)
3 82
+ Z; axiaij(:”" — xj) P3(x1, 22, x3,1) (5.1)

Dabei sind x1, x2 und x3 die Koordinaten der drei Teilchen und t die Zeit.

5.1.1. Transformation auf Relativkoordinaten

Weil wir uns nur fiir den Abstand der Teilchen untereinander und nicht fiir ihre absolute Posi-
tion interessieren, transformieren wir die Gleichung in eine Gleichung in Relativkoordinaten.
Dazu sei:
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5. Ein eindimensionales Modell

r ‘=1 — I3
o (= T — X3

Pg(’r’l,’l"g,t) = P3(ZE1,:E2,:E3,t) (5.2)

Mithilfe der Kettenregel erhalten wir nun:

o 0
dxy Oy
o 0
Oxy — Ory
0 o 0

Damit ergibt sich die Fokker-Planck-Gleichung in Relativkoordinaten:

- 2 2
%7’3(7"1,7“2,15) = {2% (D(0) — D(r)) + 253—73 (D(0) — D(r2))
2 ~
87“?87"2 (D(0) + D(r1 —r2) — D(r1) — D(r2)) }773(7‘1,7’2775)

2 2 2 N
= {%d(rl) + aa—rgd(rz) + 87’?87’2 (d(r1) +d(rz2) — d(r1 — r2)) }773(7"177’27’5) (5.4)

5.1.2. Die Gleichung fiir Nullmoden in Relativkoordinaten

Es gilt fiir den Erwartungswert einer beliebigen Funktion f von den Relativkoordinaten als
Funktion der Zeit:

(f(ri,me)) (1) = /f(Th7"2)753(7’177"27t)d7“1d7°2 (5.5)
Nullmoden sind Funktionen, fiir die gilt:

d

o (f(ri,m2)) (1) = %/f(ﬁ,7“2)753(7“1,7“2,t)d7“1d7‘2 =0

Durch partielle Integration, bei der die Randterme verschwinden, erhalten wir analog zur
allgemeinen Herleitung in Kapitel 3 aus der Fokker-Planck-Gleichung eine Gleichung fiir die
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5.1. Die Bestimmungsgleichung fiir die Nullmoden

2

2
:/f(rl,rg){%d(r1)+%d(r2)

2

2 ~
+ 8r?8r2 (d(r1) +d(ra) — d(r1 — r2)) }Pg(rl,rg,t)drldrg
- 62 62
= /733(7‘1,7"2715){‘1(7”1)8—7% +d(7‘2)8—7€
2
+ (d(r1) + d(r2) — d(ry —12)) 87‘? 5 11 r2)drdry (5.6)

Weil P3 eine Wahrscheinlichkeitsdichte - also nicht negativ - ist, miissen Funktionen, deren
Erwartungswert zeitlich erhalten bleibt, die Bedingung

2 2 2
{d(rl)% + d(rz)% + (d(r1) + d(ra) — d(r1 —r2)) ﬁ}f@»l, r)=0  (57)

erfiillen.

5.1.3. Transformation auf GréBen- und Form-Koordinaten

Wie schon in Kapitel 3 erwéhnt, suchen wir Nullmoden, die homogene Funktionen sind, also
Funktionen, die die Bedingung f(Ar) = X¢f(r), VA € R erfiillen.

Aus diesem Grund ist es zweckméBig, Gleichung (5.7) in eine Gleichung in den Koordinaten
r=+/r?+r3und p = % zu transformieren. Dann beschreibt r die Gréfle und p die Form
der Teilchenwolke.

Die Abbildungen R x RT — R™ x R*, (ry,73) —— (r,p) bzw. R x R~ — Rt x R,
(ri,re2) — (r,p) sind jeweils bijektiv. Wir miissen also nach dieser Transformation fiir die
obere und die untere Hilfte der Koordinatenebene getrennt Losungen finden und diese dann
aneinandersetzen.

Fiir die obere Halbebene ergibt diese Koordinatentransformation:

r = 7p7‘
V14 p?
r
ro — 5.8
= 58)
und fiir die untere Halbebene:
T =

or
V1+p?
o= — (5.9)

1+ p?
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5. Ein eindimensionales Modell

Damit erhalten wir (fiir die obere Halbebene):

o __p 0 VItpPO

ory 1+ p2or r Op

o _ 1 0 pyitp 0 (5.10)
dry 1+ p2or r op ’

Fiir die zweiten partiellen Ableitungen erhilt man also (sowohl in der unteren als auch in
der oberen Halbebene)

0? B 1 0 p> 0% 2p 07 1+ p? 9?
o2 r(1+p2)or  1+p20r2 " v dpor 2 9p?
*  p? a  2p(1+p%) 0 1 0% 2p 02 P21+ p?) 02
oz r(1+p2)or 2 dp  1+4p20r2 1 Opor 2 9p?
o p o 14+p20 p 0?2 1—p* 07 p(1+ p?) 02
ordry  r(l+p2)0r 12 dp 1+p20r? r opdr 2 0p?
(5.11)

In Abschnitt 2.2 haben wir fiir das Verhalten von d(r) im Inertialbereich d(r) ~ r¢ mit
¢ €10, 2] gefordert. Im Grenzwert n — 0 und L — oo erhalten wir also auf allen Skalen d(r) =
const.|r[¢. Der Betrag ist notwendig, damit die Korrelationsfunktion der Geschwindigkeiten
in zwei Punkten im Abstand r, D(r) = D(0) — 3d(r), mit wachsendem r féllt, denn alles
andere wire physikalisch nicht sinnvoll. Wir wihlen also ab jetzt d(r) = |r|, vermeiden
aber zunéchst die Rechnung mit den Betréigen, indem wir die r1-r9-Ebene in sechs Bereiche
einteilen und die Differentialgleichung zunéchst nur fiir einen Bereich 16sen.

A

@ p101pl0 N

< >
O,
p— -0 p—® _
p— o p— -0 I’l o

Abbildung 5.2.: Verschiedene Bereiche des Parameters p
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5.1. Die Bestimmungsgleichung fiir die Nullmoden

Die Bereiche in Abbildung 5.2 sind durch folgende Relationen zwischen den Teilchenkoordi-
naten ausgezeichnet:

Bereich I: 21 > x9 > x3

Bereich 1I: z9 > x1 > z3

Bereich III: zo > x3 > x1

Bereich IV: x3 > a9 > 11

Bereich V: x3 > 1 > x9

Bereich VI: 1 > x3 > 9

Wir betrachten zunéchst ohne Einschrinkung den Fall z1 > 9 > 23 <= r1 > 1y > 0 =
p €11, 00[ und lassen die Betragsstriche weg.

Damit erhalten wir Losungen im Bereich I, die Losungen in den anderen Bereichen werden
sich spéter aus dieser durch Koordinatentransformationen ergeben. Zum Schluss werden wir
die Losungen in den verschiedenen Bereichen iiber Anschlussbedingungen zu einer Losung
zusammensetzen.

Zunichst erhélt man als Bestimmungsgleichung fiir die Nullmoden im Bereich I:

WLt R e Pf
T a_ <r1+r2 (“_”))anam_o

f p? OPf 20 O*f 1+ p*0°f
+ 392 T + 2 9,2
1+p 1—i—p 1+ p*or r Opdr re  dp
N 0> 8f+2(1+p)8f+ 1 9
,/1+p r(1+ p2) or r2 dp 1+ p?or?

20 OF PP +p%) 0
r Jpdr r2 ap?

P §+ _r 5_ pr__ __ " ﬁ

V14 p? V1+p? Vitp2 1+ p2

p_Of 14p%0f  p Pf 1=p* Pf p(L+p)Pf\ _,
(14 p2) or r2 dp 1+ p2or? r o Opdr 2 9p?
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5. Ein eindimensionales Modell

3 2 _ E4r1—(p—1)¢
L P e (P L (p 1)) (,0f

1 +p2£+2 or
20— 5 — 1 —1)¢
L 200 +£(_/>2 )" e20f
V14 p? %
P2+ 1+p(p+1-(p—1)) 0%f
+ €+2 " or?
1+ p? "
L2t =)+ A=) (L= (= 1)) oy 0°F
mg ordp
02— p(pf+1—(p—1) 0?
L —e(p - (p—1) )Ts—z_-’; =0 (5.12)
N %

In Kapitel 3 hatten wir hergeleitet, dass homogene Funktionen f in Gréflen- und Formko-
ordinaten R und R die Form f (R, E) = RS fg (E) haben. Mithilfe des Ansatzes f(r,p) =

7°g¢(p) erhalten wir auBer im Fall ¢ = 2 (vgl. Kapitel 6.1) aus (5.12) eine gewdhnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir g¢(p):

€2 (b t1—(p—1)
potp —ppt+1—(p—1)°%) (4
( T2 )?“5 1< (p)
1+ p?

20— p* =14 (p— 1)

+ —— ¢l g(p)
1+p
€42 €41 (p_1)
P+ 14+p(pt+1—(p—1) _
+ ( 2 )7“54(4—1)7"C 29¢(p)
1+ p?
20008 =D+ =p) (P +1-(p=1)%) 4,
+ ( : ) ¢ Y¢r¢tgl(p)
V1 + p?
€42 (bl —(p—1)
potp —pP"+1—(p—1)°%)
+ ( — ) s20g() = 0
1+ p?

= {0+ CC=Dp+CC— 1) +C(C = D2+ C(C— 20 + o'+
¢~ Qplp = 1) }gc(p)
+ (1402 {20° = (14 Qp2 +201 = Op+C — 1= (1+Q)pt2 + 20!
(¢ = 1pf (1= Olp = D + (1+ Op(p — D b (o)
(1+ %) {p2 —p =+ 5+ p(p - 1)5}92’@) =0 (5.13)

Wir erhalten also eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir den Formanteil
der Nullmoden. Diese hat (aufler im Fall £ = 2) nach dem Satz von Picard-Lindelof fiir alle
¢ zwei linear unabhéngige Fundamentallésungen.
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5.2. Die Anschlussbedingungen

Losungen der Gleichung fiir die Nullmoden im Bereich I sind also alle Funktionen f mit

fr.p) =1°g¢(p) (5.14)

wobei g¢ eine die Differentialgleichung (5.13) erfiillende Funktion ist. Die Differentialglei-
chung (5.12) ist also fiir beliebige ¢ losbar. Allerdings gelten diese Losungen nur im Bereich
I. Um eine globale Losung angeben zu kénnen, miissen wir zunéchst die Losungen in den
anderen Bereichen durch Koordinatentransformationen bestimmen und danach aneinander-
setzen. Dadurch werden sich diskrete (-Werte ergeben, die wir auch aufgrund der in der
Literatur aufgefiihrten Eigenschaften der Nullmoden erwarten. Z.B. soll der Grad der irre-
duziblen Nullmode mit dem kleinsten Grad dem anomalen Exponenten der Strukturfunktion
entsprechen (vgl. z.B. [1], [3], [4], [6] und [11]).

Bevor wir uns aber diesen Anschlussbedingungen zuwenden, mochten wir versuchen, eine
Vereinfachung der Differentialgleichung (5.13) zu finden.

5.1.4. Vereinfachung der Differentialgleichung fiir den Formanteil

Die Differentialgleichung (5.13) hat im Allgemeinen die Form

ac(p)ge(p) + (1 + p*)be(p)gl(p) + (1 — p*)?cc(p)gl(p) =0 (5.15)

Falls ¢ ganzzahlig ist, sind die Funktionen ac, b; und c; Polynome.

Denkt man iiber eine weitere Vereinfachung der Differentialgleichung (5.13) nach, fallen als
erstes die Vorfaktoren 1+ p? bzw. (1+ p?)? auf. Diese bieten Anlass zu der Vermutung, dass
auch die Losungsfunktionen der Differentialgleichung fiir den Formanteil, g¢, einen Faktor
(1 + p?)™ fiir ein n € R beinhalten. Um die Differentialgleichung zu vereinfachen, machen
wir also den Losungsansatz

9c(p) = (L+p*)"Gc(p) (5.16)
Eingesetzt in die Differentialgleichung (5.13) ergibt dies

{ac(p) + 2npbe(p) + (2n(2n — 1)p* + 2n)cc(p) } Gc (p)
+ (14 p*) {bc(p) + 4npec(p)} 3¢ (p)
+(1+p*)ec(p)gl (p) =0 (5.17)

Wenn die Differentialgleichung (5.13) durch diese Mafinahme vereinfacht werden soll, muss
also die Funktion b¢(p)+4npce(p) durch 14-p? teilbar sein und die Funktion a¢(p)+2npbe(p)+
(2n(2n —1)p? + 2n)cc(p) durch (1 + p?)?, denn dann kiirzt sich der Fakor (14 p*)? aus allen
Summanden heraus. Fiir ganzzahlige £ sind diese Funktionen Polynome, so dass wir durch
Polynomdivision, wenn moglich, ein n bestimmen konnen, so dass sich der Faktor (1 + p?)?
aus allen Summanden herauskiirzt.

5.2. Die Anschlussbedingungen

In diesem Abschnitt méchten wir uns Gedanken tiber die Anschlussbedingungen fiir r; = 0,
ro = 0 und 1 = 79, also fiir die Punkte, wo zwei Teilchen am gleichen Ort sind, machen.
Ein Schliissel dazu ist die Kenntnis iiber das Verhalten der Lagrangeschen Trajektorien fiir
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kleine Teilchenabstéinde, das in Abschnitt 2.3 fiir verschiedene &-Werte betrachtet wurde.
Da wir ein eindimensionales Modell betrachten, muss die Fliissigkeit kompressibel sein, denn
ein inkompressibles, eindimensionales Geschwindigkeitsfeld ist konstant. Der Kompressibi-

%)2
litdtsgrad p = % ist im Fall eines eindimensionalen Modells 1. Die in Abschnitt 2.3

definierte starke Kompressibilitit liegt fiir p < & vor, in unserem Modell also fiir &€ > 1,
schwache Kompressibilitat liegt fir & < 1 vor. Im Fall starker Kompressibilitit hatten wir
in Abschnitt 2.3 gesehen, dass zwei Teilchen, die anfangs am gleichen Ort sind, sich nicht
mit der Zeit trennen werden, wihrend zwei Teilchen am gleichen Ort im Fall schwacher
Kompressibilitit auseinanderlaufen kénnen. Bei starker Kompressibilitidt erhalten wir also
die Bedingung, dass die Dichte 753(7"1,7‘2,75) fiir die Anfangsbedingung 7‘? = 7‘8 die Form
753(7‘1,7‘2,t) = 752(7’1,t)(5(7’1 — r2) haben muss. Analog muss fiir die Anfangsbedingungen
) = 0 bzw. 9 = 0 gelten P3(r1,12,t) = Pa(r2,1)d(r1) bzw. Ps(r1,12,t) = Pa(r1,1)d(r2).
Dabei ist Ps die Dichte fiir zwei Teilchen, erfiillt also die Fokker-Planck-Gleichung fiir zwei
Teilchen

o o 0?
{ax%D(O) + ang(O) + 28%18%2

gpg(xl,xg,t) (518)

D(I‘l — 1‘2)} Pg(wl,xg,t) = 8t

Wie in Abschnitt 5.1.2 transformieren wir die Fokker-Planck-Gleichung auf Relativkoordi-
naten 171 = x1 — Zo.
Dann gilt nach der Kettenregel

9 _9
8ZE1 N 87’1
0 0
— = 1
8ZE2 67‘1 (5 9)
Damit folgt
0? 0?
ox2 ~ or?
0? 0?
912 or?
0? 0?
= 2
8ZE163}2 87’% (5 0)
Wir erhalten also fiir die Fokker-Planck-Gleichung in Relativkoordinaten
0? - 0 =~
a—r%d(ﬁ)%(ﬁ,t) = 5772(7“1,15) (5.21)

Also gilt bei der Anfangsbedingung 79 = rJ fiir den Erwartungwert einer beliebigen Funktion
von den Teilchenkoordinaten

<f(7’1,7’2)> (t) = /f(rl,rg)ﬁg(rl,t)é(rl — 7‘2)d7°1d7”2 = /f(rl,rl)’ﬁg(rl,t)drl (5.22)
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Es folgt
%(f(ﬁﬂ?» (t) = %/f(T177‘1)752(7‘1,t)d7‘1
—/f(r 1) 2By, ) —/f(r )L 4 P ) (5.23)
— 1,71 8t 271, 1 — 1,71 87‘% 1 2(I"1, 1 .

Analog zu Abschnitt 5.1.2 finden wir durch partielle Integration eine Gleichung fiir die Null-
moden:

0?2 0?2
8—7,%f(7‘177‘1) = a—r%\@grcgc(l) =0
=(((—1)ge(1) =0 (5.24)

Es muss also ¢ =0 oder {( =1 oder g¢(1) = 0 gewahlt werden.

Fiir 7) = 0 bzw. rJ = 0 ergeben sich die analogen Bedingungen g¢(o0) = 0 bzw. g¢(0) = 0.
Wir werden also im stark kompressiblen Fall diese Bedingungen als Anschlussbedingun-
gen benutzen, wihrend wir im Fall schwacher Kompressibilitdt lediglich differenzierbare
Ubergiinge schaffen miissen.
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6. Nullmoden fiir verschiedene Werte von ¢

In diesem Kapitel werden wir Nullmoden fiir verschiedene Werte von & explizit berechnen,
und zwar fiir £ =2, £ =1 und £ = 0. Der Fall £ = 0 entspricht dabei dem Fall der Brown-
schen Bewegung, wihrend der Fall £ = 2 dem Fall glatter Geschwindigkeitsfelder entspricht.
Der Fall ¢ = 1 entspricht einem nicht glatten Geschwindigkeitsfeld, allerdings mit starker
Kompressibilitdt, so dass nach wie vor deterministische Lagrangesche Trajektorien vorliegen
und wir die fiir diesen Fall hergeleiteten Anschlussbedingungen benutzen miissen.

6.1. Der Fall £ =2

Wir nehmen in diesem Fall fiir die Korrelationsfunktion d(r) = |r|?> = 2, also £ = 2 an.
Die sich hieraus durch Einsetzen in (5.13) ergebende Differentialgleichung ist sogar in der
gesamten oberen Halbebene und nicht nur - wie die allgemeine Gleichung (5.13) - fiir Bereich
I giiltig, denn es gilt |r|?> = 2. Wir erhalten fiir £ = 2 den Sonderfall, dass (5.13) zu

(¢ = 1)p*(p* —2)ge(p) =0 (6.1)

wird, also keine Differentialgleichung zweiter Ordnung mehr ist.

Losungen von (6.1) sind beliebige Funktionen g mit ( = 0 oder ¢ = 1, p €]1, oo[. Diese Werte
von ( erfiillen auch automatisch die in Abschnitt 5.2 hergeleiteten Bedingungen, die sich aus
der Charakterisierungsmoglichkeit der Lagrangeschen Trajektorien durch ihre Anfangwerte
ergeben haben.

Die Losungen in der unteren Halbebene entsprechen den fiir die obere Halbebene gefundenen
Losungen, denn die Differentialgleichung fiir die untere Halbebene ist zu Gleichung (6.1)
dquivalent. Es ergeben sich also auch hier als Nullmoden beliebige Funktionen mit { = 0
oder ¢ = 1. Nullmoden fiir £ = 2 sind daher Funktionen der Form

f(r,0) =g(9) (6.2)
und
f(r,¢) =rg(9) (6.3)

Hierbei ist ¢ der Winkel zwischen r; und r9 und g : [0,27] — R eine beliebige auf dem
Einheitskreis differenzierbare Funktion.
Aus (g(¢)) = const. fiir beliebige g folgt, dass die Verteilung des Winkels ¢ zu einer Zeit
t, wenn man die Verteilung des Winkels zur Zeit s < t kennt, gerade die Verteilung von ¢
zur Zeit s ist. Das Verhéltnis der Abstidnde der Teilchen selber ist also ein Martingal. Um
das zu sehen, berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ sich in einem Intervall I des
Finheitskreises befindet:

P(¢ € I)(t) = (x1(9)) (t) = (X7(¢)) (1) +én (6.4)

—_——
=(X7(9)) (s)=P($€I)(s)+En
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6. Nullmoden fiir verschiedene Werte von &

Dabei ist x; die charakteristische Funktion auf dem Intervall I und x7} eine Folge differen-
zierbarer Funktionen, die von unten gegen 1 konvergiert. Dann konvergieren ¢, und €, nach
dem Satz iiber monotone Konvergenz gegen null.

Des Weiteren ist zum Beispiel die Funktion f(r,¢) = r eine Nullmode. Der Erwartungwert
der Grofe der Teilchenwolke bleibt also zeitlich erhalten. Das Gleiche gilt fiir den Erwartungs-
wert des Abstandes zweier Teilchen, wie man auch durch direktes Einsetzen in Gleichung

(5.7) sehen kann. Das stimmt mit einem Ergebnis aus [5] iiberein, dass in einem kompres-
4p—d
siblen, glatten Geschwindigkeitsfeld der Erwartungwert von R geitlich erhalten bleibt.

Dabei sind R der Abstand zweier Lagrangescher Teilchen, p der Kompressibilitéitsgrad, und
d die Dimension. In unserem Fall ergibt sich der Exponent also zu 1.

6.2. Der Fall £ =1

Wie setzen nun d(r) := |r|!.
Dann erhalten wir aus (5.13) eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die
Funktion g¢(p):

{CC=D(*+20+1)+Cplp— 1)} ge(p)

+ {200 = (1 + %) +2¢(1 = p)} (1 + p*)gt(p)
2
+plp—=1) (14 0%) " gllp) =0 (6.5)
Wir versuchen nun, mit den in Abschnitt 5.1.4 hergeleiteten Bedingungen ein n zu finden,
mit dem sich die Losung dieser Differentialgleichung schreiben lisst als

g9c(p) = (1 + p*)"Ge(p) (6.6)

Mithilfe von Polynomdivision finden wir, dass sich der Faktor (1 + p?)? fiir n = —% aus allen
Summanden der Differentialgleichung (6.5) herauskiirzt und die neue Differentialgleichung

lautet

C(C+Dgelp) + ((2=20)p+2¢ = 2) Ge(p) + (p* = p) Gl (p) = 0 (6.7)
Mithilfe von Maple findet man heraus und verifiziert durch Einsetzen, dass fiir p # 1 g¢(p)
genau dann eine Losung von (6.7) ist, wenn g¢(p) = (p—1)h¢(p) gilt, wobei h¢(p) eine Losung
der Differentialgleichung

p(L=phg(p) + (2 =20 = (2= Q)+ A=)+ 1)p) he(p) = (2= (L = Ohelp) =0 (6.8)

ist.

Dieses ist eine hypergeometrische Differentialgleichung, hat also regulidre Singularititen an
den Stellen 0, 1 und oco.

Weil wir Losungen fiir p €1, 00| suchen, ist es zweckmifig, ein Fundamentalsystem dieser
Differentialgleichung an der Stelle co zu suchen, denn es wird sich herausstellen, dass dieses
auf I'_(1, 00) definiert ist (zur Notation vgl. Kapitel 4.1).

Das ist dquivalent zur Bestimmung eines Fundamentalsystems der auf die Variable P = %
transformierten Differentialgleichung an der Stelle 0. Als Differentialgleichung fir H(P) :=
h(p) erhalten wir
2 —2¢+2¢P 2-90-9)
H"(P) — H' (P H(P) = .
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6.2. Der Fall £ =1

Dies ist wiederum eine Differentialgleichung mit drei Singularitdten an den Stellen 0, 1
und oo, die wir mithilfe der Transformation H(P) := P®(1 — P)*n(P) wie in [15] in eine
hypergeometrische Differentialgleichung tiberfithren. Wir erhalten als Differentialgleichung
fur n:

Q1(P)

n"(P) + mﬁ/(P) +

Q2(P) _
P2(1 = P)277(P) =0 (6.10)
mit

Q1(P)=2(k(1—P)—AP)—2+2¢—2(P

Q2(P) = k(k — 1)(1 — P)? = 2kAP(1 — P) + A(\ — 1)P?

—(K(1=P)=AP)(2—2¢+2¢P) + (2 - ()(1 - ()(1 - P) (6.11)
Um eine hypergeometrische Differentialgleichung zu erhalten, muss also gelten Q2(P) =
cP(1—P). Weil @7 ein Polynom zweiten Grades ist, ist dies dquivalent zu Q2(0) = Q2(1) = 0.
Dieses ergibt:

k=2—-(CVKrK=1-(
A=0VA=1 (6.12)

Wir wéhlen kK =2 — ( und A = 0.
Dann erhilt man:

2-(2-9+0+9+DP 2-90+9

n"(P) + P(1_P) ") = 0

n(P) =0 (6.13)

Dies ist nun eine hypergeometrische Differentialgleichung, fiir die wir ein Fundamentalsystem
an der Stelle 0 bestimmen miissen. Dazu wenden wir die Methoden aus Kapitel 4 an. Die
Funktionen F und C,, , aus Kapitel 4 ergeben sich in unserem Fall zu:

F(P) =P(P — 1) + PQ1(0) + Qo(0) = P(P — 1) + 2P
Cry(P)=w+P)2-2-0Q -1+ -1)—-2-¢Q01+7) (6.14)

Damit erhalten wir aus dem in Kapitel 4 hergeleiteten Gleichungssystem (4.16) fiir die Ko-
effizienten einer Reihendarstellung der Losung dieser Differentialgleichung

Fn+1+Plapy1 — F(n+Pla, +((n+P)(=2) — (2= (1 +())a, =0, neNy (6.15)
Hieraus erhéilt man nun
m+1+P)n+2+Plapy1=n+2—-C(+P)n+1+(¢+Pa, (6.16)

Die Nullstellen von F(P) sind 0 und -1.
Zur Anwendung des Verfahrens aus Kapitel 4 setzen wir also Pp = 0 und P; = —1.
Dann folgt mit ag =0

2-¢...2=C+n—-1)1+¢...A+(+n—-1)
n!(n + 1)!

ay = , o n>1 (6.17)

Die Potenzreihe )7 ja,P™ ist fiir |P| < 1 konvergent.
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6. Nullmoden fiir verschiedene Werte von &

Beweis. Es gilt
1+90-¢+n)(2-0C2+¢ m-0OK+n)

an] = ‘ - 2o o (6.18)
Sei nun N € N so, dass N —1 < ¢ < Ng.
Dann gilt
(22=¢H. (N =12 =) | NE=¢ n2=¢?
|an| < |(1+0) (D Ng e < (6.19)
::JC <1
Damit ist - o
D lanPT < I Y PT (6.20)
n=0 n=0

Die Reihe ist damit kleiner als ein Vielfaches der geometrischen Reihe und daher konvergent
fir |P| < 1.
O

Eine Losung der Differentialgleichung (6.9) ist also

( Z an,P", T_(0, 1)) (6.21)

mit a,, wie oben.
Damit ist

n=0

(QE})(/}) = (14 p?) "5 (p— 1)p¢2 Zanpin, C\ {r(o, Du{zeClz#z,2< 0}}) (6.22)

eine Losung der Differentialgleichung (6.5) fiir die Nullmoden im Fall £ = 1 wobei

ﬁ (E+1-0(k+0) (6.23)

n(n+1)

Um eine zweite Losung zu finden, die diese zu einem Fundamentalsystem ergénzt, stellen
wir zunéchst fest, dass P; — P2 =0 — (—1) =1 € N ist.

In der Notation von Kapitel 4.2 ist also k = 1.

Wir setzen nun also wie in Kapitel 4.2 gefordert aog(P) = F(P+1) = (P + 1)(P + 2) und
bestimmen eine Folge (a,(P)), die das Gleichungssystem (4.19) erfiillt d.h. fiir die gilt

m+1+P)(n+24+Playr1(P)=n+2—-C+P)n+1+(+P)a,(P) (6.24)
Das ergibt
ap(P) = (P +1)(P +2)

an(P) = (2= C+P)(1+(+P) H (k+2-CH+P)k+1+C+P)

k+1+P)(k+2+P)

n>1 (6.25)
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6.2. Der Fall £ =1

Ableitung nach P ergibt

ah(P) =2p+3

n—1
1 1 1 1
/ P — o _
@n(P) {Z<k+2—C+P+k+1+C+P k+1+D k;+2+P>

k=1
1 1
+2—C+P+1+<+P}a”(P)’ n>1 (6.26)
Damit folgt
a1(P2) = a1(—=1) = ((1 - () (6.27)
und
ap(—1) =1
) B - ¢ ¢ 1 1
an+1(_1)_(1—<)<{k§::1<(k+1)(k+l_g) _]{T(k+<)> +1_C+Z}an, n>0
=K,
(6.28)

Eine die erste Losung der Differentialgleichung (6.9) zu einem Fundamentalsystem ergénzen-
de Losung ist also (vgl.(4.25))

<H2(P) = Z a1 (—1)P" + a1 (—1)log(P Zan

n=-—1

1
=5 +1-0Q ZKanP"—i—Cl— ¢)log(P ZanP" 01> (6.29)
n=0

Die auftauchenden Reihen konvergieren beide fiir |[P| < 1.

Beweis. Fiir die Reihe Y > a,P" wurde das bereits oben gezeigt. Wir betrachten hier also
lediglich die Reihe >">° ; K,a,P™.
Es ist fiir ¢ ¢ Ny

1
fon Z( 1) k+1—<)‘k<k+<)>+1—<+2

)2k — 1) 11
_Z< Y k+<)(/~c+1—<)>+1—g+2

<2¢(¢-1)75 ab einem k.

L 1 i( 1)(2k — 1) >+2<((—1)§:i—-L < 00
g +z /<;+1 k+C)(/<:+1 0) k3¢

k=k
(6.30)
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6. Nullmoden fiir verschiedene Werte von &

Fiir ¢ € Ny ist K, zundchst nicht definiert, jedoch K,a,. Man erhélt aber wie in der Rech-
nung oben Kya, < L¢ay,.
Also gilt

i KnanP" < LC i CLnPn < LCJC i P" (631)

Die Reihe ist damit kleiner als ein Vielfaches der geometrischen Reihe, konvergiert also fiir
|P| < 1.
O

Also ist (g?)(p), C\ {mu {zeClz=uz,2< 0}}) mit

<
a7 () = (1+p%) 7

(p_l)p {P+<1— ZKnan n_ IOg Zan n}

(6.32)
eine weitere, <gél)(p), C\ {F_(O, HU{zeClz=uz,z< O}}) zu einem Fundamentalsystem
erginzende Losung.

Die Fundamentallgsungen sind also beide auf dem uns interessierenden Intervall |1, co| defi-
niert.

Wir bestimmen nun die Losungen in den anderen Bereichen durch Koordinatentransforma-
tionen. Der Ubergang von Bereich I nach Bereich IT bedeutet eine Vertauschung von x; und
Z2, wir erhalten also Losungen im Bereich II durch die Transformation p — %. Bereich 111
geht aus Bereich I hervor durch z; — 3, 9 — x3, 3 — x1, die Losung im Bereich III

. . . : _ 3 .
entsteht also aus der im Bereich I durch die Transformation p — p—pl, r— T4/ 2”1—+2p"#. Die

Losungen im Bereich IV entsprechen denen im Bereich I, die im Bereich V denen im Bereich
IT und die im Bereich VI denen im Bereich III, denn die linke Seite von Gleichung (5.7) ist
hier fiir £ = 1 bis auf das Vorzeichen identisch.

Um die Nullmoden zu bestimmen, miissen wir eine Fortsetzung der Losung in die anderen
Bereiche finden.

Da £ =1 > p ist, liegt starke Kompressibilitat vor. Die diskreten Werte fiir {, bei denen
sich moglicherweise eine Fortsetzung in die anderen Bereiche finden lisst, sind also { = 0,
¢ = 1 und diejenigen ¢, fiir die es Konstanten ¢, und ¢ gibt, so dass fiir g, = ¢; gél) + 02922)

g¢(1) =lim, o0 g¢c(p) = 0 gilt.
Fiir ¢ = 0 ergibt sich als allgemeine Losung im Bereich I

flrp) = Arf$ (o, p) + BrfS (r, p) (6.33)

mit den beiden Fundamentallésungen (die auch fiir den Bereich IV gelten)

—1
50 ) = 56 ) = -.=2
und
-1 re—r
18 0) = g7 ) = o = H 2 (6:34)
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6.2. Der Fall £ =1

Die Fundamentallésungen in den anderen Bereichen erhélt man mit der oben angegebenen
Koordinatentransformation. Dabei ergibt sich in den Bereichen IT und V

1),I1 1),V 1),I1 1,7, 1 1
s ) = 150V () = 987 (0) = gV ) =r=1
und
2),11 L@V @I, @, _ro—m
o (rp) =10 =gy (p) = g0 (;) =1-p= . (6.35)
und in den Bereichen IIT und VI
(1),111 W),VI (1),111 wa, p—1 p T
’]”7 = 7"’ g g ’]”7 = g
fo 7 ) =fo 7 T (rp) =957 (p) =9 ( 5 ) e f——
und
(2),111 @I (2),III @),1,p—1 1 o
r,p) = - - - - 6.36
fo (rp) =y 90 (p) =95 ( P ) T — (6.36)

Um eine in der ganzen ri-ro-Ebene definierte Losung anzugeben, miissen wir die Koeffizien-
ten so bestimmen, dass die Losungen in den einzelnen Bereichen differenzierbar ineinander
iibergehen.

Dabei ergibt sich die konstante Nullmode fél) (r1,72) = 1 deren Erwartungwert trivialerweise
zeitlich erhalten ist.

Fiir ¢ =1 erhélt man die Fundamentallésungen

ip—1x1 -
o) =g o) = (L ) =S = (14 7)

n=0

(2).1 2).1 $

V() =gy (P):T(1+P2) (p=1)=r1—1

(6.37)

Eine Transformation dieser Losungen auf die anderen Bereiche ergibt die Losungen in den
anderen Bereichen:

Bereich II und V: ry und 1 — 79

Bereich IIT und VI: 1 und r9

Durch Linearkombination erhilt man also immer r; und r9 als Fundamentallésungen.
Folglich bleibt der Erwartungswert des Abstandes zweier Teilchen zeitlich erhalten.

Wir sehen hier, dass wir es mit einem kompressiblen Geschwindigkeitsfeld zu tun haben, so
dass der Erwartungwert des Abstandes zweier Teilchen nicht wie im Richardsongesetz mit
der Zeit wichst (vgl. Kapitel 3). Stattdessen wird die Tendenz der Trajektorien auseinan-
derzulaufen durch die Eigenschaft des Feldes ausgeglichen, Bereiche mit gréflerer Dichte zu
bilden, die die Teilchen an sich binden.

Die Menge aller Nullmoden sind nun alle Linearkombinationen aus r; und 75 im zweidimen-
sionalen, von r1 und ro aufgespannten Vektorraum, also alle durch den Nullpunkt gehenden
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6. Nullmoden fiir verschiedene Werte von &

\‘ D
SRR
RIS

Abbildung 6.1.: Die Nullmode f{

Ebenen.

Eine Veranschaulichung dieser Nullmoden gibt Abbildung 6.1.

Die Nullmoden fiir { = 1 sind allerdings reduzibel, denn sie hiangen nur von einer der beiden
Relativkoordinaten r; und ro ab. Wir konnen deshalb aus dieser Nullmode keine Informatio-
nen iiber die zeitliche Evolution einer 3-Teilchenwolke ziehen, die {iber die Information iiber
das Verhalten zweier Teilchen hinausgeht.

Wir gehen nun zur Bestimmung der irreduziblen Nullmoden iiber. Diese ergeben sich bei
Verwendung der Bedingung g¢(1) = lim,— g¢(p) = 0. Wir suchen also Werte fiir ¢ und
Konstanten ¢ und ¢z, so dass clgél)(l) + 02922)(1) = g¢c(1) = lim,—.o g¢c(p) = 0. Dazu be-
trachten wir zunéchst die Grenzwerte der beiden Fundamentallésungen bei 1 und bei co.

Y
lim g¢ (p)

¢ 1

oo
-5 >
n=0

¢ > 1 > 1 ¢ > 1
=272 lim ap—— — an— | =272 lim | agp + a —a,) —
4 (7; "pn—l np") 4 ( 0p Z( n+1 n) pn>

n= n=0

0
¢ = ¢ -
=27z (ao + Z;) (Gn1 — an)> =27 Klgnoo do + Z;)(a"“ N a")>
n= n=

93 i agc (6.38)

_ 1 2\~
= Jm (1477

Alle obigen Schritte sind erlaubt, weil eine Reihe innerhalb ihres Konvergenzradius absolut
konvergiert und diese Reihe konvergiert fiir |%| < 1 absolut.
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6.2. Der Fall £ =1

In Abbildung 6.2 ist lim,, .. a, in Abhéngigkeit von ¢ aufgezeichnet, um das Verhalten der
ersten Fundamentallésung bei p = 1 zu sehen: Die erste Fundamentallosung oszilliert also
bei p = 1 in Abhéngigkeit von ¢ und ist null bei den natiirlichen Zahlen.

MR R N2 SRR AP AR

zeta

Abbildung 6.2.: Grenzwert von gél) bei 1 in Abhéngigkeit von ¢

Bei p — oo ergibt sich ein etwas anderes Bild:

. - o 1
lim gc(p) = lim (1+p%) 7 (p=1)p° QZanp—n =0 (6.39)

pP—00
Die erste Fundamentallosung konvergiert also fiir p — oo unabhéngig von ¢ gegen null. Nun

untersuchen wir 9(2).
Die Grenzwertbetrachtung fiir p — oo liefert bei der zweiten Fundamentallosung

Jim, 922) (p)

<
_1; 2\ 72
=Jim (140

(p=1)p" <p+<1— ZKan——cl— ¢)log(p Zan )
n=0

P
_s<

Die zweite Fundamentallésung konvergiert also fiir p — oo unabhéngig von ( gegen einen
Wert # 0.
Um die Nullmoden zu bestimmen, miissen wir eine Linearkombination der beiden Fundamen-

) 2)

tall(')'sungen gc = c19g;  +ce2g;” finden, so dass 9¢(1) =lim,—o0 g¢e(p) = 0. Da lim, . g¢c(p) =

2- 262 gilt, muss ¢z = 0 sein. Da lim, . gC ( ) # 0V(¢ und lim,, gé )( ) = 0V(, muss fiir
¢ # 0,1 co =0 gelten.
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6. Nullmoden fiir verschiedene Werte von &

Es ergibt sich folglich fiir ¢ # 1 g¢(p) = gél)(p) und wir miissen Werte ¢ finden, so dass

M1y =0
9¢ (1)=0.
Dieses ist nach obiger Abbildung der Fall fiir ( € N\{1}.

Damit haben wir als irreduzible Nullmoden f(r, p) = r¢g¢(p) mit g wie folgt:

A

9l(p)=—gt"(p) = (140 2 (p—1)p*~ 2Zan o

N

_ -1
61(p) = g (p) = —gL(>) = <1 + %) (p=1)p""¢ ) anp”
n=0

202 —=2p+1 ;,p—1

g

PC ¢ gc_l p"
_ -2 1—
=————-1)""p E “"p—w

1+ p?
mit ¢ € N\{1}, a, H

(n+1-¢)(n+()
n(n+1)

Dabei sind die Vorzeichen so gewéhlt, dass g¢ iiberall differenzierbar ist.
Die vier irreduziblen Nullmoden mit den niedrigsten Graden sind demnach

ro(ry —re) falls 11 >ry >0
ri(ry —re) falls rg >r1 >0
—riT2 falls 79 > 0> ry
fa(r1,m2) =
ro(rg —ry) falls 11 <ry <0
ri(re —rp) falls ro <7, <0

7179 falls 1 >0

ro(r1 —re)(ry — 2rg) falls 11 >1r9 >0
ri(r1 —re)(re —2rqy) falls ro >r1 >0
—ryra(ry + r2) falls 1o > 0> 1r
ro(rg —r1)(r1 — 2rg) falls 1 <ry <0
ri(re —r1)(re —2rq) falls ro <7, <0
rira(ry + r2) falls 71 >0 > ry

f3(ri,re) =

ro(r1 —r2)(rf — 5rirg +5r2) falls ry >1ry >0
ri(r1 —r2)(r3 — 5rirg +5rf) falls ro > 1y >0
—r17ra(rf + 3riry 4 13) falls 79 > 0> 1r
ro(re —r1)(rf — 5rirg +5r2) falls 1y <ry <0
ri(re —r1)(r3 — 5rirg +5rf) falls ro <7, <0
7‘17“2(7‘% + 3rire + 7”%) falls 71 >0 > ry

fa(ri,m) =
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6.2. Der Fall £ =1

und

ro(r1 — ro)(r1 — 2r9) (12 — Trire + Tr2) falls 71 > 79 >0
r1(r1 — 1) (ro — 2r1) (13 — Trire + 7r?) falls 79 > 11 >0
—riro(r1 + 72)(r? + 5rirg +13) falls 79 > 0
ro(re —r1)(r1 — 2re)(r? — Trire + 7r3) falls 7 <7y <

r1(re — 1) (ro — 2r1) (13 — Trire + 7r?) falls 79 < 7. <0
rira(r1 + ro)(rf + 5rirg + r3) falls 71 > 0> ry

f5(r1,me) = (6.45)

Diese Nullmoden werden illustriert durch die Abbildungen 6.3, 6.4, 6.5 und 6.6, in denen
der durch g, gegebene Formanteil als Funktion des zu 71 und 7 gehérigen Winkels ¢ aufge-
zeichnet ist, d.h.

arctan(%) falls r1,79 >0

o= 27 — ar(lztan(%) falls 71,72 <0 (6.46)

arctan(;) +7  falls 11 <0,79 >0

T — arctan(%) falls 7 > 0,72 <0
In Abbildung 6.6 ist ¢ allerdings auf das Intervall [0, 7] beschrinkt, damit der Verlauf des
Graphen besser zu erkennen ist.

[N R S |

o
[ T TG T T O Y N 1P O N O O |

Abbildung 6.3.: Winkelanteil der Nullmode fiir £ =1 und { = 2

Als Nullmoden erhilt man also jeweils Polynome in 1 und r9, deren Grad gerade ( entspricht.
Die Nullmoden sind, wie durch die Anschlussbedingungen festgelegt, null, wenn zwei Teilchen
am gleichen Ort sind, also fiir 1 = 0, ro = 0 und r; = r9. Bei der Nullmode mit dem
geringsten Grad (Grad 2) sind dies schon die einzigen Nullstellen, die Nullmode vom néichst
hoheren Grad (Grad 3) hat in jedem der sechs Bereiche eine zusitzliche Nullstelle und
zwar immer dann, wenn das mittlere Teilchen von beiden #ufleren Teilchen den gleichen
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[ N T T R\ >}

A
No—L L1001 T g 1)

Abbildung 6.4.: Winkelanteil der Nullmode fiir £ =1 und { = 3

Abbildung 6.5.: Winkelanteil der Nullmode fiir £ =1 und { =4

Abstand hat. Die Nullmode vom Grad 4 hat in jedem der sechs Bereiche zwei zusétzliche
Nullstellen, ndmlich an den Stellen, an denen der Abstand der beiden Teilchen, die am
weitesten voneinander entfernt sind, 5+2—‘/5 ~ 3,618-mal so grof} ist wie der Abstand der beiden
Teilchen, die sich am n#chsten sind. Die Nullmode vom Grad 5 hat in jedem Bereich drei
weitere Nullstellen, dabei ist eine wie bei f3 dort, wo alle drei Teilchen den gleichen Abstand
haben. Die anderen beiden sind dort, wo der Abstand der beiden Teilchen, die am weitesten
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6.2. Der Fall £ =1

Abbildung 6.6.: Winkelanteil der Nullmode fiir £ =1 und ¢ = 5 im Intervall [0, 7]

voneinander entfernt sind, 7+T‘ﬁ ~ 4,823-mal so grof ist wie der Abstand der beiden Teilchen,
die sich am néchsten sind. Die Abbildungen 6.7 und 6.8 zeigen die relativen Positionen
der Teilchen, fiir die die ersten fiinf Nullmoden Nullstellen haben. Dabei markieren die
beiden dufleren Punkte die Positionen der beiden dufleren Teilchen und die mittleren Punkte
markieren die Positionen des mittleren Teilchens, bei denen die entsprechende Nullmode
Nullstellen hat. Da Nullmoden Martingale sind, kénnen wir zum Beispiel folgern, dass die
Form einer Anfangskonfiguration der Teilchen, bei der die Teilchen so angeordnet sind, dass
eine Nullmode Nullstellen hat, im Mittel erhalten bleiben muss. Denn der Erwartungswert
der Nullmode zu einem spéteren Zeitpunkt ist dann auch null.

Abbildung 6.7.: Die relativen Teilchenpositionen, bei denen die Nullmode zweiten Grades
Nullstellen hat

Abbildung 6.8.: Die relativen Teilchenpositionen, bei denen die Nullmode dritten Grades
Nullstellen hat

Aus Abschnitt 3.3 wissen wir, dass Erwartungwerte von Nullmoden als Funktion der Form
(und diese wiederum als Funktion der Grofie) mit wachsender Grofie abfallen (vgl. 3.17).

Genauer gilt .
(o (BR)) = (7)o (83) (6.47)
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Abbildung 6.9.: Die relativen Teilchenpositionen, bei denen die Nullmode vierten Grades
Nullstellen hat

Abbildung 6.10.: Die relativen Teilchenpositionen, bei denen die Nullmode fiinften Grades
Nullstellen hat

wobei i, eine Nullmode vom Grad (, darstellt.

Wenden wir das auf unser Modell an, kénnen wir schliefen, dass fiir groe r = /r? + r3, also
fiir grofle Teilchenabsténde, die statistische Verteilung der Teilchenpositionen so sein muss,
dass der Erwartungswert der Nullmoden klein wird. Da die Nullmode vom Grad 2 nur an
den Stellen Nullstellen hat, an denen zwei Teilchen die gleiche Position haben, miissten sich
zwei Teilchen relativ zur Gesamtgrofie der Wolke immer mehr annéhern, je grofler die abso-
lute Grofle der Teilchenwolke wird. Die Teilchen kénnen nadmlich nach Abschnitt 2.3 nicht
durcheinander durchlaufen, denn dann hétten sie zwischenzeitlich die gleiche Position. Zwei
Teilchen, die die gleiche Position haben, kénnen sich aber nicht mehr trennen. Bei einer fes-
ten Anfangskonfiguration der drei Teilchen hat die Nullmode zweiten Grades also ein festes
Vorzeichen. Das betragsméflige Abfallen des Formerwartungswertes mit wachsendem r kann
also nicht dadurch erreicht werden, dass sich die Teilchenkonfiguration so verdndert, dass
sich das Vorzeichen der Nullmode &ndert, sondern nur durch eine immer wahrscheinlicher
werdende Anndherung an eine Form, bei der sich zwei Teilchen im Verhéltnis zur Gesamt-
grofle der Konstellation relativ nahe sind.

Aus Gleichung (3.17) kénnen wir des Weiteren entnehmen, dass die Formerwartungswerte
der hoheren Nullmoden aufgrund ihres hoheren (-Wertes mit wachsendem r schneller ab-
fallen. Hierfiir miissen die zusétzlichen Nullstellen verantwortlich sein. Durch diese zusétzli-
chen Nullstellen wechseln die hoheren Nullmoden das Vorzeichen auch an Stellen, an denen
nicht zwei Teilchen die gleiche Position haben. Aus diesem Grund hat eine Nullmode bei
einer festen Anfangskonfiguration kein festes Vorzeichen und das betragsmifiige Abfallen
des Erwartungswertes konnte auch dadurch erreicht bzw. verstdrkt werden, dass sich mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit die Teilchenkonfiguration so dndert, dass die Nullmode
ihr Vorzeichen wechselt oder die Teilchenkonfiguration sich auf diese Nullstelle zubewegt.
WEeil die Formerwartungswerte der Nullmoden umso schneller mit wachsendem r abfallen,
je hoher das ( ist, muss sich also die Form einer Teilchenkonfiguration mit wachsendem r
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auch den Formen néhern, bei denen nur die héher-
en Nullmoden null sind bzw. miissen gewisse Wahrscheinlichkeiten sowohl fiir Formen auf
der einen wie auf der anderen Seite dieser Nullstellen bestehen. Z.B. hat die Nullmode vom
Grad 3 eine zusétzliche Nullstelle an der Stelle, wo das mittlere Teilchen von den beiden
dufleren den gleichen Abstand hat. Das gegeniiber der Nullmode vom Grad 2 schnellere Ab-
fallen des Formerwartungswertes dieser Nullmode mit wachsendem r kann also durch zwei
Mechanismen erreicht werden: Zum einen wird mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit eine
Teilchenkonfiguration verwirklicht, bei der das mittlere Teilchen von den beiden Auferen
relativ zur Gesamtgréfle der Teilchenwolke ungefihr gleichen Abstand hat (an dieser Stel-
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6.3. Der Fall £ =0

le hat auBlerdem die Nullmode zweiten Grades ihr Maximum), zum anderen werden mit
gewissen Wahrscheinlichkeiten Teilchenkonfigurationen verwirklicht, bei denen das mittlere
Teilchen ndher am linken &ufleren Teilchen ist und mit gewissen Wahrscheinlichkeiten wer-
den Teilchenkonfigurationen verwirklicht, bei denen das mittlere Teilchen niher am rechten
duferen Teilchen ist. Fiir diese beiden Zustéinde hat ndmlich die Nullmode dritten Grades
unterschiedliche Vorzeichen wihrend die Nullmode zweiten Grades gleiche Vorzeichen hat.
Ahnlich kénnte man das noch schnellere Abfallen der noch héheren Nullmoden mit weiteren
zusétzlichen Nullstellen erkléren.

6.3. Der Fall £ =0

In diesem Fall haben wir als Korrelationsfunktion der Geschwindigkeiten D(r) = Dy. Der
Operator M3, der sich vor der Transformation auf Relativkoordinaten ergibt, ist also, wie
in Abschnitt 2.2 schon erwihnt, der Laplaceoperator. Dieser Fall wird auch in [6] behandelt.
Als Nullmoden ergeben sich Funktionen der Form R/®; (E), wobei ®; Eigenfunktionen des
Formanteils des Laplaceoperators A darstellen, dessen Eigenwerte —j(j + d — 2) mit j =
0,1,... sind (vgl. [6]). Der Laplaceoperator hat in Grofien- und Formkoordinaten nédmlich
die Form

0 0 1 4
_ pl-d d—1
A=R 3R R BN + 554 (6.48)

In unserem Fall mit drei Teilchen ergibt sich also der dreidimensionale Laplaceoperator und
die Nullmoden sind R/®;(R), wobei R = /27 + 23 + 23 und ®; sind die Kugelflichen-
funktionen. Allerdings findet man auf diese Weise auch die nicht translationsinvarianten
Nullmoden. Bei einer Transformation des Laplaceoperators auf r; und r9 ergibt sich nicht
der Laplaceoperator in den Koordinaten ry und 73, sondern

0 0 0?

8—7‘% 8—7'% 67‘167‘2 (6‘49)

Wir bestimmen nun die translationsinvarianten Nullmoden, indem wir zunéchst in Gleichung
(5.13) £ = 0 setzen:

{¢?0* +¢(C—2)p+ ¢} gc(p)
+ (14 {20° = (1+Q)p* +2p+ ¢ — 1} g (p)
+ (1400 (0 = p+1) g (p) =0 (6.50)

Wir benétigen hier anders als in Abschnitt 6.2 keine Aufteilung in die sechs Bereiche der
r1-ro-Ebene, die sich aus den moglichen Anordnungen der drei Teilchen ergeben, denn in
diesem Fall gilt d(r) = |r|® = 1 fiir beliebige Anordnungen der drei Teilchen. Es miissen
lediglich die obere und die untere Koordinatenebene getrennt betrachtet werden, weil die
Koordinatentransformation auf r und p sonst nicht bijektiv ist (vgl. Abschnitt 5.1.3). Wie
in Abschnitt 6.2 versuchen wir, mit den in Abschnitt 5.1.4 hergeleiteten Bedingungen ein n
zu finden, mit dem sich die Losung dieser Differentialgleichung schreiben léisst als

9c(p) = (1+p*)"Gc(p) (6.51)
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Mithilfe von Polynomdivision finden wir, dass sich der Faktor (1+ p?)? fiir n = —% aus allen
Summanden der Differentialgleichung (5.13) herauskiirzt und die neue Differentialgleichung
lautet

C(¢=Dge(p) + (2 =20p+ ¢ =) gi(p) + (0" = p+1) 5 (p) =0 (6.52)
Diese Differentialgleichung ist nun mit Maple losbar und es ergeben sich als Fundamen-

tallosungen
- AN
gél)(p) = (2p —-1- \/§z> (6.53)

i) = (2p 1+ \/§z‘>< (6.54)

Dies sind zunéchst komplexe Losungen der Differentialgleichung, reelle Losungen werden
durch Real- und Imaginérteil dieser Losungen représentiert. Ein reelles Fundamentalsystem
ist also

3 (p) = R(g") = R(g?) = % {(2/) ~14 \/§z‘>C +(20-1- \/§z>c} (6.55)
3 () = =30 = 3(s?) = % {<2p 1+ \/§i>c —(2p-1- \/§Z>C} (6.56)

Der Formanteil der Nullmoden lautet also

gél)(p) W 11—|—p2C {(2/) — 1+ \/51')C + (2/) -1- \/51)4} (6.57)

0@ (p) = ﬁ {(zp —1+VE) — (201~ \/ﬁi)c} (6.59)

Um Nullmoden zu bestimmen, miissen wir nun die Losungen in der oberen und der unteren
Halfte der Koordinatenebene, die jeweils durch Gleichung (6.57) gegeben sind, differenzierbar
aneinander setzen. In der obigen Betrachtung, bei der auch die nicht translationsinvarianten
Nullmoden bestimmt wurden, ist klar geworden, dass die Exponenten der Nullmoden gerade
die natiirlichen Zahlen Nj sind. Da die translationsinvarianten Nullmoden eine Teilmenge
aller Nullmoden sein miissen, wissen wir bereits, dass die Exponenten auch hier gerade die
natiirlichen Zahlen sein werden. Wir bestimmen also die Grenzwerte von gél) und gé2) fiir
p — oo und p — —oo im Fall ganzzahliger (.

Dazu schreiben wir zunichst 2p — 1 4+ v/3i = 7(p)e™1®) und 2p — 1 — V/3i = r(p)e'¥2(P),
Fir p — oo gilt ¥1(p) — 0 und ¥2(p) — 27 wihrend fir p — —oo YP1(p) / 7 und
a(p) \, 7 gilt. Die Potenzierung mit ¢ dndert bei der Grenzwertbildung p — oo nichts
Wesentliches, insofern, als dass auch die Winkel von (2p — 1 + v/3i)¢ = r(p)<e’¥1(?) und
(20 — 1 — V3i)$ = r(p)e¥2(P) | ¢y (p) und Ciha(p), gegen 0 bzw. 27 konvergieren, die
potenzierten Werte bleiben also in der Ndhe der reellen Achse. Daher konvergiert der Realteil
der einzelnen Summanden auch nach der Potenzierung mit ¢ gegen oo und der Imaginérteil

bleibt beschriankt. Beriicksichtigt man noch den Faktor %, so erhélt man fiir p — oo
2/ 1+4p?
die Grenzwerte

lim g!(p) = 2¢ (6.59)
lim g% (p) =0 (6.60)
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Anders als bei der Grenzwertbildung p — oo kann sich bei der Grenzwertbildung p — —oo
das Verhalten von 2p — 1 4 v/3i = r(p)e’¥ () und 2p — 1 — /3i = r(p)e™2(?) durch eine
Potenzierung mit ¢ &ndern, denn der Winkel der potenzierten Grofle liegt dann in der Néhe
von (m, also unter Umstidnden nicht mehr in der Ndhe von 7. Genauer gesagt liegt er bei
geraden ( in der Ndhe von 7 und bei ungeraden ¢ in der N&he von 0 bzw. 27. Damit ergeben
sich fiir p — oo folgende Grenzwerte:

lim g(l)(p) _ —2¢  falls ¢ gerade (6.61)
p——o0”C 2¢ falls ¢ ungerade
lim g7 (p) =0 (6.62)

p——00

Der Grenzwert der zweiten Fundamentallésung géz) flir p — £oo ist also null, der Grenzwert

der ersten Fundamentallosung gél) jedoch ungleich null. Damit die Losung differenzierbar

ist, muss die Fortsetzung von géz) in die untere Hélfte der Koordinatenebene also gerade

—géZ) sein. Die Fortsetzung von gél) in die untere Hilfte der Koordinatenebene muss gél)

sein, falls ¢ ungerade ist, und —gél) fiir gerade (. Die Nullmoden mit den kleinsten Graden

sind demnach

fo(ri,me) =1 (6.63)
FO1,m2) =1 (6.64)

2 (r1,m) = 1o (6.65)
£V (r1,m2) =13 =13 (6.66)
£ (r1yr) =02 = 2mm = [V (rg —11,72) (6.67)
fél)(rl, o) = 218 — 3rry — 3ryrs 4+ 25 = f?fl)(rg —71,72) (6.68)
B2 (r1ra) = rirs = rird = £ (g = ri,72) (6.69)
£V re) = 1 — drdrs + 4r1rd — v (6.70)
£ (r1re) = vf = 6r8rd + drrd = £V (ry — r172) (6.71)
fél)(rl, ro) = 7‘? — 107";’7“% + 107’%7‘% — rg’ (6.72)
f5(2)(7‘1, 7o) =1 — Briry + 10033 — 5riry = fél)(T‘g —71,72) (6.73)

Die hier angegebenen Funktionen fél) und fc(z) entsprechen nicht direkt den oben bestimmten
Fundamentallésungen, sondern sind durch Linearkombinationen aus diesen gewonnen, damit
die Symmetrien in 7, ro und ro — 1 besser erkannt werden kénnen. Natiirlicherweise muss
eine Nullmode als Funktion von r; und ro weiterhin eine Nullmode sein, wenn man z.B.
statt r1 ro — r1 schreibt, denn das entspricht nur einer Teilchenvertauschung (r; = z1 — 3,
r9 = X9 —x3, ro—11 = x2—x1). In der Tat kann man bei allen oben angegebenen Nullmoden,
aufler denen vom Grad 3, zwei linear unabhéngige Losungen so wéhlen, dass sich, wenn
man in die erste ro — 71 statt r1 einsetzt, gerade die zweite ergibt. Bei den Loésungen vom
Grad 3 ist das nicht so, sondern diese reproduzieren sich jeweils selber, wenn man ry durch

95



6. Nullmoden fiir verschiedene Werte von &

ro — 11 ersetzt, und das ist dann natiirlich auch bei allen Linearkombinationen dieser beiden
Losungen der Fall. Die Abbildungen 6.11, 6.12, 6.14 und 6.15 zeigen jeweils eine (bzw. bei 3
beide) der Nullmoden der Grade 2, 3, 4 und 5 als Funktion von r; und ry. In den Féllen, in
denen nur eine der beiden Fundamentallosungen aufgezeichnet ist, geht die andere aus dieser
durch eine Teilchenvertauschung hervor. Die Abbildungen 6.16, 6.17, 6.18, 6.19 zeigen den
Formanteil der Nullmoden als Funktion des Winkels ¢, wobei ¢ wie in 6.46 definiert ist.

Abbildung 6.11.: Die Nullmode f2(1)

Abbildung 6.12.: Die Nullmode fél)
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6.3. Der Fall £ =0

Abbildung 6.13.: Nullmode £

Abbildung 6.14.: Die Nullmode f\"

Die Nullmoden ersten und zweiten Grades sind reduzibel. Wie schon in den Fillen £ = 2 und
& = 1ist also auch im Fall £ = 0 der Erwartungswert des Abstandes zweier Teilchen erhalten.
Die Nullmoden vom Grad 2 sind die irreduziblen Nullmoden mit dem kleinsten Grad. Die
Nullmode 72 — 73 ist die bereits in der Einleitung auf anderem Wege hergeleitete Nullmode
der Brownschen Bewegung. Der Erwartungwert der Differenz der Quadrate der Absténde
von zwei Teilchen bleibt also erhalten. Dies liegt wie in der Einleitung schon beschrieben
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Abbildung 6.15.: Die Nullmode f{"

17
0, 5
Glll||||||||||||||||||||||||||||
4 1 2 3 5 6
7 phi
0.4
1 /
-4

Abbildung 6.16.: Winkelanteil der Nullmode fiir £ = 0 und { = 2

daran, dass fiir den Erwartungwert des Abstandsquadrates zweier Teilchen gilt
(R?) (t) = R*(0) + Dt (6.74)

Bei einer Differenzbildung fallt das Dt also heraus.
Wie schon oben in Abschnitt 6.2 beschrieben, muss, wenn die Grofle der Teilchenkonfigurati-
on wichst, der Erwartungswert des Formanteils der Nullmode fallen, und zwar umso schneller
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o

e ™oy

Abbildung 6.17.: Winkelanteil der Nullmoden fiir £ =0 und ¢ = 3

Abbildung 6.18.: Winkelanteil der Nullmode fiir £ = 0 und { =4

je hoher der Grad der Nullmode ist. Dies héingt damit zusammen, dass bei wachsender Grofie
der Teilchenwolke die Teilchenkonfiguration sich relativ zur Gesamtgroe der Konstellation
den Nullstellen der Nullmoden annéhert bzw. gewisse Wahrscheinlichkeiten fiir Teilchenkon-
figurationen auf der linken und auf der rechten Seite der Nullstellen bestehen (vgl. Abschnitt
6.2). Durch die verschiedenen Vorzeichen der Nullmoden auf den verschiedenen Seiten der
Nullstellen verringert sich der Erwartungswert des Formanteils der Nullmoden. Auflerdem
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||||W||||'\’||||"I‘||hn<|3||||’|4||||I\|')||||(A|J||||

Abbildung 6.19.: Winkelanteil der Nullmode fiir ¢ =0 und ( =5

muss, wie in Abschnitt 6.2 erklért, die Form einer Teilchenkonfiguration, fiir die eine Nullm-
ode Nullstellen hat, im Mittel erhalten bleiben.

Die Nullmoden vom Grad 2 haben Nullstellen, wenn zwei Teilchen dieselbe Position haben
und wenn das mittlere Teilchen von beiden #ufleren den gleichen Abstand hat. Je nach dem
welche der beiden Fundamentallésungen man wéahlt, sind es aber unterschiedliche Teilchen,
die die gleiche Position haben miissen bzw. welches in der Mitte sein muss. Allerdings liegt
hier mit £ = 0 - anders als fiir £ = 1 - schwache Kompressibilitit vor, die Teilchen kénnen
also durcheinander durchlaufen, so dass sich jede Anfangskonfiguration zu jeder Endkonfi-
guration entwickeln kann. Die Nullmoden vom Grad 3 haben Nullstellen an den Stellen, wo
zwei Teilchen dieselbe Position haben ( f?EZ)), bzw. an den Stellen, wo das mittlere Teilchen

gleichen Abstand von den beiden Auferen hat ( fél)). Im Unterschied zu den Nullmoden zwei-
ten Grades hat hier allerdings die eine Nullmode Nullstellen, wenn zwei beliebige Teilchen

an der gleichen Stelle sind ( féz)) bzw. wenn ein beliebiges Teilchen in der Mitte zwischen

den beiden anderen ist ( fél)). Dadurch kann das schnellere Abfallen des Erwartungswertes
des Formanteils fiir wachsende Grofie der Teilchenwolke erkléirt werden. Die Nullmoden vom
Grad 4 haben Nullstellen, wenn zwei Teilchen dieselbe Position haben, wenn ein Teilchen
in der Mitte zwischen den beiden #ufleren ist und wenn der Abstand der Teilchen, die am
weitesten voneinander entfernt sind, 2 + v/3 ~ 3,732-mal so grof ist wie der Abstand der
Teilchen, die sich am n#chsten sind. Auch hier haben aber - wie bei den Nullmoden vom
Grad 2 - nicht alle Nullmoden an all diesen Stellen wirklich Nullstellen, sondern jede Fun-
damentallosung hat nur Nullstellen, wenn bestimmte Teilchen diese Bedingungen erfiillen.
Insgesamt beobachten wir hier wie im Fall £ = 1 eine Zunahme der Anzahl der Nullstellen
mit wachsendem Grad der Nullmoden, durch die das schnellere Abfallen mit wachsendem 7
erklart werden kann.

Dadurch, dass es in diesem Fall pro Grad zwei linear unabhéngige Nullmoden gibt, werden

60



6.3. Der Fall £ =0

die Lagen der Nullstellen allerdings beliebig, denn man kann durch Linearkombination fiir
eine beliebige Konstellation eine Nullmode eines Grades finden, die an dieser Stelle eine
Nullstelle hat. Dies spiegelt den besonders regellosen Charakter der Brownschen Bewegung
von Teilchen in einer Fliissigkeit wider, der durch die rdumliche Dekorrelation der Geschwin-
digkeiten bestimmt ist. Im Gegensatz dazu findet sich im Fall £ = 1 nur eine Nullmode, die
mehr Nullstellen hat, als die Nullmoden gleichen Grades zum Parameter £ = 0. Dafiir sind
die Nullstellen der Nullmoden nicht variabel und die Evolution der Form der Teilchenwolke
kann stirker durch die Nullmoden eingeschrinkt werden. Dies spiegelt die Tatsache wider,
dass die rdumlichen Korrelationen des Geschwindigkeitsfeldes die zeitliche Entwicklung der
Geometrie einer Teilchenwolke bestimmen. Der dritte betrachtete Fall war der Fall glatter
Geschwindigkeitsfelder mit £ = 2. Hier tritt schon ein fundamentaler Unterschied bei den
Graden auf, zu denen Nullmoden existieren. Es gibt ndmlich nur Nullmoden zu den Graden
0 und 1, allerdings sind auch beliebige, homogene Funktionen nullten und ersten Grades
statistisch erhalten, so dass sogar die Form der Teilchenwolke selber ein Martingal darstellt.
Da die moglichen Grade der Nullmoden bei den Parametern £ = 0 und & = 1 iibereinstim-
men, bei £ = 2 aber ein fundamental anderes Verhalten zeigen, wéire es nun interessant, die
Grade der Nullmoden fiir ¢ > 1 zu bestimmen, um méglicherweise einen Ubergang zu sehen.
Im néchsten Kapitel werden wir also versuchen, Nullmoden zu einem Parameter £ = 1 + ¢
zu berechnen.
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7. Storungsrechnung zur Bestimmung der
Grade der Nullmoden bei £ =1+ ¢

In diesem Kapitel werden wir mithilfe der Stérungstheorie eine Integralformel fiir die Null-
moden in einem Modell finden, bei dem der Parameter ¢ aus dem Kraichnanmodell in der
N&he von eins liegt. Die Nullmoden werden am Ende durch Integrale gegeben sein, die zu
16sen wéren, um zunéchst die Exponenten und dann auch die Nullmoden zu finden. Dies ist
jedoch leider nicht analytisch moglich, trotzdem soll die gefundene Formel hier abgeleitet
werden.

Wir gehen zunéchst von der Differentialgleichung (5.13) fiir den Formanteil der Nullmoden
fiir beliebige £ aus. In dieser setzen wir & = 1+ ¢ und ersetzen in Gleichung (5.13) p"*¢ durch
die Taylorentwicklung bis zum linearen Glied:

P = p" +ep™log p + o(e) (7.1)
Dann erhalten wir die Differentialgleichung

{CC=1)p*+¢p* +¢(2¢ = 3)p+¢(¢—1)

+e[C(¢—1)p*log p+ C(¢ — 2)p*log p + Cplog p+ (2 — O)plp — 1) 1og(p — 1)] }g(p)

+(1+pY){20° =202 +20 = Op+2(¢ — 1) + e[ — (1 +()p*log p + 2¢p? log p

+ (¢ —=Dplogp+ (1 =) (p—1Dlog(p — 1) + (1 +)p*(p — 1) log(p — 1)] }d' ()

+ (14022 {p* = p+e[—p*logp+ plogp+ p(p— 1)log(p — 1)] } ¢"(p) = 0 (7.2)
Wir setzen nun ¢ = (p+€¢1 und g(p) = go(p)+€g1(p). go und (p stellen dabei die ungestorten

Nullmoden und die zugehérigen Exponenten dar. Setzt man dieses in die Differentialgleichung
(7.2) ein, erhélt man

Ag (P)go(p) + € {Aco (P)or(p) + F, (p)} (7.3)

Dabei ist A¢,(p) der Differentialoperator der ungestérten Differentialgleichung (5.13), die in
Abschnitt 6.2 behandelt wurde und

FE(p)
= (¢o(¢o — 1)p*log p + Co(Co — 2)p* log p + Coplog p + (o(2 — Co)p(p — 1) log(p — 1)) go(p)
+ (14 %) (= (14 ¢o)p’ log p+ 2op* log p + (o — 1)plog p+ (1 = ¢o)(p — 1) log(p — 1)
+(Co+ 1)p*(p — 1) log(p — 1)) go(p)
+(1+ %)% (=p*log p + plog p + p(p — 1) log(p — 1)) gi(p)
+ (C1(2¢0 — 1)p° + C1p” + C1(4¢0 — 3)p + (1(260 — 1)) go(p)
+ (14 p) (=2¢1p + 2¢1) 90(p) (7.4)
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Wir erhalten also in nullter Ordnung die ungestorte Differentialgleichung fiir gg, die schon in
Abschnitt 6.2 behandelt wurde, und in erster Ordnung eine inhomogene Differentialgleichung
fiir g1(p). Dabei entspricht die zugehorige homogene Gleichung gerade der ungestorten Glei-
chung fiir g;(p) mit einem festen (p, die wir bereits in Abschnitt 6.2 gelost haben. Um die
inhomogene Differentialgleichung zu l6sen, miissen wir also noch eine spezielle Losung der
inhomogenen Gleichung finden und benutzen dazu das Prinzip der Variation der Konstanten,
das im Anhang E beschrieben ist. Die inhomogene Differentialgleichung hat die Form (vgl.

(7.3))
Agy(p)g1(p) = ag, (p)g1(p) + by (p)gh (p) + o (P)g (p) = —F! (p) (7.5)

Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung ist dquivalent zu folgendem System von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung;:

g1 ' 0 1 g1 0
< /> (P) = _acelp)  bey(p) < /> (p) + Ff(}(p) (7.6)
91 e o) \I1

o CCO (P)

Ein Fundamentalsystem des zugehorigen homogenen Systems ist also

1 2
ge) (p) 9 (p) 7
S I Y (7.7)
9¢ (p) 9¢, (p)
Dabei sind gg) und gg) die in Abschnitt 6.2 gefundenen Fundamentallosungen. Eine spezielle
Losung des homogenen Systems ist daher nach dem Prinzip der Variation der Konstanten

¥ (p) = ®(p)ulp) (7.8)
wobei )
u(p) = / 3 (o) a()dp +C (7.9)
PO
(1) 2)
() — [ 9 ) g@;p)) .
20) (gg) (0) 9 (p) (710
und

0
q(p) = <_F<o_(p)> (7.11)

CCO (p)

Wir erhalten damit als spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

(2)

W1(p) = g¢,” (P)wa(p) + g5, (p)ua(p) (7.12)
Dabei sind @
p 9¢ (P F(p) )
ui(p) = , —d (7.13)
e / )69 ) — a2 gD ()
und

/p 9 (o) F (o)
P

2) (1) (1) 2y

dp’ (7.14)
o ¢ (P )(9e, (Pag,” (') — g¢ (P)ge (P)

uz(p) =
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Die allgemeine Losung des homogenen Systems lautet also

1 2 1 2
91(p) = Agéo) (p) + Bgéo)(p) + géo)(p)ul(p) + géo) (p)uz(p) (7.15)
Um nun zunéchst diskrete (;-Werte und daraus dann die Nullmoden zu bestimmen, miisste
man analog zu dem Verfahren in Abschnitt 6.2 (; so bestimmen, das g (1) = lim,—.o g1(p) =
0 gilt, denn auch hier liegt mit £ = 14 € > 1 starke Kompressibilitéit vor. Allerdings miisste
man hierzu zunéchst u; und ug bestimmen und das ist zumindest analytisch nicht moglich.
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7. Storungsrechnung zur Bestimmung der Grade der Nullmoden bei £ =1+ ¢

66



8. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Charakterisierungsmoglichkeit der Bewegung einer n-Teilchenwolke
mithilfe von Nullmoden anhand eines einfachen, aber dafiir analytisch behandelbaren Bei-
spiels untersucht. Zunéichst wurde dazu in den Kapiteln 1, 2 und 3 der theoretische Hinter-
grund der Nullmoden erldutert. In Kapitel 1 ging es darum, eine Differentialgleichung fiir die
zeitliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte der Koordinaten einer n-Teilchenwolke,
die Fokker-Planck-Gleichung, aus der Langevin-Gleichung, einer stochastischen Differential-
gleichung fiir die Variablen, zu entwickeln. Die in der Fokker-Planck-Gleichung auftreten-
den Drift- und Diffusionskoeffizienten lassen sich allerdings nicht fiir jedes Modell explizit
bestimmen. Ein Modell, in dem diese Bestimmung jedoch moéglich ist, ist das Kraichnan-
modell. Dieses Modell fiir ein Geschwindigkeitsfeld, bei dem die Geschwindigkeiten zeitlich
d-korreliert sind, wurde in Kapitel 2 behandelt und es wurde die Fokker-Planck-Gleichung fiir
dieses Modell hergeleitet. Dabei entsprechen die Diffusionskoeffizienten gerade den rdumli-
chen Korrelationsfunktionen der Geschwindigkeiten. Aus der sich ergebenden Fokker-Planck-
Gleichung konnte in Kapitel 3 eine Gleichung fiir Funktionen hergeleitet werden, deren
Erwartungswert zeitlich erhalten bleibt, die Nullmoden. Diese Funktionen sind besonders
geeignet fiir eine Untersuchung der zeitlichen Entwicklung der Form einer Teilchenwolke,
denn der Erwartungswert der Grofe einer Teilchenwolke wichst (zumindest in einem inkom-
pressiblen Geschwindigkeitsfeld) mit der Zeit. Homogene Funktionen, d.h. Funktionen mit
der Eigenschaft f(AR) = A f(R), deren Erwartungswert zeitlich erhalten bleibt, miissen
also so beschaffen sein, dass das Ansteigen des Groflenerwartungswertes durch ein Abfallen
des Erwartungswertes des Formanteils der Nullmoden kompensiert wird. Mithilfe von Null-
moden ist es gelungen, die anomalen Exponenten der Strukturfunktionen herzuleiten und
auf statistische, geometrische Erhaltungssétze zuriickzufiihren. Des Weiteren kann man die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir einen Ubergang einer n-Teilchenwolke vom Zustand r in den
Zustand R mithilfe von Nullmoden entwickeln, ebenso wie die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
den Ubergang einer Form der Teilchenwolke # bei einer GréSe r zur Form R bei der GroSe
R. Nullmoden scheinen also ein gutes Konzept zu sein, geometrische Uberlegungen in die
Beschreibung von Turbulenz einzubinden. Aus diesem Grund wurde in den Kapiteln 4, 5,
6 und 7 ein eindimensionales Modell aus drei Teilchen behandelt, fiir das die Nullmoden
explizit gefunden werden sollten. Das Modell wurde in Kapitel 5 zunéchst vorgestellt und
eine Gleichung fiir die Nullmoden in diesem Modell hergeleitet, die fiir alle Parameterwerte
¢ € [0,2] im Kraichnanmodell giiltig ist. Diese ist jedoch nicht allgemein analytisch lésbar,
so dass wir in Kapitel 6 gewisse Werte fiir den Parameter £ herausgegriffen haben, fiir die
die Gleichung analytisch 16sbar ist, ndmlich die Parameterwerte £ = 2, ¢ = 1 und & = 0.
Im Fall £ = 2 liegt ein glattes Geschwindigkeitsfeld vor und man stellt fest, dass beliebige
homogene Funktionen vom Grad 0 und vom Grad 1 Nullmoden sind, so zum Beispiel auch
das Verhiltnis der Teilchenabstinde und die Grofle der Teilchenwolke. In diesem Fall bleibt
also die Form der Teilchenwolke sowie deren Grofle selber statistisch erhalten. Fiir den Fall
¢ = 1 wurde nun das in Kapitel 4 beschriebene Verfahren zur Loésung gewohnlicher Diffe-
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8. Zusammenfassung

rentialgleichungen zweiter Ordnung herangezogen. Die Nullmoden sind in diesem Fall ein
Produkt aus diversen Vorfaktoren und hypergeometrischen Funktionen, die aufgrund der in
Kapitel 5 hergeleiteten Anschlussbedingungen null sind, wenn zwei Teilchen sich am gleichen
Ort befinden. Mithilfe der Nullmoden, insbesondere ihrer Nullstellen, konnten hier und auch
fiir den Fall £ = 0 statistische Aussagen iiber die Entwicklung der Form der Teilchenwolke
bei wachsender Grofle getroffen werden. Im Fall € = 0 sind die Nullmoden in den Teilchen-
koordinaten x1, x2 und z3 die Kugelflichenfunktionen, in Relativkoordinaten ergeben sich
Polynome in den Koordinaten vy = x1 —x3 und r9 = x5 — x3. Zu guter Letzt wurde in Kapitel
7 mithilfe der Stérungstheorie eine Formel fiir die Nullmoden in der Néihe des Parameters
¢ = 1 hergeleitet. Diese ist allerdings durch Integrale gegeben, so dass die explizite analy-
tische Bestimmung der Nullmoden in diesem Fall nicht moglich ist. Von Bedeutung wére
daher eine numerische Bestimmung der in Kapitel 7 gefundenen Integrale, um die gestorten
Exponenten sowie die gestérten Nullmoden explizit angeben zu kénnen. Interessant an dieser
Arbeit ist der analytische Zugang und die explizite Bestimmung der Nullmoden fiir andere
Modelle als die Brownsche Bewegung. Wenn eine solche Vorgehensweise auch sicher nicht fiir
kompliziertere Modelle oder beliebige Parameter moglich ist, so kann man auf diese Weise
doch grundsétzlich erkennen, wie das Prinzip der Nullmoden funktioniert und wie man aus
den Nullmoden statistische Aussagen iiber die Entwicklung der Geometrie einer Teilchen-
wolke gewinnen kann. Eine explizite Berechnung der Nullmoden selber findet man ansonsten
nur fiir den Fall der Brownschen Bewegung, bei der der Parameter ¢ im Kraichnanmodell
null ist. Auch die Bestimmung der Exponenten beschrinkt sich in allgemeineren Modellen
auf Entwicklungen fiir kleine Parameterwerte £ oder groffe Dimensionen d.
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A. Definition eines Martingals

Die hier angegebene Definition eines Martingals befindet sich in [14]. Gegeben sei eine Menge
2 und eine Indexmenge I, die bzgl. < vollstidndig geordnet ist. Dann ist eine Filtration (F),c;
eine Folge von o-Algebren iiber €2, so dass gilt Fs C F; fiir alle s,t € I,s < t.

Sei weiterhin X; eine Folge von Zufallsvariablen iiber 2.

Die Folge X; heifit adaptiert bzgl. (F;), falls Xy Fi-messbar ist fiir alle ¢ € I.

Fiir eine Zufallsgrofie X auf €2, eine o-Algebra F iiber {2 und ein Wahrscheinlichkeitsmafi P
auf (2, F) ist die Zufallsgrofie (X |F) definiert als eine F-messbare Zufallsgrofie mit

/XdIP’:/ (X|F)dP YA e F (A1)
A A

und heifit der bedingte Erwartungswert von X gegeben F. Wenn X F-messbar ist, ist also
(X|F) = X P-fast sicher. Falls F = {0, Q}, ist (X|F) = (X). Die bedingte Erwartung einer
Zufallsvariable X gegeben eine o-Algebra F ist damit im Lo-Sinne die beste Annéherung an
X, die F-messbar ist. Oft betrachtet man auch (X|Y'), wobei Y eine Zufallsgrofe ist. Damit
ist (X|Fy) gemeint, wobei Fy die kleinste o-Algebra bezeichnet, fiir die Y messbar ist. An-
schaulich ist (X]Y) die beste Néherung fiir die Zufallsvariable X unter der Voraussetzung
dass man Y kennt.

Nun kommen wir zur eigentlichen Definition eines Martingals.

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei Q eine Menge, F eine o-Algebra iiber 2
und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, F) ist. (F;),c; sei eine Filtration mit F; C F fiir
alle t € I. (Xt),c; sei eine Folge von Zufallsvariablen, die an (F;) adaptiert ist, und alle
Zufallsvariablen X; seien integrierbar.

Dann heifit (X;); ein Martingal bzgl. F; falls fiir alle s < ¢ gilt

(X¢|Fs) = X, P-fast sicher. (A.2)

Anschaulich sind Martingale Folgen von Zufallsvariablen, so dass die Zufallsvariablen Pro-
zesse beschreiben, bei denen die beste Schitzung des Prozesses zur Zeit ¢, wenn man den
Prozess zur Zeit s < t kennt, gerade der Prozess zur Zeit s ist. Es werden also Prozesse
beschrieben, bei denen man im Mittel weder etwas gewinnt noch etwas verliert. Zum Bei-
spiel ist die Folge von Zufallsvariablen, die den Gesamtgewinn bei einem fairen Spiel zum
Zeitpunkt n beschreibt ein Martingal. Denn der erwartete Gesamtgewinn zur Zeit n + k,
k > 0, wenn man den Gewinn zur Zeit n kennt, ist gerade der Gewinn zu Zeit n.
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B. Herleitung von Z?:_ol (Bt — Btj)2 —t

Jj+1

Die folgende Herleitung ist [13] entnommen.

Wir zeigen, dass fiir eine Folge von Partitionen des Intervalls [0,¢], 0 = tén) < tg") <<

tsl") = ¢, der Lo-Limes von Z;‘;&(Btn — Bt;_z)z gerade t ist. Dabei ist By wie in Abschnitt

J+1

1.1 definiert. (Notation: Bt§i)1 - Btyl) = AB; und tyjr)l — t§") = At;)

Beweis.

n—1 n—1
e (ABi)Z(ABj)2> —2 <Z(ABj)2> + 12
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>
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+
/E:%\\
>
=
™
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|
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t

J=0 i7#]
n—1
=3) (At;)?+ <Z(AB2)2(ABj) > —t?> denn AB; ~ N(0,At;)
=0 i#j
2
n—1 n—1
=23 (At)?+ | Y At | -2 >0
j=0 j=0
- 0 ] =t
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B. Herleitung von Z?:_(} (Bt — Bt-)2 — t
J

i+1
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C. Die Itoformel

Die hier angegebene Itoformel ist mit Herleitung, auf die wir jedoch verzichten moéchten, in
[13] zu finden. Die Itoformel sei an dieser Stelle der Ubersichtlichkeit halber in einer Dimen-
sion angegeben, ist aber auch in mehreren Dimensionen richtig.

Essei X; = X+ fot Ugds + fot VsdBs ein stochastisches Integral, das im Itosinn interpretiert
werden soll. Des Weiteren sei g : R x R — R, (¢t,z) — g(t,x) eine zweimal stetig differen-
zierbare Funktion. Setzen wir nun Y; = g(¢, X;), dann ist auch Y; ein stochastisches Integral
mit

t t
Ytho—i—/ Usds—i—/ V,dB, (C.1)
0 0
wobel
~ 89 0g 1829
O = = (t:X0) + o (6 X)) Up + 5 - V2 (C.2)
V= 2 v, (€3)

Mithilfe dieser Formel ist es nun moglich, einfache Itdintegrale zu berechnen. Wir testen die
Formel an dem einzigen Itointegral, das in dieser Arbeit bestimmt wurde (vgl. Abschnitt
1.2), ndmlich fg BydB;.

Dazu haben wir zuniichst einmal aus der klassischen Analysis die Idee, dass B? in der Losung
vorkommen kénnte. Wir setzen also X; = B; (d.h. U; = 0 und V; = 1) und g(t,x) = 2.
Dann gilt nach der Itéformel

t t
Yt:g(t,Xt):Xf:Bf:Bg—k/ Usds+/ V.dB;
0 0

mit
}:%-2.1:1
V, = 2X, = 2B,
Also folgt
B2 = /ds+/2BdB
<:>/BdB_ Bt—§ (C.4)

Wir erhalten also auch auf diesem Weg das bereits aus Abschitt (1.2) bekannte Ergebnis.
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D. Das Prinzip groBer Abweichungen

Eine Herleitung des Prinzips groler Abweichungen findet sich zum Beispiel in [14].
Es geht dabei um die Frage, wie schnell eigentlich die Konvergenz im starken Gesetz der
groflen Zahlen ist, d.h. wie schnell die Konvergenz

P(\%in—<X1>!>e> —0 (D.1)
=1

fiir eine Folge X7, Xo,... unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit existieren-
dem Erwartungwert ist. Das Prinzip groler Abweichungen macht hieriiber eine Aussage, falls
o(t) = (exp(tX1)) < oo fiir alle ¢t € R gilt. Des Weiteren sei die Verteilung von X nicht fast
sicher in einem Punkt konzentriert. Dann besagt das Prinzip der grofien Abweichungen fiir
a > (X 1>

lim S log P (Z X; > na) = —sup (Aa — log(¢p(N))) (D.2)
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E. Variation der Konstanten

Wir beschreiben hier das Prinzip der Variation der Konstanten, mit dem sich eine spezielle
Losung eines inhomogenen, linearen Systems von Differentialgleichungen bestimmen lésst.
Sei also das Differentialgleichungssystem

2/(t) = A(t)z(t) + q(t) (E1)

gegeben. Dabei seien x(t) und q(t) Vektoren und A(t) sei eine Matrix. Es wird eine Losung
fiir ¢(t), t € I, wobei I ein Intervall ist, gesucht. g und A seien auf dem Intervall I stetig.
Sei nun ® = (¢q,. .., ¢,) ein Fundamentalsystem von Losungen des zugehorigen homogenen
Systems.

Dann ist fiir jede Funktion u auf dem Intervall I, fiir die ®u’ = ¢ gilt, die Funktion ¥ mit
U(t) = ®(t)u(t) eine Losung des inhomogenen Systems.

u kann wie folgt gewéhlt werden:

u(t) = / & (s)q(s)ds + C (E.2)

to
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E. Variation der Konstanten
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