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1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit turbulenten Stromungen. Turbulenz ist keine
seltene Erscheinung, sondern vielmehr ein allgegenwéirtiges Phanomen. Sie lasst sich zum
Beispiel beobachten bei einem reifsenden Fluss mit all seinen groffen und kleinen Verwir-
belungen oder auch beim Rauch, der von einer Zigarette aufsteigt. Turbulenz spielt eine
mafgebliche Rolle bei der Entstehung des Wetters, den Stromungen in Ozeanen und
sogar in der Astrophysik. Dariiberhinaus ist sie bei einer Vielzahl von technischen An-
wendungen von Bedeutung. Beispiele sind Mischungs- und Verbrennungsvorgiange und
der Luftwiderstand bei Fahrzeugen, der sich durch Turbulenz erhoht.

Die Grundgleichung zur Beschreibung von Fliissigkeiten und Gasen, die Navier-Stokes-
Gleichung, ist seit fast 200 Jahren bekannt. Trotzdem gilt das Problem der Turbulenz
bis heute als ungel6st, das heifst, es gibt es bisher keine Theorie, die das Verhalten tur-
bulenter Stromungen aufgrund dieser Gleichung vorhersagen kénnte. Turbulenz zeich-
net sich aus durch chaotisches Verhalten, d. h. empfindliche Abhéngigkeit von Anfangs-
und Randbedingungen sowie rdumlich und zeitlich irreguléres Verhalten. Ein weiteres
Merkmal turbulenter Stromungen ist, dass eine Vielzahl verschiedener rdumlicher und
zeitlicher Skalen eine Rolle spielen. Turbulente Stréomungen zeigen ein derart komplexes
Verhalten, dass eine Beschreibung all ihrer Einzelheiten unmdoglich ist. Allerdings ist die
Kenntnis aller Details der Stromung auch nicht von Interesse. Stattdessen sucht man
nach einer Méglichkeit der statistischen Beschreibung. Dies wird durch den Umstand er-
schwert, dass sich trotz des chaotischen Verhaltens innerhalb von Turbulenz auch immer
eine gewisse Ordnung, die in Form von sogenannten kohérenten Strukturen beziehungs-
weise Wirbeln auftritt, findet. Es ist gerade die Mischung aus Ordnung und Chaos, die
die Beschreibung von Turbulenz so schwierig macht.

Neben dem Ansatz, Entwicklungsgleichungen fiir Observablen direkt aus der Navier-
Stokes-Gleichung herzuleiten, gibt es Versuche, auf Basis phanomenologischer Theorien
statistische Eigenschaften der Stromung vorherzusagen. Das bekannteste Beispiel ist hier
wohl die Theorie von Kolmogorov [Kol41la, Kol41b|. Die Giiltigkeit dieser Theorien wird
anhand von Experimenten und numerischen Simulationen tiberpriift.

Das Thema dieser Arbeit ist zweidimensionale Turbulenz. Dabei stellt sich die Frage,
welchen Sinn es ergibt, sich mit einem Modell zu beschéftigen, das auf den ersten Blick
nur wenig mit der physikalischen Realitdt zu tun hat. Darauf ist zu antworten, dass
die Physik grundsétzlich mit vereinfachten Modellen arbeitet, um Riickschliisse auf die
wirkliche Welt zu ziehen und da sind turbulente Stromungen keine Ausnahme.



1. Einleitung

Tatséchlich gibt es Systeme, in denen sich Phénomene zweidimensionaler Turbulenz,
wie etwa die Bildung grofiskaliger Wirbel, beobachten lassen. FEin Beispiel sind grofsska-
lige Stréomungen in der Atmosphére. Diese kénnen ndherungsweise als zweidimensional
angenommen werden, da hier die Ausdehnung in die Breite die Hohe um ein Vielfaches
iibersteigt. Auch im Labor kénnen Magnetfelder oder schnelle Rotation einen Freiheits-
grad der Bewegung unterdriicken.

Allerdings unterscheiden sich zwei- und dreidimensionale Turbulenz nicht nur durch
vereinzelte Phdnomene. Die Unterschiede sind viel grundsétzlicher. So fliellen Energie
und Enstrophie hier nicht wie in drei Dimensionen beide von grofien zu kleinen Skalen.
Stattdessen beobachtet man in zwei Dimension eine sogenannte inverse Energiekaska-
de, d. h., Energie wird von kleinen zu grofen Skalen transportiert. Die Enstrophie fliefst
dagegen wie in drei Dimensionen von grofen zu kleinen Skalen. Dies bezeichnet man
als direkte Enstrophiekaskade. In den letzten Jahren stand die inverse Energickaskade
im Mittelpunkt vieler Veroffentlichungen zu zweidimensionaler Turbulenz. Die direk-
te Enstrophiekaskade wurde dagegen seltener behandelt. Deshalb soll sie im Rahmen
dieser Arbeit genauer untersucht werden, mit dem Ziel einen Beitrag zum Verstdndnis
zweidimensionaler Turbulenz zu leisten.

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Teil (Kapitel 2) werden die Grundla-
gen, auf denen die Arbeit basiert, erlautert. Dabei wird besonders auf zweidimensionale
Turbulenz und deren Besonderheiten eingegangen. Im zweiten Teil (Kapitel 3) wird
das fiir diese Arbeit geschriebene Programm zur Simulation der direkten Enstrophie-
kaskade vorgestellt, und iiberpriift, ob die Simulation dem im ersten Teil erlduterten
Bild von der Enstrophiekaskade entspricht, und beziiglich wichtiger charakteristischer
Eigenschaften mit anderen Simulationen iibereinstimmt. Der letzte Teil (Kapitel 4) be-
schéaftigt sich mit der Statistik des Vortizitatsfeldes, die im Gegensatz zur Statistik des
Geschwindigkeitsfeldes bisher kaum untersucht wurde. Der Schwerpunkt liegt dabei auf
der Inkrementstatistik der Vortizitdt. Diese wird mit Hilfe der numerischen Simulati-
on umfassend untersucht. Schlieflich wird im Anhang noch kurz auf einige numerische
Besonderheiten eingegangen.



2. Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen erldutert werden, die ein Verstdndnis der vor-
liegenden Arbeit erméglichen. Das Kapitel beginnt mit der Einfithrung der Grundglei-
chungen der Fluiddynamik. Danach geht es weiter mit statistischen Grundlagen, sowie
der Beschreibung von Turbulenz durch phéanomenologische Theorien. Der letzte Teil wid-
met sich den Besonderheiten zweidimensionaler Turbulenz. Die Darstellung ist bewusst
kurz gehalten. Dem interessierten Leser bieten Lehrbiicher wie [Dav04, Pop00, Fri96| die
Moglichkeit sich intensiver mit der Materie auseinanderzusetzten. Fiir einen schnellen
Einstieg in die Thematik empfehlen sich z. B. [Gaw99, Ber00].

2.1. Navier-Stokes-Gleichung

Die fundamentale Gleichung zur Beschreibung eines Fluids ist die Navier-Stokes-Glei-
chung. Fiir eine inkompressible Fliissigkeit der Dichte Eins lautet sie:

%u(x, t) +u(x,t) - Vu(x,t) = —Vp(x,t) + vAu(x,t). (2.1)

Dabei ist u(x,t) das von Ort und Zeit abhéngige Geschwindigkeitsfeld und p(x,t) der
Druck. Bei v handelt es sich um die kinematische Viskositét. Eine vollstandige Beschrei-
bung erfordert zusétzlich noch die Inkompressibilitdtsbedingung

Vu(x,t) = 0. (2.2)

Bildet man die Divergenz von (2.1) erhélt man unter Beriicksichtigung von (2.2) die
Poissongleichung fiir den Druck

Ap(x,t) = =V[u(x,t) - Vu(x, t)].

Fiir ein unendlich ausgedehntes Volumen V ergibt sich
p(x,t) = —/ G(x,x")V - [ux',t) - Vu(x',t)] dx'.
\%4

Bei G(x,x’) handelt es sich um die Greensfunktion des Laplace-Operators. In zwei
Dimensionen lautet sie

G(x,x') = 2i (| x — ¥ |),
v
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in drei Dimensionen

1 1
G(x,x') = ok

Amx—x
Der Druck ist also eine nichtlokale Grofe. Er hingt vom momentanen Geschwindig-
keitsfeld an allen Orten ab. Das ist eine der Hauptursachen fiir die Schwierigkeiten bei
der mathematischen Behandlung der Navier-Stokes-Gleichung. Diese wird aufgrund der
Nichtlokalitdt des Drucks zu einer Integro-Differentialgleichung. Zum Anderen fiihrt der
nichtlineare Term u-Vu zu einer empfindlichen Abhéngigkeit von den Anfangsbedingun-
gen und verhindert dariiber hinaus die Anwendung des Superpositionsprinzips. Daher
besteht nur in den seltensten Féllen, d.h. nur fiir einige wenige Anfangsbedingungen,
die Moglichkeit einer analytischen Losung.

2.1.1. Wirbeltransportgleichung

Eine weitere wichtige Grofe zur Charakterisierung der Stromung ist die Vortizitdt oder
Wirbelstérke
w(x,t) =V xu(x,t).

Im Falle einer zweidimensionalen Stromung gilt w = w - e5, d.h. die Vortizitat hat
nur eine Komponente in in z-Richtung. Die Geschwindigkeit u(x,t) liegt dann in der
x-y-Ebene, d. h. ihre z-Komponente ist gleich Null.

Bildet man die Rotation der Navier-Stokes-Gleichung (2.1), so erhélt man nach einigen
Umformungen die Wirbeltransportgleichung

%w(x, t) +u(x,t)  Vw(x,t) = w(x,t) - Vu(x,t) + vAw(x,1). (2.3)
Bei w(x,t) - Vu(x,t) handelt es sich um den sogenannten Wirbelstreckungsterm. Dieser
ist in drei Dimensionen fiir die Bildung feiner Wirbelfilamente verantwortlich und liefert
somit einen Mechanismus fiir die beobachtete direkte Energiekaskade (vgl. Abschnitt
2.3). In zwei Dimensionen dagegen verschwindet er, da hier die Wirbelstirke immer
senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor steht. Eine sehr anschauliche Erklarung des
Mechanismus der Wirbelstreckung in drei Dimensionen findet sich in [Jim98|.

Um eine Stromung zu charakterisieren, fithrt man als Parameter die Reynoldszahl ein:

Re = %

v

L und u sind hier eine charakteristische Lénge bzw. Geschwindigkeit der Stromung.
Die Reynoldszahl liefert eine grobe Abschétzung des Verhéltnisses von advektiven zu
dissipativen oder diffusiven Effekten. Eine hohe Reynoldszahl bedeutet ein stark turbu-
lentes Feld. Bei dem Grenzfall Re — oo oder v — 0 spricht man von voll entwickelter
Turbulenz.



2.2. Statistische Beschreibung der Turbulenz

2.1.2. Erhaltungsgrofien

Bei einer idealen Fliissigkeit, d. h. verschwindende Viskositét und kein Auftreten dufserer
Kréfte, bleibt sowohl in zwei Dimensionen als auch in drei Dimensionen die mittlere
kinetische Energie

1 2
B = 5 (u?(x,1))

erhalten. Es gilt somit

d
—F=0.
s =0

Dariiber hinaus fiihrt man als weitere Erhaltungsgréffe die Enstrophie
L, 9
7 = §<w (x,1)).

ein'. Sie ist jedoch nur in zwei Dimensionen erhalten, da in drei Dimensionen der Wir-
belstreckungsterm Enstrophie erzeugen und vernichten kann. In zwei Dimensionen gilt
also

d

—7Z =0.

dt
Bei der fiir diese Arbeit durchgefiihrten numerischen Simulation wird zwar keine ideale
Fliissigkeit betrachtet, allerdings werden Verluste durch Dissipation, durch Energiezu-
fuhr von aufen, wieder ausgeglichen, so dass sich ein Fliefsgleichgewicht einstellt. Damit
sind Energie und Enstrophie (bis auf Fluktuationen) erhalten.

2.2. Statistische Beschreibung der Turbulenz

Die Navier-Stokes-Gleichung ist eine nichtlineare, partielle Differentialgleichung und
vollkommen deterministisch. Allerdings hidngen ihre Losungen aufgrund des nichtlinea-
ren Terms empfindlich von den Anfangsbedingungen ab und zeigen in der Regel chao-
tisches Verhalten. Deshalb ist es praktisch unmdéglich, die genaue zeitliche Entwicklung
des Systems vorherzusagen. Stattdessen beschrinkt man sich auf die Betrachtung be-
stimmter, die Stromung charakterisierender statistischer Grofen.

2.2.1. Statistische Beschreibungsgrofsen

An dieser Stelle sollen die statistischen Grundlagen dieser Arbeit nur kurz angerissen
werden. Eine detailliertere Darstellung findet sich z. B. in [Kam09].

!Tats#ichlich lisst sich mit Hilfe der Vortizitéit eine unendliche Zahl an Erhaltungsgréfen konstruieren.
So gilt fiir jedes Funktional f(w): & (f(w)) = 0 (siehe [Les97]).



2. Grundlagen

Mittelungsprozesse

Alle statistischen Grofen werden iiber einen Mittelungsprozess gewonnen. Dabei be-
zeichnet X (x,t) die Zufallsvariable am Ort x. Unterschieden wird zwischen drei Arten
von Mittelwerten:

o Zeitmittelung
Die Mittelung erfolgt am Ort x’ {iber die Zeit T

(XX, 1))z = %/0 X(x',t)dt.

e Ensemblemittelung
Die Mittelung erfolgt iiber N Realisierungen des Zufallsprozesses, die die Zufalls-
variablen X1 (x/,t'),..., Xn(x/,t) liefern:

(X () = %an(x',t/).
N

¢ Raummittelung
Die Mittelung erfolgt iiber die Zufallsvariablen Xi(x1,t),..., X3 (x™, ), die an
den Orten x!, ..., xM bestimmt werden.

(XCo ) r = 37 30 X 1),
M

In der vorliegenden Arbeit werden alle statistischen Gréfsen durch Zeit- und Raummit-
telung bestimmt. Bei Giiltigkeit der Ergodenhypothese gelten folgende Aquivalenzen:

Fiir den Fall statistischer Stationaritdt, d.h. Invarianz der Zufallsvariable X unter der
Transformation t — ¢ + tg, gilt

(X)z = (X)E.
Unter der Voraussetzung statistischer Homogenitét, d.h. Invarianz unter der Transfor-

mation x — x + g, gilt
(X)r=(X)p.

Selbstiahnlichkeit

Neben Symmetrien kann auch Selbstéhnlichkeit die Beschreibung eines physikalischen
Systems vereinfachen. Zu einer Funktion F(z,y) lassen sich mithilfe der von = ab-
héngigen Skalen Fp(x) und yo(z) skalierte Variablen 7 = y(z)/yo(z) und II(7,z) =
F(z,y)/Fy(x) definieren. Man bezeichnet F(x,y) als beztiglich der Variable = selbst-
ahnlich, wenn die skalierte Variable nicht von x abhéngt, d. h. wenn es eine Funktion &
gibt mit

(7, z) = &(m).
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Verteilungsfunktionen

Bei der genaueren Untersuchung einer Stromung betrachtet man haufig sogenannte
PDFs (Probability Density Functions), also Verteilungsfunktionen der Wahrscheinlich-
keitsdichte. Die Verteilungsfunktion f(z) von X ist so definiert, dass f(z)Ax der Wahr-
scheinlichkeit entspricht, das Ereignis X im Intervall Az um x zu finden.

Bildet man den Erwartungswert der Potenzen von z, erhalt man die Momente
m, = (X") = /:U"f(ﬂ:) dz.

Folgende, eng mit den Momenten zusammenhéngenden Kenngréfsen dienen dazu, Vertei-
lungsfunktionen naher zu charakterisieren und erlauben dariiber hinaus einen Vergleich
mit der Gaufsform (siche Abb. 2.1a):

e Mittelwert
M = (X)
Der Mittelwert entspricht dem ersten Moment der Verteilung.

e Varianz

e Skewness (Schiefheit)

(X°)
(x2)2
Die Skewness beschreibt die Neigung der Kurve nach links oder rechts (siehe

Abb. 2.1b). Fiir eine Gaukverteilung erhélt man typischerweise einen Wert von

S =0.

S = (2.4)

o Kurtosis (x4
X
K=-—5-3
(x2)?
Die Kurtosis ist ein Maf fiir die ,Spitzigkeit” der Verteilung (siehe Abb. 2.1¢). Fiir
eine Gauftkurve gilt K = 0.

2.2.2. Phianomenologische Ansitze

Neben der Méglichkeit, statistische Eigenschaften von turbulenten Stromungen direkt
aus der Navier-Stokes-Gleichung herzuleiten, gibt es noch die Moglichkeit eines phéno-
menologischen Ansatzes. Diesem liegen Modellvorstellungen zugrunde, die nicht rigoros
bewiesen werden koénnen. Basierend auf diesen Modellvorstellungen werden Theorien
entwickelt, die Vorhersagen {iber das betrachtete System ermoglichen sollen.

Eine sehr ausfiihrliche Darstellung der in diesem Abschnitt behandelten phéanomenologi-
schen Theorien sowie der aus ihnen ableitbaren Skalierungsgesetze findet sich in [Fri96].
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a)

- K<3

Abbildung 2.1.: Die Gaufsverteilung (a) und der Einfluss des dritten (b) und vierten Moments
(c) auf die Form der Verteilung (Abbildung aus [Zeg05]).

Richardsonkaskade

Grundlage fiir die meisten phdnomenologischen Theorien ist Richardsons Energiekas-
kade von 1922 |Ric22|. Richardson ging davon aus, dass Stromungen aus Wirbeln ver-
schiedener Grofe r bestehen, denen jeweils eine typische Geschwindigkeit u(r) und eine
typische Zeitskala t, = ﬁ zugeordnet werden kann. Nach Richardsons Vorstellung
erzeugt die dem System auf der Skala L mit der konstanten Rate € zugefiihrte Ener-
gie Wirbel mit einer dieser Lingenskala entsprechenden Groéfe. Die Reynoldszahl auf
dieser Skala Re(L) = # ist sehr grof, und damit sind viskose Effekte zu vernach-
lassigen. Die grofien Wirbel sind instabil und zerfallen in einem Kaskadenprozess zu
immer kleineren Wirbeln, so dass die Energie zu immer kleineren Strukturen transpor-
tiert wird, bis schlieflich eine Skala 7 erreicht wird, auf der die Reynoldszahl klein genug
ist (Re(n) = M), und die Wirbel nicht mehr zerfallen sondern die Energie iiber die

v

Viskositét dissipiert werden kann. Die Annahme ist, dass dies fiir Re(n) ~ 1 der Fall ist.
Die Vorstellung der Energiekaskade fufst auf folgenden drei Modellannahmen:

2
e Es gibt einen Bereich, in dem die Energie mit konstanter Rate ¢ = 1;—: = konstant
weitergegeben wird.

e Die Wechselwirkung erfolgt nur lokal, d. h. nur mit Wirbeln benachbarter Gréfsen-
ordnung.

e Die Wirbel fiillen das Volumen der Stromung auf allen Skalen ganz aus. Hieraus
folgt Skaleninvarianz, d. h. die Strémung hat auf allen Skalen die gleiche Struktur.

Geméh den eben genannten Vorstellungen unterscheidet man drei Bereiche:
e r > L: Auf dieser Léngenskala fliefst Energie in das System.

e n < r <« L: Dies ist der sogenannte Inertialbereich. Hier wird die Energie kaska-
denartig von grofteren zu immer kleineren Léngenskalen transportiert.

e r < n: Dies ist der Dissipationsbereich. Hier wird die Energie aus den Wirbelbe-
wegungen dissipiert.

Dies ist in Abbildung 2.2 nocheinmal veranschaulicht.
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Dissipation Energiezufuhr
Inertialbereich
n L
Lingenskala

Abbildung 2.2.: Die drei Bereiche der Energickaskade (Abbildung aus [Bau04])

Kolmogorov 1941

Basierend auf der Idee der Energiekaskade stellte Kolmogorov in seinem 1941 verdf-
fentlichten Arbeiten [Kol4la, Kol41b]? drei Hypothesen auf und traf mit Hilfe einer
Dimensionsanalyse Aussagen iiber statistische Eigenschaften turbulenter Strémungen?:

e Hypothese der lokalen Isotropie: Bei hinreichend hoher Reynoldszahl sind die
kleinskaligen (r < L) turbulenten Bewegungen statistisch isotrop.

e Erste Ahnlichkeitshypothese: Fiir sehr hohe, aber nicht unendlich grofe Rey-
noldszahlen sind Statistiken der kleinskaligen Bewegungen universell und eindeutig
durch r, v und € bestimmt.

Aus den beiden Parametern € ([¢] = L2T73) und v ([v] = L?T~!) lassen sich mit
Hilfe einer Dimensionsanalyse die sogenannten Kolmogorov-Skalen bilden. Dies sind die
Skalen, die der Dissipation (siehe vorheriger Abschnitt) zugeordnet werden:

v i .

n o= (5F (Lingo

o= (5)F (Zeit)
€

uy = i:(ue)i (Geschwindigkeit).
Tn

e Zweite Ahnlichkeitshypothese: Im Grenzfall unendlich hoher Reynoldszahlen
sind die Statistiken der kleinskaligen Bewegungen im Inertialbereich n < r < L
universell und eindeutig durch r und e bestimmt und unabhéngig von v.

Die wesentliche Aussage dieser drei Hypothesen ist, dass die Information iiber die der
Stromung auf grofsen Skalen aufgepréigte Struktur auf kleinen Skalen verloren geht, die
Turbulenz also einen universellen Zustand einnimmt.

*Englische Ubersetzung erschienen in [Kol91b, Kol91a]
3Die Hypothesen sowie die daraus gefolgerten Aussagen iiber statistische Eigenschaften turbulenter
Stréomungen werden in der Literatur haufig unter der Bezeichnung ,, K41” zusammengefasst.
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In seiner ersten Veroffentlichung von 1941 [Kol41a] macht Kolmogorov Vorhersagen be-
ziiglich der longitudinalen Strukturfunktionen S, (r). Diese sind wie folgt definiert:

Su(r) = ([(uerr) —u) - X]").

r

Kolmogorov erhielt fiir die longitudinale Strukturfunktion folgende Beziehung:
Sp(r) = Cp(er)s. (2.5)

Dabei sind die dimensionslosen Konstanten C,, nach Kolmogorov universell.

In einer weiteren Verdffentlichung [Kol41b] stellte Kolmogorov eine Relation fiir die
dritte Strukturfunktion auf, das sogenannte %—Gesetz4:

S3(r) = —%er. (2.6)

Dieses ergibt sich direkt aus der Navier-Stokes-Gleichung.

Ausgehend von der zweiten Strukturfunktion® Sy ~ r3 erhilt man fiir das Energiespek-
trum® ([Fri96])

E(k) = Cesk™3. (2.7)
C ist wieder eine universelle, dimensionslose Konstante.

Obwohl sich die oben abgeleiteten Relationen fiir die Strukturfunktionen und das Ener-
giespektrum urspriinglich auf dreidimensionale Turbulenz beziehen, lassen sich Glei-
chung (2.5) und (2.7) auch auf die inverse Energiekaskade in zwei Dimensionen anwen-
den. Die ensprechenden Relationen fiir die direkte Enstrophiekaskade sehen jedoch etwas
anders aus, was im Laufe dieser Arbeit noch deutlich werden wird.

Intermittenz

Héngt die Statistik im Inertialbereich nicht nur von € und r ab, so hat das Skalierungs-
verhalten der Strukturfunktionen nicht mehr die einfache Form (2.5) und somit miissen
auch die Verteilungsfunktionen der Geschwindigkeitsinkremente keine Selbstahnlichkeit
mehr aufweisen. Stattdessen kann es im Inertialbereich zu einem Ubergang der Ver-
teilungsfunktionen von einer funktionalen Form zu einer anderen kommen. Das nicht
selbstihnliche Verhalten der Inkrementstatistik bezeichnet man als Intermittenz’.

“Die entsprechende Relation fiir zweidimensionale Turbulenz lautet Ss(r) = %er.

®Das Energiespektrum lisst sich auch direkt mittels Dimensionsanalyse herleiten [Les97].

SEine Definition des Energiespektrums erfolgt in Abschnitt 2.3.2

"Die Bedeutung des Begriffs Intermittenz ist in der Literatur nicht immer klar definiert. In dieser

Arbeit wird der Begriff aber immer so verwendet, wie hier beschrieben.
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2.3. Zweidimensionale Turbulenz

2.3. Zweidimensionale Turbulenz

Den Grundstein fiir die heutige Theorie zweidimensionaler Turbulenz legten Ende der
60er Jahre Kraichnan [Kra67], Batchelor [Bat69] und Leith [Lei68]®. Im Folgenden sol-
len die fiir diese Arbeit relevanten Erkenntnisse zusammengefasst werden. Dabei liegt
der Schwerpunkt auf der Beschreibung der direkten Enstrophickaskade. Weiteres zur
Theorie zweidimensionaler Turbulenz sowie eine Zusammenfassung experimenteller und
numerischer Ergebnisse bis 2002 finden sich in [Tab02].

2.3.1. Der Mechanismus der Doppelkaskade in zwei Dimensionen

Im Gegensatz zu dreidimensionaler Turbulenz flieken bei zweidimensionaler Turbulenz
Energie und Enstrophie in verschiedene Richtungen. Als inverse Energiekaskade bezeich-
net man den Energietransport von kleinen zu grofsen Skalen. Sie ist dafiir verantwortlich,
dass sich in zwei Dimensionen kleine Wirbel zu immer groferen Wirbelflecken zusam-
mensetzen. Der Begriff ,direkte Enstrophiekaskade” beschreibt dagegen einen Transport
der Enstrophie von groften zu kleinen Skalen.

Zum Phénomen der Doppelkaskade in zwei Dimensionen verdffentlichte Batchelor 1969
[Bat69] einige recht anschauliche Uberlegungen. Folgende Argumentation ist an Bat-
chelors Veroffentlichung angelehnt (siehe dazu auch [Dav04, Tab02]). Zur Vereinfachung
geht man von statistisch homogener und isotroper Turbulenz ohne Einwirkung &ufserer
Krifte aus.

Aus der Navier-Stokes-Gleichung (2.1) oder der Wirbeltransportgleichung (2.3) ergeben
sich durch einfache Umformungen folgende drei Gleichungen:

DBt (%u2> = —V{(pu) +rv(u x w)} — n?
D (3) = (- veww)
D (3797) = (VT v (40 - V(@) V). (29

Dabei handelt es sich bei % = % + (u- V) um die totale Ableitung. Die sogenannte
Palinstrophie 1 (V x w)? vereinfacht sich in zwei Dimensionen zu  (Vw?) (siche Glei-
chung (2.8)).

Nun wird gemittelt?, wobei aufgrund der statistischen Homogenitit alle Divergenzen zu

8In der Literatur wird hiufig vom KLB Bild gesprochen.
9Man geht hier davon aus, dass wegen statistischer Homogenitéit eine riumliche Mittelung einer En-
semblemittelung entspricht
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2. Grundlagen

Null werden, und man erhalt:
7 (50) = - (2.9)
7 (360) = @) (2.10)
T (3T0h) = ~(8(T(Tu)) - vi(Bw)). 2.1)

(w?) fillt monoton (2.10) und ist somit durch seinen Anfangswert beschriinkt. Damit
folgt nun aus Gleichung (2.9) fiir Re — oo bzw. v — 0

d /1, o
Fiir hohe Reynoldszahlen ergibt sich also (beinahe) Energieerhaltung. Dies bedeutet,

dass zweidimensionale Turbulenz langlebig ist und stellt einen mafsgeblichen Unterschied

zur dreidimensionalen Turbulenz dar, wo lim,_,q %(%(u2>) endlich und unabhéngig von

v ist.

Der physikalische Mechanismus der Enstrophiekaskade kann folgendermafien erklart wer-
den: Scherkréfte, die dem Geschwindigkeitsfeld einer grofleren Skala zugeordnet werden,
ziehen Wirbelflecken in die Lénge, so dass sie nach und nach zu immer diinneren Wir-
belfaden werden. Innerhalb der Wirbelflecken ist die Vortizitdt erhalten und Isovor-
tizitétslinien verhalten sich wie Materiallinien. Somit steigt durch die Filamentierung
der Wirbelflecken der Vortizititsgradient Vw und daher auch sein Quadrat (Vw)? (vel.
Gleichung (2.11)) und die Enstrophie wird mit den zunehmend feineren Strukturen,
d. h. kleineren Skalen assoziiert. Dieser Prozess setzt sich solange fort, bis die Dissipati-
on v((Vw)?) die Enstrophie auf kleinsten Skalen vernichtet.

Bei geniigend hoher Reynoldszahl stellt sich ein stationdrer Zustand ein und %(l@ﬂ))

2
wird konstant und unabhéngig von v, dhnlich wie dies in drei Dimensionen fiir % (%(u2>)
der Fall ist. Den Unterschied zwischen zwei und drei Dimensionen macht hier der Wir-
belstreckungsterm, der bei dreidimensionaler Turbulenz die kleinskalige Vortizitdt w so
lange verstiirkt, bis die Dissipation v((w)?) die Energie, die beim Aufbrechen grofer
Strukturen entsteht, vernichtet. Diesen Energietransport zu immer kleineren Skalen be-

zeichnet man als direkte Energiekaskade.

In zwei Dimensionen ist dies nicht moglich, da es keinen Wirbelstreckungsterm gibt,
der die Vortizitat verstéarkt. Daraus folgt, dass in zwei Dimensionen Energie nicht auf
kleinen Skalen dissipiert werden kann. Es gibt also keine direkte Energiekaskade in zwei
Dimensionen. Stattdessen flieft die Energie zu grofen Skalen (siehe Abschnitt 2.3.2),
wo sie irgendwann an den Wéanden, die die Fliissigkeit einschliefsen, dissipiert wird.

Enstrophie dagegen kann auf kleinen Skalen dissipiert werden, da, wie oben erwihnt,
(Vw)? mit den feiner werdenden Strukturen immer weiter anwiichst, bis Dissipation

12



2.3. Zweidimensionale Turbulenz

einsetzt. Somit sieht man in der gerade erwdhnten Filamentierung der Wirbelflecken
und dem damit verbundenen Enstrophietransport zu kleinen Skalen den Mechanismus
fiir eine direkte!® Enstrophiekaskade.

Allerdings ist zu bezweifeln, dass es sich hierbei tatsdchlich um eine Kaskade im Sinne
der Richardsonkaskade handelt, Wechselwirkungen also nur zwischen Wirbeln &hnlicher
Grofenordnung stattfinden.

2.3.2. Energie- und Enstrophietransport

Um den Energie- und Enstrophiefluss zu beschreiben, ist es sinnvoll, in die Fourierdar-
stellung zu wechseln. Das Energiespektrum ist folgendermafen gegeben:

Bk, t) = %/dQﬁ(k, Bt (k, 1)

u (k, t)bezeichnet die raumliche Fouriertransformierte des Geschwindigkeitsfeldes u(x, t);
integriert wird iiber den gesamten Raumwinkel. Aus der Navier-Stokes-Gleichung lisst
sich die Energiebilanzgleichung herleiten [Pop00]:

%E(k:, t) =T(k, t) — 2vk*E(k, t) + F(k, t). (2.12)

Die Gleichung beschreibt die zeitliche Anderung der Energie in der Mode k. Durch die
Viskositét wird Energie entzogen, und durch die Kraft F' hinzugefiigt. T'(k) bezeichnet
die spektrale Energietransferfunktion.

1 o0 o0
T(/<¢):§/O /0 T(k, p, q)dpdq.

Sie resultiert aus dem nichtlinearen Term der Navier-Stokes-Gleichung und sorgt fiir
den Energietransfer zwischen verschiedenen Fouriermoden. Wechselwirkung findet dabei
immer zwischen den drei Wellenvektoren k, p und q, den sogenannten Triaden, statt.
Allerdings liefern nur solche Wellenvektoren einen Beitrag zu T'(k, p, q), die die Seiten
eines Dreiecks bilden, d. h. solche, fiir die k4+p+q = 0 gilt. Insgesamt wird dem System
durch nichtlineare Wechselwirkung weder Energie entzogen, noch zugefiihrt:

/ S (k) dk = 0. (2.13)
0

T'(k) beschreibt den Nettoabfluss von Energie aus der Mode k. Den Energietransport
von Moden kleiner k zu Moden grofer k erhélt man folgendermafen'?:

(k) = —/OkT(k’)dk’:/:o dk' T(K'). (2.14)

¥Dje Enstrophie in zwei Dimensionen flieft wie die Energie in drei Dimensionen von grofen zu kleinen
Skalen.

' Auf diese Problematik wird in Abschnitt 2.3.3 noch niher eingegangen.

2Konkrete Ausdriicke zur numerischen Berechnung des Energie- und Enstrophieflusses finden sich im
Anhang A.2.
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2. Grundlagen

Die Enstrophie ergibt sich direkt aus dem Energiespektrum (Herleitung siehe [Les97]):
o
Z = / k?E(k) dk.
0
Die zu einer Wellenzahl k gehérige Enstrophie ist also
Z(k) = kK*E(k). (2.15)

So lasst sich mit Hilfe der Energiebilanzgleichung (2.12) auch eine Bilanzgleichung fiir
die Enstrophie aufstellen:

%kQE(k, t) = k2T (k, t) — 20k E(k, t) + K*F (k, t) (2.16)
bzw. 5
aZ(k:, t) =Ty (k, t) — 20k*Z(k, t) + k*F(k, t). (2.17)

Der Enstrophiefluss durch die Mode k ist dann:

Ty (k) = — /0 L) i = /k S, i (2.18)

Dem System wird durch 7z weder Enstrophie entzogen noch zugefiihrt:

/OO Ty (k) dk = 0.
0

In seiner Verdffentlichung [Kra67| errechnet Kraichnan konkrete Ausdriicke fiir den
Energie- und den Enstrophiefluss zweidimensionaler Turbulenz!® und kommt zu dem
Schluss, dass sich das Spektrum in zwei unterschiedliche Bereiche unterteilen lésst. In
dem einen Bereich skaliert das Energiespektrum FE(k) mit k~5/3. Hier flieRt, entspre-
chend den Vorstellungen der inversen Kaskade, Energie mit konstanter Rate in Richtung
grofer Skalen'. Der Enstrophiefluss ist nach Kraichnan hingegen gleich Null. In dem
anderen Bereich skaliert das Energiespektrum mit k3. Hier wird, im Rahmen der di-
rekten Enstrophiekaskade Enstrophie mit konstanter Rate in Richtung kleiner Skalen
transportiert. Dagegen ist der Energiefluss laut Kraichnan gleich Null. Wird also in der
Mode k; Energie zugefiihrt, so gilt fir & < k;:

BE(k) o< k=53,

g (k) = const <0, IIz(k)=0.

13In leicht nachvollziehbarer Form werden Kraichnans Rechenschritte in [Vos09] skizziert.

““Eine Erklirung fiir die Richtung des Energie- bzw. Enstrophieflusses lieferte Fjértoft schon 1953
[Fjo53]. Hierzu betrachtete er ein System, in dem bloR drei Moden, k1 < k2 < ks, angeregt sind.
Ausgehend von Energie- und Enstrophieerhaltung zwischen den drei Moden folgerte er, dass Energie
starker in Richtung der kleinsten Mode ki, Enstrophie aber stirker in Richtung der groften Mode
k3 fliefst (siehe auch [Les97]).
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2.3. Zweidimensionale Turbulenz

Abbildung 2.3.: Doppelt-logarithmische Darstellung des Energiespektrums in zwei Dimensio-
nen nach dem Modell von Kraichnan (Abbildung aus [Vos09]). In der Mode k; wird mit kon-
stanter Rate Energie € bzw. Enstrophie n injiziert. Die Energie fliett mit der Rate € weiter in
Richtung kleiner Wellenzahlen und es bildet sich ein k~5/3-Spektrum aus. Die Enstrophie flieRt
mit der Rate n weiter in Richtung grofier Wellenzahlen und es bildet sich ein k~3-Spektrum aus.

Fir k > k; gilt:
E(k) o< k73,
(k) =0, Iz(k)= const> 0.
Dies wird in Abbildung 2.3 nocheinmal veranschaulicht.

Allerdings ist Kraichnans Modell eher als Idealbild zu betrachten, das nur im Grenz-
fall unendlich hoher Reynoldszahlen und unendlich ausgedehnter Turbulenz erfiillt ist.
Ein Zustand der sich weder in der Natur noch in numerischen Simulationen realisieren
ldsst. Im realistischen Fall endlicher Boxgréfte und endlicher Viskositéten flieken sowohl
Energie als auch Enstrophie in beide Richtungen.

In Richtung grofser Skalen dominiert dabei der Energiefluss, in Richtung kleiner Ska-
len der Enstrophiefluss (vgl. z. B. [GT05b, GT05a|). Dartiberhinaus sind Energie und
Enstrophiefluss iiber folgende Relation'® miteinander verkniipft:
Ollz (k) _ g2 Ollg (k)
ok ok

Dies impliziert, dass ein konstanter Energiefluss immer mit einem konstanten Enstro-
phiefluss verbunden ist und umgekehrt [GT05b].

2.3.3. Energiespektrum

Im Folgenden wird mittels Dimensionsanalyse ein Ausdruck fiir das Energiespektrum
der zweidimensionalen Enstrophiekaskade hergeleitet. Hierzu geht man davon aus, dass

5Diese Relation wurde urspriinglich von Leith [Lei68] bewiesen und folgt aus der Energiebilanzglei-
chung (2.12) und der Enstrophiebilanzgleichung (2.16) zusammen mit den Relationen Tz (k) =
ana#k(k) und T'(k) = an%k(k). Damit ist sie eine direkte Konsequenz aus Gleichung (2.15).
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2. Grundlagen

die statistische Eigenschaft kleinskaliger Grofen im Inertialbereich und damit, wie von
Kraichnan [Kra67| gefordert, das Energiespektrum nur von der Enstrophietransportrate
durch die Moden 1'6 und der Skala [ (= k') abhingt. Dies entspricht einer Kolmogo-
rovschen zweiten Ahnlichkeitshypothese, bei der die Enstrophietransportrate n an die
Stelle der Energietransportrate e tritt. Damit folgt fiir das Energiespektrum:

E(k) = Z c(p,v)ntk”.

2

Mit der Langeneinheit [L] und der Zeiteineit [T'] ergeben sich folgende Dimensionen:

Daraus ergibt sich fiir das Energiespektrum:
E(k) = C'p*3k~3. (2.19)

C’ bezeichnet die sogenannte Kraichnan-Batchelor-Konstante.

Wie schon in Abschnitt 2.3.1 angemerkt, gibt es Zweifel, ob es sich bei der Enstrophie-
kaskade wirklich um einen vielskaligen Prozess handelt, bei dem die Wechselwirkungen
im Fourierraum lokalisiert sind. Davidson [Dav04] fasst die Problematik ungefahr wie
folgt zusammen:

Das mittlere Quadrat der Scherkrifte, verursacht durch Wirbel, die im Wellenzahlbe-
reich kpin < k < kpmas liegen, ist von der gleichen Grofenordnung wie ihre Enstrophie
[k*E(k)dk , und damit innerhalb des Inertialbereiches nach Gleichung (2.19) von der

Ordnung n% ln(%). Betrachtet man einen Wirbel der Grofse k, ! 50 leisten Wirbel im

Wellenzahlbereich 0,1 - kg bis kg einen Beitrag von 77% In(10) zum gesamten mittleren
Quadrat der Scherkrifte; Wirbel im Wellenzahlbereich 0,01 - kg bis 0,1 - kg leisten aber
genau den gleichen Beitrag. Das heifst also, dass Wirbel verschiedener Grofienordnungen
den gleichen Beitrag zu den auf Wirbel der Grofe &, ! wirkenden Scherkriften leisten.
Dies widerspricht der Idee, dass die Enstrophiekaskade im Fourierraum lokalisiert ist.
Deshalb forderte Kraichnan [Kra7l] eine logarithmische Korrektur des Spektrums in
folgender Form: )
E(k) = C'np3k3 [m(kﬁ)] ’
0

wobei kg die Wellenzahl ist, bei der Energie in das System injiziert wird.

16Nicht zu verwechseln mit der Kolmogorovsche Dissipationslénge, fiir die der gleiche Buchstabe ver-
wendet wird.
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3. Direkte Enstrophiekaskade

Im folgenden Kapitel wird die fiir diese Arbeit durchgefiithrte Simulation vorgestellt. Im
ersten Abschnitt geht es dabei um die genaue numerische Umsetzung der Navier-Stokes-
bzw. Wirbeltransportgleichung. In den beiden folgenden Abschnitten wird die Simula-
tion auf einige charakteristische Eigenschaften, wie z. B. den Enstrophiefluss und das
Energiespektrum untersucht. Dies soll sicherstellen, dass die im vorherigen Kapitel ge-
schilderte Situation der direkten Enstrophiekaskade zweidimensionaler Turbulenz richtig
reproduziert wird, sowie Vergleichbarkeit mit anderen numerischen (siehe z. B. [Bof07,
LA00, CEET03, Bor93, BFK07, PF02]) und experimentellen (z.B. [BCEMO05, PJT99])
Arbeiten gewahrleisten. Die Daten fiir die in dieser Arbeit durchgefithrte Auswertung
entstammen alle dem Simulationslauf sim1024 1.

3.1. Numerische Implementierung

Grundlage der vorliegenden Arbeit ist ein in C++ geschriebenes Programm zur Simula-
tion zweidimensionaler Turbulenz?. Mit Hilfe dieses Programms soll die direkte Enstro-
phiekaskade simuliert werden. Hierzu wird das System auf grofen Skalen angetrieben.
Zusatzlich gewéhrleisten zwei dissipative Terme Stationaritdt. Der eine soll auf kleinen
Skalen Enstrophie vernichten, der andere Energie, die im Rahmen der inversen Kaskade
von der Antriebsskala zu noch groferen Skalen transportiert wird. Ziel ist es dabei, einen
moglichst grofsen Inertialbereich zu realisieren, der von beiden Dissipationstermen mog-
lichst unbeeinflusst bleibt, um so einen konstanten Enstrophietransport von groffen zu
kleinen Skalen zu erreichen. Zu diesem Zweck wird die Wirbeltransportgleichung (2.3)
auf einem periodischen Gitter der Lange Lp,, = 27 gelost. In einer fiir die numerische
Implementierung giinstigen Form lautet sie:

0

aw(x,t) =V x [u(x,t) x w(x,t)] + vAw(x,t) + V x d(x,t) + V x f(x,t)  (3.1)
mit w = we,. Bei dieser Formulierung der Gleichung wird die Nichtlinearitdt durch ein
Kreuzprodukt V x [u(x,t) x w(x,t)] ausgedriickt. Gegeniiber (2.3) sind dariiber hinaus
noch ein zuséatzlicher Dissipationsterm d(x, ¢) und ein Antriebsterm f(x, ¢) hinzugekom-
men. Genauere Ausdriicke hierfiir werden im Folgenden noch angegeben werden.

'Die einzige Ausnahme sind die in Abbildung 3.8 dargestellten Energiespektren der Simulationen
sim512 1 und sim256 1.
Ein vergleichbares Programm wird in [Kam09] ausfiihrlich vorgestellt.
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3. Direkte Enstrophiekaskade

Durch Fouriertransformation kann Gleichung (3.1) in ein gekoppeltes System aus ge-
wohnlichen Differentialgleichungen tiberfiihrt werden:

dw(k) = ik x F (u x w) + ik x f(k) — vk*w(k) + ik x d (k). (3.2)

Dabei bezeichnet F (h) die rdumliche Fourier transformierte einer beliebigen Funktion h.
Die Vortizitdt kann im Falle eines diskreten Gitters und periodischer Randbedingungen
durch eine endliche Fourierreihe dargestellt werden. Fiir eine Auflésung von N x N
Gitterpunkten erhélt man:

N/2

w(x,t) = Z Onm Ky, ) €57,
n,m=—N/2

Die Wellenvektoren sind dann k;, ,,, = (2n7/ Lpog, 2mm /Ly, ) und fiir eine Boxldnge von
Loy = 27 gilt ky, 1, = (0, m).
Der Antrieb

Dem System wird durch die Kraft f(x,t) Energie zugefiithrt. Dabei muss die Kraft fol-
gende Anforderungen erfiillen:

e Sie muss divergenzfrei sein.
e Die Energie muss auf grofsen rdumlichen Skalen zugefiihrt werden.
e Sie muss in der Zeit d-korreliert sein.

Ein Antrieb, der diese Bedingungen erfiillt, wird in [Kam09| hergeleitet. Dort wird er
,Deltatreiber” genannt. Diese Bezeichnung wird hier iibernommen. Der konkrete Aus-
druck fiir den Antrieb sieht folgendermafen aus:

£(k) = /Foh(k, ko)e'.

Der Antriebsterm greift direkt in den Fourierraum ein und fithrt Energie in einem nied-
rigen Wellenzahlbereich der Breite k; um kg zu:

h(k,ko) = © [k — (ko + kp)] — © [k — (ko — k)],

wobei © die Heaviside Funktion bezeichnet. Der Phasenfaktor ¢y ist eine zwischen 0
und 27, unter Beriicksichtigung der Symmetrie ¢ = —¢_y, gleichverteilte Zufallszahl.
Sie wird fiir jede Wellenzahl und jeden Zeitschritt unabhéngig gewahlt, und tragt somit
auch der §-Korrelation in der Zeit Rechnung.

Die Dissipationsterme

Die viskose Dissipation wird durch die Navier-Stokes-Gleichung vorgegeben. Im Fou-
rierraum lautet sie —vk?u (k) bzw. —vk?w(k). Damit der Inertialbereich méglichst lang
ist, sollte v moglichst klein sein, und der Wirkungsbereich der viskosen Dissipation bei
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Abbildung 3.1.: Darstellung des funktionalen Verlaufs der Dissipationsterme im Fourierraum.
Die Hyporeibung (k~* bzw. k~2) wirkt vorrangig im Bereich kleiner Wellenzahlen, die Viskositiit
(k?) bzw. Hyperviskositiit (k%) im Bereich grofer Wellenzahlen. In der Mitte befindet sich ein
von beiden Termen relativ unbeinflusster Bereich. Dieser wird umso grofer, je groffer m und n
gewahlt werden.

moglichst grofen £ (siehe Abb. 3.1) liegen. Dies wird durch folgende Ersetzung gewéahr-

leistet: )
]{: n
k:Z
- (kmax >

mit n > 0 und ganzzahlig. Das Teilen durch die in der Simulation maximal zur Verfligung
stehende Wellenzahl k,,q, (siehe Anhang A.1) bewirkt, dass bei festem v der viskose
Term bei k = k0, immer den gleichen Wert hat, unabhéngig von n. Ein so modifizierter
Dissipationsterm wird in der Literatur oft als Hyperviskositit bezeichnet.

Der zusétzliche Dissipationsterm d(x) entnimmt dem System auf grofen Skalen Energie.
Im Fourierraum hat er die Form

d (k) = —vk " u(k)
bzw.
ik x d (k) = —vk~2"w(k).

Durch eine Wahl von m > 0 wird gewahrleistet, dass der Wirkungsbereich des Dissi-
pationsterms bei kleinen Wellenzahlen bzw. grofen Léngenskalen liegt. Auf diese Weise
soll sein Einfluss auf den Intertialbereich minimiert werden (siehe Abb. 3.1). Eine solche
Art der Reibung nennt man auch Hyporeibung, bei m = 0 spricht man von linearer
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Abbildung 3.2.: Aufbau der direkten Energiekaskade fiir t = 0,0005; 0,005; 0,05; 0,5; 5. Die
zeitliche Abfolge geht dabei von unten nach oben.

Reibung. Setzt man die Ausdriicke fiir die Dissipationsterme in Gleichung (3.2) ein, so
ergibt sich:

k

max

2n
dyw(k) =ik x F[u x w]| — k*f(k) — v ( > w(k) — vk "w(k).

Diese Gleichung dient als Grundlage fiir die numerische Simulation. N&heres zur nume-
rischen Berechnung sowie zu den in den Simulationen verwendeten Parametern findet
sich im Anhang.

3.2. Aufbau der direkten Enstrophiekaskade

Die Simulation startet mit der Anfangsbedingung w (x, t) = 0. Durch den Antriebs-
term steigt die Energie des Systems solange an, bis sich Energiezufuhr und Dissipation
ausgleichen, und ein stationérer Zustand erreicht wird. Abbildung 3.2 zeigt den An-
stieg der Energie in den einzelnen Moden. Zunéchst steigt die Energie hauptséachlich in
dem Bereich, in dem sie zugefiihrt wird, sowie in benachbarten Moden, an. Daraufhin
fliefst sie nach und nach in Richtung immer gréfferen Moden, bis sich schlieflich ein
Energiespektrum wie in Abildung 3.7 ausbildet.
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Abbildung 3.3.: Die Abbildung zeigt den zeitlichen Verlauf der Gesamtenergie wihrend der
Einschwingphase und der anschliefenden stationidren Phase (ab ¢ &~ 10). Nach einem anfingli-
chen starken Anstieg bleibt sie bis auf Fluktuationen konstant.

3.3. Stationarer Zustand

Der Verlauf der Gesamtenergie ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Sie steigt steil an, bis
ein stationdrer Zustand erreicht wird, und sie bis auf Fluktuationen konstant bleibt.
Die Fluktuationen liegen bei ca. 10%. Die Gesamtenstrophie (vergleiche Abbildung 3.4)
verhalt sich genauso, auch hier liegen die Fluktuationen bei ca. 10%. Wahrend der
stationédren Phase wird alle 1000 Zeitschritte das Vortizitétsfeld w (x) herausgeschrieben.
Hieraus werden alle statistischen Gréflen in dieser Arbeit berechnet. Insgesamt wird tiber
200 Felder gemittelt.

3.3.1. Energie und Enstrophiefluss

Abbildung 3.5 zeigt den Enstrophiefluss fiir die Simulation sim1024 13. Zwischen der
Antriebsskala (k ~ 10) und k& ~ 200 gibt es einen groften Bereich, in dem der Enstrophie-
fluss positiv und nahezu konstant ist. Dies ist der Inertialbereich. Hier wird Enstrophie
mit (nahezu) konstanter Rate von kleinen zu grofen Moden transportiert. Bei grofsen
Wellenzahlen kommt die Viskositiat zum Tragen und bringt den Enstrophiefluss zum
Erliegen. Links vom Nulldurchgang nimmt der Enstrophiefluss einen negativen Wert
an, d.h. ein kleiner Teil der Enstrophie wird zu grofsen Skalen transportiert. Bei ganz

3Die verwendeten Parameter sind im Anhang aufgefiihrt

21



3. Direkte Enstrophiekaskade

25

20 Pl AN m A/\A /v\ﬂ A AW\/\/\ [\

Uy VALY N I y

15

Z(1)

10

0 20 40 60 80 100 120 140 160
t

Abbildung 3.4.: Die Abbildung zeigt den zeitlichen Verlauf der Gesamtenstrophie wéhrend

der Einschwingphase und der anschliefienden stationdren Phase (ab ¢ &~ 10). Nach einem an-
fanglichen starken Anstieg bleibt sie bis auf Fluktuationen konstant.
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Abbildung 3.5.: Die Abbildung zeigt den Enstrophiefluss 1z (k) durch die Moden. Im Bereich

mittlerer Wellenzahlen gibt es einen Abschnitt, in dem der Enstrophiefluss positiv und nahezu
konstant ist.
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Abbildung 3.6.: Der Energiefluss IIg (k) ist unterhalb der Antriebsmode negativ. Oberhalb
der Antriebsmode ist er nahezu Null. Das Inset zeigt den Energiefluss von & = 10 bis £ = 300 in
der Vergroferung. Man erkennt deutlich einen Bereich, in dem nahezu konstanter Energiefluss
herrscht.

kleinen Wellenzahlen dampft die Hyporeibung den Enstrophiefluss ab. Die Beobachtung
eines konstanten Enstrophieflusses im Inertialbereich deckt sich mit den Ergebnissen
vergleichbarer Simulationen* [LA00, CEET03].

Abbildung 3.6 zeigt den Energiefluss fiir die Simulation sim1024 1. Links von der An-
triebsskala (k ~ 10) ist der Energiefluss IIg < 0, rechts von der Antriebsskala scheint er
dagegen praktisch Null zu sein. Das heifit also, dass der Grofiteil der Energie zu grofsen
Skalen flieft. In der Vergroferung (Inset von Abbildung 3.6) sieht man aber, dass sich
im Bereich k ~ 20 bis k ~ 200 ein kleiner, aber auch nahezu konstanter Energiefluss zu
kleinen Skalen ausbildet. Die Tatsache, dass es einen Bereich gibt in dem neben einem
konstanten Enstrophiefluss auch ein konstanter Energiefluss herrscht, widerspricht zwar
dem klassischen von Kraichnan in [Kra67| vorgeschlagenen Bild, kommt aber nach den
Uberlegungen am Ende von Abschnitt 2.3.2 nicht unerwartet.

So beobachten z.B. auch Danilov und Gurarie [DG0la, DG0O1b| und Borue [Bor94] in
ihren numerischen Simulationen neben der inversen Energiekaskade auch einen konstan-
ten Energiefluss in Richtung kleiner Skalen. Ebenso beobachet Boffeta [BM10| Energie-
und Enstrophiefliisse in beide Richtungen und kommt zu dem Schluss, dass sich diese
Abweichung von Kraichnans Vorhersage auf eine endlich Gittergréfse und die daraus re-

4Gemeint sind solche Simulationen, die auch mit einem schmalbandigen Deltatreiber sowie Hypo- und
Hyperviskositét arbeiten.
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Abbildung 3.7.: Die Abbildungen zeigt das Energiespektrum der Simulation sim1024 1 zu-
sammen mit k=% (blaue gepunktete Linie) und k=3(In(k/ko))~/3 (rote gestrichelte Linie). Im
Inset ist F(k)n~2/3k3(In(k/ko))/? gegen k aufgetragen.

sultierende Notwendigkeit einer Energiesenke, die auf groften Skalen wirkt, zuriickfithren
lésst.

3.3.2. Energiespektrum

Das Energiespektrum (Abbildung 3.7) weist einen langen Bereich konstanter Steigung
auf. Zu den Seiten fillt es wegen der beiden Dissipationsterme ab. Der Bereich konstanter
Steigung erstreckt sich von k ~ 20 bis £ ~ 200, und stimmt also mit dem Bereich
kontanten Energie- und Enstrophieflusses iiberein (vgl. Abbildungen 3.6 und 3.5). Somit
kann k& = 20 bis k = 200 als sinnvolle Abschéitzung fiir den Inertialbereich angesehen
werden. Diese Abschétzung wird fiir die folgende Auswertung beibehalten.

Die Ubereinstimmung mit einem wie von Kraichnan geforderten Spektrum mit loga-
rithmischer Korrektur E(k) o< k=3(In(k/kg))~/? ist etwas besser als mit einem unkor-
rigierten Spektrum FE(k) oc k3. Der fiir k ermittelte Exponent liegt mit einem Wert
von ungefidhr —3,44 im Vergleich zu Ergebnissen anderer Messungen im Mittelfeld (vgl.
[Bof07, LA0O, Got98|). Beim Vergleich mit Energiespektren von Simulationen mit einer
Gittergroke von 2562 bzw. 5122 Gitterpunkten (sieche Abbildung 3.8) wird deutlich, dass
der Exponent mit héherer Auflésung zunimmt, der theoretischen Vorhersage also néher
kommt. Bei 256 Gitterpunkten ergibt sich ein Exponent fiir k& von —4,0, bei 512 Git-
terpunkten —3,61. Dies legt nahe, dass sich Abweichungen auf eine endliche numerische
Auflésung zuriickfiithren lassen. Um aber endgiiltig zu kléren, ob das Energiespektrum
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Abbildung 3.8.: Die Abbildung zeigt die Energiespektren der Simulationen sim256 1 (2562
Gitterpunkte), sim512 1 (5122 Gitterpunkte) und sim1024 1 (von links nach rechts) zusam-
men mit k3 (blaue gepunktete Linie). An den Bereich konstanter Steigung wurde jeweils eine
Gerade gefittet (rote gestrichelte Linie).

nun auf eine logarithmische Korrektur nach Kraichnan oder ein unkorrigiertes Spektrum
hinauslauft, wiren Simulationen mit hoheren Gitterauflosungen nétig.

Eine Abschéitzung der Enstrophietransportrate n nach n = max(Ilz) (vgl. Abb. 3.5)
liefert n =~ 2,5. Da das Energiespektrum hier am besten durch eine logarithmische Kor-
rektur angenahert wird, soll die Kraichnan-Batchelor-Konstante C’ bestimmt werden, in-
dem E(k)n~2/3k3(In(k/ko))"/? gegen k aufgetragen wird (siche Inset von Abbildung 3.7).
Da die Ubereinstimmung mit der logarithmischen Korrektur aber nicht exakt ist ldsst
sich nur ein ungefihrer Wert angeben. Schétzt man die Kraichnan-Batchelor-Konstante
aus dem nahezu konstanten Bereich ab erhilt man C’ ~ 2. Der von Kraichnan fiir ein
Energiespektrum mit logarithmischer Korrektur vorhergesagte Wert liegt bei C’ = 2,626
[Kra71|. Neuere Messungen liefern C’ =~ 1,5 —1,7 [Bor93| bzw. C’ = 1, 3|[LA00]. Der hier
ermittelte Wert liegt damit in der Mitte. Um genauere Aussagen zu treffen, wire aber
auch hier eine hohere Gitterauflésung nétig.

3.3.3. Die Struktur der Stromung

Um eine Vorstellung von der Struktur der Strémung zu bekommen, ist in Abbildung 3.9
ein Ausschnitt des Vortizitéatsfeldes dargestellt. ] und L bezeichnen das untere bzw. obere
Ende des Inertialbereiches. Sie ergeben sich geméfs der Abschitzung aus dem vorherigen
Abschnitt nach A = 27/k zu 1 = 27/200 = 7/100 ~ 0,03 und L = 27 /20 = 7/10 = 0,3.
Deutlich erkennt man die grofsen Wirbelflecken, deren Ausdehnung ungeféhr im Bereich
der oberen Grenze des Inertialbereiches L liegt. Sie werden durch das Geschwindigkeits-
feld immer weiter in die Lénge gezogen, bis sich kleine Wirbelfilamente herausbilden®.
Dies entspricht dem Mechanismus der Enstrophiekaskade, so wie er im Abschnitt 2.3.1
beschrieben wird. Abbildung 3.10 zeigt nochmal das ganze Vortizitasfeld.

®Noch deutlicher ist dies bei Betrachtung des Videos sim1024 1.avi auf der beigelegten CD zu erken-
nen.
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Abbildung 3.9.: Ausschnitt eines Vortizititsfeldes der Simulation. Die Farbskala (siche Balken
am Rand) gibt Vorzeichen und Stérke der Vortizitét an. Zusétzlich wurden noch das untere 1
bzw. obere Ende L des Inertialbereiches eingezeichnet.

3.4. Zusammenfassung

Die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse stimmen im Ganzen mit den Erwartun-
gen geméft Abschnitt 2.3 bzw. den Ergebnissen vergleichbarer Simulationen tiberein. Es
ist also davon auszugehen, dass die durchgefiihrte Simulation die direkte Enstrophiekas-
kade in zwei Dimensionen beziiglich ihrer fiir diese Arbeit relevanten Eigenschaften wie
gewiinscht nachbildet. Allerdings wiirde eine hohere Gitterauflésung sicherlich noch zu
einer besseren Ubereinstimmung des Energiespektrums mit der Theorie fiihren.

Was die Wahl der Parameter betrifft, ist noch folgendes anzumerken: Es ist wichtig
die Viskositdt nicht zu klein zu wihlen, damit Energie bzw. Enstrophie abgedampft
werden bevor das Dealiasing zum Tragen kommt, und somit ein abruptes Abschneiden
des Spektrums verhindert wird. Da in der Simulation Hyperviskositdt der Ordnung 8
verwendet wird, hat hier auch ein hoéherer Wert keinen grofsen Einfluss auf den Iner-
tialbereich. Was die Hyporeibung betrifft, so ist eine niedrigere Ordnung (m = 1, vgl.
auch [CEET03, LA00|) véllig ausreichend. Dariiberhinaus sollte der Antriebsterm grof
genug gewahlt werden, um eine mdoglichst hohe Reynoldszahl zu erreichen, damit sich
Turbulenz ausbilden kann.
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3.4. Zusammenfassung

Abbildung 3.10.: Darstellung des Vortizitéitsfeldes der Simulation. Die Farbskala (siehe Bal-
ken am Rand) gibt Vorzeichen und Stérke der Vortizitat an.
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4. Vortizitatsstatistik

Zu den am meisten untersuchten statistischen Grofen voll entwickelter Turbulenz zédhlen
die longitudinalen Geschwindigkeitsinkremente sowie deren Strukturfunktionen. Abge-
sehen von dem Fall der dritten Strukturfunktion S3 stimmen in dreidimensionaler Tur-
bulenz experimentelle Ergebnisse nicht mit den Vorhersagen der K41-Theorie iiberein
(vgl. [Fri96]). Man stellt intermittentes Verhalten fest. Die mit der Energie am ehes-
ten vergleichbare Grofse in zweidimensionaler Turbulenz ist die Enstrophie. Neben der
Statistik des Geschwindgkeitsfeldes in zwei Dimensionen (siehe z.B. [PT98, BCV00)) ist
also auch die Statistik des Vortizitétsfeldes von Interesse.

Aus diesem Grunde beschiftigt sich das vorliegende Kapitel mit den Verteilungen® der
Vortizitatsinkremente
dw(r) =w(x+r) — w(x)

und deren Strukturfunktionen?

Sn(r) = {(wlx +1) —w(x))")

als einfachem Zugang zur Zweipunktstatistik der Vortizitat. Eine zentrale Frage ist da-
bei, ob sich die Inkrementstatistik im Inertialbereich selbstdhnlich verhélt bzw. ob sich
Skalierungsverhalten festellen lésst. Ferner sollen die Verteilungsfunktionen beziiglich
ihrer Symmetrie untersucht werden. Dabei werden alle Gréfsen im Eulerbild betrach-
tet. In diesem wird, im Gegensatz zum Lagrangebild, wo sich der Beobachter mit der
Stromung mitbewegt, mit ortsfesten Koordinaten gearbeitet. Zunédchst wird der Voll-
standigkeit halber noch kurz auf die Einpunktverteilung der Vortizitit eingegangen.

4.1. Einpunktverteilung

Abbildung 4.1 zeigt die Einpunktverteilung des Vortizitéatsfeldes. Die Standardabwei-
chung ist durch
o, =/ {(W?)

'Die PDFs in dieser Arbeit wurden mithilfe eines Histogramms mit 200 Bins geschétzt. Zur Auswertung
standen 200 Felder zur Verfiigung

’Die Vortizititsinkrementverteilungen und die Strukturfunktionen hingen nicht mehr von x und r,
sondern nur noch vom Skalar r ab. Dies gilt unter der hier angenommen Vorraussetzung der statis-
tischen Homogenitét und Isotropie der Stréomung.
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Abbildung 4.1.: Darstellung der Verteilungsfunktion der Vortizitéit f(w). Die Verteilung ist
auf Standardabweichung eins normiert. Zum Vergleich ist eine Gaufiverteilung (schwarze Linie)
eingezeichnet.

gegeben. Sie ergibt sich in der Simulation sim1024 1 zu ¢ ~ 5.9. Die Verteilung weicht
mit ihren breiten Fliigeln deutlich von einer Gaufsverteilung ab. Dies steht im Gegensatz
zu der Geschwindigkeitsverteilung in zwei Dimensionen, die kaum von einer Gaufkurve
zu unterscheiden ist (vgl z.B. [Kam09]). Die Form der Verteilung entspricht ungeféhr
der Form der Vortizitdtsinkrementverteilung (Abbildung 4.2) fiir grofe Abstédnde r, da
fiir gentigend grofies r statistische Unabhangigkeit der beiden in die Inkrementverteilung
eingehenden Punkte erreicht wird und sie dann in eine Faltung der Einpunktverteilung
iibergeht.

4.2. Inkrementverteilung

Abbildung 4.2 zeigt die PDFs der Vortizitétsinkremente dw(r) = w(x 4+ r) — w(x) fiir
verschiedene Skalen innerhalb des Inertialbereichs. Um sie auf Selbstéhnlichkeit hin zu
tiberpriifen, wurden die PDFs mit der Standardabweichung o = 4/ (dw?) reskaliert.

Zunéachst fallt auf, dass die Kurven deutlich von der Gaufform abweichen. Sie haben
breitere Fliigel und sind auch spitzer. Aufierdem liegen sie nicht ganz {ibereinander.
Allerdings ndhern sich die Kurven mit steigendem Abstand r immer weiter derselben
Form an. Dies wird auch bei Betrachtung der Kurtosis (siehe Inset), die fiir kleine
Absténde r einen Wert deutlich {iber eins annimmt und sich dann immer weiter dem
Wert 0,5 anndhert, bestétigt. Fiir einen Teilbereich des Inertialbereiches (ab r = 0,17 bis
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Abbildung 4.2.: Normierte Verteilung der Vortizitatsinkremente fiir verschiedene Absténde r
innerhalb des Inertialbereiches: » = 0,03; r =0,1; r = 0,17; r = 0,24; r = 0,3 (von auflen nach
innen). Zum Vergleich ist eine Gaufkurve mit ¢ = 1 (schwarze Linie) eingezeichnet. Das Inset
zeigt die Kurtosis in Abhéngigkeit vom Abstand r.

r = 0,3) kann man von selbstdhnlichem Verhalten der Verteilungen sprechen. Allerdings
ist dieser Bereich zu kurz, um zuverlissige Aussagen zuzulassen. In Ubereinstimmung
mit Beobachtungen anderer Autoren [BM10, PJT99] lasst sich aber sagen, dass, sofern
Intermittenz auftritt, sie vergleichsweise klein ist.

Symmetrie

Um etwaige Asymmetrien in der Verteilung der Vortizitdtsinkremente etwas deutli-
cher sichtbar zu machen, wird nicht die Verteilung selbst, sondern die Grofe h(dw) =
(dw/c)? f(0w) sowie deren Spiegelung am Ursprung betrachtet. Dies zeigt Abbildung 4.3
flir einen Abstand von r = 0,1. Die beiden Kurven liegen nahezu genau aufeinander.

Die Fliche unter der Kurve h(u) entspricht dem dritten Moment. Eine numerische In-
tegration iiber diese Fléche liefert den Wert 0,004. Dieser ist unter Beriicksichtigung
statistischer Abweichungen nicht von Null zu unterscheiden. Sofern hier eine Asym-
metrie auftritt, ist sie deutlich kleiner als z.B. bei der Verteilung der longitudinalen
Geschwindigkeitsinkremente in der inversen Kaskade (vgl. z.B. [BCV00, PT98|). Auch
in der Literatur liegen keine Ergebnisse vor, die auf eine Asymmetrie der Vortizitésin-
krementverteilungen hindeuten kénnten. Die bisherigen Ergebnisse deuten darauf hin,
dass die Verteilungsfunktion der Vortizitdsinkremente symmetrisch ist.
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Abbildung 4.3.: Darstellung von h(u) (schwarze Linie) fiir » = 0,1. Zur Uberpriifung auf
Symmetrie wurde h(u) am Ursprung gespiegelt und dariiber gelegt (rote gestrichelte Linie).

4.3. Strukturfunktionen

Ungerade Strukturfunktionen

Geht man von symmetrischen Verteilungsfunktionen aus (vgl. vorheriger Abschnitt), so
miifften alle ungeraden Strukturfunktionen im Inertialbereich gleich Null sein. In der
Literatur finden sich hierzu aber keine spezifischen Vorhersagen. Auch eine Relation
entsprechend (2.6), die die dritte Strukturfunktion der Geschwindigkeitsinkremente mit
dem Energiefluss verbindet, ist fiir die dritte Strukturfunktion der Vortizitdsinkremente
nicht bekannt. Folgende Rechnung zeigt aber, dass unter der Vorraussetzung von sta-
tistischer Homogenitédt und Isotropie der Stromung alle ungeraden Strukturfunktionen
verschwinden miissen. Man betrachtet

Sn(r) = ((Wx +1) —w(x))").
Unter der Vorraussetzung von Homogenitat ist dies gleich:

(wEx+a+r)—wx+a))")

fiir alle Vektoren a.

Unter der Vorraussetzung von Isotropie gilt dann:

Sn(r) = (WD &+ a+7]) —w(D[z +a]))")
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Abbildung 4.4.: Die Abbildung zeigt die ungeraden Strukturfunktionen der Ordnung n = 3
bis n = 9 (rote Kreuze) zusammen mit den geraden Strukturfunktionen der Ordnung n = 2 bis

n = 8 (schwarze Kreuze).

fiir alle Drehungen D.

Fir a = —2x — r erhilt man
Sn(r) = (WD [-2]) —w(D [~z —7]))")
Fiihrt man nun eine Drehung um 180° durch, d.h. setzt man D;; = —0;;, ergibt sich
Sn(r) = ((w(x) —w(z+7))").

Nun kann man einen Faktor (—1)" herausziehen:

Insgesamt ergibt sich also

Sp(r)

(=1)"Sp(r).

(D" ((w(@ +7) - w(=@))")

Das kann aber nur erfiillt sein, wenn S,,(r) fiir alle ungeraden n verschwindet.

Dies ist bei der numerischen Auswertung nur fiir die erste Ordnung, n = 1, der Fall. Mit
zunehmender Ordnung n werden die ungeraden Strukturfunktionen im Vergleich mit
den geraden Strukturfunktionen benachbarter Ordnung immer grofer (siehe Abbildung
4.4). Wahrend die ungerade Strukturfunktion der Ordnung n = 3 im Vergleich mit der
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Abbildung 4.5.: Doppelt logarithmische Darstellung der geraden Strukturfunktionen der Vor-
tizitatsinkremente mit n = 2, 4, 6, 8, 10 (von unten nach oben). Zur besseren Vergleichbarkeit
wurden sie mit dem Faktor o = 1/3, 1072, 10=%, 1075, 10~® multipliziert. Die senkrechten ge-
strichelten Linien bei 0,03 und 0,3 begrenzen den Inertialbereich.

geraden Strukturfunktionen der darunterliegenden Ordnung n = 2 noch klein ist, nimmt
So(r) Werte an, die betragsméfig an die von Sg(r) heranreichen oder oberhalb liegen.
Dies ist aber wahrscheinlich auf die begrenzte Menge an zur Verfiigung stehenden Daten
zuriickzufiihren. Die ungeraden Strukturfunktionen konvergieren nur sehr langsam, da
hier Werte gleicher Gréfenordnung mit verschiedenen Vorzeichen aufsummiert werden
und es so sehr lange dauert, bis kleine Werte nahe Null erreicht werden. Mit zuneh-
mender Ordnung n werden immer mehr Daten® benétigt, um numerische Konvergenz
zu erreichen. Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass die ungeraden Strukturfunktionen
fiir eine ausreichende Menge an Daten im Inertialbereich verschwinden.

Gerade Strukturfunktionen

Bei Betrachtung der geraden Strukturfunktionen stellt sich die Frage, ob sich inner-
halb des Inertialbereiches ein Skalierungsbereich finden ldsst, d .h, ob es einen Bereich
gibt, in dem eine lineare Abhéngigkeit der Skalenexponenten der Strukturfunktionen ¢,
von ihrer Ordnung n besteht. Die Strukturfunktionsexponenten (,, sind folgendermafien
definiert:

Sy (1) ~ o, (4.1)

37ur Berechnung der Strukturfunktionen wurde iiber 200 Felder (Zeitmittelung) und ca. 10® Werte pro
Feld gemittelt (Raummittellung). Allerdings sind diese Werte teilweise sehr stark korreliert, weshalb
die Menge an statistisch relevanten Daten deutlich geringer ausfillt.
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Abbildung 4.5 zeigt die geraden Strukturfunktionen der Vortizitdtsinkremente bis zur
Ordnung n = 10. Sie scheinen zunéchst einem Potenzgesetz zu folgen. Fiir grofse Ab-
stdnde r werden die beiden Vortizitédten, die jeweils in die Verteilungsfunktion eingehen,
statistisch unabhéngig voneinander. Beim Vergleich mit den Inkrementverteilungen so-
wie ihrer Kurtosis (Abbildung 4.2) wird deutlich, dass ein Skalierungsbereich innerhalb
des Inertialbereiches nur zwischen r =~ 0.2 und r =~ 0.3 zu finden sein kann. Allerdings
ist schon mit blofsem Auge zu erkennen, dass die Kurven in diesem Bereich abknicken.
Damit ldsst sich hier kein Skalierungsbereich festellen. Allerdings liegt es im Bereich
des Moglichen, dass der Antrieb und die Dissipationsterme durch ein unerwiinschtes
Einwirken auf den Inertialbereich eventuell vorhandenes Skalierungsverhalten zunichte
machen oder Abweichungen durch eine zu geringe Gitterauflésung verursacht werden.

In der Literatur finden sich nur wenige Untersuchungen, die sich mit der Statistik der
Vortizitdtsinkremente beschéiftigen und somit fiir einen Vergleich mit diesen Ergebnis-
sen herangezogen werden konnten. Es gibt zwei theoretische Arbeiten: Falkovich und
Lebedev einerseits [FL94] fordern ¢, = 0 (Bis auf mogliche logarithmische Korrektu-
ren). Eyink andererseits |[Eyi95| kam, ausgehend von einem konstanten Enstrophiefluss
im Inertialbereich, zu dem Schluss, dass (o > 2/3 und ¢, < 0 fir n > 3. In Uberein-
stimmung mit der Theorie von Falkovich und Lebedev erhielten Tabeling und Paret in
einem Experiment [PJT99] ¢, ~ 0 fiir alle geraden Strukturfunktionen bis zur Ordnung
10. Als Vergleich fiir die hier ermittelten Ergebnisse kann dieses Experiment allerdings
nur bedingt dienen. Es liegt in der Natur der Sache, dass solche Experimente mit einem
linearen Reibungsterm arbeiten. Dieser hat mitunter grofen Einfluss auf die Form der
Strukturfunktion (vgl. hierzu auch [Kam09]). Eine Untersuchung mit einer der fiir diese
Arbeit durchgefiihrten Simulation vergleichbaren Konfiguration liegt bis jetzt nicht vor.

Extended Self Similarity

Ein weiterer Ansatz zur Untersuchung von Strukturfunktionen ist die Methode der so-
genannten Extended Self Similarity (ESS) [BCT'93|. Diese basiert auf der Vorhersage
der K41 Theorie fiir die dritte Strukturfunktion der Geschwindigkeitsinkremente

Sy o 13/3, (4.2)
Damit gilt fiir eine Strukturfunktion beliebiger Ordnung S,,:
Sy, X /3 — S§<"

mit dem Skalierungsexponenten x, = 7. In logarithmischer Darstellung folgt dann der
lineare Zusammenhang
log Sy, x xn log Ss.

Eine fiir die hier betrachteten Strukturfunktionen der Vortizitétsinkremente analoge
Variante lautet
log S, x &, log Ss.
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Abbildung 4.6.: ESS Plot der geraden Strukturfunktionen der Vortizitdtsinkremente mit n =
2,4, 6, 8,10 (von unten nach oben). Alle Strukturfunktionen wurden mit einem ,Power law”
(schwarze Linien) gefittet.

Obwohl es fiir die zweite Strukturfunktion der Vortizitdsinkremente sowie die Skalie-
rungsexponenten keine (4.2) entsprechende theoretische Vorhersage gibt, ist die Anwen-
dung von ESS auch hier von Interesse. So kénnen etwaige Abweichungen, die z.B. durch
einen unerwiinschten Einfluss des Antriebs oder der Dissipationsterme auf den Inertial-
bereich verursacht werden, durch diese Methode kompensiert werden, sofern ihr Einfluss
auf die Strukturfunktionen aller Ordnungen gleich ist.

Abbildung 4.6 zeigt einen ESS Plot der geraden Strukturfunktionen bis zur Ordnung
n = 10. Um die relativen Strukturfunktionsexponenten &, zu bestimmen, werden die
Daten mit a-r¢* mit Hilfe eines Least-Square-Fits gefittet. Fiir die Ordnung n = 4 ergibt
der Fit noch eine relativ gute Ubereinstimmung. Mit héheren Ordnungen nehmen die
Abweichungen zu. Dies ist moglicherweise wie schon bei den ungeraden Strukturfunk-
tionen auf die begrenzte Datenmenge zuriickzufiihren.

Um die Strukturfunktionen auf Skalierungsverhalten hin zu tiberpriifen, werden die re-
lativen Exponenten &, gegen n aufgetragen und mit einer Geraden gefittet (Abbildung
4.7). Hier ist die Ubereinstimmung fiir die Ordnungen n = 4 und n = 6 gut. Fiir die
héheren Ordnungen zeigen sich dagegen Abweichungen. Die gefittete Gerade hat eine
Steigung von 0,2. Auch wenn die Ergebnisse zunéchst auf ein Skalierungsverhalten der
relativen Strukturfunktionsexponenten &, hindeuten, sind sie mit Vorsicht zu geniefsen,
da es insbesondere bei den Strukturfunktionen héherer Ordnung deutliche Abweichun-
gen gibt.
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Abbildung 4.7.: Die Abbildung zeigt die relativen Strukturfunktionsexponenten &, aufgetra-
gen gegen ihre Ordnung n. Die Exponenten wurden mit einer Geraden (schwarze Linie) gefittet.

4.4. Zusammenfassung

Die Verteilungen der Vortizitdtsinkremente zeigen einen Bereich, in dem selbstéhnliches
Verhalten auftritt. Allerdings ist dieser zu klein, um zuverléssige Aussagen zu liefern.
Bei den geraden Strukturfunktionen ldsst sich kein Skalierungsgesetz der Form (4.1)
feststellen. Auch die Betrachtung mit der Methode der Extended Self Similarity zeigt
kein eindeutiges Skalierungsverhalten. Die Ergebnisse zu den Inkrementverteilungen las-
sen aber hoffen, dass sich hier bei geeigneter Wahl der Simulationsparameter ein Ska-
lierungsbereich realisieren ldsst. Ein moglicher Schritt um dies zu erreichen wire die
Erh6hung der Gitteraufldsung. Auch weiteres Experimentieren mit dem Antrieb sowie
den Dissipationstermen koénnte hier zum Erfolg fithren.

Die Inkrementverteilungen zeigen keine Anzeichen fiir Asymmetrie. Eine Untersuchung
der ungeraden Strukturfunktionen bestétigt dies. Um bei der numerischen Auswertung
aber auch fiir hhere Ordnungen Werte zu erreichen, die (nahe) bei Null liegen ist eine
weitaus grofere Menge an Daten notig.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die statistische Untersuchung der direkten Enstro-
phiekaskade in zweidimensionaler Turbulenz. Hierzu dient ein in C+-+ geschriebener
Programmcode zur numerischen Integration der Navier-Stokes-Gleichung in der Vortizi-
tasformulierung auf einem periodischen Gitter. Die Entwicklung sowie das Testen dieses
Programms waren mit einem betréachtlichen Aufwand verbunden, weshalb ihm auch ein
ganzes Kapitel gewidmet wird. Um einen von Antriebs- und Reibungstermen moglichst
unbeeinflussten Inertialbereich zu erreichen, wurde fiir die vorliegende Arbeit mit einem
Antrieb, der auf ein schmales Wellenband im Fourierraum wirkt, sowie mit Hyporeibung
und Hyperviskositét gearbeitet.

Zunéchst werden der spektrale Enstrophie- und Energiefluss untersucht. Wie geméf
der Theorie (Kapitel 2) zu erwarten, gibt es einen grofen Bereich, in dem sowohl der
Energiefluss als auch der Enstrophiefluss konstant ist. Das Energiespektrum kommt der
k=3 Vorhersage (eventuell mit logarithmischer Korrektur) sehr nahe. Auch der fiir die
Kraichnan-Batchelor Konstante ermittelte Wert ist vergleichbar mit Kraichnans theo-
retischer Vorhersage. Der Vergleich mit Simulationen niedrigerer Auflésung ldsst ver-
muten, dass die Ubereinstimmung mit steigender Auflésung hier noch besser wird. Bei
Betrachtung des Vortizititsfeldes lassen sich in Ubereinstimmung mit der Literatur deut-
lich die groken Wirbelflecken erkennen, die durch das Geschwindigkeitsfeld zu langen
Féden gezogen werden.

Bei den Verteilungsfunktionen der Vortizitdtsinkremente zeigt sich in einem Teilbereich
des Inertialbereiches deutlich selbstahnliches Verhalten. Die geraden Strukturfunktio-
nen lassen aber keinen Skalierungsbereich erkennen. Ob dies aber nun als Hinweis auf
intermittentes Verhalten zu werten ist, bleibt noch zu klaren. Eine Untersuchung des
Symmetrieverhaltens der Inkrementverteilungen zeigt keinerlei Anzeichen fiir Asymme-
trie. Dies wird bei der Untersuchung der ungeraden Strukturfunktionen bestétigt, unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dass gute numerische Konvergenz bei héheren Ordnun-
gen nur mit einer sehr viel groferen Menge an Daten zu erreichen ist als in dieser
Untersuchung zur Verfiigung stand.

Insgesamt 1afst sich sagen, dass die Simulation mit dem in der Literatur vermittelten
Bild von der direkten Enstrophiekaskade iibereinstimmt. Die Ergebnisse zu Energie-
und Enstrophiefluss sowie zum Energiespektrum entsprechen im Wesentlichen denen
anderer Untersuchungen. Weiterhin erméglicht diese Arbeit einen Einblick in die Eu-
lersche Statistik der Vortizitétsinkremente in der direkten Enstrophiekaskade. Was das
Skalierungsverhalten im Inertialbereich betrifft, so sind die Ergebnisse nicht eindeutig,
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lassen aber hoffen, dass sich bei passender Wahl der Simulationsparameter ein Skalie-
rungsbereich realisieren ldsst. Hier sollte eine Simulation mit hoherer Auflésung weitere
Erkenntnisse bringen. Auch eine Verdnderung der Parameter des Antriebs und der Dis-
sipationsterme mag hier zum Erfolg fiihren. Dariiberhinaus wére ein Vergleich mit der
Statistik der Vortizitatsinkremente in der inversen Kaskade sicherlich interessant.
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A.1. Numerische Berechnung der Wirbeltransportgleichung

In diesem Abschnitt sollen dem Leser moglichst knapp alle technischen Details, die
bei der numerischen Integration der Wirbeltransportgleichung in zwei Dimension von
Bedeutung sind, nahe gebracht werden. Der interessierte Leser sei hier auch auf [Fri09]
verwiesen.

Wie in Abschnitt (3.1) beschrieben, wird die Wirbeltransportgleichung in folgender Form
betrachtet:

k

kmam

2n
dw(k) =ik x F[u x w] — k*f(k) — v < ) w(k) — vk 2w (k). (A1)
Sie wird als Anfangswertproblem auf dem Gebiet [0, 27?]2 mit periodischen Randbe-
dingungen und unter der Bedingung V - u = 0 gelost. Die Tatsache, dass es sich bei
der Wirbelstéarke in zwei Dimensionen um ein (Pseudo-)Skalar (w = w - e,) handelt,
verringert den Rechenaufwand deutlich.

Die Berechnung der rechten Seite der Gleichung wird mafigeblich dadurch erleichtert,
dass Ortsableitungen im Fourierraum zu bloften Multiplikationen mit der imaginéren
Einheit mal der Wellenzahl k werden.

Einer genaueren Erklirung bedarf der nichtlineare Term F [u x w]:

Die Geschwindigkeit u erhélt man durch Bildung der Rotation von w = V xu und unter
Beriicksichtigung der Inkompressibilitdtsbedingung V-u =0 :

uk) = {_lzc_l; x w(k) falls k? #0

0 falls k2 =0
Dies setzt man nun in den nichtlinearen Term ein:
-1 ik —1
F|F |- xwk) | xF " [wk)]| .

Da Produkte durch Fouriertransformation in Faltungen tibergehen wird die Nichtlinea-
ritdt u X w im Ortsraum berechnet. Obwohl dies zwei zusétzliche Riicktransformationen
erfordert ist diese Methode, genannt Pseudospektralverfahren (siehe auch [Fri09]), deut-
lich effizienter, weil der Rechenaufwand einer Fouriertransformation mit Hilfe des hier
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verwendeten Fast-Fourier-Transform (FFT) - Algorithmus! mit O(N2?1In N?) skaliert,
eine Faltung im Fourierraum hingegen mit O(N2N?).

Dealiasing

Da der Ortsraum durch ein diskretes Gitter, bzw. der Fourierraum durch einen endlichen
Raum angenéhert wird, kénnen sogenannte Aliasing-Fehler auftreten. Diese entstehen
dadurch, dass bei der Berechnung der Nichtlinearitdt Wellenzahlen erzeugt werden, die
grofer als die maximal darstellbare Wellenzahl kyq, = N/2 (siehe Abschnitt (3.1))
sind. Zur Vermeidung dieses Effekts wird geméf der 2/3-Regel von Orszag [Boy0l]
das obere Drittel aller Moden (|k| > %kmam ) gleich Null gesetzt. Dies wird einmal
vor Berechnung der Nichtlinearitdt und einmal danach durchgefiihrt. Damit wird die
maximal zur Verfiigung stehende Wellenzahl k., = N/3. Leicht verstandlich erklért
wird die Problematik des Aliasing sowie die 2/3-Regel von Orszag z.B. in [Hiis10].

Zeitliche Integration

Die zeitliche Integration von Gleichung (3.1) geschieht mit Hilfe eines Runge-Kutta-
Verfahrens vierter Ordnung (siehe z.B. [DR06|). Um numerische Stabilitdt zu gewéahr-
leisten, wird der Zeitschritt At unter Beriicksichtigung der Courant-Friedrichs-Lewy
Bedingung (fiir Genaueres siehe z.B. [Wil07]) festgelegt. Diese Bedingung stellt sicher,
dass Information sich pro Zeitschritt nicht mehr als eine Gitterzelle weiter bewegt. Sie
lautet folgendermafsen:

2
AtaLdv W N’
max
2
v
Ataify N2
At = X-min{Atua, Atairr}

mit A < 1.

Atgg, muls fiir jeden Iterationsschritt neu berechnet werden.

A.2. Berechnung des Enstrophie- und Energieflusses

Zunéchst soll ein Ausdruck fiir den Enstrophiefluss hergeleitet werden, wie er auch in
[FB09| verwendet wird. Dazu geht man von der Wirbeltransportgleichung im Fourier-
raum aus.

dwy = [V x (0 x w)], — vk?wy + ik x fi.

Multiplikation mit wy; ergibt

1
§3t]wk\2 = Wi [V x (u x W)y — vE?|wi|> + K*upfy.

!Genauer gesagt wurde hier die freie Softwarebibliothek FFTW (www.fftw.org) verwendet.
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Der letzte Summand folgt aus der Divergenzireiheit der Kraft fy und wy = (—ik) x uj.

Integration tiber den Raumwinkel Q fithrt zur Enstrophiebilanzgleichung (2.17) mit

Tz (k)= /de,’; [V x (uxw), .

Daraus lésst sich nach (2.18) der Enstrophiefluss berechnen.

Auf &hnliche Weise berechnet man einen Ausdruck fir 7'(k) ([Kam09|). Man erhalt:

mit P(k)a=a— 1—%‘ k. Dabei projiziert der Operator P (k) ein Vektorfeld auf seinen

T(k) = /dQ up P (k) (u X w),

divergenzfreien Anteil. Aus T'(k) wird nach Gleichung (2.14) der Energiefluss berechnet.

A.3. Simulationsparameter

In den durchgefiithrten Simulationen wurden folgende Parameter verwendet:

‘ Parameter ‘ Bedeutung ‘
N Anzahl der Stiitzpunkte in eine Raumrichtung
Lpos Lange des Grundgebietes entlang einer Achse
Ax Gitterabstand
m Ordnung der Hyporeibung
v Vorfaktor der Hyporeibung
n Ordnung der Hyperviskositit
v Viskositét
ko zentrale Wellenzahl des Deltatreibers
ky Bandbreite des Deltatreibers
Fy Amplitude der Kraft
At Zeitschritt
Nag Anzahl der Iterationsschritte in der Simulation
Atp Abstand in dem die Felder herausgeschrieben werden
‘ Name ‘N‘LBOJC‘Ax‘m"y‘n‘y‘ko‘kb‘Fo‘ At ‘NAt‘AtF‘
sim1024 1 [ 10242 | 27 [0.006 | 1 | 50 [ 8 | 500 | 10 | 2 | 25000 | 0.0005 | 2 x 10° | 1000
sim512 1 | 5122 2r 1 0.012 | 1 | 5.0 | 8| 2000 | 10 | 2 500 0.001 | 2 x 10° | 1000
sim256 1 | 256° 2r 1 0.024 | 1 | 5.0 | 8 | 2000 | 10 | 2 400 0.001 | 2 x 10° | 1000
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B. Beigelegte CD

Folgendes befindet sich auf der beigelegten CD:

e Video (sim1024 1.avi) zur Visualisierung des Vortizitétsfeldes einschlieflich Ein-
schwingvorgang und stationdrem Zustand

e Quellcode der Simulation (Befindet sich im Verzeichnis /turbulenz)

e Quellcode des Tools mit dem fast alle Auswertungen gemacht wurden (Befindet
sich im Verzeichnis /auswertung)
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