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Motivation und Aufbau der Arbeit

Eine bedarfsdeckende, zuverlassige Energieversorgung stellt die Grundlage fiir wirt-
schaftliche Produktivitit und die Gewéhrleistung unseres Lebensstandards dar. Ener-
gieerzeugung und -verteilung betreffend beginnt eine Phase des Umdenkens und der
Veranderung.

Die Griinde hierfiir sind in erster Linie 6kologischer und klimatologischer Natur. Dass
die Emission von sogenannten Treibhausgasen — allen voran Kohlenstoffdioxid und
Methan — zu einem globalen Temperaturanstieg fiithrt, kann mittlerweile als wissen-
schaftlicher Konsens bezeichnet werden. Um den anthropogenen Klimawandel mit
seinen zum Teil drastischen Konsequenzen zu beschréinken, muss vor allem die Ver-
brennung fossiler Energietriager und damit der Einsatz konventioneller Kohle-, Erdol-
und Erdgas-Kraftwerke weltweit reduziert werden. Die zweite Form konventioneller
Energieerzeugung, die Kernenergie, ist — zumindest auf nationaler Ebene — zum Aus-
laufmodell geworden. Schon seit Jahrzehnten hauptséchlich aufgrund der ungewissen
Endlagerung radioaktiven Materials kritisiert, hat durch das Ungliick im japanischen
Fukushima die Skepsis in den sicheren Betrieb deutscher Reaktoren iiberhandgenom-
men. Der 2011 von einer konservativ-liberalen Koalition beschlossene , Ausstieg vom
Ausstieg”, welcher die schrittweise Abschaltung aller deutschen Kernkraftwerke bein-
haltet, driickt den Mangel gesellschaftlicher Zustimmung zur Nuklearenergie aus.
Dariiber hinaus sind die Ressourcen Kohle, Erdél und Erdgas sowie Uran endlich, was
ihre Gewinnung langfristig riskanter und kostspieliger machen wird. Zudem kann ihr
Erwerb mit unliebsamen politischen Abhéngigkeiten verkniipft sein.

Zwar gibt es beim Energieverbrauch und beim Ausstof klimaschédlicher Gase im All-
gemeinen noch Einsparpotenzial, doch kommt man vor dem Hintergrund einer wach-
senden Weltbevilkerung, welche nach Wohlstand und wirtschaftlicher Produktivitét
strebt oder zumindest ihren Status quo erhalten mochte, nicht umhin, auf alternative
Formen der Energieerzeugung umzustellen. Diese sogenannten Erneuerbaren Ener-
gien (EE) sind Wind-, Wasser,- Solar- und Bioenergie sowie Geothermie. IThr Anteil
am deutschen Endenergieverbrauch hat in den letzten Jahren wesentlich zugenommen
und lag 2010 bei 10,9% (vgl. Abb. 0.1). Bis zum Jahr 2020 soll der Anteil der Erneu-
erbaren Energien am Endenergieverbrauch (bzw. Stromverbrauch) nach Zielvorgabe
der jetzigen Bundesregierung auf 18% (>35%) gestiegen sein, im Jahre 2050 sogar auf
60% (>80%)|BDM11|. Abb. 0.2 zeigt die Anteile der oben genannten Erzeugungsfor-
men an der insgesamt durch Erneuerbare Energien gewonnenen Strommenge fiir das
Jahr 2010. Eine Vorrangstellung nimmt hierzulande die Windenergie ein (36,5%). Hier
ist zu erwarten, dass die Kapazitéiten, vor allem an den Kiisten und auf hoher See (off-
shore), weiter gen Maximalauslastung ausgebaut werden. Auf die Windenergie folgen
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die Wasserkraft (19,9%), biologisch-organische Brennstoffe (13,1%) und Photovoltaik-
Anlagen (11,3%).

Entwicklung der Anteile der erneuerbaren Energien am End- und Primdrenergieverbrauch in
Deutschland seit 1998

10
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Abbildung 0.1.: Entwicklung der Anteile der Erneuerbaren Energien am End- und Primér-
energieverbrauch'in der BRD [BDM11].
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Abbildung 0.2.: Anteile der Erzeugungsformen an der insgesamt durch EE produzierten
Strommenge im Jahr 2010 (BRD)[BDM11].

Die Entwicklung hin zu regenerativen Energieformen erfordert eine Modernisie-
rung und Umgestaltung des Stromnetzes. Zum einen wird die bestehende zentrale
Energieerzeugung zunehmend dezentral, sprich: statt weniger, grofter Kraftwerke kon-
ventioneller Art werden viele kleine und mittelgrofe, verbrauchernah produzierende

!Primérenergie: Energie, die zu Beginn eines Umwandlungsprozesses von einem natiirlichen Energie-
trager zur Verfligung gestellt wird; Endenergie: Energie, die schluffendlich beim Endverbraucher
ankommt (Transport- und Umwandlungsverluste exklusive).
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Einheiten in das Netz integriert. Zum anderen erfordern zum Beispiel leistungstarke
Offshore-Windparks oder multinationale Unternehmungen wie das anvisierte Desertec-
Grofsprojekt belastbare Stromleitungen, welche grofse Leistungsmengen iiber weite
Strecken zu den Verbrauchern transportieren. Desweiteren bergen die zur Stromer-
zeugung praferierten Formen Wind- und Solarenergie einen Nachteil: Thre Erzeugung
richtet sich nach duferen Umstdnden (Wetter, Tages- und Jahreszeit), kann nur be-
grenzt prognostiziert und nicht dem momentanen Bedarf angepasst werden. Den auf
verschiedenen Zeitskalen stattfindenden Fluktuationen kann man mit folgenden Maf-
nahmen begegnen: Erhohung und Innovation von Speicherkapazitéten, intelligentes
Management von Verbrauch und Verteilung — Stichwort: Smart Grid — sowie einer den
neuen Erfordernissen angepassten Netztopologie.

Die Frage nach der Stabilitdt und dem Design elektrischer Energieversorgungsnetze
ist somit aktuell und von hohem umweltpolitischem, wirtschaftlichem und sozialem
Interesse.

Zu Beginn der vorliegenden Arbeit stand die Frage, wie elektrische Energieversor-
gungsnetze und insbesondere deren Stabilitdt im Rahmen der Theoretischen Nichtli-
nearen Physik behandelt werden kénnen. Der Aufbau spiegelt die Annédherung an das
Thema chronologisch wieder:

Da elektrische Energieversorgungsnetze sich durch — zumeist komplexe — Graphen
darstellen lassen, wird in Kapitel 1 eine Einfithrung in die Graphentheorie und das
Forschungsfeld komplexer Netzwerke gegeben.

Die Stabilitdt von Stromnetzen ist eng verkniipft mit dem Phénomen Synchronisa-
tion. In Kapitel 2 wird der Begriff zunéchst definiert und das Konzept erldutert. Im
Anschluss daran wird das in diesem Zusammenhang prominente Kuramoto-Modell,
welches die Dynamik einer Population gekoppelter Oszillatoren beschreibt und einen
Phaseniibergang von einem inkohérenten in partiell synchronisierte Zustéande bein-
haltet, vorgestellt. Die analytischen Ergebnisse werden anhand eigener numerischer
Simulationen veranschaulicht.

Das Kapitel 3 beschéftigt sich zuerst mit der Struktur von elektrischen Energieversor-
gungsnetzen: Zum einen geht es um den Aufbau realer Stromnetze, zum anderen um
deren Eigenschaften unter netzwerktheoretischen Gesichtspunkten. Im Anschluss wird
der Begriff der Stromnetzstabilitdt definiert, erlautert und in Rotorwinkel-, Spannungs-
und Frequenzstabilitat kategorisiert.

In Kapitel 4 wird das Modell eines Netzwerks von Synchronmaschinen entwickelt.
Es zeigt sich, dass die dynamischen Gleichungen fiir die Rotordynamik einer solchen
Maschine, die Swing-Gleichungen, eine Erweiterung von Kuramotos Modell darstel-
len. Zwar findet sich in einigen Publikationen zum Kuramoto-Modell der beildufige
Verweis auf die Anwendung auf elektrische Energieversorgungsnetze, doch hat dieser
Zusammenhang sowohl seitens der Nichtlinearen Dynamik als auch der Elektrischen
Energietechnik ungeachtet der Aktualitit des Themas bislang iiberraschend wenig
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Beachtung gefunden.? Die Swing-Gleichungen werden in einem niichsten Schritt um
Gleichungen fiir die Spannungsdynamik ergénzt. Das daraus resultierende Modell be-
riicksichtigt die Kopplung zwischen Rotorwinkel- und Spannungstabilitét.

In Kapitel 5 wird ein iiberdampftes Zwei-Maschinen-System hinsichtlich stationérer
Zusténde und der Reaktion auf Stérungen untersucht — zuerst fiir den Spezialfall kon-
stanter Spannungen, dann unter Beriicksichtigung der Spannungsdynamik.

Die Arbeit schliefst in Kapitel 6 mit einer Zusammenfassung und Diskussion der Er-
gebnisse — auch im Hinblick auf die Simulation groferer Netze. Dartiber hinaus werden
weitere Ankniipfungspunkte fiir die Behandlung des Themas im Rahmen der Nichtli-
nearen Physik aufgezeigt.

2Zu den Ausnahmen hiervon siehe Kapitel 6.
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1. Eine kurze Einfiihrung in Graphen und
Netzwerke

Die mathematische Grundlage fiir die Behandlung von Netzwerken ist die Graphen-
theorie, welche 1736 von Leonhard Euler im Zuge seiner systematischen Losung des
Konigsberger Briickenproblems (siche Abb. 1.1) initiiert wurde. Auch zu Beginn dieses
Kapitels steht deshalb eine kurze Einfiihrung in die Graphentheorie, welche keinesfalls
Anspruch auf Vollstéandigkeit erhebt, sondern die wichtigsten Grundbegriffe sowie sol-
che, die fiir die weitere Arbeit relevant sind, vorstellen mochte.!

Abbildung 1.1.: Das Konigsberger Briickenproblem. Rechts: Gibt es einen Rundweg, der
jede der sieben Pregel-Briicken genau einmal iiberquert? Euler erkannte die Fragestellung als
eine topologische und adressierte sie an einen Graphen mit vier Knoten (Ufern) und sieben
Kanten (Briicken) (links)2. Seine Antwort lautete: nein. Allgemeiner: Ein solcher Rundweg,
auch Euler’scher Kreis? genannt, existiert genau dann, wenn jeder Knoten mit einer geraden
Anzahl von Kanten verbunden ist. ([Tit03], hier findet sich auch der Beweis.)

Im Anschluss wird ein Einblick in die Erforschung komplexer Netzwerke gegeben,
welche Mitte der Fiinfzigerjahre des vorigen Jahrhunderts ihren Anfang nahm. Viele

!Basierend auf [Tit03, AB02].

2Quelle der in der Abb. 1.1 verarbeiteten historischen Karte Konigsbergs: www.preussen-chronik.de

3Def. Euler’scher Kreis: geschlossene Kantenfolge in einem Graphen G, die jede Kante des Graphen
genau einmal durchlduft. (Knoten diirfen dabei mehrmals passiert werden.)



1. Eine kurze Einfithrung in Graphen und Netzwerke

Modelle und Resultate aus diesem Themenkomplex sind noch recht jung.

Die Analyse komplexer Netzwerke wird heute multidisziplindr betrieben. Motivation
hierfiir ist die Préasenz netzwerkartiger Strukturen in vielen Bereichen in Natur, Tech-
nik und Gesellschaft. Beispiele aus der Biologie sind neuronale, 6kologische oder Stoft-
wechselnetzwerke. Ebenso kann man den Prozess der Proteinfaltung im Kontext von
Netzwerken verstehen. Soziologen und Okonomen interessieren sich fiir Netzwerke von
Bekanntschaften oder Kooperationen. Im Bereich Transport und Versorgung finden
sich beispielsweise Strafsen-, Flugverkehrs-, Fluss- und elektrische Energieversorgungs-
netze. Uberdies seien die zwei bedeutendsten Kommunikationsnetzwerke erwihnt: das
Internet (Netz von Routern) und das World Wide Web (durch Links verbundene Web-
Seiten).

1.1. Graphentheorie

1.1.1. Grundbegriffe, Klassifikation, Graphentypen

Ein Netzwerk wird durch einen Graphen G(V, E) reprisentiert, welcher iiber die Kno-
tenmenge V und die Menge F der Verbindungen zwischen diesen Knoten, den soge-
nannten Kanten oder Ecken, festgelegt ist. Die Anzahl der Knoten gibt die Ordnung,
die der Kanten die Grifle des Graphen an.

Existiert zwischen zwei Knoten u,v € V eine Kante e = (u,v), so heifen v und v
adjazent. Die beiden Endknoten v und v der Kante e werden inzident zu e genannt.
Fallen Anfangs- und Endknoten einer Kante zusammen, ist also e = (u,u), so spricht
man von einer Schlinge. Sind zwei Knoten durch mehrere Kanten miteinander verbun-
den, so heifsen diese parallel. Graphen, welche weder Schlingen noch parallele Kanten
aufweisen, werden schlicht genannt.

e
e
u \%
€ f

Abbildung 1.2.: Von links nach rechts: Kante e(u,v) vebindet Knoten u und v; Schlinge
e(u, u); parallele Kanten e(u,v) und f(u,v).

Ein Graph G'(V', E’) heikt Untergraph von G(V, E), wenn V' C V und E’ C E ist.

Falls zwischen jedem beliebigen Paar von Knoten ein Weg — das heifst eine Kantenfol-
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ge?, in welcher jeder Knoten héchstens einmal vorkommt - existiert, heift der Graph
zusammenhdngend. Ein maximaler zusammenhangender Untergraph wird als Kompo-
nente bezeichnet (siehe Abb.1.3).

Der Grad eines Knotens gibt an, zu wie vielen Kanten dieser inzident ist, wobei Schlin-
gen doppelt gezdhlt werden. Ein Knoten vom Grad null heifst isoliert. Dem Knotengrad
kommt bei der statistischen Beschreibung von Netzwerken eine tragende Rolle zu.

Ein Graph, in welchem zwischen jedem Knotenpaar eine Kante existiert, heift voll-
stdndig (Abb.1.4). Die Anzahl der Kanten im (schlichten) vollstdndigen Graphen der
Ordnung n betrigt

n(n —1)

m = — 5 (1.1)

Hat jeder Knoten des Graphen den gleichen Grad r, liegt ein r-reguldrer Graph vor.

i d °
Abbildung 1.3.: Nicht zusammenhén- Abbildung 1~4?= V(.)llsténdige Graphen
gender Graph bestehend aus drei Kompo- der Ordnungen eins bis fiinf.

nenten, davon ein isolierter Knoten. Die
grofste Komponente ist 2-regulér.

Bis jetzt war die Rede von ungerichteten Graphen. In einem gerichteten Graphen
wird jeder gerichteten Kante (Bogen) ein geordnetes Paar von Anfangs- und Endkno-
ten zugeteilt. Man denke zum Beispiel an ein Flussnetzwerk oder das World Wide Web.
Dariiber hinaus kann man jede Kante mit einer reellen oder komplexen Zahl behaften
und so einen gewichteten Graphen erstellen. Hierdurch kénnen etwa Transportnetzwer-
ke mit maximalen Kapazitaten versehen werden. Bei dem in Kapitel 4 aufzustellenden
Modell eines elektrischen Netzes bildet ebenfalls ein gewichteter Graph die Grundlage:
Jeder Ecke ist eine Impedanz bzw. Admittanz zugeordnet.

2Folge V1, €1, V2, €2, V3, ..., Vk—1, €k—1, Uk , WObel e; inzident zu v; und v;41 ist.
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Abbildung 1.5.: Gewichteter und gerichteter
Graph. Jeder Bogen ist mit einer reellen Zahl
behaftet.

Zwei spezielle Typen von Graphen, welche sich auch als Untergraphen in komplexen
Netzwerken wiederfinden, sind in Abb. 1.6 aufgefiihrt. Ein Kreis ist ein Weg, dessen
Start- und Endknoten identisch sind, ein Baum ein zusammenhéngender Graph, der
keine Kreise enthélt.

(a) (b) (c)

Abbildung 1.6.: (a) Weg der Ordnung vier; (b) Kreis der Ordnung sechs; (c¢) ein Baum der
Ordnung sieben.

Zwei Graphen G = (V, F) und H = (W, F) werden isomorph genannt, wenn es eine
bijektive Abbildung ¢ : V' — W gibt, unter der die Anzahl der Kanten zwischen zwei
Knoten v und w fiir alle v,w € V gleich der Anzahl der Kanten zwischen ¢(v) und
¢(w) ist. Mit anderen Worten: Es wird lediglich eine Umnummerierung vorgenommen.
Isomorphe Graphen stimmen in ihren strukturellen Eigenschaften iiberein. Zu den
Grofen, welche sich unter der Abbildung nicht &ndern, den sogenannten Graphen-
invarianten, zéhlen offensichtlich: minimaler und maximaler Grad, Zusammenhang,
Anzahl der Komponenten.

1.1.2. Abstandsmafie in Graphen

Mithilfe der folgenden Definitionen lassen sich die topologischen Abstinde in einem
Graphen G(E, V) der Ordnung n quantifizieren.

e Der Abstand d(u,v) zwischen zwei Knoten u und v gibt die Anzahl der Knoten
des kiirzesten Weges zwischen u und v an. Existiert kein Weg zwischen » und v,
so wird d(u,v) = oo gesetzt. Auferdem gilt: d(v,v) = 0.
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e Das Maximum aller Abstande eines Knoten v zu den anderen Knoten

e(v) = max(d(w, v)) (1.2)

heiflt Ezzentrizitat des Knotens v.

e Der Radius des Graphen entspricht dem Minimum der Exzentrizitdten

r(G) = min(e(w)) (1.3)

und der Durchmesser dem maximalem Abstand zweier Knoten

d(G) = max (d(u,v)) = max(e(v)). (1.4)

e Ein weiteres, in der Analyse komplexer Netzwerke wichtiges Maf ist die charak-
teristische oder mittlere Wegldinge

1
L(G) = 2D > d(u,v). (1.5)

Yu#v

Dabei ermittelt man zunéchst die mittleren Abstdnde eines jeden Knotens u zu
den jeweils (n-1) anderen Knoten und berechnet dann den Mittelwert dieser
Grofen iiber alle n Knoten.

1.1.3. Graphen und Matrizen

Die Beschreibung von Graphen mithilfe von Matrizen ermoglicht neben der Handhab-
barkeit bei Speicherung und Verarbeitung die Anwendung von Methoden der Linearen
Algebra.

Wir gehen von einem Graphen G(V, E) der Ordnung n und der Grofe m aus. Die
Adjazenzmatriz A(G) des Graphen ist diejenige n x n-Matrix, deren Komponente a;;
die Anzahl der Kanten zwischen den Knoten ¢ und j angibt (siehe Abb. 1.7). Anhand
dieser Definition ist offensichtlich, dass die Adjazenzmatrix eines ungerichteten Gra-
phen symmetrisch ist und im Falle eines schlichten, ungewichteten Graphen lediglich
Nullen und Einsen enthalten kann. Der Grad eines Knoten lésst sich direkt aus der
zugehorigen Zeile bzw. Spalte berechnen:

n

Grad(k) =) ajp =Y ap;. (1.6)
=1

J=1

Die Inzidenzmatriz B(G) ist eine nxm -Matrix, deren Koeffizienten wie folgt festgelegt
sind:
(1.7)

~J 1 falls Knoten i und Kante j inzident sind,
“ 10 sonst.
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Abbildung 1.7.: Zweierlei Reprisentation eines Graphen: Zeichnung und Adjazenzmatrix.

Die Gradmatriz D(G) ist eine n x n-Diagonalmatrix, welche die Knotengrade
dn‘ = Grad(i) (1.8)

angibt.
Die Eintriage der Abstandsmatriz M(G) entsprechen den Absténden der Knoten:

mij = d(i, j) - (1.9)
Adjazenz-, Inzidenz- und Gradmatrix erfiillen den Zusammenhang
BB =A+D. (1.10)

Eine fiir die Beschreibung elektrischer Netzwerke und damit fiir die vorliegende Arbeit
relevante Matrix ist die Laplacesche Matrix, welche sich aus der Differenz von Grad-
und Adjazenzmatrix ergibt:

L(G) = D(G) — A(G). (1.11)

Sie wird als sogenannte Knoten-Admittanzmatrix die Vektoren der Knotenstréme und
-spannungen in den Knoten-Netzwerkgleichungen verkniipfen (siehe Kap.4.1.1).



1.2. Komplexe Netzwerke

1.2. Komplexe Netzwerke

Komplexe Netzwerke sind — zu erinnern ist an die zu Beginn des Kapitels aufgefiihrten
Beispiele — Graphen von hoher Ordung bzw. Gréfse. Damit konnen die in Kapitel 1.1
vorgestellten Begriffe und Definitionen auf sie angewandt werden.? Zugleich erfordert
die hohe Anzahl an Knoten und Kanten jedoch zusétzliche Instrumente und Herange-
hensweisen, auch statistische, und bringt neue Phénomene mit sich. Hieriiber soll nun
ein kurzer Uberblick gegeben werden.?

1.2.1. Die Gradverteilungsfunktion: homogene und heterogene Netze

Ein grundlegendes Instrument zur Beschreibung von Netzwerken stellt die Verteilung
der Knotengrade P(k) dar. Sie gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein zufillig
ausgewahlter Knoten den Grad k besitzt.

Abbildung 1.8.: Homogenes (a) und heterogenes (b) Netzwerk mit zugehorigen Gradvertei-
lungsfunktionen (beziiglich (b) in doppelt logarithmischer Darstellung).

Anhand dieser Verteilung kénnen Netzwerke zwei Grundtypen zugeordnet werden:
homogenen und heterogenen Netzwerken. Beide sind in Abb. 1.8 illustriert. In einem
homogenen Netzwerk haben fast alle Knoten anndhernd denselben Grad nahe des Mit-
telwertes (k). Die zugehorige Verteilung kann z. B. Gaukscher oder Poissonscher Art
sein.

3An dieser Stelle sollte erwihnt werden, dass in der angelsichsischen Literatur iiber komplexe Netz-
werke die Unterscheidung der graphentheoretischen Termini order und size nicht immer strikt ist.
So wird die Knotenzahl teilweise mit size bezeichnet. Des Weiteren werden Kanten bzw. Ecken
(edges) in diesem Kontext oft Verbindungen (links) genannt. Letzterem schlieft sich diese Arbeit
an.

“Dieser basiert auf [AB02, BS03, BBV08, CV07].
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Im Gegensatz hierzu besitzen in einem heterogenen Netzwerk einige wenige, sogenann-
te zentrale Knotenpunkte sehr viele Verbindungen zu anderen Knoten, wiahrend die
Mehrheit der Knoten nur einen kleinen Grad aufweist. Diesen skalenfreien oder ska-

leninvarianten Netzwerken entsprechen Verteilungsfunktionen, welche Potenzgesetzen
gehorchen: P(k) ~ k™7.

1.2.2. Phinomene in komplexen Netzwerken:
Kleine-Welt-Eigenschaft und Clusterbildung

Beim Kleine- Welt-Phdanomen und der Clusterbildung handelt es sich um zwei Erschei-
nungen, welche in komplexen Netzwerken beobachtet werden und zu deren Klassifika-
tion beitragen kénnen.

Die Kleine-Welt-Eigenschaft

Der Begriff ,Kleine Welt* (bzw. ,,.Small-World“) wurde 1968 vom Soziologen Stanley
Milgram gepragt, als er untersuchte, wie groft der mittlere Abstand der Bekanntschaft
zwischen zwei beliebigen Einwohnern der USA ist. Das iiberraschende, weil im Ver-
gleich zur Grofe des Netzwerkes aller US-Biirger geringe Ergebnis lautete: L ~ 6 (,six
degrees of separation®).

Mathematisch formuliert spricht man vom Kleine-Welt-Charakter, wenn die mittle-
re Weglange zwischen zwei Knoten logarithmisch oder langsamer mit der Grofe des
Netzwerkes skaliert. Viele komplexe Netzwerke, nicht nur soziologische, besitzen die
Kleine-Welt-Eigenschaft.

Clusterbildung

Auch der Begriff der Clusterbildung wurde zunéchst im Kontext soziologischer Netz-
werke eingefiihrt und beschreibt die Tendenz zur Ausbildung von vollsténdigen Unter-
graphen, sogenannten Cliquen. Der Clusterbildungs-Koeffizient eines Knoten 4 lautet

28i
ki(k; — 1)

In Worten: Es handelt sich um den Quotienten von den e; zwischen den k; Nachbarn
von Knoten ¢ tatsachlich existierenden Verbindungen und der Zahl der moglichen
Verbindungen. Der Clusterbildungs-Koeffizient gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an,
dass zwei Nachbarn von ¢ ebenfalls adjazent sind.
Um das gesamte Netzwerk beziiglich Clusterbildung einzuordnen, berechnet man den
Mittelwert tiber die Koeffizienten aller n Knoten:

Ci = (1.12)

1 n
_ 1 1.1
C=- ;lec (1.13)
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1.2.3. Drei grundlegende Netzwerktypen

Bei der Modellierung komplexer Netzwerke gibt es drei Grundtypen, welche im Fol-
genden kurz vorgestellt werden sollen.

1.2.3.1. Das Erdé&s-Rényi-Zufalls-Modell

Die Erforschung von Netzwerken beliebiger Grofse nahm in den Fiinfzigerjahren des
vorigen Jahrhunderts ihren Anfang. Pionierarbeit leisteten hierbei die ungarischen
Mathematiker Paul Erdgs und Alfred Rényi mit der Entwicklung des nach ihnen be-
nannten ER-Zufalls-Netzwerks.

Dieses besteht aus N Knoten und n von insgesamt w

Damit ergeben sich
(N(N — 1)/2) (1.14)

moglichen Verbindungen.

n

Realisierungsmoglichkeiten, von denen jede mit derselben Wahrscheinlichkeit gewich-
tet ist.

Eine alternative Definition lautet, dass jede mogliche Verbindung mit einer Wahr-
scheinlichkeit p vorhanden ist, wobei die {iber mehrere Netzwerkrealisierungen gemit-
telte Zahl an Verbindungen durch

(n) = — 5 P (1.15)

gegeben ist.

Die Theorie von Zufalls-Netzwerken beschéftigt sich zu grofen Teilen mit den zu Netz-
werken der Ordnung N — oo gehorigen Wahrscheinlichkeitsrdaumen. Dabei durchlau-
fen die Netzwerke einen Evolutionsprozess, in welchem man bei N isolierten Knoten
beginnend immer neue Verbindungen einfiigt, die Verbindungswahrscheinlichkeit p al-
so sukzessiv erhoht wird. Die Frage dabei lautet, bei welcher Wahrscheinlichkeit p eine
bestimmte Eigenschaft @), wie z. B. Zusammenhang oder eine spezielle Art von Un-
tergraph, auftritt. Das erstaunliche Ergebnis ist, dass der Ubergang zwischen ’Q ist
sehr unwahrscheinlich’ (d. h. fast kein Graph besitzt @) und ’Q ist sehr wahrschein-
lich’ (fast jeder Graph besitzt @) sehr schnell vonstatten geht. Fiir eine ausfiihrlichere
Schilderung dieses Themenkomplexes sei auf [AB02| verwiesen.
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[ ) [ ]
[ ) [ )
[ ) L)
°
p=0 p=0,1 p=0,25

Abbildung 1.9.: Zufalls-Netzwerk der Ordnung N=10 fiir verschiedene Verbindungswahr-
scheinlichkeiten p. Oder: Evolutionsstadien eines Zufalls-Netzes, welche mit zunehmenden
Wahrscheinlichkeiten p korrespondieren.

Wie sieht nun die Verteilungsfunktion eines Zufallsnetzwerks aus? Die Wahrschein-
lichkeit, dass der Knoten ¢ den Grad k; = k besitzt, lautet

Pk = ) = <N ; 1)p’fu NI, (1.16)

Der erste Faktor gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, k& Verbindungen zu den (N-1)
anderen Knoten auszuwahlen, der zweite und dritte jeweils die Wahrscheinlichkeit,
dass k Verbindungen vorhanden und die restlichen (N — 1 — k) abwesend sind. Im
Limes N — oo ergibt sich eine Poissonsche Verteilungsfunktion

P(k) = <IZ>!ke—<’f> . (1.17)

Der Clusterbildungs-Koeffizient ist identisch mit der Verbindungswahrscheinlichkeit p:
Crr=p. (1.18)
Die mittlere Weglénge skaliert wie der Logarithmus der Knotenanzahl N:

In N

Lgg ~ (k) (1.19)

das ER-Netzwerk weist also die Kleine-Welt-Eigenschaft auf.

10



1.2. Komplexe Netzwerke

1.2.3.2. Das Watts-Strogatz-Modell

Dieses Modell wurde 1998 von Duncan J. Watts und Steven H. Strogatz entwickelt
und sollte in erster Linie als Reprasentant sozialer Netzwerke dienen. Ziel war es,
die Koexistenz von hohem Clusterbildungs-Koeffizienten und Kleine-Welt-Phdnomen,
wie sie vor allem in sozialen Netzen vorzufinden ist, zu simulieren. Die Kleine-Welt-
Eigenschaft tritt auch in ER-Netzwerken auf. Allerdings zeigen die zu modellierenden
realen Netze im Vergleich zu kiinstlich erzeugten Zufallsnetzen grofere Clusterbil-
dungskoeffizienten, welche zudem weitestgehend unabhéngig von der Ordnung N zu
sein scheinen. Letzteres erinnert an regelméfige Gitter, in denen der Clusterbildungs-
Koeffizient nur von der Koordinationszahl abhéngt.

Diese Voriiberlegungen motivieren den zugrundeliegenden Algorithmus (zur Veran-
schaulichung siehe Abb. 1.10):

e Man starte mit einem Ringgitter, bei dem jeder Knoten mit seinen K néchsten
Nachbarn verbunden ist. Die Bedingung N > K > In(N) > 1 gewéhrleistet,
dass das Netzwerk spérlich, aber zusammenhéngend ist. Zu Beginn liegt also ein
sehr geordneter Zustand mit hohem Clusterbildungs-Koeffizienten, aber grofier
mittlerer Weglédnge vor.

e Nun wird jede Verbindung mit der Wahrscheinlichkeit p neu gezogen. Durch
diese Prozedur werden langreichweitige Verbindungen in das System eingefiihrt,
welche die mittlere Weglénge verringern.

p=0
Ordnung Small-World Zufall

Abbildung 1.10.: Watts-Strogatz-Algorithmus: Fiir p = 0 reguldres Ringgitter. Mit zuneh-
mender Neuverbindungs-Wahrscheinlichkeit p Ubergang iiber ein Kleine-Welt- in ein Zufalls-
Netzwerk.

Abb. 1.11 zeigt, wie Clusterbildungs-Koeffizient und mittlere Weglénge von der Neu-
verbindungs-Wahrscheinlichkeit p abhéngen. Die mittlere Wegldnge L nimmt mit zu-
nehmender Neuverbindungs-Wahrscheinlichkeit p und dem Einbau langreichweitiger

11
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Verbindungen rasch ab (man beachte die logarithmische Skalierung der p-Achse!),
wahrend der Clusterbildungskoeffizient C' noch nahezu konstant bleibt. Es gibt also
ein p-Intervall, in dem ein hoher Clusterbildungskoeffizient mit einer relativ geringen
mittleren Weglidnge einhergeht. In diesem Bereich simuliert das WS-Modell soziale
Netzwerke mit Clustern von Familien, Nachbarschaften, Freundeskreisen, Arbeitsgrup-
pen u. &., welche durch langreichweitige Bekanntschaften miteinander verkniipft sein
kénnen.

1@ O o & 0 o T ' T 5
Ad ° e o ]
osl ° Clp)/ CO) © i
L L ] -

[ o
0.6 | -
[ . ]
0.4k . o _
L] i
el HP/LO) . 1
L 4
¢ . . . i' ]
0 1 1 1 Fil]
0.0001 0.001 0.0 01 1

P

Abbildung 1.11.: Charakteristische Weglénge L und Clusterbildungskoeffizient C' in Abhén-
gigkeit der Neuverbindungs-Wahrscheinlichkeit p im WS-Modell. Beide Grofien normalisiert
durch ihre Werte L(0) und C(0) fiir das regulidre Gitter [AB02].

1.2.3.3. Das Barabasi-Albert-Modell

Die meisten realen Netzwerke besitzen Verteilungsfunktionen P(k), welche Potenz-
gesetzen gehorchen. Das Paradebeispiel hierfiir ist das World Wide Web. Ein Modell
fiir die Erzeugung derartiger Netze wurde 1999 von Albert-Laszl6 Barabési und Réka
Albert entwickelt. Im Gegensatz zu den beiden vorherigen Netzwerkmodellen liegt der
Fokus bei der Konstruktion beim BA-Modell auf der Dynamik des Netzwerkes. Man
geht davon aus, dass sich bei korrekter Erfassung der wiahrend der Netzwerkevolution
ablaufenden Prozesse die erwartete Topologie ergeben muss.

Der Algorithmus fufst auf zwei Basismechanismen: Wachstum und prdferentieller Bin-
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dung. Ersteres beriicksichtigt, dass es sich bei den betrachteten realen Netzen um
offene Systeme handelt, denen fortlaufend neue Knoten hinzugefiigt werden. Praferen-
tielle Bindung bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der sich ein neu zugefiigter
Knoten an einen bereits vorhandenen Knoten kniipft, von dessen Grad abhéngt — und
zwar so, dass Knoten mit hoherem Grad bevorzugt werden (,rich-get-richer”). Bezogen
auf das Beispiel des World Wide Web heiftt das: Eine neue Webseite wird mit hoherer
Wahrscheinlichkeit mit einer stark verlinkten bereits bestehenden Seite verlinkt, da
diese leichter zu finden ist und einen héheren Bekanntheitsgrad aufweist.

Der Algorithmus lautet wie folgt:

Man beginne mit einem System von mg Knoten und fiige in jedem Schritt einen wei-
teren Knoten hinzu, welcher mit m < mg der bereits vorhandenen Knoten verbunden
werde. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dies mit einem Knoten ¢ geschieht, hingt
via

k;
Zj k;

I(k;) = (1.20)
mit dessen Grad k; zusammen.

Nach t Zeitschritten liegt dann ein Netzwerk mit N = mg + t Knoten und mt neuen
Verbindungen vor. Numerische Simulationen fiihren auf eine Verteilungsfunktion

P(k) ~ kB4

mit yga=3 unabhéngig vom einzigen Modell-Parameter m.

Es bleibt zu bemerken, dass Wachstum und préferentielle Bindung essentielle Mecha-
nismen fiir die Entwicklung eines solchen skaleninvarianten Netzwerks sind. Blendet
man jeweils eins der beiden aus, misslingt die Reproduktion.

Als Einblick in die analytische Behandlung des BA-Netzwerkes sei die Kontinuums-
theorie von Barabasi, Albert und Jeong skizziert.

Die Anderung des i-ten Knotengrades (jetzt eine kontinuierliche, reelle Variable) mit
der Zeit t geniigt der Gleichung

%’? = mIl(k;) = mNji (1.21)
> kj
j=1

Die Summe beriicksichtigt alle vorhandenen Verbindungen, ausgenommen die neu ein-
gefligten:

N-1
kj =2mt —m. (1.22)
j=1
Dies fiithrt auf % L
P2 1.2
ot 2t ( 3)

13
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Mit der Anfangsbedingung k;(¢;) = m — jeder Knoten ist bei seiner Einfligung mit m
Verbindungen ausgestattet — erhélt man

t\" 1
ki(t)=m | — mit g==. (1.24)
t; 2
Damit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Knoten einen Grad k;(t) kleiner als k
besitzt: )
Bt
Plki(t) <k) =P (ti > ml> . (1.25)
kB

Da die Knoten in aquidistanten Zeitintervallen eingefiigt werden, ist die zugehorige
Verteilungsfunktion konstant:

1
P(t;) = . 1.26
(t) = (1.26)
Hiermit folgt
1 1
Bt Bt
P<ti>ml>:1—1m. (1.27)
k? k? (t 4+ mo)
Partielles Ableiten nach k liefert die Verteilung
1
Bt
B(mo + )kt
Im Limes t — oo ergibt sich
1 1
P(k) ~2mPk™  mit = GH1=3, (1.29)

also ein stationdrer skalenfreier Zustand, welcher nicht von der Netzwerkordnung
N = mg + t abhingig ist. Dieses Ergebnis steht in Einklang mit den oben erwahnten
numerischen Simulationen.

Zu den Eigenschaften von BA-Netzwerken:

Die mittlere Weglénge eines BA-Netzwerks ist aufgrund seiner Topologie deutlich ge-
ringer als in einem vergleichbaren Zufalls-Netz. Die zentralen Knotenpunkte ermégli-
chen kleine Abstédnde und machen das Netz diesbeziiglich effizienter.

Betrachtet man den Clusterbildungs-Koeffizienten von BA-Netzwerken verschiedener
Ordnungen N mit (k) = 4, so fallt dieser mit N gemafs

Cpa ~ N71 (1.30)

und damit langsamer als

Crr = (k)N (1.31)
ab. Dabei ist Cga bei kleiner Netzwerkordnung N etwa fiinfmal so hoch wie Cgg fiir
ein vergleichbares Zufalls-Netzwerk.
Das BA-Netzwerk unterscheidet sich von Zufalls-Netzen ferner dadurch, dass seine
Evolutionsmechanismen zu Korrelationen der Knotengrade fiihren.
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1.2.4. Robustheit und Fehlertoleranz

Wie verhalten sich Netzwerke, wenn man Knoten oder Verbindungen eliminiert, vor
allem in Bezug auf mittlere Wegldnge und Zusammenhang? Zunéchst lasst sich fest-
halten, dass die Eliminierung von Knoten im Allgemeinen grofere Konsequenzen fiir
das Netzwerk hat als das Entfernen von Verbindungen, da mit diesen alle zu ihnen
inzidenten Kanten ebenfalls verschwinden (siche Abb. 1.12).

—

% Sw 2 o Abbildung 1.12.: Auswirkung der Ent-
fernung von Knoten und Verbindungen.
Oben: Eliminierung der zwei grau mar-
kierten Knoten fiihrt zum Zerfall des Gra-
— phen in drei Komponenten. Unten: Elimi-
nierung der grauen Verbindungen spaltet
° ° einen Knoten ab.

Reale Netzwerke erweisen sich hdufig als unerwartet robust gegeniiber dem Entfer-

nen von Knoten oder Verbindungen. So fallen im Internet beispielsweise regelméfig
etwa 0,3% der Router aus, aber sogar der Defekt von 60% der Router wiirde noch
keinen signifikanten Anstieg in der mittleren Weglénge nach sich ziehen. Ein &hnliches
Verhalten zeigen viele natiirliche Netzwerke wie zum Beispiel zelluldre, in denen Fehler
in Form von Mutationen oder Proteinmissfaltung auftreten. Jeong et al. zeigten hier,
dass die Eliminierung von 8% der beteiligten Substrate die mittlere Wegldnge nicht
nennenswert beeinflusst.
Bei den bisher genannten Ergebnissen wurde allerdings von einem zufdlligen Entfer-
nen von Knoten ausgegangen. Im Fall intentionalen Vorgehens, sprich: dem gezielten
Entfernen von Knoten hohen Grades mit der Absicht, moglichst grofen Schaden an-
zurichten, zeigt sich ein anderes Bild. Die mittlere Wegldnge im Internet steigt beim
intentionalen Entfernen von Routern sofort stark an, bis es bei etwa 3% zum Zusam-
menbruch des Systems kommt. In den von Jeong untersuchten Zellnetzwerken kommt
es bei intentionaler Entfernung von 8 % der Knoten zu einem Anstieg in der mittleren
Weglénge um etwa das Fiinffache.[AB02]

Die Robustheit von Netzwerken liegt nicht nur in der Redundanz, also der Existenz
alternativer Verbindungen, sondern vor allem in topologischen Eigenschaften der Netz-
werke begriindet. Abb. 1.13 stellt das Verhalten von Zufalls- und skalenfreien Netz-
werken unter zufélliger und intentionaler Knotenentfernung gegeniiber.

Betrachtet man zunéchst die zuféllige Entfernung von Knoten im Zufalls-Netzwerk,
so folgt die Abnahme der Knotenzahl S mit zunehmendem Anteil f der eliminier-
ten Knoten zunéchst der Diagonalen, da lediglich die beseitigten Knoten fehlen, bis
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schliefslich ganze Teile von der Hauptkomponente abgespalten werden. Ab einem kri-
tischen Wert f. $0.7 zerfillt das Netz komplett in kleine Komponenten. Durch das
Entfernen von Knoten nimmt die mittlere Wegldnge im groften Cluster zunéchst zu,
bis sie mit dem Zerfall des Netzwerkes stark abfillt. Bei intentionalem Entfernen von
Knoten ist der kritische Wert f. Z0.2 viel geringer. Dies ist zu erwarten, da gezielt
Knoten von hoherem Grad beseitigt werden, was den Prozess des Netzwerkzerfalls
beschleunigt.

Scale-free

0.8
| 0.6
1 os L
] 0.2

0.0 — .
.0 00 02 04 06 08 1.0

60 T T T

. (d)

. . 40 + :

0 0 :
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

f

Abbildung 1.13.: Verhalten von Zufalls- und skalenfreien Netzwerken (ER- und BA-Netz
jeweils mit N=10000, (k) = 4) unter zufélliger (Quadrate) und intentionaler (Kreise) Kno-
tenentfernung. Die Knotenzahl S und die mittlere Wegldnge [ sind gegen den Anteil f der
eliminierten Knoten aufgetragen. Beide Grofen sind auf ihre Anfangswerte normiert. Zerféllt
das Netz, geben S und ! die Werte der grofiten Komponente an [AB02].

Die qualitativen Unterschiede im Verhalten von Zufalls- und skalenfreien Netzwer-
ken verwundern nicht, wenn man sich die topologischen Verschiedenheiten ins Ge-
déchtnis ruft. Wahrend das skalenfreie Netzwerk eine hohere Robustheit gegeniiber
zufilliger Knotenentfernung aufweist (f. <0.8), zeigt es sich wesentlich anfélliger be-
ziiglich intentionaler Knotenentfernung (f. $0.2). Der Grund hierfiir ist, dass bei
zufélliger Auswahl fast ausschliefslich Knoten niedrigen Grades getroffen werden, wo-
hingegen bei gezielter Auswahl der zentralen Knotenpunkte das Netzwerk schneller
auseinanderbricht als das vergleichbare Zufalls-Netzwerk. Betrachtet man die mittlere
freie Weglénge, so sieht man, dass diese bei zufalliger Auswahl lange nahezu unbeein-
flusst bleibt und bei intentionaler Wahl der Knoten die Form eines Peaks besitzt, das
Netzwerk also rasch zerfallt.
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2. Synchronisation und das
Kuramoto-Modell

2.1. Synchronization: Definition und Begriffsklarung

Ein fiir den stabilen Betrieb von elektrischen Energieversorgungsnetzwerken relevantes
Phénomen ist das der Synchronisation. Synchronisation tritt in verschiedenen Kon-
texten auf. Die erste schriftliche Aufzeichnung tiber eine entsprechende Beobachtung
liegt in Form eines Briefes aus dem Jahre 1665 vor, den der niederldndische Astronom,
Mathematiker und Physiker Christiaan Huygens an seinen Vater adressierte. In die-
sem berichtet er von der schleichenden Synchronisation zweier Pendeluhren, welche an
demselben Holzbalken befestigt waren, und nennt diesen ,wundervollen Effekt” eine
ympathie der Uhren®.

Die Liste an Beispielen von Synchronisationsvorgéingen ist lang und vielfaltig. Sie
reicht von der allgemein zuginglichen Erfahrung eines sich auf einen gemeinsamen
Rhythmus einklatschenden Publikums iiber physikalisch-technische Fragestellungen
wie etwa gekoppelte Josephson-Kontakte! und die Stabilitét von elektrischen Energie-
versorgungsnetzen bis hin zu biologischen und medizinischen Sachgebieten, in denen es
um die Synchronisation von Herzmuskeln oder neuronalen Impulsen im Gehirn geht.
Und um zuletzt noch ein besonders dsthetisches Beispiel zu nennen: das synchrone
Aufblinken eines Schwarms Glithwiirmchen bei Nacht. Im Anblick dieser Vielfalt an
Anwendunggebieten verwundert es nicht, dass Synchronisationsvorgénge in vielen na-
turwissenschaftlichen Disziplinen, vor allem auch in der Theoretischen Nichtlinearen
Dynamik, auf Interesse gestofsen sind.

In diesem Kapitel werden das Phanomen Synchronisation sowie weitere in diesem
Kontext auftretende Begriffe definiert und erldutert. Im Anschluss hieran wird das
Kuramoto-Modell (KM), welches das Phasenverhalten eines Ensembles gekoppelter
Oszillatoren wiedergibt, vorgestellt und die ersten, den Mean-Field-Fall betreffenden
Analyseschritte des Namensgebers prasentiert. Mittels eigener Simulationsergebnisse
fiir den Fall endlicher Oszillatorenzahlen wird das Verhalten eines solchen Systems
demonstriert.?

! Josephson-Kontakt: elektrisches Bauteil, in welchem zwei Supraleiterschichten durch eine wenige
Nanometer dicke Barriere aus nicht-supraleitendem Material getrennt sind

*Kapitel 2.1 fasst die entsprechenden Ausfiihrungen aus [PRK03] zusammen, Kapitel 2.2 basiert auf
[PRKO03, Str00, ABPV*105].
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Zunéchst soll der Begriff Synchronisation (aus dem Griechischen: xpdvos (Zeit), oov
(zusammen, gemeinsam)), welcher aus dem allgemeinen Sprachgebrauch bekannt und
in seinem Grundzug verstandlich ist, wissenschaftlich prézisiert werden:

Unter Synchronisation versteht man die Angleichung der Rhythmen oszillierender Ob-
jekte aufgrund ihrer schwachen Wechselwirkung.

Diese Definition bedarf einer Erlauterung der auftretenden Termini:

Die oszillierenden Objekte sind hier sogenannte selbsterregte oder selbstoszillierende
Oszillatoren. Isoliert man einen derartigen Oszillator, schwingt er in seinem eigenen,
natiirlichen Rhythmus weiter. Dieser kann aufrechterhalten werden, da der Oszilla-
tor iiber eine interne Energiequelle verfiigt, welche Dissipationsverluste ausgleicht. Es
liegt somit ein autonomes, nichtlineares System vor. Eine weitere, wesentliche Eigen-
schaft des selbsterregten Oszillators ist die Existenz eines Grenzzyklus, dessen Form
nur durch interne Parameter des Systems bestimmt wird. Stort man die Bewegung des
Oszillators, so kehrt er hiernach wieder zu seiner urspriinglichen Oszillation, sprich:
auf den Grenzzyklus, zuriick. In anderen Worten: Der Grenzzyklus wirkt als Attraktor
des Systems. Die Amplitude ist dabei stabil, sie findet sich nach einer Stérung wieder
bei ihrem eigentlichen Wert ein. Die Phase hingegen ist frei, das heifst eine Stérung der
Phase bleibt zeitlich konstant bestehen (sieche Abb.2.1). Der Wert der Phase kann also
selbst durch eine schwache Beeinflussung verschoben werden, was eine entscheidende
Voraussetzung fiir Synchronisierbarkeit darstellt.

(a) (b)

(O

v

Abbildung 2.1.: Links: Ein selbserregter Oszillator (Phase ®(t), Amplitude A) bewegt sich
auf seinem (hier speziell: kreisférmigen) Grenzzyklus. Dieser wirkt auf benachbarte Trajekto-
rien (gepunktet) anziehend. Rechts: Im mitrotierenden Koodinatensystem bleibt der Oszilla-
torpunkt in Ruhe. Nach einer Stérung in Phase und Amplitude (1) kehrt der Oszillator wieder
auf den Grenzzyklus zuriick (2), wobei die Storung der Phase bestehen bleibt.
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2.1. Synchronization: Definition und Begriftskldrung

Das Konzept lésst sich auf angetriebene Rotatoren iibertragen. Diese sind zwar per
definitionem keine selbsterregten Oszillatoren, haben aber d&hnliche Eigenschaften. Ins-
besondere besitzt der konstant getriebene Rotator einen Grenzzyklus. Damit sind auch
die Rotatoren in Synchrongeneratoren und -motoren eingeschlossen, welche mechani-
sche Energie in elektrische umwandeln et vice versa. Diese bilden die Knoten in dem
fiir die vorliegende Arbeit verwendeten Netzwerkmodell (sieche Kap.4).

Der Rhythmus der Oszillation wird durch die Frequenz f, der Kehrwert der Perioden-
dauer T', bzw. die Kreisfrequenz

w=2f=— (2.1)

wiedergegeben.

Eine Angleichung der Rhythmen bedeutet, dass zwei (oder mehrere) urspriinglich mit
verschiedenen Frequenzen schwingende Oszillatoren sich unter dem Einfluss der Wech-
selwirkung auf eine gemeinsame Frequenz einstellen (frequency entrainment/locking).
Ob es hierzu kommt, hingt von der Kopplungsstirke sowie von der Differenz der
Frequenzen der ungekoppelten Oszillatoren Af = f; — fa, der sogenannten Frequenz-
verstimmunyg, ab. Liegt Letztere in einem bestimmte Intervall [— fo; fo], verschwindet
die Frequenzdifferenz der gekoppelten Oszillatoren (siche Abb.2.2).

AF A

/ > Abbildung 2.2.: Frequenzdifferenz der

Af gekoppelten Oszillatoren AF = F} — F5 in
Abhéngigkeit der Frequenzverstimmung
der ungekoppelten Oszillatoren Af = f; —
f2. Die Synchronisierungsregion ist grau
unterlegt.

Haben sich die Oszillatoren auf eine gemeinsame Frequenz eingestellt, impliziert
das eine feste Phasenbeziehung (phase locking). Anders ausgedriickt: Die Oszillatoren
bewegen sich phasenstarr mit einer konstanten Phasenverschiebung. Diese Phasendif-
ferenz kann nur bei identischen Oszillatoren mit gleichen natiirlichen Frequenzen ver-
schwinden. Man unterscheidet zwischen In-Phase-Synchronisation, bei der die Phasen
nah beieinander liegen, und Anti-Phase-Synchronisation, wie Huygens sie bei seinen
Pendeluhren beobachtet hat. War das eine Pendel am rechten Umkehrpunkt, so be-
fand sich das zweite, abgesehen von einer kleinen Phasenverschiebung, am linken.
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

Was ist unter der schwachen Wechselwirkung der beteiligten Oszillatoren zu verstehen?
Bereits Huygens hat seine Beobachtung der synchronisierenden Pendeluhren richtig in-
terpretiert, indem er das Phanomen auf eine Kopplung der Uhren mittels des nicht
vollkommen starren Holzbalkens zuriickfiihrte. Eine Messung oder Quantifizierung die-
ser Kopplung ist nur schwer moglich. Gleiches gilt fiir viele der eingangs aufgezahlten
Beispiele fiir Synchronisierungsprozesse und deren mannigfaltige Kopplungsmechanis-
men. Das Attribut schwach ist recht vage, kann aber wie folgt eingegrenzt werden:
Die Wechselwirkung soll einerseits gentigend stark sein, sodass die Oszillatoren einan-
der registrieren und beeinflussen, aber sie soll andererseits die Bewegungen nicht zu
sehr einschranken und die einzelnen Oszillatoren ihres individuellen Verhaltens nicht
komplett berauben. Ein Extrembeispiel fiir Letzteres wéiren zwei Pendeluhren, deren
Pendel iiber eine starre Stange verbunden sind.

Synchronisation setzt also ein zerlegbares System individueller, selbsterregter Oszilla-
toren voraus. Damit grenzt sie sich von anderen Phianomenen, die Rhythmusiiberein-
stimmung beinhalten, wie z. B. Resonanz, ab. Es bleibt zu betonen, dass Synchroni-
sation hier als ein dynamischer Prozess verstanden wird, nicht als der Zustand einer
synchronen Bewegung.

Synchronisationsprozesse konnen in Bezug auf die Anzahl der beteiligten Oszillatoren
und die Art der Wechselwirkungen differenziert werden. Die Kopplung kann sowohl
wechselseitig sein wie bei Huygens’ fast identischen Pendeluhren, als auch unidirektio-
nal im Falle einer Synchronisation durch eine dufsere Kraft. Die Anzahl der Oszillatoren
ist, wie die aufgefiihrten Beispiele offenbaren, nicht auf zwei beschrinkt, sondern kann
jede natiirliche Zahl N annehmen. Dabei ist die Kopplung der einzelnen Elemente
abhéngig vom Sachverhalt. So nimmt man etwa beim Gliihwiirmchenschwarm eine
globale Jeder-mit-jedem-Kopplung an, indem man davon ausgeht, dass jedes Insekt
die Lichtsignale aller anderen sieht und auf sie reagiert. Im Gegensatz hierzu kénnen
die Ostzillatoren auch in Gittern oder anderen Strukturen angeordnet sein, welche eine
Wechselwirkung nur mit bestimmten anderen, oft den néchsten Nachbarn, erlauben.
Das hier vorgestellte Konzept von Synchronisation umfasst auferdem nicht nur Os-
zillatoren mit rein sinusférmiger Schwingung, sondern auch Oszillatoren komplexer,
sogar chaotischer Natur sowie Relaxationsoszillatoren.
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2.2. Das Kuramoto-Modell

2.2. Das Kuramoto-Modell

Die ersten Schritte hin zu einer mathematischen Beschreibung des Phédnomens Syn-
chronisation sind Ende der Fiinfziger- bzw. in den Sechzigerjahren des vorigen Jahr-
hunderts von Norbert Wiener und Arthur Winfree gemacht worden. Wahrend sich
Wieners auf Fourier-Integralen basierender Ansatz als Sackgasse herausstellte, gelang
es Winfree, unter der Annahme einer Gruppe nahezu identischer, an den kollektiven
Rhythmus der Gesamtpopulation gekoppelten Grenzzyklus-Oszillatoren mit den Glei-
chungen?

N
bi=wi+ | > X(6;)] 2(6:), i=1,.,N, (2.2)
j=1

ein Modell aufzustellen, welches eine wesentliche Eigenschaft aufweist: Beginnt man
mit einer im Vergleich zur Kopplungsstérke groffen Streuung in den natiirlichen Fre-
quenzen der Oszillatoren, so bewegen sich diese inkohérent jeweils mit ihren eigenen
natiirlichen Frequenzen. Wird die Streuung sukzessive reduziert, kann man bei einem
bestimmten Schwellwert beobachten, wie eine Gruppe von Ostzillatoren synchronisiert.
Diese Entdeckung motivierte den japanischen Physiker Yoshiki Kuramoto dazu, sich
der weiteren Erforschung der kollektiven Synchronisation zu widmen. Er fiihrte Win-
frees Uberlegungen weiter, indem er zunichst fiir die Langzeit-Phasendynamik N
schwach gekoppelter, nahezu identischer Oszillatoren die universelle Form

N
éi:wi‘l—zrij(ej —0;) (i=1,.,N) (2:3)
j=1

angab (I';;: Wechselwirkungsfunktion).
Im néchsten Schritt ging er von einer rein sinusférmigen Interaktion zwischen den
Oszillatoren aus:

N
by =wi+ > Kiysin(0;—0;)  (i=1,..,N). (2.4)
j=1

Dabei geben die Koeffizienten der Kopplungsmatrix K;; an, ob und wie stark der
i-te und j-te Oszillator miteinander in Wechselwirkung stehen. Betrachtet man die
Oszillatorpopulation als Netzwerk, in welchem die Oszillatoren die Knoten und die
Kopplungen die Ecken darstellen, so entspricht die Kopplungsmatrix einer gewich-
teten Adjazenzmatrix und gibt als solche die Topologie des Netzwerkes wieder. Die
natiirlichen Frequenzen w; entsprechen den Frequenzen, mit denen sich die Oszillato-
ren im ungekoppelten Zustand (K;;=0 Vi, j) bewegen wiirden.

30;, wi: Phase und natiirliche Frequenz des i-ten Oszillators,
X (0;): phasenabhingiger Einfluss, den jeder Oszillator j auf die anderen ausiibt,
Z(0;): Sensitivitdtsfunktion.
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

Kuramoto wandte sich zuerst dem Mean-Field-Fall zu.* Er konnte hier einen Phasen-
iibergang von einem inkohérenten in (partiell) synchronisierte Zusténde nachweisen.
Seine Analyse soll im Folgenden nachvollzogen werden.

2.2.1. Der Mean-Field-Fall

In diesem Fall wird von einer gleichgewichteten Jeder-mit-jedem-Kopplung K;; = %

und einer unendlich grofen Oszillatorpopulation ausgegangen. In Analogie zur Statis-
tischen Mechanik kann man hier auch von einem Ensemble von Ostzillatoren sprechen.
Der Faktor % in der Kopplung gewéhrleistet N-unabhingige Resultate im thermo-
dynamischen Limes N — oo, in dem es bei N-unabhéngiger Kopplung zu unendlich
grofsen, auf die Oszillatoren wirkenden Kréften kime.

Die natiirlichen Oszillatorfrequenzen w; sind geméf einer unimodalen und um ih-
ren Mittelwert © symmetrischen Wahrscheinlichkeitsdichte g(w) verteilt. Mittels der
Transformation in ein mit € rotierendes Bezugssystem entspricht, geht die Symmetrie

9(Q —w) =g(Q+w) (2.5)

in
g(w) = g(~w) (2.6)
iiber. Einsetzen von 6; = 6; + Qt, w = @ + Q und K;; = % in (2.4) fithrt auf

N
: - K : .
9i+Q—w+Q+NJ§:ISIH(9j+Qt—QZ'—Qt) (i=1,..,N). (2.7)

Die Phasengleichungen lauten somit unter Fortlassung der Tilden

Z\N

N
Z (i=1,.,N). (2.8)

Im weiteren Verlauf wird der komplexe Ordnungsparameter

1 N
= N; (2.9)

eingefiihrt. Dessen Betrag 0< r(t) <1 ist ein Maf fiir die Phasenkohérenz des Systems,
¢(t) die mittlere Phase der Oszillatoren. Der Ordnungsparameter kann als komplexes
mittleres Feld interpretiert werden, dessen Amplitude durch r gegeben ist.

“Diesem Umstand ist wohl geschuldet, dass in der Literatur der Begriff Kuramoto-Modell sowohl
fiir (2.4) als auch (2.8) verwendet wird.
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2.2. Das Kuramoto-Modell

Abbildung 2.3.: Zur Veranschaulichung des
Ordnungsparameters. Die Phasen der einzelnen
Ostzillatoren sind als Punkte auf dem Einheits-
kreis dargestellt.

Die Bedeutung des Ordnungsparameters veranschauliche man sich graphisch anhand
von Abb.2.3. Die Phasendynamik der Oszillatoren ist hier auf dem Einheitskreis in
der komplexen Ebene dargestellt. Der Ordnungsparameter gibt den Schwerpunkt der
Population an. Sind die Phasen nahezu gleichférmig auf dem Kreis, d.h. auf dem
Intervall [0,27), verteilt, so liegt der Schwerpunkt in der Niahe des Kreismittelpunktes
und r =~ 0. Dies entspricht einem inkohérenten Zustand. Bewegen sich die Phasen
hingegen kohérent als um die mittlere Phase lokalisierter Pulk, erhélt man r g 1.
Multipliziert man die Ordnungsparametergleichung (2.9) mit e~ und betrachtet die
Imaginarteile

N
: 1 :
rsin(g —0;) = Z; sin(6; — 6;) (2.10)
]:
so ldsst sich (2.8) zu
0; = w; + Krsin(¢ — 6;) (2.11)

umformulieren.

(2.11) macht den Mechanismus der spontanen Synchronisation einsichtig: Die Wechsel-
wirkung der Oszillatoren erfolgt tiber die Mean-Field-Grofen 7(t) und ¢(¢). Die indi-
viduellen Phasen der Oszillatoren sind in der mittleren Phase ¢ zusammengefasst und
werden jeweils von dieser angezogen. Die effektive Kopplungstirke Kr ist proportio-
nal zur Kohérenz, was zu einer positiven Riickkopplung fiithrt. Denn mit zunehmender
Kohérenz wird die effektive Kopplung erhéht, was wiederum weitere Oszillatoren dazu
veranlasst, sich der kohérenten Gruppe anzuschlieffen.
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

r
A
1
K>Kec
I (K)
Abbildung 2.4.: Zeitliche Entwick-
lung der Kohérenz r(t) fir Kopp-
lungsstiarken K ober- und unterhalb
K< K, t der kritischen Kopplung K. schema-
> tisch.

Abb. 2.4 zeigt, wie sich die Phasenkohérenz r(t) fiir verschiedene Kopplungsstérken
K zeitlich entwickelt. Liegt K unterhalb eines kritischen Wertes K., verteilen sich
die Phasen unabhingig von den Anfangsbedingungen gleichméfig iiber den gesamten
Kreis (ro = 0).

Fiir K > K. nimmt die Kohédrenz r(¢) mit der Zeit exponentiell zu, bis sie ihren Sétti-
gungswert 7o, und damit das System einen stationéren Zustand erreicht. Dieser scheint
global attraktiv und nur vom Parameter K und nicht von den Anfangsbedingungen
abhingig zu sein®.

Die Abhéngigkeit des Sattigungswertes ro, vom Kopplungsparameter K ist schema-
tisch in Abb. 2.5 dargestellt. Fir K < K. ist ro, = 0. Dieser inkohérente Zustand wird
bei K = K, instabil. Das Kohdrenzmafl im stationdren Zustand nimmt fiir X > K. mit
wachsender Kopplung zunéchst stark zu und néhert sich dann asymptotisch ro, — 1.

o A
1 e
) (partielle)
Inkoharenz Synchronisation Abbildung 2.5.: Kohirenz ro im
stationédren Zustand in Abhéngigkeit
| » der Kopplungsstéirke K schematisch.
Kc K Bifurkation bei K = K.

Betrachten wir noch einmal das Langzeitverhalten von Lésungen des KM néaher. Im
Fall stationarer Zustéinde kann r als konstant angenommen werden, wahrend die mitt-

SNumerische Simulationen legen dies nahe. Die Frage nach der Stabilitit von inkohirentem und
partiell synchronisierten Zustdnden im KM ist allerdings diffizil. Siehe Ende von Kap. 2.2.1.
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2.2. Das Kuramoto-Modell

lere Phase ¢(t) mit der konstanten Frequenz  rotiert. Der Ubergang in ein ebenfalls
mit ) rotierendes Bezugssystem ermdoglicht die Vereinfachung: ¢ =0.
(2.11) lautet dann:

0; = w; — Krsin(6;) . (2.12)
Die Oszillatorpopulation kann im stationédren Zustand in zwei Gruppen unterteilt wer-
den. Die erste Gruppe ist die der phasenstarren Oszillatoren, welche mit der mittleren
Frequenz €2 rotieren, im neuen Bezugssystem also ruhen. Aus 6;=0 folgt:

w; = Krsin(0;) . (2.13)

Obige Gleichung definiert implizit die stabilen Fixpunkte mit [07| < § (0; € (-m;7], sie-
he Abb.2.6), in denen sich die phasenstarren Oszillatoren im stationéren Zustand be-
finden. Dabei handelt es sich um diejenigen Oszillatoren, deren natiirliche Frequenzen
nahe des Mittelwertes der zugehorigen Verteilungsfunktion liegen. Genauer: Ob ein Os-
zillator phasenstarr laufen, d. h. einen Fixpunkt erreichen kann, hangt vom Verhéltnis
seiner natiirlichen Frequenz zum Produkt von Kopplungsstiarke und Phasenkohérenz
ab. Da |sinf;| < 1 ist, muss der Quotient die Ungleichung

|wil

— <1 2.14

Kr — ( )

erfiillen (siehe Abb.2.6).
T (1) T
(i)
(iii)
(iv)
)
Kr ¥ (i) p
0 & o @ L © &

[en)
[SIER
N

Abbildung 2.6.: () = w — Krsinf. Fiir w > 0: (i) w > Kr: Es existieren keine Fixpunkte;
(ii) w = Kr: Es gibt einen halb-stabilen Fixpunkt 67, = 7; (iii) w < Kr: Es gibt einen
stabilen Fixpunkt 0 < 6%, < % und einen instabilen Fixpunkt 7 < 6} < m. (Sattel-

Knoten-Bifurkation). Fiir w< 0: (iv) |w| < K7: Es gibt einen stabilen Fixpunkt —§ < 6%, <
0 und ein instabilen Fixpunkt —7 < 0% < 7; (v) w = —Kr: Es gibt einen halb-stabilen

Fixpunkt 6}, = —5; (vi) |w| > Kr: Es existieren keine Fixpunkte.
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

Die zweite Gruppe der Oszillatoren stammt aus den Auslédufern der Verteilung g(w),
so dass fiir sie gilt:

‘;r‘ >1. (2.15)

Sie driften relativ zu den phasenstarren Oszillatoren. Um zu gewéhrleisten, dass das
Kohérenzmak r bei diesen ungleichférmigen Driftbewegungen konstant bleibt, miissen
sie der stationdren Verteilung

(0, w) = ¢ mit C= ! w? — (Kr)? (2.16)

PO W) = |w — Krsin6) 2 '

geniigen.
Ein solcher Zustand, in welchem ein synchronisiertes Cluster und eine Gruppe driften-
der Oszillatoren koexistieren, heifst partiell synchronisiert.

Die weiteren Uberlegungen den stationéiren Zustand betreffend basieren auf der Selbst-
konsistenzbedingung, d.h. der angenommene konstante Wert des Ordnungsparameters
muss mit dem aus (2.9) konsistent sein.
Der Mittelwert der Population® lifit sich als Summe der Anteile von phasenstarren
und driftenden Oszillatoren formulieren:

<ei6> = <ei9>starr + <ei9>drift . (217)
WEeil das System so transformiert wurde, dass ¢=0 ist, folgt
(el) = reld =1 (2.18)

Man betrachte zunichst den Summanden der phasenstarren Oszillatoren. Die Fix-
punkte waren durch (2.13) implizit definiert. Da g(w) = ¢g(—w) gilt, weist auch die
Verteilung der phasenstarren Oszillatoren eine Symmetrie um =0 auf, und damit
vereinfacht sich der Beitrag zu
) Kr
(€ tarr = (coS B)gparr = / cos f(w) g(w)dw . (2.19)
—Kr
Dies 1afit sich mit der Variablentransformation w — 6 wie folgt umschreiben:
) w/2
(€ giarr = Kr/ cos® Og(Krsin0)df . (2.20)
—7/2

Der Beitrag der driftenden Oszillatoren

() quite = / /| o 0.9 A0 (2.21)
—Tr wW|>KT

Shier durch (..) kenntlich gemacht
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2.2. Das Kuramoto-Modell

verschwindet aufgrund der Symmetrien g(w) = g(—w) und p(6 + 7, —w) = p(0,w).
Letztendlich erhalt man

/2
r= KT/ cos® 0 g(Krsin6)de. (2.22)
—7/2
Diese Gleichung hat neben der trivialen Losung, ndmlich dem inkohérenten Zustand
mit .
=0 d O,w)=— 2.23
r=0 wd  p0w) =5, (2.23)
noch eine weitere, welche einem partiell synchronisierten Zustand entspricht und
/2
1=K cos® 0 g(Krsin 0)dd (2.24)
—m/2

erfullt.

Die kritische Kopplungstirke K, ergibt sich fiir r—07%:

. g0) [ o206 = K. g(0)" Ko— >
1= ch/ cos = K. g(0)~ & ¢ =
—7/2 2 7I'g(0)

(2.25)

Sie hangt also einzig vom Maximum ¢(0) der Verteilung der natiirlichen Frequenzen ab.

Um das Skalierungsverhalten in der Néhe der Bifurkation zu ermitteln, wird zunichst
g(Krsin®) im Integranden von (2.24) bis zur zweiten Ordnung in eine Taylorreihe
entwickelt:

g(Krsinf) = g(0) + ¢'(0)(Krsinf) + %g"(O)(KT sinf)? + ... (2.26)

Das lineare Glied verschwindet, da g(w) an der Stelle w = 0 ihr Maximum hat. Ein-
setzen in (2.24) und Auswertung des Integrals fiihrt mit K? ~ K2 und unter der
Einfiihrung von

K- K.
=%

i (2.27)

auf

16 "
_— . 2.2
TK3 g (0) (2.28)

Sind die natiirlichen Frequenzen der Oszillatorpopulation geméf einer um w=0 zen-
trierten Lorentz-Verteilung

g(w) = m (2.29)

verteilt, kann man das Integral (2.24) explizit auswerten und erhélt fiir K > K. = 27:

r=qf1- (2.30)
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

Diese ersten Analyseschritte konnte Kuramoto dank seiner physikalischen Intuition
mit verhéltnisméfig moderatem mathematischen Aufwand bewerkstelligen. Das soll-
te nicht dariiber hinwegtéuschen, dass das Modell beziiglich anderer Eigenschaften
schwer zu handhaben ist und Physiker und Mathematiker seit Jahrzehnten vor He-
rausforderungen stellt. Das betrifft zum einen die Stabilitatsanalyse. Der inkohérente
Zustand r=0, instabil fiir K > K, stellte sich fiir K < K. wider Erwarten als neutral
stabil heraus. An dieser Stelle konnte eine Briicke zur Landau-Dampfung’ geschlagen
werden. Der partiell synchronisierte Zustand scheint auf Grundlage numerischer Simu-
lationen stabil, jedoch steht der Beweis noch aus. Die andere Hauptschwierigkeit des
Modells betrifft die Unterschiede des Verhaltens zwischen unendlichen und endlichen
(wenn auch sehr grofen) Oszillatorpopulationen (Fluktuationen etc., siehe dazu Kap.
2.2.3). [Str00, Str01, SMI1|

2.2.2. Modifikationen des Modells

Das Grundmodell (2.11) kann man in vielerlei Hinsicht erweitern. [ABPVT05] gibt
einen Uberblick hieriiber und verweist auf weiterfithrende Literatur. Die wichtigsten
Modifikationen sollen hier kurz aufgelistet werden:

e Ergénzung eines Tragheitsterms :
mb; + 0; = Q; + Krsin(¢ — 6;) . (2.31)

Die Motivation fiir die Einfiihrung eines Tragheitsterms war u. a. die im Vergleich
zu den experimentellen Daten zu schnelle Synchronisation in Schwirmen von
Glithwiirmchen. Auferdem bedarf es im konventionellen KM (aus Kap. 2.2.1)
eines unendlich grofsen Kopplungsparameters, um vollstindige Synchronisation
(r=1) zu erreichen. Im Gegensatz zu dem Phaseniibergang zweiter Ordnung
lasst sich in (2.31) im 7(K)-Diagramm ein Phaseniibergang erster Ordnung mit
Hysterese beobachten (|TLO97]|, siche auch [ABS00, AS98]).

e verschiedene Kopplungsszenarien, z. B. short-range, Gitteranordnung verschie-
dener Dimension

e Beeinflussung durch externe Felder

e zeitverzogerte Kopplung:
Zeitverzogerungen treten u.a. in Systemen auf, in denen Signale mit endlicher
Geschwindigkeit weitergeleitet werden, also beispielsweise auch bei der Model-
lierung von Neuronen im Gehirn.

e von einer unimodalen Lorentz-Verteilung abweichende (z.B. multimodale und
nicht-symmetrische Verteilungen) g(w) der natiirlichen Frequenzen (siehe auch

[ABS98, Paz05])

"Dampfung von longitudinalen Druckwellen in Plasmen.
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2.2. Das Kuramoto-Modell

e Addition eines stochastischen Rauschterms (gaufs’scher oder nicht-gaufs’scher

Art) (siehe auch [BPH07, AS00, PRKO03|)

Die genannten Modifikationen treten je nach Anwendungsgebiet bzw. Interessenlage
der Forschenden kombiniert auf. Bei dem in Kapitel 4 zu entwickelnden Modell eines
Netzes von Synchrongeneratoren und -motoren handelt es sich ebenfalls um eine Er-
weiterung des KM. In den Kapiteln 4.3 und 4.4 wird dieser Zusammenhang wieder
aufgegriffen und naher erlautert.

2.2.3. Numerische Simulation endlicher Oszillatorpopulationen

Um sich mit dem Verhalten des Systems unter verschiedenen Parametereinstellungen
und den bei endlichen Populationen auftretenden Abweichungen von den Ergebnissen
des Mean-Field-Falls vertraut zu machen, wurden einige numerische Simulationen des
Modells (2.11) durchgefiihrt.

Kern dieser Simulationen ist ein Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung. Die Anfangspha-
sen 61(0),.., 05 (0) sind (wenn nicht anders angegeben) zuféllig iiber das Intervall [0,27)
verteilt (FORTRAN-Systemroutine random number) und die natiirlichen Frequen-
zen geméik einer Lorentz-Verteilung (2.29) mit v=0.5 bestimmt worden (Rejection-
Acceptance-Methode, vgl. [PTVFO07]). Im thermodynamischen Limes N — oo gilt
nach (2.25) und (2.30):

1
K.=1 ; r(K) = 1—? fir K> K.. (2.32)

Fluktuationen aufgrund endlicher Oszillatorpopulationen

Bevor die Ergebnisse vorgestellt werden, zuerst noch eine Bemerkung zu den auftre-
tenden Fluktuationen, welche durch die endliche Anzahl N der Oszillatoren bedingt
sind. Die von Kuramoto bei der Analyse der stationdren Zustdnde fiir N — oo ge-
troffene Annahme eines konstanten Kohérenzmafses r kann im endlichen Fall nicht
aufrechterhalten werden. Im ungekoppelten Fall K=0, d.h. 0; = w; Vi, fiir rational
unabhéngige Frequenzen liegt jede Trajektorie dicht auf dem N-Torus, und r kann
jeden Wert zwischen 0 und 1 annehmen. Es gilt also nicht » =0. Im partiell syn-
chronisierten Zustand gibt es fiir endliches N genau genommen drei Subpopulationen.
Neben den phasenstarren und den driftenden Oszillatoren existiert eine dritte Gruppe,
deren Mitglieder aufgrund der fluktuierenden Synchronisationsgrenze w; = Kr(t) (sie-
he (2.13)) zwischen beiden Zustédnden wechselt. Fiir sehr grofse Oszillatorpopulationen
haben die Fluktuationen des Kohérenzmafes die Ordnung O (N 7%), ausgenommen der
Nahbereich um K, in dem die Fluktuationen grofer ausfallen konnen [Str00|. Nach

Daido skalieren die Fluktuationen dort wie [(K.— K)N] 12 (fiir K — K ) bzw. wie
(K — K)"V8N—1/2 (K — K1) [ABPV105].
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

Simulationsergebnisse

Die Abb. 2.7 bis 2.11 zeigen die zeitliche Entwicklung des Kohérenzmafses r fiir ver-
schieden grofe Osrzillatorpopulationen (N=100, N=500, N=1000, N=10000 sowie
N=100000) jeweils fiir fiinf Einstellungen des Kopplungsparameters K (vgl. dazu die
schematische Darstellung fiir den Mean-Field-Fall in Abb. 2.4).

Fiir K=1.1; 1.5 und 2.5 sind die Anfangsphasen 6;(0) zuféllig iiber das Intervall [0; 27)
verteilt, das Kohdrenzmaf nimmt ausgehend von einem kleinen Wert r(0)>0 (abhéngig
von den zufillig bestimmten Anfangswerten) exponentiell zu, bis es um einen statio-
niren Wert 7o fluktuiert. Fiir K=0.5 und K=0.9 sind die Anfangsphasen 6;(0)=0 Vi
gesetzt, das Kohédrenzmaf fillt somit von r=1 ab.

Aus der Abbildung lassen sich die folgenden qualitativen Feststellungen entnehmen:
Die Fluktuationen nehmen fiir festes K mit zunehmender Populationsgréfie N ab.
Betrachtet man eine feste Anzahl N, so fluktuiert das Kohdrenzmaf in der Nahe von
K. mr—1 stéarker. In diesem Bereich braucht das System dariiber hinaus lénger, um
Too(K) zu erreichen.

. A

40
Zeit t

Abbildung 2.7.: Zeitliche Entwicklung des Kohdrenzmafes r fiir N=100 Oszillatoren und
verschiedene Kopplungsstirken (K=0.5 ; K—0.9 ; K=1.1; ; K=2.5).
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Abbildung 2.8.: Zeitliche Entwicklung des Kohdrenzmafes r fiir N=500 Oszillatoren und
verschiedene Kopplungsstirken (K=0.5 ; K—0.9 ; K=1.1; ; K=2.5).
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Abbildung 2.9.: Zeitliche Entwicklung des Kohérenzmafses r fiir N=1000 Oszillatoren und
verschiedene Kopplungsstirken (K=0.5 ; K=0.9 ; K=1.1; ; K=2.5).
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

Kohérenz r
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Abbildung 2.10.: Zeitliche Entwicklung des Kohérenzmafes r fiir N=10000 Oszillatoren und
verschiedene Kopplungsstiarken (K=0.5 ; K=0.9 ; K=1.1; ; K=2.5).
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Abbildung 2.11.: Zeitliche Entwicklung des Kohérenzmafies r fiir N=100000 Oszillatoren
und verschiedene Kopplungsstiarken (K=0.5 ; K—=0.9 ; K=1.1; ; K=2.5).
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2.2. Das Kuramoto-Modell

In Abb. 2.12 ist die Kohérenz ro, in Abhéngigkeit des Kopplungsparameters K fiir
verschieden grofse Oszillatorpopulationen N=1000, 10000 und 100000 aufgetragen. Das
System wurde fiir jeden K-Wert zunéchst solange entwickelt, bis es um 7o, fluktuierte.
Im Anschluss wurde die Simulation noch eine gewisse Zeit fortgefithrt und aus den r-
Werten dieser Zeitschritte der Mittelwert gebildet. Zum Vergleich ist der Mean-Field-
Fall geméf (2.32) mit K. yp=1 dargestellt.
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Kopplungsparameter K

Abbildung 2.12.: Kohdrenzmaf ., in Abhéngigkeit des Kopplungsparameters K fiir ver-
schiedene Oszillatorpopulationen. Mean-Field-Fall geméfs (2.32).

Anhand dieser Abbildung lafst sich zunéchst erkennen, wie sich fiir zunehmende Os-
zillatorenzahlen N der 7o (K)-Verlauf dem des Mean-Field-Falles annéhert. Dariiber
hinaus lassen sich Unterschiede zwischen Mean-Field und endlichen Oszillatorpopula-
tion ablesen. Wéhrend im Mean-Field-Fall fir K < K., r r=0 gilt, verschwindet das
Kohérenzmalk fiir endliches N — auch fiir K=0 — nicht, nimmt aber mit zunehmender
Grdofse der Population ab. Die scharfe Bifurkation bei K. yr ist mit geringer werden-
der Ostzillatorenzahl zunehmend ,yerwischt” . Die Phasenkohérenz wéchst zunéchst nur
langsam an, bis die Steigung bei einer Kopplungsstiarke K <1 rasch zunimmt und die
Datenpunkte sich an den Mean-Field-Verlauf anschmiegen. Dass die Phasenkohérenz
fiir endliches N — zumindest ab einer gewissen Kopplung — oberhalb der Mean-Field-
Kurve liegt, war zu erwarten. Wahrend sich die Phasenkohérenz im Mean-Field-Fall
asymptotisch 7—1 nihert ohne diesen Wert zu erreichen®, kommt es im endlichen Fall,

8Wie groft die Kopplung K auch immer gew#hlt wird, es gibt Oszillatoren, deren natiirliche Frequenz
zu grof ist, als dass fiir sie ein Fixpunkt nach (2.13) existiert.
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2. Synchronisation und das Kuramoto-Modell

in welchem alle natiirlichen Frequenzen in einem kompakten Intervall [Wimin; Wmax] lie-
gen, ab einer bestimmten Kopplungsstéirke zu vollstdndiger Synchronisation r=1, d. h.
die gesamte Population bewegt sich phasenstarr.”

Man beachte, dass die Daten aus Abb. 2.12 fiir jede Oszillatorenzahl N nur eine nach
der oben genannten Methode gewonnene Konfiguration von natiirlichen Frequenzen
w; (i=1,..,N) reprasentieren. Fiir kleinere Populationen héngt das 7 (K)-Verhalten
stark von den generierten natiirlichen Frequenzen ab. Zur Demonstration ist in Abb.
2.13 die roo(K)-Abhéngigkeit fiir drei verschiedene Konfigurationen der natiirlichen
Frequenzen bei fester Oszillatorenzahl N=100 dargestellt. Man erkennt, dass das Ver-
halten dieser Systeme vornehmlich in einem Bereich K €[0.6; 1.5] um Ky signifikant
voneinander abweicht. Fiir grofere Oszillatorpopulationen liegen die natiirlichen Fre-
quenzen zunehmend dichter auf dem Intervall [Omin; @max] (Wobei @Wpyin und @pyayx die
Cut-off-Frequenzen der Verteilung g(w) in der Simulation sind) und die Unterschiede
fiir verschiedene Konfigurationen werden geringer.
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Abbildung 2.13.: Kohédrenzmaf ., in Abhéngigkeit des Kopplungsparameters K fiir N=100
bei verschiedenen Konfigurationen der natiirlichen Frequenzen. Mean-Field-Fall nach (2.32).

Abb. 2.14 (a)-(c) bis veranschaulichen anhand von ;- und 6;-Diagrammen den bei
sukzessiver Erhohung der Kopplung sich vollzichenden Ubergang vom inkohérenten
Zustand in partiell synchronisierte Zustande wachsender Kohidrenz. Die Simulation
wurde fiir eine Gruppe von N=10000 Oszillatoren durchgefiihrt. Die Oszillatoren wur-

9Zur kritischen Kopplungsstirke in endlichen Populationen siehe [DB11b).
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2.2. Das Kuramoto-Modell

den nach der Grofe ihrer natiirlichen Frequenzen w; geordnet, das heifst die Oszillato-
ren, deren natiirliche Frequenzen nahe des Zentrums der Verteilung g(w) liegen, sind
um =5000 lokalisiert. Die Phasen 6; wurden in das Intervall |0,27) transformiert. Fiir
K=0, 1.05 und 1.5 sind jeweils die Phase 6; und momentane Phasengeschwindigkeit
0; des i-ten Oszillators aufgetragen. Dabei konnte sich das System wieder zunéichst
solange entwickeln, bis es um r, fluktuierte.

In Abb. 2.14 (a) ist mit K =0 ein ungekoppelter, inkoharenter Zustand dargestellt. Die
Phasen sind anndhernd gleichméfig iiber das Intervall [0,27) verteilt, die Phasenge-
schwindigkeiten entsprechen den natiirlichen Frequenzen, welche geméfs der Lorentz-
Verteilungen (2.29) mit v=0.5 zugeordnet wurden. Das Kohérenzmaf im abgebildeten
Zustand betragt r =2 0.004.

Fiir K=1.05 (Abb.2.14 (b)) erkennt man, dass sich symmetrisch um ¢=5000 ein Pulk
von etwa 3600 phasenstarren Oszillatoren (r 22 0.2737) herausgebildet hat. Deren Pha-
sen sind geméfs der Fixpunktrelation (2.13) arcussinus-formig angeordnet. Die mitt-
lere Phase ¢ ist hier und in den vorigen Simulationen im Gegensatz zu Kuramotos
Uberlegungen zum Mean-Field-Fall im mitrotierenden System nicht zeitlich konstant,
sondern bewegt sich gleichférmig. Der Grund hierfiir ist die endliche Zahl der Oszillato-
ren, deren natiirliche Frequenzen allesamt zuféllig geméaf (2.29) bestimmt wurden und
dadurch nicht symmetrisch um w=0 sind. Die Geschwindigkeit der mittleren Phase ver-
schwindet mit zunehmender Oszillatorenzahl N — und damit einer Anndherung an die
Verhéltnisse des Mean-Field-Falls — oder bei symmetrischer Konfiguration der natiirli-
chen Frequenzen, beispielsweise indem man die Halfte der natiirlichen Frequenzen mit
dem hier verwendeten Verfahren und jeweils eine zweite Frequenz mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen wahlt. Setzte man zudem die Anfangsphasen 6;(0)=0V i, anstatt sie
zuféllig iber das Intervall [0;27) zu verteilen, so ldgen die phasenstarren Oszillatoren
punktsymmetrisch um (:=5000, §=0). Im éi—Diagramm zeigt sich das entsprechende
Bild: Die Phasengeschwindigkeiten der phasenstarren Oszillatoren verschwinden im
mitrotierenden System.

Abb. 2.14 (c) ist der vorigen qualitativ dhnlich. Durch die stiarkere Kopplung K=1.5
ist das Kohérenzmafk jedoch hoher (r 220.6037) bzw. die Gruppe der synchronisierten
Oszillatoren ist mit etwa 6900 Mitgliedern grofer. Zum Vergleich sind im 6;-Diagramm
die Phasengeschwindigkeiten §; = w; des ungekoppelten Falls (a) eingezeichnet.

Da es sich bei den Abbildungen um Momentaufnahmen handelt, welche nicht {iber
mehrere Zeitschritte gemittelt wurden, sind die Phasengeschwindigkeiten der driften-
den Oszillatoren fiir K=1.05 und 1.5 mit zunehmender Kopplung mehr und mehr
,verschmiert".
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Abbildung 2.14.: Phase 6 und instantane Phasengeschwindigkeit 6 einer Population von
N=10000 Oszillatoren fiir verschiedene Kopplungsstirken K. (c) rechts, rote Linie: Phasen-
geschwindigkeiten #; = w; im ungekoppelten Fall K=0.
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3. Aufbau und Stabilitat von
Stromnetzen

3.1. Aufbau

3.1.1. Spannungsebenen und Netzstruktur

In elektrischen Energieversorgungsnetzen gibt es vier Hauptspannungsebenen: die Nie-
der-, Mittel- und Hoch- bzw. Hdchstspannungsebene. Der Leistungsfluss zwischen die-
sen Ebenen erfolgt iiber Umspannstationen (Transformatoren).

Kleine Verbraucher wie z. B. Haushalte beziehen ihren Strom aus der Niederspan-
nungsebene, groftere industrielle Abnehmer auch aus dem Mittelspannungs- und Hoch-
spannungsnetz. Konventionelle, zentrale Groftkraftwerke speisen Energie auf der Hoch-
bzw. Hochstspannungsebene ein. Mit zunehmender Dezentralisierung werden mittel-
grofte und kleine energieerzeugende Einheiten auf Nieder- und Mittelspannungsebene
integriert. Der Leistungstransfer erfolgt damit nicht mehr unidirektional von Ebenen
hoherer zu Ebenen niedrigerer Spannung, sondern auch in umgekehrter Richtung.

| Hb‘chstspannung 380 kV }—@

Hochspannung 110-220 kV

é?

Mlttelspannung 10 20 kV

Abbildung 3.1.: Span-
nungsebenen und  Leis-

@ @ @ tungstransfer in zentralen

(schwarz) und dezentrali-

9 g) ' sierten (rot) Stromnetzen.

| Niederspannung 230 V |

Die einzelnen Spannungsebenen unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Struktur. Nie-
derspannungsnetze bestehen bei geringer Lastdichte, z. B. in ldndlichen Gebieten, aus
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3. Aufbau und Stabilitat von Stromnetzen

sogenannten Strahlennetzen. Darunter versteht man eine Reihe verzweigter, aus ei-
ner gemeinsamen Netzstation gespeister Leitungen — in graphentheoretischen Worten:
Béume. Diese konnen an ihren Endknoten mit (im storungsfreien Fall: offenen) Trenn-
stellen versehen und damit zu sogenannten Ringleitungen verbunden werden. Diese
Mafinahme garantiert die Weiterversorgung der Verbraucher im Falle des Defekts ei-
ner Leitung. Bei hoherer Lastdichte im urbanen Raum wird zu vermaschten Netzen
oder Maschennetzen iibergegangen. Diese besitzen strukturell viele Maschen, mehrfa-
che Einspeisungen und auch im Normalbetrieb verbundene Trennstellen.

Das Mittelspannungsnetz setzt sich im Wesentlichen aus verzweigten Ringen (Krei-
sen), einer Zwischenform von Strahlen- und Maschennetz, zusammen.

Das Hoch- bzw. Hochstspannungsnetz verbindet hauptséchlich Grofskraftwerke mit
Umspannstationen sowie die Transportnetzwerke verschiedener Betreiber, auch iiber
Landesgrenzen hinweg. Die Netzstruktur, welche auch Maschen enthalten kann, ist da-
bei einfach gehalten. Die mehrfache Parallelschaltung von Leitungen sorgt fiir Sicher-
heit.[HDO5|

3.1.2. Zu den netzwerktheoretischen Eigenschaften

Elektrische Energieversorgungsnetzwerke setzen sich aus Generatoren, Transformato-
ren, Umspannwerken etc. (Knoten) und Leitungen (Verbindungen) zusammen.
[ABO02]| verweist auf eine Analyse des Western U.S. Grid, ein Stromnetz der Ordnung
N=4941 mit mittlerem Knotengrad (k)=2.67. Die hierfiir berechnete mittlere Weg-
linge L—18.7 liegt nur leicht iiber der eines vergleichbaren! Zufalls-Netzwerks, der
Clusterbildungs-Koeffizient C= 0.08 ist jedoch wesentlich héher. Das Stromnetz weist
eine exponentielle Gradverteilungsfunktion auf.

[HBCSB10] macht auf mangelnde Ubereinstimmung bei der Charakterisierung der
Knotengradverteilungen in vorangegangenen Publikationen aufmerksam, in denen so-
wohl exponentielle als auch Potenzgesetzen folgende Verteilungsfunktionen festgestellt
wurden — und das teilweise in identischen Netzen! Bei dem von ihnen untersuchten
US-amerikanischen Eastern-Interconnect-Netz kommen [HBCSB10| zu dem Ergebnis,
dass dessen Knotengradverteilung, abgesehen von einem breiteren Ausldufer, zufrie-
denstellend durch die exponentielle Verteilungsfunktion eines Zufalls-Netzwerks wie-
dergegeben wird. Die Verteilung weicht dagegen stark von der eines synthetischen
Netzwerks mit praferentieller Bindung ab. Zwar weist das Eastern Interconnect einen
hohen Clusterbildungs-Koeffizienten auf, doch ist dieser immer noch signifikant kleiner
als in einem Kleine-Welt-Netz.

Es zeigt sich, dass die drei Standard-Netzwerkmodelle aus Kapitel 1.2.3 zur Erfassung
elektrischer Energieversorgungsnetze nur bedingt geeignet sind. Zum einen werden in
ihnen nur die topologischen, nicht aber die geographischen Absténde beriicksichtigt,
zum anderen werden die elektrodynamischen Grundgleichungen (Kirchhoff, Ohm; vgl.
Kap. 4.1.2) aufser Acht gelassen. [HBCSB10] schlégt deswegen ein neues Netzwerkmo-

! Vergleichbar heift hier: das synthetische Zufallsnetz besitzt gleiche Ordnung und mittlere Knoten-
zahl.
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dell, den Graphen minimaler Distanz, vor, welches die Knoten per Zufall in eine plana-
re Ebene einbettet und Verbindungen zwischen diesen unter der Mafsgabe minimaler
euklidischer Distanz zieht. Dieser Modelltyp stimmt in den Eigenschaften Gradver-
teilungsfunktion, Clusterbildungs-Koeffizient und mittlere Wegléinge mit dem Eastern
Interconnect iiberein.

3.2. Definition und Klassifikation der Stabilitat von
Stromnetzen

Die folgenden Ausfithrungen fassen eine Veréffentlichung der JEEE/CIGRE Joint
Task Force on Stability Terms and Definitions* aus dem Jahr 2004 [H04] zusammen.
Mit dieser sollten verschiedene Unzuldnglichkeiten der bis zu diesem Zeitpunkt existie-
renden Definitionen und Klassifikationen behoben und die Fachsprache vereinheitlicht
werden. Der Stabilitatsbegriff wurde prazisiert und weitestgehend in Einklang mit den
aus der Mathematik bzw. der Theorie nichtlinearer Syteme bekannten Begrifflichkeiten
formuliert, die Klassifikation wurde auf alle beobachteten Instabilitdtsszenarios ausge-
dehnt und eine Briicke zu den Aspekten Zuverlassigkeit und Sicherheit geschlagen.

Ein komplexes elektrisches Netz unterliegt permanent Verénderungen, sodass man ge-
nau genommen nie von einem stationdren Zustand sprechen kann. Bei den Stérungen
kann es sich um kleine Storungen handeln, wie z.B. Fluktuationen in der Lastabnahme
oder der Einspeisung — Letzteres nimmt mit der Intergration regenerativer Energien
zu —, oder um grofie Stérungen wie Kurzschliisse, Ausfille von Generatoren, Lasten
oder Leitungen. Aus 6konomischen und praktischen Griinden werden Stromnetze nicht
stabil gegeniiber jeder beliebigen Storung, sondern nur gegeniiber mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit auftretenden Stérungen entworfen.

Stabilitatsdefinition

Die vorgeschlagene Stabilitdtsdefinition lautet (sinngeméf tibersetzt):

Unter der Stabilitdt eines Stromnetzes versteht man dessen Fihigkeit (bei gegebenem
Anfangs-Betriebszustand), nach einer physikalischen Stérung einen Gleichgewichts-
Betriebszustand wiederzuerlangen, wobet die meisten Variablen beschrinkt sind und
praktisch das gesamte System intakt bleibt.

Ein stabiles Stromnetz kehrt also nach einer Storung entweder wieder in seinen ur-
spriinglichen Betriebszustand (nur moglich, falls sich die Netztopologie nicht geédndert
hat) oder einen anderen akzeptablen Zustand zuriick. Die Stabilitét eines Netzes hingt
dabei vom Anfangs-Betriebszustand und der Art der Stérung ab. Obige Definition ist
konform mit der aus der Theorie nichtlinearer Systeme bekannten asymptotischen Sta-
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3. Aufbau und Stabilitat von Stromnetzen

bilitit. Diese beinhaltet Lyapunov-Stabilitit?> und Attraktivitiat® des Gleichgewichts-
zustands [AFHF10].

Klassifikation

Abb. 3.2 gibt einen Uberblick der verschiedenen Stabilititskategorien. Sie zeigt auch,
unter welchen Gesichtspunkten die Klassifikation erstellt wurde: zunachst die physika-
lische Natur der Instabilitdt, repéasentiert durch die zugehorige Hauptsystemvariable
(Rotorwinkel, Spannung, Frequenz), dann die Grofse der Storung sowie die Zeitspanne,
die erforderlich ist, um die Stabilitdt des Systems beurteilen zu kénnen.

Stromnetzstabilitat

Rotorwinkel- Frequenz- Spannungs-
stabilitat stabilitat stabilitat
Stabilitat Stabilitat Stabilitat
gegenlber Transienten- gegenlber gegenlber
kleinen stabilitat Kleinen groRen
Stérungen Stérungen Stoérungen

|Iangfristig | | kurzfristig |

|Iangfristig | |kurzfristig |

Abbildung 3.2.: Stabilititskategorien nach [H04].

Die einzelnen Kategorien sollen im Folgenden kurz erldutert werden:

e Rotorwinkelstabilitit
Hierunter versteht man die Féahigkeit von Synchronmaschinen, nach einer Sto-
rung weiter synchron zu operieren. Dies hangt mit der Frage zusammen, ob das
Gleichgewicht zwischen mechanischem und elektromagnetischem Drehmoment
einer jeden Synchronmaschine erhalten bzw. wiederhergestellt werden kann. Um

2Eine Losung #(t) ist Lyapunov-stabil, wenn es fiir jedes € ein d(e) gibt, sodass fiir alle Losungen
z(t) mit |z(to) — Z(to)|<d(e) fur alle t>tg gilt: |z(t) — Z(t)] < e.

3tlim |z(t) — Z(t)|=0
— 00
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diesen Sachverhalt zu verstehen, muss man die mechanische Dynamik von Syn-
chronmaschinen sowie den nichtlinearen Zusammenhang zwischen Rotorwinkel
und Energietransfer kennen. Deswegen sei an dieser Stelle auf Kapitel 4.2.1 und
4.2.2 verwiesen, welche diese Stabilitdtskategorie wieder aufgreifen. Rotorwinkel-
stabilitat wird weiter differenziert in Stabilitat gegeniiber kleinen Stérungen und
gegeniiber grofien Storungen, der sogenannten Transientenstabilitit. Die zu be-
trachtenden Zeitfenster betragen in beiden Subkategorien maximal 20 Sekunden.
Damit handelt es sich um kurzfristige Phéanomene.

e Spannungsstabilitéit

Spannungsstabilitéit bezieht sich auf die Fahigkeit eines Stromnetzes, nach einer
Storung konstante Spannungen an allen Knoten zu bewahren und ist eine Frage
der Erhaltung bzw. der Wiederherstellung eines (globalen) Gleichgewichts zwi-
schen Bedarf und Versorgung. Instabilitdten treten in Form eines progressiven
Spannungsabfalls oder -anstiegs an mehreren Knoten auf. Neben der Unterschei-
dung beziiglich der Grofe der initiierenden Stérung wird weiter nach kurz- und
langfristiger Spannungsstabilitat differenziert, da die relevanten Zeitfenster von
wenigen Sekunden bis hin zur Ordnung zehn Minuten reichen.

e Frequenzstabilitit
Ein Stromnetz weist Frequenzstabilitédt auf, wenn es nach einer Stérung eine sta-
bile Frequenz aufrechterhalten kann. Dies hingt damit zusammen, ob im System
ein Gleichgewicht zwischen Erzeugung und Bedarf erhalten bzw. wiederherge-
stellt werden kann.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Subkategorien Rotorwinkel-, Spannungs- und Fre-
quenzstabilitdt miteinander gekoppelt sind und die jeweiligen Instabilitdten in der
Praxis gemeinsam auftreten.

Stabilitat, Zuverlissigkeit, Sicherheit

Neben einem stabilen Betrieb fordert man von einem elektrischen Energienetz Zuver-
lassigkeit und Sicherheit.

Die Zuverlassigkeit eines Netzes ist eine zeitgemittelte Grofe, die angibt, ob das Sys-
tem iiber einen ldngeren Zeitraum zufriedenstellend operiert. Um sicher zu sein, muss
das System nicht nur stabil sein, sondern auch robust gegeniiber Ereignissen, wel-
che nicht als Stabilitatsproblem klassifiziert werden (z. B. Schaden am Equipment).
Aufserdem wird bei diesem Aspekt nicht nur beriicksichtigt, ob das System in einer
bestimmten Situation stabil ist, sondern auch, wie gravierend die Konsequenz einer
Instabilitdt einzuschétzen ist.
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4. Modell eines Netzes von
Synchronmaschinen

In diesem Kapitel soll das im weiteren Verlauf der Arbeit zu untersuchende Modell
vorgestellt werden. Dabei sind zuerst die drei Leitfragen zu kléren:

e Wie lésst sich ein elektrisches Netzwerk graphentheoretisch reprasentieren?
e Wie erfolgt der Leistungstransport innerhalb des Netzwerks?
e Wie ist die Dynamik der Knoten zu modellieren?

Mit der Beantwortung der ersten Frage wird sich Kapitel 4.1.1 beschéftigen, mit der
zweiten Kapitel 4.1.2. Die Netzknoten entsprechen Synchrongeneratoren und -motoren,
welche als Prototypen von energieumwandelnden Einheiten in Stromnetzen angesehen
werden kénnen. Auf deren Eigenschaften und Dynamik wird in Kapitel 4.2 eingegan-
gen.

4.1. Baustein 1: Netzwerkreprasentation und
Leistungsfluss

4.1.1. Knotenadmittanzmatrix und Netzwerkreduktion

Zuerst wird der Frage nachgegangen, wie Wirk- und Blindleistung innerhalb eines elek-
trischen Netzwerkes zwischen den Knoten transportiert werden. Die Antwort hierauf
gibt ein Teilgebiet der Energietechnik, welches als Leistungsflussanalyse oder Last-
flussberechnung bezeichnet wird. Grundlegend hierfiir ist die Knotenadmittanzmatriz,
welche die topologischen Informationen iiber das Netzwerk beinhaltet.

Die Aufstellung einer solchen Matrix soll am Beispiel eines kleinen elektrischen Schalt-
kreises nachvollzogen und danach verallgemeinert werden.! (vgl. Abb.4.1)

'In A.1 sind alle hier und im Folgenden auftretenden Wechselstromgréfen und ihre Zusammenhéinge
aufgelistet.
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4.1. Baustein 1: Netzwerkreprasentation und Leistungsfluss

Yb
@_ Ya Ye @
— 1 1
Yq ¢

! Abbildung 4.1.: Schaltplan:
Y, Generator G, Last L, Reihenad-
mittanzen Y,, Y3, Y.. Erdung

= iber Yd, Ye, Yf.

Abbildung 4.2.: Darstellung
des obigen Schaltplans als
Graph.

Der Schaltplan zeigt einen Generator G, der mit einer Last L {iber die Reihenad-
mittanzen Y, Y;, und Y, verbunden ist. Uber Yy, Y., und Yy ist das System geerdet.
Der Schaltplan wurde fiir die weitere Behandlung als Graph G aufbereitet (siche Abb.
4.2). Knoten 1 représentiert den Generator, Knoten 3 die Last. Knoten 4 ist der Erd-
knoten und Knoten 2 korrespondiert mit der Schnittstelle. Es liegt somit ein mit dem
Admittanzen Y;, ¢ = a, .., f, gewichteter Graph der Ordnung vier vor. Die zugehorige
gewichtete Adjazenzmatrix lautet:

A= (4.1)

S&ESe
<
o

Mittels der Kirchhoffschen Regel und des Ohmschen Gesetzes lassen sich die Strom-
summen I; (i=1,..,4), sprich die Summe der an einem Knoten ein- und ausflieflenden
Strome, mit den Knotenspannungen V; (i=1,..,4) in Beziehung setzen. Fiir die vier
Knoten ergeben sich folgende Gleichungen:

YoVi = Vo) + Yo (Vi = V3) +Yg(Vi = Vu) = I, (4.2)
Yo(Vo = Vi) +Ye(Va = V3) + Y (Vo = Vy) = I, (4.3)
(Vs = Vi) + Ye(Vs — Vo) + Yy(vs — Vi) = I3, (4.4)
Ya(Va—WVi) +Ye(Va— Vo) + Yy (Va—V3) = I4. (4.5)
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

Fasst man die Knotenstrome und -spannungen in Vektoren zusammen:

I Vi
I = und V = : ) (4.6)
1y Vi

kann man die obigen Knoten-Netzwerk-Gleichungen in der Kurzform

I=YG&GV (4.7)
angeben. Dabei ist
Yo+ Y+ Yy —Ya —Y —Yq
Y(G) = _% Kﬁf%+% %+;?+W _% (4.8)
—Yy =Y. =Yy Yo+ Y +Yy

die Knotenadmittanzmatriz des Graphen. Deren Diagonaleintrige Y;; sind mit der
Summe aller zum Knoten ¢ inzidenten Admittanzen identisch, sie werden auch als
Selbstadmittanzen bezeichnet. Die Nicht-Diagonalelemente Y;; heifien gegenseitige Ad-
miattanzen und sind gleich dem Negativen der zwischen Knoten ¢ und j geschalteten
Admittanz. Bei der Knotenadmittanzmatrix handelt es sich also um die Laplacesche
Matrix des zugehorigen Graphen (vgl. Kap 1.1):

Y(G) = D(G) — A(G) = L(G) . (4.9)

Die Knotenadmittanzmatrix der Beispielschaltung soll nun vereinfacht werden. All-
gemein besitzt eine n x n-Matrix von solcher Struktur héchstens den Rang (n — 1),
was eine Gleichung bzw. einen Knoten — zweckméfigerweise den Erdknoten — iiber-
fliissig macht. Aufserdem setzt man die Spannung V; am Erdknoten gleich Null, indem
dieser als Bezugspotenzial fiir die Knotenspannungen gewéahlt wird. Im Zuge dessen
verschwinden die vierte Spalte und Zeile der Matrix:

Yo +Y, +Yy ~Y, -Y,
Y(G) = ~Y, Yo +Ye+Ye ~Ye : (4.10)
=Y =Y. Y, + Y.+ Yy

Bei den verbliebenen drei Knoten handelt es sich um zwei sogenannte aktive Knoten —
Generatorknoten 1 und Lastknoten 3 —, an denen ein Strom injiziert bzw. entnommen
wird, und um den passiven Knoten 2 mit Is = 0, welcher eliminiert werden kann. Dazu
wird die Gleichung

L= =Y Vi + (Ya+ Yo+ Yo)Vo — YoV = 0 (4.11)

nach v v
2 Vi+ - Vs (4.12)

Vo =
T Y 4 Yo+ Y, N Y Y.+ YL
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4.1. Baustein 1: Netzwerkreprasentation und Leistungsfluss

umgestellt und dieser Ausdruck in die Gleichungen fiir die Knoten 1 und 3 eingesetzt.

Schlieflich erhalt man
I\ Vi
< I ) —Yred(G) ( Vs ) (413)

mit der reduzierten Admittanzmatriz

Yy YaYe
Y.ed(G) = ( Yo+ Y, +Ya ; 3;a+Yc+Ye ;QYa+Yc+Ye — Y ) ) (4.14)
Yot vy Pat Yot ¥y

Zur Verallgemeinerung gehe man von einem elektrischen Netzwerk der Ordnung M
aus, wobei N < M Knoten aktiv seien. Die zugehorigen Knoten-Netzwerkgleichungen
lauten:
L Yn - Yiu Vi
: = : : : . (4.15)
In Yvr -+ Yum Vi

Die Admittanzmatrix Y ist in einem komplexen Stromnetzwerk normalerweise spdr-
lich besetzt, da zwischen den meisten der Knoten keine Verbindung besteht und die
zugehorige Adjazenzmatrix somit hauptsichlich Nullen als Eintrage besitzt. Dariiber
hinaus ist die Admittanzmatrix symmetrisch, was sich aufgrund ihrer Identitdt mit
der Laplaceschen Matrix direkt einsehen lésst.

Das Netzwerk soll nun mittels Eliminierung der (M — N) passiven Knoten reduziert
werden. Der hierbei durchzufithrende Prozess heiffit Kron-Reduktion und wurde im vo-
rigen Beispiel bereits exemplarisch an Knoten 2 vorgestellt. Es handelte sich hierbei
eigentlich nur um eine Gaufs’sche Elimination.

Dafiir gilt allgemein:

Die Eintrége der (M-1)x(M-1)-Matrix Yyeq, welche aus der Eliminierung des passiven
Knotens k (I;=0) resultiert, lauten:

Yir Yy

Yred” =Y —
ij ) Ykk

L,j=1,...,. M -1 (i,j # k). (4.16)
Die Prozedur wird solange wiederholt, bis alle passiven Knoten aus dem Netzwerk
verschwunden sind und man bei einer N x N- Matrix, welche nur die aktiven Knoten
beriicksichtigt, angelangt ist.

Aus (4.16) folgt: Die Eliminierung des Knotens k£ hat nur Auswirkungen auf die ge-
genseitige Admittanz Y;;, wenn die Knoten ¢ und j zu k adjazent waren. Zwischen
ihnen wird gegebenenfalls eine neue Verbindung eingefiihrt, welche die Verbindung

iiber den Knoten & ersetzt. Auch die Selbstadmittanzen aller Nachbarn von k& werden
modifiziert.2[BV00, MBB08, HDO5]

2Weiteres zur Kron-Reduktion von Matrizen und ihren Auswirkungen auf die korrespondierenden
Graphen ist in A.4 aufgefiihrt.
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

4.1.2. Leistungsfluss

Der Ausgangspunkt zur Berechnung der Wirk- und Blindleistungsfliisse sind die Knoten-
Netzwerk-Gleichungen:

I Vi
=y . (4.17)
In VN
welche die komplexen Knotenspannungen
Vj = |Vjles (j=1,..,N) (4.18)
und -strome
N
L=Y;Vi+ Y YV (G=1,..N) (4.19)
k=1,j£k

verkniipfen.? Die komplexen Eintrige der Admittanzmatrix Y haben die Form
Yj, = \y}kyei@jk = G, +1Bjy, (4.20)

mit der Konduktanz G}; und der Suszeptanz B;;. Die Scheinleistung am Knoten j
betrigt

Sj = Vilj
. N .
S AR R DA A S D P B )
k=1,j#k
Daraus folgt fiir die Wirkleistung
N
Pj = Re(S)) = |ViPP[Vjilcos(O5) + D [Vikl|VillVil cos(d; — 6 — 6j1) . (4.22)
k=1,j#k
Dieser Ausdruck 1d#t sich mithilfe von
Yir = ij + iBjk = |ij‘ COS(ij) + 1|ij‘ Sin(ejk) (4.23)
und dem Additionstheorem
cos(0; — 0 — 0) = cos(d; — 0x) cos O, + sin(d; — 6y) sin Oy, (4.24)
zu
N
P =ViPGji+ > |VlIVkl[Gjk cos(8; — 6k) + Bjisin(d; — 6x)] (4.25)
k=1,j#k

3Hierbei wird nur eine Phase des gegebenenfalls mehrphasigen Wechselstroms (i. A. Drei-Phasen-
Wechselstrom, sieche Kap. 4.2.1) betrachtet.
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4.2. Baustein 2: Die Knotendynamik

umformen. Fiir die Blindleistung erhélt man analog

N
Q; =Tm(S)) = —[V;]*|Yj;|sin(0;;) + D [Vjl|Vilsin(d; — 6, — ;)  (4.26)
k=1,j#k
bzw.
N
Q;=—|Vi’Bjj+ > [Vi|lVil[Gjksin(6; — k) — Bjrcos(d; — 6)] . (4.27)
k=1,j4k

Die zwischen zwei Knoten transferierten Wirk- und Blindleistungen héngen also u. a.
von deren Phasenwinkeldifferenz ab.MBB08, And0§]

4.2. Baustein 2: Die Knotendynamik

Als Knotenelemente des Netzwerks werden Synchronmaschinen gewéhlt. Diese konnen
sowohl elektrische Leistung einspeisen (Generatorbetrieb) als auch aufnehmen (Mo-
torbetrieb).

Die mechanische Dynamik einer Synchronmaschine wird durch die Swing-Gleichung
beschrieben, deren Herleitung Gegenstand des Kapitels 4.2.2 sein wird. Vorab erfolgt
eine kurze Einfiihrung in Aufbau, Funktionsweise und Charakteristika von Synchron-
maschinen.

4.2.1. Die Synchronmaschine: Funktionsweise und Eigenschaften
Aufbau und Funktionsweise

Zunichst soll ein ein grober Uberblick iiber den Aufbau und die Funktionsweise einer
Synchronmaschine gegeben werden. Einige Apekte werden im Verlauf der Arbeit wie-
der aufgegriffen und spezifiziert werden.

Abb. 4.3 zeigt schematisch den Aufbau einen Synchrongenerators?. Ein solcher be-
steht aus zwei Hauptelementen: dem Feld und dem Anker. Aus technischen Griinden
befinden sich die Feldwindungen auf dem Rotor und die um 120° versetzten Anker-
windungen aa’, bb’ und cc’ auf dem Stator. Die Feldspule wird von einem Gleichstrom
durchflossen und erzeugt somit ein magnetisches Feld mit Nordpol N und Siidpol S.
Der Rotor wird — gegebenenfalls iiber ein zwischengeschaltetes Getriebe — von einer
Turbine angetrieben. Das rotierende Magnetfeld induziert in den Ankerwindungen eine
dreiphasige Wechselspannung, deren Frequenz — genauso wie die Frequenz des Stromes,

“Dabei handelt es sich aufgrund der Rotorform um eine Schenkelpolmaschine. Diese werden bei
niedrigen Drehzahlen, z. B. bei Wasserturbinen, eingesetzt. In dieser Arbeit werden allerdings die
h&ufiger vorkommenden Vollpolmaschinen betrachtet, welche bei héheren Drehzahlen zum Einsatz
kommen und einen zylinderférmigen Rotor besitzen. Prinzipiell ist der Aufbau und die Funkti-
onsweise gleich. Die beschreibenden Gleichungen unterscheiden sich jedoch leicht voneinander.
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

welcher bei Anlegen einer Last durch die Windungen fliefst — von der Winkelgeschwin-
digkeit des Rotors abhéngt, genauer gesagt: synchron zu ihr ist. Aus dieser Tatsache
leitet sich die Benennung einer solchen Maschine als Synchrongenerator ab.

g-Achse

Stator

Achse von

Achse von Phase a

Phaseb

Luftspalt

Rotor mit
Feldwindungen . Achse von
. Phasec

Abbildung 4.3.: Aufbau eines Synchrongenerators. Rotorfeste Achsen d (zentriert im mag-
netischen Nordpol) und q.

Die Wechselstrome in den Ankerwindungen erzeugen entsprechend ihrer rdumlichen
Anordnung ihrerseits ein rotierendes Magnetfeld. Die Frequenz dieses Feldes ist im
stationdren Zustand identisch mit der des Rotors. Stator- und Rotorfeld wechselwir-
ken miteinander. Zwischen beiden besteht eine Winkeldifferenz, aber sie haben die
Tendenz, sich gleich auszurichten. Das daraus resultierende elektromagnetische Dreh-
moment wirkt der Rotation des Rotors entgegen. Um sie aufrechtzuerhalten, muss das
mechanische Drehmoment gegenarbeiten. Soll das elektromagnetische Drehmoment
bzw. die abgegebene elektrische Leistung erhoht oder verringert werden, muss man
das mechanische Drehmoment bzw. die zugefiihrte mechanische Leistung vergrofern
oder verkleinern. Dadurch verédndert sich die Position des Rotors in Bezug auf das
rotierende Statorfeld und damit auch das elektromagnetische Drehmoment und die
abgegebene Leistung. Der Winkelabstand zwischen dem Rotor und dem Statorfeld
wird auch als interner Winkel bezeichnet.[KBLY4|

Die Ausfiihrungen fiir den Synchrongenerator kénnen auf den Synchronmotor {iber-
tragen werden, indem elektromagnetisches und mechanisches Drehmoment ihre Rollen
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4.2. Baustein 2: Die Knotendynamik

tauschen.

Rotorwinkel-Leistungs-Charakteristik

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Stabilitdt von elektrischen Energienetzen ist der
nichtlineare Zusammenhang zwischen Winkeldifferenz und (Wirk-)Leistungsabgabe.
Man betrachte ein Zwei-Maschinen-System, bestehend aus einem Generator und ei-
nem Motor, welche iiber eine Reaktanz X7 miteinander verbunden sind (Abb. 4.4(a)).
X7 setzt sich additiv aus der Generatorrektanz X, der Motorrektanz X;; und der
Leiterreaktanz X, zusammen (Abb. 4.4(b)):

X = Xe+ X1+ Xc. (4.28)

Fiir die vom Generator an den Motor abgegebene Leistung gilt:

P(0) = Ppaxsing . (4.29)

Der Winkel § besitzt drei Anteile:

0 =0+ 0L+ 0, (430)

niamlich den internen Winkel des Generators g (der Winkel, um welchen der Rotor
des Generators dessen Statorfeld vorauseilt), den internen Winkel des Motors d5s (der
Winkel, um welchen der Rotor des Motors dem Statorfeld hinterherlduft) sowie die
Winkeldifferenz 67, der Anschlussspannungen von Motor und Generator (die Winkel-
differenz, um die das Statorfeld des Generators dem des Motors vorwegléuft) (siehe
Abb. 4.4(c)). Die maximal iibertragbare Leistung héngt von den internen Spannungen
Eq und Ejp; und von der Reaktanz Xp ab:

EqENpm

me:
a X7

sind . (4.31)

Die Leistungs-Winkel-Charakteristik ist in Abb. 4.4(d). dargestellt. Fiir 6=0° wird
keine Leistung iibertragen. Bei Erhohung des Winkels nimmt die transferierte Leistung
zu und erreicht bei §=90° ihr Maximum. Im Bereich § > 90° geht eine Erhéhung des
Winkels mit einer Abnahme der {ibertragenen Energie einher.
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

(a) (b)
Xs XL Xm
YL YY1
ETl ET2
LE; Ev-L
(d)
P
A
P4

Abbildung 4.4.: Zwei-Maschinen-System: (a) Generator G und Maschine M verbunden iiber
eine Reaktanz Xp; (b) Idealisiertes Modell; (¢) Phasordiagramm der auftretenden Spannun-
gen; (d) Charakteristik der Leistungsiibertragung im P(§)-Diagramm. Der ungestrichelte Ver-
lauf markiert den Bereichen stabiler Operation. Vgl. [KBL94].

Wird der Generator durch vermehrte Zufuhr mechanischer Energie beschleunigt, er-
hoht dies das mechanische Drehmoment und den internen Winkel. Im stabilen Bereich
0 <0 < 90° wird gemaf (4.29) mehr elektrische Leistung an den Motor abgegeben,
die Rotorgeschwindigkeit des Generators reduziert sich wieder, ebenso die Winkeldif-
ferenz. Gerét das System in den instabilen Bereich § > 90°, ist dies nicht mehr der
Fall. [KBL94, HT04]
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4.2. Baustein 2: Die Knotendynamik

4.2.2. Die Swing-Gleichung

Die Swing-Gleichung gibt die Rotorwinkel-Dynamik einer Synchronmaschine wieder.
Zu ihrer Herleitung betrachte man einen Synchrongenerator, der die mechanische Ro-
tationsenergie einer Turbine in elektrische Energie umwandelt (siehe Abb. 4.5).%

Tm T

e
P w N
m _Im/\ /\
—> CO ) Generator —>
oo |

Abbildung 4.5.: Ein Synchrongenerator wandelt mechanische Leistung P,, in elektrische
Leistung P, um.

Das Newtonsche Gesetz hierfiir lautet:

dw
Jd—;l + DqWm = Tnet - (4.32)
Dabei ist wy, die Winkelgeschwindigkeit der Rotorachse. J kennzeichnet das Gesamt-
tragheitsmoment der Turbine und des Generator-Rotors. Der Dampfungsterm D wy,

bezieht Reibungs- und Stromungsverluste ein. Das Netto-Drehmoment
Tnet = Tt — Te (433)

ergibt sich aus der Differenz des Drehmoments 7, welches von der Turbine produziert
wird, und des entgegenwirkenden elektromagnetischen Drehmoments 7.
Im stationéren Zustand lduft der Rotor mit der Synchron-Winkelgeschwindigkeit wgp,
und das Turbinendrehmoment ist gleich der Summe aus elektromagnetischem und
Déampfungsdrehmoment:

Tt = Te + DqWsm - (4.34)

Die Differenz aus dem Turbinendrehmoment und den Dampfungsverlusten bei Synchron-
Winkelgeschwindigkeit ist das Nettodrehmoment der mechanischen Achse:

Tm = Tt — Dqwem - (4.35)

Im stationéren Zustand befindet es sich im Gleichgewicht mit dem elektromagnetischen
Drehmoment;:
Tm = Te - (4.36)

®Die Herleitung orientiert sich in Aufbau und Nomenklatur an [MBBO0S], sie findet sich in #hnlicher
Form in [KBL94, BV00, AF03, And08].
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

Wird es in diesem Zustand beispielsweise durch einen Anstieg der eingespeisten me-
chanischen Energie, das heifst 7, > 7., gestort, fithrt dies zu einer Beschleunigung des
Rotors. Im umgekehrten Fall 7, < 7, verlangsamt er sich.

Referenzachse

Abbildung 4.6.: Mechanischer Winkel

dm als Differenz zwischen mit w,, rotieren-
. der Rotorachse und mit wy,, rotierender
e Referenzachse.

Die Rotorposition wird in Bezug auf ein mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, der
Synchrongeschwindigkeit wsp,, bewegtes Bezugssystem angegeben (siehe Abb. 4.6). Es
gilt:

Om(t) = wsmt + Om (L) . (4.37)
Zeitliche Ableitung liefert die Winkelgeschwindigkeit
dém

(4.38)

Wm = Wsm + Y )
wobei dg—in die Abweichung der Winkelgeschwindigkeit von der Synchron-Winkelge-
schwindigkeit wsy, darstellt. Man setzt dies nun in das (4.32) ein und erhélt:

d?0,, dé

2t Ddd—;“ =Tm— Te- (4.39)

Weiter mochte man die Drehmomente durch Leistungen ersetzen. Zu diesem Zweck

wird (4.39) mit wsy, multipliziert. Beriicksichtigt man, dass Leistung das Produkt von
Drehmoment und Winkelgeschwindigkeit ist, also fiir die mechanische Leistung

J

Py = Tmwm (4.40)
sowie fur die elektrische
Pe = Town (4.41)
gilt, ergibt sich
d25m dom Wsm Wsm
J i D = Py — P.. 4.42
Wsm de2 + WsmDa dt o m o e ( )
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Da die Winkelgeschwindigkeit wy, wahrend einer Stérung gewohnlich nicht stark von
der Synchrongeschwindigkeit wgy, abweicht®, d. h. wy, &~ wen, kann man die Gleichung
weiter zu

d26p, by,
m—a + Dm—r = Py — P 4.4
e U (4.43)

umschreiben. Dabei entspricht der Dampfungskoeffizient

M

Dy = wsmDa (4.44)
dem Dampfungs-Drehmoment und

My = Jwsm (4.45)
dem Drehimpuls bei Synchron-Winkelgeschwindigkeit.

Der mechanische Rotorwinkel d,, und der elektrische (Phasen-)Winkel de=:d der in-
duzierten Spannung sind iiber die Polzahl” p des Generators miteinander verkniipft:

Om
=—. 4.46
p/2 (40)
Im Falle eines zweipoligen Generators gilt die Identitat:
0 =0 (4.47)

4.3. Zwischenfazit: Das klassische Modell

Kombiniert man die Resultate (4.25) und (4.43) der vorangegangenen Abschnitte unter
der Annahme eines verlustfreien Netzes (d.h. G;;=0 Vi, ), ergibt sich das folgende
Modell:

52':(01'

N
lez = —Diwi + Pmﬂ‘ - Z Pij sin(éi - (5]) (7, = 1, ceey N) s (4.48)
J=1

wobei F;>0 die Spannungsamplitude des i-ten Generators ist und

5Dieser Umstand wird in [AF03] anhand des folgenden Rechenbeispiels verdeutlicht: Fiir eine Netz-
frequenz von wsm=60 Hz ~377s~! wiirde eine Abweichung von einem Prozent, also 3,777!, in
einer Sekunde den Rotorwinkel um 3,77 > 7w &ndern, was mit Sicherheit mit einem Synchronisati-
onsverlust einherginge.

"Anzahl der Pole des Rotors. Im Beispiel aus Abb. 4.3 ist p=2 (ein Nord- und Siidpol). p kann
jedoch je nach Bautyp auch grofer sein.
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

die maximale, zwischen den Generatoren ¢ und j transferierte Leistung. Lésst man
die Annahme der Verlustfreiheit beiseite, so enthélt die Summe in (4.48) geméaf (4.25)
noch einen Cosinus-Term, welcher auch als Phasenverschiebung ¢;; im Argument der
Sinus-Funktion (6; — d; — 0; — 6; + ¢4;) ausgedriickt werden kann.

(4.48) entspricht einer modifizierten Form des Kuramoto-Modells (vgl. Kap. 2.2.2),
welches um einen Trégheitsterm erweitert ist. Die mechanische Leistung Py, ; korres-
pondiert mit der natiirlichen Frequenz w; (bzw. der Summe aus natiirlicher Frequenz
und einem eventuellen Rausch-Term &;(t)). Die Oszillatoren bzw. Rotatoren sind nicht
identisch, sie konnen sich beziiglich ihres Trégheitsmomentes und ihrer Dampfung un-
terscheiden.

(4.48) wird dem sogenannten klassischen Modell zugeordnet. Dieser Begriff umfasst
jedoch nicht nur die obigen Bewegungsgleichungen, sondern impliziert einige weitere
Annahmen, welche die Giiltigkeit des Modells auf einen kleineren Zeitbereich nach der
Storung (in der Grofenordnung von 1s oder geringer, daher der Terminus ,first swing
stability“) limitieren bzw. aus dieser Begrenzung folgen.

Neben der Vernachlassigung jeglichen Kontroll-Equipments und oft auch des Damp-
fungsterms geht man davon aus, dass die mechanische Leistung im betrachteten Zeitbe-
reich konstant bleibt. Bei einer Ausdehnung auf langere Zeitintervalle ist diese Annah-
me, insbesondere fiir fluktuierende Energiequellen wie z. B. Windkraftanlagen, nicht
mehr giiltig. Die Lasten im Netz werden mittels konstanter Impedanzen modelliert und
als passive Knoten eliminiert. In der Realitat konnen Lasten allerdings ein hiervon ab-
weichendes, eigenes dynamisches Verhalten an den Tag legen. Es bietet sich hier an,
sie als Synchronmotoren zu modellieren, welche eine elektrische Leistung aufnehmen
(Pe>0) und mechanische Leistung abgeben (Pr,< 0). Infolgedessen wiirden bimodale
Verteilungen der mechanischen Leistung von Interesse sein.

Dariiber hinaus nimmt man im klassischen Modell konstante Spannungsamplituden E;
an (,,constant-voltage-behind-transient-reactance®). [KBL94, MBBO08, AF03, DB10b|

In diesem Fall wird also die Dynamik der Spannungen ausgeklammert und das Wech-
selspiel Rotorwinkelstabilitat-Spannungsstabilitéit (siehe Kap. 3.2) unberiicksichtigt ge-
lassen. Um diesen Effekt einzubeziehen und den Giiltigkeitsbereich des Modells auf ein
langeres Zeitintervall auszudehnen, muss (4.48) um dynamische Gleichungen fiir die
Spannungsamplituden erweitert werden.

4.4. Erweiterung: Spannungsdynamik

Um das Modell in diese Richtung auszubauen, bedarf es einer detaillierteren Betrach-
tung der Funktionsweise einer Synchronmaschine als in Kapitel 4.2 geschehen. Dafiir
muss die elektromagnetische Dynamik der Maschine, genauer gesagt: die elektrody-
namischen Wechselwirkungen der beteiligten Stator- und Rotorkreise, erfasst werden.
Aufgrund ihrer langlichen Darstellung sind die Ausfithrungen hierzu als Anhang an-
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4.4. Erweiterung: Spannungsdynamik

gefiigt.
Dieses Kapitel beginnt somit in medias res:

Bei der Stabilitdtsbetrachtung einer Synchronmaschine werden drei charakteristische
Zusténde unterschieden: der subtransiente ("), der transiente (') und der stationdre Zu-
stand ® (chronologisch vom Eintreten der Stérung bis zur eventuellen Wiedererlangung
des Gleichgewichts geordnet), mit denen jeweils charakteristische Generatorreaktan-
zen X und Zeitkonstanten 7" assoziiert sind (siche A.2.2). Die drei Zustidnde gehen in
der Realitét stetig ineinander iiber, werden aber iiblicherweise separat als diskrete Zu-
stdnde behandelt. Zur Illustration zeigt Abb.4.7 die Drei-Schritt-Approximation der
stetigen Funktion X ().

Xt) A

Abbildung 4.7.: Drei-Schritt-
Approximation der Reaktanz X (t)

Lt nach einer Stérung: Subtransiente Re-

g aktanz X", transiente Reaktanz X',
stationsr synchrone Reaktanz X (nach [MBBOS]).

subtransient transient

Der Synchrongenerator wird durch subtransiente bzw. transiente Spannungen (E”
bzw. E') hinter entsprechenden Reaktanzen modelliert. Deren d- und g-Komponenten!©
sind nicht zu verwechseln mit den Komponenten der Generatoranschlussspannung Vjy
und V;. Der Zusammenhang zwischen beiden ist durch (A.27) und (A.31) gegeben.
Die Dynamik der d- und g-Komponenten dieser Spannungen wird durch den folgen-

8In A.2 werden die Grundgleichungen der Synchronmaschine im Stator(ABC)- und im Rotor(dq0)-
System formuliert und die charakteristischen Operationszustidnde und -parameter présentiert. In
A.2.5 werden die daraus abgeleiteten vereinfachten Modellgleichungen, insbesondere das hier ge-
wahlte Modell dritter Ordnung, vorgestellt.

9Das Unterscheidungskriterium hierbei ist, ob der magnetische Fluss des Ankers durch Dampfer- und
Feldwindungen (subtransient) oder nur durch die Feldwindungen (transient) abgeschirmt wird.
Eine Vernachlédssigung der Dampferspulen impliziert somit das Ausklammern des subtransienten
Zustands.

0Komponenten im rotorfesten, durch die d- und g-Achse des Rotors festgelegten System, siche A.2.
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

den Satz von DGLen festgelegt (siehe A.2.5):

TiE) = E,—EJ+14X)—X}]), (4.50)
TWE] = Ej—E]—I,(X,- X)), (4.51)
TiE, = Ej—Ej+Ii(Xq— X)), (4.52)
T)wE; = —Ej—I1,(X,— X)) (4.53)
Dabei sind Ty, Ty, Thg, Tyo die transienten und subtransienten Zeitkonstanten der d-

und g-Achse, I und I, die Ankerstrome in Rotorsystemkoordinaten und E, propor-
tional zur Spannung der Feldspule.

Die rechten Seiten der obigen Gleichungen geben die Kirchhoffschen Regeln fiir die
mittleren oder linken Teile der in Abb. 4.8 dargestellten Aquivalentkreise der d- und
g-Achse an.

(a) (b)
XamXa o XgoXd Xy Xq-Xq  Xog-Xg  Xg

1 | 1 | 1 H_
' " ! " \Y;
C) Ef Eq Eq W Va Ey Ey d

3.

Abbildung 4.8.: Aquivalentkreise einer Synchronmaschine fiir die d- und die ¢-
Achse. [MBBO0S§|

Die Beschreibung der Synchronmaschine wird durch die Swing-Gleichungen

b = w, (4.54)
Mo +Dw = Py — P,

fiir die Rotordynamik vervollstandigt.

Weitere vereinfachende Annahmen reduzieren (4.50) - (4.54) auf das sogenannte Mo-
dell dritter Ordnung oder (S,w,E’q/)—Modell. Zunéachst wird der Effekt der Dampfer-
wicklungen vernachléssigt und infolgedessen der subtransiente Zustand iibergangen.
Damit verschwinden die ersten beiden DGLen. Geht man ferner davon aus, dass die
d-Komponente der transienten Spannung verschwindet (E/, = 0) und X, ¢/I = X, gilt, so
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4.4. Erweiterung: Spannungsdynamik

erhélt man schlussendlich fiir ein System von ¢ = 1,.., N Maschinen:

Si = W,
M,w; = —D;w;+ Pm,i — Peﬂ' s (455)
TaiEy: = FEri—Eyy+ Li(Xai — X3p,) -

Fiir die elektrische Leistung P, ergibt sich aus den Gleichungen (A.27), (A.31) sowie
(A.41):
Pe = 3(E4ly + ELI, + (X5 — X\ 1al,) . (4.56)

Unter Vernachlassigung der sogenannten transienten Salienz, das heiflt unter der An-
nahme X; = X}, reduziert sich dies zu

P, =3(Ejl; + ELL). (4.57)

Die obigen Gleichungen sind bis jetzt in den individuellen Rotorkoordinaten der -
ten Synchronmaschine formuliert. Fiir den Zusammenhang zwischen diesen und den
komplexen (a,b)-Netzkoordinaten gilt nach A.3:

E;\ ([ —sind cosd E,
< E, ) - ( cosd sind > . < E, ) (4.58)

I;\ [ —sind cosé 1,
( 1y > B ( cosd  sind > ' < I, > ' (4.59)

Der Strom am k-ten Knoten hat die Form

bzw.

N N
Iy =Iog+ilhp =Y YiEj =Y (Gj +iBij)(E, ; +1Ep ;). (4.60)
j=1 J=1
Sein Real- und Imaginérteil lauten:
N N
Ik =Y GiE,; —ByEy; und L= BiE,;+GrEp;. (4.61)
j=1 j=1

Einsetzen in die Transformation liefert fiir die d-Komponente des Stroms zunéchst

N N
Id,k = — Z sin dy [ijEL,l,j — BkjEll;yj] + Z cos O, [Bk’jEZz,j + ijEll),j] . (4.62)
j=1 j=1
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4. Modell eines Netzes von Synchronmaschinen

Setzt man weiter die Transformationsformeln fiir El’w- und E} j ein, so erhilt man
schliefslich unter Ausnutzung der Additionstheoreme

cos(0 — 0j) = sin d sind; + cos 6y cos

. . , (4.63)
und  sin(dx — 0;) = sin dj cos d; — cos dy sin d;
mit 0y = 0p, — d;:
N
Iy = Z (ij CoSs 5kj + By sin 5kj) Etli’j + (—Gk]’ sin 5kj + By cos 5kj) Ef/Lj . (4.64)
j=1
Fiir die -Komponente ergibt sich analog:
N
Ik = Z (G;jsin 0gj — By cos 0;) Et/i,j + (G cos Opj + By sin 0y) E;J . (4.65)
j=1
Fiir die elektrische Leistung gilt damit:
Per = 3(Egplak + Eqplyr) (4.66)
N
= 3E£l,k: [Z (ij Ccos 5kj + By, sin 5kj) Etli,j + (—ij sin 5kj + By, cos 5kj) EI/LJ}
j=1

N
+3E¢,],k [Z (ij sin 5kj - Bkj CoSs 5kj) EélJ + (Gk] Ccos 5kj + Bkj sin 5kj) Etll,j] .
j=1

Geht man von einem verlustfreien elektrischen Netz aus (G; = 0V k, j) und verwendet
das Modell dritter Ordnung mit Ej ;=0 V j, vereinfachen sich (4.64) und (4.66) zu

N
Idﬂ' = Z BijE(ll,j COS (5,']' (467)
j=1
und
N
Py =3 BiE;,E, sing;. (4.68)
j=1
Eingesetzt in das Modell dritter Ordnung ergibt sich:
(‘51' = Wy,
N
Moy = —Diwi+ Pui—3)  BijE} E; ;sindy, (4.69)
j=1
N
TwiE,; = FEii—Ej;+ (Xai— Xg;) Z By E; j cos by .
j=1
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4.4. Erweiterung: Spannungsdynamik

Die durch (4.69) gegebene Modellierung stellt eine Erweiterung des klassischen Modells
dar, welche iiber die Grofe E das elektrodynamische Verhalten der Synchronmaschine
beriicksichtigt. Die transienten Spannungen E;J- —und demzufolge die Kopplungsstér-
ken zwischen den Rotatoren — besitzen eine eigene zeitliche Dynamik, welche u. a.
wiederum von den Winkeldifferenzen abhéngt. Dieses reduzierte Modell beinhaltet
somit die wichtige Feststellung von [HT04] (siche Kap.3.2), dass Rotorwinkel- und
Spannungsstabilitdt keine separat zu behandelnden Problematiken sind, sondern ge-
koppelte.

(4.69) wird oft auch als Ein-Achsen-Modell bezeichnet, siehe z. B. [CC99, CVLMF 108,
CCC95, GAHO1].
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5. Analyse eines liberdampften
Zwei-Maschinen-Systems

Das zugrundeliegende Modell fiir ein N-Maschinen-System lautet nach (4.69) unter
Einfiihrung der verkiirzten Schreibweisen Eg’i — Ej, Téo,i = IL{CZ — %, 3B;j — Byj

sowie (Xg,; — XC’M) — X

N

lesz = _Di(;i + Pm,i — Z Bz‘quJ‘EqJ sin (52']‘ , (51)
j=1
L. N
ﬁlEl = Ef,i —F;+ X; Z BijEj CoS 5ij . (52)
i )

Wegen X/, < X (sieche A.2.2 und Abb.4.7) gilt: X; > 0.

F,ml I:'m2
B
D, T D,
BEl BE2

Abbildung 5.1.: System zweier Synchronmaschinen M; (Generator, Py,; > 0) und My (Mo-
tor, Pya < 0), welche {iber die Suszeptanz Bt verbunden sind. Erdung iiber Bg; bzw. Bga.
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5.1. Klassischer Fall mit konstanten Spannungen

Man betrachte das Zwei-Maschinen-System aus Abb. 5.1:

M6y = —D1dy + Pu1 — Bi2E1Easin(8; — 69),

Mydy = —Dudy + Puo+ BiaFE1Fasin(d; — d9),

L. .

RiiEl = Ef71 + (XlBH — 1)E1 + X1B192FEo COS((Sl — 52) s (53)
Ly

7E2 = Ef72 + (X2B22 — l)EQ + X9B1oFEq COS(51 — (52) .

Aus Br, B und Bgs konnen die Koeffizienten der Admittanzmatrix — hier eigentlich:
Suszeptanzmatrix — berechnet werden. Es gilt:

Bi1 = Br+ Bg1, Bi2=—Bt =By und By = Bt + Bpy .

Fiir reale Leitungen ist die (Serien-)Suszeptanz Bt negativ, die (Quer-)Suszeptanzen
Bg1 und Bpg sind positiv [And08]. Da ferner i. Allg. |Bt| > | Bg;| ist, folgt:

Bios=By1 >0 und B; <0 . (5.4)

Weiter gehe man vom iiberddmpften Fall ’ <1 (i=1,2) aus. Die (mechanische)
Déampfungskonstante D; in der Swmg—Glelchung wird im Modell dritter Ordnung er-
hoht, um die Vernachldssigung der Dampferspulen auszugleichen (vgl. A.2.5). Mittels
weiteren Kontroll-Equipments ldfst sich der tiberdampfte Fall in der Praxis realisieren.
Die ersten beiden Gleichungen aus (5.3) lauten dann (mit §; — §; =: d;5):

D1dy = Pun1— BiaE1FEasin(dy2),
Dsydy = Pm72 + BigF1 Es Sin(512) . (55)

Die Spannungsgleichungen bleiben unveréndert.

5.1. Klassischer Fall mit konstanten Spannungen

Vorab wird der klassische Spezialfall mit konstanten Spannungen F; und Es betrach-
tet. Eine Entdimensionalisierung von (5.5) liefert

51 = A1 — €1€9 Sin(512 s

Dy ; .

—=0y = As+e€e8indya. (56)
D,

Dabei ist:
€; = —— mit der Referenzspannung E ¢,
Eref
. .. . 1 Dl
t =T7 mit der charakteristischen Zeitskala™ T = ————,
B12Eref

1(..) kennzeichnet nun die Ableitung nach der Zeit 7.
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5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

sz'

d A= ——m
o ’ BIQEref2

Im Kontext von Stromnetzstabilitat sind stationare Zustande mit 51: 0 und 52: 0-
und damit zwangsliufig d1o=0 — von Interesse (zur Erinnerung: §(t) ergibt sich aus
der Differenz der Rotorachse und der sich mit der Synchron-Winkelgeschwindigkeit
wsm drehenden Referenzachse).

Hieraus folgt:

A =—A (5.7)
und 4
w4

sin 07y = . (5.8)

Die vom Generator M; aufgenommene mechanische Leistung P,; ist im stationéren
Zustand vom Betrag her gleich der vom Motor My abgegebenen Leistung P2. Das

Verhéltnis 6’14612 bzw. sz)gllEQ legt fest, ob es auf dem Intervall (—m;7| keine Fixpunkte

(6‘41 >1), einen halbstabilen Fixpunkt (Z—1) oder einen stabilen und einen instabi-
1€2 A €1€2
1

len Fixpunkt (6162 <1) gibt. Die Uberlegungen sind analog zu den zuvor in Kapitel 2.2.1
beztiglich der Fixpunkte eines Kuramoto-Oszillators gemachten (sieche auch Abb. 2.6).

Fordert man nur, dass die Phasenwinkeldifferenz §15 zwischen Generator und Motor
konstant ist, also d12 = 0, ergibt sich:

D
A1 — BLa,

—_— 5.9
(1 + %)6162 ( )

sin (5T2 =
Die einzelnen Phasenwinkel selbst miissen dabei nicht zeitlich konstant sein. Die beiden
Maschinen operieren nicht mehr bei Synchron-Winkelgeschwindigkeit wgy, sondern
laufen mit D
. . ZL(A1 + Ao
1+ Dy
relativ zum Referenzsystem. Fiir A; = —As erhélt man 51 = 0y = 0 und (5.8).

Zur Veranschaulichung einige Beispiele, zunéchst fiir eine Storung aus einem statio-
naren Zustand mit 4;=-A,.

A1 = —A21

Zuerst wird die Reaktion des Systems auf eine kleinere Stérung betrachtet. Die Stérung
tritt hier und im Folgenden in Form einer zeitweiligen Steigerung der mechanischen
Input-Leistung des Generators My, also einer Erhohung von A, auf. Abb.5.2 (wie
auch Abb. 5.3, Abb.5.5 und Abb.5.7) zeigt die zeitliche Entwicklung der Phasenwin-
kel 01, 02 und der Winkeldifferenz §12. Zur Illustration des Leistungsflusses ist dariiber
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5.1. Klassischer Fall mit konstanten Spannungen

sind12(7) ~ P, = BiaF1 Fysind1o aufgetragen. Besitzt der Term sin d12 ein positives
Vorzeichen, so findet ein Leistungstransfer von M; nach My statt, bei negativem Vor-
zeichen in die andere Richtung. Das System in Abb. 5.2 bewegt sich, ausgehend vom
hier gewihlten Anfangszustand (61(0),02(0))=(1,0), in den Fixpunkt 6f,=¢ ~0.5236
(nach (5.8)). Im Anschluss hieran wird die Stérung simuliert, indem A; im Zeitinter-
vall 7 €[5;6] von A; =0.5 auf A; =1 erhoht wird. Beide Phasenwinkel §; und 2
wachsen an, 012 strebt in Richtung des neuen Fixpunkts 6],y ~0.8481 (nach (5.9))
und die vom Generator zur Maschine transferierte elektrische Leistung nimmt zu. Nach
Abschalten der Storung kehrt das System in den urspriinglichen Fixpunkt zuriick.

[en)
sin 512

INIE

o)
4
2
&
2 ok 1
Ay 81
02
612

Zeit T

Abbildung 5.2.: Phasenwinkel 41, d2 und d12 in Abhéngigkeit der Zeit 7. A;=0.5; Ao=-0.5;
91(0)=1; 52(0) =0; €1e2=1, g—;:l. Fiir 5< 7 £6 Storung des Systems mit A; gy=1. Oben:
sind19 ~ P..

In Abb.5.3 ist die Stérung mit A =95 grofker. Beide Phasenwinkel reagieren zu-
néachst mit einer Zunahme, ebenso d15. Infolgedessen nimmt die von M; nach Ms trans-
ferierte Leistung bis d12=5 zu. Danach geht die weitere Erhéhung von 412 mit einer
Verringerung der iibertragenen Leistung einher. Bei (512:‘% wechselt 8y das Vorzei-
chen, da My jetzt weniger elektrische Leistung aufnimmt, als sie mechanische abgibt.
Zwischen d19=7 und d12=27 wird elektrische Leistung von Ms zu M; transferiert.
Nachdem die Storung ausgeschaltet worden ist, lauft das System in 075 = 1%“ ~ 6.8068,
also in einen um 27 gegeniiber dem urspriinglichen verschobenen Fixpunkt, die trans-

ferierte Leistung nimmt dementsprechend wieder ihren vorherigen Wert an.
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~—

o
sin 012

Phasenwinkel
3

vl
T

)
1

[
vl
T

Zeit T

Abbildung 5.3.: Phasenwinkel 7, d5 und d12 in Abhéngigkeit der Zeit 7. A;=0.5; As=-0.5;
51(0)=1; 52(0) =0; e1e2=1, g—;:l. Fir 5= 7 £6 Storung des Systems mit Ay y="5. Oben:
sin (512 ~ Pe-
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Abbildung 5.4.: Phasenportrait fiir
A1=0.5; Ay=-05; erep—1; Br=1.
AN \ Trajektorien (hellblau) laufen in sta-
0 = e bile Fixpunkte 0f,=%+2km, k € Z
(rot-gestrichelt). Instabile Fixpunkte

012 inst— 5% 4 2km: orange-gestrichelt.
i .\ N Die Pfeile geben die Richtung der
zeitlichen Entwicklung an.
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5.1. Klassischer Fall mit konstanten Spannungen

Abb. 5.4 zeigt das zum ungestorten Zustand aus den beiden vorangegangenen Bei-
spielen (A;=0.5; Ay=-0.5) gehorige Phasenportrait. Die Trajektorien entsprechen
Geradenabschnitten der Steigung - 1, welche auf die stabile Fixpunktgerade zulaufen
und im Auftreffpunkt verbleiben (51 =0Ady = 0). Eine Storung aus dem stationéren
Zustand verschiebt den Phasenpunkt aus seinem Fixpunkt — wie er sich dabei durch
die d1-02-Ebene bewegt, hingt von der Groke und Dauer der Storung ab. Nach Been-
digung der Stérung lauft der Phasenpunkt in der dargestellten Weise wieder in einen
Fixpunkt ein.

|A1]| # |Az|:

Abb. 5.5 zeigt, wie sich das System mit A;=1 und As=-0.5 entwickelt. Ausgangspunkt
ist der stationdre Zustand aus den vorigen Beispielen (A1=0.5; A2=-0.5; §]o=§),
bei 7=1 wird A; auf 1 erhoht. Das System lduft in den Fixpunkt 47, ~0.26787
~(.8481, wobei die einzelnen Phasenwinkel sich mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit 0] = 0y = 1 (nach (5.10)) bewegen.

T T T 1
— ™
0 %
1%}
-1
01
02
E g L (512 i
=
Z
&
<
= ™
Qﬂ Z I~ -
O 1 1 1
1 2 3 4 5

Zeit T

Abbildung 5.5.: Phasenwinkel d;, do und 12 in Abhéngigkeit der Zeit 7 fir A;=1; As=
0.5 01(1) = 53 62(1) = 0; ere=1; B-=1. Oben: sindyp ~ Pe.

In Abb. 5.6 ist das zugehorige Phasenportrait dargestellt. Die Trajektorien laufen
in die Geraden der stabilen Fixpunkte d; = &; — 0]y + 2km (k € Z) ein und auf
diesen weiter. 41 und do nehmen dabei gleichférmig zu, sodass die Winkeldifferenz 412
konstant bleibt.
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02

2

w
(SIE]

(SIE]
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NE

Phasenwinkel

ISIEN

Abbildung 5.6.: Phasenportrait fiir
A1=1; As=-0.5; e1ea=1; g—;: 1.
Stabile Fixpunkte 07,=0.8481+42km:
rot-gestrichelt. Instabile Fixpunkte

,. 079 inst — 2-2935+2km: orange-
. S gestrichelt.
s 33 2m
o1
I \.\ ' '/ = T 1 [g
0 =
wn

Zeit T

Abbildung 5.7.: Phasenwinkel §;, d2 und d12 in Abhéngigkeit der Zeit 7 fiir A1=3; As=-
0.5; 61(1) = §; 62(1) = 0; exea=1, F-=1. Oben: sin 15 ~ Pe.
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5.1. Klassischer Fall mit konstanten Spannungen

Abb. 5.7 zeigt die vorige Situation fiir ein groferes A;=3. Es existieren keine Fix-
punkte mehr (siehe auch das Phasenportrait in Abb.5.8). Die transferierte Leistung

wechselt periodisch ihre Richtung.

2 + |
e
3% L ]
ﬂ- - -
g
O i -
Abbildung 5.8.: Phasenportrait fiir
_T i A1=3; As—-0.5; e1e0—1; %:1'
2
0 3 m 33 2m



5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

5.2. Inklusive Spannungsdynamik

Zu untersuchen ist die folgende entdimensionalisierte und reskalierte Version des Sys-
tems (5.3)%

51 = Al — €1€9 sin 512 y
D 52 = Ag + €1698indq9,
B¢y = Cy+ Fiep +excosd12, (5.11)
Boéy = Cy+ Foeg + €1 cosdio .
Dabei ist (fiir i=1,2):
€ = die skalierte Spannung,
Eref
B12E\ef?
7= 2127l 4 die skalierte Zeit,
D,
A — Pmi . . .
i =5 5 broportional zur mechanischen Leistung,
BioEref
Do . e
D = — das Dampfungsverhaltnis,
1
B, = ﬂreg abhéngig von den Maschinenparametern,
R;D:1 X;
C; = i proportional zur Spannung der Feldspule
X;Bi2
d F;=—/——<0.3
o ’ XiBia

Geht man — wie im Weiteren — von identischen Maschinenparametern und symmetri-
scher Erdung aus, so gilt: D=1, By = By, C1 = C5 und F} = F5.

Fordert man stationire Zustdnde mit 51 =0 und 52 = 0, so folgt wiederum
Ay = —Ay, (5.12)

d.h. die dem Generator zugefiihrte mechanische Leistung und die von der Maschine
abgegebene miissen einander die Waage halten.

2Fiir das System wird im Weiteren die Abkiirzung M30 verwendet. Diese folgt aus der Bezeichnung
Modell dritter Ordnung, welche sich im Kontext der Modellherleitung erschliefit (siehe Appendix),
jedoch insofern missverstéandlich ist, als das Modell keine DGL dritter Ordnung beinhaltet.

8Zur Begriindung siehe (5.4).
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5.2. Inklusive Spannungsdynamik

Mit d12 = &1 — 82 , D=1 und A;=-A, 14kt sich (5.11) umformulieren zu:

Biég = Ci+ Fier + €3 cos b,
Bgég = CQ + F262 —+ €1 coSs (512 N (5.13)
512 = 2A1 — 26162 sin (512 .

Fiir die Parametereinstellung D=1, A;=0.5, Bj=By=1, C1=C3=1 und Fi=F>=-
1.85 existiert ein stationdrer Zustand mit €j=e5=1.03624 und 0],= 0.48435 (siche
Abb.5.9). Dieser wurde zundchst durch Ausprobieren verschiedener Parameterein-
stellungen mithilfe des hierfiir erstellten Programms gefunden und durch MATLAB
als einzige reelle Losung des zugehorigen nichtlinearen Gleichungssystems ((5.13) mit
512: 0, é,=¢2—=0 und den besagten Parameterwerten) bestétigt.

T T T T T T T T T 1
™
S
0 F
&
)
-1
o 1.5 R
%)
o
g1 i
&
<05 f . g;
o 01 ———
0F ]
€ —
~ P,
_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Zeit T

Abbildung 5.9.: Stationdrer Zustand mit §7,=0.48435 und e]=e5=1.03624 fiir die Parame-
tereinstellung A;=0.5; Bj=By=1; C1=Cs=1; F;=F»,=-1.85; D= 1. Phasenwinkel 91, d2, 12
und Spannungen €1, €3 sowie €1€28ind12 ~ P, in Abhéngigkeit der Zeit 7. 6;(0)=1, §2(0)=0,
61(0): 1.5, 62(0)10.5.

Die zum System (5.13) gehorige Jacobi-Matrix

B 1 €2
) B B cl(?)s 012 B sin 012
_ e
J= B, COS 012 5 — 5, sindio (5.14)

—262 sin 512 —261 sin 512 —26162 COS 612
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5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

lautet, ausgewertet am Punkt (€] , €5, 075 +2km) (k€ Z)

—1.85 0.88498 —0.48251
I ey = | 088498 —1.85 048251 |. (5.15)
e —0.96502 —0.96502 —1.90057
Sie besitzt die reellen Eigenwerte A;=-2.7350 < 0, Ao=-2.5052 < 0 und A3=-0.3604 < 0
(MATLAB). Der Zustand ist also linear stabil.

In Abb. 5.10 bis Abb. 5.13 sind exemplarisch Trajektorien im €1-€2-d12-Phasenraum fiir
verschiedene Anfangsbedingungen dargestellt. Die roten Punkte markieren die jeweils
relevanten Fixpunkte (e}, €5 ,075)=(1.03624,1.03624 ,0.48435+2km). Fir Anfangsbe-
dingungen mit €;(0)=e2(0) verlaufen die entsprechenden Trajektorien in der €; = €2 -
Ebene.

Abbildung 5.10.:
Exemplarische  Pha-
senraumtrajektorien
fiir Anfangsbe-
dingungen mit
€1 (0): €2 (0): 0.

3m b

e

2m /

Abbildung 5.11.:
Exemplarische  Pha-
senraumtrajektorien
fiir Anfangsbedingun-
gen mit €1(0)=¢€2(0)
und 512 (O)i 0.
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. Inklusive Spannungsdynamik

3r

2
012

3T
012

——

Abbildung 5.12.:
Exemplarische  Pha-
senraumtrajektorien
fiir Anfangsbe-
dingungen mit
€1(0)=€2(0)= 0.5 bzw.
€1 (0): €2 (O): 2.

Abbildung 5.13.:
Exemplarische  Pha-
senraumtrajektorien
fiir Anfangsbedingun-
gen mit ¢;(0)=0.5
und e3(0)=1.5 (blau:
Trajektorie aus
Abb.5.9).

Numerische Simulationen fiir Anfangsbedingungen, welche im Phasenraum weiter ent-
fernt von den Fixpunkten (€}, €}, 075)= (1.03624,1.03624 ,0.48435+2km) liegen, zei-
gen, dass auch diese Trajektorien in einen solchen stationédren Zustand laufen (siehe

z.B. Abb. 5.14).
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5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

30 T T T T T T T T T
§
25 |- 5 -
612 I
20 o 1
ERER! 1
5
S 10 ¢ -
5
5 | i
0 3

Zeit T

Abbildung 5.14.: Phasenwinkel d1, d2, 412 und Spannungen €7, €5 in Abhéngigkeit der Zeit
T fiir A1: 05, BlzBQZ 1, 01202: 1, F1:F2:— 1.85 und D=1. 61(0): 1, (52(0): 07 61(0)2 30,
62(0):20.

Variation der Parameter

Im Weiteren soll untersucht werden, wie sich eine Veranderung der Parameter auf
das Systemverhalten auswirkt. Dabei wird ausgehend von der Einstellung A;=0.5,
Bi=By=1, C1=Cy=1, Fi1=F;=-1.85 und D=1 jeweils einer der Parameter veran-
dert.

In Abb.5.15 und 5.17 ist die Entwicklung des Systems ausgehend von der Anfangsbe-
dingung 912(0)=1, €1(0)=€2(0)=1 fiir verschiedene Werte des zur eingespeisten bzw.
entnommenen mechanischen Leistung proportionalen Parameters A; dargestellt?. In
Abb.5.15 strebt das System je nach Einstellung von A4; (A;=0.52, 0.45, 0.30) in
verschiedene stationére Zustdnde. Mit abnehmendem A; verringert sich die Phasen-
winkeldifferenz 07y, die Spannungen €7 5 nehmen zu.

Fir A;=0.3 sind in Abb.5.16 die zu verschiedenen Anfangsbedingungen gehérigen
Trajektorien im €1-€2-019o-Phasenraum dargestellt. Sie alle laufen in den stationéren
Zustand €] o= 1.14027 und 07,= 0.23283 bzw. 075=0.23283+27.

47Zur Erinnerung: As=- A;.

72



5.2. Inklusive Spannungsdynamik

Bei den stationédren Zustdnden handelt es sich jeweils um die einzige reelle Losung —
und damit den einzigen Fixpunkt — des korrespondierenden nichtlinearen Gleichungs-
systems. Fiir A;=0.55 und 0.60 existieren keine reellen Losungen des Gleichungssys-
tems. (Diese Aussagen gelten analog fiir die folgenden Ausfithrungen beziiglich der
stationdren Losungen unter Variation der anderen Parameter.)

Abbildung 5.15.:
d12(7) und e(7)
fir (i) A;—0.52,
(ii) A;=0.45 und
(i)  A;=0.30.
€1(0)=€2(0)=1

0 _— und d12(0)=1.

012, €1

Zeit T

Abbildung 5.16.:
Exemplarische Phasen-
raumtrajektorien  fir
A1=0.30.

Bei den beiden in Abb. 5.17 gezeigten Parametereinstellungen A;=0.55, 0.60 neh-
men die Phasenwinkeldifferenzen 619 kontinuierlich zu. Fiir A1=0.55 ist ein stufenar-
tiges Ansteigen der Phasenwinkeldifferenz mit ldngeren Plateaus, wihrend derer 419
fast konstant ist, zu erkennen (dies setzt sich in dieser Form tiber das hier dargestell-
te 7-Intervall hinaus fort). Die Spannungen sind in beiden Féllen nicht konstant, ein
starker Anstieg in der Phasenwinkeldifferenz beim Erklimmen einer Stufe geht dabei
mit einem temporaren Spannungsabfall einher.
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5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

30 \

S g —

R

15 + / -
Abbildung 5.17.:
10 + / 512(7’) und

e(r) fur (i)

. a Ay 5= 0.55 und (i)
st/ i Ay 5=0.60.
/ /o ; - 012(0)=1,

0 T Ry i | T B AR s R €1 (O) —€9 (O) —1.
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit T

012, €1
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Abb.5.18 und 5.21 zeigen, wie sich das System ausgehend vom oben genannten
Anfangszustand fiir verschiedene Einstellungen des Parameters C 2 (C 2= 1.50, 2.00,
5.00 und 10.00 bzw. 0.94 und 0.60), welcher direkt tiber die Spannung der Feldspule
zu regeln ist, entwickelt.

Fiir die in Abb. 5.18 dargestellten Parametereinstellungen strebt das System jeweils in
unterschiedliche stationdre Zusténde, wobei mit zunehmendem C > die Spannungen
€] o ansteigen und die Phasenwinkeldifferenz 47, sich verringert.

13
12 ,

1} Pt ]

—
(@)
T
=2
=
N
—
—
=
=

Abbildung 5.18.:
i (512(7’) und
i e(r) fur (i)
/ 1 C12=150 , (ii)
"(" b CLQ: 2.00 (lll)
1 (IV) 01’2: 10.00.
€1(0)=€2(0)=1,
512(0)=1.

012, €1
O = N W R O 0 ©
N T
1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zeit T
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5.2. Inklusive Spannungsdynamik

Fiir C12=2.00 und C12=5.00 sind in den Abb.5.19 und 5.20 exemplarisch Tra-
jektorien im e€j-€2-012-Phasenraum dargestellt, welche fiir Cj2=2.00 in die statio-
néren Punkte (2.34146,2.34146,0.09133) und (2.34146 ,2.34146 ,0.09133+27) bzw.fir
C1,2=5.00 in (5.88163,5.88163,0.01445) und (5.88163,5.88163,0.01445+27) laufen.

Abbildung 5.19.: Exemplarische Phasen- Abbildung 5.20.: Exemplarische Phasen-
raumtrajektorien fiir C; 9=2.00. raumtrajektorien fiir C; 2=5.00.

In Abb.5.21 nehmen die Phasenwinkeldifferenzen wieder ungleichférmig zu, die
Spannungen oszillieren.

25
20 i
15 i
:" 10 g Abbildung 5.21.:
< 012(T) und
€1(7) fir (i)
5 7 C1,2: 0.94 und
(i)  C1.2=0.60.
0t 1 I 1 I 1 I I I I I 512(0): 1.
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Zeit T
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5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

In den Abb. 5.22 wird die zeitliche Entwicklung des Systems aus dem besagten Aus-
gangszustand fiir verschiedene Einstellungen des Parameters Fj o (F2=-1.20, -1.70,
-1.88, -2.00) gezeigt. Fiir die ersten drei lduft das System in stationére Zustande. Mit
zunehmenden |F 2| nehmen die Spannungen €] o hierbei ab, die Phasenwinkeldifferen-
zen 0]y ZU.

10

9

8

7

6

5 Abbildung 5.22.:
Sy 012(7) und €(7)
L‘E fir (1) F172:—1.20,

3 (i)  Fia—-1.70,

2 (iii) F1,2=-1.88

1k und (iv)

i it e ——— Fl,g:-2.00.
0 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 61 (O):€2 (O):l ?
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 012(0)=1.

Abb. 5.23 zeigt fiir 7 2—-1.2 einige Phasenraumtrajektorien, welche alle in die sta-
tiondren Zustédnde (4.99498,4.99498,0.02004) bzw. (4.99498,4.99498,0.02004+27)
laufen.

37+

Abbildung 5.23.:
Exemplarische
Phasenraum-

trajektorien  fiir
Fy 5=-1.20.

Eine Veridnderung des Parameters By o wirkt sich — wie (5.13) zu entnehmen ist — nicht
auf die Lage der Fixpunkte des Systems aus. Der Zustand (1.03624 ,1.03624 ,0.48435
+2km) bleibt unter Festhaltung der anderen Parameter fiir alle By 2 >0 linear stabil.
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5.2. Inklusive Spannungsdynamik

Reaktion auf Storungen — Vergleich mit klassischem Modell

Analog zum vorigen Unterkapitel werden nun verschiedene Stérungen aus dem zur
Parametereinstellung D=1, A1=0.5, As=-0.5, B1=Bs=1, C1=Co=1 und Fi=F>=

- 1.85 gehorigen stationdren Zustand €] = 1.03624 und 67,= 0.48435 simuliert, indem
der zur mechanischen Input-Leistung des Generators M proportionale Parameter A
fir ein gewisses Zeitintervall (hier: fiir 7 € [10;11]) auf einen Wert A; & gesetzt wird.
Gleichzeitig soll das Verhalten des M30-Systems mit dem des klassischen Modells mit
den konstanten Spannungen €;=e2=1.03624 — und damit ebenfalls §7,=0.48435 (nach
(5.8)) — verglichen werden. Zu diesem Zweck sind in Abb.5.24, Abb.5.25, Abb. 5.26
und Abb. 5.27 jeweils die Phasenwinkeldifferenz 12, die Spannung €; (stellvertretend
fiir beide Spannungen €; und €2) und der zur iibertragenen elektrischen Leistung P
proportionale Term ej€eosin d1o in Abhéngigkeit der Zeit 7 aufgetragen. Letzterer gibt
wieder auch die Richtung des Leistungstransfers an (positives Vorzeichen heifst: Leis-
tungstransfer vom Generator My zur Maschine My).

In Abb. 5.24 wird das System mit A o= 1 gestort. Die Spannung verringert sich wah-
rend der Stérung, Phasenwinkeldifferenz 12 und transferierte Leistung nehmen wie im
klassischen Fall zu. Nach Abschalten der Storung gehen alle Grofen wieder auf ihre
stationdren Werte zuriick, was beim klassischen System schneller vonstatten geht.

1

o 05 2
0
1.5 |
&
- i 7
- o 012
/ 012 (klass.) ----------
/N )
Ol . 1 e (klass.) e
~P,
0 L I I I L | I | ) ) ‘ ‘ ~ P, (klass) 7777777777
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Zeit T

Abbildung 5.24.: Reaktion auf eine Storung, verglichen mit der des klassischen Systems.
Phasenwinkeldifferenzen 15, Spannung €; und €165 sind12 ~ P, in Abhéngigkeit der Zeit 7.
A1=0.5; A,=-0.5; Bij=By=1; C1=Cy=1; F1=F,=-1.85; D=1. Fiir 10 < 7 <11 Stérung des
Systems mit A; = 1.
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5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

Die Vermutung, dass sich fiir kleine und kurze Stérungen beide Systeme sowohl
qualitativ als auch quantitativ nicht signifikant voneinander unterscheiden, wird in
Abb. 5.25 bestétigt. Die dort gezeigte Storung ist mit A 4= 0.55 klein gewéhlt. Die
Unterschiede sind marginal.

<
=
"""" 0.5 §7
0
1.5 + e
S 1F E 51
012 (klass.) ----------
€1
i | €1 (klass.) ----------
~ P,
0 I I I I L L L L L ! ! ! NPE (klass.) 7777777777
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Zeit T

Abbildung 5.25.: Reaktion auf eine Storung, verglichen mit der des klassischen Systems.
Phasenwinkeldifferenzen 415, Spannung €; und €€ sind12 ~ P, in Abhéngigkeit der Zeit 7.
A1: 05, A2:-0.5; 31:32: ].; 01:C2: 1, F1:F2:— 185, D=1. Fur 10 S T Sl]. Stérung des
Systems mit A; 3= 0.55.

In Abb. 5.26 ist die Storung A; = 2.5 wieder grofser. Die Spannung im M30O bricht
wahrend der Storung ein und nimmt auch nach Abschalten zunéchst noch weiter ab.
Wihrend sich die Phasenwinkeldifferenz im klassischen Fall nach einer Zunahme wéh-
rend der Storung wieder in ihrem urspriinglichen Wert einfindet, lauft sie im M30
in den um 27 verschobenen Punkt 67,=6.76754. Das fiihrt insgesamt dazu, dass sich
die wihrend und nach der Storung transferierten Leistungen in Betrag und Richtung
deutlich voneinander unterscheiden. Im klassischen Fall nimmt die iibertragene Leis-
tung wihrend der Storung zu und kehrt hiernach wieder auf den anfénglichen Wert
zuriick. Im M30O kommt es in der Zeit nach der Stérung zu einer Umkehr des Leis-
tungstransfers (ndmlich, wenn die zugehorige Phasenwinkeldifferenz zwischen 7 und
27 liegt).
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5.2. Inklusive Spannungsdynamik
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Abbildung 5.26.: Reaktion auf eine Stérung, verglichen mit der des klassischen Systems.
Phasenwinkeldifferenzen d15, Spannung €; und €165 sind12 ~ P, in Abhéngigkeit der Zeit 7.
A1: 057 A2:—0.5; BI:BQZ 1, 01:C2: 1, F1:F2:- 185, D=1. Fiir 10 <711 Sté')rung des
Systems mit A; o= 2.5.
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o ] b1z
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2+ | 2
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1 e I
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Abbildung 5.27.: Reaktion auf eine Storung, verglichen mit der des klassischen Systems.
Phasenwinkeldifferenzen 15, Spannung €; und €165 sin d12 ~ P, in Abhéngigkeit der Zeit 7.
A1: 05, A2:—0.5; B1:B2: 1, 01102: 1, F1:F2:- 185, D=1. Fir 10 <rT Sll Stérung des
Systems mit A; o= 5.
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5. Analyse eines iiberddmpften Zwei-Maschinen-Systems

In Abb.5.27 ist die Stérung mit A; =5 noch grofer. Die Spannung €; im M30O
bricht zunéchst wieder ein. Im Unterschied zur vorherigen Situation laufen nun beide
Phasenwinkeldifferenzen annéhernd deckungsgleich in §7,=6.76754 ein. Infolgedessen
finden die Richtungswechsel der transferierten Leistung etwa zu gleichen Zeitpunkten
statt. Die Leistungsauschldge im M3O sind dabei geringer, da durch den Spannungs-
abfall abgemildert.

Zuletzt sei in Abb. 5.28 noch ein Beispiel fiir eine Storung in Form einer zeitweiligen
Abnahme des Inputs an mechanischer Leistung gezeigt. Zwischen 7=10 und 7=11
fallt die Einspeisung komplett aus, d.h. A; = 0. Die Spannung steigt hierbei an, die
Phasenwinkeldifferenz und die transferierte Leistung nehmen wie im klassischen Fall
ab.

g
=
_ o 05 &
\ )
o)
0
1.5 g
- T |
2 12
012 (klass.) ----------
€1
05 \ 1 e (klass.) -
~ P,
0 I I I I I I I I I 1 1 1 ~ P (klass.) 7777777777
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Zeit T

Abbildung 5.28.: Reaktion auf eine Storung, verglichen mit der des klassischen Systems.
Phasenwinkeldifferenzen d12, Spannung ¢; und €165 sind1o ~ P, in Abhéngigkeit der Zeit 7.
A1: 05, A2:—0.5; B1:B2: 1, 01:02: 1, F1:F2:— 185, D=1. Fiir IOS T Sll Stérung des
Systems mit A = 0.

Die Reaktion auf eine oben beschriebene Stérungen kann man analog zum vorigen
Unterkapitel wie folgt betrachten: Das System ruht im dreidimensionalen (ej,€2,012)-
Phasenraum in seinem Fixpunkt €] = 1.03624, §75= 0.48435. Eine Storung verschiebt
es —je nach Art, d. h. Paramatereinstellung wihrend der Storung, und Dauer —im Pha-
senraum. Im Anschluss an die Stérung, also wieder unter den anfénglichen Parametern,
lduft die Trajektorie erneut in einen Fixpunkt mit €] = 1.03624 und 67,= 0.48435+2kn
(keZ).
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit war die Frage, wie im Rahmen der Theo-
retischen Nichtlinearen Physik zur Problematik der Stabilitdt von elektrischen Ener-
gieversorgungsnetzen beigetragen werden kann. Dies zog die Einarbeitung in die The-
menfelder Graphen und Netzwerke, Synchronisation, speziell das Kuramoto-Modell,
sowie in die mathematische Beschreibung von Stromnetzen und Synchronmaschinen
vonseiten der Elektro- und Energietechnik nach sich. Als Folge dieser breiten Einar-
beitung ergaben sich am Rande des Weges hin zum schlussendlich zugrundegelegten
Modell einige weitere, interessante Ankniipfungspunkte.

Die folgenden Ausfiihrungen gliedern sich in zwei Teile. Zuerst werden die Inhalte der
Kapitel 1 bis 4 rekapituliert, wobei der rote Faden der Modellherleitung noch einmal
herausgestellt und die sich an verschiedenen Stellen ergebenden Ankniipfungspunkte
genannt werden. Im zweiten Teil werden die Ergebnisse aus Kapitel 5 zusammengefasst
und ein Ausblick auf die Modellierung groferer Netze mittels des hier verwendeten Mo-
dells gegeben.

Das erste Kapitel begann mit einer Einfithrung in die Graphentheorie, im Zuge derer
einige fiir die Beschreibung elektrischer Energieversorgungsnetze grundlegende Termi-
ni eingefithrt wurden, inbesondere der Begriff der gewichteten Laplaceschen Matrix.
Als solche stellte sich in Kapitel 4 die fiir die Stromnetzrepriasentation bedeutende
Admittanzmatrix heraus. Im Anschluss daran wurde ein Einblick in das Themen-
feld komplexer Netzwerke gegeben, indem die Beschreibungswerkzeuge und Phdnome-
ne Knotengradverteilung, Clusterbildung und Kleine-Welt-Eigenschaft erlautert und
die drei Standardalgorithmen fiir die Erzeugung synthetischer Netzwerke — das ER-
Zufallsnetz, das WS-Kleine-Welt-Netz und das skalenfreie BA-Netz — prasentiert wur-
den. Kapitel 3 ging auf die netzwerktheoretischen Eigenschaften realer Stromnetze ein
und wies auf die Unzulénglichkeiten der drei genannten Modelle fiir deren Modellie-
rung hin. Offengeblieben ist bis dato die Entwicklung eines Netzwerk-Algorithmus,
welcher die Eigenschaften moderner (oder besser: zukiinftiger) dezentraler Stromnetze
wiedergibt. Dariiber hinaus ist von Interesse, ob es im Hinblick auf Netzsynchronisa-
tion und -stabilitdt giinstige Netztopologien gibt. Einer der hierbei zu beachtenden
Aspekte ist die in Kapitel 1 erérterte Robustheit des Netzes gegeniiber der Entfernung
von Knoten und Verbindungen, was tibertragen auf Stromnetze dem Defekt bzw. Aus-
fall von Generatoren und Lasten bzw. Leitungen entspricht.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Kapitel 2 erlauterte zuerst das Phanomen Synchronisation und stellte dann mit dem
Kuramoto-Modell ein Modell fiir die Phasendynamik einer Oszillatorpopulation un-
ter globaler Jeder-mit-jedem-Kopplung vor, welches einen Phaseniibergang zwischen
inkohérentem und partiell synchronisiertem Zustand beinhaltet. Anhand der eigenen
Simulationsergebnisse wurde das Verhalten des Systems veranschaulicht und die qua-
litativen Unterschiede zwischen endlichen Populationen und dem Mean-Field-Fall auf-
gezeigt. Die mit zunehmender Populationsgrofe N abnehmenden und fiir festes N im
Bereich der kritischen Kopplung erhéhten Fluktuationen wurden durch die Simulati-
onsergebnisse wiedergegeben. Was die Abhéngigkeit des Kohérenzmafes r vom Kopp-
lungsparameter K betrifft, zeigte sich, dass sich fiir groke Populationen annéhernd
der r(K)-Verlauf des Mean-Field-Falls ergibt. Zudem war zu beobachten, wie mit ab-
nehmender Oszillatorenzahl die scharfe Bifurkation mehr und mehr verwischt und der
Verlauf im Bereich der kritischen Kopplung stark von der spezifischen Wahl der natiir-
lichen Frequenzen der Ozillatoren abhingt. Kapitel 2 schloss mit einem Uberblick iiber
Variationen des Kuramoto-Modells. Hierauf nahm das Zwischenfazit des klassischen
Modells in Kapitel 4 wieder Bezug, als es die Swing-Gleichungen als eine Modifikation
des Kuramoto-Modells identifizierte.

Kapitel 3 schob eine kurze Erlduterung des Aufbaus realer Stromnetze ein, um im An-
schluss den Begriff der Stromnetzstabilitdt zu definieren, zu erlautern und in Rotorwin-
kel-, Spannungs- und Frequenzstabilitdt zu kategorisieren. FEine wichtige Erkenntnis
hieraus lautete, dass Rotorwinkel- und Spannungsstabilitiat keine separat zu behan-
delnden, sondern gekoppelte Probleme sind.

In Kapitel 4 wurde schlieflich das Modell eines Netzwerks von Synchronmaschinen
hergeleitet. Dafiir mussten zunéchst die drei Strdnge Netzwerkreprasentation mit-
tels Admittanzmatrix, (Wirk-)Leistungsfluss und Knotendynamik zusammengefiihrt
werden. Die Aufstellung der Admittanzmatrix Y, welche die Knotenspannungen U
und -strome I eines Stromnetzes verkniipft, konnte, Kenntnis des Ohmschen Gesetzes
und der Kirchhoffschen Regeln vorausgesetzt, nachvollzogen werden. Aus den Knoten-
Netzwerk-Gleichungen I =Y U wurde die zwischen zwei Knoten i und j transferierte
elektrische Leistung berechnet, welche im Fall eines verlustfreien Netzes eine sinus-
formige Abhéngigkeit von der Phasenwinkeldifferenz d;; der beiden Knoten aufweist.
Weiter wurde vorgestellt, wie via Kron-Reduktion der Admittanzmatrix bzw. des kor-
respondierenden Graphen die passiven Knoten aus dem Netz eliminiert werden kon-
nen. Als Knoten des daraus entstehenden reduzierten Netzes, die allesamt elektrische
Leistung injizieren oder aufnehmen, wurden Prototypen von energieumwandelnden
Einheiten gewdhlt: Synchrongeneratoren und -motoren. Die Swing-Gleichung, welche
die mechanische Rotordynamik einer solchen Maschine wiedergibt, leitet sich aus der
Newtonschen Bewegungsgleichung fiir einen Rotator ab. Aufgrund der Proportionali-
tat von mechanischem Rotorwinkel d,, und elektrischem Phasenwinkel d. konnte die
Swing-Gleichung auch mit Phasenwinkeln formuliert werden.

Das Zwischenfazit fithrte mit dem bis hierhin Behandelten zunéchst zum klassischen
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Modell. Die zugehorigen Bewegungsgleichungen stellen eine Modifikation des Kuramoto-
Modells dar und schlugen somit eine Briicke zum Phdnomen Synchronisation und zu
Kapitel 2.

Das klassische Modell bzw. die Swing-Gleichungen sind schon in einigen wenigen Pu-
blikationen aus dem Bereich der Nichtlinearen Dynamik explizit mit dem Kuramoto-
Modell in Verbindung gebracht [DB10b, DB10a, DB10c| respektive zur Simulation
einiger gekoppelter Synchronmaschinen herangezogen worden [SMH08, FNP0§|. Al-
lerdings geht das klassische Modell von konstanten Spannungen aus und ist unter
anderem deswegen nur fiir einen sehr kleinen Zeitbereich (von maximal einer Sekun-
de) giiltig und damit fiir die Simulation ldngerer Zeitraume ungeeeignet.

Deswegen wurde das Modell in einem néchsten Schritt um Differentialgleichungen fiir
die Spannungsdynamik erweitert. Ausgehend von den Grundgleichungen fiir das elek-
trodynamische Verhalten einer Synchronmaschine (aufgefiihrt im Appendix) wurde ein
Modell hergeleitet, welches als Modell dritter Ordnung bekannt ist. Die letzendlich ver-
wendete Form legt offen, wie die Dynamik der Spannung einer Synchronmaschine unter
anderem von den Phasenwinkeldifferenzen zu den adjazenten Maschinen abhéngt. Das
Modell beinhaltet somit die Kopplung zwischen Rotorwinkel- und Spannungsstabili-
tat!, ist aber gleichzeitig so weit reduziert, dass sich auf seiner Basis auch komplexe
Stromnetze handhaben lassen.

In Kapitel 5 wurde ein iiberdampftes Zwei-Maschinen-System, bestehend aus einem
Generator und einem Motor, untersucht. Zuerst wurde dabei in Anlehnung an das klas-
sische Modell der Fall konstanter Spannungen betrachtet, stationédre Zustande hierfiir
bestimmt und die Reaktion des Systems auf verschiedene Stérungen in Form von tem-
pordaren Erhéhungen der eingespeisten mechanischen Leistung gezeigt. Danach fanden
die DGLen fiir die Spannungsdynamik Beriicksichtigung (M30O). Das System wurde
fiir verschiedene Parametereinstellungen vor allem im Hinblick auf stabile, stationére
Zusténde betrachtet. Weiter wurde die Reaktion des M3O-Systems auf verschiede-
ne Storungen présentiert und in puncto Rotorwinkel- und Spannungsstabilitdt sowie
Leistungsfluss mit dem klassischen Fall verglichen. Es zeigte sich, dass — vor allem fiir
groflere Storungen — das Verhalten des M30O-Systems wéihrend und nach der Stérung
signifikant von dem des klassischen Modells abweicht.

An die vorliegende Arbeit anschliefsend kann zunéchst eine genaue Eingrenzug der
Parameterkonfigurationen, fiir welche stationédre Zustédnde existieren, erfolgen — auch
fiir nicht-identische Maschinen und Erdungen (d.h. Bj # By etc.).

'Das Phiénomen Spannungsstabilitit ist damit nicht vollstéindig erfasst. Spannungsstabilitit hingt
u. a. auch mit dem Fluss von Blindleistung zusammen, welcher in der vorliegenden Arbeit vollig
vernachldssigt wird. Betrachtungsweisen, die beim Leistungsfluss ansetzen, lassen dabei aber die
Verkniipfung mit der Rotorwinkelstabilitdt und die Dynamik der beteiligten Maschinen aufser Acht
und sind in dieser Hinsicht unzureichend [H*04, VSP96, And0§].
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Hiernach kann zur Simulation zunéichst kleinerer Netze mit N> 2 Synchronmaschinen
iibergegangen werden. Dabei stellt sich auch die Frage, wie ein Wiederaufgreifen des
Tragheitsterms das Systemverhalten beeinflusst.

Zusétzlich zu den Synchrongeneratoren und -motoren konnten intelligente Einheiten
in das Netz integriert werden, welche zwischen Konsumenten- und Produzentenstatus
wechseln bzw. ihren momentanen Verbrauch den jeweiligen Gegebenheiten anpassen
und zwar mit dem Ziel, Energieerzeugung und -verbrauch zu homogenisieren und Netz-
stabilitdt zu gewéhrleisten. Die Rolle solcher Einheiten soll in einem zukiinftigen Netz
(Smart Grid) u.a. von Elektro-Autos eingenommen werden. Es handelt sich dabei
wohlgemerkt nicht um Synchronmaschinen, sondern um Einheiten mit Batteriechha-
rakter.

Mit Blick auf Erneuerbare Energien ist ein weiterer interessanter Aspekt die Aus-
wirkung von volatilen Energiequellen auf die Netzstabilitédt. Die zeitlich variierende
Einspeisung von z.B. Windkraftanlagen kann iiber eine fluktuierende mechanische
Leistung Py, (t) der betreffenden Generatoren modelliert werden.
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A.

Appendix

A.1. Formelsammlung Wechselstrom

komplexe Spannung:

U = |Ule®v
komplexer Strom: '

I =|I|e"r
Scheinleistung;:

S=UI"=P+iQ

Wirkleistung:

P = Re(95)
Blindleistung;:

@ = Im(S)

Impedanz (oder: komplexer Widerstand)

7 — ‘ﬂei(%—&)

. Z=R+iX
1]

R: Wirkwiderstand /Resistanz
X: Blindwiderstand /Reaktanz

Scheinwiderstand:

|Z| = VR* + X?

Admittanz (oder: komplexer Leitwert)

Y:%F@ﬁw:; ;,  Y=G+iB=2z"
G: Wirkleitwert /Konduktanz
B: Blindleitwert /Suszeptanz

Scheinleitwert:

Y =vG?+ B2
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A. Appendix

A.2. Mathematische Beschreibung von
Synchronmaschinen

A.2.1. Die Grundgleichungen im Stator- und Rotorsystem

Um das elektromagnetische Verhalten einer Synchronmaschine zu beschreiben, be-
trachtet man die Dynamik und die Wechselwirkung der beteiligten Stator- und Rotor-
kreise (sieche Abb. A.1).1

Die Statorkreise sind die Drei-Phasen-Ankerwicklungen A, B und C. Zu den Rotor-
kreisen zéhlen neben der von einem Gleichstrom durchflossenen Feldspule f die zwei
Démpferspulen D (auf der d-Achse) und Q (auf der q-Achse).

d-Achse
Rotation

Achse von Phase A
Lo

g-Achse

ROTOR STATOR

Abbildung A.1.: Stator- und Rotorkreise einer Synchronmaschine. A, B, C: Statorwicklun-
gen; f: Feldwicklung; D: Dampferwicklung d-Achse; Q: Dampferwicklung g-Achse; § = £(A-
Achse, d-Achse).

'Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich in inhaltlichem Aufbau und Nomenklatur an [MBBOS|
und [KBL94]|, sie finden sich in &hnlicher Form in [AF03, BV00, HDO05|. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung aller Umformungschritte und Vereinfachungen inklusive technischer Erlauterungen wiirde
den Rahmen der vorliegenden Arbeit iibersteigen. Sie beschriankt sich aus diesem Grund auf eine
Skizzierung der Grundideen und -gleichungen. Der dariiber hinaus interessierte Leser sei auf die
Quellen verwiesen.
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A.2. Mathematische Beschreibung von Synchronmaschinen

Auftretende Grofen:

VA, VB, V¢ instantane Statorspannungen der Phasen A, B, C
14,18, ic: instantane Statorstrome der Phasen A, B, C

vy: Feldspannung

if,ip,iQ: Strome im Feld- und in den Dampferkreisen

Laa, Lpp, Loc: Selbstinduktivitdten der Statorwindungen

Lap, Lo, Lo a: wechselseitige Induktivitdten der Statorwindungen

Lag, Lap, Lag: wechselseitige Induktivitdten zwischen den Rotorwindungen und
Statorspule A (B und C analog)

Ly, Lpp, Lgg: Selbstinduktivitdten der Rotorkreise
L¢p,Lpg, Lyq: wechselseitige Induktivitdten der Rotorwindungen
R, Rp, Rc, Ry, Rp, Rg: Ohmsche Widerstinde

Vu,Up, Ve, Vs, Up, ¥g: magnetische Fliisse

Die Dynamik der Synchronmaschine wird geméfs den aus der Elektrodynamik bekann-

ten Gesetzen (Maxwell, Kirchhoff, Ohm) vollstindig wiedergegeben durch die folgen-
den Grundgleichungen.?

Grundgleichungen im Referenzsystem des Stators/ABC-System:

Spannungen:
Es gilt:
AW 4 .
=———R
VA dt ATA
d¥p
- _ _ ; Al
vB dt RBZB s ( )
dVe .
Vo = —W - RAlC .

2Unter Berticksichtigung einiger vereinfachender Annahmen, siche [MBB0S, KBL94].
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A. Appendix

A ,
o = g R
dVp
0 = ——2_-R
dt DD
AW
0 = ——2 — Ryi

In kompakter Schreibweise:

vapc \ _ _ ( Rasc O ([ tapc \ _ d [ ¥apc
’UfDQ 0 RfDQ 'ifDQ dt ‘I’fDQ ’

Magnetische Fliisse:

Die Stator- und Rotorwindungen sind geméfs

U4 Laa Lap Lac Lay Lap Lag A
Up Lpa Lps Lpc Lpy Lpp Lpg iB
Yo | _ | Lea Lep Loc Loy Lep Leg | | ic
vy Lya Lip Lic Lyp Lip Lgq if
Vp Lpa Lpg Lpc Lpy Lpp Lpg ip
¥q Loa Lo Lgo Lqs Lop L iQ

magnetisch gekoppelt.

<‘I’ABC>:_< Ls LSR>_<iABc)
¥spQ Lsg” Lr 1/DQ

Kompakt:

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

Die Selbstinduktivitdten L4, Lpp und Loco lassen sich mithilfe geometrischer Uber-
legungen beziiglich des Magnetfelds in einen konstanten und einen winkelabhéangigen

Anteil zerlegen:

Lia = Lg+ ALgcos20,
2
Lpp = Lg+ ALgcos(20 — ?W) ,

2
Loe = Ls+ ALgcos(20 + ?ﬂ-) .

88



A.2. Mathematische Beschreibung von Synchronmaschinen

Weiter gilt:

Lap = LBA:—MS—ALSCOS(Q(Q—F%)),
o)

Lpec = Lep=—Ms— ALgcos(2( 5 ), (A.7)
Loa = Lac=-M,—ALg COS(2(0 + 5%)) .

LAf = LfA:MfCOS(9
Liap = Lpa= Mpcosb (A.8)
Lag = Lga= Mgsinf

Fiir die entsprechenden Induktivitdten der Phasen B und C ist 6 durch (6 — %”) bzw.
(0 + %) zu ersetzen.
Die wechselseitigen Induktivitdten und Selbstinduktivitdten der Rotorspulen sind un-

abhéngig von der Rotorposition konstant. Aufgrund der Orthogonalitdt von d- und
q-Achse verschwinden ihre wechselseitigen Induktivitaten:

LfQ:LQfZO ; LDQ:LQDZO. (A.9)

dq0- oder Parks-Transformation, Grundgleichungen im Rotorsystem

Zwecks besserer Handhabung werden die Gleichungen vom Statorsystem (ABC) in
das Rotorsystem (dq0) transformiert.

Physikalisch kann diese Transformation so interpretiert werden: Der Strom i4/i, kann
als fiktiver Strom in einer sich mit der Rotorgeschwindigkeit drehenden Ankerwicklung
(so, dass deren Achse mit der d-Achse/q-Achse zusammenfillt) angesehen werden. Die
Strome sind dabei derart beschaffen, dass sie das gleiche Magnetfeld erzeugen wie die
tatsédchlichen Ankerstrome.

Zusétzlich zur d- und g-Komponente muss eine dritte Komponente ¢y, die sogennante
Null-Sequenz- Komponente, eingefithrt werden, welche ihrerseits kein zuséatzliches Feld
im Luftspalt erzeugen darf:

io = Bolia +iB +ic). (A.10)
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d-Achse

Abbildung A.2.: Reprisentation der
Synchronmaschine im dq0-System: Feld-
spule f, Ddmpferwicklungen D und Q, je
eine fiktive Spule (blau) auf der g- und d-
Achse; 0-Achse mit separater Spule 0.

Transformation der Strome in Matrixschreibweise?:
io Bo Bo Bo A
ig | = | Bacos® Bgcos(0 — ) Bacos(@+2) || ip | . (A.11)
iq Bgsing [y sin(d — %”) By sin(6 + %’r) o
Kurz:
todg = W taBC - (A.12)

W ist invertierbar, sodass vice versa gilt:
tABC = W_l'igdq . (A.13)

Die Transformation ist wie physikalisch zu erwarten leistungsinvariant (was durch die
Orthogonalitat von W gewéhrleistet ist). Fiir die vom Generator abgegebene Drei-
Phasen-Leistung gilt:

Pg = VAlA + VBB + Voic = Voio + Viq + Vgig- (A.14)

Die Statorspannungen in (dq0)-Komponenten lauten:

dv .
v o=~ Rig,
¥, df )
LT A5
v i agy ~ Rid (A.15)
dv de .
'Uq = _ditq‘i_\IIdE—qu.

3Bemerkung: Die Wahl der Koeffizienten o, B4, B, in der Transformation ist nicht einheitlich. In
[MBBO0S]: 84 = 84 = %, Bo = % Dies fiihrt zu einer orthogonalen Matrix WT = W1,

90



A.2. Mathematische Beschreibung von Synchronmaschinen

Die \Il%—Terme resultieren aus dem Ubergang von einem stationéren in ein rotierendes
System.

Die Rotorspannungen waren bereits in (dq)-Koordinaten formuliert:

v

— S Y R
vy a + By,
A\
d¥q .
Fiir die magnetischen Fliisse gilt:

Uy Ly 0 0 0 0 0 10
Uy 0 Lg 0 kM; kMp 0 14
v, _ 0 0 L, 0 0 kMg iq
| N 0 kM; 0 Ly L¢p 0 iLf (A.17)
Up 0 kMp 0 Lyp Lp 0 D
Yo 0 0 kMg 0 0 Lg 1Q

mit
3 3
Lo=Lg—2Mg, Ld:LS+Ms+§AL5, Lq:LS‘i‘MS_iALS (A.18)
5-

Alle Eintrdge der Induktivitdtsmatrix sind konstant — ein wesentlicher Vorteil der
Transformation — und man kann (A.17) in drei Gleichungen

undk::\/g

Vo = Loio,
v, Lo kM; kM, i
\I/f = — ka Lf LfD . iLf , (A19)
Up kMp LfD Lp D

v, o L, k’MQ _ iq
\I’Q o kMQ LQ 1Q

fassen. Diese entsprechen drei voneinander unabhéngigen Mengen magnetisch gekop-
pelter Spulen: die Feldspule f, die Dampferspule D und die fiktive Spule d auf der
d-Achse; die Dampferspule @ und die fiktive Spule q auf der g-Achse sowie die sepa-
rate fiktive Null-Sequenz-Spule auf der 0-Achse (siehe Abb. A.2: d L ¢ 1 0—Achse).

Jetzt konnen noch die folgenden vereinfachenden Annahmen gemacht werden:

e Die Anderungen der Rotorgeschwindigkeit haben keine signifikanten Auswirkun-
gen auf die Spannungen: w =~ ws.
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e U, und \i’q sind klein gegeniiber den wV¥, ,-Beitrdgen.

e [m Fall balancierter Operation verschwindet die Gleichung fiir die Null-Sequenz-

Komponente.

Damit verbleiben aus (A.15) und (A.16):

vg ~ —Rig—wVYy,
vy =~ —Rig+w¥yg,

\i/f = —Rfif + vy,
¥p = —Rpip,
Ug = —RyiQ.

(A.20)

Zusammen mit den algebraischen Gleichungen fiir die magnetischen Fliisse bilden sie

ein vollstéandiges Modell des Synchrongenerators.

A.2.2. Die charakteristischen Operationszustinde

Reaktanzen /Zeitkonstanten in den charakteristischen Generatorzustinden

Beziiglich des Betriebs eines Synchrongenerators werden drei Zustédnde unterschie-
den: der subtransiente, der transiente und der stationdre (vgl. Kap.4.4). Mit diesen
sind charakteristische Generatorinduktivitéten/-reaktanzen und Zeitkonstanten ver-

kniipft?:

e Stationdrer Zustand: synchrone Induktivititen/Reaktanzen

Lq/ X4 , Lq/ X,

e Transienter Zustand:
transiente Induktivititen/Reaktanzen:

k2 M?

L,=L,, X,=uwL, =X,

transiente Zeitkonstante: I
Thy = =L
do Ry

“Herleitung: siehe [MBBOS].
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A.2. Mathematische Beschreibung von Synchronmaschinen

e Subtransienter Zustand: siehe [MBBOS8|?

Stationdre Operation

Im stationdren Betrieb ist der Strom in der Feldwindung konstant, fiir die Damp-
ferstrome gilt: ip = ig = 0. Damit folgt

Uy = Lgitqg + kaif , \I/q = Lqiq (A.Ql)

sowie
vg = —Rig — X414 , vg = —Rig + Xgiq + eq (A.22)

mit der neu eingefithrten Grofe

_ kM
€q = wkaZf = OJTff\I’f(id:O) . (A23)

Transiente Operation

Im transienten Zustand hat der magnetische Fluss des Ankers die Da&mpferspulen
durchdrungen und die Dampferstrome sind auf geringe Werte abgefallen, sodass die
entsprechenden Gleichungen beiseitegelassen werden konnen. Es bleibt:

Uy . Lqg kM; ) ¥ _ .
( vy ) - ( kMg Ly > ( if ) YT e (424
\ilf =wvy — Ryip (A.25)
vg = —Rig —wY¥, , vy = —Rig +w¥q,. (A.26)

Fiir die -Komponente der Ankerspannung lasst sich damit schreiben:

k2 M? kM
vy = —Rig+w |ig | La— —L | + =Ly | = —Rig+ Xhig+¢,.  (A27)
Ly Ly
Die neu eingefiihrte Grofe
kM
r_ f

wird als transiente elektromotorische Kraft/Spannung der g-Achse bezeichnet.
Da sich auf der g-Achse keine Feldwindungen befinden, gilt X, = X, (’1 und somit

Vd = —Rid — X(/]iq . (A.29)

®Da der subtransiente Zustand fiir das in dieser Arbeit verwendete Modell nicht relevant ist, entfallen
die Ausfithrungen zu Reaktanzen, Zeitkonstanten und Operation.
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Um dem Abschirmungseffekt auf der q-Achse, den viele Generatoren mit Rotoren aus
beruhigtem Stahl aufweisen, Rechnung zu tragen, fiihrt man eine weitere, kurzge-
schlossene Spule g auf der Achse ein. Mit dieser gilt:

o\ _ ([ Ly kMg \ (g ' L
(\Ifg)_<kMg L : . W, = —Ryi,. (A.30)

Damit erhdlt man analog zur d-Achse fiir die Spannung vy den Ausdruck

vg = —Rig — Xjiq + €y (A.31)

mit KM
e =—w—20,. (A.32)

Ly

Fihrt man weiter .
ef =w fvf (A.33)

Ry

ein, ergeben sich fiir die Dynamik der transienten Spannungen efl und ¢/, die DGLen

g ef — ef] + iq(Xq — X))
! Ty

(A.34)

sowie
—e!, —ig( X, — X/
el = d djs, g ? fir X, # X,, sonst: ey =0. (A.35)
q0

A.2.3. Zusammenhang zwischen Generator- und Netzsystem

Im stationédren Zustand gilt fiir die Spannungen der Phasen A, B und C:
va = VBV, sin(wt),  vp = V2V, sin(wi — %”), ve = V2V, sin(wt — %”), (A.36)
mit 0 = wt + §. Via Park-Transformation ergibt sich hieraus:
vy = —\/§Vg sin ¢ ; Vg = \/§Vg cosd . (A.37)

Die Anschlusspannung V, kann in zwei orthogonale Anteile entlang der d- und g-Achse
zerlegt werden:

Vg_(¥q> i Vg=Vycosd 3 Vg=—Vysing. (A.38)
d
Es gilt somit:

va=V3Vy 5 w,=V3V,. (A.39)

Analog kénnen die Strome 74 und i, sowie die Spannungen eg, €4, €/; und eg durch die
orthogonalen Phasengrofen I; und I, Eg4, E,, E/}, und Eé ersetzt werden.®

6Zur Rechtfertigung des Transfers auf nicht-stationiire Betriebszusténde siehe [MBBOS].
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A.2.4. Leistung

Fiir die Anschlussleistung gilt:
Py =vgiqg+ vgiqg = 3(Valg + Vil,) . (A.40)

Die sogenannte Luftspaltleistung oder elektrische Leistung P, ergibt sich hieraus durch
Addition der Ohmschen Verluste:

Pe=3(Valg+ Volg+ (I3 + I))R) . (A.41)

A.2.5. Vereinfachte Modellgleichungen

Aus A.2 folgt fiir die Dynamik der transienten bzw. subtransienten Spannungen E(’] /E),

bzw. E;/E} hinter den transienten bzw. subtransienten Reaktanzen X, und X; bzw.
X} und X:

TiE) = E,—FE)+Is(X)— X} (A.42)

WE] = E)—Ej—I,(X,—X/) (A.43)
TyE, = Ep—E|+14(Xq— X)) (A.44)
T\WE), = —FE)—I1,(X,— X]) (A.45)

Komplettiert wird diese Modellierung der Synchronmaschine durch die Swing-Gleichun-
gen.

Im akkuratesten Modell, dem sogenannten Modell sechster Ordnung, werden alle sechs
DGLen" beriicksichtigt. Durch vereinfachende Annahmen kann deren Zahl sukzessive
reduziert werden. Fiir das Modell dritter Ordnung vernachlissigt man die Wirkung
der Dampferspulen — dies kann mittels einer Erhéhung der Dampfungskonstanten D
in der Swing-Gleichung ausgeglichen werden) — und beseitigt damit die DGLen fiir die
subtransienten Spannungen. Dariiber hinaus nimmt man E); = 0 und X; = X, an,
sodass die Synchronmaschine letztlich durch das folgende Modell beschrieben wird:

b = w,
Mé = —Dw+ Py — Pe, (A.46)
TiE, = Ej—E|+14(Xq—X}).

Bemerkung: Eine weitere Reduktion, ndmlich die Annahme einer konstanten Spannung
E;, hinter einer transienten Reaktanz X, fithrt zum klassischen Modell (in diesem
Kontext das Modell zweiter Ordnung).

"Die Swing-Gleichung entspricht zwei DGLen erster Ordnung.
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A.3. Wechsel des Referenzsysstems: Netzwerksystem <>
dg-Generatorsystem

9 Abbildung A.3.: Relative Position
von (a,b)-Netzwerksystem und (d,q)-
Generatorsystem. Die Achsen sind um den

'Re a Rotorwinkel § gegeneinander gedreht.

Die in den Netzwerkgleichungen auftretenden Spannungen sind in komplexen Netz-
werkkoordinaten (a,b) formuliert. Fiir die in Abb. A.3 eingezeichnete Spannung gilt:

E =FE, +iE,. (A.47)
Die Transformation in das (d,q)-System eines Generators erfolgt mittels
E;\ ([ —sind cosé E,
(Eq>_< cosd sin5>'<Eb ) ’ (A.48)
Die entsprechende Riicktransformation lautet:
E, \ [ —sind cosd Ey
< E, ) o ( cosd  sind ) < E, > ' (A.49)
Die anderen Phasoren lassen sich analog transformieren.

Man beachte: Die Transformation hdngt vom Rotorwinkel einer Maschine ab, jede
Synchronmaschine besitzt ihr individuelles (d,q)-Koordinatensystem.
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A.4. Kron-Reduktion von Matrizen und Graphen

Die Kron-Reduktion von Matrizen stellt ein gebréuchliches Werkzeug in der Stabili-
tatsanalyse von elektrischen Netzwerken dar, mit dessen Hilfe passive Knoten () I, =
0) eliminiert werden kénnen. Im Folgenden soll der zugrundeliegende Prozess definiert
und aus der graphentheoretischen Perspektive beleuchtet werden.[DB11a]

Kron-Reduktions-Prozess (mit Blick auf elektrische Netzwerke)

Gegeben sei ein elektrisches Netz mit den Zweigkonduktanzen A;; (i,j = 1,...,n) und
den Querkonduktanzen® Ay (i = 1,...,n). Dann ist der entsprechende Graph G(I,,, F)
ein nicht-gerichteter, zusammenhéngender, gewichteter Graph mit der zugehorigen Ad-
jazenzmatrix A(G), der Laplaceschen Matrix L(A) und der Schlingen-Laplace-Matrix
Q(A)?. Sei a ¢ I, mit |a| > 2 die Untermenge der aktiven Knoten und 8 = {1,..,n}\«
die der passiven.

Nach entsprechender Umordnung kann man die Netzwerk-Gleichung I = QV in der

(B)-(E &)

angeben. Gauft’sche Eliminierung der passiven Knoten fiihrt auf

Form

Ia + QbeglI,B = Qred Va ) (A'51)
bzw. fiir Iz = (0, ...,0)
I, =QeaVa (A.52)
mit der reduzierten Matrix
Qred = Qaa - QaﬁQBﬂ_lQBa € R‘(X'Xlal (A53)
und der begleitenden Matrix
Qbegl = —QapQps ™" e Rlaxn=lah (A.54)

Die reduzierte Matrix ist wohldefiniert und entspricht ihrerseits einer Schleifen-Laplace-
Matrix. Sie induziert folglich wiederum einen ungerichteten, gewichteten Graphen.
Somit kann die Matrixreduktion auch als Graphenreduktion G — G,.q verstanden
werden. Der korrespondierende Graphenreduktionsprozess besitzt die folgenden topo-
logischen Eigenschaften.

8Die Querkonduktanz A;; verbindet den i-ten Knoten mit der Erde (Nullpotential).
9Q(A) = L(A) + diag({Ai; }1=1) € R™™™ erweitert die Laplacesche Matrix insofern, als sie Schlingen
beriicksichtigt.
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Topologische Eigenschaften

e Zwei Knoten i, j € a sind dann und nur dann in G,eq durch eine Ecke verbunden,
wenn in G ein Weg existiert, dessen Knoten allesamt Elemente der Menge {i, j} U
(I, \ ) sind.

e Ein Knoten ¢ € a weist in G,eq dann und nur dann eine Schlinge auf, wenn er
eine Schlinge in G aufweist oder es einen Weg von ¢ zu einem schlingenbehafteten
Knoten j € I, \ « gibt, dessen Knoten allesamt Elemente von {i,5} U (I, \ @)
sind.

e Wenn die inneren Knoten § C I, \ o in G einen zusammenhéngenden Unter-
graphen formieren, dann bilden die in G zu S adjazenten Knoten @ C « in Gyeq
eine Clique. Weist ein Knoten aus 8 in G eine Schlinge auf, so tun dies auch alle
in G zu B adjazenten Knoten in Gpeq.

Abb. A .4 veranschaulicht die obigen Aussagen.

?
é><>. é><>. ZSaN

@ &
Abbildung A.4.: Kron-Reduktionsprozess eines Graphen bestehend aus drei aktiven (blau)
und fiinf passiven Knoten (grau). Sukzessive Eliminierung des jeweils eingekreisten Knotens

(dabei wird in jedem Schritt der zu eliminierende Knoten als passiv, alle anderen als aktiv
angesehen). Der erste Reduktionsschritt ist als A-Y-Transformation bekannt.
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