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Kapitel 0

Worum geht es in der Logik?

Betrachten Sie den folgenden Satz, nennen wir ihn S
Dieser Satz ist nicht wahr.

Der Satz S stellt eine Behauptung auf. Ist S wahr oder falsch? Nun, wenn
S wahr ist, dann ist S offensichtlich falsch, da S ja sagt, dass S nicht wahr
ist; und wenn S falsch ist, dann ist .S wahr, da S ja sagt, dass S nicht wahr
ist. Damit ist dann wohl S weder wahr noch falsch, also vielleicht einfach
unsinnig ... Aber ein unsinniger Satz ist ja wohl doch immerhin nicht wahr
und damit stimmt dann doch, was S sagt, und S ist am Ende doch wahr?
Thre Gedanken fangen an, sich in einem Kreis zu bewegen. Vielleicht ist der
Satz S so unsinnig, dass er eben wirklich ganz und gar sinnlos ist, so wie wohl
die Begriffe “Hump” und “Dump”!. Aber ganz so einfach ist es nicht. Sie
haben ja eben eine Weile lang durchaus logisch iiber den Satz S nachgedacht.
Also scheint nichts zu passen: S ist weder wahr, noch falsch, noch unsinnig,
noch ganz und gar sinnlos — also insbesondere ist S nicht wahr! Daher ...

Sie geben auf. Der Satz S ist eine verfeinerte Variante der “Liigner—
Paradoxie”, die in der Bibel zwar besprochen, aber nicht gelost wurde?. Hier
ist also ein Satz, S, der in geringfiigigen Varianten schon seit mehr als 2000
Jahren durchdiskutiert wird; aber: Eine “Losung der Liigner—Paradoxie” ist
nicht in Aussicht und wird auch in diesem Skript nicht prasentiert wer-
den. Wihrend Sie iiber S nachgedacht haben, haben Sie jedenfalls logisch
nachgedacht: In Thren Gedanken hat sich eins aus dem anderen zwangsweise

!Siehe http://www.funfocus.net/bilder /cartoons/deix5.htm
2Titus, 1, 12 — 13: “Einer ihrer eigenen Propheten hat gesagt: ‘Kreter sind von jeher
verlogen, wilde Tiere, faule Bauche’. Dies Zeugnis ist wahr”.
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ergeben. Die Logik geht diesem Zwang nach. Sie fragt: “Was bedeutet es,
dass etwas logisch aus etwas anderem folgt?”
Sie haben nun zwei Moglichkeiten:

(1) Die Beschiiftigung mit S hat Thnen gereicht, Sie wollen Thre Zeit sinn-
voller verbringen und nichts weiter tiber Logik wissen.

(2) Wenn man Ihnen schon keine befriedigende Auskunft hinsichtlich des
Satzes S geben kann, dann wollen Sie wenigstens einen Einblick be-
kommen, was die Logik in den letzten 2000 Jahren Positives erreicht
hat (und insbesondere, was die mathematische Logik in den letzten
100 Jahren geleistet hat!). Im letzteren Falle sollten Sie dranbleiben.?

Der bedeutendste Logiker des 20. Jahrhunderts heifit KURT GODEL (*1906,
71978). Er wurde in Briinn geboren und kam dann nach Wien. Er bewies den
so genannten Vollstédndigkeitssatz in seiner Dissertation und den sogenannten
Unvollstandigkeitssatz in seiner Habilitation. Diese Resultate haben die Lo-
gik revolutioniert. Er beschéftigte sich erfolgreich mit dem 1. HILBERTschen
Problem. Es hat aber nichts geniitzt, er bekam keine feste Stelle in Wien.
Er emigrierte 1938 in die USA. Er fuhr zundchst mit dem Zug nach Wla-
diwostok, dann von dort mit dem Schiff nach San Francisco und von dort
weiter nach Princeton, NJ, wo er den Rest seines Lebens als Kollege von AL-
BERT EINSTEIN (*1897, 11955) am ‘Institute for Advanced Studies’ wirkte.
In Princeton bewies Kurt Godel, dass Einsteins Feldgleichungen eine Losung
besitzen, die Zeitreisen in die Vergangenheit méglich machen.

Wir wollen in dieser Vorlesung den Godelschen Vollstindigkeitssatz be-
weisen. Man kann leicht missverstehen, was dieser Satz sagt. Man kann es
aber schon an einem Beispiel illustrieren.

Eine (additive) Gruppe ist ein Objekt der Gestalt

(G;0,+),

wobei GG eine nichtleere Menge, 0 € G das neutrale Element und + eine
zweistellige Verkniipfung ist (die Addition von Elementen aus G), und wo-
bei (G;0,+) die Gruppenaxiome erfiillt. Gruppentheoretiker méchten her-
ausfinden, welche Aussagen (in der Sprache der Gruppentheorie) in allen
Gruppen gelten. Z.B. ist das Zentrum einer beliebigen Gruppe immer eine
Untergruppe dieser Gruppe (und diese Aussage ldsst sich in der Sprache der

3Ach ja, es gibt eine dritte Moglichkeit: Sie wollen zwar eigentlich nichts weiter iiber
Logik wissen, benéGtigen aber einen Schein.
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Gruppentheorie formulieren). Wie zeigt man aber, dass eine solche Aussage
in allen Gruppen gilt?

Nun, auf diese Frage gibt es spétestens seit EUKLID (ca. *325, 1265 v.u.Z.)
nur eine mogliche Antwort: Man beweist die fragliche Aussage aus den Grup-
penaxiomen. Was aber ist ein Beweis? Wir haben oben davon gesprochen,
dass sich (beim Nachdenken iiber den Satz S) in IThren Gedanken eins aus
dem anderen zwangsweise ergeben hat; Sie haben logische Folgerungen voll-
zogen. In der Logik (als Teil der Mathematik) wird nun zunichst dieser
Folgerungsbegriff (d.h. der Begriff des Beweisens) prézisiert. Es wird sodann
nicht schwer sein zu sehen, dass alles, was aus den Gruppenaxiomen beweis-
bar ist, auch in allen Gruppen gelten muss. Aber gilt auch die Umkehrung?
D.h., wenn eine Aussage in allen Gruppen gilt, haben wir dann die Methoden
zur Hand, diese Aussage aus den Gruppenaxiomen streng zu beweisen?

Der Godelsche Vollstéandigkeitssatz beantwortet diese Frage positiv (und
das nicht nur fiir die Gruppentheorie). Ich habe oben gesagt: Man kann
leicht missverstehen, was der Vollstéandigkeitssatz sagt. Eigentlich sollte man
sagen: Es liegt nicht unmittelbar auf der Hand, dass er iiberhaupt etwas
sagt. Man muss die Fragestellung wirklich erfassen um zu sehen, welch tiefes
Resultat er ist. Wir wollen uns dieser Fragestellung langsam (wenn auch
zugegebenermaflen abstrakt!) annihern.

Wir werden im Zuge des Beweises des Godelschen Unvollsténdigkeitssat-
zes ein Resultat kennen lernen, mit dessen Hilfe wir Nichtstandard—Modelle
der Zahlentheorie konstruieren werden. Was eine Gruppe ist, das wird von
den Gruppenaxiomen ausgedriickt. Kann es eine (natiirliche) Menge von
Axiomen geben, die uns erklirt, was die natiirlichen Zahlen sind? Manche
von Thnen kennen vielleicht die Axiome der PEANO—Arithmetik. Die Menge
der natiirlichen Zahlen ist ein Modell dieses Axiomensystems, so wie jede
Gruppe ein “Modell” der Gruppenaxiome ist. Es gibt viele Gruppen, aber
es gibt nur eine Menge der natiirlichen Zahlen. Wir werden sehen, dass die
Peano—Arithmetik viele (zueinander nicht isomorphe) Modelle besitzt. Das
mag auf den ersten Blick etwas paradox erscheinen, die natiirlichen Zahlen
sind doch etwas so “Konkretes”, dass es eigentlich moglich sein miisste, sie
vollstdndig zu beschreiben. Nun ja. Der Unterschied zur “Liigner—Paradoxie”
ist der, dass hier alles “Paradoxe” verschwindet, sobald man die Sache ver-
standen hat.

Apropos: Sei Franz K. ein Kreter. Angenommen Franz K. sagt:

“Jeder Aussagesatz, den ein Kreter jemals sagt, ist nicht wahr”.
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Diese AuBerung kann nicht wahr sein, da Franz K. selbst ein Kreter ist. Also
muss sie falsch sein; d.h. Franz K. sagt in diesem Moment die Unwahrheit und
es gibt AuBerungen von Kretern, die wahr sind. Dies allerdings ist konsistent!
Die “Liigner—Paradoxie” der Bibel ist also auch keine Paradoxie!

Bleibt der oben diskutierte Satz S als Problem. Er liefert immerhin die
Idee zum Beweis des Godelschen Unvollsténdigkeitssatzes. Godel hat es ge-
schafft, in der Sprache der Zahlentheorie einen Satz zu formulieren, der sagt:
“Dieser Satz ist in der Zahlentheorie nicht beweisbar”. Er kann nicht beweis-
bar sein, wenn die Zahlentheorie konsistent ist. Also ist er wahr. Es gibt also
wahre nicht beweisbare Sitze in der Zahlentheorie.

Entsprechendes gilt fiir die meisten mathematischen Theorien, sogar fiir
die Mengenlehre, die die starksten Theorien der Mathematik liefert: Fiir jede
ihrer Theorien gibt es wahre, jedoch nicht beweisbare Sétze.

Ein Verwandter des Godelschen Unvollstindigkeitssatzes ist der Unent-
scheidbarkeitssatz von ALONZO CHURCH (*1903, 11995). Er besagt, dass es
kein Entscheidungsverfahren gibt, mit dessen Hilfe wir errechnen kénnen,
ob eine vorgelegte Aussage der Zahlentheorie (oder der Mengenlehre) in der
Zahlentheorie (bzw. einer Theorie der Mengenlehre) beweisbar ist.

Die mathematische Forschung séhe anders aus, wére der Churchsche Satz
falsch! Er besagt, dass es prinzipiell keinen Computer geben kann, der uns
Mathematikern die Arbeit abnimmt.

Bevor KONRAD ZUSE (*1910, 11995) den ersten programmierbaren Rech-
ner der Welt gebaut hatte, wurden die Méglichkeiten und Grenzen der Bere-
chenbarkeit systematisch untersucht. Das mathematische Modell eines Com-
puters geht auf ALAN TURING (*1912, 11954) zuriick, der im zweiten Welt-
krieg an der Entschliisselung der Enigma beteiligt war. 1952 hat ihn die
riickstdndige Nachkriegszeit wegen Homosexualitéit ins Geféingnis gebracht
und spéter in den Selbstmord getrieben.

Neben der Betrachtung der Godelschen Sétze werden wir in dieser Vorle-
sung die Grundlagen der Theorie der Berechenbarkeit kennen lernen. Dabei
werden wir auch sehen, dass prinzipiell (durch Berechnung) losbare Pro-
bleme nicht unbedingt auch praktisch l6sbar sind, wenn ndmlich etwa die
Rechenzeit zu grof§ ist. Dies fithrt uns beispielsweise zur Frage, ob P = NP.
Wir werden diese Frage formulieren, aber nicht beantworten. Falls Sie ei-
ne Antwort finden, dann sind Sie um 1 Mio. $ reicher?. Dies ist eine letzte
Moglichkeit, inwiefern sich ein Besuch dieser Vorlesung lohnen konnte.

“Siehe http://www.claymath.org/millenium/P_vs_ NP/



Kapitel 1

Aussagenlogik

Die ganze Logik ist in vier Teile geteilt: Beweistheorie, Rekursionstheo-
rie (Theorie der Berechenbarkeit), Modelltheorie und die Mengenlehre. Die
Theoretische Informatik ist nah an der Rekursionstheorie angesiedelt.

Die Begriffe des Beweisens und Rechnens sind grundlegend in der Mathe-
matik. In der Logik werden sie systematisch untersucht. Beweise sind Beweise
auf der Grundlage von Theorien. Theorien besitzen Modelle. Wir betrachten
hier die grundlegenden Zusammenhénge zwischen Beweisen, Berechnungen
und Modellen.

Die einfachsten Beweise sind Beweise in der Aussagenlogik. Beispiel:

Die Werse ist ein Berg oder ein Fluss.
Die Werse ist kein Berg.

Die Werse ist ein Fluss.

Mit Ayg = “Die Werse ist ein Berg” und A; = “Die Werse ist ein Fluss” sieht
dieser “Beweis” (dieser logische Schluss) so aus:

Ay oder A
nicht Ao

Ay

Die logischen Junktoren sind Zeichen fiir: nicht, und, oder, wenn ... , dann
., genau dann, wenn.

“—" steht fiir “nicht”,
“A” steht fiir “und”,
“V” steht fiir “oder”,
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“—” gsteht fiir “wenn ..., dann ... ”,

“—” steht fiir “genau dann, wenn”.
Unser logischer Schluss sieht dann so aus:

AV Ay
-Ap

Aq

Dieser Schluss ist logisch, da es auf die Bedeutung der darin vorkommenden
Aussagenvariablen nicht ankommt.
Die Symbole der Aussagenlogik sind die folgenden:

Klammern: ( und )
Junktoren: -, A, V, —, <
Aussagenvariablen: Ay, A1, Ao ...

Ein Ausdruck ist eine endliche Folge von Symbolen. Z.B. ist (AAs <) ein
Ausdruck. Nicht alle Ausdriicke sind “Formeln”, d.h. haben Bedeutung.
Welche Ausdriicke sind Formeln? Wir wollen:

(a) Jede Aussagenvariable ist eine Formel.

(b) Wenn ¢ und ¢ Formeln sind, dann sind auch —p, (0 A¢), (¢ V), (¢ —
1) und (¢ < 1) Formeln.

(c) Kein Ausdruck ist eine Formel, der es nicht auf Grund von (a) oder
(b) sein muss.

Wie lésst sich dies mathematisch préziser fassen? Eine Formel der Aussa-
genlogik ist ein Ausdruck, der in jeder Menge M von Ausdriicken enthalten
ist, so dass

(a)’ jede Aussagenvariable in M enthalten ist, und

(b)” wenn ¢ und ) in M enthalten sind, dann auch —p, (pA), (pV)), (¢ —
) und (p < ).

Wenn wir (nur fiir diesen Zweck!) eine Menge M von Ausdriicken “gut” nen-
nen genau dann, wenn M (a)’ und (b)’ erfiillt, dann gilt also: Ein Ausdruck
ist eine Formel genau dann, wenn er im Durchschnitt aller “guten” Mengen
von Ausdriicken liegt.



Die Aussagenvariablen heiflen auch atomare Formeln, die iibrigen For-
meln zusammengesetzte Formeln. Eine zusammengesetzte Formel ist entwe-
der Negation (d.h. von der Gestalt —¢), oder Konjunktion (von der Gestalt
(¢ A1), oder Disjunktion (von der Gestalt (¢ V1)), oder Konditional (von
der Gestalt (¢ — 1)) oder Bikonditional (von der Gestalt (¢ < v)).

Die Definition des Formelbegriffs ist Beispiel fiir eine rekursive Definition.
Es gilt das Induktionsprinzip fiir Formeln: Sei E eine beliebige Eigenschaft.
Angenommen, E gilt fiir alle atomaren Formeln. Sei weiterhin Folgendes
angenommen: wenn F auf die Ausdriicke ¢ und ¢ zutrifft, dann gilt £ auch
fiir =, (p AY), (pVY), (¢ — 1) und (¢ < ). Dann gilt E fiir alle Formeln.

Hier ist ein Beispiel. Wir zeigen mit Hilfe des Induktionsprinzips, dass
jede Formel die gleiche Anzahl von linken und rechten Klammern hat. Diese
Aussage gilt ndmlich offensichtlich fiir alle atomaren Formeln, und sie vererbt
sich von ¢ und @ weiter auf -, (0 AY), (pV 1)), (¢ — ) und (p <« ). Also
gilt die Aussage fiir alle Formeln.

Warum gilt das Induktionsprinzip? Sei M die Menge aller Ausdriicke,
auf die E zutrifft. Dann gilt fiir M nach Voraussetzung (a)’ und (b)’. Also
ist (nach Definition dessen, was es heifit, eine Formel zu sein) die Menge aller
Formeln eine Teilmenge von M d.h., auf jede Formel trifft £ zu!

Rekursive Definitionen sind in der Mathematik sehr haufig. Fiir sie alle
gibt es ein entsprechendes Induktionsprinzip. Das Induktionsprinzip fiir N ist
ein weiteres Beispiel. Wir werden im Folgenden viele Beispiele zur Rekursion
und Induktion sehen.

Wir wollen nun definieren, was es heifit, dass eine Formel logisch aus
einer anderen Formel folgt. Hierzu definieren wir zunéchst den Begriff der
Belegung; eine Belegung 3 ordnet jeder Formel ¢ einen “Wahrheitswert”
B(p) € {0,1} zu. Dabei lesen wir 3(p) = 0 auch als “p ist falsch” und
B(p) =1 als “p ist wahr”.

Sei Fy die Menge aller atomaren Formeln (d.h. Fy = {4, A1, Ag,...}),
und sei F' O Fy die Menge aller Formeln. Sei 3 : Fy — {0,1} eine beliebi-
ge Funktion, die allen atomaren Formeln “Wahrheitswerte” zuordnet. Wir
definieren dann die zu 3 gehdrige Belegung (3 : F — {0, 1} rekursiv wie folgt:

(1) B(e) = B(e) fiir alle ¢ € Fy
und fiir alle ¢, ¢ € F
(2) B(=p) =1—=B(e),
(3) Bl A1) = B(p) - B¥) = min{B(p), B(¥)}
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(4) B((p V) = max{B(»), B(¥)}
(5) B((p = ) = max{1l = 5(p), H(v)}

(6) Bl =) =8¢ =) B —¢))

Es gilt also Folgendes: —¢ ist wahr gdw.! ¢ falsch ist; (o A1) ist wahr gdw.
 und 1 beide wahr sind; (¢ V ) ist wahr gdw. ¢ oder ¢ wahr ist (im nicht
ausschliefenden Sinne); (¢ — 1) ist wahr gdw. =y oder ¢ wahr ist; (¢ < 1)
ist wahr gdw. ¢ und 1 dieselben Wahrheitswerte besitzen.

Zu jedem 3 : Fy — {0,1} ist dadurch eindeutig eine zugehorige Belegung
B :F —{0,1} definiert.

Wir nennen 3(¢) auch den zu 3 gehdrigen Wahrheitswert von . Fiir
eine gegebene Formel errechnet sich der Wahrheitswert am leichtesten mit
Hilfe einer “Wahrheitstafel”. Sei etwa die Formel (Ag — (A1 — Ap)) ge-
geben. Sei B(Ag) = 0, B(A;) = 1. Dann ergibt sich fiir den zugehorigen
Wahrheitswert G((Ag — (A1 — Ap))):

Ay A|(A = (0 A — Ay)
0 1| 1 0 1

D.h. 8((Ay — (=41 — Ap))) = 1. Offensichtlich hdngt der Wahrheitwert
B(p) einer Formel ¢ nur von den (endlich vielen) Werten (3(A,,) ab, fiir die
die atomare Formel A, in ¢ vorkommt. In unserem Falle errechnen sich die
zu verschiedenen (3 gehérigen Wahrheitswerte von (Ag — (—A; — Ag)) wie
folgt:

Ay A (A = (= A — Ay
0 0 1 1 0
0 1 1 0 1
1 0 11 1
11 1 0 1

Sei B: Fy — {0,1}. Wir sagen, dass 3 die Formel ¢ erfiillt gdw. 3(¢) = 1,
wobei 3 die zu 3 gehorige Belegung ist. Sei ¥ eine Menge von Formeln. (D.h.
¥ C F.) Wir sagen, dass 3 die Formelmenge X erfiillt gdw. 3(¢) = 1 fiir alle
© € X, wobei 3 die zu 8 gehorige Belegung ist.

Definition 1.1 Sei ¥ U {¢p} eine Menge von Formeln. ¥ impliziert tauto-
logisch ¢, in Zeichen ¥ |= ¢, gdw. fiir alle 3 : Fy — {0,1} Folgendes gilt:
wenn B X erfillt, dann erfillt 3 auch . Anstelle von () = ¢ schreiben wir
auch |= ¢; in diesem Falle nennen wir ¢ eine Tautologie.

Lugdw.” steht fiir “genau dann wenn”



Die oben betrachtete Formel (A9 — (—A4; — Ap)) ist also eine Tautologie.
Hier sind einige Beispiele fiir ¥ = ¢ :

{=A1} E A1 — Ay,
{45 — A5, 45 — Az} | Az < 45,
{—|A0 \ Al} ': Ay — A

Die Menge ¥ in der obigen Definition muss iibrigens nicht endlich sein. Wir
schreiben auch 1) = ¢ anstelle von {¢} = ¢. ¥ und ¢ heiflen tautologisch
dquivalent gdw. 1 = ¢ und ¢ = 1 gelten.

Sei J C {—,A,V,—, <} eine Menge von Junktoren. J heifit vollstindig
gdw. es zu jeder Formel ¢ eine tautologisch &dquivalente Formel v gibt, in
der nur Junktoren aus J vorkommen. Z.B. ist {—} nicht vollstindig. Es gilt
aber:

Satz 1.2 Die folgenden Mengen J von Junktoren sind vollstindig.
(1) J ={=/AV},
(2) J={~A},
(3) J ={=V},
(4) J={~—}.

Beweis von (1): Wir konstruieren rekursiv eine Funktion ® : ' — F, die
jeder Formel ¢ eine tautologisch dquivalente Formel ®(¢) zuordnet, in der
hochstens die Junktoren —, A,V vorkommen.

Wir setzen ®(p) = ¢ fiir jedes atomare . Seien ®(p) und ®(¢’) bereits
definiert. Dann setzen wir

D(~p) = ~0(p),

P((pA¢)) = ((p) AD(¥)),

P((p V') = (2(p) vV O(¢)),

P((p — ¢') = ~P(p) vV 2(¥),

P((p = ¢") =2((p — ) NO((¢ — ¢)).

Damit ist ® : F — F (durch “Rekursion lings der Formelkomplexitit”)
wohldefiniert.

Man iiberlegt sich leicht induktiv, dass ¢ und ®(y) immer tautologisch
dquivalent sind. Fiir atomares ¢ ist das trivial. Sei nun etwa ¢ ein Kondi-
tional, etwa ¢ gleich (¢» — %’). Dann sind nach Induktionsvoraussetzung 1)



6 KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK

und ®(¢)) sowie ' und ®(¢') jeweils tautologisch dquivalent. Damit sind
aber auch =) und —®(v)) sowie schlieBlich (=1 V ¢') und

(—2(¥) v (&) = (¢ — ¥)))

tautologisch dquivalent. Es sind aber (¢ — ') (d.h. ) und (=% V ¢’) tau-
tologisch dquivalent. O

Im Beweis dieses Satzes sahen wir ein Beispiel fiir eine Definition durch “Re-
kursion langs der Formelkomplexitit” und ein Beispiel fiir den Beweis einer
Aussage durch “Induktion nach der Formelkomplexitét”.

Wir beweisen nun den Kompaktheitssatz der Aussagenlogik. Sei ¥ eine
Menge von Formeln. ¥ heiit erfiillbar gdw. es ein 3 : Fy — {0,1} gibt, so
dass 3 jedes ¢ aus X erfiillt. ¥ heiBt endlich erfiillbar gdw. jede endliche
Teilmenge X von ¥ erfiillbar ist. Offensichtlich ist jedes erfiillbare ¥ auch
endlich erfiillbar.

Satz 1.3 Kompaktheitssatz. Sei ¥ eine Menge von Formeln. Wenn X
endlich erfillbar ist, dann ist 3 auch erfillbar.

Beweis: Sei (¢, : n € N) eine Aufzdhlung aller Formeln. Eine solche
Aufzéhlung erhélt man z.B., indem man im m'" Schritt alle Formeln der
Lénge < m aufzdhlt, in denen hochstens die Aussagenvariablen Ag, ... , A1
vorkommen.

Sei nun ¥ endlich erfiillbar. Wir konstruieren nun rekursiv eine Folge
(X, : n € N) von Formelmengen 3, wie folgt. Setze ¥y = ¥. Sei nun %,
konstruiert. Setze dann ¥, 11 = X, U{¢,}, falls £,, U{¢, } endlich erfiillbar
ist; ansonsten setze 3,11 = 3, U {—p,}. SchlieBlich sei ¥, die Vereinigung
aller ¥,,. Wir zeigen zunéchst durch Induktion, dass alle ¥, endlich erfiillbar
sind. Dies gilt nach Annahme fiir n = 0. Sei nun X, endlich erfiillbar. Falls
Y, U{en} endlich erfiillbar ist, dann ist der Induktionsschritt trivial. Sei
also 0.B.d.A. ¥,, U {p,} nicht endlich erfiillbar und ¥,,11 = £,, U{—¢,}. Sei
¥ C %, U{~¢,} endlich. Sei &' € ,, U {¢,} endlich und nicht erfiillbar.

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein 8 : Fy — {0,1}, das (X U
il)\{gon,ﬂgon} erfiillt. Sei 8 die zu 3 gehorige Belegung. Da ¥, endlich
erfiillbar und ¥ nicht erfiillbar ist, muss ¢, in 3 enthalten sein und 3 (pn) =
0. Dann gilt aber 3(—¢,,) = 1 und 3 erfiillt (EUE/U{ﬂgon})\{gon}, also auch
3.

Damit ist nun sofort auch X, endlich erfiillbar. Nach Konstruktion ha-
ben wir, dass fiir jede Formel ¢ entweder ¢ oder - in Y liegt.



Wir definieren nun ein 3 : Fy — {0,1} wie folgt. Wir setzen 3(4,) = 1
gdw. A, in Y, enthalten ist.

Sei 3: F — {0,1} die zu 3 gehorige Belegung. Wir zeigen jetzt induktiv,
dass B(p) = 1 gdw. ¢ in 3 enthalten ist. Dies gilt zunichst fiir atomare
Formeln . Sei die Aussage nun fiir ¢ gezeigt. Wir zeigen dann, dass sie
auch fir —p gilt. Es gilt aber f(—¢) = 1 gdw. f(¢) = 0 gdw. ¢ nicht in
Yoo enthalten ist gdw. —p in X, enthalten ist. Sei die Aussage fiir ¢ und
1 gezeigt. Sie gilt dann auch fir (¢ A ) @ B((p AY)) = 1 gdw. B(p) =
1= B(v) gdw. ¢ und 9 beide in Y sind gdw. (p A1) in X ist. Letztere
Aquivalenz ergibt sich leicht aus der endlichen Erfiillbarkeit von Y. Ahnlich
argumentiert man fiir die iibrigen zusammengesetzten Formeln. O

Aus Satz 1.3 ergibt sich unmittelbar:

Korollar 1.4 Sei ¥ U {¢} eine Menge von Formeln. Wenn ¥ = ¢, dann
gibt es ein endliches ¥ C X mit ¥ = .

Diese Aussage ist sogar dquivalent zu 1.3.
Eine Formel ist in konjunktiver Normalform, falls sie die Gestalt

(P00 VNV woig) N Apr—10V -V Or—1ip_,)

besitzt, wobei jedes ¢;,, entweder Aussagenvariable oder Negation einer
Aussagenvariablen ist. Analog ist eine Formel in disjunktiver Normalform,
falls sie die Gestalt

(P00 A Npojig) VoV (Pr—10 A A Pr—1ip_,)

besitzt, wobei jedes ¢, entweder Aussagenvariable oder Negation einer
Aussagenvariablen ist. Man zeigt leicht, dass es zu jeder aussagenlogischen
Formel ¢ aussagenlogische Formeln 1) und v’ gibt, so dass sowohl ¢ und
als auch ¢ und v’ tautologisch dquivalent sind und % ist in konjunktiver
Normalform und ¢’ ist in disjunktiver Normalform.
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Kapitel 2

Logik erster Stufe

Nicht alle logischen Schliisse sind aussagenlogische Schliisse. Betrachten wir
das Beispiel des SOKRATES—Schiilers ARISTOTELES:

Alle Fliisse flielen ins Meer.
Die Aa ist ein Fluss .

Die Aa flieBit ins Meer.

In der Logik erster Stufe ldsst sich dieser Schluss nachvollzichen. Analog zu
den aussagenlogischen Tautologien wird es “logische Wahrheiten” geben, d.h.
(logisch) giiltige Formeln (der Logik erster Stufe). Die Menge der giiltigen
Formeln ist zwar rekursiv aufzéhlbar, aber nicht entscheidbar. Dies wird sich
aus den Godelschen Sétzen ergeben.

Die Logik erster Stufe ist die Logik, die wir in der Mathematik benutzen.
Allerdings ist es nicht ganz richtig, von der Logik erster Stufe im Singular
zu sprechen, da wir mit verschiedenen Mengen von Pradikatsymbolen, Kon-
stanten und Funktoren arbeiten konnen.

Seien I, K,J (womdglich leere, womdoglich unendlich groie) paarweise
disjunkte Indexmengen, und sei n : I U J — N; wir schreiben n; fiir n(i),
wobei ¢ € T U J. Die zu I, K, J,n gehorige Sprache der Logik erster Stufe
besitzt die folgenden Symbole:

Klammern: ( und )

Junktoren: — und —

Allquantor: V

Variablen: vg, vy, vo, ...

Gleichheitszeichen: =

Pradikatsymbole: fiir jedes i € I ein n;—stelliges Pradikatsymbol P;

9
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Konstanten: fiir jedes k € K eine Konstante cy,
Funktoren: fiir jedes j € J einen n;-stelligen Funktor f;.

Ein Beispiel fiir eine solche Sprache ist die Sprache der Gruppentheorie: die-
se enthélt einen zweistelligen Funktor fiir die Addition (bzw. Multiplikation)
und eine Konstante fiir das neutrale Element. Die Sprache der Kérpertheorie
enthélt zwei zweistellige Funktoren fiir die Addition und die Multiplikation
und zwei Konstanten fiir die 0 und die 1. Die Sprache der elementaren Zah-
lentheorie enthélt ein zweistelliges Pradikatsymbol <, eine Konstante 0 fiir
die Null, einen einstelligen Funktor S fiir die Nachfolgeroperation n — n+1
und drei zweistellige Funktoren +,-, E' fiir die Addition, die Multiplikati-
on und die Exponentiation.! Die Sprache der Mengenlehre schlieBlich hat
lediglich das zweistellige Pradikatsymbol €.

Sei L eine Sprache der Logik erster Stufe. Ein £L-Ausdruck ist eine end-
liche Folge von Symbolen von £. Wir wollen nun die Begriffe “£—Term” und
“L—Formel” definieren. Dies geschieht wieder rekursiv. Sei £ durch I, K, J,n
gegeben.

Ein £-Term ist ein L—Ausdruck, der in jeder Menge M von £—Ausdriicken
liegt mit:

(a) jede Konstante und jede Variable liegt in M, und
(b) fiir j € J und 79,...7,;—1 € M ist auch fj7o... 7,1 € M.

Beispielsweise sind die folgenden Ausdriicke Terme der elementaren Zahlen-
theorie:
+S0v3, 550, -S505550.

Wir werden natiirlich S(0) + vs (oder besser 1 4+ v3) fiir +S0vs schreiben,
USW.

Eine atomare L—Formel ist jeder Ausdruck der Form Py ... 7,_1, wobei
P ein n-—stelliges Pradikatsymbol ist und 7p,...,7,-1 £—Terme sind, oder
ein Ausdruck der Form 7y = 7, wobei 19, 71 £L-Terme sind.

Schliellich ist eine L—Formel ein Ausdruck, der in jeder Menge M von
Ausdriicken liegt mit:

(1) jede atomare L-Formel ist in M,
(2) wenn ¢ und ¢ in M sind, dann auch —¢ und (¢ — ),

(3) wenn ¢ in M ist und n € N, dann ist auch Yv,p in M.

'Diese Sprache werden wir spiter mit £4 bezeichnen.
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Beispiele fiir Formeln der Sprache der Mengenlehre sind etwa € vzvg oder
Vg € vzvg. Wir werden natiirlich v3 € vy anstelle von € vzvg und entspre-
chend Yv3 vg € vy anstelle von Yvs € vgvg schreiben. vg € vy ist eine atomare
Formel der Sprache der Mengenlehre.

Wir vereinbaren einige Schreibkonventionen, um Formeln besser lesen zu
konnen. So schreiben wir:

(pVy)  fir (= — 1),
(pAY)  fir  —(p — 1),
(pey) fir (¢ —=Y)A R — @),

Jupp fir —Vu,—p,
T=1 fir =77/, und
T#T fir -7 =7,

wobei ¢, 1) Formeln und 7, 7" Terme sind. Diese abkiirzenden Schreibweisen
sind sinnvoll: fiir die ersten drei Zeilen iiberlegt man sich leicht, dass, wéiren
¢ und v aussagenlogische Formeln, die jeweiligen Formeln (also (¢ V 1) und
(—p — 1), usw.) tautologisch dquivalent wéren.

Mit diesen Konventionen ist nun also auch Vvg3v, vg € v eine Formel der
Sprache der Mengenlehre, bei der es sich in nicht abgekiirzter Schreibweise
um die Formel

Yvg—Vv1— € voug

handelt. Als weitere Schreibkonvention lassen wir von nun an die dufleren
Klammern weg, schreiben also z.B. ¢ — 1 anstelle von (¢ — ).

Wir wollen nun wieder definieren, wann eine Formelmenge ¥ eine Formel
 impliziert. Wieder arbeiten wir mit Belegungen, diesmal aber von Varia-
blen mit Elementen eines Modells; dies entspricht der Einsetzung solcher
Elemente fiir freie Variablen in Formeln.

Wir fixieren nun I, K, J, n, wodurch eine Sprache £ gegeben ist. Anstelle
von L£-Termen und (atomaren) L£-Formeln sprechen wir nun auch einfach
von Termen und Formeln.

Wir definieren zunéchst den Begriff der “freien Variablen”.

Sei n € N. Wir definieren “v, kommt frei in der Formel ¢ vor”. Wenn ¢
atomar ist, dann kommt v, frei in ¢ vor gdw. v, iiberhaupt in ¢ vorkommt.
v, kommt frei in -y vor gdw. v, frei in ¢ vorkommt. v, kommt frei in ¢ — ¥
vor gdw. v, frei in ¢ oder frei in 1 vorkommt. SchlieSlich kommt v,, frei in
Yump vor gdw. m # n und v, frei in ¢ vorkommt.

Ein £-Satz ist eine L-Formel, in der keine freien Variablen vorkommen.
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Beispielsweise ist Vv;—wv; € vg eine Formel der Sprache der Mengenlehre
(aber kein Satz) und JvpVu;—wy € vy ein Satz der Sprache der Mengenlehre.

Wir wollen jetzt den Sdtzen der Sprache £ Bedeutung verleihen. Oft hat
eine Sprache einen “intendierten Objektbereich” im Auge. Mit der Sprache
der elementaren Zahlentheorie wollen wir iiber die Struktur der natiirlichen
Zahlen sprechen, mit der Sprache der Mengenlehre iiber die Struktur des
Universums aller Mengen.

Ebenso oft gibt es aber auch keinen intendierten Objektbereich: die Spra-
che der Gruppentheorie hat nicht eine feste Gruppe im Auge, sondern “be-
liebige Gruppen”.

Allgemein bekommen Sitze Bedeutung, indem wir ein Modell von £
betrachten. Ein Modell von L ist eine Struktur der Form

M= (M;(R;:i€1),(a: k€ K),(F;:j€J)),

wobei M eine nichtleere Menge ist (das Universum, oder die Trigermenge
von M), jedes R; eine n;—stellige Relation auf M ist (d.h. R; C M™), jedes
aj ein Element von M ist und jedes F} eine nj-stellige Funktion auf M ist
(d.h. Fj: M™ — M).

Ein solches Modell interpretiert £ in offensichtlicher Weise: das Prédikat-
symbol P; wird durch die Relation R; interpretiert (in Zeichen: PZ-M = R;),
die Konstante ¢ wird durch ay interpretiert (in Zeichen: cﬁ" = ag), und der
Funktor f; wird durch die Funktion F} interpretiert (in Zeichen: fJM = F}).

Wir wollen nun sagen, was es heiflt, dass ein gegebener Satz im Modell
M gilt. Hierzu gehen wir einen kleinen (aber sehr effektiven) Umweg und
definieren allgemeiner, was es heifit, dass eine gegebene Formel unter einer
gegebenen Belegung in M gilt.

Eine M-Belegung ist eine Funktion 3 : {vg,v1,...} — M, die allen
Variablen Elemente der Tridgermenge von M zuordnet. Durch eine M-
Belegung ist eine Interpretation beliebiger Terme gegeben. Eine solche durch
B induzierte Terminterpretation ist eine Funktion 3 : T — M (wobei T die
Menge aller Terme ist), fiir die gilt:

(1) B(vn) = B(Un) fiir n € N,
(2) B(ck) = ay fiir k € K, und

(3) B(fjmo---Tn;—1) = Fj(B(70), ..., B(Tn;~1)) fiir j € Jund Terme 7o, ... , Ty, 1.

Wir definieren nun “g gilt in M unter der Belegung 3”. Hierzu ist die fol-
gende Schreibweise hilfreich.
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Sei n € N, und sei @ € M. Dann bezeichnet 3(v,|a) diejenige Belegung,
die mit G iberall iibereinstimmt, aufler an der Stelle v,, wo der Wert a
angenommen wird, d.h.

Blunla)(o) = { D0l 7

a , falls m = n.

Wir schreiben “p gilt in M unter der Belegung 37 oder “M ist Modell von
o unter 3”7 als

M= plB]

und definieren diese Relation wie folgt. Hierbei sei 8 die durch 8 induzierte
Terminterpretation. Die folgende Definition ist rekursiv “nach der Formel-
komplexitét” und simultan fiir alle Belegungen.

1) M E 19 =mn[8] gdw. B(19) = B(m1) fiir Terme 79, 71
2) M= Pirg ... Tn,—1[B) gdw. (B(70),... ,B(Tn,—1)) € R

)

) M= —p[B] gdw. M |= ¢[f] nicht gilt

4) M = ¢ — 9[0] gdw. M = o[B] nicht gilt oder M =[] gilt
)

Betrachten wir den Satz Vvg vg = vo. Es gilt M = Yug vg = vglf] gdw. fiir
alle a € M, M |= vp = vo[B(vola)] gdw. fiir alle a € M, B(vo) = B(vo) (d.h.

B(vo) = B(vo)). Yvg vo = g gilt also in jedem Modell unter jeder Belegung.

Definition 2.1 Sei ¥ U {¢} eine Menge von Formeln. Wir sagen, dass ¥
(logisch) ¢ impliziert, in Zeichen: ¥ = ¢ gdw. fir jedes Modell M und fiir
jede Belegung B gilt: wenn M |= (8] fiir alle ¢ € 8, dann auch M |= o[3).
Anstelle von 0 |= ¢ schreiben wir auch = ¢ und sagen in diesem Falle, dass
¢ (logisch) giiltig ist.

Fiir jede Menge ¥ von Formeln schreiben wir M |= X[3] anstelle von: fiir
alle ¢ € ¥, M |= ¢[f]. Es gilt also ¥ = ¢ gdw. fiir jedes Modell M und fiir
jede Belegung f gilt: wenn M |= ©[8], dann M = ¢[f].

Der oben betrachtete Satz Vvg vg = wvg ist also giiltig. Dasselbe gilt
ibrigens auch fiir Jvy vy = vy, das abkiirzend die Formel =Vvg —vg = vg
darstellt. Dies ist leicht nachzurechnen. Hingegen ist Jvgdvy vy # vy nicht
giiltig, aber es gilt z.B.

{3’0032}132}2(2}0 Z# vl AV # v ANvg # ’Ug)} ': JugTvrvg # v1.



14 KAPITEL 2. LOGIK ERSTER STUFE

Wir schreiben ¢ = ¢ anstelle von {9} = 1. ¢ und v heiflen (logisch)
dquivalent gdw. ¢ =1 und ¥ = ¢ gelten.

Satz 2.2 Sei ¢ eine L-Formel, und sei M ein Modell von L. Seien Bo
und B, M-Belegungen, so dass By(vy) = [1(vy) fir alle vy, die frei in ¢
vorkommen. Dann gilt

M E o[By] gdw. M = ¢[B4].

Beweis: Wir zeigen diesen Satz durch Induktion “nach der Formelkom-
plexitdt”. Die Aussage gilt zunéchst fiir atomares ¢, da dann v, frei in ¢
vorkommt gdw. v, iiberhaupt in ¢ vorkommt. Sodann ergibt sich aus der
Tatsache, dass die Aussage fiir ¥ und vy gilt, sofort, dass die Aussage auch
fiir ¢ gleich =Yg und fiir ¢ gleich ¥y — 11 gilt.

Sei nun ¢ gleich Yu,,¢. v, kommt frei in ¢ vor gdw. n # m und v,, frei
in 7 vorkommt. Fiir ein beliebiges a gilt also

BO (Umla)(vn) = Bl (vmla)(vn)

fir alle v,, die frei in ¥ vorkommen.

Damit gilt aber mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung: M = ¢[3,] gdw.
fir alle a € M, M |= ¥[Bo(vm|a)] gdw. fiir alle a € M, M = ¥[B;(vm|a)]
gdw. M |= ¢[f34]. m

Korollar 2.3 Sei ¢ ein L-Satz, und sei M ein Modell von L. Seien By und
B, beliebige M-Belegungen. Dann gilt

M E o[By] gdw. M = ¢[B4].

Fiir Sétze ¢ schreiben wir im Folgenden M |= ¢ anstelle von M = ¢[3] und
sagen, dass ¢ in M gilt (oder, dass M Modell von ¢ ist).

Eine L£-Forml ¢ heifit erfillbar gdw. —¢ nicht logisch giiltig ist, d.h.
wenn es ein Modell M und eine M-Belegung 3 gibt, so dass M = ¢[f].
Die Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln ist — wie wir gesehen haben
— Turing—entscheidbar. Wir werden spéter sehen, dass hingegen die Erfiill-
barkeit von £-Formeln nicht Turing—entscheidbar ist (dies ist der Satz von
Church, aus dem wir dann auch den ersten Godelschen Unvollstéindigkeits-
satz ableiten werden).

Der Godelsche Vollstandigkeitssatz auf der anderen Seite sagt, dass die
Menge der logisch giiltigen £-Formeln Turing—erkennbar ist.
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Sei M ein Modell von L. Sei ¢ eine Formel, in der genau die Variablen
Vigs- .- , Vi, , frei vorkommen. Sei a;,,... ,a;, , € M, der Trédgermenge von

M. Wir schreiben dann kurz

M ): So(ai07"' 7ain—1)

anstelle von: M = ¢[], wobei 3(v;,) = aj, fiir alle j < n.

Eine n—stellige Relation R C M™ heifit dber M definierbar gdw. es eine
Formel ¢ gibt, in der genau die Variablen v, ... ,v,—1 frei vorkommen, so
dass fiir alle ag,... ,a,_1 € M:

(a07 s 7an—1) €ER gdW M ': QO(G(), s aan—l)'

Fir M= (M;(R;:i€l),(ck: ke K),(F;:j€J)) sind trivialerweise alle
Relationen R; iiber M definierbar; es gibt aber im Allgemeinen noch weitere
definierbare Relationen.

Betrachten wir die Struktur

N = (Na <707 S7+7 '7E)7

wobei < die Kleiner—Relation, 0 die Null, S die Nachfolgeroperation n +—
n + 1, + die Addition, - die Multiplikation und F die Exponentiation ist.
Offenbar ist A ein Modell der Sprache der elementaren Zahlentheorie? (das
“Standardmodell”; wir werden sehen, dass es noch weitere Modelle gibt). Es
ist nicht wirklich nétig, < zu N hinzuzunehmen: die Relation < ist iiber
dem Modell

(N; 0, +)
mit Hilfe der Formel Jvg(vy # 0 A vg + v2 = v1) definierbar:

n <m gdw. (N;0,4) = Jua(va # 0 An+v2 =m).
Wir werden spéter sehen, dass die Exponentiation iiber
(N;<,0,S5,4+, )
definierbar ist, d.h. dass es eine Formel ¢ gibt, so dass

n™ =q gdw. (N;<,0,S5,+,-) | ¢(n,m,q).

2Damit bezeichnet < sowohl das Symbol fiir die Kleiner-Relation als auch die Relation
selbst, usw.
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Dies wird einige Arbeit erfordern.
Auf der anderen Seite ist z.B. die Addition nicht iiber

(N;-)
und die Multiplikation nicht iiber
(N; <7 0? S? +)

definierbar. Ersteres lédsst sich folgendermaflen zeigen.
Seien M und P zwei Modelle von £ mit Trigermenge M bzw. P. Eine
Abbildung 7: M — P heifit ein Homomorphismus von M nach P gdw.

(1) (ag,...,an_1) € PM gdw. (7(ag),...,m(an_1)) € PF,

(2) ©(fM(ag,...,an—1)) = fP(r(ag), ..., m(an_1)), und
(3) w(cM)=cP

fir alle Priadikatsymbole P, alle Funktoren f, alle aq, ..., ap—1 € M und fiir
alle Konstanten c ist (hierbei ist n, abhéngig von P bzw. f, jeweils die Stel-
ligkeit von P bzw. f). Eine Abbildung 7: M — P heifit ein Isomorphismus
von M nach P gdw. 7 ein bijektiver Homomorphismus von M nach P ist.
Die folgende Aussage ist leicht zu zeigen.

Satz 2.4 Sein: M — P ein Homomorphismus von M nach P. Sei 3 eine
M-Belegung, und sei § die durch § induzierte Terminterpretation. Sei die
P-Belequng 3 definiert durch ('(v;) = w(B(v;)) fiir i € N, und sei 3 die

durch (' induzierte Terminterpretation. Dann haben wir:
(a) Fiir alle Terme 7 ist ©(5(7)) = B/(7).
(b) Wenn m ein Isomorphismus von M nach P ist, dann gilt fiir alle For-

meln ¢, dass M = ¢[B] gdw. P = ¢[3].
Die Aquivalenz in (b) bedeutet, dass

M E d(aiy,....ai, ;) gdw. P = d(m(aiy), ..., m(ai,_,)),

wenn in der Formel ¢ die Variablen vj, ..., v;,_, frei vorkommen und B(viy) =
Qigy s ﬁ(vinfl) = Qg+

Angenommen nun, die Addition wére iiber der Struktur (N; ) definierbar.
Dann hitten wir fiir jeden Isomorphismus® 7: N — N von (N;-) nach (N;-),

3d.h. Automorphismus
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dass m(n + m) = w(n) + w(m) fiir alle n, m € N. Ein Isomorphismus 7 ist
aber wie folgt gegeben. Sei pg = 2, p1 = 3, ... die natiirliche Aufzéhlung aller
Primzahlen. Setze m(0) =0, 7(1) =1, n(2) = 3, 7(3) = 2 und «(p;) = p; fiir
alle ¢ > 2. Fiir natiirliche Zahlen n > 2 mit Primfaktorzerlegung

k km—l
n = sz(? ..... pim,1

7T(’I7,) = Hﬂ(pio)ko e W(pim—1)km_l-

Es gilt aber dann 7(1+ 1) =7(2) =3 #2=1+1==(1) + =(1).

Wir wollen zeigen, dass die Exponentiation mit Hilfe der Addition und
Multiplikation definierbar ist. Wir benutzen hierzu die folgenden beiden
einfachen zahlentheoretischen Aussagen, die wir der Vollstandigkeit halber
ebenfalls beweisen.

ist

Lemma 2.5 (Chinesischer Restsatz) Sei m € N, seien dy, ..., dp, € N
relativ prim, und seinen ag, ..., am € N so, dass a; < d; firi < m. Dann
existiert ein ¢, so dass

¢ = a; mod(d;)

fir alle i < m.

Beweis. Wir definieren
O:{0,...(dp-++dpn)—1} = {0,...,dy— 1} x --- x {0,...,dp, — 1}

durch ®(c) = (ag,...,am), wobei a; = ¢ mod(d;) fiir alle i < m ist. Die

Funktion @ ist dann injektiv. Ist ndmlich ®(c¢) = ®(¢'), dann wird die Dif-

ferenz ¢ — ¢’ von allen d; geteilt; da die d; paarweise relativ prim sind, teilt

also dgy - -+ - - dyy, die Differenz ¢ — ¢. Es folgt dann ¢ — ¢ = 0, also ¢ = (.
Damit ist ® auch surjektiv, und es gibt ein ¢ wie gewiinscht.

Lemma 2.6 Die k+1 zahlen 1+i-k!, 1 <i<k+1 sind paarweise relativ
prim.

Beweis. Angenommen, die Primzahl p teilt sowohl 1 + i - k! als auch
14j-k! wobei 1l <i<j<k+1. Dann teilt p also (j —i) - k!. Da p die Zahl
k! nicht teilen kann, muss also p die Zahl j —1i teilen, was wegen 0 < j—¢ < k
nur funktioniert, wenn j —¢ =0, d.h. i = j.

Es gilt n® = 1 und n™*! = n™.n, so dass n™ das letzte Glied einer Folge
(e, €1,--.,6en) der Linge m + 1 ist mit eg = 1 und egy1 = e - n fiir alle &k
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mit 0 < k < m. Um jedoch iiber Folgen zu reden, brauchen wir scheinbar
die Exponentiation!
Wir 16sen dieses Dilemma wie folgt:

Lemma 2.7 Uber (N;<,+,-,0,1) ist eine Funktion §: N x N — N mit fol-
gender Eigenschaft definierbar. Fir alle m, ag, -+, an, existiert ein s, so
dass §(s,1) = a; fir alle i < m.

Korollar 2.8 (K. Gddel) Die Ezponentiation ist iber (N;<,+,-,0,1) de-
finierbar.

Beweis des Korollars aus Lemma 2.7: Wir definieren eine Funktion e: N x
N — N iber (N;<,+,-,0,1) wie folgt. Sei e(n,m) das kleinste s, so dass
9(s,0) = 1 und fiir alle ¢ < m: (s, + 1) = d(s,i) - n. Dann gilt n™ =
d(e(n,m), m) fir alle n, m, und die Exponentiation ist in der Tat tiber (N; <
,+,+,0,1) definierbar.

Wir bereiten nun den Beweis von Lemma 2.7 vor. Wir wollen zunéchst
NxN aufzéhlen, indem wir (n, m) vor (n’, m’) aufzihlen gdw. n+m < n’+m’
oder n4+m =n'4+m’ und n < n’. Es gibt n+1 (geordnete) Paare natiirlicher

Zahlen, deren Summe gleich n ist, ndmlich (0,n), (1,n—1), ---, (n,0). Also
gibt es Z?;li +1= % (geordnete) Paare natiirlicher Zahlen, deren

Summe kleiner als n ist. Wir schreiben

(n+m)(n+m+1)
5 +n

E(n,m) =

Dann ist £~ Aufzihlung von N x N im Sinne der obigen Aufzihlungsord-
nung. Wir kénnen die beiden Komponenten des Paares (n,m) anhand von
E(n,m) wie folgt ablesen:

L(k) = dasjenige n, so dass k = E(n,m) fiir ein m.

R(k) = dasjenige m, so dass k = E(n,m) fiir ein n.

Die Funktionen F, L und R sind also iiber (N; <, +,-,0,1) definierbar.
Die Godelsche 3-Funktion 3: N® — N ist wie folgt iiber (N; <, +,-,0,1)
definiert:

B(l,r,i) = der Rest von [ bei Division durch r- (i + 1) + 1,
d.h.

B(l,r,i) = dasjenige L<7r-(i4+1)+1,sodass L=1lmod(r-(i+1)+1
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= dasjenige L < r-(i+1)+1, so dass ein ¢ mit [ = (r-(i+1)+1)-g+L existiert .
Wir schreiben nun
8(s, ) = B(L(s), B(s), )

Offensichtlich ist dann § iiber (N; <, +,-,0,1) definierbar. Mit Hilfe des Chi-
nesischen Restsatzes 2.5 und Lemma 2.6 zeigen wir schliesslich, dass ¢ der
Aussage von Lemma 2.7 geniigt.

Seien m, ag, - . ., ay, gegeben, und sei k das Maximum von m, ag, - . ., G-
Die Zahlen 1+ (i +1) - k!, 0 <4 < k, sind dann nach Lemma 2.6 paarweise
relativ prim, so dass nach dem Chinesischen Restsatz 2.5 ein ¢ mit

c=a; mod(1+ (i +1)-k!

fiir alle ¢ < m existiert. Dies bedeutet, dass a; = ((c, k!, 4) fiir alle i < m.
Wenn wir also s = E(c, k!) setzen, dann gilt

(s, 1) = B(L(s), R(s),i) = B(c, ki) = a;

fiir alle ¢ < m und Lemma 2.7 ist bewiesen.
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KAPITEL 2. LOGIK ERSTER STUFE



Kapitel 3

Was 1st ein Bewelis?

Mathematiker beweisen Sdtze. Was aber ist ein Beweis? Seit EUKLID gibt
es darauf im Wesentlichen eine Antwort: ein Beweis ist die logische Ab-
leitung einer Aussage aus einer Menge von vorausgesetzten Aussagen, den
“Axiomen”. Dies wollen wir nun prézisieren. Wir werden sehen, dass Turing—
Maschinen Beweise fiithren kénnen.

Logische Ableitungen werden mit Hilfe von logischen Regeln vollzogen.
Es stellt sich heraus, dass die einzige derartige Regel, die wir wirklich benoti-
gen, der modus ponens ist. Der modus ponens ist ein logischer Schluss der
folgenden Form:

o=
L
(0

Dieser Schluss ist korrekt in dem Sinne, dass fiir beliebige Modelle M und
M-Belegungen 3 gilt: aus M = ¢ — ¥[3] und M = p[3] folgt M |= ¥[3].

Zusiétzlich zu den Axiomen einer bestimmten Theorie bendtigen wir im-
mer auch “logische Axiome”. Beispielsweise ist die Aussage Yvy v9 = vg ein
logisches Axiom: wir wollen sie nicht im Rahmen der Gruppentheorie (oder
einer anderen Theorie) jedes Mal eigens fordern wollen.

Bis auf Weiteres fixieren wir eine Sprache £ der Logik erster Stufe. Wir
wollen definieren, was es heifit, dass eine £L—Formel ¢ aus einer Menge I" von
L-Formeln beweisbar ist.

Wir definieren zunéichst (unabhiingig von I'!) eine feste Menge A, die
Menge der logischen Axiome.

21
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Eine Formel ¢ heifit Verallgemeinerung von ¢ gdw. 1 von der Gestalt
Yvig ... VUi, @

ist. (Dabei erlauben wir n = 0; ¢ ist auch Verallgemeinerung von sich selbst.)
Eine L£-Formel ¢ ist ein logisches Axiom gdw. ¢ Verallgemeinerung einer
Formel ist, die zu einer der folgenden Klassen gehort:

(1) Tautologien,
2

Ersetzungsaxiome: Yv;o — @Y, falls 7 fiir v; in ¢ einsetzbar ist,

3) Yui(p — ¥) — (Voo — Yuh),

5

(2)
3)
(4) ¢ — Y, falls v; in @ nicht frei vorkommt,
(5) v; = v;, und

(6)

6) v; =v; — (¢ — ¢'), wobei ¢ atomar ist und ¢’ aus ¢ dadurch entsteht,
dass an null oder mehr Stellen v; durch v; ersetzt wird.

Wir werden nun diese Klassen erkliaren. Wir werden sodann sehen, dass je-
des logische Axiom logisch giiltig ist. (1) Eine Formel ¢ ist eine Tautologie
der Logik erster Stufe gdw. es moglich ist, ¢ auf folgende Art und Weise zu
generieren. Es existiert eine aussagenlogische Tautologie v, in der als Junk-
toren lediglich = und — vorkommen und es gibt ein Verfahren der Ersetzung
von Aussagenvariablen durch Formeln der Logik erster Stufe, wobei gleiche
Aussagenvariablen immer durch gleiche derartige Formeln ersetzt werden, so
dass aus 1) die Formel ¢ hervorgeht.

Beispielsweise ist Ag — (mA4; — Ap) eine aussagenlogische Tautologie.
Angenommen, £ enthélt das einstellige Pridikatssymbol P. Dann ist

V’UQP’UQ — (—|P’U0 — V’UQP’UQ)
eine Tautologie der Logik erster Stufe. Damit ist iibrigens auch
V’U()(VUQPUQ — (—|PUO — VUQPUQ))

ein logisches Axiom. (2) Wir denfinieren zunéchst ¢2; dies ist das Resultat
der Ersetzung von v; durch 7 an allen Stellen, an denen v; frei vorkommt.
Sei ¢ eine Formel und 7 ein Term. Fiir atomares ¢ ist ¢¥" das Resultat der
Ersetzung aller Vorkommnisse von v; in ¢ durch 7. Sodann gelte!

Vi —

(m)yt = =@l (@ = )l = @l — Y

"Wir benutzen = zur Mitteilung der Gleichheit zweier Ausdriicke.
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wnd Vb, falls j # 1
v [ Vb, falls j # i
(vVoj )y :{ Vojp, falls j = i
Ist Yv; — ¢ immer ein verniinftiges Axiom? Betrachten wir ¢ = 0 und
@ = Jvg v1 # vg. (D.h. ¢ = ~Vu——w; = vp!) Dann wird aus Vo, — ¥ die
Formel
Vvpduy v1 # vo — vy v1 # vy,

die nicht logisch giiltig ist: dies sieht man schnell, indem man ein Modell M
betrachtet, dessen Trigermenge M mindestens zwei Elemente enthélt.

Wir 16sen dieses Problem, indem wir dieses Axiom nur verlangen, falls
7 fiir v; in ¢ eingesetzt werden kann. Wir definieren diese Phrase wie folgt:
Fiir atomares ¢ kann jedes 7 fiir jedes v; in ¢ eingesetzt werden. 7 kann
fiir v; in —p eingesetzt werden gdw. 7 fiir v; in ¢ eingesetzt werden kann. 7
kann fiir v; in ¢ — ¢ eingesetzt werden gdw. 7 fiir v; sowohl in ¢ als auch
in 1) eingesetzt werden kann. 7 kann fiir v; in Vo;¢ eingesetzt werden gdw.
v; in Yoo nicht frei vorkommt oder v; in 7 nicht vorkommt und 7 fiir v; in
 eingesetzt werden kann.

Damit kann beispielsweise vy fiir vy in Jvy v1 # vy nicht eingesetzt wer-
den.

Die Klassen (3), (4), (5) und (6) bediirfen keiner weiteren Erklérung.

Definition 3.1 Sei I' U {¢} eine Menge von Formeln. Ein Beweis von ¢
aus I' ist eine (endliche!) Folge (po,p1,...,0on—1) von Formeln, so dass
Folgendes gilt:

(a‘) PN-1 =,

(b) fiir jedes i < N ist o; € TUA oder es existieren j, k < i, so dass ¢; mit
Hilfe des modus ponens aus @; und @y, hervorgeht, d.h. ¢; = ¢, — ¢;.

Die Formel ¢ ist aus I' bewetsbar, in Zeichen I' F ¢, gdw. es einen Beweis
von ¢ aus I' gibt. Anstelle von () - ¢ schreiben wir auch F ¢.

Ein einfaches Beispiel fiir einen Beweis ist das folgende. Die Sprache £
enthalte die einstelligen Priadikate M und .S, sowie die Konstante s. Dann
gilt

{Yvo(Mvy — Svg), Ms} = Ss.
Es ist ndmlich Yvo(Mvy — Svg) — (Ms — Ss) ein logisches Axiom; mit
Hilfe von Yug(Mwvy — Swug) ergibt sich daraus durch Anwendung des mo-
dus ponens Ms — S's; unter Verwendung von M s liefert dann eine weitere
Anwendung des modus ponens Ss.
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Wir wollen nun den folgenden Korrektheitssatz zeigen: Sei ¢ aus I' be-
weisbar, und sei M |= I'[(]; dann gilt auch M = ¢[3].

Wir beschéftigen uns zunéchst mit den logischen Axiomen. Die meisten
U,

Umstéande bereitet die Klasse (2). Fiir Terme p, 7 ist p¥ das Resultat der
Ersetzung aller Vorkommnisse von v; in p durch 7.

Lemma 3.2 Sei M ein Modell, und sei 3 eine M-Belequng. Seien T, p

Terme. Sei 3 die durch B induzierte Terminterpretation, und sei 3 die durch
B(vi|B(T)) induzierte Terminterpretation. Dann gilt

Blp7') = B(p)-
Beweis durch Induktion nach der “Komplexitit” von p: Wenn p eine Kon-
stante oder eine Variable v; mit j # 4 ist, dann ist p% = p und 5(p) = B(p)-

Wenn p = v;, dann ist p% = 7, also %(p) = B(v;) = B(1) = B(p¥).
Sei schlieBlich p = fpg . .. pn_1 fiir einen n—stelligen Funktor f. Dann gilt

(p) =B(fpo-- pn-1) =

)+ Blpn-1)) =
Vi ., B(pn—1)¥)) nach Induktionsvoraussetzung, =
p0)% - (1)) =

~— —~
(=]
N2

O

Lemma 3.3 Sei M ein Modell, und sei 3 eine M—-Belequng. Sei ¢ eine
Formel und T ein Term, der fiir v; in @ eingesetzt werden kann. Sei 3 die
durch B induzierte Terminterpretation. Dann gilt

M = o2 [B] gdw. M [= o[B(vi| B(7))].

Beweis durch Induktion nach der “Komplexitdt” von : Sei zunéchst ¢
atomar, etwa ¢ = Pp, wobei P einstelliges Pridikatssymbol und p ein Term
ist (alle iibrigen Félle sind analog). Dann gilt M = ¢% (5] gdw. M = Pp¥i (]

gdw. B(p7) € PM gdw. E(p) € PM mnach obigem Lemma, wobei 3 die durch

B(v;|B(7)) induzierte Terminterpretation ist, gdw. M = Pp[B(v;|3(7))] gdw.

M E o[B(vi|8(7))]. Fiir ¢ = =) oder ¢ = ¢ — 1’ ergibt sich die Aussage
leicht aus der Induktionsvoraussetzung.
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Sei nun ¢ = Vo;¢. Falls v; nicht frei in ¢ vorkommt, dann stimmen
und B(v;|8(7)) auf den freien Variablen von ¢ iiberein und es gilt ¥ = ¢,
so dass die Aussage sehr einfach folgt.

Angenommen nun, v; kommt frei in ¢ vor. 7 kann fiir v; in ¢ eingesetzt
werden, so dass also jetzt v; in 7 nicht vorkommt und 7 fiir v; in v eingesetzt

werden kann. Es gilt somit M = % [5] gdw. M = Yo;4% ] gdw. fiir alle
a € M, M | ¥%[3(vjla)] gdw. fiir alle a € M, M = ¢[B(vjla)(vi|B(1))]
wegen Induktionsvoraussetzung, gdw. M | Vvﬂb[ (vi|B(7))] gdw. M E

O

[B(vil B(7))]-

Satz 3.4 (Giiltigkeitssatz). Jedes ¢ € A, d.h. jedes logische Aziom, ist
logisch giiltig.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass mit ¢ auch jede Verallgemeinerung von
p logisch giiltig ist. Es geniigt daher zu zeigen, dass jedes Axiom aus einer
der Klassen (1) bis (6) logisch giiltig ist.

Sei ¢ zunéchst eine Tautologie. Dann existiert eine aussagenlogische Tau-
tologie v, in der lediglich die Junktoren = und — vorkommen, und ein Erset-
zungsverfahren Ag — g, A1 — @1, ..., das ¢ produziert. Sei M ein Modell
und 3 eine M-Belegung. Wir definieren ein @ : {Ag, A1, ...} — {0,1} durch
a(A,) =1 gdw. M |= ¢,[B]. Wenn « die zu @ gehorige Belegung (im Sinne
der Aussagenlogik) ist, dann gilt (/) = 1, da 1 Tautologie ist. Daraus folgt
aber offensichtlich M = ¢[3]. Da M und J beliebig waren, ist ¢ logisch
giiltig.

Sei nun eines der Ersetzungsaxiome gegeben. Sei M ein Modell und 3 eine
M-Belegung. Sei M = Yv;[3], und sei 7 fiir v; in ¢ einsetzbar. Dann gilt,
wenn 3 die durch 3 induzierte Terminterpretation ist, M = o[B(v;|3(7))],
also auch M |= ¢¥|[3] nach Lemma 3.3. Dies zeigt M |= Vi — % (], falls
7 fiir v; in @ einsetzbar ist.

Wir zeigen jetzt M = Vo (¢ — 1) — (Vv — You)[F] fiir alle M und
alle M-Belegungen 3. Es geniigt zu zeigen, dass aus M = Yu;(¢ — ¥)[3]
und M = Vou;p[3] folgt, dass M |= Vv;9[3]. Sei aber @ € M beliebig. Dann
liefert M = Vu;p[8], dass M = p[B(vi|a)], und M = ¢ — [B3(vi|a)]. Damit
gilt dann auch M |= 9[B(v;|a)].

Die logische Giiltigkeit von Formeln aus der Klasse (4) ist einfach zu
sehen: Wegen Satz 2.2 gilt, wenn v; in ¢ nicht frei vorkommt, fiir ein be-
liebiges Modell M, fiir eine beliebige M-Belegung 3 und fiir ein beliebiges
a € M, M = ¢[B] gdw. M | ¢[B(vila)]. Also gilt dann auch M |= ¢[3]
gdw. M = Voup[f]
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Die logische Giiltigkeit von Formeln aus der Klasse (5) ist trivial.

Sei nun ein Axiom aus Klasse (6) gegeben, d.h. etwa v; = v; — (¢ — ¢),
wobei ¢ atomar ist und ¢’ aus ¢ hervorgeht, indem an null oder mehr Stel-
len v; durch v; ersetzt wird. Sei etwa ¢ von der Gestalt Pry...7,_1, wo-
bei P n-stellig ist. Es geniigt zu zeigen, dass aus M £ v; = v;[3] und
M = o[f] folgt, dass M |= ¢'[]. Sei also 3 die durch 3 induzierte Ter-

/

minterpretation, und sei ¢’ gleich P7{,...7)_; (so dass 7/ aus 7; hervorgeht,

indem an null oder mehr Stellen v; durch v; ersetzt wird). Dann gilt offenbar

M = o[f] gdw. (B(70), ... , B(Tn-1)) € PM gdw. (B(rg), - .. ,B(7),_1)) € PM
gdw. M = ¢'[3]. O

Wir zeigen nun, dass aus I' - ¢ folgt, dass I' = ¢. Der Godelsche Vollstéandig-
keitssatz wird sagen, dass sogar die Umkehrung gilt.

Satz 3.5 (Korrektheitssatz). Sei'U{p} eine Menge von Formeln. Wenn
' o, dann gilt auch T' = ¢.

Beweis: Sei I' - ¢ vorausgesetzt. Sei (¢, ¢1,... ,pn-1) ein Beweis von ¢
aus I'. Es ist leicht zu sehen, dass dann auch fiir jedes n < N (g, ... ,pn—1)
ein Beweis von ¢ aus I ist.

Sei M ein Modell, und sei 3 eine M-Belegung. Wir miissen zeigen, dass
aus M [ T3] folgt, dass M = ¢[f]. Wir zeigen durch Induktion nach
n < N, dass M = ¢,_1[0).

Sei also n > 0 und gelte M = T'[3], sowie M |= ¢;[3] fiir alle i < n — 1.
Falls dann ¢, 1 € T'U A, haben wir M & ¢, _1[8] (fiir ¢,,_1 € A benutzt
dies den Giiltigkeitssatz).

Andernfalls existieren j,k < n —1 mit ¢; = ¢ — ¢p—1. Dann folgt aber

aus M = 1 — @n1[8] und M = i [B] sofort M = 1 (3. O

Eine Menge I' von Formeln heiit (syntaktisch) konsistent gdw. es keine For-
mel ¢ gibt, so dass I sowohl ¢ als auch —¢ beweist. " heiit erfiillbar (oder
semantisch konsistent) gdw. ein Modell M und eine M-Belegung 3 mit
M [= T[] existieren. Der Korrektheitssatz besitzt folgendes

Korollar 3.6 Sei I' eine Menge von Formeln. Wenn I' erfillbar ist, dann
ist I' konsistent.

Wihrend, wie wir sehen werden, {¢ : ) - ¢} nicht entscheidbar ist, gilt
folgender
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Satz 3.7 Sei die Sprache L gegeben durch I, J, K, wobet IUJUK hdéchstens
abzihlbar ist. Sei ' eine rekursiv aufzdhlbare Menge von L-Formeln. Dann
ist auch {¢ : ' F ¢} rekursiv aufzihlbar.

Beweis: Zunichst ist {¢ : ¢ ist ein logisches Axiom} entscheidbar. Jedes
logische Axiom ist ndmlich Verallgemeinerung eines Axioms aus einer der
Klassen (1) bis (6). Dass die Menge der Tautologien aus (1) entscheidbar ist,
kann mit den Methoden des 2. Kapitels gezeigt werden. Dass die Mengen
von Axiomen, die zu den Klassen (2) bis (6) gehoren, entscheidbar ist, zeigt
man mit dhnlichen Mitteln.

Sei nun I' rekursiv aufzéhlbar. Sei Tr eine Turing—Maschine, die dies
bezeugt (d.h. Tp(¢) | + gdw. ¢ € T'). Wir bauen nun eine Turing-Maschine
T, die Folgendes leistet.

Es werde ¢ eingegeben. Hinter ¢ schreibt T in der n*" Runde jeweils
voneinander abgetrennt durch ein Trennungszeichen, etwa #, alle Ausdriicke
der Sprache £ der Linge < n nebeneinander auf das Rechenband.? Dieje-
nigen von ihnen werden markiert, die entweder ein logisches Axiom sind,
oder die von Tr in < n Rechenschritten als Element von I' erkannt werden.
Sodann schreibt T (immer noch in der n** Runde) hinter die entstandene
Liste wieder jeweils abgetrennt voneinander alle Beweise

(@0)9017 s aSON—l)

mit N < n, wobei aber jedes ¢; entweder eines der nun markierten Axiome
aus AUT ist oder durch modus ponens aus fritheren ¢; und ¢, hervorgeht.
Falls dabei ¢ als eine Formel ¢y _; in einem solchen Beweis gesichtet wird,
akzeptiert T die Eingabe ¢. Andernfalls begibt sich T in die (n+1)"* Runde.

Offensichtlich folgt aus T (¢) | +, dass I' - ¢. Wenn aber I' die Formel ¢
beweist, dann existiert ein n € N, so dass (¢g, ¢1,--. ,pn—1) ein Beweis von
p aus I ist, fiir den gilt: N < n, jedes ¢; € AUT hat Linge < n, und fiir
p; € I erkennt Tr in < n Rechenschritten, dass ¢; in I' ist; also gilt dann
auch T(p) | +. O

2Wir fassen dabei, analog zur Verfahrensweise hinsichtlich der Aussagenvariablen im
2. Kapitel, die Variable v,, etwa als eine Folge von n + 1 Symbolen * auf.
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Kapitel 4

Der (odelsche
Vollstandigkeitssatz

Wir beweisen zunéchst einige Lemmata zur Beweisbarkeit.
Die Formeln ¢y, ... , @n—1 tmplizieren tautologisch die Formel ¢ gdw. die
Formel

wo— (1 = (- (pn-1 =) ...))
eine Tautologie ist (vgl. Definition 1.1).
Lemma 4.1 (Tautologische Implikation) Wenn die Formelmenge I' die

Formeln g, ... ,on_1 beweist und wenn ¢q,... ,pn—1 tautologisch ¥ impli-
zieren, dann beweist I' die Formel .

Beweis: o9 — (¢1 — (... (¢n—1 — ¥)...)) ist Tautologie, also aus I' be-
weisbar. Da ¢, ... ,,_1 aus I beweisbar sind, liefert eine n—fache Anwen-
dung des modus ponens, dass auch 1 beweisbar ist. O

Lemma 4.2 (Deduktion) Wenn die Formelmenge I' U {¢} die Formel 1
beweist, dann beweist I die Formel o — .

Beweis: Sei (o, ... ,pn—1) ein Beweis von ¢ aus I'U{p}. Wir zeigen durch
Induktion nach i < N, dass I' - ¢ — ¢;.

1. Fall: ¢; = ¢. Dann ist ¢ — ¢; Tautologie und wird von I' bewiesen.

2. Fall: ¢; € I' U A. Da ¢; tautologisch ¢ — ¢; impliziert, folgt mit dem
Lemma zur tautologischen Implikation aus I' - ¢;, dass I' - ¢ — ¢;.

29
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3. Fall: ¢; geht durch modus ponens aus ¢;, ¢ hervor, d.h. ¢, = p; — ¢,
wobei j, k < i. Nach Induktionsannahme sind ¢ — ¢; und ¢ — @
(d.h. ¢ — (¢; — ¢i)) aus I' beweisbar. Da ¢ — ¢, ¢ — (¢; — ¢;)
tautologisch ¢ — ¢; implizieren, folgt mit dem Lemma zur tautolo-
gischen Implikation aus I' = ¢ — ¢; und I' - ¢ — (¢; — ¢;), dass
'y — ;. i

Eine Formelmenge I' heifit inkonsistent gdw. I' nicht konsistent ist.

Lemma 4.3 (Widerspruchsbeweis) Sei die Formelmenge T'U{¢} inkon-
sistent. Dann gilt T = —p.

Beweis: Sei 9 so, dass 'U{p} ¢ und I'U{p} - =¢. Nach obigem Lemma
zur Deduktion gilt dann I' F ¢ — % und auch I' - ¢ — —9. Da aber
p — P, ¢ — 1) tautologisch —¢ implizieren, gilt dann auch I' = —¢ nach
dem Lemma zur tautologischen Implikation. O

Lemma 4.4 (Verallgemeinerung 1) Sei I' eine Formelmenge, und sei
1 € N so, dass v; in keiner Formel aus I' frei vorkommt. Sei @ eine Formel
mit I' = . Dann gilt auch T’ Yov;p.

Beweis: Sei (pq,... ,pn_1) ein Beweis von ¢ aus I'. Wir zeigen durch In-
duktion nach j < N, dass I' = Vv, p;.

1. Fall: ¢; € A. Dann ist auch Yv;p; € A, mithin I' = Vo;¢;.

2. Fall: ¢; € I'. Da v; nicht frei in ¢; vorkommt, ist ¢; — Vv;¢; ein logisches
Axiom der Klasse (4). AusT' - ¢; und I' - ¢; — Vo5 ergibt sich dann
'+ VUZ‘QD]'.

3. Fall: Es existieren k,l < j mit ¢; = ¢ — ;. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt sowohl I' - Vv, als auch I' F Vv (d.h. V(o — ¢5)).
Nun ist aber Yv;(¢r — ¢;) — (Vvipr — Yvip;) ein logisches Axiom
der Klasse (3). Damit ergibt sich nun leicht, dass I' F Vuv;p;. O

Wir benétigen die folgenden Tatsachen zur Ersetzbarkeit. Hierbei ist ¢ eine
Formel, 7 ist ein Term, c ist eine Konstante, und i, j, k € N.

(a) v; kann fiir v; in ¢ eingesetzt werden.

(b) Wenn keine in ¢ vorkommende Variable in 7 vorkommt, dann kann 7
fiir v; in ¢ eingesetzt werden.
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(c) Wenn v; nicht in ¢ vorkommt, dann kann v; fiir v; in ¢; eingesetzt

werden und es gilt (gpﬁ;)ﬁf = .

(d) Wenn i # k und wenn 7 fiir v; in ¢ eingesetzt werden kann, dann kann

7 fiir v; in @} eingesetzt werden.

(e) Wenn 7 fiir v; in ¢ eingesetzt werden kann und wenn v; nicht in ¢
vorkommt, dann kann der Term 7 fiir v; in ¢ eingesetzt werden.
(ng bzw. ¢ entsteht aus 7 bzw. ¢, indem iiberall ¢ durch v; ersetzt
wird.)

Die folgenden beiden Lemmata lassen sich @&hnlich zeigen wie obiges 1. Lem-
ma zur Verallgemeinerung.

Lemma 4.5 (Verallgemeinerung 2) Sei I'U{¢} eine Formelmenge, und
sei ¢ eine Konstante, die in keiner der Formeln aus I' vorkommt. Sei I' - .
Dann existiert ein i € N, so dass v; nicht in ¢ vorkommt, I' & ¢f. und
' Vv, und es gibt Beweise sowohl von g, als auch von Vv;pq. aus T',
so dass ¢ in keiner Formel dieser Beweise vorkommt.

Lemma 4.6 (Verallgemeinerung 3) Sei I' U {¢} eine Formelmenge, sei
i € N, und sei c eine Konstante, die in keiner Formel aus I'U{p} vorkommt.
Dann folgt aus I' = ¢, dass I' = Yv;p.

Wir benétigen schlieBlich die folgenden weiteren Tatsachen, die leicht einzu-
sehen sind.

Variablen—Umbenennung: Sei ¢ ein Formel, sei 7 ein Term, und sei ¢ €
N. Dann existiert eine Formel ¢, so dass 7 fiir v; in ¢’ eingesetzt werden
kann, und es gilt sowohl - ¢ — ¢’ als auch F ¢ — . (Man erhilt ¢’
durch Umbenennung der gebundenen, d.h. nicht freien Variablen.)

Tatsachen zur Gleichheit:

(a) F Yo, v; =v;

(b) F Vu;Vv;(v; = vj — vj = v;)

(c) FYvVoVup(vi = v; — (v = v — v; = vg)).
(vi =vj = (v; = vk — v; = vy) ist ein logisches Axiom der Klasse (6).
(’L)Z‘:Uj—>(Ui:Uk—>’Uj:Uk))—>(’L)Z‘:’Uj—>(’Uj:Uk—>’Ui:Uk))
ist ein logisches Axiom der Klasse (1). Dies liefert (c), mit Hilfe des
modus ponens. Insbesondere ist aber auch v; = v; — (v; = v; — vj =
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v;) logisches Axiom der Klasse (6). Da v; = v; logisches Axiom der
Klasse (5) ist und v; = v;, v; = vj — (v; = v; — vj = v;) tautologisch
v; = v; — v; = v; implizieren, sieht man dann (b).)

(d) Sei P ein n—stelliges Priadikatsymbol. Dann gilt

F V’UZ‘OVU% e VvinAVvi;H (Uz‘o = Ui{) -

(o iy = vy = (Poig 03y = Pog vy ) 0).

(e) Sei f ein n—stelliger Funktor. Dann gilt

b Vio Yoy -V, Yo (v = vy —

( (Uin,1 :vi%—l — fvio---vin,1 = va6UZ;L—1)))

Wir beweisen nun den GODELschen Vollstéindigkeitssatz. Dieser lautet wie
folgt.

Satz 4.7 (Godelscher Vollstéindigkeitssatz)

(*) Sei ' U {p} ein Menge von Formeln. Wenn I' (logisch) ¢ impliziert,
dann ist ¢ aus I' beweisbar. D.h. wenn I' = ¢, dann gilt auch T' F .

(**) Jede (syntaktisch) konsistente Formelmenge ist erfillbar (d.h. seman-
tisch konsistent).

Zusammen mit dem Korrektheitssatz besagt dies also, dass I' = ¢ gdw. I' -
. Der Godelsche Vollstandigkeitssatz teilt mit, dass die Beweismethoden,
die wir vorgestellt haben, vollstindig sind.

Beweis des Vollstiandigkeitssatzes: Wir zeigen zunichst, dass (*) aus (**)
folgt. Angenommen, I' = ¢. Dann kann mit Hilfe von (**) T" U {—p} nicht
konsistent sein, da sonst I' U {—¢} erfiillbar wire im Widerspruch zu I' = ¢.
Aus der Inkonsistenz von I'U{—¢} ergibt sich aber I" - == mit dem obigen
Lemma zum Widerspruchsbeweis. Da aber ——¢ tautologisch ¢ impliziert,
gilt dann auch I' - ¢ wie gewiinscht.

Es bleibt also, (*) zu beweisen. Sei I eine konsistente Menge von Formeln,
wobei nun daran erinnert sei, dass diese Formeln £-Formeln sind fiir eine
Sprache £ der Logik 1. Stufe. Der Beweis von (*) hat Ahnlichkeiten mit
dem Beweis des Kompaktheitssatzes der Aussagenlogik. Wir werden I' zu
einer Menge A von Formeln einer reicheren Sprache £* vergréfiern, so dass
Folgendes gilt:
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(a) ' C A,

(b) A ist mazimal-konsistent, d.h. A ist konsistent und fiir jede £*~Formel
v gilt ¢ € A oder = € A, und

(¢) Aist eine Henkin—Menge, d.h. fiir jede L*~Formel ¢ und fiir jedes : € N
existiert eine Konstante ¢ = ¢(yp,1), so dass =Vv;p — -y Element
von A ist.!

Sodann verwenden wir A, um ein Modell 9t und eine M -Belegung 3 mit
I = A[G] zu konstruieren. Dies liefert dann auch ein Modell 9 (mit gleicher
Trigermenge wie 9), so dass M = T'[F]. M und 3 bezeugen also, dass I'
erfiillbar ist.

Fiir die Konstruktion von A benétigen wir die folgende Aussage.

Satz 4.8 (Hausdorffsches Maximalitétsprinzip) Sei F eine beliebige
Menge, und sei F eine Menge von Teilmengen F. Angenommen, es gilt
Folgendes: fiir alle F C F, so dass X CY oder Y C X fiir beliebige X,Y €
F,ist auch UF = {a € F : a € X fiir ein X € F} Element von F. Dann
existiert ein Xmax € F, so dass keine echte Obermenge von Xpax ebenfalls
ewn Element von F ist.

Das HAusDORFFsche Maximalitéatsprinzip ist dquivalent sowohl zum Zorn-
schen Lemma als auch zum Auswahlaxiom.

Wir beginnen damit, £L* zu definieren. Wir setzen Ly = L. Sei L,,,n € N,
gegeben. Fiir jedes Paar (i, ¢), wobei ¢ € N und ¢ eine £,,—Formel ist, wihlen
wir eine eigene neue Konstante ¢ = ¢(i,¢), die wir zur Sprache £, hin-
zufiigen; L, ist die Sprache L, erweitert genau um all diese Konstanten
(i, ). SchlieBlich sei L* die “Vereinigung” aller Sprachen L,,,n € N. Offen-
sichtlich gilt fiir £* Folgendes: fiir jedes Paar (i, ), wobei n € N und ¢ eine
L*~Formel ist, existiert eine eigene Konstante c(i, p) der Sprache L£*.

Wir fassen jetzt I' als Menge von Formeln der erweiterten Sprache £* auf.
Als Menge von L-Formeln war T" als (syntaktisch) konsistent vorausgesetzt.
Auch wenn es eine Subtilitidt darstellt, wir miissen uns nun iiberzeugen, dass
I' als Menge von L£*~Formeln weiterhin (syntaktisch) konsistent ist.

Angenommen, es gibt eine L£*-Formel ¢, so dass sowohl I' F ¢ als
auch I' = - gilt. In den in den Beweisen von ¢ und —¢ auftauchen-
den Formeln kommen nur endlich viele der neuen Konstanten der Form
c(i,) vor. Seien dies etwa k viele, cg,...,cx—1. Auf Grund von k—facher

Fiir o =+ ist =V — =Y im Wesentlichen die Formel Jv;ip — 92,
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Anwendung des 2. Lemmas zur Verallgemeinerung existieren dann Varia-
blen vy, ... ,v;,_,, so dass I auch die Formeln ¢’ = (... (gpf}go) e )f,f:l und
- = (... (ﬁgpggo) . )5’;’;_11 beweist. (Die Konstanten cy, ... ,c;—1 kommen
ja in den Formeln von T' nicht vor.) Dariiber hinaus gibt es Beweise dieser
beiden Formeln, so dass ¢y, ... , ¢x—1 nicht mehr in den Formeln dieser Bewei-
se vorkommen. Wir sehen, dass es Beweise dieser beiden Formeln ¢’ und —¢’
gibt, die nur aus £L—Formeln bestehen. Dies widerspricht der (syntaktischen)
Konsistenz von T" (als Menge von £-Formeln).

Wir erweitern nun die Formelmenge I'. Wir setzen I'y = I'U H, wobei H
alle Formeln der Gestalt —=Vv;o — —mpzzi’@) enthélt, wobei ¢ € N und ¢ eine
L*~Formel ist. Wir behaupten, dass I'yy ebenfalls (syntaktisch) konsistent
ist.

Wenn I'y nicht konsistent ist, dann existiert offensichtlich eine endliche
Teilmenge H von H, so dass I'U H inkonsistent ist. Sei mg € N das kleinste
m, so dass ein m-—elementiges H C H existiert, so dass I' U H inkonsistent
ist. Da I' konsistent ist, ist mg > 0. Sei =Vv;0 — _'90:&',@) in H, und sei
Hy=H\ {-VYvp — _'SDZEZESO)}' I'U Hj ist also konsistent.

Schreibe ¢ = ¢(i,¢). DaT UH =T'U Hg U {=Vv;p — =% } inkonsistent
ist, beweist nach dem Lemma zum Widerspruchsbeweis I' U H( die Formel
—(=Voip — —pgi), d.h. die Formel —-Vv;o A @Pi. Da diese Formel P tautolo-
gisch impliziert, beweist I' U H also auch (2. Die Konstante ¢ kommt aber
in keiner Formel aus 'UH vor, so dass nach dem 3. Lemma zur Verallgemei-
nerung I'U Hy die Formel Vv;p beweist. Andererseits impliziert —=Vuv;¢ A ¢
tautologisch —Vu;p, so dass aus I' U Hyt+ Vi Al auch I'U Hyt+ Vo
folgt. I' U H( beweist also sowohl Vv als auch Vo;p, ist also inkonsistent.

Dieser Widerspruch zeigt, dass I'y konsistent ist.

Wir wollen nun 'y zu einer maximal-konsistenten Menge A von L*—
Formeln erweitern. Hierzu benutzen wir einfach das Hausdorffsche Maxima-
litdtsprinzip. Sei F die Gesamtheit aller konsistenten Mengen X von L*-
Formeln mit X D I'y. Da Beweise endlich sind, iiberzeugt man sich sehr
leicht, dass F die Voraussetzung des Hausdorffschen Maximalitétsprinzips
erfiillt.

Sei Xnax € F, so dass keine echte Obermenge von Xy, auch in F ist.
Schreibe A = Xy,ax. Sei ¢ eine beliebige £*~Formel. Entweder AU {¢} oder
A U {—¢} ist konsistent, da ansonsten A sowohl ¢ als auch —p bewiese,
also inkonsistent wére. A ist als Element von F aber konsistent. Da A keine
konsistente echte Obermenge besitzt, ist also AU{p} = A (d.h. ¢ € A) oder
AU{=p} =A (d.h. =p € A). A ist also maximal-konsistent. Auflerdem ist
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I' C A, und A ist eine Henkin—Menge.

Wir konstruieren nun ein Modell von A.

Aufgrund der Maximalitdt von A sind fiir eine beliebige £*—Formel ¢ die
folgenden Aussagen dquivalent: A U {¢} ist konsistent; ¢ € A; At ¢; AU
{—¢} ist inkonsistent; - ¢ A; es gilt nicht A F —p. Entsprechend sind fiir
beliebige L*—Formeln die folgenden Aussagen dquivalent: wenn ¢ € A, dann
Y e A; ¢ — 1)) € A. Da A dariiber hinaus eine Henkin—Menge ist, gilt fiir
i € N und eine beliebige £*-Formel: wenn —Vv;0 € A, dann existiert eine
Konstante ¢ (ndmlich (7, ¢)), so dass @Y € A.

Wir konstruieren 91 als “Termmodell”.

Da A eine Henkin—Menge ist, haben wir genug Terme zur Verfiigung. Da
A maximal ist, ist die Theorie von 9 vollsténdig festgelegt.

Die Triigermenge von M besteht aus Aquivalenzklassen von Termen. Fiir
L*~Terme 7 und o schreiben wir 7~o (7 und o sind dquivalent) gdw. die
Formel 7 = 0 zu A gehort.

Wir behaupten, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller £*—
Terme ist. Hierzu ist fiir beliebige £*~Terme 7, g, p Folgendes zu zeigen:

(a) T=1€A.
(b)) T=0c€eA=0=7€A
(c) tT=c€eAundo=peA=17=peA

Betrachten wir etwa (b). Sei 7 =0 € A, d.h. A+ 7 = 0. Die obige Tatsache
(b) zur Gleichheit sagt, dass A - Vv;Vv;(v; = vj — v; = v;). Mit Hilfe der
logischen Axiomenklasse (2) und zweifacher Anwendung des modus ponens
sieht man dann

AFT=0—>o0=T;

nochmalige Anwendung des modus ponens gibt schliellich A F o = 7, also
oc=T1€A.

Analog beweist man (a) bzw. (c) mit Hilfe der Tatsachen (a) bzw. (c) zur
Gleichheit.

Fiir einen £*~Term 7 schreiben wir nun [7] fiir {0 : o~7}, d.h. fiir die
zu T gehorige Aquivalenzklasse von Termen. Es gilt o~7 gdw. [0] = [7].

Es sei dann M die Menge aller Aquivalenzklassen [7] fiir £*-Terme 7. M
ist die Tragermenge unseres Modells 9. Wir kénnen nun 91 definieren; hier-
zu miissen wir fiir jedes Pridikatsymbol P die Interpretation P™, fiir jeden
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Funktor f die Interpretation f™' und fiir jede Konstante ¢ die Interpretation
c™ angeben.

Sei zunichst ¢ eine Konstante von £*. Wir setzen dann ¢™ = [¢]. Sei f ein
n-stelliger Funktor von £* (d.h. von £). Wir setzen dann f™([g],... , [Tn_1]) =
[0] gdw. die Formel fry...7,_1 = o in A ist. Um zu zeigen, dass f™ wohlde-
finiert ist, miissen wir zwei Dinge einsehen: f™ ist “total”, d.h. fiir beliebige

Terme 7g ... 7,_1 existiert ein Term o, so dass f7g...7,—1 = o in A ist; und:

™ ist “funktional”, d.h. fiir beliebige Terme ... 71,0, 7. ,Th_ 1,0

folgt aus 7o~7(, ... , Tn_1~7)_1, fT0...Th—1~0o und f7...7}_1~0’ so dass
/

o~a’.

Die Totalitit von f™ ist trivial: man wihle einfach fiir ¢ den Term
f70...Th—1. Die Funktionalitit von f™ ergibt sich wie folgt: die Annahme
liefert mit Hilfe der Tatsache (e) zur Gleichheit, dass A F frp...7,—1 =
fro..7h 4, dh fro.. . Tpoi~f1h ... 7h 15 da ~ Aquivalenzrelation ist, er-
gibt die Annahme dann sofort o~o’.

Sei dann R ein n-stelliges Priadikatsymbol. Wir setzen dann ([7p], ... , [Th—1]) €
R gdw. die Formel Rry...7,_1 in A ist.

Mit Hilfe der Tatsache (d) zur Gleichheit sieht man dann wie im Falle
eines Funktors, dass R™ wohldefiniert ist. Wir haben damit 9t definiert.
Eine natiirliche M-Belegung 3 ergibt sich wie folgt: 3(v;) = [v;].

Wir wollen schliellich zeigen, dass fiir eine beliebige £*~Formel Folgendes
gilt: M = ¢[B] gdw. ¢ € A. Damit gilt insbesondere 9 = [ fiir alle ¢ aus
I". 91 ist ein Modell von £*; wir erhalten daraus ein Modell 9t von £, indem
wir dasjenige “Redukt” von 9 betrachten, das aus 9 hervorgeht, indem man
von den Interpretationen der neu hinzugefiigten Konstanten c¢(i,%) absieht.
Dann gilt auch 9 |= o[ fiir alle ¢ € T', und (**) ist bewiesen.

Sei 8 die durch 3 induzierte Terminterpretation. Man sieht leicht, dass
B(1) = [r] fiir alle Terme 7: fiir Variablen und Konstanten 7 ergibt sich dies
unmittelbar aus den Definitionen, und fiir ein 7 von der Gestalt frg... 7,1
ergibt sich dies induktiv, da dann

B(fro-..ma-1) = [PU(B(70), ... . B(Tn-1)) =

fm([To], e ,[Tn_l]) == [fT(). . -Tn—l]-

Wir beweisen jetzt die Aussage, dass M = [B] gdw. ¢ € A fiir alle £*—
Formeln ¢ gilt, durch Induktion nach der Komplexitét von .

Sei zuerst ¢ atomar. Sei etwa ¢ =7 = ¢. Dann gilt M = 7 = o[F] gdw.
B(1) = B(o) gdw. [1] = [o] gdw. T~0 gdw. T = 0 € A. Véllig analog argu-
mentiert man, falls ¢ von der Gestalt Pry...7,_1 fiir ein Priadikatsymbol P
und Terme 7y ...7,_1 ist.
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Sei sodann ¢ = —. Dann gilt 9 = —[3] gdw. es nicht der Fall ist, dass
M = ¢[B] gdw. (nach Induktionsvoraussetzung) 1 ¢ A gdw. =) € A.

Fiir ¢» = ¢ — ¢’ kann #hnlich argumentiert werden: 9 = ¢ — ¥/[F]
gdw. aus M = 1[G folgt, dass M = ¢'[B] gdw. (nach Induktionsvorausset-
zung) aus ¢ € A folgt, dass ¢’ € A gdw. ¢ — ¢’ € A.

Sei schliellich ¥ = Vuv;1). Sei zuerst Y1) € A vorausgesetzt. Wir wollen
sehen, dass M = VYu;p[F], d.h. dass fiir alle a € M, M = »[F](vi|a)]. Sei
a € M beliebig, a = [7] fiir einen Term 7. Auf Grund der Moglichkeit der
Variablen—Umbenennung existiert eine Formel v/, so dass 7 fiir v; in 1)’ einge-
setzt werden kann und es gilt sowohl - 1) — ¢’ als auch F ¢ — 4, auf Grund

des Korrektheitssatzes also MM = ¢[B(vila)] gdw. M = ' [B(v;i|a)]. Ange-
nommen, M |= ¥[B(v;|a)] gilt nicht; dann haben wir 9 = —'[B(v;|[7])]. Da
[7] = B(7), und da 7 fiir v; in ¢’ eingesetzt werden kann, gilt dann wegen
Lemma 3.3 M = —)'7". Nach Induktionsvoraussetzung ist dann =’} € A.
Aus F ¢ — 9 ergibt sich - Vu;(¢p — '), und daraus mit Hilfe der logi-
schen Axiome aus Klasse (3) Yv;10 € A, und nach zweifacher Anwendung
des modus ponens A F Vv;4’. Auf Grund eines Ersetzungsaxioms und einer
weiteren Anwendung des modus ponens haben wir dann aber A + Vu;1)/, also
'V e AL Esist also ¢'” € Aund ¢} € A im Widerspruch zur Konsistenz
von A.

Sei dann 9 |= Vu;9[3] vorausgesetzt. Wir miissen sehen, dass Yuv;1) € A.
Hierfiir benutzen wir, dass A eine Henkin—-Menge ist. Angenommen, Yv;¢ ¢
A, also =Vv;1p € A. Da fiir ¢ = ¢(i, ) gilt, dass =Vv;p — =¥ € A, liefert
der modus ponens A - —¢¥ d.h. =¥ € A. Nach Induktionsvoraussetzung
ist dann aber M = —[3], und eine Anwendung von Lemma 3.3 liefert

M = —[B(v;|B(c))]. Dies widerspricht aber M = Vu;1[3].
Damit ist der Vollstandigkeitssatz bewiesen. O

Der Beweis des Vollstandigkeitssatzes benutzt das Hausdorffsche Maxima-
litdtsprinzip. Falls £ hochstens abzéihlbar ist, wird das Maximalitatsprinzip
nicht benotigt. £ heifit hochstens abzihlbar gdw. I'UJU K hiéchstens abzéhl-
bar ist, d.h. gdw. es héchstens abzihlbar viele Pradikatsymbole, Funktoren
und Konstanten gibt. £* entsteht dann aus £ durch Hinzufiigung abzéhl-
bar vieler Konstanten. Wir kénnen uns dann (dhnlich wie im Beweis des
Kompaktheitssatzes der Aussagenlogik) eine maximal-konsistente Menge
A D T'y wie folgt konstruieren. Sei (¢, : n € N) eine Aufzihlung aller
L*~Formeln. Sei I'g = I'g. Sei 'y 1 =Ty U {py}, falls T')y, U {p,} konsistent
ist; andernfalls sei I';,41 = I'y, U {—1}. SchlieBlich sei A = J,,cx'n-

Mit Hilfe von Satz 3.7 hat der Vollstéindigkeitssatz trivialerweise die al-
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lerdings erstaunliche Konsequenz, dass fiir eine rekursiv aufzédhlbare Formel-
menge I" auch {¢: I' = ¢} rekursiv aufzéhlbar ist.



Kapitel 5

Kompaktheit,
Lowenheim—Skolem und
Ultraprodukte

Satz 5.1 Sei I' eine Menge von Formeln. Wenn jede endliche Teilmenge
von I erfillbar ist, dann ist auch I' erfillbar.

Beweis: Der Kompaktheitssatz ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem
Vollstandigkeitssatz. Angenommen, I' ist nicht erfiillbar. Dann ist I" inkon-
sistent, d.h. es existiert ein ¢ mit I' - ¢ und I' - —p. Dann gibt es natiirlich
eine endliche Teilmenge I von I' mit I' F ¢ und T F —¢. T ist dann aber
sicherlich nicht erfiillbar. g

Der Kompaktheitssatz hat erstaunliche Auswirkungen. Sei beispielsweise I'
eine Menge von Sitzen, so dass I' beliebig grofle endliche Modelle besitzt,
d.h. fiir jedes n € N existiert ein m € N,m > n, und ein Modell 9, dessen
Tragermenge m Elemente besitzt, so dass 9 = I'. Dann besitzt I' ein unend-
lich grofles Modell 901, d.h. es existiert ein 91, dessen Trigermenge unendlich
grof ist, so dass 9 |=I'. Sei némlich fir n € N ¢,, der Satz

Elvo...HUn,l(Uo?éUl ANvg # Vo A ... AUy F Up_1 A
v17&’02/\.../\’01#vn_l/\.../\vn_g#vn_l),

der besagt, dass es mindestens n Dinge gibt. Nach Annahme ist jede endliche
Teilmenge von I' U {¢,, : n € N} konsistent, so dass auch I' U {¢,, : n € N}
konsistent ist.

39
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Eine durch I, J, K, n gegebene Sprache der Logik 1. Stufe heifit hochstens
abzahlbar gdw. I U J U K hochstens abzéhlbar ist.

Satz 5.2 (Lowenheim—Skolem) Sei L eine hichstens abzihlbare Sprache
der Logik 1. Stufe. SeiT' eine konsistente (erfiillbare) Menge von L—Formeln.
Dann besitzt I' ein hochstens abzdhlbares Modelle, d.h. es existiert ein Modell
I, dessen Tragermenge M hdéchstens abzdhlbar ist, und es existiert eine M —

Belegung 3 mit MM = T[3)].

Beweis: Dies ergibt sich aus dem Beweis des Vollstandigkeitssatzes. Mit £
ist auch das dort definierte £* hochstens abzihlbar, so dass £* abzahlbar
viele Terme enthélt. Damit ist das dort konstruierte M = {[r] : 7 ist L*~
Term} auch hochstens abzéhlbar. O

Wir werden weiter unten eine allgemeinere Version des Satzes von Lowenheim—
Skolem formulieren.
Betrachten wir etwa das Modell

N = (N,O,S, <7+7 '7E)7

das wir bereits kurz in Kapitel 3 erwdhnt haben. Zur Erinnerung: Dieses
Modell besitzt das Universum N (= die Menge der natiirlichen Zahlen =
{0,1,2,...}). 0 ist die Null. S ist die Nachfolgeroperation, die definiert ist
durch S(n) = n+ 1 fiir n € N. < ist die tibliche strikte Ordnung auf N. +,-
und F bezeichnen die Addition, die Multiplikation und die Exponentiation.

Die zum Modell N gehorige Sprache der elementaren Zahlentheorie, die
wir nun £4 nennen, enthélt die Symbole 0 als Konstante, S als 1-stelligen
Funktor, < als 2—stelliges Relationssymbol, sowie +,- und E als 2—stellige
Funktoren. Wir beabsichtigen natiirlich oV = O,SN =5, <N :<,—|-N =
+,N =.und EN = E.

Hier ist eine Liste einiger Sétze ¢ der Sprache £4 mit N = ¢:

(1) Yu1.S(v1) #0

(2) Yo1Voo(S(v1) = S(vg) — v1 = v9)

(3) YuiVug(vy < S(v2) <> (v1 < va V1 = v3))
(4) Yvi—v1 <0

(5) Yo Vs (vy < wg Vg = vy Vg <)

(6) Yoiur +0 =1,

(7) Y1 Voguy + S(ve) = S(v1 + v2)



41

(8) Yviv1-0=0

(9) Yu1Voguy - S(ve) = vy - v2 + 11
(10) Yoro E0 = S(0)
(11) Yo Vugu1 ES(v9) = (v1 Eve) - v1

Wir wollen nun zeigen, dass N nicht das einzige Modell dieser Sitze ist.
Genauer: Wir wollen zeigen, dass es Modelle dieser Satze gibt, die nicht
isomorph zu N sind.

Wir wollen nun zuniichst zeigen, dass Modelle der obigen Sitze (1) bis
(3) und (6) bis (11) eine “isomorphe Kopie” von N enthalten.

Sei

M = (M; oM gM M MM M)

ein Modell der Sétze (1) bis (3) und (6) bis (11). Betrachten wir die Funktion
mpm =7 :N— M, die wie folgt definiert ist:

m(n) = SM(SM(... SMOM)...)),

SM

n—viele

d.h., 7(0) = 0™ und 7 (n + 1) = SM(w(n)) fiir n € N.

Sei w(m) = w(n) fiir m < n € N. Auf Grund von (2) ist dann 7(n—m) =
, auf Grund von (1) also n —m = 0, d.h. m = n. Es ist also 7 injektiv.
Wir werden spéter sehen, dass f nicht surjektiv sein muss.

Sei m € N. Mit Hilfe von (3) zeigt man dann leicht induktiv, dass
f(m) <M f(n) fiir alle n > m gilt.

Ebenso leicht zeigt man mit Hilfe von (6) bis (11), dass fiir alle m,n € N
gilt: 7(m +n) = x(m) +M w(n),7(m - n) = ©(m) M x(n) und 7(m™) =
7(m)EMz(n).

Wir haben damit gesehen, dass 7 ein Monomorphismus, d.h. ein injekti-
ver Homomorphismus, ist.

Nehmen wir nun zusétzlich an, dass N' und M isomorph sind. Sei 7’ :
N — M ein Isomorphismus. Es ist leicht induktiv zu zeigen, dass dann
m'(n) = map(n) fiir alle n € N gelten muss. Es gilt also

OM

Satz 5.3 Wenn M ein Modell der Sdtze (1) bis (3) und (6) bis (11) ist,
dann ist M isomorph zu N, gdw. waq surjektiv ist.

Sei nun M ein Modell der Sétze (1) bis (11). Mit Hilfe von (3) bis (5) ist leicht
zu sehen, dass fiir alle n € N und fiir alle = auflerhalb des Wertebereichs von

7o gelten muss: 7 (n) <M 2. Ein solches x ist also “unendlich groB”. Wir
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bezeichnen mit Th(N') die Menge aller Sétze ¢ der Sprache £4 mit N = .
(Th steht fir “Theorie”.) Selbstversténdlich gilt

N | Th(N),

d.h. NV & ¢ fiir alle ¢ € Th(N'). Wir wollen weitere Modelle M mit
M E Th(N)

kennen lernen.

Satz 5.4 Es existiert ein M mit abzihlbarer Trigermenge und M = Th(N),
so dass M und N mnicht isomorph sind.

Auf Grund dieses Satzes wird N als das Nichtstandardmodell von Th(N') be-
zeichnet. Jedes Modell von Th(N), das nicht zum Standardmodell isomorph
ist, heiflit ein Nonstandardmodell. Der Satz sagt also, dass es Nonstandard-
modelle von Th(N) gibt.

Beweis: Der Beweis ist eine Anwendung des Kompaktheitssatzes. Wir erwei-
tern die Sprache £ 4 durch Hinzunahme einer neuen Konstanten, ¢. Nennen
wir die so erweiterte Sprache L.

Sei n € N. Dann ist

n viele S

ein Satz der Sprache L.. (Dieser Satz sagt, dass das durch ¢ bezeichnete
Objekt verschieden von n ist.) Nennen wir diesen Satz ¢,.
Wir betrachten nun die Menge

T = Th(N) U {pn|n € N}

von Sétzen der Sprache L.. T ist erfiillbar. Sei ndmlich T_C T endlich.
Aufgrund des Kompaktheitssatzes geniigt es zu zeigen, dass T erfiillbar ist.
Es existiert ein ng € N, so dass

T C Th(N) U {¢n|n < no}.
Es ist dann einfach zu sehen, dass

Nl: (N;O,S,<,+,',E,7’L0) ):T
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Hierbei beabsichtigen wir V' =0, N =9, <N =< 4N =4 N = EN' =
E und V' = ny.
Sei nun

~

M = (M;0M, §M M M M pM My T

wobei M abzahlbar ist. Ein solches M existiert jetzt auf Grund des Satzes
von Lowenheim—Skolem. Setze

~ ~ ~ ~

M = (Ma OMa‘SMa <M7 +M> M?EM)
Selbstverstdndlich gilt

M E Th(N).
Angenommen, ™ = m wére surjektiv. Dann existiert ein n € N mit n(n) =

M. Es gilt M = ¢n, d.h.

ME-S(5(8...(50)...) =
n viele S

Dies besagt, dass

~

m(n) = SMSM(...sMOM)...)) # M =x(n).

n viele SM

Dies ist ein Widerspruch!
Der Monomorphismus 7 ist also nicht surjektiv, womit auf Grund von
Satz 5.2 M nicht isomorph zu N ist. O

Sei M mit Trigermenge M ein Nonstandardmodell von Th(N). Jedes x €
M, das auflerhalb des Wertebereichs von 7ar liegt, heifit eine Nonstandard-
zahl. Ein 2 € M ist Nonstandardzahl gdw. m(n) <™ z fiir alle n € N, d.h.
gdw. x “unendlich grof” ist.

Wir wollen nun zeigen, dass es “sehr viele” paarweise nicht isomorphe
abzéhlbare Modelle von Th(N) gibt. Um genau formulieren zu kénnen, war
“sehr viele” hier bedeutet, benttigen wir einen Begriff.

Sei M eine Menge. Wir sagen, dass M reellviele Elemente besitzt, falls
eine Bijektion f : M — P(N) existiert. Hierbei ist P(N) die Menge aller
Teilmengen von N. Insbesondere hat P(N) selbst reellviele Elemente. Wir
sagen, dass die Menge M weniger als reellviele Elemente besitzt, falls keine
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Surjektion f : M — P(N) existiert. Beispielsweise besitzt N weniger als
reellviele Elemente: wenn f : N — P(N), dann ist

{neNn ¢ f(n)} € P(N)

nicht im Wertebereich von f.

Die Aussage, dass jede iiberabzihlbare Teilmenge von R reellviele Ele-
mente besitzt, heifit Kontinuumshypothese. Diese Aussage wird in der Men-
genlehre studiert.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes benétigen wir eine Tatsache, die
wir hier nicht zeigen kénnen.

Tatsache: Sei Z eine Menge. Angenommen, Z besitzt weniger als reellviele
Elemente und jedes X € Z ist eine abzéhlbare Menge. Dann ist auch

Jz={Xpprezxecx}

eine Menge, die weniger als reellviele Elemente besitzt.

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass es héchstens reellviele nicht—isomorphe
abzéhlbare Modelle von £ 4 geben kann. Der nachfolgende Satz sagt, dass es
sogar mindestens so viele Modelle von Th(N\) gibt.

Satz 5.5 FEs existieren reellviele paarweise nicht—isomorphe abzdihlbare Mo-

delle M mit M = Th(N).

Beweis: Wir erweitern wieder die Sprache £ 4 durch Hinzunahme einer neu-
en Konstanten ¢ und nennen die so erweiterte Sprache L.
Sei pg, p1, P2, - .. die strikt monotone Aufzdhlung aller Primzahlen. D.h.,
Po = 2,p1 = 3,p2 = b, etc.
Sei n € N. Dann bezeichnen wir mit ¢,, den Satz
Ju1 S(S(S...(5(0))...))-v1=c¢

Pn viele S

der Sprache L.. Dieser Satz sagt, dass p, (die Interpretation von) c teilt.
Mit @,, bezeichnen die Negation von ¢,,, d.h. den Satz

~301 S(S(S ... (5(0))...)) vy = e
Pn viele S

Sei nun X C N. Wir bezeichnen dann mit Tx die Menge
Th(N) U{gnln € X} U{p,In ¢ X}
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von Sétzen der Sprache L.. Fiir jedes X C N ist Tx ist erfiillbar. Sei ndmlich
T C Tx endlich. Auf Grund des Kompaktheitssatzes geniigt es zu zeigen,
dass T erfiillbar ist.

Es existiert ein ng € N, so dass

T CThN)U{pnn <noAne X}U{g,ln<nyAn¢ X}

Setze

q= H Pn-

n<ng,n€X

Es ist dann einfach zu sehen, dass

Nl:(N;O?S7<7+7‘7E7q) ':T'

!

Hierbei beabsichtigen wir V' = 0, SV = §, <N =< 4N = 4 N =. PV =
E und V' = ¢. Fiir X C N sei nun

~

M= (MX;Oan‘SMxv<MX7+MX7'MX7EMX>CMX) ': TX?

wobei Myx abzéhlbar ist. Ein solches /\N/l x existiert auf Grund der Behaup-
tung 1 und des Satzes von Lowenheim—Skolem. Setze

Mx = (Mx;OANAX,S/\NAX,<'ANAX,+ANAX, '/\NAX,E/\NAX).
Selbstverstandlich gilt
Mx E Th(N).

Fir X,Y C N ist es moglich, dass M x und My isomorph sind. Wir wol-
len jedoch zeigen, dass eine Teilmenge von {Mx|X C N} mit reellvielen
Elementen existiert, die aus paarweise nicht—isomorphen Modellen besteht.
Sei

M = (M;0M, M M MM MY = Th(N).

Fiir jedes x € M sei

XM={neN: MEISS(S...(S(0))...)) v1 = va[f] mit B(vg) = x}.
— —

Pn viele S

Jedes solche X;Vl ist eine Menge natiirlicher Zahlen, die durch das Modell
Mund x € M “kodiert” wird. Sei

XM= (XM .z e M}
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die Menge aller Teilmengen von N, die durch M und seine Elemente in die-
sem Sinne “kodiert” werden. Offensichtlich ist X eine abzihlbare Menge
von Teilmengen von N, wenn M abzéhlbar ist. Fir jedes X C N gilt offen-
sichtlich
X = xlx e xMx,

Wir zeigen nun: Seien M und P isomorphe Modelle von Th(N). Dann gilt
XM = XP. Sei nimlich 7 : M — P ein Isomorphismus. Sei X € &AM,
Sei x € M so, dass X = XM. Sei 3 : {v1,v9,...} — M, und sei 3 :
{v1,va,...} — P definiert durch ' (v) = 7(B(vg)). Fiir jedes n € N gilt
dann auf Grund von Satz 5.1

M= 3oy S(S(S ... (S(0))...)) -v1 = w[F] &
~—_——

n viele S
P = 301 S(S(S... (S(0)) .. )) - o1 = valB].
—_———

Pn viele S

Damit haben wir X = Xf(w), also X € A7,

Wir haben gezeigt, dass XY™ ¢ XP. Aus Symmetriegriinden gilt ebenso
AP c &M, Damit ist XM = AP,

Kehren wir nun zu den Modellen M x fiir X C N zurtick. Fiir X C N sei

Mx] = {My|Y C N und My ist isomorph mit Mx}

die Aquivalenzklasse aller zu M x isomorphen Modelle My. Wir definieren

xWMx] = pMx

Auf Grund der Behauptung 2 folgt aus [Mx] = [My], dass AMx = xMv.
Auf Grund dieser Unabhéngigkeit von der Wahl des Reprisentanten ist
XWMx] wohldefiniert. Jedes XMx abzihlbar.

Nehmen wir nun an, es gibe weniger als reellviele Aquivalenzklassen
[Mx]. Dann wére auf Grund der oben unbewiesen mitgeteilten Tatsache

z = J{aM¥lx c Ny

eine Menge, die weniger als reellviele Elemente besitzt.

Auf der anderen Seite gilt fiir ein beliebiges X C N, dass X € AMx =
XMx] © 2. Also enthilt Z alle Teilmengen von N, besteht also aus reell-
vielen Elementen. Widerspruch! g

Wir formulieren nun eine allgemeinere Version des Satzes von Lowenheim-—
Skolem.
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Definition 5.6 Sei L eine Sprache der Logik 1. Stufe, und seien M und
N Modelle von L. Dann heifit M elementar dquivalentes Submodell von N,
geschrieben M < N gdw. fiir alle L—Formeln ¢ und fiir alle M—Belegungen
B (wobei M die Trigermenge von M ist) gilt:

M |= ¢[] gdw. N = ¢[].

Satz 5.7 (Allgemeiner Lowenheim—Skolem) Sei £ eine Sprache der
Logik 1. Stufe, die durch I,J, K,n gegeben ist. Sei I' eine Menge von For-
meln, so dass M und B ezistieren, wobei M |= T'[B] und die Trigermenge
von M unendlich grof ist. Sei X eine beliebige unendliche Menge, wobei
eine Injektion f: ITUJUK — X existiert. Dann existieren N und B/, wober
M = I’[F] und X die Trigermenge von M ist. Ebenfalls existiert ein N,
so dass N < M oder M < N und so dass es eine Bijektion von X mit der

Trigermenge von N gibt.
Insbesondere besitzen konsistente Formelmengen beliebig grofle Modelle.

Beweis: Der Allgemeine Lowenheim—Skolem—Satz ergibt sich schnell aus
dem Beweis des Vollsténdigkeitssatzes. Wir erweitern zunichst £ zu L’
durch Hinzufiigung einer eigenen Konstante c, fiir jedes x € X. Sodann
erweitern wir I' zu IV durch Hinzufiigung genau aller £'-Sétze ¢, # ¢, fiir
z # y,x,y € X. I ist dann konsistent. Wir produzieren nun wie im Be-
weis des Vollstiandigkeitssatzes M und 3 (ausgehend von £’ und I'" an Stelle
von £ und I'). Es ldsst sich zeigen, dass eine Bijektion zwischen X und der
Tréagermenge M von M existiert. Wir kénnen dann die Elemente von M
durch X ersetzen und erhalten M, 3 wie gewiinscht. Der Rest ist einfach.[]

Insbesondere existiert z.B. ein Modell von Th(N'), dessen Trigermenge die
Menge R aller reellen Zahlen ist!

Wir wollen nun einen alternativen Beweis des Kompaktheitssatzes kennen
lernen. Dieser Beweis verwendet die Methode der Konstruktion neuer Mo-
delle durch Ultraprodukte.

Definition 5.8 Sei I # () eine beliebige Menge. Eine Menge F von Teil-
mengen von I heifit ein Filter auf I gdw.

(a) wenn X € F undY € F, dann ist auch X NY € F,

(b) wenn X € F undY D X, wobei Y C I, dann ist auchY € F,
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(¢c) I €F, und
(d) 0 & F.

Sei etwa u eine nichtleere Teilmenge von 1. Dann ist
{XCIl:ucCX}

ein Filter auf I. Dieser heifit der von w erzeugte prinzipale Filter. Sei I
unendlich. Dann ist
{X C I:I1\X ist endlich}

ein Filter auf I, der aus allen koendlichen Teilmengen von I besteht. Dieser
heifit der Frechét—Filter auf I.

Definition 5.9 Sei I # 0, und sei F ein Filter auf I. Dann heifst F Ul-
trafilter auf I gdw fir jedes X € I gilt: X € F oder I\X € F. wenn F
Ultrafilter auf I ist, dann gilt fiir jedes X C I genau eine der beiden Aus-
sagen X € F,I\X € F. Mit Hilfe des Hausdorffschen Mazimalititsprinzip
(siehe Satz 5.8) zeigt man den folgenden

Satz 5.10 (Tarski) Sei I # 0, und sei F' ein Filter auf I. Dann existiert
ewn Ultrafilter U auf I, der F' fortsetzt, d.h. so dass U D F'.

Sei nun £ eine Sprache der Logik erster Stufe. Sei I # (), und sei fiir jedes
i € I ein L—Modell 9; gegeben. Sei weiterhin U ein Ultrafilter auf I. Wir
wollen dann das Ultraprodukt der Modelle 91; mittels U, in Zeichen

[T/,

el

definieren. Fiir diesen Zweck wollen wir voraussetzen, dass £ weder Konstan-
ten noch Funktoren und ein einziges Relationssymbol, ndmlich das zweistel-
lige Relationssymbol R, besitzt.! Alles, was im Folgenden entwickelt wird,
lésst sich aber in offensichtlicher Weise fiir beliebige Sprachen verallgemei-
nern.

Wir definieren zunéchst die Tragermenge des Ultraproduktes. Mit |91
bezeichnen wir die Tréagermenge des Modells 9;. Es sei F™* die Menge aller
Funktionen f mit Definitionsbereich I, so dass f(i) € |9 fir alle ¢ € 1.
Fiir f,g € F* schreiben wir f~g gdw. {i € I : f(i) = g(i)} € U.

'Die Sprache L¢ der Mengenlehre besitzt beispielsweise diese Gestalt.



49

Lemma 5.11 ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Lediglich die Transitivitdt von ~ ist nicht trivial. Aus f~g und
g~h,dh. {iel: f(i)=g()}eUund{iel:g(i)=h(i)} €U folgt aber
wegen {i € I : f(i) =h(@)} D{iel: f(i) =g@)}n{iel:g(i)=h(i)},
dass {i € I : f(i) = h(i)} € U, also f~h. O

Wir schreiben [f] fiir die Aquivalenzklasse von f € F*, d.h. [f] = {g € F*:
g~f}. Wir schreiben auch § fiir die Menge aller [f] mit f € F*. § wird die
Tragermenge des Ultraproduktes sein.

Jedes der Modelle 90t; interpretiert R, d.h. R™% C |90;] x |9;|. Wir wol-
len nun ein R C § x § definieren. Wir setzen ([f],[g]) € R gdw. {i € I :
(f(i),g(i)) € RI™%} € U. Man sieht leicht, d.h. fir f~f und g~g' gilt
{iel:(fi),g(i) € R} e U gdw. {i € I: (f'(i),g'(i)) € R} e U.

Wir haben damit ein £-Modell konstruiert, némlich (§; R). Dieses Modell
besitzt die Trédgermenge § und interpretiert F' durch R. Dieses so konstru-
ierte Modell bezeichnen wir als das Ultraprodukt der Modelle 9i; mittels U.

Die folgende Aussage ist von zentraler Bedeutung.

Satz 5.12 (Lo$) Seien firi € If3; eine M;~Belegung, und sei die [ ;o 9 /u—
Belegung (8 wie folgt definiert: B(vy) = [f], wobei f(i) = B;(vg) fir allei € I.
Dann gilt fiir alle Formeln ¢

[19%/u = @l8] gdw. {ie 19 |- ¢[8]} € U.

el

Beweis durch Induktion nach der Komplexitiit von . Wir schreiben 9t fiir
[Lic;M/U.

Sei zuniichst ¢ atomar. Sei etwa ¢ = v, = v;. Dann gilt 9 E v = v[F]
gdw. B(ux) = B(ur) gdw. [f] = [g), wobei f(i) = Bi(vy) und g(i) = Bi(u1)
fiir alle ¢ € I, gdw. {’L el: ﬁz(vk) = ﬁz(’ul)} € U gdw. {’L el :Mm ': Vi =
v[Bi]} € U. Fiir ¢ = Rug; ist das Argument vollig analog.

Sei nun ¢ = —. Hier benutzt der Induktionsschritt die Tatsache, dass
U ein Ultrafilter (und nicht etwa nur ein Filter) auf [ ist. Es gilt 9 = -]
gdw. M = ¢[F] gdw. {i € I : M; = ¢[6i]} ¢ U nach Induktionsvoraus-
setzung, gdw. {i € I : M; = ¢[B]} € U, da U ein Ultrafilter ist, gdw.
{iel: M E=-y[p]tel.

Der Induktionsschritt fiir ¢ = 1) — 1)’ ist sehr einfach.

Wir betrachten schliellich den Fall, dass ¢ = Vo).
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Setzen wir zunédchst voraus, dass {i € I : M; = Yuo[Bi]} € U. Sei
[f] € |9M| = § beliebig. Dann gilt {i € I : M; = [B;(vp| fG))]} D {i €I :
M, = Yory[Bi]}, also {i € I : M, = [Bi(vk|f(i))]} € U. Die Induktions-
voraussetzung liefert dann 9 = ¥[8(vi|[f])]. Da [f] beliebig war, haben wir
also M = Y [B] gezeigt.

Setzen wir nun voraus, dass {i € I : M; = Yor[Bi]} ¢ U, d.h. {i €
I:M; = B} € U. Wir wollen zeigen, dass M (= Vopep[3], d.h.
M = Ju—p[f]. Mit Hilfe des Auswahlaxioms finden wir ein f € F*, so
dass M; E [ (vk|f(7))] fiir alle ¢ € I, fiir die ein a € |9;| mit M; =
—)[ 06 (v |a)] existiert. Dann gilt offensichtlich

{i e LM = =P[Bi(vel f ()]} = {i € 2 M = Fu[Bil} C U,

und damit mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung I = - [B(vg|[f])], wie
gewiinscht. O

Mit Hilfe dieser Methode zeigt sich nun der Kompaktheitssatz sehr leicht
wie folgt. Sei 3 eine endlich erfiillbare Menge von L—Formeln, d.h. fiir jedes
endliche o C ¥ existiert ein £L-Modell 9, und eine M ,—Belegung [, mit

M, = o[Bs]

Cesucht ist ein £-Modell 9 und eine M-Belegung B mit M = [F]. Sei I
die Menge aller endlichen Teilmengen von 3. Fiir o € [ sei

Xe={rel:7Do}.
Die Menge X, genieren einen Filter F' auf I wie folgt: Wir setzen
XeFgdw.doelX D X,.

Lemma 5.13 F ist ein Filter auf I.

Beweis: (a): Seien X, Y € F. Seien 0,7 € I so, dass X D X, und Y D X.
Dann gilt X NY D X, N X; = X,ur, also auch X NY € F. (b) ist trivial.
(c):DaBel, gilt € F.(d): DaceX, firallecel,gilt )¢ F. O

Sei nun (mit Hilfe des Satzes von Tarski) U ein Ultrafilter auf I, der F' fort-
setzt. Wir setzen dann 90t = [] ver My /U. Wir definieren eine M- Belegung
B durch: G(vg) = [f], wobei f(o) = B,(vg) fiur alle o € I. Es geniigt nun
zu zeigen, dass M = X[F]. Sei also ¢ € 3. Dann folgt aus ¢ € o (d.h.
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{p} C o}, dass M, = p[Bs], also {o : Myp[Bs]} D X,y € UK, und da-
mit auch {o : M, = p[B-]} € U. Auf Grund des Satzes von Lo$ gilt dann
M =[] wie gewiinscht.

Ein Spezialfall von Ultraprodukten ist die Ultrapotenz. Sei I # ), und
sei U ein Ultrafilter auf I. Sei 91 ein £L—Modell, und sei 91; = 9 fiir alle
1 € I. Dann schreiben wir:

ULt(OM; U)

fir T[,c; 9% /U und nennen dies die Ultrapotenz von MM mittels U.
Der Satz von Lo$ ergibt sofort das folgende

Korollar 5.14 Sei 3 eine M- Belegung, und sei die Ult(9; U)-Belegung (3
definiert durch B(vg) = [cz(y,], wobei cg,, \ die konstante Funktion mit Wert
B(vk) (und Definitionsbereich I) ist. Dann gilt

Ult(M; U) = ¢[f] gdw. M = o[

fur alle Formeln ¢.

Es existiert auch eine natiirliche “Einbettung” e von 9t nach Ult(9; U).
Fiir a € || setzen wir e(a) = [cq), wobei ¢, die konstante Funktion mit
Wert a (und Definitionsbereich I) ist. Es gilt dann (unter Verwendung der
Schreibweise aus Kapitel 3):

Korollar 5.15 FEs gilt

Ult(M; U) k= e(e(ao), - - - s e(aj-1)) gdw. M = @(ao, ... ,aj-1)
fiir alle Formeln ¢ und ao, ... ,a;—1 € |M].

Auf diese Art und Weise lassen sich sehr leicht “Nichtstandardmodelle” kon-
struieren. Sei etwa

m:(N;07S7<7+7'” 7E)7

und sei U ein Ultrafilter auf N, der den Frechét—Filter auf N fortsetzt. Dann
ist Ult(MN; U) nicht isomorph zu N (d.h. die Einbettung e ist nicht surjektiv).
Sei

R=(R;0,1,<,+,-, E),

und sei wieder U ein Ultrafilter auf N, der den Frechét—Filter auf N fortsetzt.
Dann enthélt Ult(R;U) “infinitesimale” Zahlen als auch “unendlich grofe”
Zahlen.
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Kapitel 6

Peano—Arithmetik und der 2.

Godelsche
Unvollstindigkeitssatz

Die Sprache der PEANO-Arithmetik ist £4', d.h., die Sprache der elemen-
taren Zahlentheorie. Diese Sprache besitzt die Konstante 0, die Funktoren
S, 4+, und E, sowie das Relationssymbol <. Das Standardmodell von L 4 ist
N =(N;0,<,8,+,, F).2

Die Peano—Arithmetik, kurz P A, besitzt die folgenden Axiome. Zunéchst
sind alle Axiome von Ag aus Kapitel 6 Axiome von PA, d.h.

(1) VUlS(vl) 75 0

(2) Y1 Voo(S(v1) = S(vg) — v1 = v9)

(3) YuiVug(vy < S(v2) <> (v1 < va V1 = v3))
(4) Yvi—v; <0

(5) Yo Vs (vy < wg Vug =wvg Vg <)

(6) Yoiur +0 =1,

(7) Y1 Voo + S(ve) = S(v1 + v2)

(8) Yviv1-0=0

(9) Yu1Voguy - S(ve) = vy - v2 + 11

Das A steht fiir “Arithmetik”.
Das Symbol 0 steht also fiir die Null, d.h. fiir 0, etc. Zur Differenzierung hétten wir
vielleicht O fiir das Symbol und 0 fiir das Objekt Null schreiben sollen.

93
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(10) VvlleO = S(O)
(11) V’U1V’U2U2ES(U2) = (UlE’Ug) U1

Sodann enthélt PA unendlich viele weitere Axiome. Sei ¢ eine £ 4—Formel, in
der die Variablen v;,, v, ... ,v;, frei vorkommen. Dann ist das zu ¢ gehérige
Induktionsaxiom

(12)p Vi, .- Yoi, (9 AVviy (9 — 058, ) = Yig®)
ebenfalls zu PA. Die Axiome von PA sind die £ 4—Sétze, die in der Menge
ApU{(12), : ¢ ist La-Formel}

liegen. Satz 7.4 besagt, dass A alle wahren »;—Sétze von L4 beweist. Wir
hatten diese Aussage benutzt, um den 1. Godelschen Unvollstandigkeitssatz
zu zeigen. Die Induktionsaxiome koénnen benutzt werden, um wahre II;—
Sétze von L4 zu beweisen. Insbesondere werden wir sehen, dass PA den
Satz

“alle wahren Y1 -Sdtze von L4 sind in Ag beweisbar”,

bzw. die Ubersetzung dieses Satzes in die Sprache £4 beweist. Dies wird
sodann benutzt, um den 2. Goédelschen Unvollsténdigkeitssatz zu zeigen.
Dieser besagt Folgendes: wenn T eine (u.U. triviale) rekursiv aufzéhlbare
konsistente Erweiterung von PA ist, dann beweist T nicht die Konsistenz
von T. Da PA offensichtlich rekursiv aufzéhlbar ist und da (wie wir an-
nehmen diirfen) PA konsistent ist, beweist also insbesondere PA nicht die
Konsistenz von PA. Nach den Goédelschen Unvollstéindigkeitsséitzen gibt es
also ein (Nichtstandard—) Modell von PA U{PA ist inkonsistent}.

Der Beweis des 2. Godelschen Unvollstéindigkeitssatzes erfordert einige
Vorbereitung. Insbesondere muss z.B. gekldrt werden, wie “T ist konsistent”
in der Sprache L4 ausdriickbar ist. Die Formalisierung des Satzes “T ist
konsistent” wird ein II;—-Satz sein, so dass fiir T D PA aus dem 2. Gédelschen
Unvollstandigkeitssatz der 1. Unvollstédndigkeitssatz folgt.

Zuerst miissen wir L4 “gddelisieren”. Derartiges wurde bereits in Ka-
pitel 7 getan. Wir wollen diesen Vorgang hier wiederholen und griindlicher

darstellen.
L4 besitzt die folgenden Symbole: 0, <, S,+,-, E, sowie (,),—,—,V,=
und wvg,v1,v2,... La—Ausdriicke sind endliche Folgen derartiger Symbole.

Seien Yo, Y1, -5 Yn—1 Symbole. Wir wollen dem Ausdruck

a=Y071 Vo1
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eine “Godelnummer” "a' zuordnen. Hierzu nehmen wir zunéchst die folgen-
den Identifizierungen vor:

010
< |1
S| 2
+ 13
-1 4
E |5
(|6
) |7
- | 8
-9
v |10
= |11
Vo 12
(%] 13
(%) 14

Die Folge

a =771 ---Tn-1
wird damit zu einer Folge natiirlicher Zahlen. Die “Gédelnummer” "a™' von
a sei dann die Zahl

+1 +1 141
ra—lzp’(‘]ﬂ) .p¥1 .“,.pzill .
Hierbei sei pg, p1, - .. die natiirliche Aufzédhlung aller Primzahlen. Offensicht-

lich kénnen wir aus der Gédelnummer "o die Folge (d.h. den Ausdruck) a
“ablesen”.

Bevor wir nun sagen kénnen, was zu tun ist, um den 2. Unvollstdndig-
keitssatz zu beweisen, wollen wir einige Konventionen vereinbaren.

Sei n € N. Wir wollen dann in Zukunft

S55...50
. -
n—viele

als den Standardnamen von n bezeichnen; wir schreiben auch 7 fiir diesen

Standardnamen. Sei ¢ eine Formel, in der genau die Variablen v;y,... ,v;,
mit ig < ... < ip_1 frei vorkommen. Seien my, ... ,mg_1 € N. Wir schreiben
dann

Qo(m()v s amkfl)
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Vi Vig_q
(o (o)),

die aus ¢ hervorgeht, indem die Variable v; (an ihren freien Vorkommnissen)
durch den Standardnamen 1 ersetzt wird, fiir i = 4g,... ,ix_;.> Seinun T D
PA eine rekursiv aufzéhlbare Menge von Axiomen (d.h. von £4-Formeln).
Der technische Teil des Beweises des 2. Unvollsténdigkeitssatzes besteht in
der Produktion einer ¥;—Formel, fiir die wir Bew~ schreiben. Bew besitzt
vg als einzige freie Variable, und es gelten die folgenden Aussagen.

fir die Formel

Satz 6.1 (Fixpunktsatz) Fs gibt einen L£4-Satz v mit
TF v« ~Bewt (™).

In der Tat gibt es fir jede L o—Formel 1 mit freier Variable v; einen L4-Satz
Yoy Mt
TEyy (M)

Satz 6.2 Seien ¢, beliebige La—Formeln. Dann gilt:
(a) Wenn T F ¢, dann T+ BewT("¢™).
(b) TF Bewr(Tp — ) — (Bewr (7¢7) — Bewr ("47)).
(¢) TEF Bewt("¢") — Bewt("BewT ("¢ ™")7).

Die Teilaussage (a) von Satz 6.2 wird sich daraus ergeben, dass fiir alle £4—
Formeln ¢ gelten wird:

(*) TFygdw. N = Bewt(T¢").

(Da Bewr eine ¥1—Formel ist, folgt dann aus T F ¢ sogar Ag - BewT("¢™7).)
Insbesondere kénnen wir sagen, dass Bewt das “Beweisbarkeitspradikat”
formalisiert. Dariiber hinaus folgt aus (*):

(**) T ist inkonsistent gdw. M = BewT ("0 # 07).

BewT("0 # 07) ist also eine faire Formalisierung der Tatsache, dass T in-
konsistent ist.

Die Teilaussage (c) von Satz 6.2 ist eine formale Variante der Teilaussage
(a)

Aus den beiden obigen Sétzen ergibt sich nun der

3Eine frithere Konvention erklirte, was wir z.B. unter 9 E p(mo, ... ,mg_1) verstehen.
Die beiden Konventionen stehen offenbar nicht in Konflikt miteinander.
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Satz 6.3 (Zweiter Godelscher Unvollstindigkeitssatz) Sei T D PA
rekursiv aufzdhlbar und konsistent. Dann gilt

T/ =Bewt("0 #07).

Falls T inkonsistent ist, dann beweist T natiirlich auch =Bew("0 # 07),
so dass T seine eigene Konsistenz genau dann beweist, wenn T inkonsistent
ist.
Beweis des 2. Unvollstandigkeitssatzes: Sei zunéchst v wie in Satz 6.1,
d.h.
TF vy« =Bewt (™).

Angenommen, T F 7. Dann gilt T - BewT("y") nach Satz 6.2 (a) und damit
T F =y wegen der Eigenschaft von ~. Also beweist T sowohl ~ als auch —,
so dass T inkonsistent ist.

Dies zeigt: aus der Konsistenz von T (die wir voraussetzen) folgt T t/ .

Wir betrachten nun den Satz v — (= — 0 # 0). Da dieser eine Tauto-
logie ist, haben wir T F v — (=y — 0 # 0). Wegen T F =y < Bewt(™y7)
folgt aber dann T F v — (BewT("™y") — 0 # 0). Satz 6.2 (a) liefert daraus
T F Bewt("™y — (Bewt("™7) — 0 #0)7). Zweimalige Anwendung von Satz
6.2 (b) ergibt dann

T+ Bewt("™y") — (Bewt("Bewt("™y™")") — Bewt("0#07)).
Satz 6.2 (c) besagt aber, dass
T F Bewt("™y") — Bewt("Bewt("™y™)7),

so dass also
T+ Bewt("™y") — Bewt("0#07),

und damit
TF =Bewt("0 #07) — = BewT("™y7).

Mit Hilfe der Eigenschaft von « ergibt sich dann
TF-Bewt("0#07) — 7.

Hétten wir jetzt T F =Bewt("0 # 07), dann folgte T F -, was nicht der
Fall ist.
Wir haben also gezeigt, dass T t/ =BewT ("0 # 07). O
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Leider ergeben sich oft die Dinge, die zu Godels Zeiten in der Logik bewiesen
wurden, durch ein derartiges Herumschieben von Symbolen.

Ubrigens ergibt sich aus Satz 6.1 ein weiteres schones Resultat, nimlich
Tarskis Satz zur Undefinierbarkeit der Wahrheit:

Satz 6.4 (Tarski). Es gibt keine La-Formel ¢ mit freier Variable vy, so
dass

NE=p("Y7) gdw. Ni=
fir alle L4-Sdtze 1.

Beweis: Andernfalls betrachte v mit PA F v < —¢("™7). Dann folgt aus
N = v, dass N = —p(Ty7), also N = —y. Widerspruch! O

Mit Hilfe des Beweises des Fixpunktsatzes ergibt sich weiterhin auch, dass
T F Bewt("¢") — ¢ nicht fiir alle X;-Sétze ¢ gelten kann, da + mit
T+~ < =Bewt("™y") ein X;-Satz sein wird und T F v — Bew("™y7).

Wie wird der obige Fixpunktsatz gezeigt? Hierzu benéttigen wir eine £ 4—
Formel, Sub, in der genau die Variablen vg, vy, vo, v3 frei vorkommen und die
ausdriickt, dass “vg aus v; hervorgeht, indem jedes freie Vorkommnis der
vo—ten Variable durch den Standardnamen von vs ersetzt wird”. Um dies
genauer zu formulieren, vereinbaren wir eine Verallgemeinerung der oben
getroffenen Konvention.

Sei ¢ eine Formel, in der genau die Variablen v;,... ,v;, |, mitig < ... <
i1 frei vorkommen. Seien my,... ,mg_1 € N. Wir schreiben dann z.B.
©(Vigy - - - s Vi MY, Vi s - e Vi)

fiir die Formel
Uil
my*

Analog diirfte klar sein, was wir mit

©(Vigy - - - s Vi s T Vigy s+ e e 5 Vig_q s M Vg e Vi)

meinen, usw.
Wir wollen nun Folgendes.

Lemma 6.5 Fir alle La—Formeln ¢ und fir alle i,n € N gilt

T F Voo(Sub(vg, "7, i,n) < vg = Teri 7).

n
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Mit Hilfe dieses Lemmas zeigt sich der Fixpunktsatz wie folgt. Sei 1) eine
L 4—Formel mit freier Variable v;. Sei 0.B.d.A. i = 0. Wir definieren ¢ mit
freier Variable v3 durch

» = Jug3vy (Sub(ve, v1,3,v3) A vy = v3 A).

Sei dann
Y= =proa =9(TeT).

Es gilt dann auf Grund des obigen Lemmas
T F Yoo (Sub(vg, "™, 3,7 7)) <> vy =y7).
Nun haben wir also
TEp(Ty7) < Jvg(vo =" AY),

und damit
TE (™) < Jve(Sub(vg, "™, 3,7 7) A1),

also auch
TFY("y") < JveTvi(Sub(vg, v1,3,7¢ ") Avy =TT AY),

d.h.
TEY() < o(Ce),
und damit
TEY(M) <.
Es bleibt uns also, die £ —Formeln Sub und Bew so zu konstruieren, dass
Lemma 6.5 und Satz 6.2 fiir sie gelten.

Wir wollen jetzt die Formeln Sub und Bew produzieren.

Eine Relation R C NF ist (iiber M) durch eine Y- bzw. L1 bzw. II; -
Formel definierbar gdw. es eine Yg— bzw. 31— bzw. II;-Formel ¢ mit freien
Variablen vy, ... ,vgp_1 gibt, so dass fiir alle ng, ... ,ng_1 € N: (ng,... ,np_1) €
R gdw. Mt = p(no, ... ,nk—1).

Analog ist eine Funktion f: N*¥ — N (diber M) durch eine Yo bzw. ¥1—
bzw. II; - Formel definierbar gdw. die Relation R ¢ N¥+1 mit (ng, ... ,np_1,n%) €
R gdw. f((no,... ,ng—1) = ng fir alle ng,... ,nx € N (iiber M) durch eine
Yo— bzw. X1— bzw. II;-Formel definierbar ist.

Zur besseren Lesbarkeit verwenden wir im Folgenden neben vg,vq,...
auch v,w,... ,n,m,... ,a,b,... als formalsprachliche Variablen.
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Lemma 6.6 Die folgenden Relationen sind durch Xo—Formeln tiber N zu
definieren.

(a) n|m (d.h. n teilt m),

(b) p ist prim.
Beweis: (a) Jun - v =m.

(b) p>1A-3v<plv>1Auvp). O

Lemma 6.7 Die folgende Relation ist sowohl durch eine 31— als auch durch
eine 11 —Formel definierbar:

p st die n—te Primzahl.

Beweis:

o (p" T A —p" 2|z A 2]z A 4|z AV < 2Vr <
(g, beide prim A g <r AVs <r(s> q— s nicht prim)A
rlz — Vm < x2(q™|z < r™tz)).

Dies zeigt die >1—Definierbarkeit. Die II;—Definierbarkeit ist ebenso einfach. [J

Lemma 6.8 Die folgenden Relationen sind durch ¥1-Formeln definierbar:
(a) n ist Gédelnummer.

(b) n ist die Gédelnummer eines Ausdrucks der Linge k.

Beweis: Godelnummern sind natiirliche Zahlen der Form pj* - ... - p?f{ '

wobei myg, ... ,mi_1 > 0. Es geniigt offensichtlich, (b) zu zeigen.
Vp <n+1(p ist prim — (p|n < 3 < k p ist die [-te Primzahl).

Mit Hilfe des Beweises des vorigen Lemmas lédsst sich dies leicht als ;-
Formel schreiben. g

Wir wollen nun sehen, dass “n ist die Gédelnummer einer Formel” durch
eine Y;—Formel definierbar ist.

Ein Term entsteht durch wiederholte Verkniipfung aus “atomaren Ter-
men”, d.h. Variablen und der Konstante 0. Ein Term ist also letztes Glied
einer Folge

TOyTly-+- s TN—1,
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wobei jedes Folgenglied entweder ein “atomarer Term” ist oder sich durch
“Verkniipfung” aus fritheren Termen ergibt, z.B. 7, = 7; + 7, fiir 5,k < 1.

Eine Formel entsteht durch wiederholte Verkniipfung aus atomaren For-
meln. Eine Formel ist also letztes Glied einer Folge

©$0,P15--- ,PN-1,

wobei jedes Folgenglied ; entweder atomare Formel ist oder sich durch
“Verkniipfung” aus fritheren Formeln ergibt, z.B. ¢; = (¢; — ¢y,) fiir j, k <
oder ; = Vo, fiir j < i und ein beliebiges | € N.

Seien a,b Ausdriicke, d.h. etwa

A= Yn-1
und
R

Die Konkatenation von a und b, in Zeichen a b ist dann definiert als der
Ausdruck

a"b=90 . Yn-170 - V1
Analog sind Konkatenationen mehrerer (aber endlich vieler) Ausdriicke wie
z.B. a”b " c etc. definiert.

Lemma 6.9 Die folgenden Relationen sind durch ¥1—Formeln definiert:

(a) Es gibt Ausdriicke a und b, so dassn="a"',m ="b" und g ="a"b".

(b) Es gibt Ausdriicke a,b,c, so dass n = "a',m = "bq = "¢ und
r="a"b"c.
Analoges gilt fiir beliebig lange endliche Folgen a,b,c,... von Ausdriicken.

Beweis von (a): 3k3l (n ist die Gédelnummer eines Ausdrucks der Lénge
kAm ist die Godelnummer eines Ausdrucks der Lange [ Aq ist die Godelnum-
mer eines Ausdrucks der Lange k + 1 A Vi < kVp < n(p ist die i—te Primzahl
— Vs < n(p’ln < p°lq)) AVi < IVp < mVp' < q(p ist die i—te Primzahl Ap
ist die k + i—te Primzahl — Vs < m(p*|m < p'®|q))). O

In unserer (halbumgangssprachlichen) Metasprache identifizieren wir Sym-
bole von L4 mit Folgen der Lénge 1, die nur aus diesem einen Symbol
bestehen. Dann ist z.B. die Konkatenation

(T =TT



62KAPITEL 6. PEANO-ARITHMETIK UND DER 2. GODELSCHE UNVOLLSTANDIGKEITSSATZ

nichts anderes als die Formel (¢ — ). Das vorige Lemma liefert dann sehr
einfach:

Lemma 6.10 Die folgenden Relationen sind durch o— (im Falle (a)) bzw.
Y1 —Formeln (in den Fdillen (b) — (e)) definierbar.

(a) n ist die Godelnummer von 0 (genauer, eine Folge der Linge 1, die
nur aus der Konstanten 0 besteht) bzw. von v;.

(b) Es gibt einen Ausdruck a, so dassn="a" und m ="S"a".
(c) Es gibt Ausdriicke a,b, so dassn ="a",m ="b" und ¢ ="+"a"b™
(d) Es gibt Ausdriicke a,b, so dassn="a',m="b"7 undqg=""a"b".

(e) Es gibt Ausdriicke a,b, so dassn="a",m ="b"und q="E"a"b".

Lemma 6.11 Die folgende Relation ist durch eine Y1 —Formel definierbar.
n ist die Godelnummer eines Terms.

Beweis. Wir driicken aus, dass es ein x gibt, welches von der Gestalt

ot Pyt p
ist, so dass fiir jedes j < s gilt: n; ist Godelnummer von 0 bzw. von v; (fiir
ein 7 € N), oder es gibt ein k < j, so dass nj = "S5 a™ und ny, = "a” fiir ein
a ist, oder es gibt k,l < j, sodass nj ="+"a"b'oder nj ="-"a"b' oder
n; ="E"a"b', np ="a"und n;" b fiir irgendwelche a, b ist, und schliellich
ist n = ng_1. O

Wir bekommen hiermit sehr einfach:

Lemma 6.12 Die folgenden Relationen sind durch ¥1—Formeln definierbar.
(a) n ist die Godelnummer einer atomaren Formel.
(b) Es gibt einen Ausdruck a, so dassn="a" und m ="-"a".

(c) Es gibt Ausdricke a und b, so dass n = "a',m = Tb" und q =
"(Ta™ —="0b7).

(d) Es gibt einen Ausdruck a, so dassn="a" und m ="V v a™.

4Wir verwenden hier wieder die polnische Notation.
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Lemma 6.13 Die folgende Relation ist durch eine X1—Formel definierbar.
n st die Godelnummer einer Formel.

Beweis: Wir driicken aus, dass es ein = gibt, welches von der Gestalt

Pl pi . ph
ist, so dass fiir jedes j < s gilt: n; ist Godelnummer einer atomaren Formel,
oder es gibt ein k£ < j, so dass n; = "—a ' und n, = "a' fiir ein a ist, oder
es gibt k,l < j,sodassnj ="(Ta” =" b)), npy ="a" und n; = b fir
irgendwelche a, b ist, oder es gibt £k < j und ein 4, so dass n; = "V v, a’
und ny, = "a fiir ein a ist, und schlieBlich ist n = ns_1. O

Wir haben somit zwei Beispiele fiir rekursive Definitionen gesehen. Sei A C N
die kleinste Menge mit B C N, die abgeschlossen unter Funktionen Fy, ... , Fj_1
ist. Dann ist n € A gdw. es eine Folge (ng, ... ,ng_1) gibt mit ny_; = n und
jedes Folgenglied gehort entweder zu B oder ergibt sich durch Anwendung
einer der Funktionen Fy, ..., F;_1 aus fritheren Folgengliedern.

Wenn dann B, Fy, ... , F;_1 durch ¥;—Formeln definierbar sind, dann ist
auch A durch eine ¥1—Formel definierbar. Beispiele sind A = die Menge aller
L 4—Terme oder A = die Menge aller £ 4—Formeln. Wir werden nun weitere
Beispiele sehen.

Lemma 6.14 Die folgenden Relationen sind durch X1 —Formeln definierbar.

a) Es gibt eine Formel @, so dass n = "¢ und die Variable v; kommt an
2 2
der k—ten Stelle der Formel o frei vor.

(b) n ist die Godelnummer eines Satzes.

Beweis von (a): Wir driicken aus, dass es x und y mit folgenden Eigenschaf-
ten gibt. z ist von der Gestalt

RS R g
y ist von der Gestalt
PPt p

und z bezeugt, dass n die Godelnummer einer Formel ist. Dariiber hinaus
sei fiir j < s die Zahl m; Godelnummer einer Folge, die alle Paare (£',7)
auflistet, so dass gilt: wenn n; = "', dann kommt die Variable v;, frei an
der k’—ten Stelle der Formel 1) vor. Wir kennen mittlerweile die Methoden,
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mit deren Hilfe dies zu bewerkstelligen ist. Schlielich sei das Paar (k,4) in
der Liste, die durch ms_1 kodiert wird. ]

Wir bekommen nun recht einfach das

Lemma 6.15 Die folgende Relation ist durch eine >1—Formal definierbar.
Es gibt Formeln ¥ und ¢ mit m ="y "\n ="¢", und ¢ geht aus ¢ hervor,
indem an jeder Stelle, an der v; frei in @ vorkommt, der Term 1 eingesetzt
wird, d.h. m ="y

Wir haben somit Sub gewonnen. Mit Hilfe von Sub kénnen wir nun die
Menge der logischen Axiome der Klasse (2) (und auch die Menge der logi-
schen Axiome der Klasse (6)) durch eine ¥1—Formel definieren. Dies liefert
schlieSlich:

Lemma 6.16 Die Menge der logischen Axiome ist durch eine ¥1—Formel
definierbar.

Da wir voraussetzen, dass T D PA rekursiv aufzéhlbar ist, ist {"¢ " : ¢ €
T} durch eine ¥1-Formel definierbar. Wir kénnten diese ¥;—Definierbarkeit
auch zur Voraussetzung machen. Man {iberzeugt sich leicht, dass {"¢": ¢ €
PA} durch eine ¥1-Formel definierbar ist.

Nun ist ¢ aus T beweisbar gdw. es eine Folge

(9007 s aSON—l)

gibt, so dass jedes ; entweder zu T U A gehort oder durch modus ponens
aus ¢, @; fiir k,j < ¢ hervorgeht, d.h. etwa ¢; = ¢ — ¢;, und so dass
pN-1 = ¢. Unsere Methoden liefern sodann das

Lemma 6.17 Die folgende Relation ist durch eine X1—Formel definierbar.
Es gibt eine Formel o, die aus T beweisbar ist, so dassn ="¢ .

Wir haben damit BewT hergestellt.
Wir betrachten nun Satz 6.2 und Lemma 6.5.
Der Beweis von Lemma 6.5 verlduft wie folgt. Zu zeigen ist

(1) TE (Sub("wi ",",4,mn),
was einfach ist, und

(2) T F YooVui(Sub(vg, "¢, 4,n) A Sub(v)y, "¢, i,n) — vg = ).
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Zu Letzterem zeigt man induktiv in T, dass Sub in der nullten Komponente
funktional ist. Wir iibergehen die Details.

Wir miissen uns damit Satz 6.2 zuwenden.

Wir beginnen mit Satz 6.2 (a). Sei zunéchst T F ¢ fiir eine £4-Formel
¢ vorausgesetzt. Dann gilt auch M | BewT(T¢") auf Grund der Wahl
von BewT. Da aber BewT X ist, folgt damit aus Satz 7.4, dass Ap +
BewT ("¢, also erst recht T F BewT("p™T). Dies zeigt Satz 6.2 (a).

Die Aussage von Satz 6.2 (b) ist die formale Variante der Tatsache, dass
aus T F @ — ¢ und T F ¢ auch T F ¢ folgt (welches sich wiederum daraus
ergibt, dass man die Beweise von ¢ — 1 und ¢ aus T neben—/untereinander
schreibt und sodann einmal den modus ponens anwendet). Satz 6.2 (b) ergibt
sich somit leicht aus der Konstruktion von Bew.

Anstelle von Satz 6.2 (c) zeigen wir die folgende allgemeine Aussage:

Lemma 6.18 Sei ¢ ein X1-Satz von L. Dann gilt
TFY — Bewt(T¢7).

Die Aussage dieses Lemmas kann als formalisierte Variante von Satz 7.4
angesehen werden.

Wir zeigen Lemma 6.18 zun&chst fiir g—Sétze . Nun gilt sicherlich
N = ¢ — Bewt (") auf Grund von Satz 7.4, also M = — oder N =
BewT("¢7). Falls 9 = -1, dann ist, da =1 ¥ ist, =¢) in Ap beweisbar,
d.h. Ag F —). Falls M = Bewt("¢™), dann ist BewT("¢™"). In jedem Falle
ergibt sich also Ag F -V Bewt ("), also auch T ¢ — Bew("¢7).

Dieses Argument funktioniert nicht mehr, falls ¥ ein 3;—Satz ist, da dann
—p 1I; ist. Der Beweis von Lemma 6.18 benutzt in der Tat T D PA.

Eine unmittelbare Konsequenz aus dem Zweiten Godelschen Unvollstdndig-
keitssatz ist das folgende

Korollar 6.19 Sei I' O PA eine rekursiv aufzihlbare konsistente Menge

von La—Formeln. Dann gilt es reellviele konsistente Mengen I' O T' von
La—Formeln, die szch paarwezse widersprechen, d.h. fir zwei verschzedene

derartige Mengen F und F’ gibt es eine L —Formel p mit p € F und ~p € F’
Beweis: Wir definieren zunéchst rekursiv nach der Lénge von s fiir jede

endliche 0-1-Folge s € {0,1}* eine Menge I's D I'. Sei (¢, : n € N) eine
Aufziahlung aller £4—Formeln. Wir definieren jedes I'y so, dass I'y aus I’
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durch Hinzunahme endlich vieler Formeln entsteht; insbesondere ist jedes
I's immer noch rekursiv aufzihlbar.

Wir setzen I'y = I'. Sei nun I'y definiert. Auf Grund des ersten Godelschen
Unvollsténdigkeitssates gibt es ein kleinstes k& = k(s), so dass I's weder ¢y
noch ¢y, beweist. Wir setzen sodann I'yg = T'sU{y} und I's; = TsU{—¢}.5

Fiir jede unendliche 0-1-Folge f definieren wir I'y = [ J{I's : s C f} und

ff = {¢ : T’y F ¢}. Offenbar ist jedes I'; konsistent und die Familie aller I'¢
ist wie gewiinscht. O

Wir wollen nun eine alternativen Beweis einer Variante des 1. Godelschen
Unvollstandigkeitssatzes kennen lernen. Dieser Beweis wurde von S. KRIPKE
gefunden. Er ist weniger indirekt als der oben angegebene Beweis: wir sehen
tatsdchlich eine Aussage, die weder beweisbar noch widerlegbar ist!

Im Folgenden sei N wieder das Modell (N;0, 1, <,+,-, E) und L4 sei die
zugehorige Sprache der elementaren Zahlentheorie Stufe.

Sei s eine endliche oder unendliche (echt) aufsteigende Folge natiirlicher
Zahlen. Wir bezeichnen mit (s); das k' Element von s (falls k < [h(s) =
Lénge von s; sonst ist (s) nicht definiert). D.h. s = (s)o, (8)1,- -+ » (8)in(s)—1
mit (s)o < (8)1 < ... < (8)in(s)—1 falls [h(s) < oo und s = (s)o, (8)1,... mit
(s)o < (s)1 < ... falls lh(s) = co.

Sei ein solches s mit [h(s) > 2 gegeben. Sei ¢(v,w) eine Formel der
Sprache £ 4. Wir betrachten das folgende Spiel G(s, ¢) zwischen den Spielern
I und II. I spielt zunéchst ein k& < [h(s) — 1 und eine natiirliche Zahl
mo < (s)k. 11 spielt daraufhin eine natiirliche Zahl m; < (s)g1:

I ‘k‘ mo
IT | my

IT gewinnt G(s, ) gdw. N = ¢(mg, m1). Wir sagen, dass I1 eine Gewinn-
strategie fiir G(s, @) besitzt, oder auch: dass s ¢ erfiillt, gdw.

Vk < lh(s) — 1Vmg < (s)gIm1 < (8)k+19(mo, m1).

Sei nun s gegeben mit [h(s) > 2n(n > 0). Sei ¢(vo, ... ,v2,—1) eine Formel
der Sprache £4. Dann bezeichnet G(s, ) das folgende Spiel zwischen den
Spielern I und 1.

I |k my ky  mo kon—o ma,_2

II ‘ mi ms e mMon—1

SHierbei ist sh, fir h = 0,1, das Resultat des Anfiigens des neuen Folgengliedes h an
die Folge s.
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Regeln: kg < lh(s)—1,m0 < (8)ky, M1 < (8)gy+1, und ka; < kaiyo < lh(s)—1,
moi42 < (8)k2i+3,m2i+3 < (3)k2i+3 fir i < n—1. Il gewinnt g(S,(p) gdw.
N E o(mg,... ,mo,—1). Man definiert “IT hat eine Gewinnstrategie fiir
G(s,p)” (= “serfiillt ¢”) véllig analog zum obigen Spezialfall.

Wenn s unendlich und ¢(vy, ... ,ve,—1) beliebig ist, dann gilt: Wenn s
die Formel o(vy, ... ,vo,—1) erfiillt, dann gilt

N EVmoamy ... Vmao,—o3mao,_1p(mo, ... ,mon—1),

Da limy_, o0 (8)r = 0.

Eine endliche Folge s heifit gut, gdw. (s)o > lh(s) und fir 0 < i < lh(s)
ist (s); > ((s);_1)®)~1. Eine Formel ¢ (v, ... ,v2,_1) heift m—erfiillbar (fiir
m > 2n) gdw. es eine gute Folge s der Liange m gibt, so dass s ¢ erfiillt.

Wenn

N EVmeamy ... Vmao,—o3mao,_1p(mo, ... ,man—1),

dann ist ¢ m—erfiillbar fir alle m > 2n.

Die Axiome der Peano-Arithmetik (kurz: PA) sind im Kapitel 13 aufge-
listet; PA entsteht aus Ag (siche Kapitel 6) durch Hinzunahme der Induk-
tionsaxiome.

Im Folgenden sei (p,,|m € N) eine beliebige feste rekursive Aufzihlung
der Axiome von PA. Fiir m € N bezeichnen wir mit ®,,, die Formel pgA...A
©m. Wir setzen im Folgenden voraus, dass (¢,|m € N) so gewéhlt wurde,
dass ®,, logisch dquivalent zu einer Formel der folgenden Gestalt ist:

V’Uoﬂ’vl N V’Ugm_l\lf(’u(), Viyeoo , V2m—2, ’Ugm_l).

wobei ¥ keine Quantoren enthélt.

Sei m € N. Es gibt dann eine unendliche (echt aufsteigende) Folge s, die
v, erfiillt. Es gilt auch: ¥, ist 2m—erfiillbar.

Wir bezeichnen mit o den Satz: fiir alle m ist ¥,,, 2m—erfiillbar. ¢ ist von
der Gestalt Yvg...VorIvgyy ... Jvip(vg, ... ,vp), wobei ¥(vg, ... ,vy) keine
unbeschrinkten Quantoren besitzt. (D.h. o ist II5.) Es gilt N = o.

Wir wollen nun ein Modell von PA konstruieren, in dem o falsch ist.

Sei @ ein Satz der Gestalt

VooTvr ... Yuom—1W¥(vo, v1, - -+ 5 V2m—2,Vam—1),
wobei ¥ keine Quantoren enthélt. Dann gilt

PA F ® — U ist 2m—erfiillbar.
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Es gilt also in PA auch, dass ¥,,, 2m—erfiillbar ist. Die Aussage
ImW,,, ist nicht 2m—erfillbar

(d.h. —a!) ist nicht in PA beweisbar (falls alle in PA beweisbaren Sétze wahr
sind). Wir wollen zeigen, dass o nicht beweisbar ist.

Sei M ein Nichtstandardmodell von PA. Da fiir fede Standard—Zahl n €
|90t] gilt, dass M = W, ist 2n—erfiillbar, gibt es eine Nichtstandard-Zahl
N € || mit

M = Py ist 2N—erfiillbar.

Es gibt also ein S € M|, so dass M = S erfiillt ¥y. Seien 0.B.d.A.

0,1,2... € |9M| die Standard—Zahlen in 9. Bezeichne S die unendliche Fol-
ge (9)o, (9)1,... Jedes echte Anfangsstiick dieser Folge existiert in 91, aber
S existiert nicht in 9 (da die Menge der Standard-Zahlen nicht tiber 90t
definierbar ist).

Sei n € |M| eine Standard-Zahl. Dann gilt

(M, S) erfiillt ©,,.

Sei nun H dasjenige Submodell von 9, das genau alle Zahlen aus |90

enthélt, die (in 9) kleiner als ein Element der Folge S sind. Da S gut
ist, ist H abgeschlossen unter +, - und FE.

Es gilt H = PA. [Sei n € |9 eine Standard Zahl. (9, S) = S erfiills

U,,. S ist “kofinal in” H. Damit gilt dann ¥,, in H ]

Wir nehmen nun 0.B.d.A. an, dass S (in 9t) minimal gew#hlt war, so
dass S die Lange 2N hat und 9 |= S erfiillt ¥y gilt. Dann gilt S ¢ H, und
H |= Py ist nicht 2N-erfiillbar. [Angenommen, H |= S erfiillt Py. Dann
gilt M = S erfiillt Py. Aber S ist kleiner als S in 901.]

Damit gilt -0 in H!

Wir haben damit die folgende Variante des Ersten Goédelschen Unvoll-
standigkeitssatzes gezeigt:

Satz 6.20 Der oben angegebene Ila-Satz o der Sprache der Zahlentheorie,
ist in PA weder beweisbar noch widerlegbar.



Kapitel 7

Arithmetik und Mengenlehre

Wir wollen nun die natiirlichen Zahlen benutzen, um ein Modell der Men-
genlehre zu konstruieren. In der Mengenlehre kann mit weniger Kodierungs-
aufwand tiber mehr Dinge gesprochen werden.

Wir fassen natiirliche Zahlen wie folgt als “Mengen” auf. Sei n € N.
Schreibe n in Dualdarstellung, d.h. n = Xm; - 2°, wobei m; € {0,1} fiir
alle 7. Wir fassen dann n als die Menge aller i auf, so dass m; = 1. Anders
gesagt: wir definieren eine zweistellige Relation £ C N x N auf N wie folgt.
Seien k,n € N. Dann gelte kEn gdw. mj = 1, wobei n = Ym; - 2¢ die
Dualdarstellung von n ist.

Die Sprache Lc der Mengenlehre besitzt weder Konstanten noch Funk-
toren und als einziges Relationssymbol das zweistellige € fiir “ist Element
von”. Wenn M # () und R C M x M, so ist (M; R) Modell von L¢. Ins-
besondere is (N; £') Modell von L. Wir wollen nun untersuchen, ob (N; E)
ein “sinnvolles” Modell von L¢ ist, d.h. ob (N; E') Modell eines hinreichend
grofen Fragments der Standardaxiomatisierung der Mengenlehre ist. Hierzu
miissen wir letztere kennen lernen.

Das erste Axiom, das Eztensionalitdtsaxiom, besagt, dass zwei Mengen
gleich sind gdw. sie dieselben Elemente besitzen.

(Ext) VaVy(x =y < Vz(z € v < 2z € y)).

Offensichtlich gilt (N; E) |= (Ext).
Das néchste Axiom, das Fundierungsaziom, besagt, dass jede nichtleere
Menge ein €-minimales Element besitzt.

(Fund) Vx(Jyy € x — Jy(y € x A =Fz(2 € y A z € x))).
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Mit Hilfe von Abkiirzungen schreibt sich dies besser. Wir schreiben z = ()
fir ~Jy y € x,x # O fiir —x =0,z Ny = O fiir -32(z € x Az € y). Dann liest
sich (Fund) wie folgt:

(Fund) Ve(zr #0 — Iy ez ynaz =10).

Seien k,n € N. Dann folgt aus (N; E) = k € n, dass k < n : dies folgt einfach
daraus, dass 2% > k fiir alle k¥ € N. Sei also n € N so, dass (N; E) = n # ()
d.h. n # 0!). Sei k& < n das kleinste &’ mit (N; E) = k € n. Dann gilt
(N; E) E Enn=0. Wir haben (N; E) = Fund gezeigt.

Wir schreiben z = {y, z} fiir

ycxhzexAVuez(u=yVu=z2).

Das Paarmengenaziom lautet
(Paar) YaVy3z z = {z,y}.

(N; E) = Paar zeigt sich wie folgt.
Seien n,m € N. Sei

_f2n42m fallsn #m
| 2n , falls n = m.

Dann gilt offensichtlich (N; E) |= ¢ = {n, m}.
Wir schreiben x = Jy fiir

Vz(z€x — Juecyzeu).

Das Vereinigungsaxiom lautet
(Ver) Vedyy = J=.

Wir zeigen (N; E) = Ver folgendermafien. Sei n € N. Sei n = Ym; - 2¢ die
Dualdarstellung von n, und sei fir m; =17 = Zm}; - 2% die Dualdarstellung
von ¢. Wir setzen dann

m = Z ok,

i
my =i
fiir ein

mit m; =1
Offensichtlich gilt (N; E) =m = Jn.
Wir schreiben x C y fiir Vz € 2 z € y und x = P(y) fir Vz(z € v — 2 C
y). Das Potenzmengenaziom besagt
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(Pot) Vax3y y = P(x).

(N; E) |= Pot zeigt man mit Hilfe derselben Methode, die auch (N; E) = Ver
zeigte. Sei n € N. Sei n = ¥m; -2' die Dualdarstellung von n. Fiir ein m € N
mit Dualdarstellung $m/, - 2¢ gilt offenbar (N; E) = m C n gdw. fiir alle
i,m, =1= m; = 1. Sei also I die (endliche!) Menge aller i mit m; = 1 und
sei P die Menge aller Teilmengen von I. Fiir I* € P sei

nps = Yier-2".

(Offensichtlich ist I* — ny« injektiv.) Schlieflich sei

m= Z A

I*cI

Es ist leicht zu sehen, dass (N; E) =m = P(n)S.

Die Aussonderungsaxiome werden benétigt, um die Existenz definierba-
rer Teilmengen von einer gegebenen Menge zu zeigen.

Sei ¢ eine Lc—Formel, in der (0.B.d.A.) die Variablen z,vq,...,v, frei
vorkommen. Das zu ¢ gehorige Aussonderungsaxiom lautet:

(Ausy) Yoi...vpVadbVe(z € b= x € a A ).

Die (unendliche!) Menge aller Aussonderungsaxiome wird auch als Ausson-
derungsschema bezeichnet. Man beweist leicht, dass (N; E) Modell des Aus-
sonderungsschemas ist. Wir gehen einen Umweg.

Sei ¢ eine Lc—Formel, in der (0.B.d.A.) die Variablen z,y,v1,... , v, frei
vorkommen. Das zu ¢ gehorige Ersetzungsaxziom lautet!

(Ersy) Yo ...Vu,(Va € aVyVy' (¢ A goz, —y=y)— IVy(y € b Tz € ap)).

Die (wiederum unendliche!) Menge aller Ersetzungsaxiome wird auch als Er-
setzungsschema bezeichnet. Aus dem Ersetzungsschema zeigt sich das Aus-
sonderungsschema sehr leicht wie folgt. Sei ¢ wie im zu ¢ gehoérigen Aus-
sonderungsaxiom gegeben. Setze ¢ = ¢ A = y. Dann gilt Ers, = Aus,.

Wir zeigen (N; E) |= Ers,, fir ein beliebiges ¢ wie folgt. Sei ¢ wie im zu
¢ gehorigen Ersetzungsaxiom gegeben. Seien nq,...,n, € N und sei a € N.
Wir setzen voraus, dass

(N; E) =V € avyVy' (o(z,y,n1, ... ,np) Ap(z,y',na, ... onp) =y =1).

'0.B.d.A. komme 3’ in ¢ gar nicht vor.
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Sei (N; E) = k € a, d.h. fiir die Dualdarstellung a = Ym; - 2° von a gilt
my, = 1. Falls ein [ mit

(N; B) =k, lng, ... ,np)

existiert, so sei l(k) das eindeutige derartige [. Andernfalls sei [(k) nicht
definiert.
Setze dann

b= > 2l(k),

(N;E)Ekea
und (k) ist
definiert.

Es ist leicht zu sehen, dass
(N;E) =EVy(y € b < 3z € ap).

Aus dem Aussonderungsschema folgt die Existenz der leeren Menge, indem
p =z # x gewihlt wird. Mit Hilfe des Paarmengen— und des Vereinigungs-
mengenaxioms zeigt sich dann leicht die Existenz der Mengen

0,10}, {0, {03}, {0, {0}, {0, {0}}},

usw. Das Auswahlaxiom lautet

(AC) Vz(x ADAVyeaVy ex(yNy A0 —y=19') — (F2Vy € 2Tuz Ny =
{u}).
AC besagt also, dass jede nichtleere Menge, die aus paarweise disjunkten

Mengen besteht, eine “Auswahlmenge” besitzt. Wir zeigen (N; FE) = AC
wie folgt.

Sei n € N. Sei (N; E) = n # 0, d.h. fiir die Dualdarstellung n = Ym, - 2°
von n gilt, dass ein 7 mit m; = 1 existiert. Fiir jedes ¢ mit m; = 1 sei
1= Zm}€ - 2% die Dualdarstellung von 4. Unter der Voraussetzung

N;E)=Vyenvy en(yny #0—y=1y)

gilt dann, dass aus ¢ # j mit m; = 1 = m; folgt: m}% #* mi fiir alle k.
AuBerdem ist fiir alle i mit m; = 1 eines der m}, gleich 1. Sei fiir m; = 1 k(i)
das kleinste k mit m}c = 1. Es ist dann leicht zu sehen, dass

Z k(i)

mi:I
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bezeugt, dass im Sinne von (N; E') n das Auswahlaxiom erfiillt.

Wir bezeichnen die Menge der Aussagen Ext, Fund, Paar, Ver, Pot, Ers,
(fiir beliebige ) und AC als ZFC~°. Hierbei steht ZFC fiir ZERMELO-
FRAENKEL, C fiir “choice” (Auswahl) und “—o0” fiir die Abwesenheit des
Unendlichkeitsaxioms. Letzterem wollen wir uns nun zuwenden.

Wir schreiben x = y U z fiir z = (J{y, 2}. Wir schreiben y = = + 1 fiir
y=aU{x}.

Eine Menge z heifit induktiv gdw. ) € z AVy € 2 y+ 1 € z. Das
Unendlichkeitsaziom besagt:

(00) Fz (x ist induktiv).

Das System Z F'C (Zermelo-Fraenkel, mit Auswahlaxiom) entsteht aus ZFC~>°
durch Hinzunahme des Unendlichkeitsaxioms.

Sei (N;E) Em =n+1,dh (N;E) =m =nU{n}. Dann gilt insbe-
sondere (N; E) = n € m, also ist n < 2" < m. Damit kann (N; E) nicht das
Unendlichkeitsaxiom erfiillen.



