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KAPITEL 1

Einleitung

Die Programmierung paralleler Programme hat in den letzten Jahren einen immer héheren
Stellenwert in der Softwareentwicklung eingenommen. Gefordert wird dies durch die breite
Verfiigbarkeit paralleler Prozessoren, sowie die Integration paralleler Programmkonstrukte
durch moderne Programmiersprachen wie zum Beispiel Java. Parallele Programmierung hat
jedoch den groBen Nachteil, dass durch die nebenldufige Ausfithrung mehrerer Kontrollfliis-
se schnell die Komplexitdt und damit die Anfilligkeit fiir Fehler steigt. Insbesondere tritt
dies bei Verwendung von parallelen Konstrukten auf, in denen sich verschiedene Prozesse
einen gemeinsamen Speicher teilen, auf, da sich die Prozesse nicht nur durch expliziten
Nachrichtenaustausch, sondern auch durch eine einfache Variablenzuweisung, beeinflussen
konnen. Das kann sich darin duflern, dass Threads, parallel ablaufende Programme die sich
einen Adressraum teilen, sich unbeabsichtigt gegenseitig beeinflussen und dadurch Fehler
verursachen. Ein Problem ist es also Verfahren zu entwickeln, die helfen solche Fehler zu
finden und den Entwickler unterstiitzen fehlerfreie Programme zu entwerfen. Ein weiteres
Problem ist die Optimierung der Ausfithrung paralleler Programme. Compiler fiir sequentiel-
le Programme sind darauf ausgelegt, den Code in moglichst optimierter Form zu iibersetzen,
um eine schnelle Ausfithrung zu ermoglichen. Dabei werden Techniken angewendet, die
nicht ohne weiteres auf parallele Programme iibertragen werden kdnnen. So kann in einem
sequentiellen Kontext eine Variablenzuweisung, die im folgenden Verlauf des Programms
nicht benotigt wird, einfach entfernt werden. Auch kdnnen voneinander unabhéngige Anwei-
sungen vertauscht werden, um den Ablauf des Programms zu beschleunigen. Wenn nun in
einem parallelen Umfeld ein Thread einer Variablen einen Wert zuweist, diese danach aber
nicht weiter verwendet, kann diese Zuweisung im allgemeinen nicht geldscht werden. Die
Variable wird vielleicht von einem parallel laufenden Thread benotigt. Auch das Vertauschen



von Anweisungen kann dazu fithren, dass ein parallel laufender Thread gestort wird, da ein
bendtigter Wert erst zu einem spéteren Zeitpunkt zur Verfiigung steht.

Um diese Probleme zu behandeln, beschiftigt man sich vermehrt mit der Analyse paral-
leler Programme. Insbesondere im Bereich der Datenflussanalyse beschiftigen sich viele
Arbeiten mit der Analyse von Programmen mit parallelen Prozeduraufrufen [SS00, MO04,
MO06, LMOO07, EK99, EP00] oder auch mit der Analyse von Programmen mit dynami-
scher Threaderzeugung [LMOQ7]. Datenflussanalyse beschéftigt sich mit der Gewinnung
von Laufzeitinformationen an bestimmten Stellen des Programms, ohne das Programm
jedoch auszufithren. Die meisten dieser Verfahren sind entweder Fixpunkt-basiert oder
Automaten-basiert. Fixpunkt-basierte Verfahren [SS00, MO04, MO06, LMOQ7] definieren
eine Funktion, die die gewiinschten Informationen als ihren grof3ten Fixpunkt beschreibt. Die-
ser kann dann durch bekannte Techniken berechnet werden. Automaten-basierte Techniken
[EK99, EP00, BMOTO5] greifen auf Techniken aus dem Model-Checking zuriick, welche
sich mit der Erreichbarkeit von Mengen von Konfigurationen gewisser Modelle beschiftigen.
Da dabei in der Regel die Datenflussfakten in die Elemente der Konfigurationen kodiert wer-
den, kénnen dabei nur Bitvektor-Probleme, eine bestimmte Klasse von Datenflussanalysen,
die nur auf den Werten wahr oder falsch arbeiten, oder gewisse andere Analysen auf einem
endlichen Wertebereich abgebildet werden.

Da Programmanalyse Eigenschaften von Programmen berechnet, ist grundsétzlich zu be-
achten, dass nach dem Satz von Rice alle nichttrivialen semantischen Eigenschaften von
Programmen einer berechnungsuniversellen Programmiersprache unentscheidbar sind. Als
Konsequenz daraus sind also automatische Analysen semantischer Eigenschaften fiir berech-
nungsuniverselle Programmiersprachen, die korrekt und vollstidndig sind, nicht moglich. In
der Regel wird daher auf die Vollstandigkeit der Analyse verzichtet und eine Approximation
berechnet.

Die Uberlegungen dieser Arbeit basieren auf dem in [RSJMO5] untersuchten Ansatz fiir
die Analyse von sequentiellen Programmen mit Prozeduren. Dort wird ein Verfahren vor-
gestellt, dass Automaten-basierte Techniken aus dem Bereich des Model-Checking mit
Fixpunkt-basierten Methoden der Datenflussanalyse kombiniert und daher neben den iibli-
chen Bitvektor-Problemen auch ein breites Spektrum anderer Datenflussanalysen ermoglicht.
Dabei werden gewichtete Push-Down Systeme (WPDS) zu Grunde gelegt, in denen jeder
Transitionsregel eines Push-Down Systems (PDS) ein Gewicht zugeordnet ist. Ein Gewicht ei-
ner Transition entspricht dabei im konkreten Fall den untersuchten Datenflussinformationen,
die bei der Anwendung dieser Transition beachtet werden miissen. Auf Basis dieser Gewichte
werden dann “Meet Over all Path”-Losungen (MOP-Losungen) fiir spezielle Mengen von
Ausfiithrungspfaden des PDS gebildet. Es werden also Pfade, Folgen von Transitionen, des
PDS betrachtet und dabei die Gewichte der einzelnen Transitionen verkniipft. PDS konnen
durch ihren Stack auf natiirliche Weise Programme mit Prozeduren, unter Beriicksichtigung
des korrekten Aufrufkontextes, abbilden und erlauben zudem die Modellierung unbedingter
Verzweigung. Dies macht sie zur passenden Grundlage fiir die Untersuchung sequentieller
Programme. Der Verzicht auf bedingte Verzweigung ist dabei eine gingige Approximation in



der Datenflussanalyse, da sonst viele Probleme unberechenbar werden. Die korrekte Abbil-
dung von Prozeduraufrufen erméglicht eine prizise kontextsensitive Analyse, die in diesem
Bereich das Verhalten eines Programms exakt nachbildet. Es wird dann gezeigt, dass mit
Hilfe dieses Ansatzes klassische Datenflussanalysen durchgefiihrt werden konnen, bei denen
fiir jeden Programmpunkt die MOP-Losung aller eingehenden oder ausgehenden Pfade des
Programmpunktes berechnet wird. Desweiteren bietet die Modellierung als WPDS auch die
Moglichkeit, die Anfragen nicht nur auf einen Programmpunkt zu beziehen, sondern auch
den restlichen Aufrufkontext, also welche Prozeduraufrufe bis zu diesem Punkt durchgefiihrt
wurden, festzulegen. Dadurch lassen sich spezifischere Anfragen stellen und das Verfahren
ist eine echte Erweiterung der klassischen Techniken zur Datenflussanalyse.

Es existieren bereits Ansitze die Ergebnisse fiir WPDS auch fiir parallele Programme mit
mehreren Threads auszunutzen. So wird zum Beispiel in [LTKROS8] jeder Thread durch
ein WPDS dargestellt. In dieser Modellierung kann immer nur ein WPDS Transitionen
ausfiithren, dann erfolgt ein Kontextwechsel und ein anderer Thread erhilt diese Moglichkeit.
Diese einzelnen Phasen der Ausfiithrungen werden dabei nun durch WPDS modelliert und
die Ergebnisse dann verkniipft. Dabei ist jedoch nur eine Betrachtung von endlich vielen
Kontextwechseln moglich.

In dieser Arbeit verfolgen wir nun den Ansatz, das bei WPDS zu Grunde liegende Modell
durch ein anderes Modell, das zusitzlich die Modellierung von parallel laufenden Threads
ermoglicht, auszutauschen. Dazu untersuchen wir die Moglichkeit die in [LTKRO8] unter-
suchten Techniken fiir gewichteten Push-Down Systeme auf die in [BMOTO05] eingefiihr-
ten dynamischen Push-Down Netzwerke (DPN) zu tibertragen und gewichtete dynamische
Push-Down Netzwerke (WDPN) zu erhalten. Dynamische Push-Down Netzwerke sind eine
Erweiterung von PDS. Hierbei wird nicht mehr nur ein einzelner Stack betrachtet, sondern
ein ganzes Netzwerk von Stacks. Jeder der dabei betrachteten Stacks kann, unabhiingig von
den anderen, Transitionen des DPN ausfithren und auch neue Stacks erzeugen. Wenn wir nun
im oben kurz beschriebenen Verfahren das zu Grunde liegende Modell eines PDS durch das
Modell eines DPN austauschen, erhalten wir eine Methode zur Analyse von Programmen mit
Prozeduren und dynamischer Threaderzeugung, da diese vom Modell der DPN in natiirlicher
Weise abgebildet werden konnen. Eine Modellierung von Synchronisation zwischen den
Abldufen auf den einzelnen Stacks ist nicht méglich. Da jedoch bekannte Arbeiten zeigen,
dass eine Analyse die Prozeduren und Synchronisation beachtet im Allgemeinen nicht bere-
chenbar ist [Ram00], ist es auch hier eine iibliche Vorgehensweise, auf die Modellierung von
Synchronisation zu verzichten. Wir werden dann zeigen, dass sich gewisse Datenflussanaly-
sen auf dieses neue Modell abbilden lassen und auch hier die Berechnung der klassischen
MOP-Losung an Programmpunkten moglich ist. Dabei sind auf Grund bekannter Ergebnisse
jedoch bestimmte Analysen, wie Konstantenpropagation [MOO04], schon durch den Ubergang
zu parallelen Programmen unberechenbar und scheiden fiir die weitere Betrachtung aus.
Genau wie im Modell der WPDS erhalten wir dann fiir WDPN die Moglichkeit, Anfragen
nicht nur auf einen Programmpunkt zu beziehen sondern auch hier den Kontext mit einzubin-
den. Dabei bezieht sich der Kontext hier nicht nur auf die Prozeduraufrufe des untersuchten



Threads, sondern auch auf die Zusténde aller parallel laufenden Threads. Das Verfahren stellt
damit eine echte Erweiterung des klassischen Verfahrens da.

Die weitere Arbeit gliedert sich in vier weitere Kapitel. In Kapitel 2 werden die bisher
bekannten Ergebnisse zu DPN und WPDS als Grundlagen fiir die weiteren Betrachtungen
zusammengefasst. Desweiteren wird kurz auf die klassische Datenflussanalyse und die
dabei verwendete Technik der abstrakten Interpretation eingegangen. Im darauf folgenden
Kapitel 3 betrachten wir dann die Erweiterung der WPDS Techniken auf DPN und erhalten
das Modell der WDPN. Diese Ergebnisse werden dann in Kapitel 4 in zwei Beispielen
angewendet. Dabei betrachten wir zum einem die schon angesprochenen Bitvektor-Probleme
und zum anderen die Berechnung kiirzester Pfade in einem DPN. In Kapitel 5 folgt eine
abschlieBende Betrachtung der Ergebnisse, sowie Uberlegungen fiir mogliche Erweiterungen
des Modells.



KAPITEL 2

Grundlagen

In diesem Kapitel fassen wir die Grundlagen und in der Literatur bekannten Ergebnisse
zu Datenflussanalyse, WPDS und DPN zusammen, die fiir die weiteren Betrachtungen in
Kapitel 3 benétigt werden. Im ersten Abschnitt 2.1 erfolgt eine kurze Einfiihrung in das
Gebiet der Datenflussanalyse und die Technik der abstrakten Interpretation, die spiter von
uns verwendet werden wird. Im zweiten Abschnitt 2.2 werden dann die bisherigen Ergebnisse
der Untersuchung von WPDS dargelegt. Dabei wird vor allem der Ansatz betrachtet, da
dieser spéter auch fiir unsere Untersuchungen relevant ist. Im letzten Abschnitt 2.3 folgt dann
noch eine kurze Vorstellung der bisherigen Resultate zur Untersuchung von DPN, die eine
mogliche Ubertragung der Techniken der Untersuchung von WPDS auf DPN nahelegen.

2.1 Datenflussanalyse

Die folgenden Definitionen und Aussagen orientieren sich an den Ausfithrungen in [NNH99].
Beweise der angesprochenen Sitze konnen dort, in teilweise anderer Notation, nachgelesen
werden.

In der Datenflussanalyse ist es iiblich, Programme als gerichtete Flussgraphen zu betrach-
ten, die den Kontrollfluss innerhalb des Programms beschreiben. Dabei reprisentieren die
Knoten des Graphen Programmpunkte, die wihrend der Ausfiihrung erreicht werden kon-
nen, und die Kanten des Graphen Anweisungen des Programms, die zum Ubergang von
einem Programmpunkt zum néchsten fithren. Verzweigung des Kontrollflusses wird durch
Verzweigungen im Graphen dargestellt, wobei die Kanten des Graphen als Anweisung eine
Bedingung enthalten, die beim Durchlaufen der Kante erfiillt sein muss. Bei Vorhandensein



von Prozeduren und Parallelitit, in der Form von parallelen Prozeduraufrufen oder dyna-
mischer Threaderzeugung, wird das Programm dann durch ein System von Graphen, einen
Graphen fiir jede Prozedur, dargestellt. Threads konnen dabei als Prozeduren betrachtet
werden, die ab dem Aufrufzeitpunkt parallel abgearbeitet werden. Ein Graph ist dabei als
das Hauptprogramm main, das den Einstiegspunkt beim Start des Programms darstellt,
ausgezeichnet. Fiir den Fall von Prozeduraufrufen kann man sich dann eine Pseudokante
vorstellen, die vom Anfangspunkt der Aufrufkante zum Einstiegspunkt der aufgerufenen
Prozedur zeigt, und eine weitere Kante, die vom Endpunkt der Prozedur zum Endpunkt
der Aufrufkante zeigt. Ein Abarbeiten der Aufrufkante entspricht dann einem vollstindigen
Durchlauf der Pseudokanten und des Graphen der aufgerufenen Prozedur. Im Falle von
Threadaufrufen existiert nur eine Pseudokante vom Anfangspunkt der Aufrufkante zum
Einstiegspunkt des Threads. Ein Durchlaufen der Kante fiihrt dann zu einem Durchlauf der
Pseudokante durch einen parallel gestarteten Kontrollfluss und einem direkten Ubergang
zum Endpunkt der Kante durch den aktuellen Kontrollfluss. Formal definieren wir dann ein
System von Flussgraphen (Proc, (Gr)reproc)-

Definition 2.1. Sei Proc eine endliche Menge von Prozedurnamen mit main € Proc. Die
Menge moglicher Anweisungen Stmt besteht aus einer Menge B A von Basisanweisungen,
z.B. Variablenzuweisungen bestehend aus arithmetischen Ausdriicken oder boolesche Aus-
driicke fiir die bedingte Verzweigung, sowie einer Menge C A = {call 7 | 7 € Proc} von
Anweisungen fiir Prozeduraufrufe und einer Menge SA = {spawn 7 | = € Proc} von An-
weisungen fiir Threadaufrufe. Der Flussgraph einer Prozedur m € Procist dann ein Viertupel
Gr = (Ng, Er, ex,ry) bestehend aus einer endlichen Menge von Programmpunkten N,
einer Menge von mit Anweisungen benannten Kanten £, C N, x Stmt X N, einem Start-
punkt e, und einem Endpunkt . Ein System von Flussgraphen G = (Proc, (Gr)reProc)
zur Beschreibung eines parallelen Programms mit Prozeduren enthilt dann fiir jede Prozedur
m € Proc einen Flussgraphen G ;. Dabei seien die Mengen von Programmpunkten zweier
verschiedener Prozeduren disjunkt, also N N Nz = () fiir 7 # 7. Ng = ¢ proe Vr sei die
Menge aller Programmpunkte und Eg = |J E. die Menge aller Kanten des Systems
von Flussgraphen.

wE€Proc

Da wir im folgenden nur grundlegend die Vorgehensweisen und Techniken der Datenfluss-
analyse vorstellen wollen, beschrianken wir uns auf die Betrachtung der einfachsten Form
von Programmen. Fiir das untersuchte System von Flussgraphen (Proc, (Gr)reproc) gelte
daher Proc = {main}, das Programm besteht also nur aus einer Prozedur. Desweiteren
gelte fiir jede Kante (n,s,n) € Epqin, dass s € BA, es gibt also keine Prozedur- oder
Threadaufrufe. Diese Art der Analyse hei3t intraprozedural, da man sich nur innerhalb einer
Prozedur bewegt. Jedoch ist eine Ausweitung der im folgenden dargestellten Ergebnisse
auch auf interprozedurale Analysen, Analysen mit Prozeduraufrufen, und parallele Analy-
sen, Analysen mit Betrachtung paralleler Kontrollfliisse, moglich. Ansitze dazu kann man
zum Beispiel in [NNH99, SS00, MO04, MO06, LMOOQ7] nachlesen. Da das System von
Flussgraphen demnach nur aus einem Flussgraphen besteht, sei dieser im folgenden mit
G = (N, E, emain, Tmain) bezeichnet. Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel fiir einen intraproze-
duralen Flussgraphen.
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir einen intraprozeduralen Flussgraphen

Datenflussanalyse bietet nun eine generische Methode um intraprozedurale Fixpunkt-basierte
Programmanalysen zu konstruieren. Man betrachtet Pfade im Flussgraphen, die einer Aus-
fiihrung des dargestellten Programms entsprechen, und untersucht wie sich dabei gewisse
Informationen entlang dieser Pfade verhalten. Da die Pfade die Ausfiihrung des Programms
darstellen, werden diese Informationen auch mit Laufzeitinformationen bezeichnet. Daten-
flussanalyse berechnet diese nun ohne das Programm wirklich auszufiihren.

Definition 2.2. Ein Pfad ist eine alternierende Folge
v =1[ni,81,n2, ..., Sn—1, ")

von Zustinden n; € N furi € {1,...,m} und Anweisungen s; € Stmt mit (n;, s;,nj+1) €
Efirallei € {1,...,m — 1}, fir m € N'. Es existiert kein allgemeiner leerer Pfad, fiir
jeden Knoten n existiert jedoch ein Pfad [n] der an diesem Knoten verweilt. Zusitzlich sein
dann mit v = n; der Anfangszustand und mit v~ = n,, der Endzustand eines Pfades
bezeichnet. Pathsg sei die Menge aller Pfade des Flussgraphen.

Wir definieren einen Konkatenationsoperator ;, der zu zwei beliebigen Pfaden vy =
[n1,51,. .., nm],va = [m, Sn-..,nx] € Pathsg mit v; = v, einen zusammenge-
setzten Pfad

Vi3V = [S1,00 -y Spy Oy e oy S

liefert. Fiir Mengen M, My C Pathsg von Pfaden mit v, = 1/5r fiir alle 11y € My,
vo € Mo gelte My; My = {I/l;VQ ’ v € My, € MQ}.

Die in der Einleitung angesprochene notwendige approximative Natur der Analyse spiegelt
sich hier in der Behandlung von bedingter Verzweigung wieder. Bedingte Verzweigungen
im Flussgraphen werden unbedingt betrachtet und es wird nichtdeterministisch jeder Zweig
verfolgt. Es werden also auch Pfade betrachtet, die eigentlich nicht durchlaufen werden

'N=1{1,2,3,...}
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konnen. Dies wire zum Beispiel der Fall, wenn sich zwei auf einem Pfad einander folgende
Bedingungen gegenseitig ausschlieen.

Ziel der Datenflussanalyse ist es, zu Programmpunkten gewisse Informationen zu berechnen.
Dabei unterscheidet man in der Regel zwei Arten von Analysen, vorwirts und riickwirts.
Vorwirtsanalyse berechnen dabei Informationen iiber den Zustand oder das Verhalten des
Programms an einem Programmpunkt n, die sich aus dem Ablauf des Programms vom Start
bis zum Erreichen des Programmpunktes ergeben. Dies erfordert die Betrachtung der Menge
der Pfade v vom Einstiegspunkt des Programms, also v = €4, bis zum gewiinschten
Programmpunkt, also v~ = n. Dabei wird in der Regel eine am Start vorliegende initiale
Information durch die Ausfiihrung von Anweisungen auf einem Pfad transformiert, woraus
sich die Daten am untersuchten Programmpunkt ergeben. Dadurch erklért sich auch die
Benennung als Vorwirtsanalyse, da die Daten vorwirts durch das Programm propagiert
werden. Riickwirtsanalyse betrachten hingegen Informationen die sich aus den méglichen
Ausfithrungen vom betrachteten Programmpunkt n bis zum Endpunkt des Programms
ergeben. Man betrachtet also die Menge der Pfade v vom betrachteten Programmpunkt,
also v+ = n, bis zum Endpunkt, also v~ = 7,4;,. Dabei wird in der Regel eine initiale
Information, die am Ende des Programms gilt, riickwirts entlang der Ausfiihrungen des
Programms bis zum betrachteten Punkt propagiert, um die gewiinschten Daten zu berechnen.
Man betrachtet also die Anweisungen eines Pfades in umgekehrter Reihenfolge.

Zur Darstellung von Daten oder Informationen und deren Transformation verwendet man
vollstindige Verbidnde und monotone Funktionen darauf.

Definition 2.3. 1. Ein volistindiger Verband (D, ®)? ist ein Tupel bestehend aus einer
Menge D, sowie einem idempotenten, kommutativen, assoziativen Schnittoperator
@ : D x D — D auf D. Dieser impliziert eine partielle Ordnung

diCdo & di ®dy = d;.

Beziiglich dieser Ordnung muss fiir alle X C D die groBte untere Schranke @ X von
X existieren.

2. Eine Funktion f : D — D auf einem vollstindigen Verband (D, @) heiBt monoton,
wenn fir z,y € D giltz C y = f(x) C f(y).

Eine Datenflussanalyse ((D,®), F') wird nun durch einen vollstindigen Verband (D, ®)
und die Menge monotoner Funktionen F" auf (D, @) beschrieben. Man kann sich auch auf
die Betrachtung einer Teilmenge der monotonen Funktionen beschrinken, die die Identitét
enthélt und unter der Verkniipfung von Funktionen abgeschlossen ist.

Die Elemente des Verbandes beschreiben dabei die untersuchten Eigenschaften des Pro-
gramms und werden Datenflussfakten genannt. Die auf dem Verband definierte Ordnung stellt
dabei eine Bewertung der Informationen dar. So gilt d; C dy dann, wenn ds eine prézisere

2Wir verwenden in Anlehnung an [RSIMO5] hier & als Notation fiir den Schnittoperator, statt dem sonst
tiblichen .
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Information als d; ist, d; jedoch eine korrekte Approximation von ds ist. Da (D, ®) ein
vollstdndiger Verband ist, existiert demnach fiir jede Menge von Datenflussfakten X C D
eine préziseste korrekte Approximation € X.

Die Funktionen in F' werden Transferfunktionen genannt und beschreiben, wie sich die
Datenflussfakten beim Ubergang von einem Programmpunkt zu einem nachfolgende Pro-
grammpunkt verhalten. Die geforderte Monotonie der Funktionen ldsst sich im Hinblick auf
die Ordnung der Datenflussfakten dann so interpretieren, dass prézisere Informationen am
Ausgangspunkt auch zu priziseren Informationen am Zielpunkt fithren miissen.

Im Fall intraprozeduraler Analyse ordnet eine Instanz einer Datenflussanalyse ((D, ), F')
nun jeder Kante e € E des Flussgraphen der betrachteten Prozedur eine Transferfunktion
fe € F zu. Zudem ist ein initialer Datenflussfakt init gegeben, der, je nach betrachteter
Analyse, am Anfang oder am Ende des Programms gilt. Die Informationen werden dann,
beginnend mit der initialen Information am Anfang oder Ende, durch die Transferfunktionen
der Kanten entlang der Pfade transformiert und man kann fiir einen Programmpunkt den
Schnitt, also die bestmogliche Information die alle ankommenden Informationen approxi-
miert, berechnen. Dazu betrachtet man lediglich die Transformationen durch eine Kante
von einem Programmpunkt zum nichsten. Gelten am Anfang der Kante gewisse Informa-
tionen, so gelten am Ende der Kante mindestens die durch die Transferfunktion der Kante
transformierten Informationen. Um nun diesen Zusammenhang der an den verschiedenen
Programmpunkte giiltigen Fakten darzustellen, definiert man ein Ungleichungssystem iiber
(D, @), dass fiir jeden Programmpunkt n € N einen Datenflussfakt L[n] € D an diesem
Programmpunkt charakterisiert.

Definition 2.4. Zu einer Datenflussanalyse ((D, &), F') und einer Instanz, gegeben durch
einen Flussgraphen G, eine Funktion f. € F' zu jeder Kante e € E und einen initialen
Datenflussfakt init € D, definiert man fiir Vorwértsanalysen das Ungleichungssystem:

init
fe(L[n]) falls e = (0, s,n) € E firein s € Stmt

L [emain]

C
Ln] C

Fiir Riickwértsanalysen wird lediglich e,,44,, durch 7,44, ersetzt und die Kantenrichtung
umgedreht.
Fiir jeden Knoten n € N existiert dann eine Funktion f,, : DIVl — D mit
f ((L[n]) EN) _ {@e:(ﬁ,s,n)EE’ fiir ein s€ Stmt,neN fe(L[ﬁ]) @ init  falls n = emain
n n - - .
@e:(ﬁ,s,n)eE fiir ein s€ Stmt,RnEN fe(L[n]) sonst

Alternativ kann man dann dass Ungleichungssystem mit Hilfe der Funktion f : DIV | — DIV
mit f = (fn)nEN als

(L[nDnen E f((L[n)nen)
ausdriicken. Dabei gilt fiir Tupel (d}),en, (d2)nen € DV die Relation
(

1
(d )neN C d%)neN & d C d2 fir alle n € N.
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Eine Losung des Ungleichungssystem ist eine Familie (L[n]),ecn mit L[n] € D firn € N,
die alle Ungleichungen erfiillt, das heiBt es gilt (L[n]),en C f((L[n])nen). Fiir eine Lo-
sung kann man intuitiv die Korrektheit der Formulierung, also die Tatsache, dass L[n] die
gewliinschten Datenflussinformationen an Programmpunkt n korrekt approximiert, erkennen.
Die Informationen am Anfangspunkt miissen die initialen Fakten korrekt approximieren, da
diese dort auf jeden Fall giiltig sind. Zudem muss jeder Programmpunkt die durch die zuge-
horigen Anweisungen transformierten Informationen aller vorhergehenden Punkte korrekt
approximieren, da diese Pfade durch eine Ausfiithrung des Programms durchlaufen werden
konnen. Man erhélt also durch Losen des Ungleichungssystems eine zumindest intuitiv
korrekte Approximation der gewiinschten Datenflussinformationen. Da man die préziseste
Approximation, im besten Fall die genaue Beschreibung, der Fakten sucht, betrachtet man
die grofite aller moglichen Losungen. Im folgenden sprechen wir von einer korrekten und
préizisen Analyse, wenn die Losung des Ungleichungssystems eine genaue Beschreibung der
gesuchten Informationen ist.

Da die einzelnen Funktionen f, € F fiir e € E monoton sind, sind auch die Kompo-
nentenfunktionen f,, fir n € N und damit auch f monoton. Dann existiert nach dem
Fixpunkttheorem von Knaster-Tarski, ein grofiter Fixpunkt von f auf dem vollstindigen
Verband (D, ®). Man kann dann zeigen, dass dieser mit der groBten Losung des Unglei-
chungssystems iibereinstimmt. Zur Berechnung des gréften Fixpunktes einer Funktion
existieren verschiedene Techniken, zum Beispiel chaotische Iteration. Auf gewissen Ver-
binden, die eine Terminierung garantieren, kann so eine Losung des Ungleichungssystems
berechnet werden. Fiir eine Ubersicht sei hier auf [NNH99] verwiesen.

Um formal die Korrektheit und Prizision der berechneten Losung zu untersuchen, existiert
neben einem direkten Beweis, durch Betrachtung aller moglichen Pfade, die Methode der
abstrakten Interpretation [NNH99, CC77]. Hierbei wird ausgehend von einer Datenflussana-
lyse, die als korrekt und prizise bekannt ist, die Korrektheit einer weiteren Datenflussanalyse
gefolgert. Die Idee dabei ist, dass man auf der einen Seite eine starke Datenflussanalyse, die
eine Vielzahl von Informationen enthélt und fiir die die Korrektheit und Prazision gezeigt
wurde betrachtet. Auf der anderen Seite betrachtet man eine neue Datenflussanalyse, deren
Informationen sich aus den schon bekannten Informationen der starken Analyse ableiten
lassen, indem man die neuen Informationen aus den schon bekannten starken Informationen
extrahiert. Dann liefert die abstrakte Interpretation die Korrektheit und Prizision der zweiten
Analyse. Dazu definiert man eine Abstraktionsfunktion, welche die neuen Informationen aus
der bekannten Analyse extrahiert.

Definition 2.5. Gegeben seien zwei vollstindige Verbinde (D, @) und (D#, ©*), dann ist
a : D — D# eine Abstraktionsfunktion, wenn « universell distributiv ist, das heiBt fiir alle
X C Dgilta(@X) = PF{alx) |z e X}

Die universelle Distributivitét garantiert dabei eine enge Verkniipfung der beiden Verbédnde
durch «, nidheres dazu findet man in [NNH99, CC77]. Mit Hilfe dieser Abstraktionsfunktion
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kann man dann zu jedem Datenflussfakt der urspriinglichen Analyse den zugehdrigen Da-
tenflussfakt der neuen Analyse konstruieren. Fiir die Korrektheit und Prizision der neuen
Analyse ergibt sich dann folgende Aussage.

Satz 2.6. Gegeben seien zwei Instanzen zweier Datenflussanalysen iiber den Verbdinden
(D, ®) und (D¥, &%), beschrieben durch zwei Ungleichungssysteme

(L[n))nen T f((L[n])nen) mit L[n] € D firallen € N
(L#[n))nen C#  f#((L7[n])pen) mit L#[n] € D¥ firallen € N,

mit f = (fu)nen und f# = (f)nen. Seien (L[n))nen und (Z#[n])neN die grofiten
Losungen dieser Ungleichungssysteme iiber (D, ®) und (D%, @&%) und o : D — D7 eine
Abstraktionsfunktion. Dann gilt:

ao f, = ffoafirallen € N = a(Ln]) = f#[n] firallen € N

Die Aussage dieses auch als Transferlemma bekannten Satzes kann man dann im Rahmen der
Datenflussanalyse interpretieren. Fiir eine Analyse, die sich als Abstraktion einer korrekten
und prizisen Analyse schreiben lisst, liefert das sie beschreibende Ungleichungssystem, eine
korrekte und prézise Beschreibung dieser Abstraktion, wenn sich das Ungleichungssystem
mit der Abstraktion und dem Ungleichungssystem der urspriinglichen Analyse vertrigt. Die
genauen technischen Details konnen in [NNH99, CC77] nachgelesen werden.

Im folgenden betrachten wir zur Veranschaulichung dieses Ergebnisses ein Beispiel. Dabei
legen wir als Ausgangsanalyse die Vorwirtsanalyse der erreichenden Pfade eines Programm-
punktes zu Grunde. Fiir Riickwértsanalysen kann man analog die verlassenden Pfade eines
Programmpunktes betrachten. Der zu Grunde liegende Verband ist dann (P(Paths),U).
Zu beachten ist hierbei, dass fiir My, My € P(Paths) gilt M1 © My < My O Mo,
also die Ordnung auf dem Verband genau der umgekehrten Teilmengenbeziehung der Pfad-
mengen entspricht. Die Transferfunktionen F' sind dann die monotonen Funktionen auf
(P(Paths),U). Da es sich bei dem vom Ubergang von einem Programmpunkt zum nichsten
zu beschreibenden Effekt jedoch nur um eine Verldngerung der erreichenden Pfade des
ersten Programmpunktes um die durchlaufene Kante handelt, finden nur Transferfunktionen
der Form f.(M) = M;[nm, Sm,m+1] fir e = (N, Sm,y Nmy1) € E Verwendung. In
Abbildung 2.2 ist das Ungleichungssystem einer solchen Analyse fiir den schon vorher
betrachteten Flussgraphen dargestellt.

Man kann nun mit Hilfe einer einfache Induktion direkt zeigen, dass die grofite Losung, also
die Losung mit den kleinsten Pfadmengen, fiir jeden Programmpunkt genau die erreichenden
Pfade beschreibt. Dies ist auch intuitiv ersichtlich, da als Anfangsbedingung der leere
Pfad den Startknoten erreichen muss und dann jeder weitere Knoten als erreichende Pfade
die erreichenden Pfade eines Vorgéngerknotens, verlingert um die sie verbindende Kante,
enthalten muss.

Wir haben also ein Ungleichungssystem, dass zu jedem Programmpunkt die erreichenden
Pfade im Flussgraphen beschreibt. Eine Berechnung der Losung gestaltet sich auf Grund der
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[emazn] 2 { [emain] }
[ 1] 2 L[emam] [emamvx <= 0 nl]
[712] 2 L[em(zm] [emam’:U >0 n2]
L[ns] 2 L[ng|;[n2,y = x,ng|
L[ns] 2 Lins);[ns,z =2 — 1,n3)
L[ng) 2 Ling);[ns,z —1 > 0,n4]
Llns] 2 Llnal;[na,y =y * (x — 1), ns]
[Tmam] 2 L[”S]a [ng, r—1<= O Tmazn]
[Tmazn] 2 L[’I’Ll], [ Yy = 0, Tmam]

Abbildung 2.2: Formulierung des Ungleichungssystems einer Analyse fiir die erreichenden Pfade

Struktur des Verbandes jedoch schwierig. Der Verband enthélt unendlich aufsteigende Folgen
von Mengen. Dies fiihrt dazu, dass Verfahren, wie die chaotische Iteration, zur Berechnung
der Losung nicht terminieren.

Eine Berechnung der Losung auf dem Verband (P(Paths), U) ist jedoch gar nicht notwendig,
da die Menge der erreichenden Pfade fiir die meisten Analysen zu viele Informationen enthélt.
Es werden alle Informationen iiber alle moglichen Ausfithrungen des Programms bis zu
einem bestimmten Programmpunkt mitgefiihrt. Da wir jedoch wissen, dass das von uns
konstruierte Ungleichungssystem eine korrekte und prizise Beschreibung der erreichenden
Pfade ist, konnen wir mit Hilfe der abstrakten Interpretation daraus neue korrekte und prézise
Datenflussanalysen ableiten, die sich effektiv berechnen lassen.

Ein Beispiel fiir eine Klasse von abgeleiteten Analysen sind Bitvektor-Probleme. Dabei wird,
wie der Name schon sagt, ein Verband ({0, 1}", @) zu Grunde gelegt. Jedes Bit des Vektors
steht dabei fiir eine Eigenschaft, die an einem Programmpunkt entweder erfiillt oder nicht
erfiillt, reprisentiert durch die Werte 1 und 0, ist. Die betrachteten Eigenschaften sind dabei
unabhiingig. Wir betrachten im folgenden also nur einen einstelligen Vektor, die Ergebnissen
gelten analog aber auch fiir mehrstellige Vektoren. Bei der Definition des Schnittoperators
@ kann man zwei Arten von Problemen unterscheiden, da zwei Moglichkeiten existieren
0 und 1 anzuordnen. Zum einen betrachtet man 0 C 1. Im Kontext der Datenflussanalyse
bedeutet dies dann, dass bei der Kombination zweier Beitrige zu einem Datenflussfakt die
Nichterfiillung der Eigenschaft dominiert. Bei der Betrachtung von Pfaden muss also fiir
eine Erfiillung der Eigenschaft an einem Programmpunkt, die Eigenschaft am Ende jedes
Pfades der den Programmpunkt erreicht giiltig sein. Diese Analysen nennen wir deshalb
sichere Bitvektor-Probleme. Umgekehrt geniigt fiir 1 C 0 die Giiltigkeit der Eigenschaft am
Ende eines erreichenden Pfades um diese am Programmpunkt zu erfiillen. Diese Analysen
bezeichnen wir als mdgliche Bitvektor-Probleme. Der Raum der monotonen Transferfunk-

16



tionen beschrinkt sich auf Grund des einfachen Definitionsbereichs auf drei Funktionen
F={KILL:x~ 0,ID:z+— 2,GEN : x — 1}.

Als konkretes Beispiel betrachten wir nun die Analyse der Verfiigbarkeit des Ausdrucks
x — 1 im schon betrachteten Beispielgraphen. Ein Ausdruck ist an einem Programmpunkt
verfiighbar, wenn er auf jedem erreichenden Pfad ausgewertet wurde und keiner seiner
Komponenten danach ein neuer Wert zugewiesen wurde. Diese Information ist niitzlich
um festzustellen, ob ein Ausdruck an einem Punkt neu berechnet werden muss, oder durch
Zwischenspeicherung eines vorherigen Ergebnisses eine erneute Auswertung umgangen
werden kann. Dabei handelt es sich offensichtlich um ein sicheres Vorwiérts-Bitvektor-
Problem und demnach gilt 0 C 1. Zu einem Flussgraphen erhilt man dann eine Instanz der
Analyse, indem jeder Kante, deren Anweisung eine Auswertung des Ausdrucks enthélt und
keine Zuweisung an eine der Komponenten des Ausdrucks, die Funktion GEN zugeordnet
wird. Hier wird der Ausdruck ausgewertet und nicht wieder modifiziert, also ist der Ausdruck
nach Durchlaufen der Kante verfiigbar. Ein Kante, deren Anweisung einer Komponente des
Ausdrucks einen neuen Wert zuweist, erhélt die Funktion K I L L zugeordnet. Hier wird ein
Teil des Ausdrucks veridndert also sind alle bisherigen Auswertungen des Ausdrucks nun
ungiiltig und er ist nicht mehr verfiigbar. Alle anderen Kanten erhalten die Funktion 1D
zugeordnet, da sie keinen Einfluss auf die Verfiigbarkeit des Ausdruckes haben. Am Anfang
des Programms ist kein Ausdruck verfiigbar, die initiale Information ist also 0.

Abbildung 2.3 zeigt die Zuordnung von Transferfunktionen zu den Kanten des schon vorher
betrachteten Flussgraphen und das daraus resultierende Ungleichungssystem, sowie die
Losung, der Analyse fiir die Verfiigbarkeit des Ausdrucks = — 1.

[emam] c 0
[ 1] C ID(L[emam])
[n2] C ID(L[emain])
L) C KILL(Lfns)
Lin] T GEN(L[ng))
Lins] T GEN(L[na])
[Tmam] C GEN(L[W/BD
[Tm(mn] C ID(L[nl])
nEN | Cnain M1 My N3 N4 N5 Tmain

Lin] €{0,1} | 0 0 0 0 1 1 1

Abbildung 2.3: Zurordnung der Transferfunktionen und Formulierung, sowie Losung, des Unglei-
chungssystems einer Analyse fiir die Verfiigbarkeit des Ausdrucks x — 1
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Betrachtet man dann die Funktion « : P(Paths) — {0,1} mit

a(M) = @{(f(nm,1,37n,1,nm) ©...0 f(nl,sl,ng))(o) ‘ [nh 815+ .,Tlm] € M}

fir M € P(Paths), dann ist « universell distributiv und damit eine Abstraktionsfunktion.
Zudem kann man zeigen, dass gilt:

Oé(M; [ni7 Sis ni+1]) = f(ni,si,nprl)(a(M)) mit f(ni,si,ni+1) € {KILLv IDa GEN}
a({lemain]}) = 0

Damit sind alle Bedingungen des Transferlemmas erfiillt und man sieht, dass die grofite
Losung des Ungleichungssystems fiir die Analyse der Verfiigbarkeit des Ausdrucks z — 1
eine korrekte und prézise Approximation der Abstraktion der Losung der erreichenden Pfade
ist. Da wir wissen, dass die Analyse der erreichenden Pfade korrekt und prizise ist und damit
alle erreichenden Pfade liefert, enthélt die Abstraktion dieser Analyse genau die Information,
die wir berechnen wollen. Fiir jeden erreichenden Pfad wird die Eigenschaft, ob der Ausdruck
ausgewertet und danach nicht wieder verdndert wird, betrachtet. Wir haben also gezeigt,
dass die Losung des Ungleichungssystems genau die von uns gewiinschten Informationen
berechnet.

Diese Techniken kann man nun auch fiir Programme mit Prozeduren und parallelen Kon-
trollfliissen erweitern. Dies fiihrt in der Regel zu komplexeren Ungleichungssystemen, da
weitere Eigenschaften wie zum Beispiel die korrekte Handhabung von Aufrufkontexten bei
Prozeduren beachtet werden miissen. Es sollten nur Pfade betrachtet werden, die nach einem
Prozeduraufruf die Ausfithrung am zum Aufrufpunkt gehorenden Riicksprungpunkt fortset-
zen. Desweiteren sollten bei paralleler Ausfithrung alle Pfade betrachtet werden, die durch
Interleaving der Ausfiithrungen der einzelnen Threads entstehen konnen, um alle moglichen
gegenseitigen Beeinflussungen der Threads zu beriicksichtigen. Da fiir uns im Hinblick auf
nachfolgende Kapitel nur die allgemeinen Informationen iiber Datenflussanalyse, sowie die
Technik der abstrakten Interpretation interessant sind, sei fiir ndhere Informationen in dieser
Richtung auf die weiteren Erlduterungen in [NNH99, LMOOQ7] hingewiesen.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir nun einen anderen Ansatz zur Datenflussanalyse. Dabei
wird von der Betrachtung eines Flussgraphen zur Betrachtung eines Push-Down Systems zur
Modellierung des Programmablaufs ibergegangen.

2.2 Gewichtete Push-Down Systeme

In [RSIMO5] wird ein alternativer Ansatz zur klassischen Fixpunkt basierten Datenflussana-
lyse von Programmen mit Prozeduren untersucht. Dazu wird eine Verbindung von Datenfluss-
analyse zum Model-Checking betrachtet. Model-Checking beschiftigt sich damit einfachere
Modelle von Programmen auf bestimmte Eigenschaften zu untersuchen. Die folgenden
Darstellungen basieren auf den Uberlegungen in [RSIMO05]. Beweise der angesprochenen
Sitze konnen dort, in teilweise anderer Notation oder Form, nachgelesen werden.
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Als grundlegendes Modell fiir die Darstellung von Programmen mit Prozeduren wird auf
Push-Down Systeme (PDS) zuriickgegriffen. Dabei wird folgende Definitionen eines PDS
benutzt:

Definition 2.7. Ein Push-Down System (PDS) ist ein Tripel P = (P,T", A). Dabei ist P
eine endliche Menge von Kontrollzustinden und I" eine endliche Menge von Stacksymbolen.
Es gilt PN T = (). A ist eine endliche Menge mit Transitionsregeln der Form:

l.r=py—pmitp,pe P,yel
2.r=py—pymitp,p€ P,y,y€TD
3. TZPV‘—)PZ%% mitpaﬁepf%ﬁ/laﬁq el

Eine Konfiguration ist ein Wort aus der Menge PI'*. Con fp sei die Menge aller Konfigura-
tionen.

Ein Pfad ist eine Folge
p=1[ri,...,mpJmitr; € Ajie{l,...,n},n € Ny

von Transitionsregeln. [] sei der leere Pfad und Pathsp sei die Menge aller Pfade.

Wir definieren einen Konkatenationsoperator ;, der zu zwei beliebigen Pfaden py, p2 €
Pathsp einen zusammengesetzten Pfad

o fiir po = ||
p1;p2 = q P2 fiir py = ]
[Tl,... 7rnar7I+17‘ . .,’I”m] ﬁjrpl = [T17' "7Tn]7p2 = [rn-‘rlv"‘ 7Tm]

liefert. Fiir Mengen M;, My C Pathsp von Pfaden gelte My; My = {p1;p2 | p1 €
My, pa € Mo}

Fiir zwei Konfigurationen ¢,¢ € Confp und einen Pfad p € Pathsp gelte dann die
Ubergangsrelation ¢ L'p c:

1. firp =[], wenn ¢ = c.

2. fiir p = [r]; pmit r = py — pw € A, p € Pathsp, wenn w € I'* mit ¢ = pyw und

~~ p _ ..
pww ——p C existiert.

Wenn aus dem Kontext klar ist, auf welches PDS P Bezug genommen wird, wird im
folgenden auf die explizite Nennung im Index verzichtet.

Ein PDS kann damit auf natiirliche Art und Weise die Ausfiihrung eines Programms mit Pro-
zeduren modellieren. Dabei dient der Stack dazu die Riicksprungadressen der aufgerufenen
Prozeduren zu speichern und somit eine Beachtung des Aufrufkontextes zu gewihrleisten.
Insbesondere kann man die im vorherigen Abschnitt 2.1 durch interprozedurale Flussgraphen
beschriebenen Programme untersuchen.
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Definition 2.8. Gegeben sei ein System von Flussgraphen G = (Proc, (G )reproc), in dem
keine Kante mit einem Threadaufruf beschriftet ist. Dann sei das zugehdrige PDS definiert
durch:

o P={p}
o I'=Ng

e A enthilt fiir jede Kante e = (n,s,n) € Eg in einem der Flussgraphen eine der
folgenden Transitionsregeln:

- pn—pn € A fallss € BA
- pn — pexn € A, falls s = call m € C'A fiir ein 7 € Proc

o A enthiilt fiir jede Prozedur m € Proc eine Transitionsregel pr, — p € A

Man sieht sofort, dass sich PDS besonders gut eignen um kontextsensitive Analysen fiir
Systeme Flussgraphen mit Prozeduraufrufen zu formulieren. Bei einem Prozeduraufruf
wird der Anfangspunkt der aufgerufenen Prozedur oben auf den Stack gelegt und der
Knoten, an dem die Ausfithrung der aufrufenden Prozedur unterbrochen wurde, darunter
gespeichert. Wenn, durch einfaches entfernen des Endpunktes einer Prozedur vom Stack, eine
aufgerufene Prozedur verlassen wird, steht automatisch der Punkt an dem die Ausfiihrung
unterbrochen wurde wieder an oberster Stelle und das Programm wird an vorgesehener
Stelle fortgesetzt. Das PDS kann also genau die Pfade durchlaufen, die den im System von
Flussgraphen zu untersuchenden Pfaden entsprechen. Abbildung 2.4 zeigt die Umwandlung
eines interprozeduralen Flussgraphen G in ein PDS P.

1 ¢ Pemain — PN2
T2 1 Pemain T PN1
r3s 1 Pn1 = PTmain
T4 o Ppng = png
s ¢ PN3 > phg
e * PN3 = PTmain
7oL PN4g 7 PerecTmain
rs 1 P€rec — PNj5
r9 - Pns > Phe
o+ Pne — pny
e ¢ PN 7 PTrec
T2  PN7 = PEreclrec
13 ¢ PTrec — P
T4 ¢ Plmain — P

Abbildung 2.4: Umwandlung eines interprozeduralen Flussgraphen G in ein PDS P

Im folgenden sei also P = (P, I, A) ein PDS. Die in [RSIMO05] eingefiihrte Neuerung ist
nun, das Datenflussinformationen nicht mehr nur fiir einzelne Programmpunkte berechnet
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werden. Stattdessen wird fiir eine beliebige Konfiguration ¢ € Con f die Menge der Pfade
des PDS betrachtet, die diese Konfiguration so transformieren, dass die abschlieBende Konfi-
guration in einer reguldren Menge C' C Conf liegt. Um aus der Untersuchung der Pfade
Informationen gewinnen zu kénnen, werden die einzelnen Transitionen des PDS mit Ge-
wichten versehen. Diese stellen im konkreten Fall die untersuchten Datenflussinformationen
dar, die bei der Anwendung der Transition beachtet werden miissen. Mit diesen Gewichten
werden dann die Datenflussinformationen an den Enden aller untersuchten Pfade berechnet
und durch einen Wert approximiert. Dazu definiert man fiir die Gewichte:

Definition 2.9. Ein beschrinkter idempotenter Halbring ist ein Quintupel S = (D, ®, ®,0, 1).
Dabei ist D eine Menge mit 0,1 € D und @, ® sind bindre Operatoren auf D mit:

1. (D, ®) ist ein kommutativer Monoid mit 0 als neutralem Element und & ist idempo-
tent.

2. (D, ®) ist ein Monoid mit 1 als neutralem Element.
3. © distributiert iiber &.
4. Firalled e Dgilt0©d=0=d©® 0.

5. (D, ®) ist ein vollstéindiger Verband, in dem jede absteigende Kette schlieBlich stabil
wird.

In [RSIMO5] wird lediglich gefordert, dass (D, @) eine partielle Ordnung mit den geforder-
ten Eigenschaften induziert. Aus der Existenz des Nullelementes O als grofftem Element und
der Eigenschaft, dass jede absteigende Kette schlieBlich stabil wird, folgt jedoch schon, dass
(D, @) ein vollstindiger Verband ist. Damit existiert fiir alle X C D auch @ X € D, als
Erweiterung des paarweisen Operators .

Die Wahl eines idempotenten Halbringes fiir die Darstellung von Gewichten begriindet
sich dabei mit den bendtigten Operationen. Zu einer Konfiguration werden alle Pfade, die
diese in der oben beschriebenen Form transformieren betrachtet. Um nun eine Aussage
iiber das Gewicht aller dieser Pfade machen zu konnen, braucht man einen Operator &,
der die Gewichte von zwei Pfade kombiniert und korrekt und prizise durch ein einzelnes
Gewicht approximiert. Die Korrektheit und Prizision der Approximation im Sinne der
Datenflussanalyse folgt dabei direkt aus der Definition der Ordnung auf den Gewichten.
Fiir die spitere Berechnung ben6tigt man, zur Initialisierung, die Existenz eines groften
Elements. Es représentiert den Datenflussfakt, der keine Information beschreibt. Demzufolge
ist jede andere Information eine korrekte Approximation. Desweiteren betrachtet man Pfade
als Folgen von Transitionen, die jeweils mit einem Gewicht versehen sind. Um nun am
Ende des Pfades eine Aussage iiber das Gewicht des ganzen Pfades machen zu kdnnen
benotigt man einen Operator ©, der die Gewichte von zwei nacheinander ausgefiihrten
Transitionen sequentiell konkateniert und zu einem Gewicht zusammenfiigt. Dabei ist es
nun sinnvoll die Konkatenation als strikt im gro3ten Element zu fordern, da dieses fiir die
leere Information steht und die Konkatenation von leerer Information mit einem beliebigen
Datenflussfakt die leere Information ergeben sollte. Die Forderung der Distributivitit kann
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man damit begriinden, dass man Informationen von Pfaden die sich iiberlappen moglichst
frith kombinieren mochte. So erlaubt diese Eigenschaft das Gewicht des iiberlappenden
Teilpfades nur einmal zu berechnen und dann mit den zwei Restpfaden zu verkniipfen.

Mit dieser Definition der Gewichte definiert man dann ein gewichtetes Push-Down System
(WPDS) als ein PDS in dem jeder Transition ein Gewicht eines Halbringes zugewiesen
wird.

Definition 2.10. Ein gewichtetes Push-Down System (WPDS) ist ein Tripel W = (P, S, f).
Dabei ist P = (P,I', A) ein Push-Down System, S = (D, ®, ®,0, 1) ein beschrinkter
idempotenter Halbring und f : A — D eine Gewichtungsfunktion, die jeder Regel in A ein
Gewicht in D zuweist.

Wie oben schon beschrieben, betrachtet man nun zu einer beliebigen Konfiguration die
Gewichte der Pfade die diese in eine Konfiguration einer bestimmten Menge transformieren.
Diese bezeichnet man mit erreichenden Pfaden, da sie die gegebene Menge erreichen. Man
beschrinkt sich dabei auf die Betrachtung von reguldren Mengen von Zielkonfigurationen.
Mit den Definitionen fiir die Gewichte in Form eines Halbringes und der Definition fiir
WPDS lisst sich dieses Problem dann folgendermaflen formulieren:

Definition 2.11. Sei W = (P, S, f) ein gewichtetes Push-Down System und C' C Con f
eine reguldre Menge von Konfigurationen.

e Die Menge der erreichenden Pfade fiir eine Konfiguration ¢ € Conf ist dann

Paths(c,C) = {p € Paths | ¢ 2> ¢fireiné € C}.

e Das “generalized pushdown predecessor problem” besteht dann darin, den Wert

5(c) = P{f(r)©...@ flra) | [r1,...,7a] € Paths(c,C)}

zu berechnen.

In den folgenden Betrachtungen wird davon ausgegangen, dass die regulire Menge der
Zielkonfigurationen C' C C'on f durch einen bestimmten Automatentyp beschrieben wird.
Dieser lésst sich jedoch fiir jede reguldre Menge von Konfigurationen konstruieren. Wir
betrachten hier eine leicht abgewandelte Definition des in [RSJMO05] betrachteten Automaten.
Die Beobachtungen lassen sich jedoch leicht tibertragen. Die gewihlte Darstellung ist an die
spéter fiir DPN untersuchten Automaten angelehnt.

Definition 2.12. Ein P*-Automat A* = (S, %, 8, s°, F) ist ein spezieller endlicher Automat
zur Beschreibung einer regulidren Menge von Konfigurationen eines PDS P = (P, T, A).
Dabei erfiillt der Automat die folgenden Bedingungen:

1. ¥X=PUT
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2. 8 =
i

{s°} U S mit S; als eine endliche Menge von Zustdnden mit P C S, und
s S,
5 = gstate U Sstack wobei

3

L4 (istate = {(Ss’p’p) |p € P}

® Ostack C(PXI'x P)U(SsgxT x (Ss\P))
4. F C S

Ein P-Automat A ist ein P*-Automat, fiir dessen Transitionsmenge, in diesem Fall in der
Regel mit § bezeichnet, sogar dsqcr C Ss X I' x (S5 \ P) gilt.

Man kann sich einen P-Automaten als eine Sammlung von Teilautomaten vorstellen, die
in der Lage sind Worter aus Stacksymbolen zu erkennen. Jeder dieser Teilautomaten hat
einen eigenen Anfangszustand, der mit einem Kontrollzustand des PDS bezeichnet ist. Man
kann also fiir jeden Kontrollzustand des PDS eine eigene Menge von erlaubten Stackworter
spezifizieren. Die restlichen Zustinde, zur Erkennung des Stackinhalts, konnen dabei von
den Teilautomaten gemeinsam genutzt werden. Die Konstruktion eines solchen Automaten
ist fiir jede regulidre Menge von Konfigurationen moglich. In unserer Formulierung eines
‘P-Automaten wird durch das Einlesen des Kontrollzustandes einer Konfiguration automa-
tisch der Startzustand des zugehorigen Teilautomaten ausgewihlt. Von diesem ausgehend
kann dann der Stackinhalt erkannt werden. Die urspriingliche Definition eines P-Automaten
enthielt diesen, durch den zusitzlichen Startzustand und die Kanten in ds. eingefiihrten,
Mechanismus nicht. Der zum Kontrollzustand gehorende Startzustand musste vorher aus-
gewihlt werden, und dann wurde nur der Stackinhalt eingelesen. Die folgenden Aussagen
beziehen sich daher in der Regel auf die Transitionen in ds;4c1, Welche aus der urspriinglichen
Definition iibernommen wurden. Abbildung 2.5 zeigt ein Beispiel fiir einen 7P-Automaten zur
Beschreibung einer Menge von Konfigurationen des in Abbildung 2.4, aus dem Flussgraphen
g, konstruierten PDS P.

€main, 1; N2, N3, T4, Tmain,
€rec; 15,726, V7, Trec

i 0 -
$°

Abbildung 2.5: P-Automat fiir die Menge der Konfigurationen pe,...(INg)* des in Abbildung 2.4
dargestellten PDS P zum Flussgraphen G

Im folgenden wird nun eine reguldre Menge von Konfiguration C' C Conf eines WPDS
W= (P,S, f), mit PDS P = (P,I', A) und Halbring S = (D, &, ®,0, 1), beschrieben
durch den P-Automaten A = (S, %, , s*, F) betrachtet.

Man betrachtet nun nicht direkt die Menge der erreichenden Pfade des PDS, sondern be-
schreitet einen Umweg. Dazu wird ein neues PDS PA = (S,T',A) definiert, dass das
urspriingliche PDS P erweitert um zusétzlich Teile des Automaten .4 zu simulieren. Dabei
sei A = AU {sy < 5| (5,7,3) € Ostack }. Nach Definition gilt P C S. PA kann also

23



sowohl Transitionen des urspriinglichen PDS ausfiihren, als auch das Akzeptieren eines
Wortes durch den Automaten A simulieren, indem der vorhandenen Stack geleert wird und
ein akzeptierender Kontrollzustand erreicht wird. Man definiert, dass eine Konfiguration
c € Confp von PA akzeptiert wird, wenn ein Pfad p € Pathspy und ein Zustand s € F'
existiert mit c LVPA s. Eine genauere Untersuchung ergibt dann, dass ein solcher Pfad
p aus zwei Teilen besteht. Im ersten Teil werden nur Transition des urspriinglichen PDS
‘P angewendet und der Kontrollzustand verbleibt in P. Dieser Teil des Pfades entspricht
also einer Transformation der Konfiguration ¢ durch das PDS in eine andere Konfiguration
¢ € Confp. Wird nun jedoch einmal eine Transition ausgefiihrt, die aus dem Automaten A
hinzugefiigt wurde, so kdnnen im folgenden nur weitere Transitionen dieses Typs ausgefiihrt
werden. Dies liegt darin begriindet, dass alle Transitionen des Automaten in einem Zustand
enden, der kein Kontrollzustand des urspriinglichen PDS ist. Diese zweite Phase, in der durch
Anwendung der Transitionen des Automaten nacheinander alle Symbole des Stacks geldscht
werden, um mit dem leeren Stack und in einem akzeptierenden Zustand zu enden, entspricht
dem akzeptieren der Konfiguration ¢ durch den Automaten A. Demnach gilt ¢ € C.

Das PDS PA akzeptiert also Konfigurationen ¢ € Con fp, die einen Nachfolger in der
Menge C haben, durch leeren des Stacks und Ubergang in einen akzeptierenden Zustand.
Dabei reprisentiert der erste Teil des Pfades, der dabei durchlaufen wird, genau einen der
Pfade aus Paths(c, C'). Der gesamte betrachtete Pfad leert den kompletten Stack. Da immer
nur das oberste Stacksymbol bearbeitet werden kann, bedingt das Leeren des Stacks, dass
der gesamte Pfad in mehrere Teile zerlegt werden kann, die jeweils nacheinander ein Symbol
vom Stack entfernen. Demnach lésst sich auch der fiir die Betrachtung interessante Teil in
diese Teile zerlegen. Im folgenden werden diese Teile nun néher betrachtet.

Definition 2.13. Eine Popsequenz fiir v vom Zustand s nach 5 fiir das PDS PA ist ein Pfad
p, der in der Konfiguration s+ startend in der Konfiguration s endet. Es gilt also sy .3

Auf Grund der Eigenschaft der Ubergangsrelation der PDS gilt dann auch syw 5 5w
fiir eine Popsequenz p fiir v von s nach s fiir alle w € I'*. Durch Ausfiihrung einer Popse-
quenz fiir jedes Stacksymbol einer Konfiguration kann also der Stack geleert werden. Die
Popsequenzen sind also die Bausteine, aus denen sich die fiir die Analyse interessanten
Pfade zusammensetzen lassen. Im folgenden versucht man die Mengen der Popsequenzen zu
charakterisieren. Dazu wird folgende Grammatik definiert:

Definition 2.14. Definiere die folgende kontextfreie Grammatik mit den nichtterminalen
Symbolen PopSeq(s - 3 fiir s, s € S und v € ', sowie dem einzigen Terminalsymbol e:

(INIT) PopSeqs .5
(RETURN) PopSeq(y - 5)
(STEP) PopSeqq,,,s) — PopSeq

— ewenn (8,7, 8) € Ostack

—ewennr =py —peA

pasywennr =py —pyE A s€S

(CALLz P(L)S]V)Seq(pms) — PopSeq; 5, s)PopSeq(
s,8 €

5 wenn r = py — pyiye € A,

5,%2,8
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Betrachtet man die einzelnen Regeln der Grammatik genauer, erkennt man, dass zu einem
Nichtterminal PopSeqs -,5) genau dann ein vollstindiger Ableitungsbaum 7" existiert, wenn
es eine Popsequenz im PDS PA fiir v von s nach 5 gibt. Alle Blitter eines vollstindigen
Ableitungsbaums sind im Fall dieser Grammatik dabei mit e beschriftet. So existiert im PDS
PA eine Regel sy — § fiir jede Transition (s,7,S) € stk und damit eine Popsequenz
fir v von s nach 5. Nach den (INIT) Regeln hat aber auch das Symbol PopSeq, .3
einen vollstindigen Ableitungsbaum, da man es direkt zu € ableiten kann. Die (RETURN)
Regeln garantieren genauso, dass jedes Symbol PopSeq, - ), dessen Popsequenz direkt
durch eine Transition des PDS, die das Symbol entfernt, beschrieben werden kann, einen
vollstindigen Ableitungsbaum hat. Die (STEP) Regeln decken den Fall ab, dass man, wenn
eine Popsequenz fiir 4 von p nach s existiert und eine Transition des PDS den Stack py nach
Py transformieren kann, durch Kombination der Transition mit der vorhandenen Popsequenz
eine Popsequenz fiir v von p nach s erhilt. Die Regeln garantieren in diesem Fall die
Existenz eines vollstandigen Ableitungsbaums, wenn fiir die benétigte folgende Popsequenz
ein Ableitungsbaum existiert. Die (CALL) Regeln betrachten den Fall, dass man zwei
Popsequenzen fiir 41 von p nach s und fiir 42 von s nach § hat. Anschaulich hat man also
zwei Pfade die hintereinander ausgefiihrt die Konfiguration p7; 72 in die Konfiguration s
tiberfithren wiirden. Wenn man nun durch eine Transition des PDS die Konfiguration py in
die Konfiguration py; 9 iberfithren kann, erhélt man durch Kombination dieser Transition
mit den Popsequenzen eine Popsequenz fiir v von p nach 5. Die (CALL) Regeln garantieren
in diesem Fall die Existenz eines vollstindigen Ableitungsbaums. Man sieht, dass die
vollstindigen Ableitungsbaume sogar die einzelnen Transitionen einer Popsequenz enthalten.
Jeder innere Knoten eines Ableitungsbaums, dieser entspricht einem nichtterminalen Symbol,
kann mit der Produktionsregel beschriftet werden, mit deren Hilfe er in diesem konkreten
Baum weiter abgeleitet wurde. Jede Regel der Grammatik steht jedoch in direkter Verbindung
mit einer Regel des PDS PA. Betrachtet man die Grammatik zum PDS PA, kann man den
folgenden Satz beweisen:

Satz 2.15. Ein nichtterminales Symbol PopSeqs - 5) hat genau dann einen vollstindigen
Ableitungsbaum, wenn das PDS PA eine Popsequenz fiir v vom Zustand s nach § hat.
Jeder vollstindige Ableitungsbaum liefert durch eine “preorder” Auflistung der zu den
angewendeten Produktionsregeln gehorenden Transitionsregeln des PDS PA einen Pfad fiir
die Popsequenz.

Man kann also eine Popsequenz fiir ein Stacksymbol von einem Zustand in einen anderen
konstruieren, falls eine solche existiert, indem man einen beliebigen vollstindigen Ablei-
tungsbaum des zugehorigen nichtterminalen Symbols der Grammatik konstruiert und den
zugehorigen Pfad betrachtet. Umgekehrt existiert fiir jede Popsequenz ein zugehoriger voll-
stindiger Ableitungsbaum. Mit Hilfe des nichtterminalen Symbols PopSeq - 5) kann man
also die komplette Klasse aller Popsequenzen fiir v von s nach s konstruieren. Mit Hilfe
dieser Konstruktion kann man einen akzeptierenden Pfad p im PDS PA fiir eine beliebige
Konfiguration p; . . . 7y, zusammensetzen. Dazu wihlt man fiir jedes der Stacksymbole ~;
der untersuchten Konfiguration eine passende Klasse von Popsequenzen aus. Der Startzu-
stand der ersten Klasse wird dabei durch den Kontrollzustand der Konfiguration festgelegt.
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Die Anfangs- und Endzustéiinde der folgenden Klassen miissen nur zueinander passen und der
Endzustand der letzten Klasse einem Endzustand des Automaten entsprechen. Kann man nun
fiir jede der Klassen, wie oben beschrieben, eine Popsequenz konstruieren, gilt fiir die Ver-
kniipfung dieser, dass sie den kompletten Stack leeren und in einem akzeptierenden Zustand
enden. Betrachtet man in diesem Pfad nun nur die Transitionen des urspriinglichen PDS P, so
erhilt man, wie oben schon erklért, einen der erreichenden Pfade. Da man jeden erreichenden
Pfad in einen akzeptierenden Pfad von PA einbetten kann, die erreichte Konfiguration liegt
in der Sprache des Automaten, und jeden dieser in Popsequenzen aufspalten kann, kann man
diese Konstruktion umgekehrt auch fiir jeden erreichenden Pfad durchfithren. Da man also
mit Hilfe der Grammatik der Popsequenzen alle moglichen erreichenden Pfade beschreiben
kann, kann man nun Aussage iiber diese mit Hilfe der Grammatik formulieren. Abbildung
2.6 zeigt beispielhaft zwei Ableitungsbdume des nichtterminalen Symbols PopSeq,c...... s)
fiir die Grammatik des PDS PA, das sich aus dem in Abbildung 2.4 betrachtete PDS P und
dem in Abbildung 2.5 dargestellten Automaten .4 ergibt. Abgebildet sind auch die Teilpfade
des urspriinglichen PDS. Da s € I’ sind die abgeleiteten Popsequenzen sogar akzeptierende
Pfade des erweiterten PDS PA und die dargestellten Teilpfade damit erreichende Pfade des
urspriinglichen PDS.

PopSeqp,epain,s)s
LS
Popseq(p,ng,s)y
T4 €
PopseQ(p,na,s)y
75 € A
PopseQ(p,ru,a)y
7 € A
PopSeq(p,emain,s): PopSeqp,e,ec,s): PopSeq(s,rmain,s)s
r €A Tg €A (syrmaim 5) €4
PO’PSC(I(p,m,s)a Popseq(ll‘ns,!)’ €
rs €A 9 €A
PopSeqp,ns,s)s PopSeq(p,ng,s)»
r5 € A T10 € A
PopSeqep,ny,s)» PopSeq(p,ny ),
rr €A ris €A
PopSeq(p e ee,s)s PopSeq(s,rpain,s)s PopSeq(p,e.ec,s): Pop§eq(s rec,s)s
(p, €recy 8) €6 (3, Tmains 3) €4 (P, €recy 3) €90 (37 Trecy 3) €6
€ € € €
[1"1,7"4,7"5,7"7] [1"1,7"4,7"5,7‘7,7'8,7‘9,7“10,7“12]

Abbildung 2.6: Beispiele fiir Ableitungsbdume des Symbols PopSeqp.c,,..;.,s) @us der Grammatik
zum PDS PA und die Teilpfade des urspriinglichen PDS, der zu den Ableitungsbiu-
men gehorigen Popsequenzen fiir e,,4;, von p nach s
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Um nun aus der Grammatik Informationen iiber die gewichteten Pfade ableiten zu kénnen,
wird jeder Produktionsregel der Grammatik ein Gewicht zugeordnet. Die Produktionsregeln
vom Typ (INIT), die eine Popsequenz durch eine Kante des Automaten darstellen, erhalten
dabei das Gewicht 1, da hier keine Arbeit durch das urspriingliche PDS verrichtet wird. Alle
anderen Regeln erhalten das Gewicht f(r) der ihnen zugeordneten Transitionsregel des PDS.
Nun wird statt einer “preorder” Auflistung, der zu den angewendeten Produktionsregeln
gehorenden Transitionsregeln eines Ableitungsbaum, eine Auflistung der zu den Produk-
tionsregeln gehdrenden Gewichte betrachtet. Dabei werden die einzelnen Gewichte durch
den ® Operator sequentiell miteinander verkniipft. Somit erhidlt man fiir jeden Ableitungs-
baum ein Gewicht, dass dem Gewicht der in der Popsequenz ausgefiihrten Transitionen
des urspriinglichen PDS entspricht. Nun werden die Gewichte aller Ableitungsbdume zu
einem nichtterminalen Symbol mit Hilfe des @ Operators kombiniert und man erhilt fiir
jedes nichtterminale Symbol der Grammatik ein Gewicht, dass die Gewichte aller Ablei-
tungsbdaume, und damit das Gewicht der Klasse der Popsequenzen die durch dieses Symbol
beschrieben wird, korrekt und prizise beschreibt. Die dabei zur konkreten Berechnung ange-
wandte Technik nennt sich abstrakte Grammatik und erlaubt eine Berechnung der Gewichte
direkt anhand der Produktionsregeln der Grammatik ohne explizit die Ableitungsbaume zu
betrachten. Das resultierende System von Gewichten, das jedem nichtterminalen Symbol ein
Gewicht zuordnet, wird dabei als Fixpunkt eines Gleichungssystems berechnet, dass durch
die Regeln der Grammatik festgelegt wird. Da wir fiir unsere spiteren Betrachtungen auf die
Technik der abstrakten Interpretation von Ungleichungssystemen zuriickgreifen sei dies hier
nur kurz erwihnt und fiir ndhere Informationen auf [RSJMO05] verwiesen.

Aus den Gewichten der Klassen von Popsequenzen kann man analog zur oben schon beschrie-
benen Konstruktion der erreichenden Pfade, und dank der Distributivitit der Gewichte, auch
das Gewicht iiber alle erreichenden Pfade zusammensetzen, indem man fiir die Stacksym-
bole der untersuchten Konfiguration alle moglichen Folgen von Klassen von Popsequenzen
betrachtet deren Anfangs- und Endzustinde zueinander passen und deren Endzustand der
gesamten Sequenz einem Endzustand des Automaten entspricht. Die Gewichte der einzelnen
Klassen werden mit dem © Operator verkniipft und die Gewichte der einzelnen Folgen mit
€D kombiniert. Insgesamt erhilt man das Gewicht aller erreichenden Pfade und damit den
gesuchten Wert 6(pvy1, ..., Yn)-

Man sieht jedoch, dass die oben beschriebene Grammatik schnell sehr grof3 werden kann,
da bei vielen Zustiinden und Stacksymbolen die Anzahl der zu betrachtenden Symbole sehr
grof} wird. Dabei sind viele dieser Symbole vielleicht gar nicht interessant, da die zugehorige
Klasse von Popsequenzen leer ist.

AuBerdem wird bei Anfragen mit verschiedenen Konfigurationen ¢, aber gleichem C' wie-
derholt die gleiche Grammatik betrachtet werden. Es ist daher sinnvoll eine Moglichkeit
zu finden die fiir die Klassen von Popsequenzen berechneten Gewichte in einer Form zu
speichern, die deren Benutzung fiir verschiedene c erlaubt.

Im folgenden bedient man sich daher einer im Bereich des Model-Checking betrachteten
Technik, die uns eine Verkleinerung der benotigten Grammatik, sowie eine geeignete Darstel-
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lungsform, die eine Benutzung der bereits berechneten Gewichte fiir verschiedene Anfragen
ermoglicht, liefert.

Wie schon erwihnt akzeptiert das PDS PA eine Konfigurationen ¢ durch leeren des Stacks
und Ubergang in einen akzeptierenden Zustand des Automaten. Wie oben beschrieben
lasst sich der dabei durchlaufene Pfad p in zwei Teile p; und po aufspalten. Der erste
Teil p; besteht nur aus Transitionen des urspriinglichen PDS P und bewirkt daher eine
Transformation der Konfiguration c in eine Konfiguration ¢. Es gilt ¢ L. p & Der zweite Teil
p2 besteht nur aus Transitionen des Automaten .4 und simuliert damit ein Akzeptieren der
Konfiguration ¢ durch den Automaten. Damit gilt also ¢ € C. Das PDS PA akzeptiert also
alle Konfigurationen c¢, die einen Nachfolger in der Menge C' haben. Im Model-Checking
wird diese Menge mit PRE*(C') bezeichnet.

Definition 2.16. Zu einer Menge C' C Con f von Konfigurationen eines PDS P sei
PRE*(C) = {ce Conf | ¢ £ cfiirein ¢ € C und p € Paths}

die Menge der vorhergehenden Konfigurationen.

Es existieren Automaten-basierte Techniken [BEM97] um diese Menge direkt zu einer
gegebenen reguldren Menge C' zu berechnen. Insbesondere ist die konstruierte Menge
dabei wieder regulér. Dies kann zum Beispiel dazu benutzt werden um die Erreichbarkeit
von Fehlerzustidnden zu testen. Auch kann man, wie in Kapitel 1 schon erwéhnt, gewisse
Datenflussanalysen direkt auf diese Konstruktion abbilden [EK99, EP00]. Wir betrachten
nun das Verfahren zur Berechnung von PRE*(C) etwas niher:

Definition 2.17. Zu einer regulidren Menge C' C C'on f von Konfigurationen eines PDS P
gegeben durch einen P-Automaten A = (5, 3, 0, P, F') definieren wir einen Saturierungsal-
gorithmus zur Berechnung des Automaten A* = (S, %, §, P, F). Dabei ist § = dgtate Udstack
mit ssate = Ostate UNd Ogrqcr ist die kleinste Menge, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(INIT) gstack :_> 6stack

(RETURN) r = py — p € A, dann t = (p,7, ) € Ostack

(STEP) r = py — p7 € Aund t = (§,7,3) € bstqer fiir 5 € S, dann t = (p,v,3) €
gstack

(CALL) 7 = py — pyide € Aund i = (5,71,51),82 = (51,72,52) € Ostack fiir
51752 € S, dannt = (p,% 52) € 5stack

Die Definition enthilt ein Verfahren, bei dem ausgehend von der urspriinglichen Transiti-
onsmenge iterativ den Regeln entsprechend neue Transitionen zum Automaten hinzugefiigt
werden. Dieser Vorgang terminiert schlieBlich, ad die Menge aller moglichen Transitionen
endlich ist, und man erhilt die kleinste Transitionsmenge die alle Regeln erfiillt. Dass der auf
diese Weise konstruierte Automat die Menge der Vorgéngerkonfigurationen beschreibt ist
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intuitiv durch die Regeln und die iterative Konstruktion klar. Man startet mit der urspriingli-
chen Transitionsmenge, also sind alle Konfigurationen die in der urspriinglichen Menge sind
auch in der Menge der Vorgénger. Dies sind aber gerade die Konfigurationen, die durch den
leeren Pfad erreicht werden konnen und damit Vorgénger ihrer selbst sind. Nun betrachtet
man eine Zwischenmenge von Transitionen, in der alle bis zu diesem Punkt hinzugefiigten
Transitionen nur zuldssige Konfigurationen zur Sprache des Automaten hinzugefiigt haben.
Wenn durch Anwendung der (RETURN) Regel eine Transition (p, 7y, p) hinzugefiigt wird,
kann der Automat auch Konfigurationen pyw mit w € I'* akzeptieren, falls w von p ausge-
hend akzeptiert wird. Dann akzeptiert der Automat auch die Konfiguration pw. Da aber nach
Voraussetzung eine entsprechende Transition im PDS vorhanden ist, kann pyw im PDS zu
pw transformiert werden und ist damit Vorgéngerkonfiguration einer Konfiguration die schon
erkannt wird und damit Vorgénger einer Konfiguration in C'. Analog gilt nach Hinzufiigen
einer Transition (p,~y, §) auf Grund der (STEP) Regel, dass Konfigurationen pyw akzep-
tiert werden konnen, wenn w von § aus akzeptiert wird. Da aber nach Voraussetzung eine
Transition (p, 7, §) existiert, kann vorher auch schon die Konfiguration pyw erkannt werden.
Auf Grund der Existenz der passenden Regeln im PDS ist jedoch dann pyw eine direkte
Vorgingerkonfiguration. Wiederum analog gilt die gleiche Begriindung fiir Konfigurationen
die durch, auf Grund der (CALL) Regel, hinzugefiigte Transitionen erkannt werden konnen.
Man kann formal beweisen [BEM97], dass:

Satz 2.18. Fiir den zu einer reguliren Menge C' C Con f von Konfigurationen eines PDS
P, gegeben durch einen P-Automaten A, durch den Saturierungsalgorithmus berechneten
Automaten A* gilt L(A*) = PRE*(C).

Abbildung 2.7 zeigt den P*-Automaten der durch Saturierung des in Abbildung 2.5 betrach-
teten P-Automaten fiir Konfigurationen des in Abbildung 2.4 erstellten PDS P entsteht.

€main, 1, N2, N3; N4, Tmain, €main, 1, N2, N3; N4, Tmain,
€rec; 05,16, N7, T'rec €rec; 05,16, N7, T'rec

€main; 12,713, N4,
p ng, NG, N7, €;
3° p 5,706, 1075 Erec s

Abbildung 2.7: P*-Automat, der durch Saturierung des in Abbildung 2.5 betrachteten P-Automaten
entsteht

Bei genauerer Betrachtung des Regelsystems fiir die Konstruktion des Automaten und der
Grammatik zur Beschreibung der Popsequenzen erkennt man gewisse Ubereinstimmun-
gen zwischen der Existenz von Transitionen im saturierten Automaten und der Existenz
von vollstindigen Ableitungsbdumen in der Grammatik. So erlauben die (INIT) Regeln
der Grammatik eine Ableitung eines nichtterminalen Symbols PopS eq(s, ", 5), wenn der
urspriingliche Automat eine Transition (s, 7, §) enthilt. Die (INIT) Regel des Saturierungsal-
gorithmus garantiert, dass alle Transitionen des urspriinglichen Automaten auch im neuen
Automaten enthalten sind. Desweiteren erlaubt zum Beispiel eine (STEP) Regel der Gram-
matik eine Ableitung eines nichtterminalen Symbols PopSeq(p, 7, §), wenn eine passende
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Regel r = py — p7 und eine Ableitung fiir das nichtterminale Symbol PopS eqp, 7, 3)
existieren. Analog garantiert die (STEP) Regel des Saturierungsalgorithmus die Existenz
einer Transition (p, v, §), wenn die gleiche Regel  und eine Transition (p, 7, §) existieren.
Zu einem PDS P und einem P-Automaten .A kann man fiir den, durch den Saturierungsal-
gorithmus gewonnenen, Automaten A* = (S, ¥, 9, s°, F') und die zugehdrige Grammatik
zeigen, dass:

Satz 2.19. Eine Transition (s,7, §) ist genau dann in dstack enthalten, wenn das nichttermi-
nale Symbol PopSeqs - 5) einen vollstindigen Ableitungsbaum hat, also eine Popsequenz
fiir -y von s nach § existiert.

Die Transitionen des Automaten .4* beschreiben also alle nichtterminalen Symbole der
Grammatik die fiir die Betrachtung des Problems interessant sind, da sie eine nichtleere
Klasse von Popsequenzen charakterisieren. Durch Konstruktion des Automaten erhilt man
also die Teilmenge von nichtterminalen Symbole fiir die eine Betrachtung notwendig ist.

Wie oben schon beschrieben muss man zur Bestimmung des Gesamtgewichtes aller Pfade
einer Konfiguration nun alle méglichen Kombinationen von zueinander passenden Klassen
von Popsequenzen fiir die einzelnen Stacksymbole der Konfiguration betrachten. Durch
Betrachtung des Automaten kann man die zu betrachtenden Klassen auf die nichtleeren
beschrinken und damit die Anzahl der Kombinationen reduzieren.

Im folgenden betrachtet man noch weitere Eigenschaften des berechneten Automaten. Dazu
fiihren wir das Konzept eines Laufs innerhalb eines Automaten ein. Dies werden wir spiter
bei unseren Betrachtungen verwenden und es ermdglicht auch hier schon eine einfache
Darstellung der Beobachtungen aus [RSJIMOS5]. Dabei beschreibt ein Lauf von einem Zustand
s zu einem Zustand s iiber ein Wort w eine Folge von Transitionen und Zustinden, die der
Automat bei der Verarbeitung von w startend im Zustand s durchlaufen konnte um im
Zustand § zu enden.

Definition 2.20. Zu einem Automaten A = (5, %, §, s°, I') definieren wir einen Lauf als
alternierende Folge ¢ = [s1, a1, $2, ..., Qn—1, Sy] von Zusténden s; € S firi € {1,...,n}
und Symbolen «; € ¥ mit (s;, a4, 8i41) € 0 firallei € {1,...,n — 1}, firn € N. Es
existiert kein allgemeiner leerer Lauf, fiir jeden Zustand s existiert jedoch ein Lauf [[s] der in
diesem Zustand verweilt und dabei das leere Wort € durchliuft. Zusitzlich seien mit ¢ = s
der Anfangszustand, mit ¢~ = s,, der Endzustand und mit ¢* = a . .. ay,—1 das Wort eines
Laufs bezeichnet.

Runs 4 sei die Menge aller Liufe des Automaten und Runs4(s,w,3) = {¢ | ¢t =
s, ¢~ = §,¢0" = w} sei die Menge aller Léufe, die im Zustand s beginnen, in § enden und
dabei das Wort w durchlaufen. Desweiteren sei Accept 4(w) = ;e p Runs(s®, w, 5) die
Menge aller akzeptierenden Laufe fiir ein Wort w. Folglich akzeptiert der Automat ein Wort
w, wenn Accept 4(w) # 0.
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Wir definieren einen Konkatenationsoperator ; , der zu zwei beliebigen Liufen ¢; =
[s1,01,. .., 8], 02 = [Sn,n - - -, Sm] € Runs 4 mit g7 = ¢5 einen zusammengesetzten
lauf

¢1;¢2 = [[sl,oq...,sn,an,...,sm]]

liefert. Fiir Mengen My, Ms C Runs4 von Liufen mit ¢ = qb; fir alle ¢1 € My,
¢2 € My gelte My; My = {¢1;¢2 | ¢1 € My, 2 € Ma}.

Betrachtet man nun einen akzeptierenden Lauf fiir eine Konfiguration im saturierten Auto-
maten, so stellt man fest, dass nach durchlaufen der ersten Transition, die den Kontrollzu-
stand erkennt, nur noch Transitionen aus 44 auftreten. Diese Transitionen erkennen den
Stackanteil der Konfiguration und enden in einem akzeptierenden Zustand. Nach vorherigen
Uberlegungen folgt aus der Existenz dieser Transitionen, dass die zugehorigen Klassen von
Popsequenzen nichtleer sind und der Lauf liefert damit eine Kombination von nichtleeren
zueinander passenden Klassen von Popsequenzen, die in einem akzeptierenden Zustand
enden. Durch Kombination der Popsequenzen dieser Klassen erhilt man also eine Teil-
menge der akzeptierenden Pfade fiir die Konfiguration im PDS PA. Umgekehrt ist jeder
akzeptierende Pfad in einer Kombination von zueinander passenden nichtleeren Klassen von
Popsequenzen, die in einem akzeptierenden Zustand enden, enthalten und diese entspricht
einem akzeptierenden Lauf im saturierten Automaten, da nach den vorherigen Uberlegungen
die zugehorigen Transitionen in 04 eXistieren.

Insgesamt liefert die Konstruktion des Automaten, neben der Reduzierung der Anzahl der
zu betrachtenden Klassen von Popsequenzen, also alle relevanten Kombinationen dieser
Klassen fiir eine Konfiguration c in Gestalt aller akzeptierenden Liufe der Konfiguration im
Automaten.

Nun vermerkt man an jeder Transition des Automaten das Gewicht der zugehorigen Klassen
von Popsequenzen und man erhilt einen annotierten P*-Automaten (A*, D, ), wobei:

Definition 2.21. Ein annotierter P*-Automat ist ein Tripel (A", M,[), wobei A* =

(S,%, 5,5°, F') ein P*-Automat, M eine Menge von Annotationen und ! : dgqcr, — M eine
Annotationsfunktion ist, die jeder Transition ¢ € {441 €inen Wert zuweist.

Zur Berechnung des Gewichtes aller Pfade zu einer beliebigen Konfiguration ¢ muss man nun
lediglich alle akzeptierenden Liufe dieser Konfiguration im Automaten betrachten. Dies sind
nur endlich viele. Dann kann man aus den Gewichten der Laufe das gesuchte Gesamtgewicht
kombinieren. Das Gewicht eines Laufs [s°ps171 ... YnSnt1] € Accept(pyi - . . yn) ist dabei
die Verkettung I((s1,71, 52)) ®...OU((Sn, Yn, Sn+1)) der Gewichte der dabei durchlaufenen
Transitionen aus d440;. Wenn keine Transition aus 440, durchlaufen werden, der Stack der
gelesen Konfiguration also leer ist, sei das Gewicht 1. Auf einem leeren Stack kénnen keine

Transitionen ausgefiihrt werden, also ist der leere Pfad der einzige erreichende Pfad.

Da der Automat A* die Menge PRE™(C) beschreibt, erkennt er alle Konfigurationen fiir
die das Problem §(c) eine nichttriviale Losung hat. Der Automat muss inklusive der Annota-
tionen nur einmal berechnet werden und liefert fiir jede dieser Konfigurationen das gesuchte
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Ergebnis. Dabei kann, wie in [RSIMO5] weiter ausgefiihrt wird, der Saturierungsalgorith-
mus mit der Berechnung der abstrakten Grammatik kombiniert werden, um direkt einen
annotierten Automaten zu erhalten.

Um das Ergebnis einer klassischen vorwirts Datenflussanalyse mit Hilfe von WPDS zu
berechnen, betrachtet man ein aus einem Flussgraphen gewonnenes PDS und die Menge
der Konfigurationen in denen das PDS an einem bestimmten Programmpunkt steht. Dies
driickt sich dadurch aus, dass der Programmpunkt an oberster Stelle des Stacks der Konfi-
gurationen steht, der Rest des Stacks ist beliebig. Die Menge ist regulédr und man kann das
Verfahren fiir WPDS darauf anwenden um, fiir die Startkonfiguration das Gewicht iiber alle
Pfade zu diesem Programmpunkt zu berechnen. In der Startkonfiguration liegt dabei nur der
Einstiegspunkt des Programms auf dem Stack. Die Gewichte des WPDS werden entspre-
chend der betrachteten Datenflussanalyse ((D, @), F') gewihlt. Da fiir die Gewichte eine
Verkniipfungsoperation gefordert wird, wihlt man die Menge der monotonen Funktionen F
mit dem Operator G, sodass f Cp g < f(x) C g(z) fiir alle x € D, als vollstindigen
Verband und die Verkniipfung von Funktionen o als Konkatenationsoperator ®. Die konkrete
Zuordnung von Gewichten zu den Transitionen des PDS ergibt sich aus der Zuordnung von
Transferfunktionen zu Kanten den Flussgraphen in der Instanz der Datenflussanalyse zum
gegebenen Flussgraphen. Im klassischen Fall betrachtet man alle erreichenden Pfade und
die Anwendung ihrer Transferfunktionen auf die initiale Information. Dann bildet man die
Kombination der Werte und erhilt die MOP-Losung. Im Fall von WPDS berechnet man
nun die Kombination der Transferfunktionen aller erreichenden Pfade und wendet dann die
gewonnenen Funktion auf die initiale Information an. Man kann also das Ergebnis einer
Vorwirtsanalyse fiir eine Programmpunkt berechnen.

Zur Veranschaulichung greifen wir die in Abschnitt 2.1 eingefiihrte Klasse der Bitvektor-
Probleme (({0,1},®),{KILL,ID,GENY}) noch einmal auf. Zur Verwendung mit WPDS
definieren wir einen Halbring (D, ®, @, 0, 1). Wie oben schon erwihnt verwendet man die
Menge der Transferfunktionen als Wertebereich und die Verkniipfung von Funktionen o
zur Verkniipfung der Gewichte. Da jedoch fiir keine der Funktionen die Eigenschaften der
0 gelten, insbesondere d © 0 = 0 ® d = 0 fiir alle d € D, wird noch eine zusitzliches
Element Z E RO eingefiihrt und die Definition der Verkniipfung entsprechend erweitert. Fiir
Vorwirtsanalyse gilt dann

dz o d1 fiir dl, d2 75 ZERO
di ©dg =
ZERO sonst

und fiir Riickwirtsanalysen analog

diody firdy,ds # ZERO
di ®dy = .
ZERO sonst

Fiir den so definierten Verkniipfungsoperator gelten die geforderten Eigenschaften fiir 0 =
ZFERO und 1 = ID. Fiir die Ordnung der Gewichte gilt nach Definition der Ordnung auf
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Funktionen im Fall von sicheren Bitvektor-Problemen KILL C ID — GEN C ZERO.
Fiir mogliche Bitvektor-Probleme gilt analog GEN C ID C KILL C_ ZERO.

Als konkretes Beispiel betrachten wir wiederum die Analyse der Verfiigbarkeit des Aus-
drucks £ — 1 am Programmpunkt e,.. in dem in Abbildung 2.4 dargestellten Flussgraphen.
Da es sich um ein sicheres Vorwirts-Bitvektor-Problem handelt gelte fiir den Halbring
({KILL,ID,GEN,ZERO},®,®,ZERO,ID) die oben angegebene Definition. Die
Zuordnung von Transferfunktionen zu Transitionen des PDS ergibt sich dabei aus der
Zuordnung von Transferfunktionen zu den Kanten des Flussgraphen im Fall klassischer
Datenflussanalyse.

Zur Berechnung der Datenflussinformation am Programmpunkt e,... betrachtet man nun die
Menge der Konfigurationen an diesem Programmpunkt pe,..(/Ng)* und konstruiert dazu
einen P-Automaten. Hierbei handelt es sich um den schon in Abbildung 2.5 dargestellten
Automaten. Aus diesem wird ein annotierter P*-Automat fiir PRE* (perec(Nmain U Nyee)®)
berechnet und es wird mit dem oben beschriebenen Verfahren der Wert fiir die Startkon-
figuration pe;,qin, bestimmt. Man erhilt als Ergebnis die Transferfunktion GEN. Diese
approximiert die Transferfunktionen aller erreichenden Pfade und durch Anwendung auf die
initiale Information, der Ausdruck ist am Anfang des Programms nicht verfiigbar, erhdlt man
das Ergebnis, dass der Ausdruck verfiigbar ist. Abbildung 2.8 zeigt das Ergebnis des Verfah-
rens konkret fiir die Berechnung der Verfiigbarkeit des Ausdrucks z — 1 am Programmpunkt

Erec-

Es existieren weitere Techniken um dann auch Riickwirtsanalyse mit Hilfe von WPDS
berechnen zu konnen. Mehr Informationen kann man in [RSIMO05] nachlesen.

Das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren basiert auf dem Modell von PDS und dessen
Eigenschaft sequentielle Programme mit Prozeduren darstellen zu konnen. Zur Lésung
wurden Ergebnisse iiber abstrakte Grammatiken und gewisse Ergebnissen aus dem Model-
Checking zur Konstruktion von Mengen von Vorgéngerkonfigurationen verwendet. Unsere
Idee das Verfahren zu erweitern, ist das hier zu Grunde gelegte Modell der PDS durch ein
Modell zu ersetzen, dass zusitzlich parallele Ausfithrung von Programmen modellieren
kann, aber gleichzeitig aus Sicht des Model-Checking die gleichen Voraussetzungen, also
die Moglichkeit Mengen von Vorgingerkonfigurationen konstruieren zu kdnnen, mitbringt.
Im néchsten Kapitel stellen wir dynamische Push-Down Netzwerke vor, welche genau diese
Eigenschaften erfiillen.

2.3 Dynamische Push-Down Netzwerke

In [BMOTO5] werden dynamische Push-Down Netzwerke eingefiihrt, die eine Erweiterung
von PDS darstellen. Dabei wird nicht nur ein Stack im Sinne eines PDS betrachtet, sondern
zu jedem Zeitpunkt betrachtet man eine Sammlung von Stacks. Jeder einzelne dieser Stacks
kann dabei, unabhingig von den anderen, Operationen ausfiihren und in einen anderen
Zustand iibergehen. Zusitzlich erhalten die einzelnen Stacks die Moglichkeit zusétzliche
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1D

emain/ID,n1/ID,n2/GEN,n3/ID, emain/ID,n1/ID,n2/ID,n3/ID,
n4/GEN, Tmain/ID7 erec/GENz "5/GEN7 n4/ID77'main/ID7 erec/IDy "S/I-Dy
n¢/GEN,n;/GEN, Trec/ID ne/ID,n7[ID,7rec/ID

g =

€main/GEN,n3/GEN,n3/GEN,n4/ID,
n5/GEN,ng,n7/ID, epec/ID

Abbildung 2.8: Annotierter P*-Automat, der durch Saturierung und Gewichtung, basierend auf den
gegebenen Gewichten, des in Abbildung 2.5 betrachteten P-Automaten .4 entsteht

neue Stacks zu erzeugen. Die folgenden Darstellungen basieren auf den Uberlegungen in
[BMOTO0S5]. Beweise der angesprochenen Sétze konnen dort, in teilweise anderer Notation
oder Form, nachgelesen werden.

Definition 2.22. FEin dynamisches Push-Down Netzwerk (DPN) ist ein Tripel M =
(P, T, A). Dabei ist P eine endliche Menge von Kontrollzustdnden und I" eine endliche
Menge von Stacksymbolen. Es gilt PN T = (. A = A; U Ay ist eine endliche Menge mit
Transitionsregeln der Form:

l.r=py—peAimitp,pe P,yeTl
2.r=py—pyE A mitp,pe P,v,yeTl
3.r=py—pnye € Armitp,p € Py, 1,72 €T
4. r=py = Py#py € Agmitp,p,p € P,~, 7,7 €l

Eine Konfiguration ist ein Wort aus der Menge PT™*(#PT*)*. Con f4 sei die Menge aller
Konfigurationen.

Ein Pfad ist eine Folge

p=1Iri,...,mp)mitr; € Ajie{1,...,n},n € Ny
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von Transitionsregeln. [| sei der leere Pfad und Paths sei die Menge aller Pfade.

Wir definieren einen Konkatenationsoperator ; , der zu zwei beliebigen Pfaden p1, p2 €
Paths pq einen zusammengesetzten Pfad

p1 fiir po = ||
P15 P2 = 1§ P2 fir p1 = ]
[P1y ey Py Tty ooy Tm) U p1 = [r1, .. 0]y 02 = [Tnsts - o Tl

liefert. Fiir Mengen M, My C Pathsag von Pfaden gelte My; Mo = {p1;p2 | p1 €
My, pa € Mo}

Fiir zwei Konfigurationen c,¢ € Confaq und einen Pfad p € Pathsa, gelte dann die
Ubergangsrelation ¢ £, MC

1. ¢ Lspéfirp=[und ¢ =c.
2. ¢ Loy Efiir p = [r];p mit r = py — pé € A, p € Pathsy, wenn
v € PI*(#PT*)*#, w € T, vg € #PI*(#PI'*)" mit ¢ = vipywvy und

~ p _ ..
V1CWV2 — Aq C €X1Stieren.

Abweichend von der Definition in [BMOTO5] verzichten wir auf die Benennung von Transi-
tionen mit Aktionen, da diese in unserem Fall keine weiteren Informationen liefern. Aufler-
dem verwenden wir das Zeichen # zur Trennung der einzelnen Stacks einer Konfiguration,
dies verbessert die Lesbarkeit und ermoglicht es in der Konstruktion der spiter verwendeten
Automaten auf e-Transitionen zu verzichten.

Wenn aus dem Kontext klar ist auf welches DPN M Bezug genommen wird, wird im
folgenden auf die explizite Nennung im Index verzichtet.

Die Definition von DPN ermdglicht nun eine natiirliche Modellierung von Programmen mit
Prozeduren, da jeder einzelne Stack den Aufrufkontext eines Prozesses darstellen kann, und
dynamischer Threaderzeugung, da jeder Stack einen Prozess darstellt und neue Prozesse,
also Stacks, dynamisch erzeugt werden konnen. Insbesondere kann man die im Abschnitt 2.1
durch interprozedurale parallele Flussgraphen beschriebenen Programme untersuchen.

Definition 2.23. Gegeben ein System von Flussgraphen G = (Proc, (Gx)repProc)). Dann
sei das zugehorige DPN definiert durch:

o P={p}
o I'=Ng

e A enthilt fiir jede Kante e = (n,s,n) € Eg in einem der Flussgraphen eine der
folgenden Transitionsregeln:

- pn—pn € A, fallss € BA
- pn — pe;n € A, falls s = call m € C'A fiir ein m € Proc

35



- pn <= pex#pn € A, falls s = spawn 7w € SA fiir ein 7 € Proc

o A enthilt fiir jede Prozedur m € Proc eine Transitionsregel pr, — p € A

Man sieht, dass sich DPN gut eignen kontextsensitive Analysen fiir Systeme von Flussgra-
phen mit Prozeduraufrufen und dynamischer Threaderzeugung zu formulieren. Prozedu-
raufrufe werden analog zu der Ubersetzung in PDS fiir jeden einzelnen Stack einer DPN
Konfiguration abgebildet und erméglichen daher eine genaue Modellierung von Prozedurauf-
rufen mehrerer paralleler Threads. Die dynamische Erzeugung eines Threads wird von DPN
direkt unterstiitzt und auf eine Regel zur Erzeugung eines neuen Stacks abgebildet. Dieser
kann im folgenden unabhingig vom erzeugenden Thread operieren und parallel zu diesem
Anweisungen ausfiihren. Das DPN kann also genau die Pfade durchlaufen, die im Fluss-
graphen untersucht werden sollen. Abbildung 2.9 zeigt die Umwandlung eines parallelen
interprozeduralen Flussgraphen G in ein DPN M.

o €spawn z:=5 Tspawn r . e . pe # n
1 * DPlmain PespawnFPN1

" spawn spawn T2 1 PEspawn > PTspawn
3 r3s o pni —pn2
T4 1 PN2 = PTmain
s - PN3 = png
Te - Png — pns
Tt PN4 7 Pmain
rs 1 PNs = Perecmain
9 1 PCErec — PN
o ¢ Pne — pnz
i1 - Pt = png
ri2 1 PNy = Prrec
13 1 PN8 7 Pereclrec
T4 * PTrec — P
ri5 ¢ PTmain — P
6  Plspawn D

Abbildung 2.9: Umwandlung eines parallelen interprozeduralen Flussgraphen G in ein DPN M

Fiir uns ist, wie schon fiir PDS gesehen, die Menge der Vorgingerkonfigurationen einer
reguldren Menge C' interessant.

Definition 2.24. Zu einer Menge C' C Con f von Konfigurationen eines DPN M sei
PRE*(C) = {ce Conf | ¢ £ ¢fiirein ¢ € C und p € Paths}

die Menge der vorhergehenden Konfigurationen.

Analog zu der Konstruktion in Abschnitt 2.2 wird in [BMOTOS5] ein Verfahren definiert,
das auch fiir DPN eine direkte Konstruktion der Menge PRE™(C') fiir eine reguldre Menge
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C C Conf zulisst. Insbesondere ist die konstruierte Menge dabei wieder regulédr. Dabei
muss auch hier die Menge C' von einem bestimmten Automatentypen beschrieben werden.

Definition 2.25. Ein M*-Automat A* = (S, %, 5, s°, F') ist ein spezieller endlicher Automat
zur Beschreibung einer reguldren Menge von Konfigurationen eines DPN M = (P, T, A).
Dabei erfiillt der Automat die folgenden Bedingungen:

1. S =PUTU{#}
2. 8=S8, U8 mitS.NSs =0

3. Fir alle s € S.,p € P existiert ein eindeutiger Zustand s, € Sg, S, = {s, | s €
Se,p € P} sei die Menge aller dieser Zustinde

4. S = Sseparator ) Sstate U Sstack wobei

o 6separator C S5 x {#} X Se
L4 gstate:{(sapasp) | SESC,pEP}
® Sstack C (Sp x T'x Sp) U (Ss x T'x (S5 \ Sp))

5.8 €8,
6. FC S,

Ein M-Automat A ist ein M*-Automat, fiir dessen Transitionsmenge, in diesem Fall in der
Regel mit 0 bezeichnet, sogar dg4c; C Ss x I' x (S5 \ Sp) gilt.

Man kann sich einen M-Automaten als Sammlung von P-Automaten vorstellen. Dabei
enthilt die Menge S, die Anfangszustinde dieser Automaten. In S), ist zu jedem dieser An-
fangszustdnde ein eindeutiger Satz von Zustinden enthalten, die den Kontrollzustinden des
DPN entsprechen. Diese sind durch die mit den Kontrollzustdnden beschrifteten Transitionen
in dszq¢e mit ihrem jeweiligen Anfangszustand verbunden. Die Menge S bildet zusammen
mit dgq01 den Teil der Automaten die den Stack erkennen. Dabei konnen sich in einem
M-Automat mehrere Teilautomaten diese Zustinde teilen. Die einzelnen Teilautomaten
sind dann noch durch die Transitionen in dseparator Miteinander verbunden, die jeweils zum
Anfangszustand des nédchsten Teilautomaten fithren. Das Akzeptieren einer Konfiguration
startet dann mit dem Akzeptieren des ersten Stacks durch den, mit dem Startzustand des
gesamten Automaten ausgezeichneten, ersten Teilautomaten. Dann wird durch den Ubergang
iiber eine Transition aus dseparator das Trennzeichen, das diesen Stack vom nichsten trennt,
eingelesen und der néchste Stack kann von dem damit erreichten Teilautomaten gelesen
werden. Dies setzt sich solange fort, bis alle Stacks abgearbeitet wurden. Die Konstruktion
eines solchen Automaten ist fiir jede reguldre Menge von Konfigurationen C' moglich. Abbil-
dung 2.10 zeigt ein Beispiel fiir einen M-Automaten zur Beschreibung einer Mengen von
Konfigurationen des in Abbildung 2.9, aus dem Flussgraphen G, konstruierten DPN M.

Wenn C' durch einen solchen Automaten gegeben ist, kann durch folgendes Verfahren ein
Automat konstruiert werden, der PRE*(C') beschreibt.
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/ €main; 1, T2, N3, 104, N5; Tmain,
€recy 16, 107,118, T'recy

e r €main; 11 N2, N3, T4, N5; T'main,
P epawn) Tspawn
58 S; s €recy 106, 107, 18 T'recs

€spawn; Tspawn

€rec
#

€main, 11, N2, M3, 14, N5; Tmain,
€rec, 16, 17, 8,5 T'recs
# €spawn, Tspawn
p €main, 11, M2, N3, N4, N5, Tmain,
5 €rec; 6, 107,185 T'rec
€spawn) Mspawn

#

Abbildung 2.10: M-Automat fiir die Menge der Konfigurationen (pNG#)*perec NG (#pNg)* des
in Abbildung 2.9 dargestellten DPN M zum Flussgraphen G

Definition 2.26. Zu einer reguldren Menge C' C Conf von Konfigurationen eines DPN
M gegeben durch einen M-Automaten A = (5,3, 6, s°, F) definieren wir einen Sa-
turierungsalgorithmus zur Berechnung des Automaten A* = (5,3, 4, s°, F'). Dabei ist

6 - 5separator U 5state U 5stack mit 5separator - 5separatm" 5state = 5state und Sstack: ist die
kleinste Menge, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(INIT) Sstack 2 5stack
(RETURN) r = py — p € A, dann t = (s;,7, 55) € dstack fiir alle s € S,

(STEP) r = py — py € Aund t = (s5,9,5) € Ostack fir s € Se, § € S, dann
t= (3p777 5) € 5stack
(CALL) r = py — pH1y2 € Aund t; = (5,791, 31), t2 = (31,72, 52) € Sstack fir s € S,

§17 89 € Ss, dannt = (Spu Vs 52) € 5stack

(SPAWN) 7 = py — pi#p7 € Aund t = (55,9, 9),# = (sp,v, 5) € dstack, (3, #,5) €
5sepa7"ator fiir 8,8 € SCa S, s5€ Ss, dannt = (3p777 ) €9 stack

Analog zur Berechnung bei PDS enthilt die Definition ein Verfahren, bei dem ausgehend
von der urspriinglichen Transitionsmenge iterativ den Regeln entsprechend neue Transitio-
nen zum Automaten hinzugefiigt werden. Dieser Vorgang terminiert irgendwann, da die
Menge aller moglichen Transitionen endlich ist, und man erhilt die kleinste Transitions-
menge die alle Regeln erfiillt. Dass der auf diese Weise konstruierte Automat die Menge
der Vorgéngerkonfigurationen beschreibt ist intuitiv durch die Regeln klar. Die ersten vier
Regeln sind dabei fast identisch mit den Regeln des Verfahrens fiir PDS, deshalb ist die
Begriindung fiir die Korrektheit hier die gleiche. Der einzige Unterschied besteht in der
Struktur der Automaten. Konfigurationen eines PDS bestehen aus einem Stack, deshalb hat,
wie oben schon beschrieben, ein P-Automat einen Bereich, der diesen Stack einliest. Bei
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der Betrachtung von Konfigurationen eines DPN muss man gegebenenfalls mehrere Stacks
untersuchen. Dies spiegelt sich auch der Struktur eines M-Automaten wieder, der deshalb,
wie oben schon erwéhnt, aus einer Aneinanderreihung von P-Automaten besteht. Da die
einzelnen Stacks einer Konfiguration unabhéngig voneinander operieren, kann man bei der
Betrachtung von Vorgédngerkonfigurationen die einzelnen Stacks unabhingig voneinander
betrachten. Deshalb wendet man das fiir PDS entwickelte Verfahren auf jeden Teilauto-
maten eines M-Automaten einzeln an. Man betrachtet die Regeln also nicht nur fiir den
Startzustand s®, sondern fiir jeden Anfangszustand eines der Teilautomaten s € S.. Die
einzige Ausnahme bilden Konfigurationen, die durch Erzeugung eines neuen Stacks aus
einer Vorgingerkonfiguration hervorgehen. Hierbei miissen zwei benachbarte Teilautomaten
betrachtet werden. Wenn durch Anwendung der (SPAWN) Regel eine Transition (sy, v, §)
hinzugefiigt wird, kann der Automat auch Konfigurationen vy pywws akzeptieren, wobei vy
von s° nach s und wvy von s ausgehend akzeptiert werden muss. Da nach Voraussetzung
Transitionen (s, 79, 5), (55,7, §) und (8, #, 5) existieren, erkennt der Automat also py#p7y
von s nach 5 und durchlduft dabei zwei benachbarte Teilautomaten. Der Automat akzeptiert
insgesamt also auch ¢ py#pyce. Da aber eine entsprechende Regel im PDS vorhanden ist,
kann c1pyco zu ¢y py#p7y transformiert werden und ist damit Vorgéngerkonfiguration einer
Konfiguration die schon erkannt wird. Man kann formal beweisen, dass:

Satz 2.27. Fiir eine reguliire Menge C C Con f von Konfiguration eines DPN M, gegeben
durch einen M-Automaten A, beschreibt der durch den Saturierungsalgorithmus berechnete
Automat A* die Menge PRE*(C)), also gilt L(A*) = PRE*(C).

Abbildung 2.11 zeigt den Automaten der durch Saturierung des in Abbildung 2.10 betrachte-
ten Automaten entsteht.

€main,; N1, N2, N3, T4, N5, Tmain,
€rec; T8, 07, 8 Trecs
€gpawns Tspawn
€main, 11, N2, N3, 14, N5, Tmain,
€rec; 116, 7,78, Trecs

e r €main, U1, 2, N3, T4, N5, Tmain,
p spawns I spawn
P 88 s €rec, 16, N7, N85 'recs

€spawn) "'spawn

€main; 11, N3, N4, N5,
76, V7, 18, Erec

€main, 1, M2, N3; T4, N5, Tmain,
€rec) 16, V7, 1085 Trecy
# €spawn) spawn
p €main; N1, 102, N3, N4y N5y Tmainy
€rec; 16, 17, 185 Trecy
€spawn Tspawn

#

@

Abbildung 2.11: Automat, der durch Saturierung des in Abbildung 2.10 betrachteten Automaten
entsteht
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Wir haben also zumindest einen Teil der fiir WPDS untersuchten Ergebnisse auch fiir DPN.
Im nun folgenden Hauptteil dieser Arbeit werden wir uns damit beschéftigen, ob auch
die weiteren fiir WPDS untersuchten Techniken und Ergebnisse auf DPN {iibertragbar sind.

Damit wire eine Ausweitung der Analysefihigkeiten der WPDS auf parallele Programme
moglich.
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KAPITEL 3

Analyse gewichteter dynamischer Pushdown-Netzwerke

In diesem Kapitel wollen wir nun gewichtete dynamische Push-Down-Netzwerke untersu-
chen. Dazu bauen wir auf den in Kapitel 2 vorgestellten Grundlagen auf. Unsere anfdnglichen
Uberlegungen basieren auf den in [RSIMO5] eingefiihrten WPDS. In Abschnitt 3.1 iiber-
tragen wir die Problemstellung fiir WPDS auf DPN und untersuchen die Beobachtungen
fiir Popsequenzen von PDS im Rahmen von DPN. Dabei fiithren wir eine benétigte neue
Darstellung von Pfaden als Bdume ein. Im Anschluss daran charakterisieren wir in Abschnitt
3.2 die Klassen von Popsequenzen und zeigen, dass wir mit ihnen die fiir die Analyse inter-
essanten Ubergiinge darstellen konnen. Anders als bei der Betrachtung von PDS greifen wir
dabei nicht auf eine Grammatik zuriick, sondern verwenden ein System von Ungleichungen
zur Beschreibung der Mengen. In Abschnitt 3.3 wird dann, analog zum Ubergang von der
Grammatik zur abstrakten Grammatik fiir WPDS, mit Hilfe abstrakter Interpretation vom
Ungleichungssystem fiir die Popsequenzen zu einem Ungleichungssystem der zugehorigen
Gewichte iibergegangen. Um der neuen Struktur der Pfade als Baume Rechnung zu tragen,
miissen dabei die verwendeten Gewichte, gegeniiber den Gewichten fiir WPDS, erweitert
werden.

3.1 Ansatz

Analog zu der Betrachtung bei WPDS wollen wir nun fiir DPN eine Aussage iiber die Pfade
von einer beliebigen Konfiguration ¢ zu einer Konfiguration in einer gegebenen regulidren
Menge C' machen. Um auch hier bestimmte Informationen berechnen zu kénnen, wird
jede Transitionsregel des DPN mit einem Gewicht bestiickt. Da die Pfade eines DPN die
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gleiche sequentielle Struktur haben, wie die Pfade eines PDS, behalten wir die Struktur
eines Halbrings zur Beschreibung der Gewichte bei. Man kann dann analog zur Definition
bei WPDS das Gesamtgewicht eines Pfades als die sequentielle Verkniipfung der Gewichte
der auf ihm durchlaufenen Transitionen definieren. Dann interessiert man sich fiir die
Kombination der Gewichte aller Pfade die von c aus eine Konfiguration in C' erreichen. Das
zu 16sende Problem ist dann:

Definition 3.1. Sei S = (D, ®,®,0, 1) ein beschrinkter idempotenter Halbring und f :
A — D eine Funktion die jeder Regel des Push-Down Netzwerkes ein Gewicht aus dem
Halbring zuweist, sowie C' C Conf eine reguldre Menge von Konfigurationen.

e Die Menge der erreichenden Pfade fiir eine Konfiguration ¢ € Con f ist dann

Paths(c,C) = {p € Paths | ¢ £~ éfiirein & € C}.

e Das Gewicht a(p) € D eines Pfades p € Paths, sei

a(p):{1 firp=1
a(p) © f(r) fir p = p; [r]

Fiir eine Menge M C Paths von Pfaden gelte (M) = @{a(p) | p € M}.

e Das “generalized pushdown predecessor problem” besteht dann darin, den Wert
0(c) = a(Paths(c,C))

zu berechnen.

Der Ansatz bei WPDS ist, die erreichenden Pfade, fiir eine Konfiguration c und eine Menge
C von Zielkonfigurationen, beschrieben durch einen P-Automaten A, eines PDS P, in
akzeptierende Pfade der Konfiguration in einem erweiterten PDS PA einzubetten. Das erwei-
terte PDS simuliert dabei zusitzlich zum Verhalten des urspriinglichen PDS, das Verhalten
des Automaten A. Die akzeptierenden Pfade zeichnen sich durch das Leeren des Stacks der
betrachteten Konfiguration aus. Daraus kann man auf eine Aufteilung der Pfade in Popse-
quenzen schliefen, die jeweils ein Symbol vom Stack entfernen. Diese Aufteilung wirkt sich
auch auf die eingebetteten erreichenden Pfade aus, und man kann durch eine Beschreibung
der Popsequenzen auch die erreichenden Pfade beschreiben. Fiir die Popsequenzen gilt
zudem eine Einteilung in Klassen, die in direktem Zusammenhang mit der Konstruktion
eines saturierten Automaten, zur Beschreibung der Menge der Vorgidngerkonfigurationen,
von C' stehen.

Eine direkte Ubertragung dieses Ansatzes auf ein DPN M ist nun nicht mdglich, da man
kein DPN konstruieren kann, dass zusitzlich das Verhalten eines gegebenen M-Automaten
simuliert. Dies liegt darin begriindet, dass ein M-Automat Konfigurationen bestehend aus
mehreren Stacks durch Erreichen eines Zustands akzeptieren kann. Ein DPN kann jedoch
einmal erzeugte Stacks nicht wieder entfernen. Deshalb existiert keine DPN-Regel die das
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Verhalten eines M-Automaten beschreibt, wenn dieser einen Stack der Konfiguration erkannt
hat und dann in einem gewissen Zustand mit dem Erkennen des néchsten Stacks beginnt.

Betrachten wir deshalb nochmal genauer ein PDS P = (P,I',A) und eine regulire
Menge von Konfigurationen C' C Conf, beschrieben durch den P-Automaten A =
(S,%,9,s°, F).

Wie in Abschnitt 2.2 erwihnt kann man eine Popsequenz in dem erweiterten PDS PA fiir
ein Symbol ~y von einem Zustand s in einen Zustand s, also einen Pfad p mit sy P 5, in
zwei Phasen aufteilen. Die erste Phase enthélt dabei nur Transitionen des urspriinglichen
PDS und die zweite Phase nur Transitionen, die den Automaten simulieren. Man kann dann
drei Typen von Popsequenzen unterscheiden.

Fiir den ersten Typ besteht die Popsequenz nur aus Transitionen des urspriinglichen PDS.
Es gilt also schon s LV[) 5 im urspriinglichen PDS P. Dann handelt es sich auch bei
den Zustinden s, § um Kontrollzustinde von P. Da im betrachteten P-Automaten A die
mit den Kontrollzustdnden beschrifteten Kanten §44s von Startzustand s° zu den mit den
Kontrollzustidnden bezeichneten Zustéinden des Automaten existieren, kann man insgesamt
sagen, dass eine Popsequenz dieses Typs, die Konfiguration s in eine Konfiguration iiber-
fiihrt, die in A von einem Lauf von s® nach 5§ erkannt wird. Dieser Lauf besteht nur aus
der Kante (s, 8, §) € dstate- Umgekehrt kann aus jedem Paar von Pfad und Lauf, die diese
Eigenschaften erfiillen, eine Popsequenz konstruiert werden.

Der zweite Typ von Popsequenzen beginnt in einem Zustand s € P und enthélt dann eine,
moglicherweise auch leere, Folge von Transitionen des PDS P, und Folge von Transitionen
die den Automaten A simulieren. Betrachtet man dann nur die Transitionen des urspriing-
lichen PDS, erhilt man einen Pfad p der die Konfiguration s+ in eine Konfiguration pw,
mit p € P,w € I'", iiberfiihrt. Fiir den leeren Pfad gilt pio = sv. Der zweite Teil der
Popsequenz simuliert nun einen Lauf in A, der den Stack w der erreichten Konfiguration
vom Zustand p zum Zustand § erkennt. Da dabei mindestens eine Transition des Automaten
durchlaufen wird, ist 5 ein Zustand des Automaten, der nicht gleichzeitig Kontrollzustand
des PDS ist, da keine Kanten in 64,0, €xXistieren, die zu Zustidnden in P fithren. Da der
Automat wiederum eine Kante (s,p, p) € dstate enthilt, kann man insgesamt sagen, das die
Popsequenz die Konfiguration s+ in eine Konfiguration iiberfiihrt, die in .4 von einem Lauf
von s nach 5 erkannt wird. Umgekehrt kann man aus jedem Paar von Pfad und Lauf, die
diese Eigenschaften erfiillen, eine Popsequenz konstruieren.

Fiir die ersten beiden Type kann man also insgesamt sagen, dass eine Popsequenz fiir ein
Symbol v von einem Zustand p € P zu einem Zustand § € S genau dann existiert, wenn ein
Pfad p im PDS P und eine Konfiguration ¢ existieren, mit py —— & und Runs A(s%,¢,5) #

0.

Fiir den dritten Typ von Popsequenzen gilt s € S\ P und eine Sequenz besteht dann nur aus
einer Transitionen, die den Automaten A simuliert. Der zum urspriinglichen PDS gehorende
Teilpfad ist hier mit dem leeren Pfad [] beschrieben. Dieser kann jedoch, streng genommen,
auf der Konfiguration sy nicht ausgefiihrt werden, da s ¢ P. Daher miissen wir fiir diesen
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Fall eine getrennte Beschreibung einer Popsequenz angeben. Eine Popsequenz vom dritten
Typ existiert genau dann, wenn im Automaten A eine Kante (s, y, §) existiert.

Mit dieser Beschreibung von Popsequenzen durch Pfade im PDS und Liufe im Automaten,
unabhingig vom erweiterten PDS PA, betrachten wir dann ein DPN M = (P, T, A) und
eine reguldre Menge von Konfigurationen C' C C'on f, beschrieben durch den M-Automaten
A=(5,%,0,s°F).

Sei dann p; ein Pfad des DPN, so dass fiir die Konfiguration py;, mit p € P,y € T’
eine Konfiguration vp, mit v € (PI™*#)*, existiert mit p~y; LNy vp und es existiert ein
Zustand 5, € S, so dass ein Lauf in A existiert, der vp von s° nach 5, erkennt. Es gilt
also Runs 4(s®, vp, §p) # (. Wenn wir eine analoge Definition von Popsequenzen fiir DPN,
wie fiir PDS, annehmen, handelt es sich also um eine Popsequenz vom ersten Typ. Da in
einem M-Automaten nur Kanten in d 4. mit Kontrollzustinden bezeichnet sind, besteht
der Lauf fiir op aus einem Teillauf, der © von s® nach 5 erkennt und der Kante (5, p, 5,).
Betrachte einen zweiten Pfad ps des DPN, so dass fiir die Konfiguration pys, mit v5 € T’
eine Konfiguration ¢, mit ¢ € PT™*(# PI'*)*, existiert mit py, 2, \ ¢ und es existiert ein
Zustand § € F, so dass ein Lauf in A existiert, der ¢ von § nach § erkennt. Es gilt also
Runs(3,¢,8) # (). Wenn wir eine analoge Definition von Popsequenzen fiir DPN, wie fiir
PDS, annehmen, handelt es sich also um eine Popsequenz vom zweiten Typ.

Verkniipft man nun die beiden Pfade, erhilt man, nach Definition der Ubergangsrelation
fiir DPN, einen Pfad p1; po fiir den pvy17y2 LB be gilt. Da nach Voraussetzung Liufe in
A existieren, die v von s° nach 5 und ¢ von § nach § erkennen, existiert auch ein Lauf der
ve von s® nach § erkennt. Da § € F' handelt es sich um einen akzeptierenden Lauf und es
gilt v¢ € C. Damit handelt es sich bei dem Pfad p;; p2 um einen erreichenden Pfad fiir
die Konfiguration py;v2. Man kann also aus den Popsequenzen einen erreichenden Pfad
konstruieren. Umgekehrt kann man bei dieser Definition jedoch nicht jeden erreichenden
Pfad durch solche Popsequenzen beschreiben. Betrachten wir dazu die in Abbildung 3.1
dargestellte Situation.

[p]m]s] [p]w][#][»]n] [p[u[#]p] w1 x|
PL
[ o [p[w] [eIn[#] ¢ ] [2 ] [z]%
P2
(s [ ] [o ] =]

Abbildung 3.1: Beispiele fiir zwei Pfade von p~y; v, nach v¢, die die gleichen Popsequenzen ausfiih-
ren, und die zugehorige Darstellung als Baum.

Bei einer analogen Definition einer Popsequenz vom ersten und zweiten Typ fiir DPN,
enthalten die Pfade neben den Anweisungen, die auf dem anfinglichen Stack ausgefiihrt
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werden, um auf diesem ein Symbol zu bearbeiten, auch Anweisungen, die auf den dabei
neu erzeugten Stacks ausgefiihrt werden. Da die einzelnen Stacks unabhéngig voneinander
Operationen ausfiithren konnen, konnen die parallel ausgefiihrten Anweisungen an beliebiger
Stelle zwischen den Anweisungen auf dem anfinglichen Stack auftreten. Betrachtet man nun
eine Verkettung von Popsequenzen, treten die parallel ausgefiihrten Anweisungen der ersten
Popsequenz jedoch nur im Teil der Ausfithrung auf den anfinglichen Stack auf, Abbildung
3.1a, der zur ersten Popsequenz gehort. Ein erreichender Pfad, in dem diese Anweisungen
erst parallel zur zweiten Popsequenz, Abbildung 3.1b, ausgefiihrt werden, kann so durch
Verkettung der Sequenzen nicht konstruiert werden.

Die Darstellung der Popsequenzen als Pfade fiihrt also dazu, dass wir nicht mehr alle
erreichenden Pfade betrachten konnen. Da das Problem in dem Einfiigen parallel ausgefiihrter
Anweisung in den Programmablauf liegt, abstrahieren wir von einer Betrachtung von Pfaden
in denen die Anweisungen der Stacks gemischt ausgefiihrt werden und betrachten Béume,
in denen jeder Knoten fiir eine Anweisung steht und jede Verzweigung des Baumes steht
fiir die Aufspaltung des Kontrollflusses in zwei parallel ablaufende Fliisse. Wir ordnen also
jedem Stack seinen eigenen Ausfiihrungszweig zu, Abbildung 3.1c. Jeder Baum beschreibt
dann eine Menge von Pfade, die durch eine Mischung der folgenden Anweisungen an jeder
Verzweigung entstehen.

Definition 3.2. Ein Baum 7 sei rekursiv wie folgt definiert, dabei sei Trees, die Menge
aller Baume:

1. 7=
2. 7=[r](7) mit T € Trees, r € Ay
3. 7=1[r](7,7) mit 7,7 € Treesund r € Ay

Wir definieren rekursiv einen Konkatenationsoperator ;, der zu zwei beliebigen Bdumen
71,79 € Treesp, einen zusammengesetzten Baum 71 ; 7 liefert. Es gilt:

T fir m = H
1372 = Q [r](71;72) fir 7 = [r](71)

[T](fl,’fl;’rg) fiirﬁ:[r](ﬂ,ﬂ)

Der definierte Konkatenationsoperator hingt den zu konkatenierenden Baum an den duf3ers-
ten rechten Ast des bestehenden Baumes. Durch Konkatenation zweier Baume verlidngert
man also die Ausfithrung auf dem anfiinglichen Stack, die durch den duBersten rechten
Ast dargestellt wird. Anweisungen fiir neu erzeugte Stacks liegen auf einem nach links
abzweigenden Ast.

Da nun Konfigurationen eines DPN aus mehreren Stacks bestehen konnen ist die Darstellung
einer gesamten Ausfithrung auf einer solchen Konfiguration problematisch. Parallel laufende
Prozesse sollten ihren eigenen Ast im gesamten Baum haben. Deshalb benutzen wird das
Konzept einer Hecke:
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Definition 3.3. Eine Hecke o ist ein Tupel o = (71, ..., 7,) von Biaumen 7; € T'rees fur
i € {1,...,n} und n € N. Eine Hecke besteht immer mindestens aus einem Baum, da
auch Konfigurationen immer mindestens aus einem Stack bestehen. Mit Hedges ¢ sei die
Menge aller Hecken bezeichnet. Zusiitzlich sei Hedgesh, = {(t) | 7 € Treesp} die
Menge der einstelligen Hecken, diese kann mit der Menge der Baume identifiziert werden
und spielt daher bei der Betrachtung von einfachen Stacks ein hervorgehobene Rolle. Wenn
im folgenden von Bdumen die Rede ist, sei damit immer eine einstellige Hecke gemeint.

Wir definieren einen Konkatenationsoperator ;, der zu einer beliebigen Hecke o1 =
(T1,...,Tn) € Hedgesq beliebiger Stelligkeit und einem beliebigen Baum o9 = (1) €
H edges}w eine zusammengesetzte Hecke

01,02 = (T1, ..., Tn;T)

liefert. Analog definieren wir einen zweiten Konkatenationsoperator >, der in der gleichen
Situation eine zusammengesetzte Hecke

o1>09 = (T1,...,Tp, T)

liefert. Fiir Mengen My C Hedgesa und Ms C H edges}vl von Hecken gelte dann
Ml;MQ = {0'1;0'2 | o; € Mz} und My > My = {0’1 > o9 ‘ o; € Mz}

Fiir zwei Konfigurationen ¢,¢ € Conf und eine Hecke 0 € Hedgesp, gelte dann die
Ubergangsrelation ¢ == ¢:

1. firo = (11,...,7,), wenn ¢ = pywi# . .. #ppwy und ¢ = G # . . . #cp, fir p;w; €
PT* und & € PT*(#PT*)*, mit pw; 2 0 & fiird € {1,...,n}.

2. firo = ([]), wenn ¢ = pw = ¢mitp € Pund w € T'*.

3. fiir o = ([r](7)) mitr = py — pw € Ay, w € T*, || € {0,1,2}!, 7 € Treesp,
wenn ¢ = pyw, fiir ein w € I'*, und es gilt pww gM C.

4. fir o = ([r](7,7)) mit r = py — pY#pY € Ao, 7,7 € Treespq, wenn ¢ = pyw,
fiir ein w € [*, und & = é#¢, mit &,é € PT*(#PT*)*, und pjw ~5 o , sowie
B
pY =—>M C.

Eine Hecke enthilt dann zu jedem anfidnglichen Stack einer Konfiguration einen Baum. Die
Ubergangsrelation fiir Hecken ist dementsprechend so definiert, dass jeder dieser Biume
seinen eigenen Beitrag zum erreichen der Zielkonfiguration leisten muss. Der Ubergang fiir
einzelne Stacks ist dann auf Basis der in den Knoten des Baumes vermerkten Transitionen
definiert. Bei einer Verzweigung der Biume wird fiir den neu erzeugten Stack ein eigener
Baum ausgefiihrt.

0 firw =€

'Die Linge eines Wortes w ist dabei definiert als |w| = { = _ ) .
|@| +1 mitfir w = WA
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Der erste Konkatenationsoperator entspricht dem Konkatenationsoperator fiir Baume, wobei
nur der letzte Baum der Hecke beachtet wird. Der zweiten Operator fiigt den angehéingten
Baum als neuen letzten Baum in die Hecke ein. Mit Hilfe dieser Operatoren, kann man dann
eine Hecke als Konkatenation von Bdaumen darstellen.

Mit dieser Definition von Hecken und Bédumen kdnnen wir nun, analog zu WPDS die Klasse
der Popsequenzen, der beteiligte Pfad hat jetzt die Form eines Baumes, fiir ein Symbol
von einem Zustand s zu einem Zustand s definieren.

Definition 3.4. Fiir 5,5 € S,y € I sei

4
{(T>€Hedgesl\p’yg>é, firs =5, € 5,,5€S.,pe P
fiir ein ¢ € PI™ (#PI'™)*,

L(s,7,5) = ¢ mit Runs(5,¢,5) # 0}
{{} fiir s ¢ Sp, (5,7,5) € dstack
0 sonst

die Menge der Popsequenzen fiir v von s nach s.

Die Popsequenzen werden also mit den in ihnen ausgefiihrten Baumen identifiziert. Bei
der Bezeichnung eines Baumes als Popsequenz aus einer Klasse fiir v von s nach s wird
also impliziert, dass ein passender Lauf existiert, der die erreichte Konfiguration erkennt. In
Abschnitt 3.2 werden wir zeigen, dass wir mit Hilfe dieser Klassen von Popsequenzen die
Menge der erreichenden Hecken beschreiben konnen. Diese definieren wir als:

Definition 3.5. Zu einer Konfiguration ¢ € C'on f und einer Menge von Konfigurationen
C C Conf definieren wir die Menge der erreichenden Hecken:

Hedges(c,C) = {o € Hedges | c == ¢ fiirein¢ € C}.

Um zu zeigen, dass wir durch Untersuchung der erreichenden Hecken auch die urspriinglich
zu untersuchende Menge der erreichenden Pfade betrachten kénnen, definieren wir zu einer
Hecke die Menge der Pfade die durch diese charakterisiert werden. Dazu benétigen wir eine
Konstruktion, die zu zwei bestehenden Pfade die Menge der Pfade liefert, die durch eine
parallel Abarbeitung, auch Interleaving, entstehen konnen.

Definition 3.6. Wir definieren einen Interleavingoperator ||, der zu zwei beliebigen Pfaden
p1, p2 € Paths rekursiv die Menge der interleavten Pfade p; || p2 liefert. Es gelte:

{p2} fiir p1 = |]
p1ll p2 = ¢ {p1} fiir py = ||
[r1]; (p1 || p2) U lral; (p1 || p2) i p1 = [r1]; p1, p2 = [r2]; p2

Fiir Mengen M7, My C Paths von Pfaden gelte My || My = J{p1 || p2 | p1 € My, p2 €
My}
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Aus der Definition der Menge der interleavten Pfade ergeben sich einige niitzliche Eigen-
schaften fiir die weiteren Betrachtungen.

Korollar 3.7. Fiir den Operator || gilt:

1. || distributiert iiber U. Es gilt also (M1 U M) || M3 = (M, || M3) U (M2 || Ms). ||
ist sogar universell distributiv.

2. || ist kommutativ. Es gilt also p1 || p2 = p2 || p1 fiir p1, p2 € Paths. Und dann auch
M1 || M2 = M2 H leﬂr Ml,MQ g Paths.

3. || ist assoziativ. Es gilt also p1 || (p2 || p3) = (p1 || p2) || ps3 fiir p1, p2, p3s € Paths.
Und dann auch My H (MQ ” M3) = (Ml H Mg) ” Ms fiir My, Ms, M3 C Paths.

4. Fiir p1,...,pn € Paths Pfade und i1, . . . , i, die Indizes der nichtleeren Pfade, das
heiit p;; = [ri,]; pi; fiir ri; € A, pi; € Paths, fiir j € {1,...,m}, und py, = || fiir
kd {i1,... i} gilt

m

j=1

UndﬁiirMengejz My, ..., M, C Pathsvon Pfadenund i1, ...,y die Indizes, so dass

M;; = [ri,); My, fiirri, € A, M;, C Paths, fiir j € {1,...,m}, und My, = {[|} fiir
k¢ {i1,... im} gilt
m ~
My oo | My = My ||| My, = sl (M ] M ] M)
j=1

Beweis. zu 1.: Folgt direkt aus der Definition von || fir Mengen von Pfaden.

zu 2.: Folgt durch Induktion iiber min(|p1], |p2|) aus der Definition?. Die Erweiterung fiir
Mengen folgt aus 1.

zu 3.: Folgt analog zu 2.

zu 4.: Folgt mit 2. und 3. aus Anwendung der Definition. Die Erweiterung fiir Mengen folgt
dann aus 1.

O

Damit konnen wir nun zu einer Hecke die Menge der Pfade definieren, die von dieser Hecke
dargestellt werden. Dabei werden die Pfade der einzelnen Baume einer Hecke, die parallel
auf ihren Stacks arbeiten, durch den Interleavingoperator miteinander kombiniert. Die Pfade
eines Baumes entstehen durch eine “preorder” Auflistung der an die Knoten annotierten
Regeln. Dabei wird bei einer Verzweigung statt einer Verkettung der Pfade der Aste die
Menge der Interleavings dieser angehingt. Die Anweisungen eines neu erzeugten Threads

0 fiir p = ||

’Die Linge |p| eines Pfades p ist dabei definiert als |p| = I .
L+|p| firp=[r];p
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werden also in den weiteren Programmablauf nach dem Zeitpunkt der Erzeugung beliebig
eingefiigt.

Definition 3.8. Wir definieren eine Funktion 1), die zu einer beliebigen Hecke o € Hedges
rekursiv die Menge der zugehorigen Pfade liefert. Es gilt:

SN o | 9((m)) firo = (. )
lw fir o = {[)
YO=1 )
| [

Der leere Baum beschreibt also nur den leeren Pfad. Der Baum bestehend aus einem Wurzel-
knoten und einem nachfolgenden Ast beschreibt also die Pfade, die mit der am Wurzelknoten
stehenden Regel beginnen, und anschlieBend durch einen beliebigen, durch den Ast be-
schriebenen, Pfad fortgesetzt werden. Dies entspricht also einer sequentiellen Ausfiihrung
der Regeln. Der Baum bestehend aus einem Wurzelknoten und zwei nachfolgenden Asten
beschreibt die Pfade, die mit der Regel des Wurzelknoten beginnen und dann durch ein
Interleaving der, durch die beiden Aste beschriebenen, Pfade fortgesetzt werden. Dies ent-
spricht der Idee, dass die zwei Aste zwei parallele Threads beschreiben, deren Anweisungen
interleavt ausgefiihrt werden.

Um den Ubergang zur Betrachtung von Hecken nun zu rechtfertigen, zeigen wir:

Satz 3.9. Fiir eine Konfiguration ¢ € Conf und eine Menge von Konfigurationen C' C
Conf gilt (Hedges(c,C)) = Paths(c,C).

Fiir den Beweis betrachten wir zunéchst einige Hilfsmittel. Bei der Betrachtung von Hecken
werden die Anweisungsfolgen eines jeden Stacks in einer Konfiguration getrennt betrachtet.
Um nun zu einem Pfad im DPN eine zugehorige Hecke zu erstellen, miissen wir die einzelnen
Anweisungen des Pfades den Teilen der Konfiguration zuordnen konnen, auf denen sie
ausgefiihrt werden. Dabei sollten fiir die Teilkonfigurationen Teilpfade entstehen, deren
Interleaving den urspriinglichen Pfad enthélt. Man kann zeigen, dass:

Lemma 3.10. Wenn c1# ... #c, —> émitcy, ..., cp,C € PT*(#PT*)*, dann existieren

Cly...,Cn € PT*(#PT*)* und p1,...,pn € Paths mit ¢ = &1# ... #¢, und ¢; L
firie{l,....n}Yundp€pi | ...| pn

Beweis. Induktion iiber die Lénge von p:

L |pl=0

Dann handelt es sich bei dem betrachteten Pfad um den leeren Pfad p = []. Wihle ¢; = ¢;
und p; = [] fiiri € {1...n}, dann folgt die Behauptung aus der Definition des Ubergangs
durch den leeren Pfad und der Tatsache, dass das Interleaving von leeren Pfaden nur den
leeren Pfad enthiilt.
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2. |p| >0

Dann enthélt der betrachtete Pfad mindestens eine Transition und hat also die Form
p = [r];p fir ein r € A und 5 € Paths. Nach Definition der Ubergiinge in einem

DPN gilt % ... #c, 02 G fiirr = py <> v € A, v € PT#PT U P U PT U PIT,
dann, wenn ¢; = v1pyve, mit vy € (PT*#)*, vy € (#PT*)*, fireini € {1,...,n} und
C1F . . . #FCi1FIV0aHCi1F - . FCn -, ¢ Dann existieren nach Induktionsvorausset-
zung fiir den echt kiirzeren Pfad p die Teilkonfigurationen ¢, . . ., &, € PT*(#PT'*)* und
Teilpfade fy, . .., pn € Pathsmit = &% ... #6, und ¢; —5 &, fiirj € {1,...,n},j #
i, und vivvy 25 G, sowie p € py || ... || pn. Wihlt man nun die gleichen Teilkonfi-
gurationen ¢y, ..., ¢, und dazu die Teilpfade p; = p; fur j € {1,...,n},j # i fur
die Teile die von der Regel r nicht betroffen sind, sowie den um diese Regel verlin-
gerten Teilpfad p; = [r]; p; fiir den betroffenen Teil. Dann gilt die Behauptung auch

fiir den Pfad p, denn c; R ¢; fir j € {1,...,n},j # i nach Induktionsvorausset-

zung und ¢; 4, & nach Definition des Ubergangs in DPN und Induktionvoraussetzung.
Desweiteren gilt nach Definition der interleavten Pfade und Induktionsvoraussetzung

p=[lpells(ull-- o) S ol pn
O
Umgekehrt kénnen wir auch zeigen, dass sogar jeder Pfad, der durch das Interleaving

von Teilpfaden, die jeweils eine Teilkonfiguration transformieren, entsteht, die gesamte
Konfiguration transformiert.

Lemma 3.11. Wenn ¢; 25 ¢ fiiri € {1,...,n}mitp; € Pathsundcy,...,cp,Cl,...,Cp €
PT*(#PT*)*, dann gilt c1# . . . #cn —2> @13 ... &, fiirallep € py || ... || pn.

Beweis. Induktion iiber die Summe der Léangen der p;:

L. Z?:l‘ﬂi’ =0

Bei allen betrachteten Pfade handelt es sich um den leeren Pfad. Nach Definition gilt
G LN ¢; dann, wenn ¢; = ¢; firi € {1,...n}. Fir die Menge der interleavten Pfade gilt
p1 |l ... || pn = {[]} und damit die Behauptung, denn nach Definition des Ubergangs in

DPN und der Voraussetzung gilt c1# . . . #cp, L C1# ... #cCy.

2. 3 ialpil >0
Es existiert also mindestens ein Pfad, der nicht leer ist und dessen erste Transition auf
einem interleavten Pfad als erstes ausgefiihrt werden kann. Seien dann 4y, ...,%,, die
Indizes der nichtleeren Pfade. Dann gilt, nach Korollar 3.7, p1 || ... || pn = pi; ||
el pive = Ui Iri)s oin |- | pig || - - |] i )- Dann gilt fiir einen beliebigen Pfad
p € p1l ... pnausder Menge der Interleavings, dass p = [r;, ]; pfiireink € {1,...,m}
undp € piy || oo | pi Il oo |l Pie =pP1 |l --- || P, || --- || pn- Der Pfad hat als erste
Transition also die erste Transition eines der nichtleeren Pfade und als Rest ein Interleaving
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aus den anderen Pfade sowie dem Rest des Pfades, dem die Transition entnommen wurde.
Uber den Pfad, aus dem die erste Transition entnommen wird, ist bekannt, dass er auf der
Teilkonfiguration ¢;, arbeitet. Sei alsor;, =py — v € A,v € PI#PIUPUPI'UPIT,
dann gilt ¢;, P, Ci,» Wenn ¢;, = vipyve, mit v; € (PI™#)*, v € (#PI'*)*, und

P _ . . .
VIVVy — ci,- Wenn man nun statt ¢;, die Teilkonfiguration vivvs und statt p;, den

Pfad p;, betrachtet, gilt nach Induktionsvoraussetzung fiir das Interleaving p, aus Pfaden

die in der Summe kiirzer sind, dass ci{# ... #vivveF ... #c, LN C1# ...#¢c,. Nach
Definition des Ubergangs in DPN und der Voraussetzung gilt dann auch c1# . .. #c, £,

C1# ... #cCp.
[

Diese Ergebnisse ermdglichen es nun in einem ersten Schritt zu zeigen, dass alle Pfade,
die durch einen Baum beschrieben werden, auf einem Stack die gleiche Transformation
ausfithren wie der Baum selbst.

Lemma 3.12. Sei (1) € Hedges' eine Hecke mit c RGN ¢, fiir c,¢ € PT*(#PT*)*, dann
gilt fiir alle Pfade p € ((1)), dass ¢ 2> ¢.

Beweis. Strukturelle Induktion iiber den Aufbau von 7:
1. 7=

Nach Definition gilt ¢ g ¢ dann, wenn ¢ = pw = ¢, fiirp € P,w € I'*. AuBBerdem gilt
Y((7)) = {[]} und damit die Behauptung, denn nach Definition gilt pw iR pw.

2. T =1r](7)
Nach Definition gilt ¢ g cfirr =py—pwe A, wel™ |w €{0,1,2},und T €
Trees dann, wenn ¢ = pyw, mit w € I'*, und pww g ¢. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt dann pow P, & fiir alle Pfade p € ¢((7)) die sich aus dem restlichen Baum ergeben.

Nach Definition des Ubergangs in DPN und der Voraussetzung gilt damit auch ¢ M c.Da
zudem ¢ ((1)) = v ({[r](T))) = [r]; ¥ ((T)) gilt, folgt die Behauptung.
3. T =1[r](7,7)

Nach Definition gilt ¢ g cfirr = py — py#py € Agsund 7,7 € Trees dann, wenn
¢ = pyw, mitw € T*, und & = &4, fiir &,é € PT*(#PT*)*, mit fw ~> & und
Dy g ¢. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann pjw —— ¢ fiir alle Pfade j € (7)),

die sich als Interleaving des rechten Teilbaums ergeben. Und py ., ¢ fiir alle Pfade
p € ¥((7)), die sich als Interleaving des linken Teilbaums ergeben. Nach Lemma 3.11

gilt dann py#pyw —- ¢ fiir alle 5 € ¢((7)) || ¥((7)). Nach Definition des Ubergangs in
DPN und der Voraussetzung gilt damit auch ¢ "% & Da zudem (1)) = Y({([r](7,7))) =
[r]; (W ((T)) || ¥((7))) gilt, folgt die Behauptung.
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O]

Im néchsten Schritt erweitern wir dies auf Hecken die auf einer Konfiguration mit beliebig
vielen Stacks arbeitet.

Lemma 3.13. Sei 0 = (r1,...,7,) € Hedges eine Hecke mit ¢ == ¢, fiir c,¢ €
PT*(#PT™*)*, dann gilt fiir alle Pfade p € 1)(0), dass c LG

Beweis. Nach Definition gilt ¢ =2 ¢, wenn ¢ = PLWLFE . . . FEPpWy, Mit p;w; € PI', und
¢ = C1# ... #acp, fir ¢; € PT*(#PT)*, mit p;w; g ¢;. Nach Lemma 3.12 folgt dann
aber schon p;w; Pi, & fiir alle pi € ¥(({7;)) und somit nach Lemma 3.11 auch ¢ L, ¢ fir

alle p € Y((r)) || - | v({mn)) = P(0). m

Wir stellen also fest, dass jeder Pfad, der durch eine erreichenden Hecke beschrieben wird,
ein erreichender Pfad ist. Damit wire eine Inklusionsrichtung des Beweises von Satz 3.9
bewiesen. Fiir die andere Richtung betrachten wir nun im ersten Schritt einen Pfad auf einem
Stack und konstruieren dazu einen Baum der die gleiche Transformation durchfiihrt und
zusitzlich den Pfad beschreibt.

Lemma 3.14. Sei p € Paths ein Pfad mit pw NS fiir pw € PI'*, ¢ € PT*(#PI'*)%,

dann existiert ein Baum (1) € Hedges!' mit p € (1)) und pw Q C.

Beweis. Induktion iiber die Linge von p:

L [p[=0
Der betrachtete Pfad ist also der leere Pfad p = []. Nach Definition gilt pw 2, & dann,
wenn ¢ = pw. Wihle (1) = ([]), dann gilt pw A7 Zund p e P((T)).

2. |p| >0

Dann enthilt der betrachtete Pfad mindestens eine Transition und lésst sich als p = [r]; p,
mit r € A, p € Paths, schreiben. Unterscheide dann zwei Fille:

1. Fall: r € A4
Nach Definition gilt pw - ¢ fir r = py — pw, w € [*, |lw| € {0,1,2}, wenn
w = yw, fir w € I'* und pww 2., . Dann existiert nach Induktionsvoraussetzung fiir
den kiirzeren Pfad p ein Baum (7) € Hedges' mit piow A7 Zund p € Y((T)). Wihle
dann (7) = ([r](7)). Nach Definition des Ubergangs fiir Hecken und der Voraussetzung
gilt dann pw = Zund p € (1) = [r]; $((7)).

2.Fall: r € Ay
Nach Definition gilt pw L, Efiirr = Py — pY#pYy, wenn w = ~yw, fir w € I'*, und
PYHPYW ", & Nach Lemma 3.10 existieren dann Pfade p, p € Paths und Teilkon-
figurationen ¢, ¢ € PT™*(#PT™*)* mit pyw %, ¢und Py P, ¢ Dabei giltpep|p
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und ¢ = ¢#¢. Dann existieren nach Induktionsvoraussetzung fiir diese Teilpfade Baume

(#),(F) € Hedges' mit 57 > & und 5 € $((7)), sowie py ~> & und p € P((#)).
Wihle dann (1) = ([r](, 7)). Nach Definition des Ubergangs fiir Hecken und der Vor-

aussetzung gilt dann pw A7 & und p € Y((r)) =[r]; (7)) || L({T))).
]

Auch hier erweitern wir dieses Ergebnis nun auf die Konstruktion einer Hecke, die einen
Pfad auf einer Konfiguration mit beliebig vielen Stacks nachahmt und diesen zusétzlich
beschreibt.

Lemma 3.15. Sei p € Paths ein Pfad mit ¢ L6 c = PLWIFH . . . FEDpWy, P;w; €
PT* G € PT*(#PT*)*, dann existiert eine Hecke o € Hedges mit p € 1(0) und ¢ == ¢

Beweis. Nach Lemma 3.10 existieren Pfade pi,...,p, € Paths und ¢1,...,¢, €

PT*(#PT*)* mit pjw; 25 & und ¢ = G# ... #¢y, sowie p € p1 || ... || pn. Nach
Lemma 3.14 existieren dann aber Biume (71), ..., (1,) € Hedges" fiir die einzelnen Pfade

mit p;w; Ll; ¢ und p; € ¥({r;)). Dann gilt fiir o = (74,...,7,) nach Definition des
Ubergangs fiir Hecken auch ¢ == ¢und p € o(0) = ({(m0)) || ... || ¥({mn)). O

Wir haben also gezeigt, dass man fiir jeden erreichenden Pfad eine erreichende Hecke
konstruieren kann, die diesen Pfad beschreibt. Der Beweis von Satz 3.9 gestaltet sich dann
wie folgt:

Beweis. zu Satz 3.9. Zeige C und O getrennt:

@ <
Sei o € Hedges(c,C) und p € (o), dann existiert ¢ € C mit ¢ == ¢. Nach Lemma 3.13
folgt ¢ —*~ ¢ und damit p € Paths(c, C).

(i) 2
Sei p € Paths(c,C) dann existiert ¢ € C mit ¢ 2, & Nach Lemma 3.15 existiert

dann o mit ¢ == ¢, also 0 € Hedges(c,C), und p € (o). Damit gilt dann aber auch
p € Y(Hedges(c,C)).

O]

Man kann also durch die Menge der erreichenden Hecken zu einer Konfiguration ¢ und
einer Menge von Konfigurationen C' auch die Menge der erreichenden Pfade beschreiben.
Daher kénnen wir uns nun der Beschreibung der erreichenden Hecken durch die Klassen
von Popsequenzen zuwenden. Wir beweisen dazu in einem ersten Schritt, dass zwischen den
Klassen der Popsequenzen und den Transitionen des, durch den Algorithmus in Definition
2.26 aus dem Automaten A berechneten, Automaten A* = (S, %, 6, s°, F') ein analoger
Zusammenhang wie bei WPDS besteht.
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Lemma 3.16. Seien s,5 € S,, v € T, dann gilt (s,7,5) € Sstack genau dann, wenn

L(s,~,5) # 0.

Die Menge der Transitionen im saturierten Automaten beschreibt genau die Menge der nicht
leeren Klassen von Popsequenzen. Dieses Ergebnis erlaubt es dann, sich bei den im néchsten
Abschnitt folgenden Aussagen, auf diese Klassen von Popsequenzen zu konzentrieren.

Fiir den Beweis betrachtet man zunéchst eine Reihe von weiteren Hilfslemmata. Als erstes
stellt man fest, dass man bei einem gegebenen Baum, der auf einem Stack eine gewisse
Transformation durchfiihrt, diesen Stack nach unten beliebig vergrofern kann und diese neuen
Stackelemente durch den Baum nicht verdndert werden. Dies ermoglicht es Transformationen
mit bestimmten Eigenschaften, die ein bestimmtes Aussehen der obersten Stackelemente
voraussetzen, auf beliebige Stacks anzuwenden, wobei lediglich die obersten Stackelemente
die Voraussetzung erfiillen miissen.

Lemma 3.17. Sei pw € PT* ¢ € PT*(#PT*)* und (1) € Hedges', dann gilt pw g ¢

genau dann, wenn pww g cw fiir alle w € T*

Beweis. Zeige < und = getrennt:
1) =
Fiir w = € folgt die Behauptung.
(i) =
Strukturelle Induktion iiber den Aufbau von 7:

1. 7=

Nach Definition gilt pw g ¢ dann, wenn ¢ = pw. Dann gilt aber auch schon die
Behauptung, denn dann gilt auch cw = pww.
2. 7 =[r|(7)
Nach Definition gilt pw g cfirr =py — pw € Ay, w € ', |w| € {0,1,2}, dann,
wenn w = yw, fur w € I'*, und pww Q c. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann
DPWWW Q éw fiir alle w € I'*. Nach Definition des Ubergangs durch Biume gilt damit
auch pww <[L(%>) >
3. 7=[r|(7,7)

cw, denn pww = pyww.

Nach Definition gilt pw g ¢ firr = py — py#py € Ag dann, wenn w = Y,
mit & € T*, und ¢ = &4, fiir &, & € PT*(#PT*)*, mit 5% ~2 & sowie py ~> ¢&.
Nach Induktionsvoraussetzung gil’a dann fiir den rechten Teilbaum pyww Q cw fiir
alle w € I'*. Zusammen mit dem Ubergang durch den linken Teilbaum gilt dann nach
Definition des Ubergangs durch Biume auch pww <V]<:$f 2 cw, denn pww = YWW.

O]
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Als zweites betrachten wir die Auswirkungen der Konkatenation zweier Biume die auf einem
Stack arbeiten. Der erste Baum bearbeitet dabei den Stack zuerst und erzeugt gegebenenfalls
neue Stacks und fiihrt auf diesen Transformationen aus. Auch der Hauptstack wird in
einen neuen Zustand transformiert. Der zweite Baum arbeitet nur auf diesem Hauptstack
weiter, die Konkatenation verldngert den duf3ersten rechten Ast, und erzeugt gegebenfalls
wieder neue Stacks. Der Baum der aus dem Zusammenfiigen der beiden Teile entsteht
transformiert dann also den anfinglichen Stack in eine Konfiguration in der zuerst die
erzeugten Stacks des ersten Baums, dann die erzeugten Stacks der zweiten Baums und dann
der, erst vom ersten und dann vom zweiten Baum transformierte, Hauptstack stehen. Wenn
also die Transformationen zweier Bdume bekannt sind und sie so zusammenpassen, dass der
Hauptstack nach Bearbeitung der ersten Hecke die passende Gestalt fiir den zweiten Baum
hat, konnen wir die Auswirkungen des zusammengefiigten Baums beschreiben.

Lemma 3.18. Wenn pw g vpw, fiir pw € PT* v € (PT*#)*,pw € PI'*, (1) €

(T1);(12) _

Hedges', und pw g ¢, fiir ¢ € PU*(#PT*)*, (13) € Hedges", dann gilt pw " ==

S

Beweis. Strukturelle Induktion iiber den Aufbau von 7:
1. T — H

Nach Definition gilt pw g vpw dann, wenn ¥ = € und pw = pw. AuBerdem gilt
(11); (12) = (71; 72) = (72) Und damit pw <Tg2> ve.

2. 1 =[r](f1)
Nach Definition gilt pw ul} opw dann fiir r = py — pw € Ay, w € T'*, |w| € {0, 1,2},

wenn w = yw, fiir w € I'*, und pww :; vpw. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann

fiir den Teilbaum pww <TA> ? vé. Nach Voraussetzung und Definition des Ubergangs

durch Bdume gilt damit auch pw ([r) gﬂ)

([rl(71)); (r2) = (71); (72).

3. T = [T](f'l,f'l)

ve. Dies ist die Behauptung, da ([r](71;72)) =

Nach Definition gilt pw :; vpw dann fir r = py — PYFHPY € Ag, wenn w =

~yw, mit w € T'*, und pyw :ﬁ opw, mit v € (PT*#)*, sowie pw :i ¢ fir ¢ €

PT*(#PT)*, m1t U = ¢#v. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann fiir den rechten

<Tg>2> vé. Zusammen mit dem Ubergang durch den linken Teilbaum

folgt dann nach Definition insgesamt auch pw M(ﬁ:@m» vC, da v = ¢#0. Dies ist die
Behauptung, da ([r](71, T1;72)) = ([r](T1,71)); (12) = (11); (12).

Teilbaum pyw

O]

Als drittes betrachten wir verschiedene Phasen in der Ausfithrung eines Baums der einen
Stack mit mindestens einen Symbol in eine Konfiguration iiberfiihrt, in der noch mindestens
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ein Symbol auf dem Hauptstack liegt. Man die Ausfiihrung dann in verschiedenen Phase
aufteilen. In einer erste Phase werden nacheinander Symbole vom Hauptstack entfernt.
Wihrend dieser Phase kann der Stack zwischenzeitlich auch wachsen, am Ende liegen jedoch
weniger Symbole auf dem Stack. Dazu werden gegebenfalls auch neue Threads erzeugt.
Wenn dann irgendwann ein tiefster Punkt auf dem Stack erreicht ist, werden in der nichsten
Phase wieder Symbole auf den Stack gelegt. Dabei kann auch hier der Stack zwischendrin
wieder verkleinert werden, jedoch nie tiefer als der schon erreichte Tiefpunkt. Man kann den
anfanglichen Stack also in verschiedene Bereiche einteilen, die von den jeweiligen Phasen
betroffen sind. Der erste Teil wird von der Popphase komplett entfernt. Der zweite Teil
besteht aus einem einzelnen Symbol, das zum Tiefpunkt oben auf dem Stack liegt, und dann
in der Pushphase in eine grofere Konfiguration transformiert wird. Alle darunter liegenden
Symbole werden in keiner Phase der Ausfiihrung verdndert. Diese Aufteilung liefert das
folgende Lemma:

Lemma 3.19. Es gilt pyw g ey, mitp € P,y,5 € I',w € T*,(r) € Hedges',¢ €
PT*(#PT*)*, genau dann, wenn es existieren (11), (T2) € Hedges', mit (1) = (11); (12),
und v € (PT*#)*, ¢ € PT*(#PI'*)*, 54 € I, wi,wy € T*, v € I, mit yw = wyy1wy und

cy = UCYwa, sowie p1 € P, so dass pw g Up1 und p1v1 g cy.

Beweis. Zeige < und = getrennt:

@ =
Folgt direkt aus Lemma 3.18.

(i) <=
Zeige die Aussage durch Strukturelle Induktion iiber den Aufbau von 7. Abbildung 3.2
enthilt fiir die einzelnen wihrend der Induktion betrachten Fille eine veranschaulichende
Darstellung. Dabei ist auf der linken Seite jeweils die Ausgangssituation nach Anwendung
der Induktionsvoraussetzung dargestellt und auf der rechten Seite die daraus konstruierte

Einteilung der Phasen. Die einzelnen Bereiche der Konfiguration fiir die Phasen des Baumes,
sind durch Linien getrennt.

1. 7=

Dann gilt pyw g ¢y, wenn &y = pyw. Es finden keine Ubergiinge statt, demnach wird
kein Stacksymbol entfernt oder modifziert. Es werden auch keine neuen Stacks erzeugt.
Die Situation ist in Abbildung 3.2a dargestellt. Wihle (11) = (12) = ([]), v = €,¢ = p,
¥ =1, w; =€,we =w, p1 =P, Y1 =, dann gilt die Behauptung.
2. 7 =1[r](7)
Unterscheide drei Fille fiir r € A:
I.Fall: r=py—p
Es gilt pyw g ¢y, wenn pw g cy. Die erste Transition entfernt also das oberste
Stackelement. Die Situation ist in Abbildung 3.2b dargestellt. Da in der Zielkonfiguration
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noch mindestens ein Stacksymbol 7 existiert, gilt auch |w| > 0. Nach Induktionsvor-
aussetzung existieren dann fiir den restlichen Teilbaum eine Pop- und eine Pushphase
(1), (R2) € Hedges' mit (7) = (71);(R2) und ¥ € (PT*#)*, ¢ € PT*(#PT*)*,
e, w,we € T, pp € P, € I'mit w = w1y1%w2 und ¢y = 0¢ywe und
W1 :i Upy und p1y1 :; ¢y. Durch Erweiterung der Popphase des restlichen Teil-
baumes um die ausgefiihrte Transition, sowie hinzufiigen des durch die Transition
entfernten Symbols zum Wort der entfernten Symbole erhilt man die Aufteilung des
gesamten Baumes. Wihle dazu (11) = ([r|(71)), (12) = (T2), v = 0,¢ = ¢, 5 = 7,
wyp = YW, W = W2, P1 = P1, Y1 = 71, dann gilt die Behauptung.
2. Fall: r =py — py
Es gilt pyw g c7, wenn pyw g cy. Die erste Transition transformiert also nur das
oberste Stacksymbol. Nach Induktionsvoraussetzung existieren dann fiir den restlichen
Teilbaum eine Pop- und eine Pushphase (71), (72) € Hedges® mit (7) = (71); (72) und
€ (PT*#)*, ¢ € PT*(#PI*)*,y € I, wy, w2 € I'*,p1 € P,y € I' mit jw =

w11 We und ¢y = V¢Ywe und Py :g vp1 und p1y1 :g ¢y. Zur Bestimmung der Pop-
und Pushphasen fiir den gesamten Baum muss man dann zwei Fille unterscheiden:
i.Fall: |w1] =0
Es gilt w; = € und die Popphase ist der leere Baum, (71) = ([]), da auf dem leeren
Stack pw; keine Transition ausgefiihrt werden konnen. Damit gilt dann auch ¥ = ¢, da
in der Popphase keine neuen Stacks erzeugt werden konnen. Da die Pushphase also
direkt auf dem aktuellen Stack beginnt gilt we = w, p1 = p, 71 = 7. Die Situation
ist in Abbildung 3.2c¢ dargestellt. Da die erste Transition des gesamten Baumes das
oberste Stacksymbol nur verdndert und im folgenden keine Popphase stattfindet, stellt
diese zusammen mit der direkt folgenden Pushphase des Teilbaumes, die Pushphase
des gesamten Baumes dar. Die Popphase des gesamten Baumes bleibt der leere Baum.
Wihle also (1) = ([]), (r2) = ([r](T2)), ¥ = ¥ = €,¢ = ¢, da durch die Transition
in der verldngerten Pushphase keine zusitzlichen Stacks erzeugt werden, ¥ = 7,
w] = W1 = €, wy = weo. Zudem muss der Startpunkt der Pushphase p; = p, 71 = ~ auf
die Startbedingungen der ersten Transition geidndert werden. Dann gilt die Behauptung.
ii. Fall: || >0
Es gilt also w; = 4w, mit w € I'*, und demnach wird in der Popphase des folgenden
Teilbaums das gerade transformierte oberste Stacksymbol irgendwann entfernt. Die
Situation ist in Abbildung 3.2d dargestellt. Die Popphase des gesamten Baumes ergibt
sich dann durch Kombination der, zur Transformation angewandten ersten Transition,
und der Popphase des Teilbaumes. Die Pushphase des gesamten Baumes entspricht
der Pushphase des Teilbaums. Wihle also (11) = ([r](71)), (12) = (T2), 0 = v, da
durch die zusitzliche Transition in der Popphase keine Stacks erzeugt werden, ¢ = ¢,
¥ = %, w1 = ~yw, da die Popphase nun vor der ersten Transition, und damit auf dem
untransformierten obersten Stacksymbol, beginnt, we = w2, p1 = P1, 71 = 71. Dann
gilt die Behauptung.

3. Fall: r = py — py¥y
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Es gilt pyw g ¢y, wenn pyyw g cv. Die erste Transition transformiert das aktuelle

oberste Stackelement und legt ein zusitzliches Symbol auf den Stack. Nach Induktions-

voraussetzung existieren dann fiir den restlichen Teilbaum, der jetzt auf dem vergrofierten

Stack operiert, eine Pop- und eine Pushphase (1), (72) € Hedges! mit (7) = (71); (2)

und 0 € (PT*#)*, ¢ € PT*(#PT*)*,y € I, w1, w9 € T, p; € P, ¥ € I mit

FAw = @171 und 67 = U8By und Fib; % ¥p; und FrAn R &Y. Zur Bestim-

mung der Pop- und Pushphasen fiir den gesamten Baum muss man dann drei Fille

unterscheiden:

i. Fall: || =0
Es folgt w; = € und damit 74 = [|, da auf einem leeren Stack keine Transitionen
ausgefiihrt werden konnen. Es findet also keine Popphase statt und es startet direkt die
Pushphase. Desweiteren gilt dann auch ¥ = ¢, da in der Popphase keine Stacks erzeugt
werden, wo = Yw, da von der Pushphase nur das oberste Stackelement verdandert wird,
p1 = D, 71 = 7, da die Pushphase direkt in der aktuellen Konfiguration beginnt. Die
Situation ist in Abbildung 3.2e dargestellt. Die Popphase des gesamten Baumes ist
wiederum der leere Baum und die aktuelle Transition wird zur Pushphase gezihlt.
Diese startet dann direkt auf dem obersten Stacksymbol der Anfangskonfiguration
und wird dann mit der Pushphase des restlichen Baumes auf dem erhohten Stack
fortgesetzt. Die von der gesamten Pushphase erzeugte Konfiguration entspricht dann
der von der Pushphase des restlichen Baumes, aus dem neuen obersten Stacksymbol,
erzeugten Konfiguration und dem transformierten urspriinglichen Stacksymbol. Der
nicht angetastete Teil des Stacks beginnt unter diesem Symbol. Wihle also (1) =
(D (m2) = ([F](7R2)). 0 =0 =€,¢ =6V, 7 =4 w1 = b1 = €,wy = w,p1 = p,
1 = 7, dann gilt die Behauptung.

ii. Fall: |01 =1
In diesem Fall gilt w; = 4. Nur das gerade auf den Stack gelegte neue Stacksymbol
wird in der folgenden Popphase wieder entfernt. Die erste Transition bildet zusammen
mit der Popphase des restlichen Baums einen Pfad der auf der gleichen Ebene des Stacks
anfingt und endet. Es gilt also wy = w und 7; = 4. Von der Anfangskonfiguration
ausgehend wird dann durch die ersten Transition, in Kombination mit der Popphase des
Teilbaumes, nur das erste Symbol transformiert und es findet keine wirkliche Popphase
statt. Die Situation ist in Abbildung 3.2f dargestellt. Diese Kombination gehort also
zur Pushphase des kompletten Baumes und die Popphase bleibt leer. Wihle daher
(11) = ([]), (m2) = ([r](71;T2)), ¥ = €, da in der nun leeren Popphase keine Stacks
erzeugt werden, ¢ = ©¢, da die in der urspriinglichen Popphase erzeugten Stacks nun in
der Pushphase erzeugt werden, ¥ = ¥, w; = ¢, es gibt keine Popphase mehr, wo = 2,
p1 = p, 71 = 7, dann gilt die Behauptung.

iii. Fall: || > 1
Es folgt w; = 44w mit w € I'*. In der anschlieBenden Popphase des Teilbaums werden
also mehr Elemente vom Stack entfernt, als durch die erste Transition hinzugefiigt
wurden. Die Situation ist in Abbildung 3.2g dargestellt. Insgesamt zihlt die erste Tran-
sition damit zur Popphase des gesamten Baumes. Die Pushphase wird vom Teilbaum
tibernommen. Wihle also (71) = ([r](71)), (T2 = T2), ¥ = 0, da keine neuen Stacks in



der verldngerten Popphase erzeugt werden, ¢ = ¢, ¥ = ¥, w1 = YW, wy = Ws, p1 = P1,
7 = A1, dann gilt die Behauptung.

3. 7= [r)(#,7)

Dann gilt pyw g cy fiir r = py — pY#pY, wenn pyw g ¢¥y und pAy g ¢ mit
¢y = ¢#¢7. Die erste Transition erzeugt also einen neuen Stack, verhilt sich aber sonst wie
eine Regel die auf nur das oberste Stacksymbol austauscht. Nach Induktionsvoraussetzung
existieren dann fiir den rechten Teilbaum eine Pop- und eine Pushphase (71), (T2) €
Hedges!' mit (7) = (71); () und & € (PT*#)*, ¢ € PI*(#PT*)*, 5 € I, Wy, €
T*, 51 € P, 7 € T mit 5w = w5, und & = 5&5, und fiy ~2 o, und
P11 g ¢y. Zur Bestimmung der Pop- und Pushphasen fiir den gesamten Baum muss
man dann zwei Fille unterscheiden:

1. Fall: |u71| =0
Dann folgt w; = € und damit (71) = ([]), da auf einem leeren Stack keine Transitionen
ausgefiihrt werden konnen. Der rechte Teilbaum fiihrt also keine Popphase aus. Weiter
gilt dann ¥ = ¢, wy = w, Py = P, 71 = 7. Die Situation ist in Abbildung 3.2h
dargestellt. Die Popphase des gesamten Baumes ist dann auch leer und die Transition,
und damit auch der linke Teilbaum, gehort zur direkt beginnenden Pushphase. Wihle
(r1) = ([]),(r2) = ([r](7,T2)), © = ¥ = €,& = ¢#¢, da der durch die Transition
erzeugte Thread in der Pushphase transformiert wird, ¥ = %, w; = w1, w2 = Wa,
p1 = p, Y1 = 7, dann gilt die Behauptung.

2. Fall: ’@1’ >0
Dann folgt w; = 4w mit w € I'*. Das transformierte Symbol auf dem Stack wird also
in der Popphase des rechten Teilbaums entfernt. Die Situation ist in Abbildung 3.2i
dargestellt. Daher zéhlt die Transition, und damit auch der linke Teilbaum, zur Popphase
des gesamten Baumes. Wihle also (1) = ([r](7,71)), (2) = T2, U = ¢#0, da der
erzeugte Stack nun in der Popphase transformiert wird, ¢ = ¢, ¥ = 7, w1 = YW, wg =
ws, p1 = P1, Y1 = 71, dann gilt die Behauptung.
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Abbildung 3.2: Aufteilung der Ausfiihrung eines Baumes in Pop- und Pushphase

Wir kénnen also zu einem Stack und einem Baum einen Teil des Stacks angeben, der auf
jeden Fall geloscht wird, sowie einen Teil der wihrend der gesamten Ausfiihrung nicht
verdndert wird, und ein Symbol, dass zum Zeitpunkt der Ausfiithrung die den tiefsten Punkt
markiert als oberstes auf dem Stack liegt. Weiter liefert uns das folgende Lemma nun, dass
wir die Phase in der der Stack verkleinert wird noch weiter aufteilen konnen, indem man fiir
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jedes einzelne Symbol, das entfernt wird, den Teil des Baumes bestimmt, der diesen Vorgang
durchfiihrt.

Lemma 3.20. Es gilt p1vy1 ... Vn—1 g VP, fiir p1,on € Pyy1,.- ;-1 € I',n >
1,(7) € Hedges', genau dann, wenn es existieren (1), ..., {1, 1) € Hedges", mit (T) =
(T1); .3 (Tn—1), und v1, ..., vp—1 € (PT*#)*, p2y...,Dn—1 € P, mit v = v1...0p_1

(i
und p;y; Azl ViPit1-

Beweis. Zeige < und = getrennt:

o =
Folgt direkt aus Lemma 3.18.

(i) <=
Zeige die Aussage durch Strukturelle Induktion tiber den Aufbau von 7. Abbildung 3.3
enthilt fiir die einzelnen wihrend der Induktion betrachten Fille eine veranschaulichende
Darstellung. Dabei ist auf der linken Seite jeweils die Ausgangssituation nach Anwendung
der Induktionsvoraussetzung dargestellt und auf der rechten Seite die daraus konstruierte

Aufteilung der Phasen. Die einzelnen Bereiche der Konfiguration die fiir die jeweiligen die
Phasen des Baumes relevant sind, sind durch Linien getrennt.

L. 7=

Dieser Fall kann nicht auftreten, da p1y1 ... V-1 g vpy, nur gilt, wenn v = € und
n=1.
2. 7=1r|(7)
Unterscheide drei Fille fiir r € A:
1. Fall: r = p17vy1 < Do

Es oi (1) - (T) . ..

sgilt p1v1 ... Yn—1 = UPp, WENN P2¥2 . . . Yn—1 —> UPy. Die erste Transition sorgt

also schon fiir das entfernen des obersten Stacksymbols. Unterscheide dann zwei Fille:

i. Fall: n =2
In diesem Fall ist der Stack nach ausfiihren der Transition komplett geleert. Die Situation
ist in Abbildung 3.3a dargestellt. Wihle (71) = ([r]([])) und v; = €, es werden keine
neuen Stacks erzeugt, dann gilt die Behauptung.

ii. Fall: n > 2
Nach entfernen des obersten Stackelementes durch die Transition, miissen noch wei-
tere Elemente entfernt werden. Die Situation ist in Abbildung 3.3b dargestellt. Nach
Induktionsvoraussetzung existieren dann fiir den restlichen Teilbaum Popoperationen
Ty Tno1 € Hedges! mit (F) = (R);...;(Fo1) und Do, ..., 01 € (PT*#)%,
F3ree o Pny € Pmitv = By 0y und fry; 2 5piy fir i > 1, dabei sei
Dn. = Prn. Insgesamt besteht dann die Popoperation fiir das oberste Symbol nur aus der

ersten Transition und die Popoperationen fiir die restlichen Symbole aus den Popopera-
tionen des Teilbaumes. Wihle also (1) = ([r|([])), (12) = (T2), ..., {Th—1) = (Tn—1)
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und v; = €, es werden keine neuen Stacks erzeugt, vo = Vg, ...,Up—1 = Up—1,D2 =
P2y ..., Pn—1 = Pn—1, dann folgt die Behauptung.
2.Fall: »=p171 — p1n )
Es gilt p1vy1 ... -1 g VPp, WeNN P1y17y2 - - - Yn—1 g vpn. Die erste Transiti-
on verdndert also das oberste Stacksymbol nur, entfernt dieses aber noch nicht. Die
Situation ist in Abbildung 3.3c dargestellt. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
dann jedoch fiir den restlichen Teilbaum Popoperationen (71), ..., (7,_1) € Hedges!
mit (7) = (71);...;{(Tp—1) und 01,...,0p—1 € (PI*#)*, Doy...,Pp—1 € P mit

v =701...0p_1und p1¥ :i v1p2 und P;y; :; U;pit1 furd € {2,...,n — 1}. Man
erhilt nun eine Popoperationen fiir das oberste Stacksymbol ~; der ursprunglichen Start-
konfiguration, indem man die Popoperation fiir y; mit der ersten Transition kombiniert.
Die Popoperationen fiir die iibrigen Symbole konnen iibernommen werden. Wéhle also
<7’1> = <[T](7~'1)>, <T2> = <7~'2>, SN <Tn_1> = <7~'n—1> und V1 = U~1, ceeyUp—1 — Un~_1,
P2 = P2,...,Pn-1 = Pn—1, dann folgt die Behauptung.
3.Fall: 7 =p1y1 — p1h ~

Esgiltp1vi ... Yn-1 g UPp, WENN P1 19172 -« + - Yn—1 g vpn. Durch die erste Transi-
tion wird also voriibergehend der Stack sogar noch um ein Element vergrofert. Die Situa-
tion ist in Abbildung 3.3d dargestellt. Nach Induktionsvoraussetzung existieren dann aber
fiir den Teilbaum Popoperationen (71), (71), (72), ..., (fo—1) € Hedges' mit (7) =
<T1> <T1> <’7’2> <Tn 1> und 01, 01,09, .« ., Up 1€(PF #) P1,D2y -y Pn-1 € P

mit v = V10103 ... Up—1 und P17y, gy V1P1, SOWiE P11 SOy 01p2 und p;y; A 5 ViPit1
fir i € {2,...,n — 1}. Man erhilt dann eine Popoperation fiir das urspriingliche obers-
te Stacksymbol v, indem man die erste Transition und dann die Popoperationen fiir
die beiden von ihr auf den Stack gelegten Symbole nacheinander ausfiihrt. Die Pop-
operationen fiir die iibrigen Stacksymbole kénnen iibernommen werden. Wihle also
<7’1> = <[7“](7~'1;7A'1)>, <’7’2> = <’7~'2>, ey <7_n71> = <7~'n71> und v = 171’01, ey Up—1 =
Up—1, P2 = P2y - -, Pn—1 = Pn—1, dann folgt die Behauptung.

™ = [, 7)

Fir r = pim — py#pn gilt p1y-. -1 RGN Upn, Wenn v = 440, mit

€ (PT*#)*,é € PT*(#PT*)* und 515175 . . . n_1 ~> Tp, und py % &, Auf
dem urspriinglichen Stack verhilt sich die Transition wie eine Transition die ledig-
lich das oberste Stacksymbol verdndert. Die Situation ist in Abbildung 3.3e dargestellt.

Nach Induktionsvoraussetzung existieren dann fiir den rechten Teilbaum Popoperationen
(F1), ..., {Tn_1) € Hedges' mit (7) = (71);...;(Fu_1) und 1, ..., 0,1 € (PT*#)*,

D2y--sPn—1 € Pmitv = v1...0,-1 und p1y1 &y 01p2 und p;y; i U;pi41 fr
i € {2,...,n}. Man erhilt dann eine Popoperation fiir das Stacksymbol 1, indem man
den linken Teilbaum mit der ersten Transition und der Popoperation fiir v; des rechten
Teilbaums kombiniert. Die Popoperationen fiir die anderen Stacksymbole konnen iiber-
nommen werden. Wihle also (71) = ([r](7,71)), (T2) = (T2), ..., (Th—1) = (Tn—1) und
V] = CH#U1, ..y Un—1 = Un—1,P2 = P2,--.,Pn-1 = Dn—1, dann folgt die Behauptung.
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Abbildung 3.3: Aufteilung der Ausfithrung einer Popphase in Popoperationen
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Da wir in Lemma 3.16 einen Zusammenhang zwischen der Existenz von Popsequenzen,
also der Existenz von Baumen im DPN und zugehorigen Laufen im Automaten, und der
Existenz von Transitionen im saturierten Automaten herstellen wollen, betrachten wir nun
noch folgendes Lemma, dass uns Informationen iiber den Aufbau eines Laufs in einem
Automaten liefert.

Lemma 3.21. Fiir einen Lauf ¢ € Runs = mit ¥ = wAund w € ¥*, X\ € X gilt:
1. fiir A\ =p € P, dass ¢ = b; [s,p, sp] mit s € Se, s, € Sp, also (s,p, sp) € Ostates
und ¢ € Runs (9T, w, s).
2. fir X\ = v € T, dass ¢ = ®;[s,7,3] mit 5,5 € Ss, also (s,7,3) € bstack, und
¢ € Runsa~(¢+,w,s). Dabei gilt fiir s € Sy, dass § € Ss. Fiir s ¢ S, gilt auch
5¢ 5.
3. fiir \ = #, dass dass ¢ = b; [s, #, 8] mit s € S5, 3 € S, also (s,#,3) € Sseparators
und ¢ € Runs (9T, w, s).
4. fiir = = 3, € Sy, dass ¢ = é:[s,\, 3] mit X € {p} UT,s € S, also (s, \,3) €
Ostate U Ostack, und ¢ € Runs g« (¢+a w, 8)-
5. fiir = € S5\ Sy, dass ¢ = b; [s, A\, 3] mit A\ € T, s € Sy, also (s, \, 8) € Sstack, und
¢ € Runs (o™, w, s).
6. fiir = € S, dass ¢ = b [s, A, 8] mit \ = 4,5 € S, also (s, #, 3) € dseparator> und
¢ € Runsa-(¢T,w, s).
Fiir einen Lauf ¢ € Runs 4, gelten in den gleichen Situationen die gleichen Aussagen fiir
d. Lediglich fiir 2. gilt immer 5 ¢ S, und fiir 4. immer \ = p und damit s = 5§ € S. und
(§7p7 §;D) € 5state-

Beweis. Seit € ¢, die letzte von ¢ durchlaufene Kante.

zu 1.: Dann gilt ¢t = (s, p, §) fiir s,§ € S. Nach Definition von M*-Automaten gilt dann
t € Ostate, und damit s € S, und 5 = s, € ).

zu2.: Dann gilt ¢ = (s,7,8) fur s,5 € 5. Nach Definition von M"*-Automaten gilt dann
t € dstaer und damit 5,5 € Ss. Da dgqcr C (Sp X I'x Sp) U (Ss x I' x (S5 \ Sp)), gilt fiir
s € Sp,dass 5§ € S, U(Ss\ Sp) =S5 Firs ¢ 5, gilt 5§ € S5\ S),.

Fiir M-Automaten gilt d¢4c, € Ss x I' X (S, \ Sp) und damit 5 ¢ .S),.

zu 3.: Dann giltt = (s, #, §) fiir s, § € S. Nach Definition von M*-Automaten gilt dann
t € Oseparator Und damit s € Ssund 5 € S.

zu4.: Dann giltt = _(s, A, 5p) fiir s € S, 5, € Sp,. Nach Definition von M*-Automaten gilt
dann ¢ €€ Ostate U dstacr und damit A € {p} UT und s € S.

Fiir M-Automaten gilt dgqcx € Ss X I' x (S5 \ Sp) und damit ¢ € dszate, A = p und
s=58¢€8..

zuS.: Dann giltt = (s, A, 3) fiir s € 5,5 € S, \ Sp,. Nach Definition von M*-Automaten
gilt dann ¢ € d44cr und damit A € I'und s € S;.
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zu 6.: Dann gilt ¢ = (s, A, 8) fir s € S, 5 € S.. Nach Definition von M*-Automaten gilt
dann t € dseparator Und damit A = # und s € S,.

O
Mit diesen Werkzeugen betrachten wir nun den Beweis von Lemma 3.16.

Beweis. von Lemma 3.16:
Zeige < und = getrennt:
(i) <

Wir miissen also zeigen, dass zu einer beliebigen Popsequenz einer Klasse eine Kante im
saturierten Automaten existiert, die diese beschreibt. Unterscheide zwei Fille:

l.Fall: s ¢S,
Sei also (1) € L(s,7, §). Dann gilt nach Definition schon (7) = ([]) und (s, 7, §) € dstack-
Nach (INIT)-Regel des Algorithmus gilt dann aber auch (s,~,5) € dstack:- ES existiert
also eine Kante, die diese leere Psuedopopsequenz beschreibt.

2.Fall: s €5,

Dann gilt s = 5,, fir 5 € S..p € P. Sei (r) € L(s,7,3), mit py ~ ¢, fiir ¢ €
PT*(#PT*)*, und Runs(8,¢,§) # (. Zeige die Aussage durch strukturelle Induktion
iiber den Aufbau von 7:

. 7=

Nach Definition gilt py g ¢ dann, wenn ¢ = py. Da zusitzlich Runs4(s,¢,§) # 0

gilt, folgt dann (5,7, 5) € dstqacr und damit nach der (INIT)-Regel des Algorithmus auch

(5p,7,8) € dstack- Es existiert also eine Kante, die diese leere Popsequenz beschreibt.

2. 7 =1[r](7)

Unterscheide drei Fille fir r € Aq:

i.Fall: r=py—p
Nach Definition gilt py e dann, wenn p A7,  Daraus folgt aber schon (7) = ([]),
da auf einem leeren Stack keine Transitionen ausgefiihrt werden kénnen, und damit
¢ = p. Da zusitzlich Runs (3, ¢, 5) # 0 gilt, existiert die Kante (5, D, §) € dstate, und
es gilt, nach Definition eines M-Automaten, 5 = 5;. Nach der (RETURN)-Regel des
Algorithmus existiert dann eine Kante (5,7, 5) € Ostack die diese Popsequenz, die nur
aus der Anwendung der einen Transition besteht, beschreibt.

ii. Fall: r = py — p¥
Nach Definition gilt pry g ¢ dann, wenn p g ¢. Da zusitzlich Runs4(5,¢,5) # ()
gilt, folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass fiir die Popsequenz 7 dann eine Kante
(55,7,58) € dstack €xistiert, die diese beschreibt. Dann folgt aus der (STEP)-Regel
des Algorithmus auch die Existenz einer Kante (5,,7, 5) € Sstack, die die gesamte
Popsequenz beschreibt.
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iii. Fall: » = py — py172
Nach Definition gilt py g ¢ dann, wenn py;7y2 g ¢. Unterscheide dann zwei
Situationen:
a. Fall: ¢ = ¢ fir ¢ € PT*(#PI)*, 7€
Dann befinden wir uns in der Situation von Lemma 3.19 und kénnen den Baum (7) ent-

sprechend zerlegen. Es existieren also Pop- und Pushphase (71}, (72) € Hedges', mit
(T) = (11); (T2),und © € (PT*#)*, ¢ € PT*(#PT*)*, ¥ € T, wy,wy € I,y €T,

mit ¢ = ¢y = 0¢Ywse und 192 = wiy1ws, sowie p1 € P, so dass pw; g ©Up1 und

P11 g ¢7¥. Fur 1 unterscheidet man dann zwei Fille:
I. Fall: Y1 = :)/1
Dann gilt w; = € und damit (7;) = ([]), da auf einem leeren Stack keine Transition
ausgefiihrt werden konnen, und ¥ = ¢, da in der leeren Popphase keine neuen
Stacks erzeugt werden. Der Baum besteht also nur aus einer Pushphase, in der nur
das oberste Stacksymbol transformiert wird. Desweiteren gilt we = 72 und damit
¢ = &y = ¢¥92. Da Runs4(5, ¢, 5) # (), existiert in A ein Lauf, der ¢ von 5 nach §
erkennt. Diesen kann in zwei Teile aufspalten. Der erste Teil erkennt ¢¥ von 5 zu
einem § € S. Nach Lemma 3.21, gilt § € S \ S,. Es gilt also Runs 4(8, ¢, §) # 0.
Dann existiert nach Induktionsvoraussetzung eine Kante (53,51, 5) € Sstack, die
die Popsequenz (72) beschreibt. Der zweite Teil des Laufes besteht nur aus der
Kante (8,%2,5) € Ostacks die 42 von § nach 5§ erkennt. Nach (INIT)-Regel des
Algorithmus gilt dann aber auch schon (3,72,3) € Jgack- Nach (CALL)-Regel
des Algorithmus existiert dann auch die Kante (8,7, 5) € Sstack, die die gesamte
Popsequenz beschreibt.
I Fall: v1 =7
Dann gilt w; = 7;. Der Baum besteht also aus einer Popphase, in der das oberste
Stacksymbol entfernt wird, und einer Pushphase, in der das, dann oben liegende,
zweite Stacksymbol transformiert wird. Es gilt wy = € und damit ¢ = ¢y = V¢7.
Da Runs4(5, ¢, §) # () existiert ein Lauf in A, der ¢ von 5 nach § erkennt. Dieser
kann in zwei Teile aufspalten werden. Der erste Teil erkennt ¥ von § zu einem
§ € S. Nach Lemma 3.21, gilt § € S.. Fir v = € gilt § = 5. Dann existiert,
da fiir jeden Zustand in S, die mit den Kontrollzustinden des DPN benannten
Kanten §zq¢e existieren, aber auch ein Lauf in A, der ¥p; von 5 nach 3 erkennt und
damit gilt Runs4(S, 0p1, $p,) # 0. Dann existiert nach Induktionsvoraussetzung
fiir die Popsequenz (71) eine Kante (55,71, 8p,) € Ostack, die diese beschreibt. Der
zweite Teil des Laufes erkennt ¢y von § nach § und damit gilt Runs (8, ¢, §) # 0.
Dann existiert wiederum nach Induktionsvoraussetzung auch fiir die Popsequenz
(T2) eine Kante (5,,,%2,5) € Sstack» die diese beschreibt. Nach (CALL)-Regel
des Algorithmus existiert dann auch die Kante (3,7, 5) € 6stqck» die die gesamte
Popsequenz beschreibt.
b.Fall: ¢ =op firv € (PT*#)*,pe P R
Dann befinden wir uns in der Situation von Lemma 3.20 und konnen den Baum (7)
entsprechend zerlegen. Es existieren also (71), (2) € Hedges', mit (7) = (71); (72),



und 01,09 € (PT*#)*, mit 0 = 0109, sowie p € P, so dass pYy; g v1p und
Y2 g U9p. Man kann also den Baum, der die beiden Stacksymbole 47 und 72 vom
Stack entfernt, in zwei Teile aufteilen, von denen jeder eines der Symbole entfernt
und dazwischen der Kontrollzustand p erreicht wird. Da zudem Runs4(s, ¢, 8) # 0,
existiert ein Lauf in .4, der ¢ von § nach § erkennt. Da ¢ = 9p = ¥102p, kann man
diesen Lauf in zwei Teile aufspalten. Der erste Teil erkennt ¥; von § zu einem § € S.
Nach Lemma 3.21, gilt § € S,. Fiir v; = € gilt § = 5. Dann gilt nach Existenz der
mit Kontrollzustinden benannten Kanten 4444 fiir jeden Zustand in S, dass ein Lauf
in A existiert, der 01p von § nach §; erkennt. Damit gilt Runs4(S, 01p, §5) # 0.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert dann eine Kante (33, 91, 85) € Ostack, die die
Popsequenz (71), (72) beschreibt. Der zweite Teil des Laufes erkennt 05 von § nach s.
Nach Lemma 3.21 gilt dann § = 3, fiir ein § € S.. Zudem ist Runs 4(8, 02p, 5) # 0.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert dann auch eine Kante (55,72, 5) € Ostacks
die die Popsequenzen (72) beschreibt. Nach (CALL)-Regel des Algorithmus existiert
dann auch die Kante (sp,7, 5) € dstack, die die gesamte Popsequenz beschreibt.
3. 7= [r](7,7)

Nach Definition gilt py g ¢ fir r = py — pYF#p7y dann, wenn ¢ = ¢#¢, fur

&, € PI*(#PT*)* und 57 2 & und p9 2% é. Da zusiitzlich Runs (3, & 3) # 0
gilt, existiert also ein Lauf in A, der ¢ von 5 nach § erkennt. Diesen kann man aufspalten
in drei Teile. Der erste erkennt die erste Teilkonfiguration ¢ von 5 zu einem § € S.
Nach Lemma 3.21, gilt § € S,. Damit gilt dann auch Runs4(5, ¢, 5) # 0 und nach
Induktionsvoraussetzung existiert eine Kante (3,4, 8) € Jstack. die die Popsequenz (7)
beschreibt. Der verbliebene Teil des Laufes erkennt dann #¢ von § nach s. Diesen kann
man dann weiter aufspalten in einen Teil, der nur das Trennzeichen #, von § zu einem
§ € S liest. Nach Lemma 3.21, gilt § € S. und (8, #, ) € dseparator- Nach Definition
gilt dann aber auch (8, #, §) € Ssepamtor. Der letzte Teil liest dann ¢ von $ nach § und
damit gilt Runs4(3, ¢, §) # (0. Nach Induktionsvoraussetzung existiert dann eine Kante
(35,7, 8) € Ostack» die die Popsequenz (7) beschreibt. Dann liefert der Algorithmus nach
(SPAWN)-Regel die Existenz der Kante (5,,7,3) € Sstack, die die gesamte Popsequenz
beschreibt.
(i) =
Hier miissen wir nun zu jeder Transition des saturierten Automaten die Existenz einer

Popsequenz zeigen, die in der durch die Transition beschriebenen Klasse liegt. Seien 05, .
die Zwischenschritte des Algorithmus mit 52t ack = Ostack- Zeige durch Induktion iiber die
Anzahl n der Schritte, dass die Aussage fiir alle Zwischenschritte gilt. Da der Algorithmus

nach endlich vielen Zwischenschritte terminiert, gilt die Aussage dann auch fiir Ostack-
1.n=0
Seit = (s,7,5) €%,
l.Fall: s¢ S,

Dann gilt nach Definition schon L(s, v, §) = {{[])} # 0. In diesem Fall beschreibt die
Kante also eine leere Psuedopopsequenz.

& = Ostack. Unterscheide zwei Fille:
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2.Fall: s€ S,

Dann gilt s = 5,5 € S, p € P und damit Runs(s,py,5) # 0. Da py g py fiir

() = ([]), gilt nach Definition (7) € L(s,~,5) # 0. In diesem Fall wird durch die
Kante also mindestens eine leere Popsequenz beschrieben.

2.n>0

Sei t = (sp,7, § die Transition, die im n-ten Schritt hinzugefiigt wurde, also Sgt:ik =

5gtack U {t}. Nach der Initialisierung werden keine Kante mehr hinzugefiigt, die von
Zustinden, die nicht in S), liegen, ausgehen, deshalb kann man sich hier auf Kanten begin-
nend in Zusténden in S, beschriinken. Unterscheide die vier Fille die zum Hinzufiigen

von ¢ gefiihrt haben konnen:
1. Fall: (RETURN)

Dann folgt r = py — p € Ay und 5§ = sp. Fur (7) = ([r]([])), gilt dann p~y o D

und Runs4(s,p, ) # 0. Nach Definition gilt dann (1) € L(s,~, §) # (). Die Kante

beschreibt also mindestens die Popsequenz, die nur aus der Anwendung einer Transition

des DPN besteht, die das oberste Stackelement entfernt.

2. Fall: (STEP)

Dann folgt r = py < p7 € A; und es existiert eine Kante (s, 7,3) € 6%, .. Nach

Induktionsvoraussetzung existiert dann bereits eine Popsequenz (7) € L(s;,7, 5) mit

Dy g ¢, fir ¢ € PT*(#PT™*)*, und Runsa(s,c,5) # 0, die die Kante (s3,7, §)

rechtfertigt. Fiir (1) = ([r](7)), gilt dann p~y 2 und Runs(s,¢,s) # 0. Damit gilt

dann (1) € L(s,7,$) # (). Die Kante beschreibt also mindestens die Popsequenz die

durch die Kombination der Transition, die das Einfiigen der neuen Kante bewirkt hat,

mit einer Popsequenz, die die bereits existierende Kante rechtfertigt, entsteht.

3. Fall: (CALL)

Dann folgt r = py — py172 € A; und es existieren Kanten (s3,71, 5), (5,71, 5) €

6" .- Unterscheide zwei Fille:

i.Fall: 5€ 5,
Es gilt also 5 = 55 fiirein 5 € S;,p € P. Nach Induktionsvoraussetzung exis-
tieren dann bereits Popsequenzen (71) € L(sp,71,55), (T2) € L(5p,7%2,5) mit
o g ¢1, fir &1 € PT*(#PT*)*, und Runs (s, ¢1,55) # 0, sowie pys g o,
fiir ¢, € PT*(#PT™)*, und Runs4(5, ¢2, 5) # 0, die die bereits vorhandenen Kanten
rechtfertigen. Da § € S, besteht in A ein Lauf fiir ¢; von s nach 5, nach Lemma
3.21, aus einem Lauf von s nach 5 und einer Transition (5, p, 5,) € Ostate. Es gilt also
¢1 = 0p, fiir v € (PT*#)*, und Runs.(s,?,5) # (). Man kann also mit der ersten
Popsequenz das erste Stacksymbol ¥, komplett entfernen und im Kontrollzustand p
enden. Die dabei erzeugten neuen Stacks werden so transformiert, dass sie in A von
einem Lauf vom Zustand s bis zum Zustand § erkannt werden. Mit der zweiten Pop-
sequenz kann man dann ausgehend vom Kontrollzustand p und dem Stacksymbol 7
eine Konfiguration erreichen, die in .A von einem Lauf vom Zustand § zum Zustand

§ erkannt wird. Fiir (1) = ([r](71;72)), gilt dann py RGN 0¢2 nach Lemma 3.18 und
durch Kombination der beiden Liufe, die die Teilkonfigurationen erkennen, erhélt man
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einen Lauf in A, der ¢ = ©¢2 von s nach § erkennt. Es gilt also Runs4(s, ¢, §) # 0
und damit (7) € L(s,, §).

ii. Fall: 5§¢ 5,
Nach Induktionsvoraussetzung existiert dann eine Popsequenz (7) € L(sp,7, §), mit
PY1 g ¢ und Runs(s,¢,8) # (), die die erste vorhandene Kante rechtfertigt. Die
zweite Kante kann nicht durch den Algorithmus hinzugefiigt worden sein, da § ¢ .S,

und damit gilt (8,52, ) € dstack- Man kann mit der gegebenen Popsequenz das oberste
Stacksymbol also in eine Konfiguration iiberfiihren, die in .4 durch einen Lauf vom

Zustand s zum Zustand § erkannt wird. Wahle (7) = ([r](7)), dann gilt py o 2.
Verldngert man den Lauf fiir ¢ von s nach § in A um die Kante (8,52, 3) € dstacks
erhilt man einen Lauf fiir ¢ = ¢3, von s nach 8. Es gilt Runs4(s, ¢, §) # () und damit
() € L(s,~,3) # 0.
4. Fall: (SPAWN)
Dann folgt r = py — pj#py € Ao und des existieren Kanten (sp,7, 5), (55,7, 5) €
Sgtack und (8, #,5) € Oseparator = Oseparator- Nach Induktionsvoraussetzung exis-

tieren dann Popsequenzen (7) € L(sp,79,3),(7) € L(55,%,5) mit py RN ¢, fur

¢ € PT*(#PT*)*, und Runs(s,¢,§) # 0, sowie py Q ¢, fir ¢ € PT™(#PI™)*,
und Runs4(s,¢,8) # 0, die die bereits vorhandenen Kanten rechtfertigen. Fiir

(t) = ([r](7,7)), gilt dann py RGN ¢#£¢. Nun existieren nach Induktionsvorausset-
zung Liufe in A, die ¢ von s nach $ und ¢ von s nach § erkennen. Diese kann man
mit der nach Voraussetzung existierenden Kante (3, #, 5) € dseparator Zu einem Lauf
in A verbinden, der ¢ = ¢#¢ von s nach § erkennt. Dann gilt Runs4(s, ¢#¢,3) # ()
und damit (7) € L(s,7,3) # (. Die Kante beschreibt also mindestens die Popsequenz
die man durch Kombination der anfinglichen Transition mit einer Popsequenz fiir das
Symbol auf den neu erzeugten Stack und einer Popsequenz fiir das transformierte Symbol
auf dem urspriinglichen Stack erhiilt.

Damit ist also gezeigt, dass fiir die von uns definierten Klassen von Popsequenzen, in einem
DPN, der gleiche Zusammenhang zum saturierten Automaten A4*, wie fiir die Klassen
von Popsequenzen in einem PDS, existiert. Im néchsten Abschnitt betrachten wir nun
wie man diese Popsequenzen charakterisieren kann. Dazu werden wir, im Gegensatz zu
den Betrachtungen in [RSIMO5], keine Grammatik, sondern ein Ungleichungssystem zur
Beschreibung der Klassen von Popsequenzen verwenden. Desweiteren werden wir dann
zeigen, dass man mit Hilfe der Klassen von Popsequenzen alle erreichenden Hecken zu einer
Konfiguration und einer Menge von Zielkonfigurationen beschreiben kann.
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3.2 Charakterisierung der Pfade

Wir haben bis jetzt gezeigt, dass bei der Betrachtung erreichender Hecken eines DPN M von
einer Konfiguration c zu einer regulidren Konfigurationsmenge C, beschrieben durch einen
M-Automaten A, Popsequenzen existieren, die sich analog zu den fir WPDS definierten
Popsequenzen verhalten. So lassen sich diese Popsequenzen in Klassen einteilen, die, analog
zum Verhalten bei WPDS, in direktem Zusammenhang mit den Kanten in dem durch
den Saturierungsalgorithmus, aus Definition 2.26, aus A berechneten M*-Automaten A*
stehen.

Im nichsten Schritt zeigen wir nun, dass man die Klassen von Popsequenzen in einer Weise
beschreiben kann, die einen spiiteren Ubergang zu einer abstrakteren Betrachtung in Form
von Gewichten erlaubt. Dazu betrachten wir, im Hinblick auf eine spitere Verwendung
abstrakter Interpretation, eine Darstellung durch ein Ungleichungssystem, dessen kleinste
Losung den Klassen entspricht. Wir weichen also vom Vorgehen fiir WPDS in [RSIMO05] ab,
und betrachten keine Grammatik zur Beschreibung der Klassen von Popsequenzen.

Damit wir mit Hilfe der, dann greifbar dargestellten, Klassen von Popsequenzen wirklich
Aussagen iiber die erreichenden Hecken machen kénnen, miissen wir, analog zu WPDS, noch
zeigen, dass wir jede erreichende Hecke in eine Folge von Popsequenzen zerlegen konnen,
und auch fiir jede Verkniipfung von Popsequenzen aus einer bestimmten Folge von Klassen
eine erreichende Hecke erhalten. Dass dies moglich ist, wird jedoch durch die Lemmata 3.19
und 3.20 im vorherigen Abschnitt, die ein Aufteilung eines Baumes in verschiedene Teile,
die jeweils ein Symbol eines Stacks betrachten, schon nahegelegt. Wir werden zudem zeigen,
dass, wiederum analog zu WPDS, diese Zerlegung der Hecken in engem Zusammenhang
mit den akzeptierenden Léufen fiir die Konfiguration ¢ im Automaten A* steht.

Betrachten wir nun zuerst die Beschreibung der Klassen von Popsequenzen durch ein Un-
gleichungssystem. In Lemma 3.16 wurde gezeigt, das die Klasse von Popsequenzen fiir
ein Symbol v von einem Zustand s zu einem Zustand S genau dann nicht leer ist, wenn
eine Transition (s,, §) im saturierten Automaten existiert. Genauer wird im Beweis der
Vorwirtsinklusion demonstriert, wie man fiir jeden Fall, der zum Einfiigen einer Transition
fiihrt, aus den Popsequenzen, aus den schon als nicht leer bekannten Klassen von Popse-
quenzen fiir bereits existierende Kanten, eine neue Popsequenz aus der Klasse der neuen
Transition konstruieren kann. Da diese Konstruktion fiir jede Popsequenz aus den Klassen
fiir die bereits existierenden Kanten moglich ist, kann man also folgern, dass die Klasse
der Popsequenzen der neuen Transition zumindest alle Popsequenzen umfasst, die sich so
konstruieren lassen. Dies ldsst sich dann durch eine Ungleichung ausdriicken. Wenn nun fiir
eine Transition die Ungleichungen zu allen Féllen, die diese dem Automaten hinzufiigen
wiirden, betrachtet werden, sollte die kleinste Losung genau die Klasse von Popsequenzen
beschreiben. Fiir die Konstruktion des Ungleichungssystems definieren wir Operatoren, die
aus gegebenen Mengen von Popsequenzen neue Mengen von Popsequenzen konstruieren.

Definition 3.22. Wir definieren Operatoren:
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1. [r)(M) = {{[r](7)) | {(r) € M} fiir M C Hedges',r € Ay

2. [r](My, M) = {{[r](11,72)) | (1) € My, (1) € My} fiir My, My C Hedges',r €
AV

Der erste Operator verldngert eine Popsequenz um eine Anweisung, indem diese der Sequenz
vorangestellt wird. Hierbei sind nur Regeln erlaubt die keine neuen Thread erzeugen. Die
Idee dabei ist, dass man eine Popsequenz fiir einen Stack erhilt, wenn man einen Schritt mit
Hilfe der Anweisung macht und dann eine Popsequenz fiir den folgenden Zustand anwendet.
Der zweite Operator nimmt zwei Popsequenzen und kombiniert diese mit einer Regel die
einen neuen Thread erzeugt. Dabei wird die erste Sequenz dem neuen Thread zugeordnet
und die zweite dem alten Thread. Die Idee hierbei ist, dass man eine Popsequenz fiir einen
Stack erhilt, wenn man mit der Anweisung einen neuen Thread erzeugt und dann sowohl den
neuen Thread als auch den alten Thread mit einer Popsequenz fiir die jeweiligen Zustinde
bearbeitet.

Da wir bereits wissen, dass gerade solche Klassen von Popsequenzen nicht leer sind, die
durch die Transitionen des saturierten Automaten beschrieben werden, konstruieren wir
einen Automaten, der die Klassen der Popsequenzen direkt an den zugehdrigen Transitionen
speichert. Dazu definieren wir:

Definition 3.23. Ein annotierter M*-Automat ist ein Tripel (A*, M,!), wobei A* =
(S,%,0,s% F) ein M*-Automat, M eine Menge von Annotationen und [ : dgqc — M
eine Annotationsfunktion ist, die jeder Transition ¢ € dg 4.1 €inen Wert zuweist.

Zur Konstruktion des Automaten erweitern wir nun den Saturierungsalgorithmus aus 2.3 um
Schritte, die ein Ungleichungssystem erstellen. Da alle Ungleichungen zu einer Transition
betrachtet werden miissen, werden dabei mehr Schritte gemacht, als im normalen Algorith-
mus. Dieser kann Fille ignorieren, in denen schon existierende Kanten erneut eingefiigt
wiirden. Im erweiterten Algorithmus muss in diesem Fall noch die zugehorige Ungleichung
hinzugefiigt werden. Die Terminierung des Algorithmus ist jedoch immer noch gewihrleistet,
da nur endlich viele Transitionen existieren und daher nur endlich viele Ungleichungen
die zugehorigen Klassen in Verbindung bringen kdnnen. Die Annotationen des berechne-
ten Automaten ergeben sich dann als kleinste Losung dieses Ungleichungssystems. Der
berechnete Automat A* ist identisch mit dem durch den normalen Algorithmus berechneten
Automaten.

Definition 3.24. Zu einer reguliren Menge C' C C'on f von Konfigurationen eines DPN M,
gegeben durch einen M-Automaten A = (5,3, 0, s*, F'), definieren wir einen erweiterten
Saturierungsalgorithmus zur Berechnung eines annotierten Automaten (A*, P(Hedges'), )
mit A* = (5, %, 9, 5%, F). Dabei gilt § = Oseparator Y0state U0 stack Und dgq0r ist die kleinste
Menge, die die folgenden Bedingungen erfiillt, und () = L[t] und L ist die kleinste Losung
des Ungleichungssystems L iiber (P(Hedges),U):
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(INIT) t = (8,7, 8) € dstack, fir s,§ € S, dann auch:

t € Ogtaer und

Ll 2 {3
(RETURN) r = py — p € A, dann fiir alle s € S, auch:

t= (spa Vs Sﬁ)

€ Sstack und
Ly 2 I

JAMD

(STEP)r =py — py € Aund t = (s5,7,8) € Sstack fir s € Se, 5 € S, dann auch:

l= (spv '77 §)

€ Sstack: und
Ly 2 Ir

J(L[E)

(CALL) 7 = py — p7172 € Aund t1 = (s5,91,81),t2 = (51,72, 82) € Ostack fuir
s € 8., 51,89 € S, dann auch:

t:(sp,’y,§2) S (5smckund
Lit] 2 [r)(L[]; L[E2])

(SPAWN) r=py — ﬁ’?#ﬁ:}’ € Aund tA = (Sf)a ’AYa §)a (3237 v, S ) € 5stacka (Aa #7 §) €
Oseparator fUr 8,5 € S¢, 5,5 € S, dann auch:

t= (Spa Y 5)

€ gstack: und
L 2 [

(L[], L[

Da die oben definierten Operatoren zur Darstellung der rechten Seiten des Ungleichungssys-
tem offensichtlich monoton sind, und (P(Hedges'), U) ein vollstandiger Verband ist, liefert
das Fixpunkttheorem von Knaster-Tarski die Existenz einer kleinsten Losung. Diese kann
jedoch nicht ohne weiteres berechnet werden, da der Verband unendlich absteigende Ketten
enthélt und daher Verfahren wie die chaotische Iteration gegebenenfalls nicht terminieren.

Nun miissen wir noch zeigen, dass die kleinste Losung des Systems tatsdchlich eine korrekte
und prézise Beschreibung der Klassen von Popsequenzen zu jeder Transition des Automaten
liefert. Sei dazu im folgenden C' C Con f eine regulidre Menge von Konfigurationen eines
DPN M = (P, T, A), gegeben durch einen M-Automaten A = (5, %, 4, s*, F'), und sei
(A*, P(Hedges'), 1), mit A* = (S, %, 6, s°, '), der durch den erweiterten Saturierungsal-
gorithmus berechnete annotierte Automat. Betrachte dann folgendes Lemma:

Lemma 3.25. Es gilt [(t) = L(s,~, 8) fiir alle t = (5,7, 8) € dgtqck, mit 5,5 € Ss,y € I.

Beweis. Zeige O und C getrennt:
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@ 2

Wir miissen also zeigen, dass die durch das Ungleichungssystem definierten Mengen an
den Kanten mindestens die Popsequenzen der jeweiligen durch die Kanten beschriebenen
Klassen enthalten. Unterscheide zwei Fille:

l.Fall: s¢ S,

Sei also (1) € L(s,,5). Dann gilt nach Definition schon (7) = ([]) und (s,7,3) €
Ostack> da der Algorithmus keine neuen Kanten einfiigt, die nicht in Zusténden in S,
starten. Nach der zur (INIT)-Regel gehorenden Ungleichung gilt dann aber auch schon

(1) € U(s,7,9))-
2.Fall: s €5,

Dann gilt s = 5,, fir 5 € S..p € P. Sei (r) € L(s,7,3), mit py ~ ¢, fiir ¢ €
PT*(#PT*)*, und Runs(8,¢c,5) # 0. Zeige dann (1) € I((s,~, §)) durch strukturelle
Induktion iiber den Aufbau von 7:

1. 7=

Nach Definition gilt p~y g ¢ dann, wenn ¢ = py. Da zusitzlich Runs4(s,¢,§) # 0
gilt, folgt dann (5,,7,5) € Ostqcr und damit nach der zur (INIT)-Regel gehorenden
Ungleichung dann auch (1) = ([]) € I((s,7, 5)).
2. 7 =[r|(7)
Unterscheide drei Fille fiir r € Ay:
iL.Fal: r=py—p
Nach Definition gilt py R dann, wenn p A7,  Daraus folgt aber schon (7) = ([]),
da auf einem leeren Stack keine Transitionen ausgefiihrt werden kdnnen, und damit
¢ = p. Da zusitzlich Runs (3, ¢, §) # 0 gilt, existiert die Kante (3, D, §) € dstqate, und
es gilt, nach Definition eines M-Automaten, s = 55. Nach der zur (RETURN)-Regel
des Algorithmus gehorenden Ungleichung gilt dann (7) = ([r]([])) € [r]({{[])}) C
1((s,7,5))-
ii. Fall: r = py — py
Nach Definition gilt py g ¢ dann, wenn py g ¢. Da zusitzlich Runs4(5,¢,8) # 0
gilt, existiert nach Lemma 3.16 die Kante t= (55,7, 8) € Sstack und nach Induktions-
voraussetzung folgt, dass die Popsequenz 7 € I(%). Dann folgt aus der zur (STEP)-Regel
gehorenden Ungleichung auch (1) = ([r](7)) € [r](L(t)) C I((s,, 3)).
iii. Fall: r» = py — p¥y1792
Nach Definition gilt py g ¢ dann, wenn py;y2 g ¢. Unterscheide dann zwei
Situationen:
a. Fall: ¢ = ¢y fiir¢c € PI*(#PI')*, 7€
Dann befinden wir uns in der Situation von Lemma 3.19 und kénnen den Baum (7) ent-
sprechend zerlegen. Es existieren also Pop- und Pushphase (7)), (72) € Hedges', mit
(T) = (11); (T2), und © € (PT*#)*, ¢ € PI™*(#PI'™*)*, 5y € ', wy,we € I, y1 €T,

mit ¢ = ¢y = 0¢Jwo und Y152 = wi1y1we, sowie p; € P, so dass pw; g Up1 und

P11 g ¢%. Fiir ~1 unterscheidet man dann zwei Fille:

73



74

LFal: vy =%
Dann gilt w; = € und damit (71) = ([]), da auf einem leeren Stack keine Transition
ausgefiihrt werden konnen, und ¥ = ¢, da in der leeren Popphase keine neuen Stacks
erzeugt werden. Der Baum besteht also nur aus einer Pushphase, in der nur das oberste
Stacksymbol transformiert wird. Desweiteren gilt wg = 79 und damit ¢ = ¢y = ¢y7a.
Da Runs4(8,¢, §) # 0, existiert ein Lauf in A, der ¢ von § nach § erkennt. Diesen
kann in zwei Teile aufspalten. Der erste Teil erkennt ¢ von 5 zu einem § € S. Nach
Lemma 3.21, gilt § € S, \ Sp. Es gilt also Runs (S, ¢, §) # (. Dann existiert nach
Lemma 3.16 eine Kante {1 = (55, %1, 8) € dstack und nach Induktionsvoraussetzung
gilt fiir die Popsequenz (7,) € I(1). Der zweite Teil des Laufes besteht nur aus der
Kante 3 = (8,72, 3) € Sstack> die 2 von 3 nach 5 erkennt. Nach (INIT)-Regel des
Algorithmus und zugehoriger Ungleichung gilt dann aber auch schon 3 € 644c und
([l) € I(£2). Nach der zur (CALL)-Regel des Algorithmus gehdrenden Ungleichung
gilt dann (7) = ([r)(7:[))) € [](1(02); U(E2)) < U((5.7, 3)).
II. Fall: Y1 = ’5/2
Dann gilt w; = 47. Der Baum besteht also aus einer Popphase, in der das oberste
Stacksymbol entfernt wird, und einer Pushphase, in der das, dann oben liegende,
zweite Stacksymbol transformiert wird. Es gilt wo = € und damit ¢ = &y = ¥¢5.
Da Runs (3, ¢, §) # () existiert ein Lauf in A, der ¢ von § nach § erkennt. Dieser
kann in zwei Teile aufspalten werden. Der erste Teil erkennt ¥ von 5 zu einem
5 € S. Nach Lemma 3.21, gilt § € S.. Fir v = € gilt § = 5. Dann existiert,
da fiir jeden Zustand in S, die mit den Kontrollzustinden des DPN benannten
Kanten d44¢e €xistieren, aber auch ein Lauf in A, der ¥p; von 5 nach 55 erkennt
und damit gilt Runs(s,0p1, $p,) # 0. Dann existiert nach Lemma 3.16 eine
Kante ¢; = (55,91, 8p,) € dstack und nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir die
Popsequenz (1) € I(f1). Der zweite Teil des Laufes erkennt ¢ von 5 nach 5 und
damit gilt Runs4(8, ¢y, 8) # (. Dann existiert wiederum nach Lemma 3.16 eine
Kante £y = (8p1,%2,8) € stack und nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir die
Popsequenz (7») € [(#3). Nach der zur (CALL)-Regel des Algorithmus gehorenden
Ungleichung gilt dann (1) = ([r](F1; 2)) € [r](1(£1);1(t2)) € I((s,7,3)).
b. Fall: ¢ = op fir o € (PT*"#)*,pe P
Dann befinden wir uns in der Situation von Lemma 3.20 und kénnen den Baum (7)
entsprechend zerlegen. Es existieren also (71), (72) € Hedges!, mit (7) = (71); (72),

und 01,09 € (PT*#)*, mit 0 = 0109, sowie p € P, so dass py; g v1p und

Y2 g U2p. Man kann also den Baum, der die beiden Stacksymbole 47 und 72 vom
Stack entfernt, in zwei Teile aufteilen, von denen jeder eines der Symbole entfernt.
Da zudem Runs(5,¢,5) # () existiert ein Lauf in A, der ¢ von 5 nach 5 erkennt.
Da ¢ = 0p = v109p kann man diesen Lauf in zwei Teile aufspalten. Der erste Teil
erkennt ¥; von § zu einem § € S. Nach Lemma 3.21, gilt § € S,. Fir v; = €
gilt § = 5. Dann gilt, nach Existenz der mit Kontrollzustdnden benannten Kanten
Ostate fir jeden Zustand in S, dass ein Lauf in A existiert, der ¥1p von 5 nach 35
erkennt. Damit gilt Runs.4(s, 017, §5) # 0. Nach Lemma 3.16 existiert dann eine
Kante t1 = (85,71, 85) € Jstack und nach Induktionsvoraussetzung gilt (71) € I(#;).



Der zweite Teil des Laufes erkennt ©5 von § nach 5. Nach Lemma 3.21 gilt dann
§ = §p, firein § € S.. Zudem gilt Runs 4(8, U2p, 5) # (). Nach Lemma 3.16 existiert
auch eine Kante t, = (3p,%2,5) € Sstack und nach Induktionsvoraussetzung gilt
(72) € I(t2). Nach der zur (CALL)-Regel des Algorithmus gehorenden Ungleichung
giltdann () = ([r)(72; 72)) € [r](0(E1): 72) € U(5,7.9)).
3. 7=[r|(7,7)
Nach Definition gilt py g ¢ fir r = py — pY#p7y dann, wenn ¢ = ¢#¢, fur
¢,¢ € PT*(#PT*)* und py g ¢ und py g ¢. Da zusiitzlich Runs4(5,¢,5) # ()
gilt, existiert also ein Lauf in A, der ¢ von 5 nach § erkennt. Diesen kann man aufspalten
in drei Teile. Der erste erkennt die erste Teilkonfiguration ¢ von 5 zu einem § € S.
Nach Lemma 3.21 gilt § € S,. Damit gilt dann auch Runs (8, ¢, §) # (). Nach Lemma
3.16 existiert eine Kante ¢ = (55,%,8) € dstact und nach Induktionsvoraussetzung gilt
# € I(t). Der verbliebene Teil des Laufes erkennt dann #¢ von § nach 3. Diesen kann
man dann weiter aufspalten in einen Teil, der nur das Trennzeichen # von § zu einem
5 € S liest. Nach Lemma 3.21, gilt 5 € S, und (8, #, 3) € dseparator- Dann gilt nach
Definition aber auch (8, #, 8) € Ssepamtor. Der letzte Teil liest dann ¢ von § nach s
und damit gilt Runs.(3,¢,5) # 0. Nach Lemma 3.16 existiert dann auch eine Kante
t = (35,7, 3) € Ostack und nach Induktionsvoraussetzung gilt 7 € I(). Dann liefert die

Ungleichung der (SPAWN)-Regel, dass (1) = [r|(7,7) € [r](I(t),1(t)) C I((s,7,5)).
() =
Zeige dazu, dass L(s,7,3) eine Losung des Ungleichungssystems L[t] fiir alle t =

(s,7,5) € Ostack ist. Dann gilt fur die kleinste Losung [(¢) € L(s,~,5). Untersuche
die fiinf Typen von Ungleichungen:

L. Fall: L(s,v,5) 2 {{[l)} fr (s,7,5) € dstack
Unterscheide zwei Fille:
i.Fall: s € S,,dh.s=5,fireinsc S.,pe P
Es gilt py A0 py und Runs4(s,pv,8) # 0, da (55,7,8) € dstaer- Dann gilt ([]) €
L(s,~,5) und die Ungleichung ist erfiillt.
ii. Fall: s ¢S5,
Dann folgt nach Definition L(s,~, §) = {([])} und damit ist die Ungleichung erfiillt.
2. Fall: L(sp,7,8) 2 [rJ({{[)}) fiir (sp, 7, 85) € Ostack- ™ =Py =P E A, 5 € Se

Es gilt py iy p und Runs(s,p,s;) # 0. Dann gilt nach Definition ([r]([])) €
L(sp,7, sp) und damit ist die Ungleichung erfiillt.

3. Fall: L(Spa'% 5) 2 [7"} (L(sﬁa:}@ 5)) fur (Sp7'77 5), (sﬁai/’ §) € gstacks r=pYy — ﬁﬁ/ €
A,seS.,5€ 8
Nach Definition gilt py 7L zund Runs4(s, ¢, 5) # 0 fur beliebiges (1) € L(sp,7,5)
und passendes ¢ € PI'™*(#PI'*)*. Dann gilt auch py <M:(T>)> ¢ mit Runs4(s,¢,5) # 0
und damit ([r](7)) € L(sp, 7, 5). Also ist die Ungleichung erfiillt.

4. Fall: L(sp,7,82) 2 [r](L(sp,71,81); L(81,72,82)) fur r = py — pnye € A,
(8psY5582), (85,71, 51) (81,72, 52) € Ostacks S € S, 51,52 € Sy
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Unterscheide zwei Fille:
i.Fall: 51 €5,

Dann gilt 5 = 55 fiir ein 5 € Sc.,p € P. Nach Definition gilt py; g C1,
mit Runs4(s,¢1,81) # 0, fiir beliebiges (1) € L(sp,71,51) und passendes ¢; €
PT*(#PTI')*. Es existiert also ein Lauf in 4, der ¢; von s nach 5; erkennt. Nach
Lemma 3.21 gilt ¢; = 01, fiir 91 € (PT*#)* und der erste Teil des Laufs erkennt 01

von s nach 5. Da 51 = 55 € ), gilt auch p¥s g o, mit Runs (3, ¢z, §2) # 0 fiir
beliebiges (12) € L(55,42, §2) und passendes ¢o € PT™*(# PI'™*)*. Durch Kombination
des ersten Teils des vorher betrachteten Laufs mit einem beliebigen Lauf in A der &,

erkennt, erhilt man einen Lauf in A, der ¢ = 01¢2 von s nach 39 erkennt und damit

Runs4(s,¢,52) # (. Nach Lemma 3.18 gilt zudem p917 <T£2> ¢. Dann gilt auch

Py Q ¢, fir (1) = ([r](71;72)), und damit (1) € L(sp,~, §2). Da dies fiir beliebige

<7’1> S L(Sﬁ, Y1, 81), <7’2> S L(gﬁ, Y2, 52) gilt, ist die Ungleichung erfiillt.
ii. Fall: 51 ¢ 5,

Nach Definition gilt 5, g ¢1, mit Runs(s,¢1,51) # 0, fiir beliebiges (1) €
L(sp,%1,51) und passendes ¢; € PT™*(#PI'*)*. Es existiert also ein Lauf in A, der ¢
von s nach 55 erkennt. Da 51 ¢ S),, gilt schon (81, J2, §2) € dstqck, denn der Algorithmus
erzeugt keine neuen Kanten, die nicht von Zustinden in S, ausgehen. Man kann den
erwihnten Lauf also um diese Kante verlingern und erhilt Runs4(s, ¢192, 52) # 0.
Nach Definition gilt zudem fiir alle (72) € L(51, 52, 52), dass (72) = ([]). Nach Lemma

3.18 gilt py172 ki) ¢1%2. Dann gilt auch py RN ¢192, fiir (1) = ([r](71;72)), und
damit (7) € L(sp,, 52). Da dies fiir beliebige (71) € L(sp,71,51), (T2) € L(5p5, 72, 52)
gilt, ist die Ungleichung erfiillt.
S;Fall: L(Sp7 Y §) = [T](L(Sﬁ7 ¥ ‘§)7 L(g;ﬁv ¥s 5)) fur (Spv s 5)’ (513’ ¥s ‘§)7 (5157 ¥s §) €
5stack’ (§7 #7 5) S 5separa,tor, S, ENS Sc» §7 5 € SS? r=py — ﬁ?#ﬁ’? € A
Nach Definition gilt 55 2 ¢, mit Runs 4(s, & &) # 0 fiir beliebiges (m5) € L(s5, 7, §)
und passendes & € PT*(#PT*)*. AuBerdem gilt 55 ~ & mit Runs (5, & 3) # 0 fiir
beliebiges (1) € L(5p5,7, §) und passendes ¢ € PI'*(#PI*)*. Dann lisst sich aus einem
Lauf fiir ¢ von s nach § in A, der Transition (8, #, §) und einem Lauf fiir ¢ von § nach §
in A, ein Lauf fiir ¢ = é#¢ in A konstruieren. Es gilt also Runs.4(s, ¢, 5) # 0. Zudem
gilt py =2 &, fiir (7) = ([](#, 7)), und damit (7) € L(sp, 7, 3). Da dies fiir beliebige
(1) € L(53,79, 8), (12) € L(sp,7, 5) gilt, ist damit auch die Ungleichung erfiillt.

O]

Wir konnen also theoretisch einen annotierten Automaten konstruieren, in dem zu jeder
Transition die Klasse von Popsequenzen vermerkt ist, die durch diese beschrieben wird. Fiir
WPDS wurde gezeigt, dass durch Verkniipfung der Klassen von Popsequenzen zu Transi-
tionen entlang akzeptierender Pfade des konstruierten Automaten fiir eine Konfiguration c,
die Menge der erreichenden Pfade konstruiert werden konnte. Dieses Ergebnis gilt auch fiir
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DPN, nur das hier die Menge der erreichenden Hecken konstruiert wird. Um diesen Vorgang
des Auslesens der Menge der erreichenden Hecken aus dem Automaten zu formalisieren,
definieren wir eine Funktion, die zu einem Lauf des annotierten Automaten eine Menge von
Hecken konstruiert.

Definition 3.26. Zu einem Lauf ¢ € Runs 4+ definieren wir den Wert:

in; fir ¢ = [s],s € S

(6) = m(@) e () fir ¢ =;[s, A, 3], (s, 1, 3) € §Semmtm .
7(¢) fir o = ¢; [s, A, 3], (5, A, 5) € Ostate
m(@);l(t)  fiir ¢ = s[5, 5], (5,1, 5) € Sstack

Man konstruiert also aus den zu den auf dem Lauf angetroffenen Transitionen gehérenden
Klassen von Popsequenzen eine Menge von Hecken. Transition in Sstate und Ssepammr,
die keine Popsequenzen beschreiben, nehmen dabei eine gesonderte Stellung ein. Eine
Transition in g4z dient lediglich der Strukturierung des Automaten und hat daher keinen
Einfluss auf die erreichenden Hecken der betrachteten Konfiguration. Eine Transition in Ostack
signalisiert jedoch das Ende eines Stacks der Transition und den Beginn eines neuen. Wenn
das Ende eines Stacks erreicht ist, heilit dies im Sinne der Betrachtung von Popsequenzen,
dass jedes Element des Stacks bearbeitet wurde. Damit ist der Baum der diesen Stack
bearbeitet vollstandig. Fiir den nidchsten Stack wird ein neuer Baum der Hecke hinzugefiigt.
Beim Durchlaufen einer Transition in d4c%, die eine nicht leere Klasse von Popsequenzen
beschreibt, werden die Popsequenzen an die bis zu diesem Zeitpunkt konstruierten Hecken
angehingt. Fiir die so gewonnene Menge von Hecken gelten fiir bestimmte Typen von Liufen
dann folgende Eigenschaften:

Korollar 3.27. Fiir einen Lauf ¢ € Runs 4+ mit ¢* = w und w € XV gilt:

1. fiirw=py ... € PI",n € N,also ¢ = [s,p, s1]; [s1,71,52]; - - -5 [Sn—1,Vn, Sn]
,fiirs € Se, s; € S, dass

(@) = U((s1,71,52)); - - 5 1{(Sn—1,Vn, 5n))-

2. fiir w = prwi# ... #ppwy, mit ppw; € PT* n € N, also ¢ = ¢1;[51,7#, s2]; .- -5
[Sn—1, 7, sn]; bn, fiir s; € Se, 8; € Ss und ¢; € Runs (84, piwi, §;), dass

m(¢) = (.. (w(91) > w(P2)) > ...) > ().

Beweis. zu 1.: Folgt durch Induktion nach n aus Lemma 3.21 und der Definition von 7.

zu 2.: Folgt durch Induktion nach n mit 1. aus Lemma 3.21 und der Definition von 7, sowie
der Tatsache, dass (M > My); Ms = My > (Ma; Ms), fir My C Hedges, My, M3 C
Hedges'.

O]
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Fiir WPDS wurde gezeigt, dass die Menge der erreichenden Pfade fiir eine Konfiguration ¢
genau der Menge der Pfade entspricht, die man durch Verkniipfung der Klassen von Popse-
quenzen entlang der akzeptierenden Laufe fiir die Konfiguration im saturierten Automaten
erhilt. Analog definieren wir mit der Hilfe der Funktion 7, die zu einem Lauf die Menge der
Hecken liefert die entlang des Laufes konstruiert werden konnen, die Menge der Hecken fiir
eine Konfiguration ¢ im Automaten 4*.

Definition 3.28. Wir definieren zu einer Konfiguration ¢ € Con f den Wert 7(c) C Hedges
als:

w(c) = Jim(@) | ¢ € Accepta- (c)}.

Wir wollen nun zeigen dass dieser Wert der Menge der erreichenden Hecken fiir die Konfigu-
ration c entspricht.

Satz 3.29. Fiir eine beliebige Konfiguration c € Conf gilt:

m(c) = Hedges(c, C).

In einem ersten Schritt betrachten wir dazu die Menge der Bdume die man durch einen
Lauf gewinnen kann, der eine einfache Konfiguration pw in einem der Teilautomaten von
A* von einem s € S, zu einem § € S einliest. Bei der betrachteten Menge handelt es
um eine Menge von Bidumen, da nur ein Stack durch den Lauf erkannt wird. Die Existenz
eines solchen Laufes impliziert die Existenz nichtleerer Klassen von Popsequenzen fiir
alle durchlaufenen Transitionen, und fiir die Menge der Biaume sollte gelten, dass diese
die Konfiguration pw in eine Konfiguration transformiert, die der urspriingliche Automat
erkennt. Man kann sogar zeigen, dass der urspriingliche Automat die erreichte Konfiguration
von s nach § erkennt. Umgekehrt kann man fiir jeden Baum der die Konfiguration pw in eine
Konfiguration transformiert, die dann im urspriinglichen Automaten von s nach s erkannt
wird, einen Lauf im saturierten Automaten von s nach s finden, der pw erkennt und den
Baum in der Menge der Baume des Laufes enthalten ist.

Lemma 3.30. Fiir eine Hecke () € Hedges' und s € S.,5 € Ss,pw € PT* gilt,
dass ein Lauf ¢ € Runsa~(s,pw,§) mit (1) € w(¢) genau dann existiert, wenn ein

¢ € PT*(#PT™)* existiert mit pw g ¢ und Runs4(s, ¢, 3) # 0.

Beweis. Zeige < und = getrennt:

i) =
Wir miissen zeigen, dass zu einem beliebigen Baum, der eine einfache Konfiguration pw in
eine Konfiguration ¢ iiberfiihrt, welche dann in .4 von einem Zustand s zu einem Zustand 5

erkannt wird, ein Lauf in A* existiert der die Ausgangskonfiguration von s nach § erkennt
und den Baum in der von ihm beschriebenen Menge enthélt. Unterscheide zwei Fille.
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1. Fall: |w|=0

Dann gilt pw L nur fir & = pund (7) = ([]), da auf einem leeren Stack keine
Transitionen ausgefiihrt werden konnen. Dann gilt § = s, und (s, p, §) € dstate = Sstate
und damit Runs 4+ (s, pw, §) = {[s, p, §] }. Nach Definition gilt fiir ¢ = {[s, p, 5]}, dass
m(¢) = {([])} und damit die Behauptung.

2. Fall: |w| >0

Sei dann w = 41 ...9,, mity; € I',n € N, und ¢ € PI*(#PT™*)*, mit pw g C.
Unterscheide wiederum zweli Fiille:
i. Fall: ¢ = ¢y, furc € PT*(#PT*)*, 5y €T

Dann befindet man sich in der Situation von Lemma 3.19 und kann den Baum ent-

sprechend aufteilen. Es existieren also Pop- und Pushphase (11), (12) € Hedges', mit

<7‘> = <’7’1>; <7‘2>, und ¥ € (PF*#)*,é < PF*(#PF*)*,’} eI',w,wy € T*,’yl erTl,

mit ¢ = ¢y = U¢ywe und w = W1y1Ws, sowie p; € P, so dass pw; g op1 und

D171 g ¢y. Unterscheide zwei weitere Fille:

a. Fall: |w1| =0
Es gilt W, = €, und damit (71) = ([]), also insgesamt (7) = (73), und ¥ = ¢, so-
wie 1 = Y1,W2 = 7Y2...%,. In diesem Fall findet keine Popphase statt, sondern
nur eine Pushphase. Dabei bleibt der Stack unterhalb des obersten Stacksymbols
unangetastet. Dann gilt ¢ = & = &¥792...7,. Da Runsy(s,¢,8) # (), existiert
ein Lauf in A, der ¢ von s nach § erkennt. Diesen kann man dann in n Teile auf-
spalten. Der erste Teil erkennt ¢ von s zu einem s; € S. Nach Lemma 3.21 gilt
s1 € Ss \ Sp. Es gilt also Runs (s, ¢y, s1) # 0 und damit (1) € L(sp, 71, s1). Nach
Lemma 3.16 existiert dann eine Kante ¢t; = (sp,71,51) € dstack und nach Lemma
3.25 gilt (7) € I(t1). Die restlichen n — 1 Teile des Laufes erkennen jeweils ein ~;
von s;—1 nach s;, mit s; € S, fiir ¢ > 1. Dabei ist s,, = 5. Nach 3.21 gilt s; € S,
und, da s; ¢ Sy, zudem s; ¢ S, fiir ¢ > 1. Fiir die dabei durchlaufenen Kanten
t;, = (Si_l,’yi, Si) € Ostack C Ostack gilt dann l(tl) = L(Si_l,%, Si) = {<H>} Fiir den
Lauf ¢ = [s,p, spl; [Sp, 71,5105 - -3 [Sn—1, Yn» S]]l € Runsa-(s,pw,s) in A* gilt
dann, nach Lemma 3.27, dass (1) = (7); ([]); .- -; ([]) € l(t1);1(t2);...;U(t3) = 7().

b. Fall: |w1]| >0
Sei dann w1 = 71 ...7vm,m € N;m < n. Es findet also eine Popphase statt, die die
ersten m Elemente vom Stack entfernt. Nach Lemma 3.20 kann diese noch weiter aufge-
teilt werden kann. Es existieren Popsequenzen (71), ..., (7,) € Hedges!, mit (71) =
(T1); .. 5 (Tm)y und 01, ..., 0y € (PT*#)*, p2,...,pm € P, mit © = 0 ... 0, und
DiVi g U;pi+1. Dabei sei p1 = pund pp, 1 = p1. Dann gilt ¢ = ¢5 = 01 . . . U CYWo.
Da Runs4(s, ¢, §) # () existiert ein Lauf in A, der € von s nach 5 erkennt. Diesen kann
man nun in n Teile aufspalten. Die ersten m Teile erkennen jeweils ein ¥; von s’ nach
st firi < m,s’ € S,j < m 4+ 1. Dabei ist s = s. Nach Lemma 3.21 gilt dann
s' € S., dabei gilt fiir ; = €, dass s = s'. Da fiir jeden Zustand s'*! € S, nach De-
finition eine Kante ( st p; +1, 5;'2;11) € Jstate eXistiert, kann man die oben genannten

Teilldufe verlingern und es gilt Runs_4 (s, 4;pi11, séﬁl) # (). Nach Lemma 3.16 exis-
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tieren dann Kanten ¢; = (s Spis Vs Spi 1) € Jstack und nach Lemma 3.25 gilt (%) € 1(¢;).
Der m + 1 Teil des Laufes fiir ¢ erkennt ¢¥ von s™*! nach s 12, fiir s™*2 € S. Nach
Lemma 3.21 gilt s™*2 € S\ S,. Es gilt also Runs4(s™ "1, &Y, s™2) # () und da-
mit existiert nach Lemma 3.16 eine Kante t,,11 = (sp"!, ymy1,5™72) € Ostack
und nach Lemma 3.25 gilt (72) € [(tm+1). Die restlichen n — m — 1 Teile des
Laufs erkennen jeweils eines der verbliebenen Stacksymbole ~; von s’ nach s“t!,
fir s* € S,i > m + 1. Dabei ist s"T! = 5. Nach Lemma 3.21 gilt s' € S, \ S,,
da s™*2 ¢ S,. Es existieren also Kanten t; = (s%,7;,5") € dgack C Ostacks flir
i > m+ 1. Und nach Definition von L(s’,v;, s°T1) und Lemma 3.16 gilt I(¢;) = {([])}-
Fiir den Lauf ¢ = [s, p, sp]; [sp, 71, 55,15 - -5 [s gi AYmat, ST [8™ Y, 8] €
Runs 4+ (s, pw, §) in A*, gilt dann, nach Lemma 3.27, dass (1) = (11);(m2) =
)i s ()i (D5 1) € 0(0)s -5 L(tw) = ().
ii. Fall: ¢ = op, firvo € (PT*#)*,p € P
Dann befindet man sich in der Situation von Lemma 3.20 und kann den Baum ent-
sprechend aufteilen. Es existieren also Popsequenzen (71), ..., (1,) € Hedges? m1t
() = (7m1);...;{(mn) und v1,...,0, € (PF*#)*,pg,...,pn € Pmito = 0.
und p;; g Uipi+1, dabei sei p1 = p,pp+1 = p. Dann gilt ¢ = 01...0,p. Da
Runs4(s,¢,8) # () existiert ein Lauf in A, der ¢ von s nach 5 erkennt. Diesen kann
man nun in n Teile aufspalten. Die ersten n — 1 Teile erkennen jeweils ein ©; von s’
nach s't1, fiir i < n,s’ € S,j < n. Dabei ist s' = s. Nach Lemma 3.21 gilt dann
s' € S, dabei gilt fiir o; = ¢, dass s't! = s’. Da fiir jeden Zustand s'*! € S,
zusitzlich eine Kante (s, p;,1, s;:;ll) € Ostate eXistiert, kann man die oben ge-
nannten Teilldufe verlingern und es gilt Runs A (s, Dipiy1, Sb) +1) # (). Nach Lemma
3.16 existieren dann Kanten ¢; = (s;i s Yis S;le) € Ostaer und nach Lemma 3.25 gilt
(1i) € I(t;). Analog existiert auch fiir den letzten Teil des Laufes, der 0,,p von s”
nach 3 erkennt, eine Kante t,, = (s ,7n,3) € Sstack mit (1,) € I(t,). Fiir den Lauf
¢ = [s,p, spl; [sp, M 31232]]; -5 [8p,s s 8] € Runs 4+ (s, pw, 5) in A* gilt dann, nach
Lemma 3.27, dass (1) = (11);...;(Tn) € l(t1);...;U(tn) = ().
@) =
Zu einem Lauf in 4%, der eine Konfiguration pw von einem Zustand s zu einem Zustand §
erkennt, miissen wir zeigen, dass ein beliebiger Baum, der in der durch den Lauf beschriebe-
nen Menge liegt, die Anfangskonfiguration in eine eine Konfiguration c¢ iiberfiihrt, welche
dann in A vom Zustand s zum Zustand § erkannt wird. Unterscheide zwei Fille:
1. Fall: |w|=0
Dann gilt 5 = s, und (s,p,5) € Sstate = Ostate und damit Runs4-(s,pw,3) =
{[s,p, 8]} = Runsa(s,pw,3s). Fir ¢ = [s,p, 5] gilt zudem 7(¢) = {([])} und da-
mit (1) = ([]) fiir (7) € 7(¢). Damit folgt dann pw A ¢, fir ¢ = pw. Da, wie oben
schon angemerkt, Runs.4(s, pw, §) # (), gilt also die Behauptung.
2. Fall: |w| >0
Seiw =71 ...7n,und ¢ € Runs4-(s, pw, §) ein Lauf in A* mit (1) € 7(¢). Man kann
¢ in n + 1 Teile aufspalten, die jeweils ein Symbol der Konfiguration erkennen. Der erste
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Teillauf erkennt den Kontrollzustand von s zu einem s; € S. Nach Lemma 3.21 gilt
s1 = sp € S). Die folgenden Teile erkenne jeweils ein v; von einem Zustand s; zu einem
Zustand s; 11, mit s; € S. Dabei gilt s,,41 = §. Nach Lemma 3.21 gilt s; € S5 und es
existiert ein K € N, mit s; € Sy, furalle¢ < kund s; ¢ S, fur alle i > k. Es gilt also
o =[s,p,s1]; [s1,71,52]; - - - ; [Sn—1,n, sn]- Nach Korollar 3.27 und Lemma 3.25 gilt
dann 7(¢) = 1((51,71,52)); -5 1((Sn—1,Vn,Sn)) = L(s1,71,92); -3 L(Sn—1, Yn, Sn)
und damit (1) = (71);...;{(Tn), mit (1;) € L(s;, Vi, Si+1), fir (1) € w(¢). Da s; =
E;i € Sp, mit 5" € S,,p; € P, fiir i < k, existieren, nach Definition von L(Eﬁ,i,%, Si+1)s

dann ¢; € PT*(#PT™*)*, mit p;; g ¢; und Runs4(5',¢;, 5,41 # 0, fiir i < k. Da fiir
i < k auch s;41 = E;,le, gilt nach Lemma 3.21, dass ¢; = 0;p;11, fir v; € (PT*#)*,
und dass ein Lauf in A fiir ¢; von 5 nach 5;:}1 aus einem Lauf fiir ; von 5° nach §t1

und einer Kante (51, p; 1, E;;;rll) € Ostate besteht. Damit gilt Runs 4 (5, v, 571) # 0.

Dann gilt nach Lemma 3.18, dass py; ... % <Tl>;%<m> 1 ...0Uk_1C;. Desweiteren kann
man die Liufe, die ¥; von 5 nach 5! erkennen und den Lauf, der ¢, von §° nach
sk+1 erkennt kombinieren und erhilt Runs.4(s, vy ... Ux_1Ck, Sk+1) # 0. Fir ¢ > k gilt
si ¢ Sp und damit direkt (s;, Vi, Si+1) € Ostack, da durch den Algorithmus keine Kanten,
die nicht von Zustinden in S}, ausgehen, hinzugefiigt werden. Dann gilt nach Definition

von L(s;, i, si+1) aber schon (7;) = ([]) und damit insgesamt p~y; ...y, RN ¢, fir
() =(m1);...;(Tn)und ¢ = V1 ... Uk_1CkYk+1 - - - Yn- Fir den ersten Teil von ¢ existiert
wie oben gezeigt ein Lauf in A, der diesen von s nach sy erkennt. Diesen kann man
durch die Kanten (s;, s, Si+1)0stack, fur i > k, zu einem Lauf in A verldngern, der die
komplette Konfiguration ¢ von s nach § erkennt und erhélt Runs.(s, ¢, 5) # 0.

O]

Das Ergebnis, dass Teilldufe, die einzelne Stacks erkennen, genau die Menge von Biumen
beschreiben, die diese Stacks in eine durch den urspriinglichen Automaten erkannte Teil-
konfiguration transformieren, kann man nun dazu verwenden, eine dhnliche Aussage fiir
Laufe zu machen die ganze Konfigurationen, bestehend aus mehreren Stacks, erkennen und
demnach Hecken, bestehend aus mehreren Bdumen, beschreiben.

Lemma 3.31. Fiir eine Hecke 0 € Hedges und s € S.,5 € Ss,c € PI'*(#PI'*)*
gilt, dass ein Lauf ¢ € Runsq-(s,c,§) mit o € w(p) genau dann existiert, wenn ein
¢ € PT*(#PT*)* existiert, mit c == ¢ und Runs4(s, ¢, 3) # (.

Beweis. Zeige < und = getrennt:

i) <=
Wir miissen zeigen, dass zu einer beliebigen Hecke, die eine Konfiguration c in eine
Konfiguration ¢ tiberfiihrt, welche dann in .4 von einem Zustand s zu einem Zustand §

erkannt wird, ein Lauf in A* existiert der die Ausgangskonfiguration von s nach § erkennt
und die Hecke in der von ihm beschriebenen Menge enthalt.
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Seio = (71,...,7,)und ¢ € PT*(#PI*)*, dann gilt c == ¢, wenn ¢ = pywi# . . . #PnWn,
mit pyw; € PT*, und & = &4 ... #cn, fir & € PU*(#PT*)*, mit pjw; 2% .
Da Runs(s,c,5) # 0, existiert ein Lauf in A, der ¢ von s nach 5 erkennt. Diesen
kann man in n + (n — 1) Teile aufteilen, die abwechselnd eine Teilkonfiguration ¢;
von einem Zustand s; zu einem Zustand §; und ein Trennzeichen # von §; nach s;4;
erkennen. Dabei gilt s; = s und 5, = §. Nach Lemma 3.21 gilt dann s; € S, und
5; € Ss. Es gilt also Runs_4(s;, &, §;) # () und damit existieren nach Lemma 3.30 Laufe
@i € Runsa=(8;, piw;, §;) mit (1;) € 7(¢;). Aus diesen Léufen, und den zusitzlich existie-
renden Liufen fiir die Trennzeichen, da 0separator = 5 separator €Xistieren diese auch in A*,
kann man nun einen Lauf ¢ = ¢1; [51, #, s2]; - - - ; [Sn—1, #, Sn]; ¢n € Runs+(s,c,5) in
A* zusammensetzen. Nach Korollar 3.27 gilt dann o = (71, ..., 7,) = (... ((11) > (12)) >
o)D) € (o (mw(d1) > (o)) .. ) > (Py) = (), und damit die Behauptung.
(i) =

Zu einem Lauf in A%, der eine Konfiguration ¢ von einem Zustand s zu einem Zustand §
erkennt miissen wir zeigen, dass eine beliebige Hecke, die in der durch den Lauf beschriebe-

nen Menge liegt, die Anfangskonfiguration in eine eine Konfiguration ¢ tiberfiihrt, welche
dann in A vom Zustand s zum Zustand § erkannt wird.

Sei ¢ = pywi#...#pnwy und ¢ € Runsy-(s,c, §) ein Lauf in A* mit o € 7(¢).
Man kann ¢ aufteilen in n + (n — 1) Teile, die abwechselnd eine Teilkonfiguration p;w;
von einem Zustand s; zu einem Zustand 5; und ein Trennzeichen # von §; nach s;41
erkennen. Dabei gilt s; = s und 5, = §. Nach Lemma 3.21 gilt dann s; € S, und
5; € Ss. Insgesamt gilt also ¢ = ¢1; [S1, #, s2]; - - -5 [Sn—1, #, Sn]; Pn, mit den Teilldufen
¢; € Runsa~(si, piw;, §;) in A*, die die p;w; erkennen. Es gilt, nach Korollar 3.27,
(@) = (... (w(p1) > 7(P2))>...)>7(¢y,) und damit o = (7, ..., 7, ), mit (1;) € 7(¢),
fir o € 7(¢). Nach Lemma 3.30 existieren dann ¢; € PI'™*(#PI'™)* mit p;w; g Ci
und Runs4(s;, G, 3;) # (). Dann gilt insgesamt ¢ == ¢, fiir ¢ = ¢, # ... #¢,. Neben
den Laufen in A, die die ¢; von s; nach §; erkennen, existieren nach Voraussetzung auch
Liufe, die ein Trennzeichen von §; nach s; 1 in A* erkennen. Da Ssepamtor = Oseparator
existieren diese aber auch in .A. Dann existiert auch insgesamt ein Lauf in A, der ¢ von s
nach § erkennt und es gilt Runs (s, ¢, §) # 0.

O]

Durch die gezielte Betrachtung von akzeptierenden Liufen fiir eine Konfiguration kann man
dann Satz 3.28 beweisen. Die Hecken, die durch einen akzeptierenden Lauf beschrieben
werden, transformieren die Konfiguration in eine Konfiguration, die dann auch im urspriing-
lichen Automaten durch einen akzeptierenden Lauf erkannt wird. Demnach ist die erreichte
Konfiguration in der Zielmenge und die Hecke eine erreichende Hecke. Damit kdnnen
wir nun beweisen, dass wir fiir eine Konfiguration ¢ aus dem Automaten die Menge der
erreichenden Hecken Hedges(c, C') auslesen konnen.

Beweis. von Satz 3.28:
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Unterscheide zwei Fille:

1.Fall: ¢ ¢ PRE*(C)

Dann existiert kein 0 € Hedges und ¢ € C mit ¢ == ¢, also gilt Hedges(c,C) = ().
Zudem gilt ¢ ¢ L(A*), dass heiBt Accept(c) = (), und damit 7(c) = 0.
2.Fall: ¢ € PRE*(C)

Zeige C und D getrennt:

i) <
Sei 0 € 7(c), dann existiert ein ¢ € Accept 4« (c) mit o € 7(¢). Damit existiert auch
§ € Fmit ¢ € Runsy-(s°, c,5). Nach Lemma 3.31 existiert dann ¢ mit ¢ == ¢
und Runs4(s®,¢,8) # (). Dann gilt Accept 4(¢) # () und damit ¢ € C. Daraus folgt
wiederum o € Hedges(c,C).

(i) 2
Sei ¢ € Hedges(c,C), dann existiert ein ¢ € C mit ¢ == ¢ Da ¢ € C, gilt
Accept g(c) # 0 und damit auch Runs4(s®,¢,s) # 0, fir ein § € F. Nach Lem-
ma 3.31 existiert dann ein ¢ € Runsa-(s®,¢,s) mit 0 € w(¢p). Da s € F, gilt
Runs g+ (s°, ¢, s) C Accept(c) und damit auch o € 7(c).

O]

Wir haben gezeigt, dass wir die Klassen von Popsequenzen durch ein Ungleichungssystem
beschreiben kdnnen. Desweiteren konnen wir mit diesen Klassen von Popsequenzen die
erreichenden Hecken von einer Konfiguration in eine Menge von Zielkonfigurationen be-
schreiben. In Abschnitt 3.1 wurde bereits gezeigt, dass diese Menge eng mit der Menge
der erreichenden Pfade, fiir deren Gewicht wir uns interessieren, verbunden ist. Da wir die
Klassen von Popsequenzen jedoch nicht ohne weiteres explizit berechnen konnen, um dann
daraus die Menge der erreichende Hecken und Pfade zu erhalten, gehen wir im nédchsten
Abschnitt zu einer direkten Berechnung von Gewichten fiir die Klassen von Popsequenzen
iber. Wir zeigen, dass wir diese durch ein Ungleichungssytem berechnen konnen. Aus den
Gewichten der Popsequenzen lasst sich dann das Gewicht der erreichenden Hecken fiir eine
Konfiguration und damit auch das Gewicht der erreichenden Pfade bestimmen.

3.3 Abstrakte Interpretation

Wir betrachten nun den Ubergang von Hecken zu Gewichten. Wie schon im Fall von WPDS
wollen wir jeder Transitionsregel eines DPN ein Gewicht zuweisen, um damit Aussagen iiber
die Auswirkungen von Ausfithrungspfaden eines DPN zu machen. Da die Pfade eines DPN
die gleiche sequentielle Struktur wie die Pfade eines PDS haben, bietet sich fiir die Gewichte
die gleiche Struktur eines beschriankten idempotenten Halbringes an.
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Im Fall von Pfaden reicht nun der eine Operator, der zwei Gewichte konkateniert, da auf
einem Pfad die Transitionen nacheinander abgearbeitet werden. Wie in Abschnitt 3.1 festge-
stellt, miissen wir fiir die Beschreibung der Ausfithrungen eines DPN jedoch auf Hecken
zuriickgreifen. In einer Hecke existieren nun komplett parallel ablaufende Teile und auch
nachtrigliche Verzweigungen. Um dies nun fiir Gewichte ausdriicken zu kénnen, brauchen
wir einen zusdtzlichen Operator, der die Gewichte von zwei Pfaden nimmt und diese parallel
verkniipft. Wenn man aus dem Gewicht eines Astes die genaue Struktur des Astes rekonstru-
ieren kann, kann man diesen Operator durch direkt berechnen. Die Menge der interleavten
Pfade ldsst sich aus den, aus den gegebenen Gewichten, rekonstruierten Asten, erzeugen
und man kann explizit die Gewichte aller Pfade untersuchen. Da in der Regel jedoch beim
Ubergang zu Gewichten von der zu Grunde liegende Struktur der Aste abstrahiert wird
und man keine Aussage mehr iiber die tatsichlich auftretenden Transitionen machen kann,
braucht man einen eigenen Operator, der nur auf Basis der Gewichte der Aste das Gewicht
einer Verzweigung berechnen kann. Da wir die Gewichte einzelner Popsequenzen berechnen
wollen, um diese dann zu Gewichten ganzer Hecken zusammenzusetzen, muss dieser Opera-
tor zudem mit der Konkatenation von Hecken kompatibel sein. Bei der Konkatenation einer
Hecke und eines Baums, wird der Baum an das unterste rechte Blatt des letzten Baumes der
Hecke angehéngt. Deshalb muss das Gewicht der Hecke, vor der Konkatenation mit dem
Baum, verkniipft mit dem Gewicht des Baumes, gleich dem Gewicht der durch die Konkate-
nation entstandenen Hecke sein. Ist nun das Gewicht der Hecke vor der Konkatenation durch
die parallele Verkniipfung der Gewichte der einzelnen Biume der Hecke gegeben, dann heif3t
dies, dass das an diese Verkniipfung angehéngte Gewicht des Baumes das Gesamtgewicht
genauso beeinflussen muss, wie es durch ein direktes Anhiingen an das Gewicht des letzten
Baumes innerhalb der parallelen Verkniipfung der Hecke passieren wiirde.

Um dies erreichen zu kénnen, brauchen wir fiir die Berechnung, neben den Gewichten die
den Transitionen zugewiesen werden, gegebenfalls Gewichte, die die Effekte von parallel
laufenden Gewichten speichern und ein Anwenden auf nachtriglich angehéngte Gewichte
ermoglichen. In Pfaden gesprochen kénnen wir ein vorlaufiges Interleaving mit dem bereits
bekannten Teil des rechten Pfad bilden, miissen jedoch die Anweisungen des linken Pfades
noch speichern, um bei einer Verldangerung des rechten Pfades die Menge der Interleavings
zu korrigieren.

Da diese Gewichte, neben einem vorldufigen Gewicht fiir das Interleaving, nur zusétzliche
Informationen speichern, sollte eine Projektionsfunktion existieren, die diese zusétzlichen
Informationen nach Beendigung der Berechnung entfernt und ein endgiiltiges Gewicht ohne
Nebeneffekte herstellt, das dem Gesamtgewicht der Pfade, die durch die Hecke beschrieben
werden, entspricht.

Zu einem beschrinkten, idempotenten Halbring, der die Gewichte fiir die Transitionen
enthilt, definieren wir fiir die Berechnung dann eine Erweiterung, die einen Interleaving-
operator mit den geforderten Eigenschaften, gegebenenfalls zusétzliche Gewichte und eine
Projektionsfunktion enthélt.
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Definition 3.32. Ein erweiterer Halbring zu einem beschrinkten idempotenten Halbring
(D,®,®,0,1) ist ein Septupel £ = (E,®p, Op, ®g, 0,1, 7). Dabei ist E eine Menge mit
D C E,n: E — D ist eine Abbildung in den Basisring und ® g, ©g, ®g sind bindre
Operatoren auf E. Dabei ist (£, ®g, ©®p, 0, 1) ein beschrinkter idempotenter Halbring und
es muss gelten, dass:

di Prdo=diPdyund dy O ds = di © do, fiirdy,dy € D

® g 1st assoziativ.

® g distributiert iiber B .

(di ®F d2) O d3 = di1 ®F (d2 ©p d3), fiirdi,da,d3 € E

n(d) = dfiralle d € D, alson(E) = D

n(dy ®g d2) = n(d1) ©g n(da), firdy,dy € E

n(d1 OF dz) = T](dl) OF n(dz) =d; ® 77(d2) firdi € D,dy € &

nlepd) =nldeopl) =n(d),fird e E

n((dy O d2) ®g (d3s ©g d4)) = n(d1 O (d2 ®p (d3 Op d4)) ®p ds O ((d1 OF
d2) ®p ds)) = (d1 © n(de @g (ds O da))) & (d3 @ n((d1 O d2) ®F dy)), fir
dy,ds € D,dy,dy € E

10. 77(d1 RF d2) = U(U(dl) RF U(dg)), firdy,do, € £

o ® N A » DD =

Die Operatoren des urspriinglichen Halbringes werden auf den gegebenenfalls vergroB3erten
Wertebereich erweitert. Gewichte mit Nebeneffekten konnen aus zwei Gewichten ohne
Nebeneffekt also nur durch Interleaving erzeugt werden. Die geforderte Assoziativitit und
Distributivitdt des Interleavingoperators ist in der Regel keine Einschriankung, da auch
das Interleaving zweier Pfade, welches ja durch den Operator beschrieben werden soll,
assoziativ und distributiv, vergleiche Korollar 3.7, ist. Kommutativitét gilt im allgemeinen
nicht, da dies in der Regel der geforderten Eigenschaft widerspricht, dass an ein Interleaving
angehingte Gewichte sich nachtriglich auf das rechte der interleavten Gewichte auswirkt. Die
geforderten Eigenschaften von 7 garantieren, wie man spiter sieht, dass sich die Projektion
eines Interleavings zweier Gewichte genau wie die Abstraktion des Interleavings zweier
Pfade verhilt, die diese Gewichte als Gesamtgewicht haben. Dies bedeutet dann, dass
der Interleavingoperator, nach entfernen aller eventuell zur Erfiillung der oben genannten
Eigenschaft gespeicherten Nebeneffekte, das gewiinschte Gewicht liefert.

Da die Operationen @ g und O auf D C E mit den Operationen & und © iibereinstim-
men und ® g nur auf F definiert ist, verzichten wir im folgenden auf die Indizierung der
Operatoren.

Fiir den Interleavingoperator der Gewichte und die Projektionsfunktion kann man dann dhn-
liche Eigenschaften, wie fiir den Interleavingoperator fiir Pfade in Korollar 3.7, feststellen.

Korollar 3.33. Fiir den Operator @ und die Funktion 1 eines erweiterten Halbrings gilt:
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1. ® ist kommutativ unter 1. Es gilt also n(d; ® d2) = n(de ® dy) fiir dy,dy € E
Elemente des Halbrings.

2. Fiirdy,...,d, € E Elemente des Halbrings und iy, ... %, Indizes, so dass d;; =
d;j ® d;'j, mit d;j S D,d;]. € E, fiiralle j € {1,...,m}, und dy, = 1, fiir alle
k¢ {i1,... im}, gilt

N ®...@dy) =n(dy ®...0d;,) =n(@Pdi,®(di, ®...0d;®...0d;,)).
7j=1

Beweis. zu 1.: Kommutativitdt folgt aus den Punkten 7. - 9. der Definition, sowie der
Eigenschaft,dassd =160d=d® 1, fird € E.

zu 2.: Folgt mit 1. aus Anwendung der Punkte 8. - 10. der Definition.
O

Mit der Definition des erweiterten Halbrings kénnen wir dann ein gewichtetes dynamisches
Push-Down-Netzwerk definieren:

Definition 3.34. Ein gewichtetes dynamisches Pushdown-Netzwerk (WDPN) ist ein Tri-
pel W = (M,E, f). Dabei ist M = (P,I',A) ein DPN, £ = (F,®,0,®,0,1,n) ein
erweiterter Halbring und f : A — n(FE) eine Gewichtungsfunktion.

Da es unser Ziel ist die Gewichte von Pfaden im DPN zu berechnen und der Umweg iiber
die Betrachtung von Hecken nur ein Hilfsmittel ist, werden den Transition eines WDPN nur
Gewichte des urspriinglichen Halbrings zugeordnet. Wir werden im folgenden nun zeigen,
dass die direkte Abstraktion von Pfaden mit Hilfe dieser Gewichte das gleiche Ergebnis
liefert, wie die Projektion der Abstraktion der zugehorigen Hecken durch die erweiterten
Gewichte. Sei im folgenden also ein WDPN W = (M, S, f), mit DPN M = (P,I"; A) und
erweiterten Halbring £ = (E,®, ®, ®, 0, 1,7), gegeben. Damit wiederholen wir die, schon
in Abschnitt 3.1 angesprochene, Definition des Gewichts einer Menge von Pfaden in einem
WDPN:

Definition 3.35. Wir definieren eine Abstraktionsfunktion « : P(Paths) — n(E) durch
die Abstraktion eines einzelnen Pfades p € Paths durch:

o) = 1 fiir p = ||
) {a(ﬁ) o I() firp=pilr]

Fiir Mengen S C Paths sei dann a(S) = @{a(p) | p € S}.

Es gilt dabei offensichtlich a(|J;; S;) = ;- ; «(S;) und die Funktion ist universell
distributiv. Auf der anderen Seite konnen wir mit Hilfe des erweiterten Halbrings und des
Interleavingoperators auch eine Abstraktion fiir Hecken definieren.
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Definition 3.36. Wir definieren eine Abstraktionsfunktion 3 : P(Hedges) — E durch die
Abstraktion einer einzelnen Hecke o € Hedges durch:

B(11)) @ ...Q B({tn)) firo = (11,...,7n)
o h fiir o = {[)
) fir o = (fr)()
1) @ (B((r)) @ B((m)))  fir o = (frl(r,72))

Fiir Mengen S C Hedges sei dann 5(S) = @{5(0) | o € S}.

Es gilt dabei offensichtlich (|, Si) = €D;_, 6(S;) und die Funktion ist universell
distributiv. Wir wollen nun zeigen, dass die Abstraktion einer Menge von Hecken auf dem
erweiterten Halbring mit Hilfe der Funktion 1 zur Abstraktion der durch die Menge von
Hecken beschriebenen Pfade fiihrt. Seien im folgenden also zwei Abstraktionsfunktionen o
und /3, wie oben definiert, gegeben.

Betrachten wir zunéchst jedoch einige Figenschaften des erweiterten Halbrings. Nach Defi-
nition des Halbrings existiert fiir jede beliebige Teilmenge von Elementen eine grofite untere
Schranke. Man kann zeigen, dass sich diese Schranke schon als grofte untere Schranke einer
endlichen Teilmenge schreiben lésst.

Lemma 3.37. Sei M C FE eine Menge von Gewichten, dann existiert eine endliche Menge
NCMmitépM =E N.

Beweis. Wihle eine aufsteigende Folge endlicher Mengen N; C M beginnend mit Ny =
(). Im i-ten Schritt wihle ein d; € M \ N;_1, mit @ N;,—1 ® d; # @ N;—1 und setze
N; = N;_1 U {d;}. Falls kein d; existiert, das die Bedingung erfiillt, setze N; = N;_;.
Firi € N giltdann @ N;—1 J P N; = @ N,—1 @ d;. Damit ist @ N; eine unendlich
absteigende Kette und wird nach Voraussetzung schlieBlich stabil. Es existiert also ein n € N,
mit P N; = @ N, fiir alle 7 > n. Nach Definition existiert dann kein d € M \ N,,, mit
P N,,dd # @ N,,. Dann gilt also P N,, &d = @ N,, und damit auch @ N,,&d I P N,
fiir alle d € M \ N,,. Daraus folgt, dass auch @ N,, @ P(M \ N,,) =P M C & N,, und
da fiir N,, € M in jedem Fall @ N,, 3 € M, gilt insgesamt P N,, = @ M. Also gilt fiir
N = N,, die Behauptung. O

Man kann die Bildung einer groten unteren Schranke einer beliebigen Menge also auf die
Bildung einer grofiten unteren Schranke einer endliche Menge reduzieren. Dies kann man
dazu benutzen, die universelle Distributivitit von ®, ® und 7 iiber & zu zeigen, indem man
sie auf die gegebene paarweise Distributivitit des erweiterten Halbrings zuriickfiihrt.

Korollar 3.38. Seien M, My, My C E Mengen von Gewichten, dann gilt:

1. ®M1®®M2 :®{d1@d2 | dq EMl,dQ EMQ}
2. @M1®@M2 :@{d1®d2 ’ dy € My,ds EMQ}
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3. (@ M) = B{nld) | d e M}

Beweis. Durch Induktion erhilt man die endliche Distributivitit von ®, ® und 7. Unendliche
Distributivitit folgt dann aus Lemma 3.37. O

Mit diesen Hilfsmitteln kdnnen wir jetzt zeigen, dass die Abstraktion der von einer Hecke
beschriebenen Pfade der Projektion der Abstraktion der Hecke selbst in den urspriinglichen
Halbring entspricht.

Lemma 3.39. Fiir eine Hecke o € Hedges gilt, dass a(y(0)) = n(B(0)).

Beweis. Seio = (11,...,T,) € Hedges,n € N. Zeige die Aussage durch Induktion iiber
die Anzahl benannter Knoten in o>:
I. |o| =0

Dann ist ; = [], fur ¢ € {1,...,n}, und damit gilt ¥'(0) = {[]} und a(¢(0)) = 1.
AuBerdem gilt 5(0) = B((11)) ® ... ® B({1)) = 1 ® ... ® 1. Nach Definition von 7 gilt
dann (1 ® ... ® 1) = n(1) = 1 und damit die Behauptung.

2. lo| >0
Dann gilt 7; = [r;](7;) oder 7; = [r;](7,7;) fireini € {1,...,n},r € A (7)), (T;) €
Hedges'. Seien iy, . .. ,i,, die Indizes der nichtleeren Biume, also
I [Tij](’lzij) mit Ty, € Aq, <7~—z> oder
Y [ri;)(i;, 75,)  mitry; € Do, (7y,), (7i;) € Hedges'
fir alle j € {1,...,m}, und 7, = [] fir alle & ¢ {i1,... %, }. Dann gilt ¢({7;,)) =
[T’Lj]v ,(70(5-2])’ mit

K <7A'Z'j,7~'z‘].> fiir Ti; = [Ti].](ﬁj,ﬂj) ’

denn (7, 7,) = (7)) | (7). Da zusitzlich ¢((r)) = {[}. fir k ¢

{i1,...,im}, folgt dann aus Korollar 3.7, dass:

(o) = ) - ()
= (ma) - (7))

= Ul @) 1 19@) |- e (T,)
j=1

_ {@J_) fiir 75, = [ri,](7;)

*Die Anzahl benannter Knoten einer Hecke o ist dabei definiert als

ST firoc = (11,...,7n)
o] = 0 fiir o = ([])

L+ [(F)] fiir o = ([r](7))

L+ (B + D) firo = ([r](F,7))

und entspricht der Linge eines Pfades in ¢ (o).
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Die verbliebenen Interleavings konnen nun wieder als Pfadmengen von Hecken dargestellt
werden. Wihle dazu

o — <T7;1,...,T;j,...,7'im> fﬁl’Tij = [T‘lj](f‘l])
o A~ .. Ao~
! <7'i17~- ,Tij,Tij,...,Tim> fiir Ti; = [Y’ij](Tij,Tij)

Diese Hecken haben nun einen benannten Knoten weniger, da ja eine Transition ausgeglie-
dert wurde. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also a (1 (0, )) = 1(5(0i;)). Insgesamt gilt
dann:

a(y(o)) = a(|Jlri,Ji9(03,))

= (@ 1) © BUr) © ... © B(E4,) @ .. @ B((73,,))))

J=1

Letzteres gilt, da 3((7;;, 74,)) = B({7i;)) ® B((7;,)). Damit gilt auch 3({7;;)) = f(ri;) ©
B(Gi;). Da nun zusitzlich 3((r)) = 1, fir k ¢ {i1,...,in}, gilt nach Korollar 3.33
insgesamt:

(o)) = @D fri;) © B(m)) ®...© B(6,) © ... ® B((7i,)))

O]

Zur Berechnung des Gesamtgewichtes einer Menge von Pfaden, die durch eine Hecke
beschrieben werden, brauchen wir also lediglich das Gewicht der Hecke unter der Pro-
jektionsfunktion zu betrachten. Seien im folgenden C' C Conf eine reguldre Menge von
Konfigurationen und ¢ € Con f eine einzelne Konfiguration. Zusammen mit der in Satz 3.9
gezeigten Aussage, dass die Menge der erreichenden Hecken von ¢ und in die Menge C,
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genau die Menge der erreichenden Pfade beschreibt, folgt dann, dass wir zur Berechnung
des Gewichtes der erreichenden Pfade lediglich das Gewicht der Menge der erreichenden
Hecke unter der Projektionsfunktion bestimmen miissen.

Satz 3.40. Es gilt a(Paths(c,C)) = n(B(Hedges(c,C))).

Beweis. Nach Satz 3.9 gilt ©)(Hedges(c,C')) = Paths(c,C), damit folgt dann:
a(Paths(c, C)) = a(y(Hedges(c,C)))
— a(|J{v(0) | o € Hedges(c,C)})
— Pla((0)) | o € Hedges(c,C)}
Pin(8(0)) | o € Hedges(c,C)}

= n(@D{B(o) | o € Hedges(c,C)})
= n(B(Hedges(c,C)))

O

Wir haben bis jetzt also festgestellt, dass wir das Gewichts der erreichenden Pfade zu einer
Konfiguration und einer Menge von Zielkonfigurationen durch Berechnung des Gewichtes
der erreichenden Hecken bestimmen konnen. Fiir die Menge der erreichenden Hecken haben
wir in Abschnitt 3.2 gezeigt, dass man sie aus Klassen von Popsequenzen konstruieren
kann. Fiir diese existiert nun eine Beschreibung in Form eines Ungleichungssystems. Zur
Berechnung der Abstraktion der Menge der erreichenden Hecken, berechnet man daher
nun zuerst die Gewichte der einzelnen Klassen von Popsequenzen. Dazu definieren wir,
analog zum Ungleichungssystem zur Beschreibung der Klassen von Popsequenzen, ein
Ungleichungssystem iiber dem Verband der Gewichte, dass die Gewichte der einzelnen
Klassen beschreibt. Wir betrachten die in Definition 3.24 beschriebene Konstruktion des
urspriinglichen Ungleichungssystems und wandeln diese zur Konstruktion eines neuen
Ungleichungssystems ab.

Definition 3.41. Basierend auf dem in Definition 3.24 erzeugten Ungleichungssystem L iiber
dem Verband (P(Hedges'),U), sei ein neues Ungleichungssystem L# iiber dem Verband
(E, @) wie folgt definiert:

e Die Ordnung D wird auf die im Verband der Gewichte gegebene Ordnung C abgebil-
det.

e Die konstante Menge {([])} wird auf die Konstante 1 abgebildet.

e Der Operator [r](-) zur Konstruktion von Hecken denen die Transition 7 vorangestellt
wird, wird durch die Operation f(r) ® - ersetzt.

e Der Operator [r|(+,-) zur Konstruktion einer Hecke aus zwei Hecken durch Voranstel-
len der einen neuen Stack erzeugenden Transition r und anhiingen der Hecken als Aste
wird durch die Operation f(r) ® (- ® -) ersetzt.
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e Der Konkatenationsoperator -; - wird durch den Konkatenationsoperator der Gewichte
- © - ersetzt.

Insgesamt erhélt man fiir die fiinf verschiedenen Arten von Ungleichungen dann:

(INIT) L[t] 2 {{[)} wird zu L#[t] C 1

(RETURN) L[t] 2 [r]({([})}) wird zu L#[t] C f(r)

(STEP) L[t] 2 [r](L[f]) wird zu L#[t] T f(r) © L#[¢]

(CALL) L[t] 2 [r](L[f1); L[t2]) wird zu L#[t] C f(r) © L#[t1] © L¥[t3]
(SPAWN) L[t] D [r](L[f], L[t]) wird zu L#[t] C f(r) ® (L¥#[{] @ L#[t])

Die Operationen auf den Popsequenzen werden durch die entsprechenden Operationen auf
den Gewichten ersetzt. So wird die Erstellung eines neuen Baumes aus einer Transition und
einem Baum, durch die Verkniipfung des Gewichtes der Transition mit einem Gewicht ersetzt.
Die Konstruktion eines verzweigten Baumes aus einer Transition und zwei Bdumen wird
durch die Verkniipfung des Gewichtes der Transition mit dem Interleaving zweier Gewichte
ersetzt. Der Konkatenationsoperator zum Verbinden eines Baumes mit einer Hecke, wird
durch den Verkniipfungsoperator der Gewichte ersetzt. Intuitiv wird also die Betrachtung der
Bédume durch die Betrachtung der zu den Baumen gehdrenden Gewichte ersetzt.

Im folgenden sei die Menge C' durch den M-Automaten A = (5, %, J, s*, F') beschrieben.
Wir betrachten dann einen alternativen erweiterten Saturierungsalgorithmus, der, an Stelle des
urspriinglichen Systems, das neue Ungleichungssystem 16st und einen annotierten Automaten
(A*, E, %) berechnet. Das Fixpunkttheorem von Knaster-Tarski liefert die Existenz einer
grofiten Losung, da die auf der rechten Seite der Ungleichungen verwendeten Funktionen
monoton sind. Da der Verband keine unendlich absteigenden Ketten besitzt kann die Losung
des Ungleichungssystems effektiv durch chaotische Iteration berechnet werden. Die in beiden
Algorithmen konstruierten Automaten sind identisch, lediglich die berechneten Annotationen
unterscheiden sich.

Um zu rechtfertigen, dass dieses Ungleichungssystem wirklich eine korrekte und prizise
Beschreibung der Abstraktion der Popsequenzen liefert, verwenden wir die Technik der
abstrakten Interpretation. Dazu miissen wir den in Satz 2.6 beschriebenen Zusammenhang der
rechten Seiten der Ungleichungen der verschiedenen Systeme und der Abstraktionsfunktion
[ zeigen. Betrachten wir dazu folgendes Lemma:

Lemma 3.42. Es gilt:

L)) =1

2. B([r)(M)) = f(r) ® B(M), fiir M C Hedges'

3. B(Myv> My) = B(My) ® B(My), fiir My C Hedges, My C Hedges®
4. B(o; (1)) = B(0) ® (7)) fiir o € Hedges, (1) € Hedges?

5. 5( V¥ ~2) = 0( ~1) @ﬂ(Mg),ﬁir M, C Hedges, My C Hedges?
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6. B([r)(M,M)) = f(r) © (B(M) @ B(M)), fiir M, M C Hedges'

Beweis. zu 1.: Gilt nach Definition von (3.

zu 2.: Es gilt:
B(r(M) = BUF(F) | (7) € M})
= DB | (7) € 11}
= P 0B | (7) € M)
= f(r) o @P{BF) | (7) € M}
= f(r)® B(M)
zu 3.: Es gilt:

B(My> M) = BT, Ty T) | (71, .., ) € My,n € N, (1) € My})
= @B, ...t ) | (71, a) € My, (1) € My}
= DB ©...@B8((ma) ®BUT)) | (11, .., ) € My, (r) € My}
= P8\, ) @BU) | {71, ... ) € My, (1) € My}

zud.: Seio = (r,..., Tn), dann gilt o; (1) = (11, ..., ; 7). Damit gilt dann 3(o; (1)) =
B(m) © ... ® B((Tn-1)) @ B((Tn; 7)). Zeige nun, daSS B{rai ™)) = A7) @ B(T)),

dann gilt auch

Bloi(r)) =

Zeige die Aussage durch Strukturelle Induktion iiber den Aufbau von 7,,:
1.7, =]

Dann gilt 5({7,; 7)) = B({7)). AuBerdem gilt 5(({7,,)) = 1 und damit 5((7,)) ©B({T)) =
B({T)), also gilt die Behauptung.

2. 1, = [r](Tn)
Dann gilt B({7,; 7))
setzung gilt dann 3((7

= Alrrh)
F(r) ® B((7)) ® (7)) —

7)) = B(

> j; (r) ® B({Tn; T)). Nach Induktionsvoraus-
B((ma)) © B

(7)) und damit auch f(r) ® B((Tn; 7)) =
(r))-

O

—~
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3. T = [r](Fn, Tn)

Dann gilt 5((7; 7)) = BU[r)(70,T0; 7)) = f(r) © (ﬂ(<fn>)(

Induktionsvoraussetzung gilt dann 3((7,,; 7)
f(r) © (B((7n)) ® B((Tn;7))) = f(r) © (B
(B((Fn)) @ B((Tn))) © B(({T)) = B((Ta)) © B

Es gilt:

B((Tn;7))). Nach

und damit auch

)
() = f(r) o

B(My; M) = B{(m,... Tn> <7’>|<7‘1,...,7'n>GMl,nEN,<T>EM2})

= P, .. (P | {71, ma) € Mi,n €N, (1) € My}
= BBUr,... ) ©BUT)) | {11, Ta) € Mi,n €N, (7) € My}
= BB, ) [ (71, ) € M} 0 @B | (7) € My}

= B(M) Gﬁ(Mz)

zu 5.:zu 6.: Es gilt:

B(Ir)(M, M) = BH(I(, )>!(T>€M7<?>€M})
= @B ) | (7)€ M /
= @{f (B((7) ® BUT))) | (7) € M, (7) € M}
= ®€B{ﬁ (1) ®B((7) | (7) € M, <~>€M}
= @{ﬂ 7)) | (7) € M} @ @PLB((7) | (7) € M})
= f(?")®(ﬁ( 1) © B(M))

7_

O

Aus den Aussagen des Lemmas folgt direkt die Erfiillung der Voraussetzung des Transfer-
lemmas und man kann folgern, dass das neue Ungleichungssystem eine korrekte und prézise
Beschreibung der Abstraktion der Klassen von Popsequenzen liefert. Seien also im folgen-
den (A*, P(Hedges'),1) und (A*, E,1%) die durch den urspriinglichen und alternativen
Saturierungsalgorithmus berechneten annotierten Automaten.

Satz 3.43. Es gilt B(I(t)) = 17 (t), fiir t € Ogtack-

Beweis. Folgt direkt aus Lemma 3.42 und dem Transferlemma 2.6 fiir abstrakte Interpretati-
on. O
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Wir haben also gezeigt, dass das neue Ungleichungssystem eine korrekte und prézise Be-
schreibung der Abstraktion der Popsequenzen berechnet. In Satz 3.28 wurde gezeigt, dass
man die erreichenden Hecken aus den durch das Ungleichungssystem beschriebenen Klassen
von Popsequenzen konstruieren kann, indem man die Klassen verkniipft, die zu Transitionen
entlang der akzeptierenden Pfade der Konfiguration ¢ im saturierten Automaten gehoren.
Basierend hierauf definieren wir nun eine Funktion 6, die analog zur Funktion 7, beim
Auslesen einer Konfiguration aus dem Automaten aus den Gewichten der angetroffenen
Klassen von Popsequenzen ein Gesamtgewicht konstruiert.

Definition 3.44. Wir definieren wir zu einem Lauf ¢ € Runs 4~ den Wert:

1 fir ¢ = [s],s € S

0(6) = 0(¢) @1 fiir ¢ = & 5, X, 3], (5, A, 3) € Sucparator
0(¢) fir o = ¢; [s, 4, 3], (5,4, 5) € Ostate
0(9) © 1% ((s,1,5)  fiir ¢ = ;s A, 3], (5, ), 3) € dutack

Es wird, analog zur Definition des neuen Ungleichungssystems auf Basis des urspriinglichen
Systems, die Konkatenation von Popsequenzen durch die Verkniipfung der zugehorigen
Gewichte ersetzt. Da der Verkniipfungsoperator sich wie der Konkatenationsoperator verhilt,
ist auch im Fall, dass das schon konstruierte Gewicht eine Hecke mit mehreren Bdumen
beschreibt das korrekte Verhalten gewihrleistet. Der Operator, der in einer Hecke einen
neuen Baum leeren beginnt, wird durch den Interleavingoperator ersetzt und der leere Baum
erhilt das neutrale Gewicht. Ein neuer Baum in der Hecke wird parallel zu allen vorherigen
Biaumen ausgefiihrt und daher muss auch sein Gewicht parallel zu dem vorherigen Gewicht
betrachtet werden. Fiir diese Definition kdnnen wir nun zeigen, dass das so gewonnene
Gesamtgewicht eines Laufes genau der Abstraktion der Menge von Hecken entspricht, die
wir durch Auslesen des Laufes mit Hilfe der Funktion m gewinnen.

Lemma 3.45. Fiir einen Lauf ¢ € Runs 4+ gilt 0(¢) = B(7(¢)).

Beweis. Zeige die Aussage durch Induktion iiber die Linge von ¢*:

L || =0

Dann gilt ¢ = [s], fiir ein s € S, und damit 7(¢) = {([])}. Nach Definition ist dann
B(m(¢)) = 1, sowie O(¢) = 1 und damit gilt die Behauptung.

2. |¢| >0
In diesem Fall gilt ¢ = ¢; [s, A, 3], fiir ¢ € Runs, (s,\,5) € 0, mits,5 € S, \ € ¥.

Unterscheide drei Fille:

“Die Liinge eines Laufes ¢ ist dabei definiert als |¢| = |¢™|. Da keine e-Kanten existieren, entspricht dies der
Anzahl der durchlaufenen Kanten.
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1. Fall: (S, A, §) S 5separato7’

Dann gilt 7(¢) = 7(¢) > {([])} und damit nach Lemma 3.42 3(n(¢)) = B(n(¢)) ® 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt schon 3(7(¢)) = 6(¢) und damit die Behauptung,
denn 0(¢) = 0(¢) ® 1

2. Fall: (S, A, §) S 6state

Dann gilt 7(¢) = 7(¢) und damit 3(7(¢)) = B(w(¢)). Nach Induktionsvoraussetzung
und Definition gilt dann auch 5(m(¢)) = (o) = 6(¢).

3.Fall: (s,),3) € dgtack
Seit = (s, A, 5). Dann gilt 7(¢) = 7( 5); 1(t) und damit nach Lemma 3.42 und Satz 3.43
auch B(m(¢)) = B(n(¢)) ® I#(t). Nach Induktionsvoraussetzung und Definition gilt

dann wiederum 3(7(¢)) = 0(¢) ® 17 (t) = 6(¢).
]

Mit Hilfe der auf Gewichten arbeitenden Auslesefunktion # konnen wir dann, analog zur
Auslesefunktion 7, das Gesamtgewicht der erreichenden Hecken einer Konfiguration ¢
definieren:

Definition 3.46. Wir definieren zu einer Konfiguration ¢ € Con f den Wert:
= P{6(¢) | 6 € Accept(c)}.

Fiir dieses Gesamtgewicht gilt dann die Behauptung, dass es genau der von uns erwarteten
Abstraktion der Menge der erreichenden Hecken entspricht. Es gilt also, dass der von uns
einmal berechnete Automat, analog wie im Fall der WPDS, die Abstraktion der erreichenden
Hecken fiir beliebige Konfigurationen enthilt.

Satz 3.47. Es gilt 0(c) = B(Hedges(c,C)).
Beweis. Es gilt:
B(Hedges(c,C)) =7 B(w(c))
= BULtr(9) | 6 € Accept(c)})
= @{ﬂ (@) | ¢ € Accept(c)}

Lemma 3.45 Pio9) | ¢ € Accept(c)}
= 6(c)

O

Um nun das gewiinschte Gewicht der erreichenden Pfade zu berechnen, braucht man, wie
oben schon gezeigt, lediglich die Projektionsfunktion auf das durch den Automaten erhaltene
Gewicht der Menge der erreichenden Hecken anwenden.
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Satz 3.48. Es gilt n(6(c)) = 6(c).
Beweis. Es gilt:

n(6(c) EY p(B(Hedges(c,C)))
Satz2.40 a(Paths(c,C))
= )

O

Wir konnen also insgesamt zu einer Menge C' von Konfigurationen einen Automaten berech-
nen, aus dem wir durch auslesen von Konfigurationen das Gewicht der zu der Konfiguration
gehorenden Menge der erreichenden Hecken in die Menge C' erhalten. Dieses konnen wir
dann durch einfache Anwendung der Projektionsfunktion in das gewiinschte Gewicht der
Menge der erreichenden Pfade transformieren.
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KAPITEL 4

Anwendungsbeispiele

Im folgenden Kapitel werden wir zwei Anwendungen des in Kapitel 3 beschriebenen Verfah-
rens betrachten. Die erste Anwendung, in Abschnitt 4.1, behandelt das Feld der Bitvektor-
Probleme. Wir konstruieren die Gewichte fiir die Losung von Bitvektor-Probleme und
demonstrieren, wie man durch richtige Verwendung des Modells klassische Datenflussinfor-
mationen gewinnen kann. Desweiteren zeigen wir, wie man durch spezifischere Anfragen
diese Informationen weiter differenzieren kann. Die zweite Anwendung, in Abschnitt 4.2,
betrachtet Gewichte, die die Berechnung des Gewichtes des kiirzesten Pfades eines DPN
ermoglichen. Dabei wird jeder Regel eines DPN eine ganzzahlige positive Lange zugewiesen.
Als Ergebnis erhilt man das Gewicht des kiirzesten Pfades. Die Linge eines Pfades ergibt
sich dabei durch Addition der Langen der einzelnen Transitionen des Pfades. Dies ist ein
Beispiel dafiir, dass auch Datenflussanalysen mit unendlichem Wertebereich, in diesem Fall
die natiirlichen Zahlen, in unserem Modell berechnet werden konnen.

4.1 Bitvektor-Probleme

Als erstes Beispiel einer Datenflussanalyse betrachten wir wiederum die Klasse der Bitvektor-
Probleme. Basierend auf den in Abschnitt 2.2 eingefiihrten Halbringen, fiir sichere und
mogliche Vorwirts- und Riickwértsanalyse mit Hilfe von WPDS. Diese haben die Form
({KILL,ID,GEN,ZERO},®,®,ZFERO,ID). Wir konstruieren nun zunéchst erwei-
terte Halbringe (E, ®, ®, ®, ZERO, I D, n), fiir sichere und mogliche Vorwirts- und Riick-
wirtsanalyse mit Hilfe von WDPN.
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Da sich die Analysen sicherer und moglicher Eigenschaften lediglich in der Reihenfolge der
Ordnung von KILL und GE N unterscheiden, verwenden wir | fiir das kleinere und T fiir
das groBere der beiden Elemente und behandeln diese Fille gemeinsam. Dadurch reduzieren
sich die zu betrachtenden Fille auf Vorwérts- und Riickwirtsanalysen.

Zur Konstruktion der erweiterten Halbringe gehen wir von den bekannten Halbringen
{KILL,ID,GEN,ZERO},®,®,ZFERO,ID) aus und suchen einen Interleavingope-
rator, der die notigen Eigenschaften erfiillt. Wenn zur Gewéhrleistung dieser Eigenschaften
neue Elemente eingefiihrt werden miissen, werden die Operatoren &, ®, ® und die Projekti-
onsfunktion 7 dementsprechend erweitert.

Als Ansatzpunkt fiir einen Interleavingoperator verwenden wir ein in [SS00] gezeigtes
Ergebnis fiir die Klasse der KILL/GEN Analysen. In solchen Analysen gilt fiir die
Gewichte d1, do von zwei Pfaden, dass sich das kombinierte Gewicht aller Pfade, die durch
Interleaving entstehen, als (d; ® da) @ (d2 ® d1) berechnen ldsst. Da Bitvektor-Probleme ein
Spezialfallder KILL/GEN Analysen sind, und demnach gleiches Verhalten zeigen, konnen
wir auf diesem Ergebnis aufbauen. Fiir die Definition eines Interleavingoperators konnen
wir uns also auf die Betrachtung der Gesamtgewichte der betrachteten Pfade beschrinken
und brauchen keine weiteren Informationen iiber deren genauen Aufbau. Dies lédsst sich
auch direkt durch die bei Bitvektor-Problemen betrachteten Transferfunktionen begriinden.
Hierbei handelt es sich entweder um die Identitit oder eine konstante Funktion. Das Gewicht
eines Pfades wird nur durch die zuletzt ausgefiihrte konstante Funktion bestimmt, da sie
alle, durch beliebige vorherige Funktionsaufrufe berechneten, Werte mit einer Konstanten
iiberschreibt. Deshalb ist bei der Betrachtung des Interleavings auch nur wichtig, welcher
Pfad als letztes seine bestimmende Funktion ausfiihrt und, da alle moglichen Pfade des
Interleavings betrachtet werden miissen, beide Moglichkeiten zu approximieren.

In einem ersten Schritt sei der Interleavingoperator vorldufigals f @ g = (f © g) ® (¢ ® f)
definiert. Das einzige Problem ist nun die im erweiterten Halbring an den Interleaving-
operator gestellte Forderung, dass das Gewicht des rechten Pfades durch Konkatenation
noch nachtriglich verdndert werden kann. Dazu betrachten wir im folgenden Vorwirts- und
Riickwirts-Bitvektor-Probleme getrennt.

4.1.1 Vorwartsanalyse

Bei der Betrachtung von Vorwirtsanalysen gilt fiir f,g € {_L, I D, T}, dass f&g = gof.Der
Konkatenationsoperator entspricht also, bei Gewichten ungleich Z E' RO, der umgekehrten
Funktionenverkniipfung. Betrachte nun f,g,h € {1, ID,T,ZERO}, dann muss nach
Definition des erweiterten Halbrings (f ® g) © h = f ® (g ® h) gelten. Untersuche die
folgende Fille:

1. Fall: f=ZFRO oder g=ZFERO

Dann gilt mit der vorldufigen Definition (f ® g) © h = ZERO = f ® (¢ ® h) und damit
das geforderte. Verkiirzt kann man sogar f ® g = f ® g schreiben.
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2.Fall: f=1Dundg# ZERO

Das Gewicht des parallel laufenden Pfades ist die Identitit. Mit der vorldufigen Definition
gt (ID@g)Oh=(IDOg)®(goID)Oh=9g0h=(IDO(Goh)a (90
h) ®ID) = 1D ® (g ® h) und damit das geforderte. Da die Identitit neutral beziiglich
der Funktionenverkniipfung ist, ist es irrelevant an welcher Stelle sie ausgefiihrt wird.
Wiederum kann man verkiirzt ID ® g = I D ® g = g schreiben.

3.Fall: f=Tundg# ZERO

Der parallel laufende Pfad wird durch die T Funktion beschrieben. Dann gilt mit der
vorldufigen Definition (T®g)Oh = ((TO©g)@ (9O T))Oh = ((goT)®(Tog))®h.Da
T € {KILL,GEN } und damit eine konstante Funktion ist, gilt T o g = T. Daraus folgt
dann (T®g)Oh = ((goT)®T)®h.Da(goT) € {L,ID, T}, gilt nach der definierten
Ordnung (g o T) C T. Die T Funktion liefert genauere Informationen als jede andere
Funktion. Bei der Betrachtung der verschiedenen Reihenfolgen fiir das Interleaving wird
also immer der Fall, in dem die T Funktion gegebenenfalls nochmal tiberschrieben wird,
die ungenaueren Informationen liefern und damit die Approximation festlegen. Insgesamt
ist dann also (T ® g) © h = (T ® ¢g) ® h. Auf der anderen Seite gilt aus den gleichen
Griinden T® (g©h) = (TO(gOh) @ (90RO T) = (TO(gO)ST = TO(g0h)
und damit schon Gleichheit. Auch hier kann man verkiirzt T ® g = T © g schreiben.

4.Fall: f=1lundg+# ZERO

Das Gewicht des parallel laufenden Pfades ist die L. Funktion. Es gilt, mit der vorldufigen
Definition, und der gleichen Argumentation wie im vorherigen Fall (L ® g) ® h = ((L ®
Do L)oh=(L®g)® L)®h= 1 h.Indiesem Fall liefert die | Funktion
immer die ungenaueren Informationen und legt daher, bei der Kombination mit einer
beliebigen Funktion, die Approximation fest. Auf der anderen Seite ist L ® (¢ ® h) =
(Leo(goh)ad((¢goh)ol)=(Le(goh)) @ L = L.Indiesem Fall muss also noch
zusitzliche Arbeit geleistet werden, da die parallel ausgefiihrte Funktion | das nachtraglich
angehéngte h nicht tiberschreiben kann. Deswegen fithren wir ein zusétzliches Gewicht L
ein, das fiir ein parallel ausgefiihrtes L steht, das immer als letztes ausgefiihrt wird. Es fiihrt
also die Auswirkungen einer parallel ausgefiihrten L Funktion mit, die zu jedem Zeitpunkt
das Ergebnis zerstoren kann, insbesondere am Ende, wo es die grofiten Auswirkungen hat.
Wir definieren dafiir Ll ©g=¢g® 1L =1und ZERO® L =1 6 ZERO = ZERO,
das Gewicht kann sich also an Funktionen vorbeischieben und diese iiberschreiben. In der
Ordnung gelte L C 1, da L es zusitzlich jedes andere Gewicht iiberschreibt. Dann kénnen
wir das Interleaving | ® g = L ® g = _L neu definieren. Es gelte 1. ® g = L ® g, da sich
eine in einem parallel laufenden Pfad parallel ausgefiihrte | Funktion auf den aktuellen
Pfad wie eine einfache parallel laufende | Funktion auswirkt. Dann gelten fiir n(L) = L
auch die Eigenschaften der Projektionsfunktion.

Insgesamt erhalten wir fiir Vorwérts-Bitvektor-Analysen also einen erweiterten beschréinkten
idempotenten Halbring ({ZERO,T,ID, 1, 1} ®,®,®,0,1,n), mit:
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Dabeigilt L C 1 T ID C T C ZFERQO. Fiir das Interleaving gilt d; ® do = di ® ds fiir
dy ¢ {L,L},sonstd; ® do = L ® dy. Zudem ist n(d) = d fird # L, sonst (L) = L.
Durch Nachrechnen ldsst sich leicht zeigen, dass der Halbring alle geforderten Eigenschaften
erfiillt.

Betrachten wir als Beispiel das in Abbildung 2.9 in Abschnitt 2.3 vorgestellte System von
Flussgraphen G und die dazu gehérende Umsetzung in ein DPN M. Dabei untersuchen wir,
wie schon in vorherigen Beispielen, die Verfiigbarkeit des Ausdrucks x — 1 am Programm-
punkt e,c.. Als Zielmenge betrachten wir die Menge (pNG#) perec NG (#pNg)*, die die
Menge der erreichbaren Konfigurationen an Programmpunkt e,... umfasst, dargestellt durch
den Automaten in Abbildung 2.10. Es handelt sich um eine sichere Vorwértsanalyse, es gilt
also T =GEN, 1l =KILLundl = KILL.

Abbildung 4.1 zeigt das Ergebnis der Anwendung des Verfahrens. Der berechnete annotierte
Automat liefert fiir die Startkonfiguration pe,,q;,, das Ergebnis K ILL. Die Anwendung der
Projektionsfunktion liefert n(KILL) = KILL. Dies ist offensichtlich korrekt, da Pfade
existieren, die von €,,4;, nach e,.. laufen, und auf jedem dieser Pfade die erste Kante genau
einmal durchlaufen und damit der neue Thread erzeugt wird. Dieser kann zu jedem Zeitpunkt
seine einzige Transition ausfiihren und damit die Verfiigbarkeit des Ausdrucks zerstoren.

Betrachtet man hingegen gezielt die Menge (p(Ng \ {7spawn })*#) Perec NG (#PNG)", die
die Menge der erreichbaren Konfigurationen an Programmpunkt e,... umfasst, in denen der
erzeugte Thread seinen Schritt noch nicht gemacht hat, erhilt man das Ergebnis GEN.

4.1.2 Riickwartsanalyse

Bei der Betrachtung von Riickwirtsanalysen gilt fiir f,g € {L,ID, T}, dass f © g =
f o g. Der Konkatenationsoperator entspricht also, bei Gewichten ungleich ZE RO, der
Funktionenverkniipfung. Betrachte nun f,g,h € {L1,ID,T,ZERO}, dann muss nach
Definition des erweiterten Halbrings (f ® g) © h = f ® (g ® h) gelten. Untersuche die
folgende Fille:

1. Fall: f=ZFRO oder g=ZFERO

Dann gilt mit der vorldufigen Definition (f ® g) © h = ZERO = f ® (¢ ® h) und damit
das geforderte. Verkiirzt kann man sogar f ® g = f ® g schreiben.
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2.Fall: f=1Dundg# ZERO

Das Gewicht des parallel laufenden Pfades ist die Identitit. Mit der vorldufigen Definition
git(ID®g)Oh=(IDog @& (goID)0h=9g0h=(IDO(goh) & (g
h) ® ID) = ID ® (g ® h) und damit das geforderte. Da die Identitiit neutral beziiglich
der Funktionenverkniipfung ist, ist es irrelevant an welcher Stelle sie ausgefiihrt wird.
Wiederum kann man verkiirzt ID ® g = I D ® g = g schreiben.

3.Fall: f=1undg+# ZERO

Der parallel laufende Pfad wird durch die T Funktion beschrieben. Dann gilt mit der
vorldufigen Definition (L® g) ©h = ((L©g)® (9O L)) Oh=((Log)®(gol))®h.
Da | € {KILL,GEN} und damit eine konstante Funktion ist, gilt | o g = L. Daraus
folgtdann (L ®g) ©h = (L@ (go L)) ®h.Da(go L) € {L,ID, T}, gilt nach der
definierten Ordnung (go L) J L. Die L Funktion liefert ungenauere Informationen als jede
andere Funktion. Bei der Betrachtung der verschiedenen Reihenfolgen fiir das Interleaving
wird also immer der Fall, in dem die | Funktion die gesamte Funktion bestimmt, die
ungenaueren Informationen liefern und damit die Approximation festlegen. Insgesamt ist
dann also (L ® g) © h = L ® h = L. Auf der anderen Seite gilt aus den gleichen Griinden
1L®(goh)=(Lo(@oh)®(yoh)ol)=1L®((¢®h)® L) = L und damit
schon Gleichheit. Auch hier kann man verkiirzt | ® g = L © g = L schreiben.

4.Fall: f=Tundg# ZERO

Das Gewicht des parallel laufenden Pfades ist die T Funktion. Es gilt, mit der vorldufigen
Definition, und der gleichen Argumentation wie im vorherigen Fall (T ® g) ©h = ((T ®
9NP(GOT))Oh=(T®&(OT))Oh=(¢9g0T)®h =go®T.Indiesem Fall liefert die T
Funktion immer die genaueren Informationen und daher legt, bei der Kombination mit einer
beliebigen Funktion, die andere Funktion die Approximation fest. Auf der anderen Seite ist
T®(goh) = (ToO(goh)a(goh)OT) = Te((goh)OT) = ((9©h)©T). In diesem
Fall muss also noch zusitzliche Arbeit geleistet werden, da die parallel ausgefiihrte Funktion
T das nachtriglich angehingte h iiberschreibt. Deswegen fithren wir ein zusitzliches
Gewicht T ein, das fiir ein parallel ausgefiihrtes T steht, das immer als erstes ausgefiihrt
wird. Es fiihrt also die Auswirkungen einer parallel ausgefiihrten T Funktion mit, die
zu jedem Zeitpunkt das Ergebnis beeinflussen kann. Da die T Funktion die genauesten
Informationen liefert, ist der schlechteste Fall also die Ausfiihrung vor allen anderen
Funktionen. Wir definieren dafir T ® g = ¢g© T = g firg € {1, T,ZFERO} und
T®g=g®T =T sonst, das Gewicht kann sich also an Funktionen vorbeischieben und
iiberschrieben werden. In der Ordnung gelte /D = T C T, da T genauere Informationen
als I D liefert, aber einfacher als T iiberschrieben werden kann. Dann konnen wir das
Interleaving T ® ¢ = T ® ¢ neu definieren. Es gelte T ® ¢ = T ® g, da sich eine in
einem parallel laufenden Pfad parallel ausgefiihrte T Funktion auf den aktuellen Pfad wie
eine einfache parallel laufende T Funktion auswirkt. Dann gelten fiir 7(T) = T auch die
Eigenschaften der Projektionsfunktion.

Insgesamt erhalten wir fiir Riickwiirts-Bitvektor-Analysen also einen erweiterten beschrank-
ten idempotenten Halbring ({ZERO, T, T,ID, 1}, ®,®,®,0,1,n), mit:
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sowie L C ID C TCTELC ZERO undil ® doy :jl ® do fiir d; ¢ {T, T}, sonst
di ® do = T ®dy. Zudem n(d) = d fiir d # T, sonst n(T) = T. Durch Nachrechnen lisst
sich leicht zeigen, dass dieser alle geforderten Eigenschaften erfiillt.

Mit Hilfe dieses Halbrings kann man nun zum Beispiel eine Analyse zur Uberpriifung
der Lebendigkeit einer Variablen formulieren. Eine Variable ist lebendig, wenn sie auf
einem der ausgehenden Pfade verwendet wird, bevor sie iiberschrieben wird. Tote, nicht
lebendige, Variablen enthalten demnach nur Werte, die nicht benutzt, sondern direkt wieder
iberschrieben werden. Zuweisungen an solche Variablen konnen also geloscht werden. Es
handelt sich hierbei um ein mogliches riickwirts Bitvektor-Problem, da ein ausgehender
Pfad der die Variable benutzt ausreicht um die Lebendigkeit zu gewihrleisten. Am Ende des
Programms sind alle Variablen lebendig, da sie zur Ausgabe des Programms zidhlen. Diese
Information wird riickwérts entlang der Pfade transformiert. Wenn eine Anweisung eine
Variable verwendet, ist sie vor Ausfithrung der Anweisung lebendig. Wenn hingegen eine
Anweisung eine Variable iiberschreibt und sie dabei nicht gleichzeitig verwendet, ist die
Variable vor Ausfithrung der Anweisung tot, da diese den Wert in jedem Fall iiberschreibt,
ohne die Variable zu betrachten.

Da unser Modell jedoch nur die ausgehende Pfade einer Konfiguration in eine Menge von
Zielkonfigurationen beschreibt, ldsst sich nicht ohne weiteres die gleiche Information, die
man bei der klassischen Datenflussanalyse fiir einen Programmpunkt berechnet, gewinnen.
Man betrachte als Zielmenge die Menge der Konfigurationen am Ende des Programms. Wenn
kein wirklicher Endzustand existiert und es ausreicht Pfade zu einer beliebigen nachfolgenden
Konfiguration zu betrachten, kann man auch die Menge aller Konfigurationen betrachten.
Dann miisste man fiir jede Konfiguration, die sich am gewiinschten Programmpunkt befindet
und gleichzeitig von der Startkonfiguration erreichbar ist, das Gewicht bestimmen und diese
dann kombinieren, um das Gewicht iiber alle ausgehenden Pfade des Programmpunktes
zu berechnen. Da aber in der Regel die Menge der erreichbaren Konfigurationen, fiir eine
Konfiguration, in einem DPN nicht einmal regulir ist [MOO06], miissen dazu noch weitere
Techniken entwickelt werden.

Als Beispiel, fiir die gegenwirtigen Fahigkeiten von WDPN im Bezug auf Riickwirtsanaly-
sen, betrachten wir wiederum das in Abbildung 2.9 in Abschnitt 2.3 vorgestellte System von
Flussgraphen G und die dazu gehérende Umsetzung in ein DPN M. Wir untersuchen die
Lebendigkeit der Variable y. Als Zielmenge betrachten wir die Menge {prspawn #P"main }
die nur aus der Konfiguration besteht, in der beide Threads ihren Endpunkt erreicht haben.
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Abbildung 4.2 zeigt den Automaten zur Beschreibung von {stpawn#meam} und das
Ergebnis der Anwendung des Verfahrens. Der berechnete annotierte Automat liefert fiir die
Startkonfiguration pe,,q;» das Ergebnis K1LL. Dies ist offensichtlich korrekt, da Pfade
existieren, die von €4, zum Ende des Programms laufen, und auf jedem dieser Pfade
werden zuerst Kanten durchlaufen, die die Variable y initialisieren, bevor Kanten erreicht
werden, die die Variable benutzen. Nun ist es wenig sinnvoll die Lebendigkeit einer Variablen
am Startpunkt zu untersuchen, da keine Anweisungen davor existieren, die man eliminieren
konnte. Man kann aus dieser Information jedoch die Tatsache ableiten, dass das Programm
in der Hinsicht sicher ist, dass ein gegebenenfalls unsicherer initialer Wert von y keinen
Einfluss auf die Ausfithrung des Programms hat.

4.2 Kiirzeste Pfade

Ein Beispiel fiir eine Datenflussanalyse mit unendlichem Wertebereich ist die Bestimmung
der Linge des kiirzesten Pfades der einen Programmpunkt erreicht. Dabei wird jeder Re-
gel des DPN eine nichtnegative ganzzahlige Linge zugewiesen und der kiirzeste Pfad ist
derjenige mit der kleinsten Summe aller Langen, der auf ihm angewendeten Regeln.

Der verwendete erweiterte Halbring (N U {0, oo}, +, min, +, 00, 0, id) basiert auf dem
in [RSIMO5] verwendeten Dijkstra Halbring (N U {0, oo}, 4+, min, oo, 0) zur Losung des
gleichen Problems fiir sequentielle Programme mit Prozeduren.

Die Erweiterung verwendet als Operator fiir die Berechnung des Gewichtes von zwei parallel
laufenden Pfaden den gleichen Operator wie fiir die Konkatenation zweier nacheinander
ablaufender Pfade. Diese einfache Art der Behandlung des Interleavings zweier Pfade liegt
in der Struktur des Halbringes begriindet. Durch die Verwendung der Addition als Konkaten-
ationsoperator ist die eigentliche Reihenfolge der Gewichte auf einem Pfad irrelevant, da
die Addition kommutativ ist. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall und die Ausfiihrungs-
reihenfolge der Regeln hat einen grofen Einfluss auf des Resultat. In diesem Fall ergibt
sich durch die Kommutativitit jedoch die Tatsache, dass die beim Interleaving zweier Pfade
auftretenden verschiedenen Reihenfolgen ihrer Gewichte zu immer dem gleichen Ergebnis
fithren. Stellvertretend brauchen wir also nur den Fall zu betrachten, in dem der eine Pfad
komplett vor dem anderen durchlaufen wird. Die Addition erfiillt auch alle weiteren an den
Interleavingoperator gestellten Eigenschaften.

Insbesondere erfiillt die Addition auch die Eigenschaft, dass das Gewicht des rechten Pfades
eines Interleavings durch weitere Konkatenation veridnderbar bleiben muss. Da im Fall
des Dijkstra Halbringes fiir Konkatenation und Interleaving die Addition verwendet wird,
folgt diese Eigenschaft direkt aus der Assoziativitit der Addition. Es miissen also keine
zusitzlichen Gewichte eingefiihrt werden, die mogliche Auswirkungen des Gewichtes des
linken Astes eines Baumes auf gegebenfalls noch an den rechten Ast angehingte Teile
mitfiihren. Als Konsequenz ist auch die Projektionsfunktion durch die Forderung, dass sie
Werte aus dem Basiswertebereich auf sich selbst abbildet, als die Identitit id auf N U {0, oo}
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vollstiandig festgelegt. Sie erfiillt auch alle weiteren an die Projektionsfunktion gestellten
Eigenschaften.

Eine weitere Beobachtung ist, dass durch die Verwendung des min Operators eine totale
Ordnung auf dem Wertebereich induziert wird. Auch dies ist im Allgemeinen nicht der Fall.
Die Kombination zweier Gewichte kann ein neues Gewicht sein, dass die Wirkung beider
Pfade nur noch approximiert. In diesem Fall fiihrt die totale Ordnung jedoch dazu, dass ein
Gewicht immer genau die Wirkung eines Pfades beschreibt, ndmlich die des kiirzesten.

Betrachten wir als Beispiel das in Abbildung 2.9 in Abschnitt 2.3 vorgestellte System von
Flussgraphen G und die dazu gehorende Umsetzung in ein DPN M. Dabei gewichten wir jede
Transitionsregel welche einen neuen Thread erzeugt mit der Lidnge 1 und alle anderen Regeln
mit der Lange 0. Das Ergebnis sollte also die minimal ntige Anzahl von erzeugten Threads
widerspiegeln, die zum Erreichen einer Konfiguration der Zielmenge, ausgehend von der
abgefragten Konfiguration, erzeugt werden miissen. Als Zielmenge betrachten wir die Menge
(DNG#) perec NG (#pNG)*, die die Menge der tatséchlich erreichbaren Konfigurationen an
Programmpunkt e,... umfasst, dargestellt durch den Automaten in Abbildung 2.10.

Abbildung 4.3 zeigt das Ergebnis der Anwendung des Verfahrens. Der berechnete annotierte
Automat liefert fiir die Startkonfiguration pe,,qi, die Ldnge 1 als Ergebnis. Dies ist offen-
sichtlich korrekt, da Pfade existieren, die von e,,,4;5, nach e,.. laufen, und auf jedem dieser
Pfade die erste Kante genau einmal durchlaufen und damit der neue Thread erzeugt wird.
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Abbildung 4.1: Annotierter M*-Automat, der durch Saturierung und Gewichtung, basierend auf den
gegebenen Gewichten, des in Abbildung 2.10 betrachteten M-Automaten entsteht
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Abbildung 4.2: Annotierter M*-Automat, der durch Saturierung und Gewichtung, basierend auf
den gegebenen Gewichten, aus dem abgebildeten M-Automaten entsteht
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Abbildung 4.3: Annotierter M*-Automat, der durch Saturierung und Gewichtung, basierend auf
den gegebenen Gewichten, des in Abbildung 2.10 betrachteten M-Automaten A
entsteht
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KAPITEL B

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben gezeigt, dass man den in [RSJIMO05] vorgestellten Ansatz der Verwendung von
gewichteten Push-Down Systemen zur Datenflussanalyse auf die in [BMOTO5] eingefiihrten
dynamischen Push-Down Netzwerke erweitern kann. Die dadurch erhaltenen gewichteten
dynamischen Push-Down Netzwerke erweitern die Analysemoglichkeiten von sequenti-
ellen Programmen mit Prozeduren hin zu Programmen mit Prozeduren und dynamischer
Threaderzeugung.

Nach einer notwendigen Abstraktion von Ausfithrungspfaden eines DPN zu Baumen von
Ausfiihrungspfaden, in denen die Pfade der einzelnen Stacks eines DPN getrennt betrachtet
werden, haben wir in Kapitel 3 die Menge der erreichenden Pfade von einer Konfiguration
zu einer Menge von Zielkonfigurationen zunéchst direkt durch ein Ungleichungssystem
charakterisiert. Durch abstrakte Interpretation konnte von der Betrachtung der Pfadmengen
zur Untersuchung einer allgemeinen Klasse von Gewichte tibergegangen werden. Dabei
haben wir gezeigt, dass das dazu erstellte Ungleichungssystem eine optimale und korrekte
Losung liefert, falls die Gewichte die geforderten Eigenschaften erfiillen.

In Kapitel 4 haben wir gezeigt, dass das vorgestellte Verfahren fiir das Berechnen von
Informationen iiber kiirzeste Ausfithrungspfade, sowie fiir das Berechnen von Losungen von
vorwirts Bitvektor-Problemen genutzt werden kann. Dabei ist das vorgestellte Verfahren
eine Erweiterung des in [BMOTO0S] vorgestellten Verfahrens zur Losung von Bitvektor-
Problemen durch Verwendung Automaten-basierter Techniken fiir dynamischer Push-Down
Netzwerke. Zum einen ist auch die Abbildung von gewissen Probleme, die keine Bitvektor-
Problemen sind, auf unser Modell moglich, zum anderen erlaubt es durch Nutzung von
Gewichten in Form von Vektoren von Bitvektor-Gewichten eine simultane Behandlung
mehrerer Bitvektor-Probleme. Im Vergleich zu klassischen Verfahren wie [LMOOQ7] besteht
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aber immer noch der Nachteil, dass Anfragen fiir jeden Programmpunkt einzeln gestellt
werden miissen. Im Gegenzug ermdglicht unser Modell jedoch diese Anfragen allgemeiner zu
formulieren und neben dem aktuellen Programmpunkt auch Bedingungen an den Zustand des
kompletten Stacks und aller iibrigen Stacks einer Konfiguration zu stellen. Dies ermdglicht
eine gezieltere Abfrage von Informationen zu gewissen Konfigurationen im Gegensatz zu
vorherigen Methoden, bei denen die Informationen an den Programmpunkten iiber alle
moglichen Konfigurationen, an denen dieser Programmpunkt aktiv, ist kombiniert werden.

Der in [LTKRO8] betrachtete Ansatz einzelne Prozesse als WPDS zu modellieren und
dazu explizite Kontextwechsel zu untersuchen unterliegt der Beschriankung, nur fiir endlich
viele Kontextwechsel berechenbar zu sein. Mit unserem Modell erreichen wir eine Analyse
mit beliebigen Kontextwechsel, verlieren auf der anderen Seite jedoch die Moglichkeit
Synchronisation abbilden zu konnen.

Mogliche Erweiterungen unseres Verfahrens, die einer weiteren Untersuchung bediirfen,
umfassen unter anderem die Generierung von Zeugenmengen. Dabei wird eine méglichst
kleine Menge von Pfaden zu einer Losung geliefert, deren Betrachtung ausreicht, um das
Ergebnis zu rechtfertigen. Im in [RSIMOS] prisentierten Algorithmus ist es durch eine
einfache Modifikation moglich diese Informationen wihrend der Berechnung mitzufiihren.
Auch in unserem Algorithmus wire dies moglich, wiirde aber zur Generierung einer Menge
von Hecken fithren, da wir vom konkreten Interleaving der Anweisungen mehrerer Threads
abstrahieren. Da aber in der Regel erst eine konkrete Ausfithrungsreihenfolge von Anwei-
sungen des gesamten Systems eine schliissige Rechtfertigung einer Losung liefert, bleibt zu
untersuchen, ob man diese aus den gegebenen Hecken konstruieren kann.

[LRO6] untersucht effizientere Verfahren zur Losung des Problems der abstrakten Grammatik,
indem zyklische Abhéngigkeiten verschiedener Regeln zuerst betrachtet werden. Die Beob-
achtungen konnten auf zyklische Abhédngigkeiten von Ungleichungen iibertragen werden und
zu effizienten Verfahren zur Losung der in dieser Arbeit betrachteten Ungleichungsysteme
fiihren.

In [LRBO5] wird das Modell der WPDS erweitert, um lokale Variablen in Prozeduren zu
behandeln. Diese Erweiterung konnte man auf Umsetzbarkeit in unser Modell iiberpriifen.
Desweiteren konnten man in diesem Kontext versuchen, das verwendete Verfahren auch zur
Modellierung von lokalen Variablen in verschiedenen Threads zu verwenden.

Um in einem ersten Schritt die Berechnung von Riickwirtsanalysen zu ermoglichen, wire es
denkbar ein Verfahren zu entwickeln, das das Gewicht einer regulidren Menge von Konfigura-
tionen bestimmt. Hierzu konnte der berechnete gewichtete Automat, der die Gewichte aller
Konfigurationen enthilt, durch Schnittbildung auf die gewiinschte Menge reduziert werden,
ohne dabei die Gewichte zu verlieren. Durch einsammeln der Gewichte der eingehenden
Kanten eines Zustandes im Schnittautomaten, konnte dann an den akzeptierenden Zustinden
ein Gesamtgewicht abgelesen werden. Dadurch lielen sich zumindest Riickwirtsanalysen
berechnen, in denen die betrachtete Menge von Konfigurationen an einem Programmpunkt
reguldr ist.
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Desweiteren wire die Moglichkeit zu untersuchen, das Verfahren iterativ anzuwenden. In An-
lehnung an das in [BMOTO05] beschriebene Verfahren zum Losen von Bitvektor-Problemen,
durch die Untersuchung einer iterativen Anwendung des P R E*-Algorithmus unter Verwen-
dung verschiedener Regelsysteme, wire dies auch fiir unser Modell in Betracht zu ziehen.
Hierbei konnte nach jeder Anwendung des Verfahrens der Ergebnisautomat, mit oben schon
erwihnten Mitteln, auf eine gewiinschte Menge von Konfigurationen reduziert werden. Im
nichsten Schritt wiirde das Verfahren auf dem gewonnenen gewichteten Schnittautomaten,
gegebenenfalls sogar mit veridnderter Gewichtung der Transitionen oder anderem DPN-
Regelsystem, angewendet. Dabei wiirden jedoch die in vorherigen Schritten berechneten
Gewichte, die im Schnittautomaten vorhanden sind, als initiale Gewichtung in die Berech-
nung der neuen Gewichte mit einbezogen. Das Ergebnis einer Anfrage wire das Gewicht der
Pfade die in einer Konfiguration starten und nacheinander zu jeweils einer Konfiguration in
den gewiinschten Mengen fiihren.

PRE*(C) C = (DN3#)" erecN3(#PNg)" N PRE* Conf) Conf
Gewichte Gewichte f(r)
fir)=1 aus Analyse
DPemain c1#tperecwica € C ce Conf
Gewicht des Pfades a(p2) Gewicht des Pfades
ofp1) =1 aus der Analyse

Abbildung 5.1: Beispiel fiir Pfade die nacheinander Konfigurationsmengen durchlaufen und Ge-
wichtung die die Berechnung einer Riickwirtsanalyse an einem Programmpunkt
ermoglichen

Hierdurch konnen noch spezifischere Anfragen gestellt werden. Zum einen wire eine Be-
rechnung von Riickwirtsanalysen mdoglich, da nun die Menge der Pfade, die in der Start-
konfiguration beginnen, dann eine Konfiguration am gewiinschten Programmpunkt und
schlieBlich eine beliebige Endkonfiguration erreichen, genau beschrieben werden kann. Da
man sich nur fiir die Gewichte der zweiten Abschnitte der Pfade interessiert, diese Ergeben
sich aus der Riickwirtsanalyse, kann der Einfluss der ersten Abschnitte durch eine neutrale
Gewichtung unterdriickt werden, wie in Abbildung 5.1 dargestellt ist. Das Gesamtgewicht der
zur Startkonfiguration betrachteten Pfade entspricht dann dem Gesamtgewicht aller fiir die
Riickwirtsanalyse relevanten Pfade vom Programmpunkt zu einer beliebigen Nachfolgerkon-
figuration. Zum anderen ist auch die Abbildung von einfachen Synchronisationsoperationen
zwischen Threads moglich, indem die Zwischenmengen jeweils die Zustinde beschreiben in
denen sich zwei Threads synchronisieren.

Im Zuge dieser Betrachtungen wiren die in [LTKROS] untersuchten Techniken fiir WPDS zur
Konstruktion eines so genannten gewichteten Transducer interessant. Ein Transducer ist ein
endlicher Automat, der ein Wort von einer Sprache in eine andere Sprache iibersetzt. Diese
Konstruktion wird dazu benutzt um alle moglichen Transformationen von Konfigurationen
durch Pfade in einem PDS zu beschreiben. So kann eine Konfiguration durch den Transducer
in eine andere Konfiguration iibersetzt werden, wenn ein Pfad im PDS existiert, der diese
Transformation durchfiihren kann. Diese Ubersetzung kann mit Gewichten versehen werden
und man erhélt einen Automaten, der zu jedem Paar von Konfigurationen das Gewicht
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aller Pfade liefert, die diese verbinden. Mit einfachen Techniken ldsst sich dann durch
Vorgabe einer Menge von Konfigurationen als Ziel aus dem Transducer ein Automat wie
im urspriinglichen Verfahren konstruieren. Hier wird also das Verfahren bis auf den letzten
Schritt von der Angabe einer Menge von Zielkonfigurationen unabhiingig gemacht. Eine
direkte Anwendung auf WDPN ist hierbei nicht zu erwarten, da man aus dem Transducer
auch die Menge der erreichbaren Konfigurationen konstruieren kann. Da diese fiir DPN im
Allgemeinen nicht regulir ist, wird in der Regel kein Transducer, der die Ubergiinge eines
DPN beschreibt, existieren. Es bleibt jedoch zu untersuchen, in welchen Fillen dies doch
moglich ist, oder, ob allgemeinere Konstruktionen existieren, die eine Vorberechnung der
Ergebnisse, unabhingig von der Menge der Zielkonfigurationen, fiir WDPN erlauben.

Der offensichtlichste Ansatzpunkt ist jedoch, neben den von uns untersuchten Gewichten
zur Bestimmung der Linge kiirzester Ausfithrungspfade und zur Lésung von Bitvektor-
Problemen, fiir weitere Klassen von Datenflussanalysen zu untersuchen, ob diese sich durch
unser Modell berechnen lassen. Interessant wire zum Beispiel die Analyse von Abhédngig-
keiten. Aber auch eine Konstruktion der Mengen von Hecken selber wire interessant. Dazu
miisste jedoch die verwendete Baumstruktur etwas abgewandelt werden um eine Regularitét
der Mengen und damit eine endliche Darstellungsmoglichkeit zu erreichen. Im Moment
werden Prozeduraufrufe und damit auch mehrfache rekursive Aufrufe sequentiell durch einen
Ast des Baumes dargestellt. Die auf moglichen Asten auftretenden Regelfolgen sind damit
im Allgemeinen nicht regulir. Dies konnte jedoch zum Beispiel durch Modellierung von
Prozeduraufrufe durch zusitzliche Verzweigungen erreicht werden, die dann zu Regularitit
der Mengen im Sinne eines Baumautomaten fiithren.
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