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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit soll ein Resultat über die Eigenwerte zufälliger Matri-
zen beweisen. Dazu betrachten wir das Gauÿsche Unitäre Ensemble (GUE), d.h.
wir betrachten die folgenden Wahrscheinlichkeitsmaÿe PN,σ auf den hermiteschen
(N ×N)-Matrizen, so dass gilt:

Das Wahrscheinlichkeitsmaÿ PN,σ auf den Matrizen M ∈ CN×N mit M∗ = M
und M = (mij)1≤i,j≤N ist dadurch bestimmt, dass die reellen Diagonalelemente,
sowie Real- und Imaginärteil der Einträge oberhalb der Diagonalen unabhängig
normalverteilt sind mit

mii ∼ N (0, 2σ2) für i = 1, . . . , N

und
Re(mij), Im(mij) ∼ N (0, σ2) für 1 ≤ i < j ≤ N.

Da für eine hermitesche Matrix M = (mij)1≤i,j≤N gilt

tr(M2) =
N∑
i=1

m2
ii + 2

∑
1≤i<j≤N

Re(mij)
2 + 2

∑
1≤i<j≤N

Im(mij)
2,

erhalten wir als gemeinsame Dichte der Einträge von M

dPN,σ(M) = cN,σe
− 1

4σ2 tr(M
2)dM (1.1)

für eine Normierungskonstante cN,σ ∈ R und

dM =
N∏
i=1

dmii

∏
1≤i<j≤N

dRe(mij) d Im(mij).

Da dM und tr(M) invariant unter unitärer Konjugation sind, hängt dPN,σ(M)
nur von den Eigenwerten λ1 ≤ . . . ≤ λN der Matrix M ab, und wir schreiben
dPN,σ(λ1, . . . , λN) statt dPN,σ(M).

Nach [2, Theorem 5.22] erhalten wir als gemeinsame Dichte der Eigenwerte

dPN,σ(λ1, . . . , λN) =
1

ZN,σ

∏
i<j

(λi − λj)
2

N∏
k=1

e−
1

4σ2 λ
2
kdλ1 . . . dλN (1.2)
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auf {(λ1, . . . , λN) ∈ RN : λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λN} mit einer Normierungskonstanten
ZN,σ ∈ R.

Nach Wigners-Halbkreisgesetz in [2, (6.159)] und einem einfachen Skalierungsar-
gument gilt folgende Aussage über den Grenzwert N →∞ der erwarteten Anzahl
Eigenwerte von M:

Für alle s ∈ R gilt

1

N
EN,σ

(
Anzahl der Eigenwerte von M ≤ s

√
8σ2N

)
N→∞−→

∫ s

−∞
ψ(t)dt, (1.3)

wobei ψ(t) = 2
π

√
1− t2χ[−1,1] und der Erwartungswert bezüglich des Wahrschein-

lichkeitsmaÿes PN,σ gebildet wird.

Wir wollen im Folgenden σ in Abhängigkeit von N so wählen, dass (1.3) eine
möglichst einfache Gestalt hat, und zwar σ = 1√

8N
und damit

√
8σ2N = 1.

Bemerkung 1.0.1. Meist wählt man für GUE σ = 1
2
, wodurch man in (1.1) die

einfache Darstellung dPN,σ(M) = cN,σe
−tr(M2)dM erhält.

Die Wahrscheinlichkeitsmaÿe mit verschiedenen σ unterscheiden sich nur durch
Reskalierung, d.h. für A eine messbare Menge von Matrizen und λ > 0 gilt

PN,σ(λA) = PN,λσ(A).

Die Wahl von σ = 1√
8N

bedeutet also keine Einschränkung der Allgemeinheit und
hat den Vorteil, dass die Eigenwerte auf [−1, 1] konzentriert sind, unabhängig von
N.

Wir verwenden die Notation
PN := PN, 1√

8N
(1.4)

und erhalten in (1.2)

dPN(λ1, . . . , λN) =
1

ZN

∏
i<j

(λi − λj)
2

N∏
k=1

e−2Nλ2
kdλ1 . . . dλN

mit entsprechender Normierungskonstanten ZN ∈ R.

Bemerkung 1.0.2. Alle in dieser Arbeit auftretenden Erwartungswerte werden
bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaÿes PN aus (1.4) gebildet.
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Sei a ∈ (−1, 1), IN ein Intervall, das symmetrisch um a liegt, und für M ∈ CN×N

mit M = M∗ bezeichnen wir mit λ1(M) ≤ . . . ≤ λN(M) die Eigenwerte von M .
Nach dem Halbkreisgesetz von Wigner aus (1.3) gilt für groÿe Werte von N , dass

1

N
EN [Anzahl der Eigenwerte im Intervall IN ] ≈

∫
IN

ψ(t)dt,

wobei EN den Erwartungswert bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaÿes PN aus
(1.4) bezeichnet.

Ist die Länge von (IN) =: |IN | klein, so erwarten wir also ungefähr Nψ(a)|IN |
Eigenwerte in IN und für Eigenwerte λj(M) nahe bei a erwarten wir, dass
λj+1(M)− λj(M) von der Gröÿenordnung 1

Nψ(a)
ist. Dies motiviert folgende De-

�nition:

De�nition 1.0.3. Für eine hermitesche (N × N)-Matrix M mit Eigenwerten
λ1(M) ≤ . . . ≤ λN(M), s ∈ R und IN ⊂ R Intervall sei

SN,a,IN (s,M)

:=
1

Nψ(a)|IN |
#

{
j : λj+1(M)− λj(M) ≤ s

Nψ(a)
und λj(M), λj+1(M) ∈ IN

}
,

wobei wir mit # die Anzahl der Elemente der Menge bezeichnen.

Damit lässt sich der Hauptsatz dieser Arbeit formulieren.

Satz 1.0.4. Sei a ∈ (−1, 1), IN eine Familie um a symmetrischer Intervalle und
SN,a,IN wie in De�nition 1.0.3. Dann gibt es ein Maÿ µ auf R, so dass a) und b)
gelten.

a) Falls |IN |
N→∞−→ 0 und Nψ(a)|IN |

N→∞−→ ∞ gilt

EN

[
sup
s∈R

∣∣∣∣SN,a,IN (s, ·)−
∫ s

−∞
dµ

∣∣∣∣] N→∞−→ 0. (1.5)

b) Für IN = [a− 1√
N
, a+ 1√

N
] gilt:

∀ε > 0 ∃C ∈ R, so dass ∀Ngilt :

EN

[
sup
s∈R

∣∣∣∣SN,a,IN (s, ·)−
∫ s

−∞
dµ

∣∣∣∣] ≤ CN ε− 1
12 . (1.6)

Dabei wird der Erwartungswert bezüglich des Wahrscheinlichkeitsmaÿes PN aus
(1.4) gebildet.
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Bemerkung 1.0.5. Wir verwenden im Weiteren die Bezeichnung E für EN .

Hauptziel dieser Arbeit ist es, obigen Satz 1.0.4 zu beweisen, wobei wir uns am
Buch Random Matrices, Frobenius Eigenvalues and Monodromy von Nicholas M.
Katz und Peter Sarnak ([5]) orientieren und die Struktur des Beweises, wie er in
den ersten fünf Kapiteln von [5] dargestellt ist, übernehmen und die Abschätzun-
gen anpassen.

Wir werden im nächsten Kapitel das Wahrscheinlichkeitsmaÿ aus (1.4) genauer
betrachten und einen Zusammenhang mit orthogonalen Polynomen herstellen.
Um die damit gewonnene Darstellung der Dichte mit der Funktion KN , die als
Summe von orthogonalen Polynomen gegebenen ist, ausnutzen zu können, wer-
den wir in Kapitel 2 aus den Eigenschaften der orthogonalen Polynome hilfreiche
Identitäten und Abschätzungen herleiten, mit denen wir später Aussagen über
den Erwartungswert in Satz 1.0.4 tre�en können. Insbesondere lässt sich der
Grenzwert der Dichtefunktion des Wahrscheinlichkeitsmaÿes aus (1.4) mit die-
ser neu gewonnenen Darstellung angeben und wir werden später im Beweis des
Hauptsatzes dieses asymptotische Verhalten der Dichte ausnutzen können.

In Kapitel 3 werden wir die im Hauptsatz auftretende Gröÿe SN,a,IN (s,M) als
Verteilungsfunktion eines Maÿes schreiben, so dass im Hauptsatz eine Abschät-
zung über die erwartete Abweichung der Verteilungfunktionen zweier Maÿe zu
beweisen bleibt. Wir werden dann Lemmata über den Zusammenhang des zu
SN,a,IN (s,M) gehörenden Maÿes mit einem verwandten, aber leichter zu behan-
delnden Hilfsmaÿ, dessen Vorteil ist, dass es nicht so stark von der Sortierung
der Eigenwerte abhängt, beweisen und einige später verwendete Abschätzungen
herleiten.

Wir benötigen Ungleichungen für den Erwartungswert und die Varianz des Inte-
grals bezüglich des in Kapitel 3 de�nierten Hilfsmaÿes, und werden in Kapitel 4
unter Verwendung der asymptotischen Aussage über die Dichte aus Kapitel 2 für
den Beweis wichtige Abschätzungen erhalten.

Damit lässt sich in Kapitel 5 die Aussage des Hauptsatzes beweisen. Dabei werden
wir das Problem von R auf ein Problem an M diskreten Punkten zurückführen
und eine Abschätzung für den dabei gemachten Fehler erhalten. Im letzten Teil
des Beweises gelangen wir damit zu einer Ungleichung, von der wir durch ge-
schickte Wahl von bis dahin zwei freien Parametern, unter anderem der Anzahl
an Stützstellen, auf die wir das Problem reduziert haben, die zu beweisende Ab-
schätzung erhalten.

Viele der in [5] gemachten Abschätzungen und Umformungen können so modi�-
ziert werden, dass sie auch für die in dieser Arbeit verwendeten Gröÿen gelten,
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allerdings gibt es einige Unterschiede, die insbesondere in Kapitel 4 zum Tragen
kommen.

Wir wollen den Hauptsatz für hermitesche Matrizen, deren Eigenwerte in R lie-
gen, beweisen, während der Beweis in [5] für mehrere Mengen von Matrizen,
nämlich U(N), SO(2N + 1), USp(2N), SO(2N) und O−(2N + 2), geführt wird.
Dabei liegen in [5] die komplexen Eigenwerte auf dem Einheitskreis und es wer-
den die Abstände der Winkel, die in [0, 2π] liegen, betrachtet. Auÿerdem werden
in [5] nicht nur die Abstände zwischen zwei, zu komplexen Eigenwerten gehö-
renden, Winkeln betrachtet, sondern Vektoren, deren Komponenten allgemeinere
Abstände darstellen, so dass die hier betrachteten Abstände zwischen benachbar-
ten Eigenwerten dem Spezialfall von eindimensionalen Vektoren entsprechen. In
[5] erhält man für die dort verwendete KernfunktionKN eine explizite Darstellung
mit trigonometrischen Funktionen, abhängig von der Menge betrachteter Matri-
zen. Wir erhalten für das in dieser Arbeit verwendete KN , das hier über skalierte
Hermit-Polynome de�niert ist, nur einen asymptotischen Zusammenhang mit der
Funktion sin(π(x−y)

π(x−y) und müssen auÿerdem die Eigenwerte entsprechend skalieren
und nur solche in einem Intervall IN betrachten. Dadurch erhalten wir insbeson-
dere in Kapitel 4 andere Abschätzungen, die noch von der Gröÿe des Intervalls
IN abhängen und lediglich asymptotische Abschätzungen darstellen. Mit einer
ähnlichen Wahl der freien Parameter wie in [5] am Ende des Beweises in Kapitel
5 erhalten wir schlieÿlich eine Konvergenzrate von O(N− 1

12 ) statt O(N− 1
6 ) in [5].
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2 Die Methode der Orthogonalen

Polynome

In diesem Kapitel werden wir eine Darstellung der zum Wahrscheinlichkeitsmaÿ
in (1.4) gehörenden Dichte mit Hilfe orthogonaler Polynome erhalten und einige
Aussagen über diese Darstellung beweisen, die wir später in Kapitel 4 für die
zentralen Abschätzungen zum Beweis des Hauptsatzes 1.0.4 verwenden werden.

De�nition 2.0.1. Orthogonale Polynome

Sei
p

(N)
j (x) := γ

(N)
j xj + γ

(N)
j−1x

j−1 + . . .+ γ0 (2.1)

das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad j mit γ(N)
j > 0, so dass gilt∫

p
(N)
i (x)p

(N)
j (x)e−2Nx2

dx = δij. (2.2)

Bemerkung 2.0.2. Bei den Polynomen p(N)
j (x) aus obiger De�nition handelt es

sich um reskalierte Hermite Polynome qj(x) = αjx
j + . . .+ α0 mit αj > 0 und∫

qi(x)qj(x)e
−x2

dx = δij.

De�nition 2.0.3. Sei p(N)
j wie in De�nition 2.0.1. Wir setzen

ϕ
(N)
j (x) := p

(N)
j (x)e−Nx

2

und

KN(x, y) :=
N−1∑
j=0

ϕ
(N)
j (x)ϕ

(N)
j (y). (2.3)

Dann gilt mit [2, (5.30)] für die zu (1.4) gehörende Dichte

dPN(λ1, . . . , λN) =
1

ZN

∏
i<j

(λi − λj)
2

N∏
k=1

e−2Nλ2
kdλ1 . . . λN

= det (KN(λi, λj)1≤i,j≤N) . (2.4)
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Damit haben wir eine Darstellung der Dichte des Wahrscheinlichkeitsmaÿes, be-
züglich dem wir Erwartungswerte betrachten, mit Hilfe orthogonaler Polynome
und der Funktion KN erhalten, und wir werden nun nützliche Eigenschaften der
Funktion KN und ihrer Determinante zusammenstellen, um diese später im Be-
weis des Hauptsatzes 1.0.4 verwenden zu können.

2.1 Eigenschaften der Funktion KN(x, y)

Wir werden im folgenden Satz und den darauf folgenden zwei Korollaren Aussagen
über den asymptotischen Zusammenhang der Funktion KN(x̃, ỹ) mit sin(π(x−y))

π(x−y)
erhalten.

Satz 2.1.1. Zu jedem δ > 0 existiert ein C(δ) > 0, so dass für alle Intervalle
I ⊂ [−1 + δ, 1− δ] und alle a ∈ I, N ∈ N gilt

sup
ζ̃,η̃∈I

∣∣∣∣ 1

Nψ(a)
KN(ζ̃ , η̃)− sin(π(ζ − η))

π(ζ − η)

∣∣∣∣ ≤ C(δ)

(
|I|+ 1

N

)
, (2.5)

wobei ζ = Nψ(a)(ζ̃ − a), η = Nψ(a)(η̃ − a) und |I| bezeichne die Länge des
Intervalls I.

Bemerkung 2.1.2. Wir werden einen Beweis dieses Satzes im Anhang (Ka-
pitel 6) skizzieren, wobei wir jedoch den entscheidenden Beweisschritt, nämlich
die Bestimmung der Asymptotik von Hermite Polynomen, aus der Literatur zi-
tieren werden. Man kann mit Hilfe von Riemann-Hilbert Methoden zeigen, dass
für alle bislang in der Literatur studierten unitär invarianten Ensembles hermi-
tescher Matrizen die analoge Formulierung des obigen Satzes 2.1.1 richtig bleibt
und damit die im Hauptsatz 1.0.4 formulierten Abschätzungen für die Konver-
genzrate der Abstandsverteilung benachbarter Eigenwerte auch für diese Klasse
von Ensembles richtig bleiben. Da die asymptotische Analyse der orthogonalen
Polynome und der Kernfunktion KN nicht das Hauptanliegen dieser Arbeit sind,
verzichten wir auf die Untersuchung allgemeinerer Ensembles und beschränken
uns auf den Beweis des Hauptsatzes für das Gauÿsche Unitäre Ensemble (GUE).

Korollar 2.1.3. Gilt in Satz 2.1.1, dass die Länge des Intervalls I von N abhängt
und |I| → 0 für N →∞, dann gilt für alle ζ̃ , η̃ ∈ I

1

Nψ(a)
KN(ζ̃ , η̃)

N→∞−→ sin(π(ζ − η))

π(ζ − η)
, (2.6)

und wegen sin(x)
x

≤ 1 ∀x ∈ R gilt auÿerdem

|KN(ζ̃ , η̃)| ≤ 2 ·Nψ(a) (2.7)
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für hinreichend groÿes N .

Korollar 2.1.4. Ist I = IN mit |IN | → 0 und Nψ(a)|IN | → ∞, wie in Hauptsatz
1.0.4, dann folgt aus Satz 2.1.1

1

Nψ(a)
KN(ζ̃ , η̃) =

sin(π(ζ − η))

π(ζ − η)
+O(|IN |) für alle ζ̃ , η̃ ∈ IN . (2.8)

Bisher haben wir die Funktion KN betrachtet, aber in der Darstellung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte in (2.4) verwenden wir die Determinante von KN . Deshalb
werden wir im folgenden Satz einige Eigenschaften dieser Determinante zusam-
menstellen. Dazu führen wir zunächst folgende Notation ein.

De�nition 2.1.5. Wir setzen

BN,m(t1, . . . , tm) := det

(
1

Nψ(a)
KN(t̃i, t̃j)

)
1≤i,j≤m

wobei t̃i = a+
ti

Nψ(a)

Satz 2.1.6. Mit der Notation aus De�nition 2.1.5 gilt:

1. Für alle t1, . . . , tN ∈ R ist

BN,m(t1, . . . , tm) = BN,m(tσ(1), . . . , tσ(m)) für alle σ ∈ Sm. (2.9)

2. Für alle t1, . . . , tN ∈ R ist∫
RN−m

BN,N(t1, . . . , tN) dtm+1 . . . dtN = (N −m)!BN,m(t1, . . . , tm). (2.10)

3. Für t̃1, . . . , t̃m ∈ I ⊂ [−1, 1] gilt

|BN,m(t1, . . . , tm)| ≤ 2m für N hinreichend groÿ. (2.11)

4. Für t̃1, . . . , t̃m ∈ IN gilt

BN,k+2(t1, . . . , tk+2) = det

(
sin (π(ti − tj))

π(ti − tj)

)
i,j≤k+2

+(k+2)!(k+2)2k+2O(|IN |).

(2.12)

Um Satz 2.1.6 beweisen zu können, benötigen wir die folgenden zwei Lemma-
ta, nämlich die Hadamard-Ungleichung und ein Lemma zum Vergleich von zwei
Determinanten.
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Lemma 2.1.7. Hadamard-Ungleichung

Seien v1, . . . , vn Vektoren in einem Hilbertraum.
Dann gilt

| det(〈vi, vj〉)i,j| ≤
∏
i

||vi||2.

Beweis der Hadamard-Ungleichung:
Falls vi = 0 für ein i ∈ {1, . . . , n}, dann ist (〈vi, vj〉)i,j = 0 und die Hadamard-
Ungleichung gilt. Wir nehmen deshalb im Folgenden an, dass vi 6= 0 für alle i.
Sei wi := βivi mit βi ∈ R, so dass ||wi|| = 1.

Setze A = (aij)ij := (〈vi, vj〉)ij und

B = (bij)ij := (〈wi, wj〉)ij = (〈βivi, βjvj〉)ij = (βiβjaij)ij.

Dann ist

detB =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

bi,σ(i) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

βiβσ(i)

∏
i

ai,σ(i)

= detA ·
∏
i

β2
i .

Wegen

| detA| ≤
∏
i

||vi||2 ⇔
∏
i

β2
i | detA| ≤

∏
i

β2
i

∏
i

||vi||2

⇔ | detB| ≤
∏
i

||wi||2 = 1

genügt es | detB| ≤ 1 zu zeigen.

1.Fall: wi linear abhängig.
Dann existieren α1, . . . , αn ∈ R mit

∑
i αiwi = 0.

Damit ist für alle j:
∑

i αi〈wi, wj〉 = 〈
∑

i αiwi, wj〉 = 0, und somit sind die
Zeilen von B linear abhängig, und es folgt detB = 0.

2.Fall: wi linear unabhängig.
Es gilt B = BT , und damit hat B reelle Eigenwerte. Auÿerdem ist für α =
(α1, . . . , αn)

T 6= (0, . . . , 0)

〈α,Bα〉 =

∥∥∥∥∥∑
i

αiwi

∥∥∥∥∥
2

> 0.
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Damit ist B positiv de�nit und für die Eigenwerte λ1, . . . , λn ∈ R gilt λi > 0 für
alle i ∈ {1, . . . , n}.

Also gilt

| detB|
1
n =

(∏
i

λi

) 1
n ∗
≤ 1

n

∑
i

λi =
1

n
Spur(B)

=
1

n

∑
i

〈wi, wi〉 =
1

n

∑
i

||wi||2 = 1.

Es bleibt die Relation (∗) zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel
zu zeigen.

Wegen ex−1 ≥ x für alle x ∈ R gilt mit x =
λj

1
n

∑
i λi

für alle j:

exp

(
λj

1
n

∑
i λi

− 1

)
≥ λj

1
n

∑
i λi

.

Multiplizieren dieser n Gleichungen für j = 1, . . . , n liefert

exp

( ∑
j λj

1
n

∑
i λi

− n

)
︸ ︷︷ ︸

=n−n=0

≥
∏

j λj

( 1
n

∑
i λi)

n
.

Es folgt

e0 = 1 ≥
∏
j

λj

(
1

n

∑
i

λi

)−n

⇔

(
1

n

∑
i

λi

)n

≥
∏
j

λj.

Daraus folgt Behauptung (∗) und damit ist die Hadamard-Ungleichung bewiesen.

Lemma 2.1.8. Lemma zum Vergleich von zwei Determinanten
Sei n ∈ N mit n ≥ 2, s, t ∈ R>0, A,B ∈ Cn×n mit A = (aij)ij, B = (bij)ij und

sup
i,j
|aij| ≤ t, sup

i,j
|bij| ≤ t und sup

i,j
|aij − bij| ≤ s.

Dann gilt:
| detA− detB| ≤ n! · n · tn−1s.
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Beweis:
Die Determinanten von A und B lassen sich nach Leibniz folgendermaÿen ent-
wickeln:

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
∏
i

ai,σ(i),

detB =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
∏
i

bi,σ(i).

Für festes σ ∈ Sn setze bi := bi,σ(i) und ai := ai,σ(i). Es gilt

n∑
j=1

[(∏
i<j

bi

)
(bj − aj)

(∏
k>j

ak

)]

=
n∑
j=1

[(∏
i≤j

bi

)(∏
k>j

ak

)
−

(∏
i<j

bi

)(∏
k≥j

ak

)]

=
n∑
j=1

(∏
i≤j

bi

)(∏
k>j

ak

)
−

n∑
j=1

( ∏
i≤j−1

bi

)( ∏
k>j−1

ak

)

=
n∑
j=1

(∏
i≤j

bi

)(∏
k>j

ak

)
−

n−1∑
j=0

(∏
i≤j

bi

)(∏
k>j

ak

)
=

∏
i

bi −
∏
i

ai. (2.13)

Dann gilt für alle σ ∈ Sn∣∣∣∣∣∏
i

bi −
∏
i

ai

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

∣∣∣∣∣
(∏
i<j

bi

)
(bj − aj)

(∏
k>j

ak

)∣∣∣∣∣ ≤ n · tn−1s, (2.14)

und mit (2.14) folgt

| detB − detA| ≤
∑
σ∈Sn

∣∣∣∣∣∏
i

bi,σ(i) −
∏
i

ai,σ(i)

∣∣∣∣∣ ≤ n! · n · tn−1s,

und wir haben das Lemma zur Abschätzung der Di�erenz zweier Determinanten
bewiesen.

Mit den letzten beiden Lemmata können wir nun Satz 2.1.6 beweisen.

Beweis von Satz 2.1.6:
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zu 1) Es gilt

(ψ(a)N)mBN,m(t1, . . . , tm) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


KN(t1, t1) KN(t1, t2) . . . KN(t1, tm)
KN(t2, t1) KN(t2, t2) . . . KN(t2, xm)

...
...

. . .
...

KN(tm, t1) KN(tm, t2) . . . KN(tm, tm)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Da jede Permutation als Produkt von Transpositionen darstellbar ist, ge-
nügt es, die Aussage für eine Transposition (i j) zu zeigen. Dies folgt sofort
durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile und anschlieÿender Ver-
tauschung der i-ten mit der j-ten Spalte.

zu 2) Nach [2, (5.38)] gilt

∫
RN−m

det (KN(ti, tj))1≤i,j≤N dtm+1 . . . dtN = (N−m)! det (KN(ti, tj))1≤i,j≤m .

(2.15)
Mit De�nition 2.1.5 gilt

∫
RN−m

BN,N(t1, . . . , tN)dtm+1 . . . dtN

=

(
1

Nψ(a)

)N ∫
RN−m

det
(
KN(t̃i, t̃j)

)
1≤i,j≤N dtm+1 . . . dtN

und mit der Substitution ti = Nψ(a)(t̃i − a) gilt weiter

=

(
1

Nψ(a)

)m ∫
RN−m

det
(
KN(t̃i, t̃j)

)
1≤i,j≤N dt̃m+1 . . . dt̃N

(2.15)
= (N −m)!

(
1

Nψ(a)

)m
det
(
KN(t̃i, t̃j)

)
1≤i,j≤m

= (N −m)!BN,m(t1, . . . , tm).

zu 3) Wir wollen die Hadamard-Ungleichung aus Lemma 2.1.7 verwenden.

Sei dazu vi :=


ϕ0(t̃i)

ϕ1(t̃i)
...

ϕN−1(t̃i)

 für i = 1, . . . ,m.
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Dann ist KN(t̃i, t̃j) = 〈vi, vj〉 und ‖vi‖2 = KN(t̃i, t̃i). Es gilt

|BN,m(t1, . . . , tm)| =

(
1

Nψ(a)

)m
| detKN(t̃i, t̃j)1≤i,j≤m|

=

(
1

Nψ(a)

)m
| det(〈vi, vj〉)1≤i,j≤m|

2.1.7

≤
(

1

Nψ(a)

)m m∏
i=1

||vi||2

(2.7)

≤ 2m.

zu 4) Für ein Intervall I = IN mit |IN | → 0 und Nψ(a)|IN | → ∞ für N → ∞
gilt nach Satz 2.1.6

1

Nψ(a)
KN(ζ̃ , η̃) =

sin(π(ζ − η))

π(ζ − η)
+O (|IN |) ,

und wegen
1

Nψ(a)
KN(ζ̃ , η̃) ≤ 2

und
sin(π(ζ − η))

π(ζ − η)
≤ 2

folgt mit Lemma 2.1.8∣∣∣∣∣BN,k+2(t1, . . . , tk+2)− det

(
sin (π(ti − tj))

π(ti − tj)

)
i,j≤k+2

∣∣∣∣∣
≤ (k + 2)!(k + 2)2k+2O(|IN |).

Damit sind die vier Aussagen von Satz 2.1.6 bewiesen.

Bemerkung 2.1.9. Wir verwenden die Notation

W (t1, . . . , tk+2) := det

(
sin (π(ti − tj))

π(ti − tj)

)
i,j≤k+2

.

Dann gilt mit Satz 2.1.6 für alle t̃1, . . . , t̃k+2 ∈ IN

BN,k+2(t1, . . . , tk+2)
N→∞−→ W (t1, . . . , tk+2).

Mit
|BN,k+2(t1, . . . , tk+2)| ≤ 2k+2

folgt
|W (t1, . . . , tk+2)| ≤ 2k+2. (2.16)
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Die folgende Bemerkung und Lemma 2.1.11 liefern nützliche Umformungen, um
später einfacher bezüglich dP integrieren zu können.

Bemerkung 2.1.10. Für eine Funktion f : RN(ord) → R mit RN(ord) :=
{(t1, . . . , tN)T ∈ RN : t1 ≤ . . . ≤ tN} gilt∫

Ã

f(t̃1, . . . , t̃N)dPN(t̃1, . . . , t̃N) =

∫
A

f(t1, . . . , tN)BN,N(t1, . . . , tN)dt1 . . . dtN

wobei ti = ϕ(t̃i) = Nψ(a)(t̃i − a) und A := ϕ−1(Ã).

Dies gilt nach Substitutionsregel und Identität (2.4).

Um später auftretende Terme der Form
∫
t̃1≤...≤t̃N

f(t̃i1 , . . . , t̃im)dPN(t̃1, . . . , t̃N)

mit 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ im ≤ N und f(t1, . . . , tm) = f(tσ(1), . . . , tσ(m)) für alle
σ ∈ Sm einfacher berechnen zu können verwenden wir folgendes

Lemma 2.1.11. Sei 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ im ≤ N und f : RN → R mit f(t1, . . . , tm) =
f(tσ(1), . . . , tσ(m)) für alle σ ∈ Sm.
Dann gilt: ∫

t̃1≤...≤t̃N
f(t̃i1 , . . . , t̃im)dPN(t̃1, . . . , t̃N)

=
(N −m)!

N !

∫
Rm

f(t1 . . . , tm)BN,m(t1, . . . , tm)dt1 . . . dtm

Beweis:
Es gilt ∫

t̃1≤...≤t̃N
f(t̃i1 , . . . , t̃im)dPN(t̃1, . . . , t̃N)

=

∫
t̃1≤...≤t̃N

f(t̃1, . . . , t̃m)dPN(t̃1, . . . , t̃N)

2.1.10
=

∫
t1≤...≤tN

f(t1, . . . , tm)BN,N(t1, . . . , tN)dt1 . . . dtN

(2.9)
=

1

N !

∫
RN
f(t1, . . . , tm)BN,N(t1, . . . , tN)dt1 . . . dtN

(2.10)
=

(N −m)!

N !

∫
Rm

f(t1, . . . , tm)BN,m(t1, . . . , tm)dt1 . . . dtm
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3 Kombinatorik und Maÿe

Um später den Hauptsatz 1.0.4 beweisen zu können, wollen wir in diesem Ka-
pitel einige Begri�e einführen. Insbesondere werden wir für eine hermitesche
(N × N)-Matrix H das Maÿ σN(H) de�nieren, mit dem sich die im Hauptsatz
zentrale Gröÿe SN,a,IN darstellen lässt, und auÿerdem werden wir einige vorbe-
reitende Lemmata zusammenstellen. Die beiden für den späteren Beweis wichtig-
sten Aussagen be�nden sich dabei in Abschnitt 3.3 und betre�en den Grenzwert
limN→∞ E

[∫
f dσN(·)

]
. So garantiert Lemma 3.3.1 die Existenz des Grenzwertes

unter bestimmten Voraussetzungen und Lemma 3.3.3 liefert eine zentrale Ab-
schätzung für den Beweis des Hauptsatzes, wie wir sie in Kapitel 5 verwenden
werden.

Für die Beweise dieser Lemmata benötigen wir ein Hilfsmaÿ γN(c,H), welches zu-
vor in Abschnitt 3.2 de�niert wird und dessen Zusammenhang mit σN(H) eben-
falls in Abschnitt 3.2 aufgezeigt wird.

Um eine Beziehung zwischen den Maÿen σN und γN herzuleiten, benötigen wir
die kombinatorischen Überlegungen zu Beginn dieses Kapitels. Dort werden die
Gröÿen Sep und Clump de�niert und eine Relation zwischen den beiden Gröÿen
hergestellt. Dann lässt sich die Integration bezüglich σN mit Hilfe von Sep und die
Integration bezüglich γN mit Hilfe der Gröÿe Clump darstellen und die Aussagen
über den Zusammenhang von Sep und Clump lassen sich auf die Maÿe übertragen.

3.1 Kombinatorik

Wir betrachten N der Gröÿe nach geordnete reelle Zahlen und werden die zwei
Gröÿen Sep und Clump de�nieren. Diese geben an, wie viele Paare dieser Zahlen
unter bestimmten Nebenbedingungen einen vorgegebenen Abstand s ∈ R haben.

De�nition 3.1.1. SepX (a)(s) und ClumpX(a)(s)
Sei s ∈ R≥0, a ∈ N und X = (x1, . . . , xN) ∈ RN mit x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xN .

SepX (a)(s) := #{1 ≤ i ≤ N − a− 1 : xi+a+1 − xi = s}
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und

ClumpX (a)(s) := #{1 ≤ i0 < i1 < . . . < ia+1 ≤ N : xia+1 − xi0 = s}.

SepX (a)(s) gibt also an, wie viele Paare der Zahlen x1, . . . , xN , zwischen denen
genau a andere xj liegen, den Abstand s haben. Wir werden später sehen, dass
wir im Hauptsatz über die Abstandsverteilung benachbarter Eigenwerte Sep(0)(s)
benötigen und insbesondere das Maÿ σN(H) mit Hilfe von Sep(0)(s) darstellen
können.
Mit X := {x1, . . . , xN} ist ClumpX (a)(s) die Anzahl der (a + 2)-elementigen
Teilmengen von X, für die die Di�erenz zwischen dem gröÿten und dem kleinsten
Element genau s beträgt.

Dabei ist zu beachten, dass Sep die Anordnung aller xi verwendet und wir für
Clump lediglich Teilmengen von X und deren gröÿtes und kleinstes Element be-
trachten, wodurch sich Aussagen über Clump einfacher beweisen lassen. Wir wer-
den dies ausnutzen, indem wir Sep(0)(s) im nächsten Abschnitt durch Clump-
Gröÿen ausdrücken. Dabei erhalten wir die Aussagen über Sep(0)(s) als Spezi-
alfall einer Relation zwischen Sep(a)(s) und der Summe über Terme der Form
Clump(n)(s).

Bemerkung 3.1.2. Wir nehmen im Folgenden an, dass X = (x1, . . . , xN) ∈ RN

mit x1 ≤ . . . ≤ xN und verwenden die Schreibweise Sep(a)(s) statt SepX(a)(s)
und Clump(n)(s) statt ClumpX(n)(s)

3.1.1 Zusammenhang von Clump und Sep

Das folgende Lemma liefert einen Zusammenhang der Gröÿen Sep und Clump
und gibt insbesondere eine Darstellung von Sep als Summe über Clump und
umgekehrt an.

Lemma 3.1.3. Für a, b, n ∈ N gelten die folgenden zwei Identitäten:

1.

Clump (a)(s) =
∑
b≥a

(
b

a

)
Sep(b)(s) (3.1)

2.

Sep(a)(s) =
∑
n≥a

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s). (3.2)
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Beweis:

Die im Beweis betrachteten Summen haben jeweils nur endlich viele Summanden,
da für alle s ∈ R gilt: Sep(n)(s) = 0 und Clump(n)(s) = 0 für n > N − 2.

zu 1) Wir stellen folgende kombinatorische Überlegung an:

Wir betrachten das Paar (xi, xj) mit j ≥ i und xj − xi = s und bezeichnen mit
b := j − i− 1 die Anzahl der Elemente von X, die zwischen xi und xj liegen.
Das Paar (xi, xj) liefert dann einen Beitrag zu Sep(b)(s).
Auÿerdem trägt (xi, xj) nur dann zu Clump(a)(s) bei, wenn b ≥ a. In diesem
Fall liefert es

(
b
a

)
Beiträge zu Clump(a)(s), da es so viele Tupel (i0, . . . , ia+1) mit

i = i0 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ia+1 = j gibt.

zu 2) Sei T ∈ R, dann gilt

∑
b≥0

Sep(b)(s)(1 + T )b =
∑
b≥0

Sep(b)(s)
b∑

a=0

(
b

a

)
T a

=
∑
a≥0

∑
b≥a

Sep(b)(s)

(
b

a

)
︸ ︷︷ ︸

Clump(a)(s)

T a

=
∑
a≥0

Clump(a)(s)T a. (3.3)

Ersetzen von T durch T − 1 in (3.3) liefert∑
b≥0

Sep(b)(s)T b =
∑
a≥0

Clump (a)(s)(T − 1)a,

und durch Umformen der rechten Seite mit dem binomischen Lehrsatz ergibt sich∑
b≥0

Sep(b)(s)T b =
∑
a≥0

Clump (a)(s)
a∑

n=0

(
a

n

)
(−1)a−nT n

a�n
=

∑
n≥0

Clump (n)(s)
n∑
a=0

(
n

a

)
(−1)n−aT a

=
∑
a≥0

∑
n≥a

(
n

a

)
Clump (n)(s)(−1)n−aT a.

Koe�zientenvergleich für Polynome ergibt die Behauptung.

Bemerkung 3.1.4. Da wir später lediglich an der Gröÿe Sep(0)(s) interessiert
sind und die allgemeine Gröÿe Sep(a)(s) nur verwenden, um den entsprechenden
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Zusammenhang zu Clump herzustellen, ist der Fall a = 0 aus (3.2) von besonde-
rem Interesse. Es gilt

Sep(0)(s) =
∑
n≥0

(−1)nClump (n)(s). (3.4)

Die zentrale Aussage von Lemma 3.1.3 ist Identität (3.2), nach der wir die Gröÿe
Sep durch Summation über Clump-Werte ausdrücken können. Betrachtet man
dabei nur die Summation bis zu einem Wert m ∈ N, so erhält man statt der
Gleichung eine Ungleichung.

Satz 3.1.5. ∀ a ≥ 0, ∀m ≥ 0 gilt

m∑
n=a

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s)

≤
≥ Sep(a)(s)

für m− a ungerade
für m− a gerade

.

Beweis:
Sei m ≥ a. Es gilt mit (3.2)

Sep(a)(s) =
∑
n≥a

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s)

=
m∑
n=a

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s) +

∑
n≥m+1

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s).

Es bleibt also zu zeigen

∑
n≥m+1

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s)

≥ 0 für m− a ungerade
≤ 0 für m− a gerade

.

Diese Bedingung ist äquivalent zu

(−1)m−a−1
∑

n≥m+1

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s) ≥ 0.
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Es gilt

(−1)m−a−1
∑

n≥m+1

(−1)n−a
(
n

a

)
Clump (n)(s)

=
∑

n≥m+1

(−1)n−m−1

(
n

a

)
Clump (n)(s)

(3.1)
=

∑
n≥m+1

(−1)n−m−1

(
n

a

)∑
b≥n

(
b

n

)
Sep(b)(s)

=
∑

b≥m+1

Sep(b)(s)︸ ︷︷ ︸
≥0

b∑
n=m+1

(−1)n−m−1

(
b

n

)(
n

a

)
.

Es genügt damit zu zeigen, dass für alle b ≥ m+ 1 gilt

b∑
n=m+1

(−1)n−m−1

(
b

n

)(
n

a

)
≥ 0.

Da (
b

n

)(
n

a

)
=

(
b

a

)(
b− a

n− a

)
,

gilt

b∑
n=m+1

(−1)n−m−1

(
b

n

)(
n

a

)
=

b∑
n=m+1

(−1)n−m−1

(
b

a

)(
b− a

n− a

)
≥ 0

(ba)≥0
⇔

b∑
n=m+1

(−1)n−m−1

(
b− a

n− a

)
≥ 0

⇔
l∑

k=j

(−1)k−j
(
l

k

)
≥ 0, (3.5)

wobei in (3.5) die Substitution k := n−a, j := m+1−a und l := b−a verwendet
wurde.
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Mit
(
l
k

)
=
(
l−1
k

)
+
(
l−1
k−1

)
folgt

l∑
k=j

(−1)k−j
(
l

k

)
=

l−1∑
k=j

(−1)k−j
(
l

k

)
+ 1

=
l−1∑
k=j

(−1)k−j
(
l − 1

k

)
+

l−1∑
k=j

(−1)k−j
(
l − 1

k − 1

)
+ 1

=
l−1∑
k=j

(−1)k−j
(
l − 1

k

)
+

l∑
k=j

(−1)k−j
(
l − 1

k − 1

)

=
l−1∑
k=j

(−1)k−j
(
l − 1

k

)
+

l∑
k=j−1

(−1)k−j+1

(
l − 1

k

)
= (−1)j−j

(
l − 1

j − 1

)
≥ 0,

womit die Behauptung bewiesen ist.

Wir haben damit in diesem Abschnitt die später wichtige Gröÿe Sep(0)(s) in
(3.4) als alternierende Reihe über Terme der Form Clump(n)(s) dargestellt und
in Satz 3.1.5 für a = 0 daraus eine Ungleichung erhalten, falls man die Summation
bei einem Wert m abbricht, wobei die Richtung der Ungleichung von der Parität
von m abhängt.

3.2 Die benötigten Maÿe und deren

Zusammenhang

In diesem Abschnitt werden wir das für SN,a,IN im Hauptsatz benötigte Maÿ σN
und das später im Beweis verwendete Hilfsmaÿ γN de�nieren und die Integra-
tion bezüglich dieser Maÿe mit Hilfe der im vorangegangenen Abschnitt de�nier-
ten Gröÿen Sep und Clump ausdrücken. Die Zusammenhänge zwischen Sep und
Clump liefern dann Zusammenhänge der beiden Maÿe. Als zentrale Relation zwi-
schen den Erwartungswerten der Integration bezüglich der beiden Maÿe erhalten
wir Lemma 3.2.7.

Bemerkung 3.2.1. In den weiteren Ausführungen dieser Arbeit sei x̃ = a+ x
Nψ(a)

und IN Intervall wie in Satz 1.0.4 und wir setzen AN := [−c, c] ⊂ R, so dass gilt
x̃ ∈ IN ⇔ x ∈ AN .
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Bezeichne mit δx das in x konzentrierte Dirac-Maÿ. Wir de�nieren folgende Maÿe
auf R:

De�nition 3.2.2. Für X := (x1, . . . , xN) mit x1 ≤ . . . ≤ xN de�niere

σN(X) :=
1

|AN |
∑

xj ,xj+1∈AN

δ(xj+1−xj)

und

γN(c,X) :=
1

|AN |
∑

i0<...<ic+1
xi0

,xic+1
∈AN

δ(xic+1
−xi0 ).

De�nition 3.2.3.
De�niere die Funktion sort : RN → RN durch

sort(a1, . . . , aN) := (aσ(1), . . . , aσ(N))

für ein σ in SN , so dass gilt aσ(1) ≤ . . . ≤ aσ(N).

Für A ⊂ RN sei A(ord) := sort(A).

De�nition 3.2.4. Sei H ∈ CN×N hermitesche Matrix mit Eigenwerten t̃1, . . . , t̃N
und wie bisher skalierten Eigenwerten t1, . . . , tN .

De�niere
σN(H) := σN(sort(t1, . . . , tN))

und
γN(c,H) := γN(c, sort(t1, . . . , tN)).

Bemerkung 3.2.5. Für eine Matrix H mit Eigenwerten t̃1, . . . , t̃N und ti =
Nψ(a)(t̃i − a) gilt∫ s

−∞
dσN(H) =

1

|AN |
#{j : tj+1 − tj ≤ s und tj ∈ AN}

=
1

Nψ(a)|IN |
#{j : t̃j+1 − t̃j ≤

s

Nψ(a)
und t̃j ∈ IN}.

Damit ist die Verteilungsfunktion des Maÿes σN(H) an einer Stelle s genau die
Gröÿe SN,a,IN (s,H) und wir werden diese Identität im Beweis des Hauptsatzes
verwenden.
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Obwohl der Hauptsatz 1.0.4 mit Bemerkung 3.2.5 nur über das Maÿ σN eine
Aussage macht, benötigen wir zusätzlich das Maÿ γN . So werden wir im nächsten
Kapitel wichtige Abschätzungen zum Beweis des Hauptsatzes erhalten und diese
werden Aussagen über die Integration bezüglich des Maÿes γN sein. Auÿerdem
werden wir den Zusammenhang zwischen γN und σN , den wir in diesem Kapitel
herstellen, später zum Beweis des Hauptsatzes verwenden.

Wir wollen nun die Integration bezüglich der Maÿe σN(H) und γN(H) mit den
Gröÿen Sep und Clump darstellen.

Dazu seien t1, . . . , tÑ die skalierten Eigenwerte der Matrix H, die im Intervall AN
liegen und sei Y := sort(t1, . . . , tÑ).
Dann gilt für jede Funktion f : R → R:∫

f dσN(H) =
1

|AN |
∑
s∈R

f(s)SepY (0)(s)

und ∫
f dγN(c,H) =

1

|AN |
∑
s∈R

f(s)ClumpY (c)(s).

Die beiden Summen haben nur endlich viele Summanden, da Sep(0)(s) und
Clump(n)(s) jeweils nur für endlich viele Werte von s ungleich Null sind.

Damit lässt sich für die Integration bezüglich der Maÿe ein ähnlicher Zusammen-
hang wie in Lemma 3.1.3 herstellen:∫

f dσN(H) =
1

|AN |
∑
s∈R

f(s)Sep(0)(s)

(3.4)
=

1

|AN |
∑
s∈R

f(s)
∑
n≥0

(−1)nClump (n)(s)

=
∑
n≥0

(−1)n
1

|AN |
∑
s∈R

f(s)Clump(n)(s)

=
∑
n≥0

(−1)n
∫
f dγN(n,H)

Daraus ergibt sich folgendes Lemma, wobei die Ungleichungen mit Satz 3.1.5
folgen:

Lemma 3.2.6. Für f : R → R gilt∫
f dσN(H) =

∑
n≥0

(−1)n
∫
f dγN(n,H),
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und für f ≥ 0, m ≥ 0 gilt

m∑
n=0

(−1)n
∫
f dγN(n,H)

≤
∫
f dσN(H) für m ungerade

≥
∫
f dσN(H) für m gerade

Integration liefert dann die Hauptaussage dieses Abschnitts.

Lemma 3.2.7. Für f : R → R gilt

E
(∫

f dσN(·)
)

=
∑
n≥0

(−1)nE
(∫

f dγN(n, ·)
)
,

und für f ≥ 0, m ≥ 0 gilt

m∑
n=0

(−1)nE
(∫

f dγN(n, ·)
)
≤ E

(∫
f dσN(·)

)
für m ungerade

≥ E
(∫

f dσN(·)
)

für m gerade

Somit haben wir im vorangegangenen Lemma 3.2.7 eine Darstellung des Erwar-
tungswertes des Integrals bezüglich σN(H) als unendliche alternierende Reihe
über die Erwartungswerte des Integrals bezüglich des Hilfsmaÿes γN(k,H) erhal-
ten. Es gilt statt der Gleichung eine Ungleichung, falls man die Summation in der
Reihe abbrechen lässt. Die Richtung der Ungleichung kehrt sich bei Hinzunahme
des nächsten Terms der Reihe jeweils um.

3.3 Der Grenzwert limN→∞ E
[∫
f dσN(·)

]
Für den späteren Beweis des Hauptsatzes ist es nötig, das Verhalten von
E
[∫
f dσN(·)

]
für N →∞ zu betrachten.

Das folgende Lemma gibt zwei hinreichende Bedingungen zur Existenz von
limN→∞ E

[∫
f dσN(·)

]
an. Im Falle der Existenz wird eine Darstellung sowie eine

obere und untere Schranke des Grenzwertes bewiesen.

Lemma 3.3.1. Wir setzen voraus, dass für alle c ≥ 0 und alle borelmessbaren,
beschränkten Funktionen f : R → R mit kompaktem Träger und f ≥ 0 die
Aussagen 1) und 2) gelten.
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1.

∃ lim
N→∞

E
[∫

f dγN(c, ·)
]

=: E(f, c)

2. ∑
k≥0

E(f, k) konvergiert.

Dann gilt:

Es gibt ein Maÿ µ(univ), so dass für alle borelmessbaren, beschränkten Funktionen
f : R → R mit kompaktem Träger und f ≥ 0 gilt

lim
N→∞

E
[∫

f dσN(·)
]

=

∫
f dµ(univ)

und µ(univ) ist gegeben durch∫
f dµ(univ) =

∑
k≥0

(−1)kE(f, k)

und ∫
f dµ(univ)

≥
≤

m∑
k≥0

(−1)kE(f, k) für
m ungerade
m gerade

.

Beweis: Für m ≥ 0 und m ungerade gilt nach Lemma 3.2.7 die Ungleichungs-
kette

m∑
k=0

(−1)kE
[∫

f dγN(k, ·)
]
≤ E

[∫
f dσN(·)

]
≤

m+1∑
k=0

(−1)kE
[∫

f dγN(k, ·)
]
.

Wir bilden nun den Limes inferior und Limes superior über N . Mit Vorausset-
zung 1) folgt dann

m∑
k=0

(−1)kE(f, k) ≤ lim inf
N

E
[∫

f dσN(·)
]

≤ lim sup
N

E
[∫

f dσN(·)
]

≤
m+1∑
k=0

(−1)kE(f, k).
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Wir betrachten den Grenzwert für m→∞. Nach Voraussetzung 2) konvergieren
die beiden Summen gegen den gleichen Grenzwert und es ist

lim inf
N

E
[∫

f dσN(·)
]

= lim sup
N

E
[∫

f dσN(·)
]
,

also existiert limN→∞ E
[∫
f dσN(·)

]
und es gilt

m∑
k=0

(−1)kE(f, k) ≤ lim
N→∞

E
[∫

f dσN(·)
]
≤

m+1∑
k=0

(−1)kE(f, k) (3.6)

und

lim
N→∞

E
[∫

f dσN(·)
]

=
∑
k≥0

(−1)kE(f, k). (3.7)

Nach [4, Seite 120] gibt es ein Maÿ µ(univ), so dass gilt

lim
N→∞

E
[∫

f dσN(·)
]

=

∫
f dµ(univ).

Bemerkung 3.3.2. Aus den im nächsten Kapitel bewiesenen Ungleichungen
(4.1) und (4.2) folgen sofort die in diesem Lemma angegebenen hinreichenden
Bedingungen zur Existenz des Grenzwertes limN→∞ E

[∫
f dσN(·)

]
.

Existiert der Grenzwert limN→∞ E
[∫
f dσN(·)

]
=
∫
f dµ(univ) mit Lemma 3.3.1,

so lässt sich eine obere Schranke für seine Abweichung zu
∫
f dσN(H) herleiten.

Diese wird im folgenden Lemma bewiesen und bildet die Hauptaussage dieses
Kapitels und eine wichtige Abschätzung zum Beweis des Hauptsatzes.

Lemma 3.3.3. Sei L ≥ 0, f : R → R eine borelmessbare, beschränkte Funktion
mit kompaktem Träger und f ≥ 0.
Dann gilt: ∣∣∣∣∫ f dµ(univ)−

∫
f dσN(H)

∣∣∣∣
≤

L∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣+ E(f, L) + E(f, L+ 1)

≤
L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ f dγN(k, ·)
]
−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣
+

L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ f dγN(k, ·)
]
− E(f, k)

∣∣∣∣+ E(f, L) + E(f, L+ 1)
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Beweis:
Die zweite Ungleichung folgt aus der ersten durch Verwendung der Dreiecksun-
gleichung.

Zum Beweis der ersten Ungleichung sei m ≥ 0 gerade.

1. Fall:
∫
f dµ(univ)−

∫
f dσN(H) ≥ 0

Nach Identität (3.6) und Lemma 3.2.6 gelten die folgenden zwei Abschätzungen:

∫
f dµ(univ) ≤

m∑
k=0

(−1)kE(f, k)

und ∫
f dσN(H) ≥

m−1∑
n=0

(−1)n
∫
f dγN(n,H).

Damit gilt

0 ≤
∫
f dµ(univ)−

∫
f dσN(H)

≤
m∑
k=0

(−1)kE(f, k)−
m−1∑
n=0

(−1)n
∫
f dγN(n,H)

=

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

(−1)kE(f, k)−
m−1∑
k=0

(−1)k
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣∣
≤ E(f,m)︸ ︷︷ ︸

≥0, da f≥0

+
m−1∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣ . (3.8)

Für L = m gilt dann∣∣∣∣∫ f dµ(univ)−
∫
f dσN(H)

∣∣∣∣
≤ E(f, L) +

L−1∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣
≤ E(f, L) + E(f, L+ 1)︸ ︷︷ ︸

≥0

+
L∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣ .
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Ungleichung (3.8) gilt auch für m+ 2 und damit folgt für L = m+ 1∣∣∣∣∫ f dµ(univ)−
∫
f dσN(H)

∣∣∣∣
≤ E(f,m+ 2) +

m+1∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣
L=m+1

= E(f, L+ 1) +
L∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣
≤ E(f, L+ 1) + E(f, L) +

L∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣ .
2. Fall:

∫
f dσN(H)−

∫
f dµ(univ) ≥ 0

Der Beweis erfolgt analog mit Verwendung von∫
f dσN(H) ≤

m∑
n=0

(−1)n
∫
f dγ(n,H)

und ∫
f dµ(univ) ≥

m+1∑
k=0

(−1)kE(f, k).

Dann gilt analog zu (3.8)

0 ≤
∫
f dσN(H)−

∫
f dµ(univ)

≤ E(f,m+ 1) +
m∑
k=0

∣∣∣∣E(f, k)−
∫
f dγN(k,H)

∣∣∣∣ .
Mit L = m und L = m− 1 folgt die Aussage analog zu Fall 1.

Bemerkung 3.3.4. Wir bezeichnen in den folgenden Kapiteln das universelle
Maÿ µ(univ) aus Lemma 3.3.1 mit µ.
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4 Zentrale Abschätzungen zum

Beweis des Hauptsatzes

In diesem Kapitel wollen wir die folgenden drei Ungleichungen (4.1) bis (4.3)
beweisen.

Sei f := χ[0,α] die charakteristische Funktion auf [0, α] für ein α > 0 und sei
k ∈ N. Dann gilt:

• ∣∣∣∣E [∫ f d γN(k,M)

]∣∣∣∣ ≤ 2(2α)k+1 1

(k + 1)!
(4.1)

• Es gibt eine reelle Zahl E(f, k) so dass gilt∣∣∣∣E [∫ f d γN(k,M)

]
− E(f, k)

∣∣∣∣
≤ 2

1

(k + 1)!

αk+2

|AN |
2k+2 + (k + 2)!(k + 2)2k+2O(|IN |)αk+1 1

(k + 1)!
(4.2)

•
V ar

(∫
f dγN(k,M)

)
≤ (32α)2k+2

(
2k + 5

|AN |
+O (|IN |)

)
(4.3)

Also wollen wir obere Schranken für Varianz und Erwartungswert des Integrals
bezüglich des Hilfsmaÿes γN(k,M) beweisen sowie die Konvergenz und eine Kon-
vergenzrate des Erwartungswertes von

∫
f dγN(k,M) für N →∞ herleiten. Um

Aussagen über den Erwartungswert und die Varianz bezüglich des Wahrschein-
lichkeitsmaÿes aus (1.4) machen zu können, benötigen wir die Darstellung der
Dichte mit Hilfe der Funktion KN aus (2.4) und die Eigenschaften dieser Funk-
tion aus Abschnitt 2.1. Wir beginnen mit einer hilfreichen Darstellung des Er-
wartungswertes E

[∫
f dγN(k,M)

]
im nächsten Abschnitt 4.1 und werden in den

darauf folgenden Abschnitten jeweils eine der Ungleichungen (4.1),(4.2) und (4.3)
beweisen.
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4.1 Darstellung des Erwartungswertes

E
[∫
f dγN(k,M)

]
Wir wollen in diesem Abschnitt eine Identität für E

[∫
f dγN(k,M)

]
herleiten,

mit der sich die Schranke aus (4.1) beweisen lässt und die ebenfalls beim Beweis
von (4.2) nützlich sein wird.

Mit der De�nition des Maÿes γN(k,M) aus 3.2.2 und für t1, . . . , tN wie bisher
skalierte Eigenwerte der Matrix M gilt:∫

f dγN(k,M)

=
1

|AN |
∑

1≤i0<...<ik+1≤N

f

(
max

j∈{i0,...,ik+1}
tj − min

j∈{i0,...,ik+1}
tj

)
χAN (ti0) . . . χAN (tik+1

)

=
1

|AN |
∑

1≤i0<...<ik+1≤N

F (ti0 , . . . , tik+1
),

wobei wir hier und im weiteren Kapitel 4 die Notation

F (ti0 , . . . , tik+1
) := f

(
max

j∈{i0,...,ik+1}
tj − min

j∈{i0,...,ik+1}
tj

)
χAN (ti0) . . . χAN (tik+1

)

= f

(
max

j∈{i0,...,ik+1}
tj − min

j∈{i0,...,ik+1}
tj

)
χIN (t̃i0) . . . χIN (t̃ik+1

)

verwenden. Dann ist F (ti0 , . . . , tik+1
) = F (tσ(i0), . . . , tσ(ik+1)) für alle σ ∈ Sk+2 und

wir können zur Berechnung des Erwartungswertes Lemma 2.1.11 verwenden.

Es gilt

E
[∫

f dγN(k,M)

]
=

1

|AN |
∑

1≤i0<...<ik+1≤N

∫
t̃1≤...t̃N

F (ti0 , . . . , tik+1
)dP(t̃1, . . . , t̃N)

2.1.11
=

1

|AN |
∑

1≤i0<...<ik+1≤N

(N − (k + 2))!

N !

×
∫

Rk+2

F (t1, . . . , tk+2)BN,k+2(t1, . . . , tk+2)dt1 . . . dtk+2. (4.4)

Die Summanden in (4.4) hängen nicht mehr von der Wahl der Indizes i0, . . . , ik+1

ab und es gibt
(
N
k+2

)
Möglichkeiten, diese (k+2) Indizes aus N möglichen Indizes
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auszuwählen. damit hat die Summe
(
N
k+2

)
Summanden. Also erhalten wir als

Ergebnis dieses Abschnittes für den betrachteten Erwartungswert:

E
[∫

f dγN(k,M)

]
=

1

|AN |
(N − (k + 2))!

N !

(
N

k + 2

)
︸ ︷︷ ︸

= 1
(k+2)!

∫
Rk+2

F (t1, . . . , tk+2)BN,k+2(t1, . . . , tk+2)dt1 . . . dtk+2

=
1

|AN |(k + 2)!

∫
Ak+2
N

F (t1, . . . , tk+2)BN,k+2(t1, . . . , tk+2)dt1 . . . dtk+2 (4.5)

4.2 Abschätzung des Erwartungswertes

E
[∫
f dγN(k,M)

]
Wir beweisen in diesem Abschnitt Ungleichung (4.1) und geben damit eine obere
Schranke für den Erwartungswert E

[∫
f dγN(k,M)

]
an.

Es ist zu zeigen

E
[∫

f dγN(k,M)

]
≤ 2(2α)k+1 1

(k + 1)!
.

Wir verwenden die Darstellung des Erwartungswertes aus (4.5) und die Unglei-
chung |BN,k+2(t1, . . . , tk+2)| ≤ 2k+2 aus (2.11) und erhalten folgende Abschätzung:∣∣∣∣E [∫ f dγN(k,M)

]∣∣∣∣
≤ 2k+2

|AN |
1

(k + 2)!

∫
Ak+2
N

f

(
max

j∈{1,...,k+2}
tj − min

j∈{1,...,k+2}
tj

)
dt1 . . . dtk+2

=
2k+2

|AN |

∫
Ak+2
N (ord)

f(tk+2 − t1)dt1 . . . dtk+2

=
2k+2

|AN |
Vol(−c ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk+2 ≤ c; tk+2 − t1 ≤ α)

=
2k+2

|AN |
Vol(0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk+2 ≤ |AN |; tk+2 − t1 ≤ α)

≤ 2k+2

|AN |
Vol(0 ≤ t1 ≤ |AN |; t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk+2; tk+2 − t1 ≤ α).
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Mit y0 := t1 und yi := ti+1 − t1 für i = 2, . . . , k + 1 gilt weiter

=
2k+2

|AN |
Vol(AN × {(y1, . . . , yk+1) : 0 ≤ y1 ≤ . . . ≤ yk+1 ≤ α})

= 2(2α)k+1 1

(k + 1)!
.

Damit ist Ungleichung (4.1) bewiesen.

4.3 Konvergenz des Erwartungswertes

E
[∫
f dγN(k,M)

]
In (4.2) ist die Existenz des Grenzwertes von E

[∫
f dγN(k,M)

]
für N →∞ und

eine Konvergenzrate zu beweisen. In diesem Abschnitt werden wir den Grenzwert
E(f, k) explizit angeben und dann die Gültigkeit der geforderte Schranke aus
(4.2) zeigen.

4.3.1 Weitere Darstellung des Erwartungswertes
E
[∫
f dγN(k,M)

]
Wir wollen die in (4.5) erhaltene Darstellung weiter umformen und unter Ver-
wendung der asymptotischen Aussage über detKN(t̃i, t̃j) aus Satz 2.1.1 den Er-
wartungswert als Summe von zwei Integralen darstellen, wovon eines das Integral
einer Hilfsfunktion g(s) in einer Veränderlichen ist.

Für den Erwartungswert gilt mit (4.5) und (2.12)

E
[∫

f dγN(k,M)

]
=

1

|AN |(k + 2)!

∫
Ak+2
N

F (t1, . . . , tk+2)W (t1, . . . , tk+2)dt1 . . . dtk+2

+
1

|AN |(k + 2)!

∫
Ak+2
N

F (t1, . . . , tk+2)(k + 2)!(k + 2)2k+2O(|IN |)dt1 . . . dtk+2

Wir betrachten den ersten Summanden:
1

|AN |(k + 2)!

∫
Ak+2
N

F (t1, . . . , tk+2)W (t1, . . . , tk+2)dt1 . . . dtk+2

=
1

|AN |

∫
Ak+2
N (ord)

F (t1, . . . , tk+2)W (t1, . . . , tk+2)dt1 . . . dtk+2 (4.6)



4.3 Konvergenz des Erwartungswertes E
[∫
f dγN(k,M)

]
35

Für AN = [−c, c] und −c ≤ t1 ≤ . . . tk+2 ≤ c gilt

F (t1, . . . , tk+2) = F (−c, t2 − t1 − c, . . . , tk+2 − t1 − c)

und
W (t1, . . . , tk+2) = W (−c, t2 − t1 − c, . . . , tk+2 − t1 − c)

Mit der Substitution

t1 = s, zi = ti+1 − t1 − c, i = 1, . . . , k + 1 (4.7)

lässt sich (4.6) weiter umformen zu

1

|AN |

∫
[−c,c]

(∫
[−c,−s]k+1(ord)

F (−c, z1, . . . , zk+1)W (−c, z1, . . . , zk+1)dz1 . . . dzk+1

)
︸ ︷︷ ︸

:=g(s)

ds.

=
1

|AN |

∫
[−c,c]

g(s)ds

Dann erhalten wir die folgende Darstellung des Erwartungswertes:

E
[∫

f dγN(k,M)

]
=

1

|AN |

∫
[−c,c]

g(s)ds

+
1

|AN |(k + 2)!

∫
Ak+2
N

F (t1, . . . , tk+2)(k + 2)!(k + 2)2k+2O(|IN |)dt1 . . . dtk+2.

(4.8)

4.3.2 Die Funktion g(s)

Wir betrachten aus (4.8) die Funktion

g(s) =

∫
[−c,−s]k+1(ord)

F (−c, z1, . . . , zk+1)W (−c, z1, . . . , zk+1)dz1 . . . dzk+1

Bemerkung 4.3.1.

Für (z1, . . . , zk+1) ∈ [−c,−s]k+1(ord) ist F (−c, z1, . . . , zk+1) = 0, falls zk+1 + c ≥
α, also zk+1 ≥ α− c.

Da wir später ein Integral über g(s) abzuschätzen haben, leiten wir eine obere
Schranke für |g(s)| her.



36 4 Zentrale Abschätzungen zum Beweis des Hauptsatzes

Schranke für |g(s)|
Es gilt

|g(s)| def
=

∣∣∣∣∫
[−c,−s]k+1(ord)

F (−c, z1, . . . , zk+1)W (−c, z1, . . . , zk+1)dz1 . . . dzk+1

∣∣∣∣
≤

∫
[−c,−s]k+1(ord)

|F (−c, z1, . . . , zk+1)W (−c, z1, . . . , zk+1)|dz1 . . . dzk+1

Bem. 4.3.1

≤
∫

[−c,min(−s,α−c)]k+1(ord)

‖F‖sup|W (−c, z1, . . . , zk+1)|dz1 . . . dzk+1

≤
∫

[−c,α−c]k+1(ord)

|W (−c, z1, . . . , zk+1)|dz1 . . . dzk+1

≤ αk+1 1

(k + 1)!
||W ||sup

(2.16)

≤ αk+1 1

(k + 1)!
2k+2.

Also gilt

|g(s)| ≤ αk+1 2k+2

(k + 1)!
für s ∈ [−c, c]. (4.9)

4.3.3 Der Grenzwert von E[
∫
f dγN(k,M)]

Wir geben nun eine explizite Darstellung des Wertes E(f, k) an und werden im
nächsten Abschnitt sehen, dass dadurch der Grenzwert von E[

∫
f dγN(k,M)] für

N →∞ gegeben ist.

De�nition 4.3.2.

E(f, k) :=

∫
[−c,−c+α]k+1(ord)

F (−c, z1, . . . , zk+1)W (−c, z1, . . . , zk+1)dz1 . . . dzk+1

Bemerkung 4.3.3. Wir haben in Lemma 3.3.1 bereits den Grenzwert von
E[
∫
f dγN(k,M)] mit E(f, k) bezeichnet, verwenden im folgenden E(f, k) aber

wie in De�nition 4.3.2 angegeben und zeigen mit dem Beweis von (4.2), dass die
beiden De�nitionen übereinstimmen.

Bemerkung 4.3.4. Aus der De�nition von E(f, k) und der Abschätzung von W
aus (2.16) folgt sofort

|E(f, k)| ≤ αk+1 1

(k + 1)!
‖F‖sup‖W‖sup ≤ αk+1 1

(k + 1)!
2k+2.
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4.3.4 Konvergenzrate

Wir berechnen nun eine Schranke für |E(f, k) − E
[∫
f dγN(k,M)

]
| und zeigen

damit, dass E
[∫
f dγN(k,M)

]
gegen E(f, k) konvergiert für N →∞:

Mit (4.8) und Verwendung der Dreiecksungleichung gilt:∣∣∣∣E(f, k)− E
[∫

f dγN(k,M)

]∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣E(f, k)− 1

|AN |

∫
[−c,c]

g(s)ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣ 1

|AN |(k + 2)!

∫
Ak+2
N

F (t1, . . . , tk+2)(k + 2)!(k + 2)2k+2O(|IN |)d t1 . . . d tk+2

∣∣∣∣∣ .
Wir betrachten das im zweiten Summanden auftretende Integral:∣∣∣∣∣ 1

|AN |(k + 2)!

∫
Ak+2
N

F (t1, . . . , tk+2)d t1 . . . d tk+2

∣∣∣∣∣
≤ 1

|AN |

∫
Ak+2
N (ord)

|F (t1, . . . , tk+2)|d t1 . . . d tk+2

mit der Substitution aus Abschnitt 4.3.1 gilt weiter

=
1

|AN |

∫
[−c,c]

∫
[−c,−s]k+1(ord)

|F (−c, z1, . . . , zk+1)|d z1 . . . d zk+1ds

≤ 1

|AN |

∫
[−c,c]

∫
[−c,min(−s,−c+α)]k+1(ord)

|F (−c, z1, . . . , zk+1)|d z1 . . . dzk+1ds

≤ 1

|AN |

∫
[−c,c]

∫
[−c,−c+α)]k+1(ord)

|F (−c, z1, . . . , zk+1)︸ ︷︷ ︸
≤1

|d z1 . . . dzk+1ds

≤ αk+1 1

(k + 1)!
.

Damit gilt∣∣∣∣E(f, k)− E
[∫

f dγN(k,M)

]∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣E(f, k)− 1

|AN |

∫
[−c,c]

g(s)ds

∣∣∣∣
+ (k + 2)!(k + 2)2k+2O(|IN |)αk+1 1

(k + 1)!
.

(4.10)

Wir betrachten nun den Term
∣∣∣E(f, k)− 1

|AN |

∫
[−c,c] g(s)ds

∣∣∣ aus (4.10).
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Da |AN | = Nψ(a)|IN | → ∞ für N →∞ ist α ≤ |AN | = 2c, d.h. −c ≤ c− α ≤ c
für N hinreichend groÿ.
Dann gilt:

1

|AN |

∫
[−c,c]

g(s)ds =
1

|AN |

∫
[−c,c−α]

g(s)ds+
1

|AN |

∫
[c−α,c]

g(s)ds (4.11)

Wir betrachten den ersten Summanden aus (4.11):
Für s ∈ [−c, c − α] ist min(−s, α − c) = α − c und mit der Überlegung aus
Bemerkung 4.3.1 gilt für s ∈ [−c, c − α], dass g(s) = E(f, k) und da g(s) damit
nicht von s abhängt, gilt

1

|AN |

∫
[−c,c−α]

g(s)ds =
1

|AN |
(|AN | − α)E(f, k) =

(
1− α

|AN |

)
E(f, k) (4.12)

Damit ergibt sich ∣∣∣∣E(f, k)− 1

|AN |

∫
[−c,c]

g(s)ds

∣∣∣∣
(4.11)
=

∣∣∣∣E(f, k)− 1

|AN |

∫
[−c,c−α]

g(s)ds− 1

|AN |

∫
[c−α,c]

g(s)ds

∣∣∣∣
(4.12)
=

∣∣∣∣(1−
(

1− α

|AN |

))
E(f, k)− 1

|AN |

∫
[c−α,c]

g(s)ds

∣∣∣∣
Bem 4.3.4

≤ α

|AN |
2k+2αk+1 1

(k + 1)!
+

∣∣∣∣ 1

|AN |

∫
[c−α,c]

g(s)ds

∣∣∣∣
≤ αk+2

|AN |
2k+2 1

(k + 1)!
+

1

|AN |
α sup
s∈[c−α,c]

g(s)

(4.9)

≤ αk+2

|AN |
2k+2 1

(k + 1)!
+

1

|AN |
αk+2 1

(k + 1)!
2k+2

= 2
1

(k + 1)!

αk+2

|AN |
2k+2

Eingesetzt in (4.10) erhalten wir als Ergebnis dieses Abschnittes∣∣∣∣E(f, k)− E
[∫

f dγN(k,M)

]∣∣∣∣ ≤ 2
1

(k + 1)!

αk+2

|AN |
2k+2

+ (k + 2)!(k + 2)2k+2O(|IN |)αk+1 1

(k + 1)!

und haben damit die Gültigkeit von (4.2) gezeigt.
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4.4 Varianz von
∫
f dγN(k,M)

Wir wollen in diesem Abschnitt die Ungleichung (4.3) für die Varianz des Integrals∫
f dγN(k,M) beweisen und werden dafür zunächst eine geeignete Darstellung

der Varianz als Summe zweier Terme herleiten, welche wir im Zwischenergebnis
in Abschnitt 4.4.3 festhalten, und dann die beiden Summanden in Abschnitt 4.4.4
und 4.4.5 getrennt abschätzen.

4.4.1 Berechnung von
(∫

f dγN(k,M)
)2

Da für eine Zufallsvariable X gilt Var(X) = E[X2]−E[X]2, leiten wir eine geeig-
nete Darstellung von X2, also in unserem Fall von

(∫
f dγN(k,M)

)2
, her. Dabei

bezeichnen wir mit t̃1, . . . , t̃N die Eigenwerte vonM und skalieren diese wie bisher
zu ti = Nψ(a)(t̃i − a).

Wegen∫
f dγN(k,M)

=
1

|AN |
∑

1≤i0<...<ik+1≤N

f

(
max

j∈{i0,...,ik+1}
tj − min

j∈{i0,...,ik+1}
tj

)
χIN (t̃i0) . . . χIN (t̃ik+1︸ ︷︷ ︸

=F (ti0 ,...,tik+1
)

)

=
1

|AN |
∑

1≤i0<...<ik+1≤N

F (ti0 , . . . , tik+1
)

ist (∫
f dγN(k,M)

)2

=
1

|AN |2
∑

1≤i0<...<ik+1≤N

F (ti0 , . . . , tik+1
)

∑
1≤j0<...<jk+1≤N

F (tj0 , . . . , tjk+1
).

Wir verwenden folgende verkürzende Schreibweise:

Für

T ⊂ {1, . . . , N}, T = {i0, . . . , ik+1} sei F (T ) := F (ti0 , . . . , tik+1
).
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Dann ist

(∫
f dγN(k,M)

)2

=
1

|AN |2
∑

T={i0,...,ik+1}
⊂{1,...,N}

F (T )
∑

S={j0,...,jk+1}
⊂{1,...,N}

F (S)

=
1

|AN |2
∑

S,T⊆{1,...,N};
Card(T )=Card(S)=k+2

F (T )F (S). (4.13)

Um später die Summanden für disjunkte S und T gesondert zu betrachten, ver-
wenden wir folgende Darstellung für die Summe in (4.13)

1

|AN |2
2k+4∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S),

wobei der letzte Summand der äuÿeren Summe (l = 2k + 4) genau den Fällen
disjunkter S und T entspricht.

Nach Abspalten dieses letzten Summanden gilt also

E

[(∫
f dγN(k,M)

)2
]

= E

 1

|AN |2
2k+3∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)

 (4.14)

+ E

 1

|AN |2
∑

C⊂{1,...,N}
Card(C)=2k+4

∑
S,T mitC=S

·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)

 . (4.15)

Wir werden in den folgenden Abschnitten die beiden Summanden aus (4.14) und
(4.15) getrennt betrachten, beginnend mit dem zweiten Summanden.
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4.4.2 Betrachtung des Summanden für S
·
∪ T

Es gilt

E

 1

|AN |2
∑

C⊂{1,...,N}
Card(C)=2k+4

∑
S,T mitC=S

·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)



=
1

|AN |2
∑

C⊂{1,...,N}
Card(C)=2k+4

E

 ∑
S,T mitC=S

·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)

 . (4.16)

Für C = {1, . . . , 2k + 4} sei

H(t1, . . . , t2k+4) :=
∑

S,T mit{1,...,2k+4}=S
·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S). (4.17)

Dann gilt mit Vertauschung der Summanden in (4.17) für alle σ ∈ S2k+4

H(t1, . . . , t2k+4) = H(tσ(1), . . . , tσ(2k+4)).

Da eine entsprechende Permutationsinvarianz für alle Mengen C gilt, können wir
für jeden Summanden der C-Summation aus (4.16) Lemma 2.1.11 anwenden und
erhalten

E

 ∑
S,T mitC=S

·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)


=

∑
S,T mitC=S

·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

(N − (2k + 4))!

N !

×
∫

R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)BN,2k+4(t1, . . . , t2k+4)dt1 . . . dt2k+4.

Damit hängen die Summanden der Doppelsumme in (4.16) nicht von der Wahl
der Mengen C, S und T ab. Die Anzahl der Summanden der Doppelsumme ist(

N
2k+4

)(
2k+4
k+2

)
, denn es gibt

(
N

2k+4

)
Teilmengen von {1, . . . , N} der Kardinalität

2k + 4. Für jede dieser Mengen gibt es
(
2k+4
k+2

)
Aufteilungen in zwei disjunkte
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Teilmengen jeweils der Gröÿe k+2. Für die Binomialkoe�zienten und Fakultäten
gilt

(N − (2k + 4))!

N !

(
N

2k + 4

)(
2k + 4

k + 2

)
=

1

(2k + 4)!

(
2k + 4

k + 2

)
=

(
1

(k + 2)!

)2

und wir erhalten aus (4.16)

E

 1

|AN |2
∑

C⊂{1,...,N}
Card(C)=2k+4

∑
S,T ;mitC=S

·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)


=

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2

×
∫

R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)BN,2k+4(t1, . . . , t2k+4)dt1 . . . dt2k+4

=
1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2

×
∫

R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4) detKN(t̃i, t̃j)1≤i,j≤2k+4dt̃1 . . . t̃2k+4.

(4.18)

Um das erhaltene Integral weiter umformen zu können, benötigen wir eine andere
Darstellung der Funktion detKN(t̃i, t̃j)1≤i,j≤2k+4.

Bemerkung 4.4.1. Entwickelt man detKN(t̃i, t̃j)1≤i,j≤2k+4 nach Leibniz als eine
Summe über Permutationen, lässt sich diese aufteilen in zwei Teilsummen über
die Permutationen, die die Mengen {1, . . . , k+2} und {k+3, . . . , 2k+4} jeweils
in sich selbst überführen, und solche ohne diese Eigenschaft.
Es gilt

detKN(t̃i, t̃j)1≤i,j≤2k+4

=
∑

ϕ∈S2k+4

sgn(ϕ)
∏
i

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

=
∑

ϕ∈S2k+4
ϕ({1,...,k+2})={1,...,k+2}

sgn(ϕ)
∏
i

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

+
∑

ϕ∈S2k+4
ϕ({1,...,k+2}) 6={1,...,k+2}

sgn(ϕ)
∏
i

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

︸ ︷︷ ︸
=:D(2k+4,N)(t1,...,t2k+4)
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=
∑

ϕPermutation

auf {k+3,...,2k+4}

∑
ψ∈Sk+2

sgn(ϕ)sgn(ψ)
k+2∏
i=1

KN(t̃i, t̃ψ(i))
2k+4∏
i=k+3

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

+ D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)

=

 ∑
ϕPermutation

auf {k+3,...,2k+4}

sgn(ϕ)
2k+4∏
i=k+3

KN(t̃i, t̃ϕ(i))


 ∑
ψ∈Sk+2

sgn(ψ)
k+2∏
i=1

KN(t̃i, t̃ψ(i))


+ D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)

= detKN(t̃i, t̃j)1≤i,j≤k+2 · detKN(t̃i, t̃j)k+3≤i,j≤2k+4

+ D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4).

Damit haben wir eine Darstellung von detKN(t̃i, t̃j)i,j≤2k+4 erhalten, bei der ein
Summand das Produkt der beiden Teildeterminanten über die ersten und die letz-
ten (k + 2) Variablen ist.

Mit Bemerkung 4.4.1 ergibt sich für (4.18)

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

× detKN(t̃i, t̃j)i,j≤k+2KN(t̃i, t̃j)k+3≤i,j≤2k+4dt̃1 . . . dt̃2k+4

+
1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

× D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)dt̃1 . . . t̃2k+4

=

(
1

|AN |(k + 2)!

∫
Rk+2

F (t1, . . . , tk+2) detKN(t̃i, t̃j)i,j≤k+2dt̃1 . . . dt̃k+2

)2

+
1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

× D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)dt̃1 . . . dt̃2k+4

= E
[∫

f dγN(k,M)

]2

+
1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

× D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)dt̃1 . . . dt̃2k+4. (4.19)

Die letzte Gleichung gilt mit der Darstellung des Erwartungswertes aus (4.5).
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4.4.3 Zwischenergebnis für die Varianz

Wir haben bisher E
[(∫

f dγN(k,M)
)2]

in (4.15) als Summe über Mengen C, S

und T dargestellt und beim Summanden für S
·
∪ T haben wir in Abschnitt 4.4.2

E
[∫
f dγN(k,M)

]2
als Summanden abspalten können. Insgesamt erhalten wir mit

den letzten beiden Abschnitten als Zwischenergebnis für die Varianz

Var

(∫
f dγN(k,M)

)
= E

[(∫
f dγN(k,M)

)2
]
− E

[∫
f dγN(k,M)

]2

(4.15)
= E

 1

|AN |2
2k+3∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)



+ E

 1

|AN |2
∑

C⊆{1,...,N};
Card(C)=2k+4

∑
S,T ;mitC=S

·
∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)


− E

[∫
f dγN(k,M)

]2

(4.19)
= E

 1

|AN |2
2k+3∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)


+

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

× D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)dt̃1 . . . dt̃2k+4 (4.20)

Wir haben also Var
(∫

f dγN(k,M)
)
in zwei Summanden zerlegt. Um die geforder-

te obere Schranke für die Varianz zu erhalten schätzen wir die beiden Summanden
aus (4.20) getrennt ab.
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4.4.4 Abschätzung des ersten Summanden des
Zwischenergebnisses aus (4.20)

Es gilt

E

 1

|AN |2
2k+3∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)


=

1

|AN |

2k+3∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

1

|AN |
E [F (T )F (S)] (4.21)

Für festes l ∈ {k+2, . . . , 2k+3}, C ⊆ {1, . . . , N} mit Card(C) = l und C = S∪T
mit Card(S) = Card(T ) = k+2 ist S∩T 6= ∅. Sei O.B.d.A S∩T = {ir, . . . , ik+2},
so dass gilt

F (T )F (S) = F (ti1 , . . . , tir , . . . , tik+2
)F (tir , . . . , tik+2

, . . . , til)

Wir setzen

G(ti1 , . . . , til) :=

{
1 fallsmaxj∈1,...,l tij −minj∈1,...,l tij ≤ 2α

0 sonst

Dann folgt aus

F (ti1 , . . . , tir , . . . , tik+2
)F (tir , . . . , tik+2

, . . . , til) = 1,

dass G(ti1 , . . . , til) = 1, denn

F (ti1 , . . . , tir , . . . , tik+2
)F (tir , . . . , tik+2

, . . . , til) = 1

⇒ max
j,d∈{1,...,k+2}

|tij − tid | ≤ α und max
j,d∈{r,...,l}

|tij − tid | ≤ α

⇒ max
j,d∈{1,...,l}

|tij − tid | ≤ max
j∈{1,...,k+2}

|tij − tir |+ max
j∈{r,...,l}

|tir − tij | ≤ 2α

⇒ G(ti1 , . . . , til) = 1

also gilt, da F und G jeweils nur die Werte 0 und 1 annehmen können,

F (ti1 , . . . , tir , . . . , tik+2
)F (tir , . . . , tik+2

, . . . , til) ≤ G(ti1 , . . . , til).
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Dann gilt mit Lemma 2.1.11 für jede Wahl von S und T
1

|AN |
E [F (T )F (S)]

≤ 1

|AN |
(N − l)!

N !

∫
AlN

G(t1, . . . , tl)BN,l(t1, . . . , tl)︸ ︷︷ ︸
≤2l nach(2.11)

dt1 . . . dtl

≤ 2l · l! (N − l)!

N !

1

|AN |

∫
AlN (ord)

G(tl − t1)dt1 . . . dtl.

Analog zur Abschätzung des Erwartungswertes in Abschnitt 4.2 erhalten wir

≤ 2l · l! (N − l)!

N !
(2α)l−1 1

(l − 1)!
.

Damit hängt die obere Schranke für E [F (T )F (S)] nicht von der Wahl von C,
S und T ab und wir benötigen die Anzahl möglicher Mengen C, S und T mit
C ⊆ {1, . . . , N}, Card(C) = l, C = S ∪ T und Card(S) = Card(T ) = k + 2.

Es gibt
(
N
l

)
Möglichkeiten die l-elementige Menge C auszuwählen. Für jede Wahl

von C gibt es
(

l
k+2

)
Möglichkeiten aus den l Elementen von C die k+2 Elemente

von T auszuwählen. Die Menge S muss dann die Elemente aus C \ T enthalten
und für die restlichen l − (k + 2) Elemente, die ebenfalls in T liegen, gibt es(

k+2
l−(k+2)

)
Möglichkeiten. Insgesamt gibt es also

(
N
l

)(
l

k+2

)(
k+2

l−(k+2)

)
Möglichkeiten

für C, S und T .

Damit gilt für den ersten Summanden aus (4.20):∣∣∣∣∣∣∣E
 1

|AN |2
2k+3∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)


∣∣∣∣∣∣∣

≤ 1

|AN |

2k+3∑
l=k+2

(
l

k + 2

)(
k + 2

l − (k + 2)

)
2l(2α)l−1 1

(l − 1)!
(4.22)

4.4.5 Abschätzung des zweiten Summanden des
Zwischenergebnisses aus (4.20)

Wir betrachten den zweiten Summanden aus (4.20)∣∣∣∣∣ 1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

×D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)dt̃1 . . . dt̃2k+4

∣∣∣ ,
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wobei nach Bemerkung 4.4.1 gilt

D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4) :=
∑

ϕ∈S2k+4
ϕ({1,...,k+2}) 6={1,...,k+2}

sgn(ϕ)
∏
i

KN(t̃it̃ϕ(i)).

Nach Vertauschung von Summation und Integration und Verwendung der Drei-
ecksungleichung gilt∣∣∣∣∣ 1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)D(2k + 4, N)dt̃1 . . . dt̃2k+4

∣∣∣∣∣
≤

∑
ϕ∈S2k+4

ϕ({1,...,k+2}) 6={1,...,k+2}

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

×

∣∣∣∣∣∏
i

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

∣∣∣∣∣ dt̃1 . . . dt̃2k+4. (4.23)

Sei ϕ ∈ S2k+4 mit ϕ({1, . . . , k + 2}) 6= {1, . . . , k + 2}. Dann existieren a, b, c, d ∈
{1, . . . , k + 2} mit

ϕ(a) = b+ k + 2 und ϕ(d+ k + 2) = c.

Dann gilt für den zu ϕ gehörenden Summanden aus (4.23)

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

×

∣∣∣∣∣∏
i

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

∣∣∣∣∣ dt̃1 . . . dt̃2k+4

=
1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

×

∣∣∣∣∣∣∣
∏
i6=a;

i6=n+k+2

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

∣∣∣∣∣∣∣ |KN(t̃a, t̃b+k+2)||KN(t̃d+k+2, t̃c)|dt̃1 . . . dt̃2k+4

(2.7)

≤ 1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2

(ψ(a)2N)2k+2

∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

×|KN(t̃a, t̃b+k+2)||KN(t̃d+k+2, t̃c)|dt̃1 . . . dt̃2k+4. (4.24)

Substituiere s̃ = t̃a, t̃ = t̃b+k+2, ũi = t̃i − t̃a für i ∈ {1, . . . , k + 2}\{a} und
ṽi = t̃i+k+2 − t̃b+k+2 für i ∈ {1, . . . , k + 2}\{b}. Auÿerdem sei s = ta, t = tb+k+2,
ui = ti − ta = ũiNψ(a) und vi = ti+k+2 − tb+k+2 = ṽiNψ(a).
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Es gilt F (t1, . . . , tk+2) = 0 für maxi,j |ti − tj| > α und maxi,j |ti − tj| > α ⇔
maxi,j |t̃i − t̃j| > α

ψ(a)N
, da t̃k = a+ tk

ψ(a)N
.

Damit lässt sich (4.24) nach oben abschätzen durch

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2

(ψ(a)2N)2k+2||F ||sup

×
∫

[− α
ψ(a)N

, α
ψ(a)N

]2k+2

(∫
IN

∫
IN

|KN(s̃, t̃)||KN(ṽd + t̃, ũc + s̃)|ds̃dt̃
)∏

i6=a

dũi
∏
i6=b

dṽi

≤ 1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2

(ψ(a)2N)2k+2

×
∫

[− α
ψ(a)N

, α
ψ(a)N

]2k+2

(∫
AN

∫
AN

1

(ψ(a)N)2
|KN(s̃, t̃)||KN(ṽd + t̃, ũc + s̃)|dsdt

)
︸ ︷︷ ︸

=:INT(uc,vd)

×
∏
i6=a

dũi
∏
i6=b

dṽi

≤
(

1

(k + 2)!|AN |

)2(
2α(ψ(a)2N)

ψ(a)N

)2k+2

sup
uc,vd∈[−α,α]

INT(uc, vd)

=

(
1

(k + 2)!|AN |

)2

(4α)2k+2 sup
uc,vd∈[−α,α]

INT(uc, vd). (4.25)

Wir werden später in Abschnitt 4.4.6 folgende Behauptung beweisen

sup
uc,vd∈[−α,α]

INT(uc, vd) ≤ 2K + (2K)2O(|IN |), (4.26)

wobei K := c+ α, also 2K = |AN |+ 2α.

Damit lässt sich (4.25) weiter abschätzen durch

≤ 1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2

(4α)2k+2
(
2K + (2K)2O(|IN |)

)
.

Wegen K ≤ 2|AN | für N hinreichend groÿ, gilt weiter

≤
(

1

(k + 2)!

)2

(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O(|IN |)

)
.

Insgesamt gilt

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

∣∣∣∣∣∏
i

KN(t̃i, t̃ϕ(i))

∣∣∣∣∣ dt̃1 . . . dt̃2k+4

(4.27)
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≤
(

1

(k + 2)!

)2

(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O(|IN |)

)
für alle ϕ ∈ S2k+4 mit ϕ({1, . . . , k+2}) 6= {1, . . . , k+2}. Da es höchstens (2k+4)!
solcher Permutationen gibt, gilt mit (4.23)

∣∣∣∣∣ 1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

× D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)dt̃1 . . . dt̃2k+4

∣∣∣
≤ (2k + 4)!

(
1

(k + 2)!

)2

(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O(|IN |)

)
=

(
2k + 4

k + 2

)
(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O(|IN |)

)
. (4.28)

4.4.6 Beweis der Behauptung (4.26)

Es bleibt aus dem vorherigen Abschnitt noch folgende Behauptung über die Gröÿe
INT(uc, vd) zu zeigen:

sup
uc,vd∈[−α,α]

INT(uc, vd) ≤ 2K + (2K)2O(|IN |) (4.29)

wobei

INT(uc, vd) =

∫
AN

∫
AN

1

(ψ(a)N)2
|KN(s̃, t̃)||KN(ṽd + t̃, ũc + s̃)|dsdt.

Beweis von Behauptung 4.29: Sei uc, vd ∈ [−α, α].

Wegen

|KN(s̃, t̃)||KN(ṽd + t̃, ũc + s̃)| ≤ 1

2

(
KN(s̃, t̃)2 +KN(ṽd + t̃, ũc + s̃)2

)
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gilt

INT(uc, vd) ≤ 1

2

∫
[−c,c]

∫
[−c,c]

1

(ψ(a)N)2
KN(ṽd + t̃, ũc + s̃)2dsdt

+
1

2

∫
[−c,c]

∫
[−c,c]

1

(ψ(a)N)2
KN(s̃, t̃)2dsdt

≤ 1

2

∫
[−c−vd,c+vd]

∫
[−c−uc,c+uc]

1

(ψ(a)N)2
KN(t̃, s̃)2dsdt (4.30)

+
1

2

∫
[−c,c]

∫
[−c,c]

1

(ψ(a)N)2
KN(s̃, t̃)2dsdt (4.31)

≤
∫

[−K,K]

∫
[−K,K]

1

(ψ(a)N)2
KN(s̃, t̃)2dsdt. (4.32)

Um die letzte Ungleichung zu erhalten, haben wir bei beiden Integrationen in
(4.30) und (4.31) den Integrationsbereich auf [−c−α, c+α] = [−K,K] vergröÿert
und dabei verwendet, dass vd, uc ∈ [−α, α]. Mit Korollar 2.1.4 und Supremumbil-
dung erhalten wir

sup
uc,vd∈[−α,α]

INT(uc, vd) ≤
∫

[−K,K]

∫
[−K,K]

(
sin(π(s− t))

π(s− t)

)2

+O (|IN |) dsdt

=

∫
[−K,K]

∫
[−K,K]

(
sin(π(s− t))

π(s− t)

)2

dsdt+ (2K)2O (|IN |) .

Wir wollen nun folgende Ungleichung für das verbleibende Doppelintegral bewei-
sen: ∫

[−K,K]

∫
[−K,K]

(
sin(π(s− t))

π(s− t)

)2

dsdt ≤ 2K. (4.33)

Die Substitution u := s − t und anschlieÿende Vergröÿerung des Integrationsbe-
reiches der u-Integration auf R liefern∫

[−K,K]2

(
sin(π(s− t))

π(s− t)

)2

dsdt =

∫
[−K,K]

∫
[−K−t,K−t]

(
sin(πu)

πu

)2

dudt

≤
∫

[−K,K]

∫
R

(
sin(πu)

πu

)2

dudt. (4.34)

Wir berechnen das innere Integral aus (4.34) und werden mit Hilfe von Fourrier-
transformation zeigen, dass es den Wert 1 hat.

Sei

f(x) :=

{
1 falls |x| ≤ 1

0 sonst
,
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dann ist ∫
R
|f(x)|2 = 2.

Die Fourriertransformierte f̂ von f ist gegeben durch

f̂(λ) =
1√
2π

∫
R
f(t)e−iλtdt

=
1√
2π

∫ 1

−1

e−iλtdt

=
1√
2π

∫ 1

−1

cos(−λt) + i sin(−λt)dt

=
1√
2π

∫ 1

−1

cos(−λt)dt

=

{
1√
2π

(
− 1
λ

sin(−λt)|1−1

)
fürλ 6= 0

1√
2π

2 fürλ = 0

=

{
2 1√

2π

sin(λ)
λ

fürλ 6= 0
1√
2π

2 fürλ = 0

=

√
2

π
sinc(λ).

Dann gilt

∫
R

(
sin(πu)

πu

)2

du
v=πu
=

1

π

∫
R

(
sin(v)

v

)2

dv

=
1

π

π

2

∫
R
f̂(v)2dv

=
1

2

∫
R
f̂(v)2dv (4.35)

=
1

2

∫
R
f(x)2dx = 1.

Dabei entspricht das Integral über das Quadrat der Fourriertransformierten in
(4.35) nach der Parsevallschen Gleichung dem Integral über das Quadrat der
ursprünglichen Funktion f . Mit (4.34) gilt dann∫

[−K,K]2

(
sin(π(s− t))

π(s− t)

)2

dsdt ≤
∫

[−K,K]

∫
R

(
sin(πu)

πu

)2

du︸ ︷︷ ︸
=1

dt = 2K,
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also gilt (4.33) und Behauptung (4.26) ist damit bewiesen.

Damit ist der Beweis der Abschätzung in Abschnitt 4.4.5 vollständig.

4.4.7 Zusammenfassung der letzten Abschnitte und die
Ungleichung für die Varianz mit den Ergebnissen aus
Abschnitt 4.4.4 und 4.4.5

Mit den bisher erhaltenen Ungleichungen der vorherigen Abschnitte können wir
nun die Schranke für die Varianz aus (4.3) herleiten.

Wir haben in (4.20) folgende Zerlegung der Varianz in zwei Summanden erhalten

Var

(∫
f dγN(k,M)

)

= E

 1

|AN |2
2k+3∑
l=k+2

∑
C⊆{1,...,N};
Card(C)=l

∑
T,S mitC=S∪T

Card(S)=Card(T )=k+2

F (T )F (S)


+

1

|AN |2

(
1

(k + 2)!

)2 ∫
R2k+4

F (t1, . . . , tk+2)F (tk+3, . . . , t2k+4)

× D(2k + 4, N)(t1, . . . , t2k+4)dt̃1 . . . dt̃2k+4

Mit den Ungleichungen (4.22) und (4.28) für den ersten und zweiten Summanden
gilt dann ∣∣∣∣Var(∫ f dγN(k,M)

)∣∣∣∣
≤

[
1

|AN |

2k+3∑
l=k+2

(
l

k + 2

)(
k + 2

l − (k + 2)

)
1

(l − 1)!
2l(2α)l−1

]

+

[(
2k + 4

k + 2

)
(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O(|IN |)

)]
(4.36)

Um dieses Ergebnis weiter zu vereinfachen, können wir die Ungleichungen des
folgenden Lemmas für Binomialkoe�zienten verwenden.

Lemma 4.4.2. Für l, k ∈ N mit l ≥ k + 2 und k + 2 ≥ (l − k − 2) gilt
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1. (
l

k + 2

)(
k + 2

l − (k + 2)

)
1

(l − 1)!
≤ 3,

2. (
2k + 4

k + 2

)
≤ 22k+4.

Beweis:

zu 1) Nach De�nition der Binomialkoe�zienten genügt es zu zeigen

1

3
l ≤ ((l − (k + 2))!)2 (2(k + 2)− l)!

Wegen l = (l − (k + 2) + (l − (k + 2) + (2(k + 2)− l) ist dies ein Spezialfall der
folgenden Ungleichung für a, b, c ∈ N:

Sei a = 1 + x1, b = 1 + x2 und c = 1 + x3 mit xi ∈ N0, dann gilt

a! · b! · c!
≥ a · b · c
= (1 + x1)(1 + x2)(1 + x3)

≥ 1 + (x1 + x2 + x3)

≥ 1

3
(a+ b+ c).

Mit a = b = l − (k + 2) und c = 2(k + 2)− l folgt die Behauptung.

zu 2) Die Behauptung folgt durch Entwicklung von 22k+4 = (1 + 1)2k+4 mit dem
binomischen Lehrsatz.

Mit Lemma 4.4.2 und Ungleichung (4.36) folgt∣∣∣∣Var(∫ f dγN(k,M)

)∣∣∣∣
≤

[
1

|AN |

2k+3∑
l=k+2

3 · 2l(2α)l−1

]
+

[
22k+4(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O(|IN |)

)]

=

[
6

|AN |

2k+3∑
l=k+2

(4α)l−1

]
+

[
22k+4(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O(|IN |)

)]
. (4.37)

Für die Summe
∑2k+3

l=k+2(4α)l−1 gilt, dass entweder der erste oder der letzte Sum-
mand der Gröÿte ist und damit ist jeder Summand kleiner als die Summe aus
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erstem und letztem Summanden. Damit erhalten wir als Abschätzung für die
Varianz

Var

(∫
f dγN(k,M)

)
≤

[
6

|AN |
(k + 2)((4α)k+1 + (4α)2k+2)

]
+

[
22k+4(4α)2k+2

(
4

|AN |
+O (|IN |)

)]
≤ (32α)2k+2

(
2(k + 2) + 1

|AN |
+O (|IN |)

)
= (32α)2k+2

(
2k + 5

|AN |
+O (|IN |)

)
.
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5.1 Notation

Wir wollen im Hauptsatz eine Abschätzung für E
[
sups∈R

∣∣∣SN,a,IN (s,H)−
∫ s
−∞ dµ

∣∣∣]
beweisen. Mit Bemerkung 3.2.5 ist SN,a,IN (s,H) die Verteilungsfunktion eines Ma-
ÿes, nämlich σN(H). Wir betrachten im Hauptsatz damit die maximale Abwei-
chung zweier Verteilungsfunktionen. Deshalb verwenden wir folgende Notation.

De�nition 5.1.1. Für zwei endliche Maÿe ν1, ν2 auf R sei

discrep(ν1, ν2) := sup
s∈R∪∞

∣∣∣∣∫ s

−∞
dν1 −

∫ s

−∞
dν2

∣∣∣∣ .
Bemerkung 5.1.2. Es genügt zur Berechnung von discrep alle Werte s ∈ R zu
betrachten.
Es gilt

discrep(ν1, ν2) = sup
x∈R

|ν1((−∞, x])− ν2(−∞, x])|. (5.1)

Begründung der Gleichung in (5.1):

Trivialerweise ist

sup
x∈R∪{∞}

∣∣∣∣∫ x

−∞
dν1 −

∫ x

−∞
dν2

∣∣∣∣ ≥ sup
x∈R

∣∣∣∣∫ x

−∞
dν1 −

∫ x

−∞
dν2

∣∣∣∣ .
Auÿerdem gilt

sup
x∈R∪{∞}

∣∣∣∣∫ x

−∞
dν1 −

∫ x

−∞
dν2

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈R

∣∣∣∣∫ x

−∞
dν1 −

∫ x

−∞
dν2

∣∣∣∣ ,
denn für x = ∞ gilt die Ungleichung wegen folgender Überlegung:

Betrachte Folge (xn)n∈N mit xn = n, also xn →∞ für n→∞.
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Dann ist
R =

⋃
i∈N

(−∞, xi] und (−∞, xn−1] ⊆ (−∞, xn].

Wir verwenden für beide Maÿe die Stetigkeit von unten und für n→∞ folgt

ν1((−∞, xn]) → ν1(R) und ν2((−∞, xn]) → ν2(R).

Damit ist

|ν1(R)− ν2(R)| = lim
n→∞

|ν1((−∞, xn])− ν2((−∞, xn])|

≤ sup
x∈R

|ν1((−∞, x])− ν2(−∞, x]|

Um die Aussage über E[discrep(σN(H), µ)] des Hauptsatzes 1.0.4 zu beweisen,
werden wir eine andere Gröÿe für die Abweichung zweier Maÿe einführen, nämlich
discrepM , die von dem Parameter M ∈ N abhängt und leichter zu berechnen
ist als discrep. Dann wollen wir in Lemma 5.2.2 eine Beziehung zwischen den
beiden Gröÿen herstellen, um damit die einfacher zu erhaltenden Ungleichungen
für discrepM auf discrep zu übertragen. Mit Erwartungswertbildung und weiteren
Abschätzungen folgt dann die zu beweisende Behauptung.

5.2 Stützstellen und discrepM

Bezeichne mit G die Verteilungsfunktion von µ und nehme an, dass G stetig ist.
Dann ist G monoton wachsend und es gilt limx→0G(x) = 0 und limx→∞G(x) = 1.
Nach dem Zwischenwertsatz existieren somit s0, . . . , sM ∈ R ∪ {∞} mit:

0 = s0 < s1 < . . . < sM−1 < sM = ∞

und

G(sj) =
j

M
, j = 0, . . . ,M

Wir setzen β := max{1, sM−1}.

De�nition 5.2.1. Für ein endliches Maÿ ν und µ wie in Lemma 3.3.1 sei

∆ν(s) :=

∫ s

−∞
dν −

∫ s

−∞
dµ

und
∆ν,M := discrepM(µ, ν) := max{|∆ν(s)| : s ∈ {s1, . . . , sM−1}}.
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Während discrep also die maximale Abweichung zweier Maÿe auf den überab-
zählbar vielen Intervallen (−∞, x] mit x ∈ R ist, betrachten wir bei discrepM nur
M − 1 dieser Intervalle, nämlich nur solche, deren obere Intervallgrenze eine der
M − 1 reellen Stützstellen ist.

Das folgende Lemma liefert einen Zusammenhang zwischen discrep und discrepM .

Lemma 5.2.2. Sei ν ein endliches Borelmaÿ mit ν(−∞, 0) = 0.
Dann gilt

discrep(µ, ν) ≤ 2

M
+ 2 discrepM(µ, ν) + ν(R)− 1. (5.2)

Beweis: Es gilt
discrep(µ, ν) = sup

s∈R
|∆ν(s)|.

Es gelten folgende Abschätzungen:

• Für s ≤ 0 ist o�ensichtlich ∆ν(s) = 0.

• Für sj−1 ≤ s < sj mit 1 ≤ j ≤M − 1 gilt |∆ν(s)| ≤ 1
M

+ ∆ν,M , denn

∆ν(s) ≤
∫ sj

−∞
dν−G(sj−1) = ∆ν(sj)+G(sj)−G(sj−1) ≤ ∆ν,M +

1

M
(5.3)

und

−∆ν(s) ≤ G(sj)−
∫ sj−1

−∞
dν = G(sj)−G(sj−1)−∆ν(sj−1) ≤

1

M
+ ∆ν,M .

(5.4)
Aus (5.3) und (5.4) folgt |∆ν(s)| ≤ 1

M
+ ∆ν,M

• Für s ≥ sM−1 gilt

∆ν(s) ≤ ν(R)−G(sM−1) = ν(R)− 1 +
1

M

und

−∆ν(s) ≤ µ(R)−
∫ sM−1

−∞
dν =

1

M
−∆ν(sM−1) ≤

1

M
+ ∆ν,M .

Insgesamt gilt damit

discrep(µ, ν) = sup
s∈R

|∆ν(s)| ≤ max

(
1

M
+ ∆ν,M ,

1

M
+ ν(R)− 1

)
. (5.5)
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Wir verwenden

ν(R)−
(

1− 1

M

)
≥
∫ sM−1

−∞
dν −G(sM−1) = ∆ν(sM−1) ≥ −∆ν,M . (5.6)

Aus (5.6) folgt für den ersten Term des Maximums in (5.5)

1

M
+ ∆ν,M ≤ 1

M
+ ∆ν,M + ν(R)−

(
1− 1

M

)
+ ∆ν,M︸ ︷︷ ︸

≥0

=
2

M
+ 2∆ν,M + ν(R)− 1.

Für den zweiten Term des Maximums gilt ebenfalls
1

M
+ ν(R)− 1 ≤ 1

M
+ ν(R)− 1 +

1

M
+ 2∆ν,M =

2

M
+ 2∆ν,M + ν(R)− 1.

Damit folgt die Behauptung des Lemmas.

Die Aussage von Lemma 5.2.2 gilt auch für ν = σN(H). Erwartungswertbildung
liefert dann:

Korollar 5.2.3. Für alle M ≥ 1 gilt

E [discrep(µ, σN(·))] ≤ 2

M
+ 2 E [discrepM(µ, σN(·))] + E [σN(·)(R)− 1] . (5.7)

Wir werden in den folgenden Abschnitten 5.3 und 5.4 die mit Korollar 5.2.3
erhaltenen Summanden E [discrepM(µ, σN(·))] und E [σN(·)(R)− 1] getrennt be-
trachten und abschätzen.

5.3 Obere Schranke für E[discrepM(µ, σN(·))]

Im folgenden Lemma wollen wir eine Ungleichung für E[discrepM(µ, σN(·))] her-
leiten.

Lemma 5.3.1. Für L,M ∈ N und β = max(1, sM−1) gilt:

E (discrepM(µ, σN(·)) ≤ M

(√
2L+ 5

|AN |
+
√
O(|IN |)

)
2(32β)L+1

+
2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

+
(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!
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Beweis:
Wir beweisen zunächst die folgenden beiden Behauptungen:

Behauptung 1: Für 0 ≤ s ≤ β, L ∈ N0 und H eine hermitesche (N ×N)-Matrix
gilt die Ungleichung

|µ([0, s])− σN(H)([0, s])| ≤
L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ s

0

d γN(k, ·)
]
−
∫ s

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣
+

2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

+
(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!

Behauptung 2:

discrepM(µ, σN((H)) ≤
M−1∑
j=1

L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ sj

0

d γN(k, ·)
]
−
∫ sj

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣
+

2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

+
(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!

Beweis von Behauptung 1:
Wir benötigen die Abschätzungen (4.1) bis (4.3) aus Kapitel 4 mit α = s ≤ β.
Dann lauten die Ungleichungen mit f = χ[0,β]

• ∣∣∣∣E [∫ f d γN(k,H)

]
− E(f, k)

∣∣∣∣ ≤ 2
(2β)k+2

(k + 1)!

1

|AN |
+ (k + 2)22k+2O(|IN |)βk+1 (5.8)

• Ungleichung (4.1) bleibt auch für N →∞ erhalten und es gilt

|E(f, k)| ≤ (4β)k+1

(k + 1)!
(5.9)
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• √
Var

(∫
f dγN(k,H)

)
≤ (32β)k+1

(√
2k + 5

|AN |
+O (|IN |)

)
. (5.10)

Wir verwenden µ([0, s]) =
∫ s

0
dµ und σN(H)([0, s]) =

∫ s
0
dσN(H), um die Un-

gleichung aus Lemma 3.3.3 zur Abschätzung der Di�erenz der beiden Integrale
verwenden zu können.

Dann gilt mit f = χ[0,s]

|µ([0, s])− σN(H)([0, s])| =
∣∣∣∣∫ s

0

dµ−
∫ s

0

dσN(h)

∣∣∣∣
3.3.3

≤
L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ s

0

dγN(k, ·)
]
−
∫ s

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣
+

L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ s

0

dγN(k, ·)
]
− E(f, k)

∣∣∣∣+ E(f, L) + E(f, L+ 1)

(5.8),(5.9)

≤
L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ s

0

dγN(k, ·)
]
−
∫ s

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣
+

L∑
k=0

(
2
(2β)k+2

(k + 1)!

1

|AN |
+ (k + 2)22(2β)k+1O(|IN |)

)
+

(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!
.

Wir schätzen die auftretende Summe folgendermaÿen weiter ab:
L∑
k=0

2

(
(2β)k+2

(k + 1)!

1

|AN |
+ (k + 2)2(2β)k+1O(|IN |)

)

≤ 1

|AN |

L∑
k=0

(4β)k+2 +O(|IN |)(L+ 2)2

L∑
k=0

(4β)k+1

≤ 1

|AN |
(4β)L+3 − 1

(4β)− 1
+O(|IN |)(L+ 2)2 (4β)L+2 − 1

(4β)− 1

≤ 1

|AN |
(4β)L+2 (4β)

(4β)− 1
+O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1 (4β)

(4β)− 1

=
1

|AN |
(4β)L+2

(
1 +

1

(4β)− 1

)
+O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

(
1 +

1

(4β)− 1

)
β≥1

≤ 2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1.
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Damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Beweis von Behauptung 2:
Nach De�nition ist

discrepM := max{|∆ν(s)| : s ∈ {s1, . . . , sM−1}}.

Behauptung 1 liefert eine Abschätzung der Art

|∆ν(si)| ≤ C +D(si),

wobei C unabhängig von si und D abhängig von si ist und D ≥ 0. Das Maximum
über alle i = 1, . . . ,M − 1 lässt sich dann abschätzen durch

max
i=1,...,M−1

|∆ν(si)| ≤ C +
∑
i

D(si).

Mit

C :=
2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1 +

(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!

und

D :=
L∑
k=0

∣∣∣∣E [∫ si

0

d γN(k, ·)
]
−
∫ si

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣
folgt dann Behauptung 2.

Erwartungswertbildung von Behauptung 2 liefert

E [discrepM(µ, σN(·))] ≤
M−1∑
i=1

L∑
k=0

E
[∣∣∣∣E [∫ si

0

d γN(k, ·)
]
−
∫ si

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣]
+

2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

+
(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!
.
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Da mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

E
[∣∣∣∣E [∫ si

0

d γN(k, ·)
]
−
∫ si

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣]

≤

√√√√E

[∣∣∣∣E [∫ si

0

d γN(k, ·)
]
−
∫ si

0

dγN(k,H)

∣∣∣∣2
]

=

√
Var

(∫ si

0

dγN(k,H)

)
5.10

≤ (32β)k+1

√
2k + 5

|AN |
+O(|IN |),

folgt

E [discrepM(µ, σN(·))] ≤
M−1∑
i=1

L∑
k=0

(32β)k+1

√
2k + 5

|AN |
+O(|IN |)

+
2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

+
(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!
.

Wir schätzen die Doppelsumme unter Verwendung von
√
x+ y ≤

√
x+

√
y weiter

ab.

M−1∑
i=1

L∑
k=0

(32β)k+1

√
2k + 5

|AN |
+O(|IN |)

≤ M

(√
2L+ 5

|AN |
+
√
O(|IN |)

)
L∑
k=0

(32β)k+1

≤ M

(√
2L+ 5

|AN |
+
√
O(|IN |)

)
(32β)L+1 32β

32β − 1

β≥1

≤ M

(√
2L+ 5

|AN |
+
√
O(|IN |)

)
2(32β)L+1
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Damit gilt

E [discrepM(µ, σN(·))] ≤ M

(√
2L+ 5

|AN |
+
√
O(|IN |)

)
2(32β)L+1

+
2

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

+
(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!

und Lemma 5.3.1 ist bewiesen

5.4 Abschätzung für E[σN(·)(R)− 1]

Mit der De�nition von σN(H) aus 3.2.4 gilt

E[σN(H)(R)− 1] =
E [Anzahl Eigenwerte von H in IN ]− 1

|AN |
− 1.

Wir berechnen die erwartete Anzahl der Eigenwerte von H, die im Intervall IN
liegen:

E[Anzahl Eigenwerte von H in IN ]

=

∫
t1≤...≤tN

#{ti : ti ∈ AN}BN,N(t1, . . . , tN)dt1 . . . dtN

=

∫
t1≤...≤tN

N∑
i=1

χAN (ti)BN,N(t1, . . . , tN)dt1 . . . dtN
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Vertauschung von Summation und Integration und anschlieÿende Vertauschung
der Variablen liefert

= N

∫
t1≤...≤tN

χAN (t1)BN,N(t1, . . . , tN)dt1 . . . dtN

= N

∫
AN

(∫
t2≤...≤tN

BN,N(t1, . . . , tN)dt2 . . . dtN

)
dt1

2.1.11
= N

(N − 1)!

N !

∫
AN

BN,1(t1, t1)dt1

= Nψ(a)

∫
IN

1

ψ(a)N
KN(t̃1, t̃1)d t̃1

2.1.4
= Nψ(a)

∫
IN

sin(π(t1 − t1))

π(t1 − t1)
+O(|IN |)d t̃1

= Nψ(a)|IN | (1 +O(|IN |))
= |AN | (1 +O(|IN |)) .

Somit gilt

E[σN(·)(R)− 1] = 1 +O(|IN |)−
1

|AN |
− 1

= − 1

|AN |
+O(|IN |). (5.11)
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5.5 Zusammenfassung und Vorbereitungen für

den Abschluss des Beweises

Mit Korollar 5.2.3 und den vorherigen beiden Abschnitten 5.3 und 5.4 lässt sich
folgendes Zwischenergebnis herleiten:

E [discrep(µ, σN(·))]
5.2.3

≤ 2

M
+ 2E [discrepM(µ, σN(·))] + E[σN(M)(R)− 1]

Lemma 5.3.1,(5.11)

≤ 2

M
+M4(32β)L+1

√
2L+ 5

|AN |
+M4(32β)L+1

√
O(|IN |)

+
4

|AN |
(4β)L+2 +O(|IN |)(L+ 2)2(4β)L+1

+
(4β)L+1

(L+ 1)!
+

(4β)L+2

(L+ 2)!
+O(|IN |)−

1

|AN |
.

Es gibt ein Kmax ∈ R, so dass weiter gilt

E [discrep(µ, σN(·))]

≤ 2

M
+Kmax(32β)L+2

(
M

√
L

|AN |
+M

√
|IN |+

1

|AN |
+ L2|IN |+

1

(L+ 1)!

)
.

Damit haben wir eine Abschätzung für E [discrep(µ, σN(·))] in Abhängigkeit der
frei wählbaren Parameter M und L erhalten. Zum weiteren Beweis benötigen wir

Lemma 5.5.1. Es gibt A, B ∈ R, so dass für alle s ∈ R gilt

µ((s,∞]) ≤ Ae−Bs
2

.

Bemerkung 5.5.2. Wir nehmen dabei O.B.d.A. an, dass A ≥ 1 und B ≤ 1
ist. Das Lemma gilt nach [5, Seite 90] für das dort verwendete µ(univ). In [5]
ist µ(univ) über den Grenzwert für n → ∞ der Funktion E(n, F, univ) (ex-
plizite Angabe der Funktion auf Seite 127 in [5]) bestimmt. In unserem Fall
ist µ durch den Grenzwert von E(f, n) bestimmt (vgl. Lemma 3.3.1). Wenn
man in Kapitel 4 die Substitution aus (4.7) so ändert, dass das Integral über
F (0, z1, . . . , zk+1)W (0, z1, . . . , zk+1) statt F (−c, z1, . . . , zk+1)W (−c, z1, . . . , zk+1)
gebildet wird und die folgenden Rechnungen und De�nitionen anpasst, dann ent-
spricht E(n, F, univ) aus [5] genau dem hier verwendeten E(f, n). Damit stimmen
die Maÿe µ und µ(univ) aus [5] überein und Lemma 5.5.1 gilt auch für das hier
verwendete Maÿ µ.
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Bevor wir den restlichen Beweis betrachten, benötigen wir die obere Schranke
für β aus Lemma 5.5.3 und einige Standardungleichungen sowie die Stirlingsche
Formel aus Lemma 5.5.4.

Lemma 5.5.3. Sei M ≥ 3 und C :=
√

1+lnA
B

mit A und B wie in Bemerkung
5.5.2.

Dann gilt
β ≤ C

√
ln M.

Beweis:

Es ist β = max(1, sM−1).

Da C ≥ 1 und M ≥ 3 gilt 1 ≤ C
√

ln M .
Auÿerdem ist

µ([C
√

ln M,∞))
Bem5.5.2

≤ Ae−B·C
2 lnM

≤ Ae−(1+lnA) lnM

≤ Ae− lnM−lnA =
1

M
.

Wegen µ([sM−1,∞)) = 1
M

folgt sM−1 ≤ C
√

lnM .

Lemma 5.5.4. Standardungleichungen und Stirlingsche Formel
Es gilt:

1. Stirlingsche Formel: Für x > 0 gilt

Γ(x) =
√

2πxx−
1
2 e−xeϕ(x)

mit 0 < ϕ(x) < 1
12x

. Also gilt

ln(Γ(x)) = ln
(√

2π
)

+

(
x− 1

2

)
ln(x)− x+ ϕ(x).

2. Sei K ≥ 1 und ε > 0. Dann gibt es eine Konstante N4(ε,K), so dass gilt

Kx+1 ≤ Γ(x)ε für x ≥ N4(ε,K).

3. Für 0 < ε ≤ 1
2
gibt es ein N5(ε), so dass gilt

(ln(Γ(x)))x+1 ≤ Γ(x)1+ε für x ≥ N5(ε).
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Beweis von 1): Die Stirlingsche Formel gilt nach [1, Seite 448].

Wir können daraus folgende obere und untere Schranke für ln(Γ(x)) herleiten.

Wegen ϕ(x) ≥ 0 gilt

ln(Γ(x)) ≥
(
x− 1

2

)
ln(x)− x+

1

2
−1

2︸︷︷︸
=ln(

√
1
e
)

+ ln
(√

2π
)

=

(
x− 1

2

)
ln(x)− x+

1

2
+ ln

(√
2π

e

)

≥
(
x− 1

2

)
(ln(x)− 1) , (5.12)

und für x ≥ 2 ist −x+ ln(
√

2π) + 1
12x

≤ 0 und damit gilt

ln(Γ(x)) ≤
(
x− 1

2

)
ln(x)− x+ ln

(√
2π
)

+
1

12x

≤
(
x− 1

2

)
ln(x).

Logarithmieren liefert

ln(ln(Γ(x))) ≤ ln(x− 1

2
) + ln(ln(x)). (5.13)

Beweis von 2): Sei K ≥ 1 und x ≥ eK
2
ε = N4(ε,K). Dann gilt x + 1 ≥ 3 und

folglich

1

2
= 1− 3

2 · 3
≤ 1− 3

2(x+ 1)
. (5.14)
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Die Behauptung lässt sich dann folgendermaÿen beweisen:

x ≥ eK
2
ε

⇒ ln(x) ≥ ln(e) + ln(K
2
ε ) = 1 +

2

ε
ln(K)

⇒ 1

ε
ln(K) ≤ 1

2
(ln(x)− 1)

(5.14)⇒ 1

ε
ln(K) ≤ (ln(x)− 1)

(
1− 3

2(x+ 1)

)
= (ln(x)− 1)

(
x− 1

2

x+ 1

)
⇒ (x+ 1) ln(K) ≤ ε(ln(x)− 1)

(
x− 1

2

)
(5.12)⇒ (x+ 1) ln(K) ≤ ε ln(Γ(x))

⇒ ln(Kx+1) ≤ ln(Γ(x)ε)

⇒ Kx+1 ≤ Γ(x)ε

Beweis von 3):
Sei 0 < ε ≤ 1

2
. Wähle N5(ε) so groÿ, dass für x ≥ N5(ε) gilt:

•
ln(ln(x))

ln(x)
≤ ε

2
, (5.15)

•
1

ln(x)
≤ ε

4
, (5.16)

•
3

2x+ 2
≤ ε

12
. (5.17)

Dies ist möglich, da die drei Terme mit x→∞ gegen Null konvergieren.

Dann gelten die folgenden zwei Ungleichungen:

1

ln(x)
+

3

2x+ 2
≤ ε

4
+

ε

12
=
ε

3
, (5.18)

1 +
ε

2
= 1 +

2ε

3
− ε

6

ε2≤ ε
2

≤ 1 +
2ε

3
− ε2

3
= (1 + ε)(1− ε

3
). (5.19)
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Damit gilt

1 +
ln(ln(x))

ln(x)

(5.15)

≤ 1 +
ε

2

(5.19)

≤ (1 + ε)(1− ε

3
)

(5.18)

≤ (1 + ε)

(
1− 3

2x+ 2
− 1

ln(x)

)
≤ (1 + ε)

(
1− 3

2x+ 2
− 1

ln(x)
+

3

(2x+ 2) ln(x)

)
= (1 + ε)

(
1− 3

2x+ 2

)(
1− 1

ln(x)

)
. (5.20)

Multiplizieren von (5.20) mit ln(x) führt zu

ln(x) + ln(ln(x)) ≤ (1 + ε)

(
x− 1

2

x+ 1

)
(ln(x)− 1).

Da ln(x) ≥ ln(x− 1
2
) gilt

ln(x− 1

2
) + ln(ln(x)) ≤ (1 + ε)

(
x− 1

2

x+ 1

)
(ln(x)− 1)

und weiter

(x+ 1)

(
ln(x− 1

2
) + ln(ln(x))

)
︸ ︷︷ ︸

(5.13)

≥ ln(ln(Γ(x)))

≤ (1 + ε)

(
x− 1

2

)
(ln(x)− 1)︸ ︷︷ ︸

(5.12)

≤ ln(Γ(x))

.

Somit gilt für x ≥ N5(ε):

(x+ 1) ln(ln(Γ(x))) ≤ (1 + ε) ln(Γ(x))

⇒ ln
(
ln(Γ(x))x+1

)
≤ ln

(
Γ(x)1+ε

)
⇒ (ln(Γ(x)))x+1 ≤ Γ(x)1+ε.

5.6 Abschluss des Beweises des Hauptsatzes

Wir haben in Abschnitt 5.5 bereits folgendes Zwischenergebnis erhalten

E [discrep(µ, σN(·))]

≤ 2

M
+Kmax(32β)L+2

(
M

√
L

|AN |
+M

√
|IN |+

1

|AN |
+ L2|IN |+

1

(L+ 1)!

)
(5.21)
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Beweis von Aussage a) des Hauptsatzes 1.0.4:
Sei ε > 0. Wir wählen M ≥ 3 so, dass 2

M
≤ ε

3
. Es ist |AN | = Nψ(a)|IN |, 1

|AN |
→ 0

und |IN | → 0 für N →∞, und wir setzen

BN := max

(
|IN |,

1

|AN |

)
N→∞→ 0.

Mit Lemma 5.5.3 und Standardungleichung 5.5.4 2.) folgt

Kmax(32β)L+2 ≤
√
L!

für hinreichend groÿes L. Aus (5.21) folgt dann für hinreichend groÿes N

E [discrep(µ, σN(·))]

≤ ε

3
+
√
L!

(
M
√
L|BN |+M

√
|BN |+ |BN |+ L2|BN |+

1

(L+ 1)!

)
≤ ε

3
+
(
4M

√
L!L2|BN |

)
+

1√
(L+ 1)!

. (5.22)

Dann können wir L als Funktion von N so wählen, dass L(N) → ∞ und√
L!L2|BN | → 0 für N →∞, und damit gibt es ein N1 ∈ N, so dass

E [discrep(µ, σN(·))]
≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε (5.23)

für N ≥ N1. Somit ist die behauptete Konvergenz von E [discrep(µ, σN(·))] gegen
Null gezeigt und Aussage a) des Hauptsatzes 1.0.4 bewiesen.

Beweis von Aussage b) des Hauptsatzes 1.0.4:

Es gilt IN = [a − N− 1
2 , a + N− 1

2 ] und damit O(|IN |) = O(N− 1
2 ), und wegen

|AN | = Nψ(a)|IN | ist ebenso O
(

1
|AN |

)
= O(N− 1

2 ).

Wir erhalten dann aus (5.21)

E [discrep(µ, σN(·))]

≤ 2

M
+Kmax(32β)L+2

(
M
√
LN− 1

2 +M
√
N− 1

2 +N− 1
2 + L2N− 1

2 +
1

(L+ 1)!

)
(5.24)

Wir werden M und L als Funktionen in N so wählen, dass sich die nötigen
Abschätzungen ergeben. Dazu sei

γ :=
1
2

+ 4ε

3 + 3ε
,
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α :=
1

2
γ − 3

2
ε =

1
4

+ 2ε

3 + 3ε
− 3

2
ε.

Bemerkung 5.6.1. Für α und γ gelten folgende Gleichungen:

−α = −γ
2

+
3

2
ε (5.25)

und

1

4
γ +

3

4
εγ − 1

8
+
ε

2
=

1
4

+ 2ε+ 3
4
ε+ 6ε2 − 3

4
− 3

4
ε+ 3ε+ 3ε2

6 + 6ε

=
9ε2 − 1

2
+ 5ε

6 + 6ε

=
9ε+ 9ε2 − 1

2
− 4ε

6 + 6ε

=
3

2
ε−

1
4

+ 2ε

3ε+ 3
= −α. (5.26)

Aus (5.26) folgt

−α =
1

2
γ +

3

2
εγ + α− 1

4
+ ε. (5.27)

Für ε ≤ 1
12

ist γ ≤ 1 und aus (5.25) folgt

−α ≥ −γ
2

+
3

2
γε.

Für 0 < ε ≤ 1
12

ist α > 0 und wir betrachten N hinreichend groÿ, so dass Nα ≥ 2
und Nγ ≥ e7. Wir wählen nun M ∈ N mit

Nα − 1 < M ≤ Nα

und L gröÿte natürliche Zahl mit

L! < Nγ.

Dann gelten folgende sieben Ungleichungen:

1. 1
2
Nα ≤ Nα − 1 < M ≤ Nα und damit gilt 1

M
≤ 2N−α

2. (L+ 1)! ≥ Nγ > L! und damit gilt 1
(L+1)!

≤ N−γ

3. L! = (L+1)!
(L+1)

> Nγ

L+1
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4. ln(M) ≤ ln(Nα) = α
γ

ln(Nγ) ≤ α
γ

ln((L+ 1)!)

5. für L+1 ≥ e2 und Nγ ≥ e7 gilt: L ≤ γ lnN , denn wegen L! = Γ(L+1) gilt
mit (5.12)

γ lnN = ln(Nγ) > ln(L!)

≥ (L+
1

2
) (ln(L+ 1)− 1)︸ ︷︷ ︸

≥1,daL+1≥e2

≥ L+
1

2

≥ L.

Für N hinreichend groÿ gilt damit
√
L ≤ L2 ≤ (γ lnN)2 ≤ N ε.

6. Kmax(32β)L+2 ≤ (L+ 1)(1+3ε) 1
2Nγ(1+3ε) 1

2 , denn

Kmax(32β)L+2
Lemma 5.5.3

≤ (Kmax32C)L+2
√

lnM
L+2

L+2≤L+3

≤ (Kmax32C)L+3
√

lnM
L+3

4.)

≤
(
Kmax32C

√
α

γ

)L+3√
(ln(L+ 1)!)L+3

≤ (L+ 1)!ε(L+ 1)!
1+ε
2 = (L+ 1)!

1
2
+ 3

2
ε.

Die letzte Ungleichung gilt dabei für hinreichend groÿes N unter Verwen-
dung der Standardungleichungen aus Lemma 5.5.4. Mit

(L+ 1)!
1
2
+ 3

2
ε = (L+ 1)

1
2
+ 3

2
εL!

1
2
+ 3

2
ε ≤ (L+ 1)

1
2
+ 3

2
εNγ( 1

2
+ 3

2
ε)

folgt die Behauptung.

7. Um später N mit den verschiedenen auftretenden Exponenten zusammen-
fassen zu können verwenden wir die unten aufgeführte obere Schranke für
die vier Terme

a) Nα− 1
4 ≤ Nα− 1

2
+ε

b) N− 1
2 ≤ Nα− 1

2
+ε

c) N ε− 1
2 ≤ Nα− 1

2
+ε

d) N ε+α− 1
4 ≤ Nα− 1

2
+ε

Mit diesen Abschätzungen lässt sich dann die Behauptung b) des Hauptsat-
zes 1.0.4 folgendermaÿen beweisen:
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E [discrep(µ, σN(·))]

≤ 2

M
+Kmax(32β)L+2

(
M
√
LN− 1

2 +M
√
N− 1

2 +N− 1
2 + L2N− 1

2 +
1

(L+ 1)!

)
1.)2.)5.)

≤ 4N−α +Kmax(32β)L+2
(
N ε+α− 1

4 +Nα− 1
4 +N− 1

2 +N ε− 1
2 +N−γ

)
7.)

≤ 4N−α +Kmax(32β)L+2
(
4Nα− 1

2
+ε +N−γ

)
6.)

≤ 4N−α + (L+ 1)(1+3ε) 1
2Nγ(1+3ε) 1

2

(
4Nα− 1

2
+ε +N−γ

)
ε≤ 1

3

≤ 4N−α + 2L
(
Nγ(1+3ε) 1

2
+α− 1

2
+ε +Nγ(1+3ε) 1

2
−γ
)

5.)

≤ 4N−α + 2γ lnN
(
Nγ(1+3ε) 1

2
+α− 1

2
+ε +Nγ(1+3ε) 1

2
−γ
)

Bem 5.6.1

≤ 4N−α + 2γ lnN ·N−α

≤ C lnN ·N−α

für ein C in R.

Da −α → − 1
12

für ε → 0 und −α ≥ − 1
12

für alle ε > 0, gibt es ein r(ε) > 0, so
dass für N hinreichend groÿ lnN ≤ N r(ε) und r(ε)− α = ε− 1

12
.

Also gilt für N hinreichend groÿ

E [discrep(µ, σN(·))] ≤ CN ε− 1
12 ,

und Aussage b) des Hauptsatzes 1.0.4 ist damit bewiesen.

Also haben wir das Hauptziel dieser Arbeit, den Beweis von Satz 1.0.4, erreicht.
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6 Anhang

Beweisskizze von Satz 2.1.1:

Kombiniert man die Darstellung der Kernfunktion durch die Lösung eines
Riemann-Hilbert Problems und deren Analyse wie sie in [6, Abschnitt 6] skiz-
ziert ist mit dem asymptotischen Resultat [3, (8.34)], so erhält man folgende
Darstellung für alle x, y ∈ [−1 + δ, 1− δ]:

1

Nψ(a)
KN(x, y) =

sin(γ−(x)) cos(γ+(x))− sin(γ−(y)) cos(γ+(y))

(1− x2)
1
4 (1− y2)

1
4Nψ(a)π(x− y)

+O
(

1

N

)
,

(6.1)
wobei γ±(x) = Nα(x)± β(x) mit α(x) = π

∫ x
1
ψ(t)dt und β(x) = 1

2
arcsin(x) und

die in O
(

1
N

)
implizit auftretende Konstante nur von δ abhängt.

Mit Hilfe der Additionstheoreme zeigt man, dass

sin(γ−(x)) cos(γ+(x))− sin(γ−(y)) cos(γ+(y))

= sin(Nα(x)− β(x)) cos(Nα(x) + β(x))− sin(Nα(y)− β(y)) cos(Nα(y) + β(y))

= cos (N(α(x) + α(y))) sin (β(y)− β(x)) + cos(β(x) + β(y)) sin (N(α(x)− α(y))) ,

und damit folgt aus (6.1)

1

Nψ(a)
KN(x, y) =

cos (N(α(x) + α(y))) sin (β(y)− β(x))

(1− x2)
1
4 (1− y2)

1
4Nψ(a)π(x− y)

+
cos(β(x) + β(y)) sin (N(α(x)− α(y)))

(1− x2)
1
4 (1− y2)

1
4Nψ(a)π(x− y)

+O
(

1

N

)
=

cos (N(α(x) + α(y))) sin (β(y)− β(x))

(1− x2)
1
4 (1− y2)

1
4Nψ(a)π(x− y)

+ g(x, y)
sin
(
Nπ

∫ y
x
ψ(t)dt

)
Nψ(a)π(x− y)

+O
(

1

N

)
(6.2)

mit

g(x, y) :=
cos(β(x) + β(y))

(1− x2)
1
4 (1− y2)

1
4

.
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Es existiert ein L(δ) ∈ R mit

cos (N(α(x) + α(y))) sin (β(y)− β(x))

(1− x2)
1
4 (1− y2)

1
4ψ(a)π(x− y)

1

N
≤ L(δ)

sin(β(y)− β(x))

x− y

1

N
,

und wegen∣∣∣∣sin(β(y)− β(x))

x− y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣β(y)− β(x)

y − x

∣∣∣∣ ≤ sup

{
1

2

1√
1− s2

: s ∈ [−1 + δ, 1− δ]

}
<∞

folgt aus (6.2)

1

Nψ(a)
KN(x, y) = g(x, y)

sin
(
Nπ

∫ y
x
ψ(t)dt

)
Nψ(a)π(x− y)

+O
(

1

N

)
. (6.3)

Wegen

g(x, x) =
cos(2β(x))

(1− x2)
1
2

= 1

und

sup

{∣∣∣∣dgdy (x, y) : x, y ∈ [−1 + δ, 1− δ]

∣∣∣∣} <∞

gilt für x, y ∈ I

g(x, y) = g(x, x) + g(x, y)− g(x, x) = 1 +O (|I|) . (6.4)

Für a, x, y ∈ I erhält man weiter

Nπ

∫ y

x

ψ(t)dt = Nψ(a)(x− y) (1 +O (|I|)) . (6.5)

Für z ∈ R\{0} und ∆ ∈ R gilt unter Verwendung der Additionstheoreme zudem∣∣∣∣sin(z(1 + ∆))

z
− sin z

z

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣cos(z(1 +
∆

2
))

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

·

∣∣∣∣∣sin(z∆
2
)

z

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤|∆2 |

≤ |∆|. (6.6)

Mit (6.3), (6.4), (6.5) und (6.6) folgt

1

Nψ(a)
KN(x, y) = (1 +O (|I|)) ·

(
sin(Nψ(a)π(x− y))

Nψ(a)π(x− y)
+O (|I|)

)
+O

(
1

N

)
=

sin(Nψ(a)π(x− y))

Nψ(a)π(x− y)
+O (|I|) +O

(
1

N

)
.

Setzt man nun x = ζ̃ und y = η̃, so folgt hieraus unmittelbar die Behauptung.
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