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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit soll ein Resultat {iber die Eigenwerte zufilliger Matri-
zen beweisen. Dazu betrachten wir das Gaufsche Unitédre Ensemble (GUE), d.h.
wir betrachten die folgenden Wahrscheinlichkeitsmafe Py, auf den hermiteschen
(N x N)-Matrizen, so dass gilt:

Das Wahrscheinlichkeitsmaf Py, auf den Matrizen M € CN*N mit M* = M
und M = (m;j)1<ij<n ist dadurch bestimmt, dass die reellen Diagonalelemente,
sowie Real- und Imaginirteil der Eintrdge oberhalb der Diagonalen unabhéngig
normalverteilt sind mit

my ~ N(0,20%) fiiri =1,...,N

und
Re(mij),lm(mij) NN(O, 0'2) fir 1 <1< j < N.

Da fiir eine hermitesche Matrix M = (m;;)1<ij<n gilt

Zm”+2 Z Re(m;;)* + 2 Z Im(m;;)?,

1<i<j<N 1<i<j<N
erhalten wir als gemeinsame Dichte der Eintrage von M
APy o (M) = ey e 22" Mg (1.1)

fiir eine Normierungskonstante cy, € R und

N
dM =[] dms ] dRe(mi;) dIm(my;).

i=1 1<i<j<N

Da dM und tr(M) invariant unter unitdrer Konjugation sind, héngt dPy (M)
nur von den FEigenwerten \; < ... < Ay der Matrix M ab, und wir schreiben
dPNJ()\l, e )\N) statt dPNJ(M).

Nach [2, Theorem 5.22| erhalten wir als gemeinsame Dichte der Eigenwerte

1
dPyo(Aryo Ay) = — [ [ = Ay) He WA\ LAy (12)

Z
No 1<j
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auf {(Ar,...,Ay) € RV : A\; < Ay < ... < Ay} mit einer Normierungskonstanten
ZN,J € R.

Nach Wigners-Halbkreisgesetz in [2, (6.159)] und einem einfachen Skalierungsar-
gument gilt folgende Aussage iiber den Grenzwert N — oo der erwarteten Anzahl
Eigenwerte von M:

Fiir alle s € R gilt

1 o S
NEN’U <Anzahl der Eigenwerte von M < sV 802N) o / Y(t)dt, (1.3)

wobei ¢(t) = %\/ 1 — t2x[—1,1) und der Erwartungswert beziiglich des Wahrschein-
lichkeitsmafes Py, gebildet wird.

Wir wollen im Folgenden o in Abhéngigkeit von N so wihlen, dass (1.3) eine
moglichst einfache Gestalt hat, und zwar o = \/%Tv und damit v8c?N = 1.

Bemerkung 1.0.1. Meist wihit man fir GUE o = %, wodurch man in (1.1) die

einfache Darstellung dPy (M) = cN,Ue_”'(MZ)dM erhdlt.

Die Wahrscheinlichkeitsmafle mit verschiedenen o unterscheiden sich nur durch
Reskalierung, d.h. fir A eine messbare Menge von Matrizen und A > 0 gilt

Py o (AA) =Py o (A).

Die Wahl von o = \/%Tv bedeutet also keine Finschrinkung der Allgemeinheit und

hat den Vorteil, dass die Figenwerte auf [—1, 1] konzentriert sind, unabhingig von
N.

Wir verwenden die Notation

Py =Py 1 (1.4)
und erhalten in (1.2)
1 N
dPx(M,- . Ay) = o= TTOw =22 [ e dAr .. day
N 7
1<J k=1

mit entsprechender Normierungskonstanten Zy € R.

Bemerkung 1.0.2. Alle in dieser Arbeit auftretenden Erwartungswerte werden
beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies Py aus (1.4) gebildet.



Seia € (—1,1), Iy ein Intervall, das symmetrisch um a liegt, und fiir M € CN*V
mit M = M* bezeichnen wir mit A\(M) < ... < Ay(M) die Eigenwerte von M.
Nach dem Halbkreisgesetz von Wigner aus (1.3) gilt fiir grofse Werte von N, dass

1
N]EN [Anzahl der Eigenwerte im Intervall Iy| ~ W(t)dt,
In

wobei Ey den Erwartungswert beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafes Py aus
(1.4) bezeichnet.

Ist die Lange von (Iy) =: |Iy]| klein, so erwarten wir also ungefihr N (a)|Iy|
Eigenwerte in Iy und fiir Eigenwerte A;(M) nahe bei a erwarten wir, dass
Aj1(M) — Xj(M) von der Grofenordnung m ist. Dies motiviert folgende De-
finition:

Definition 1.0.3. Fir eine hermitesche (N x N )-Matrix M mit Eigenwerten
MM) < ... <Anv(M), s € Rund Iy C R Intervall sei

SN7a7[N(S,M)
1 Sy ). S un . .
= ot {00 - 300 £ s w0 00 € 1y},

wobei wir mit # die Anzahl der Elemente der Menge bezeichnen.

Damit ldsst sich der Hauptsatz dieser Arbeit formulieren.

Satz 1.0.4. Seia € (—1,1), I eine Familie um a symmetrischer Intervalle und
SN.ar1y wie in Definition 1.0.3. Dann gibt es ein Maff 1 auf R, so dass a) und b)
gelten.

N—oo

@)  Falls |Iy] T=2°0 und Ny (a)|Iy] =2 0o gilt

Enx [sup

seR

SN,Q,,N(S,-)—/ duH Nogo ) (1.5)

[e.9]

b)  Fir Iy =[a— \/Lﬁ,a—i- \/LN] gilt:

Ve >0 dC € R, so dass VN qgilt :

Ex {sup

seR

SN:“JN<S7 ) _/ dﬁLH < ONE_TIQ' (16)

—00

Dabei wird der Erwartungswert beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles Py aus

(1.4) gebildet.
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Bemerkung 1.0.5. Wir verwenden im Weiteren die Bezeichnung E fiir Ey.

Hauptziel dieser Arbeit ist es, obigen Satz 1.0.4 zu beweisen, wobei wir uns am
Buch Random Matrices, Frobenius Figenvalues and Monodromy von Nicholas M.
Katz und Peter Sarnak (|5]) orientieren und die Struktur des Beweises, wie er in
den ersten fiinf Kapiteln von [5| dargestellt ist, iibernehmen und die Abschétzun-
gen anpassen.

Wir werden im nédchsten Kapitel das Wahrscheinlichkeitsmafs aus (1.4) genauer
betrachten und einen Zusammenhang mit orthogonalen Polynomen herstellen.
Um die damit gewonnene Darstellung der Dichte mit der Funktion Ky, die als
Summe von orthogonalen Polynomen gegebenen ist, ausnutzen zu kénnen, wer-
den wir in Kapitel 2 aus den Eigenschaften der orthogonalen Polynome hilfreiche
Identitdten und Abschitzungen herleiten, mit denen wir spater Aussagen iiber
den Erwartungswert in Satz 1.0.4 treffen kénnen. Insbesondere ldsst sich der
Grenzwert der Dichtefunktion des Wahrscheinlichkeitsmafes aus (1.4) mit die-
ser neu gewonnenen Darstellung angeben und wir werden spéiter im Beweis des
Hauptsatzes dieses asymptotische Verhalten der Dichte ausnutzen koénnen.

In Kapitel 3 werden wir die im Hauptsatz auftretende Grobe Sy 1, (s, M) als
Verteilungsfunktion eines Mafes schreiben, so dass im Hauptsatz eine Abschit-
zung iiber die erwartete Abweichung der Verteilungfunktionen zweier Mafe zu
beweisen bleibt. Wir werden dann Lemmata iiber den Zusammenhang des zu
SN.a.1y (s, M) gehérenden Mafes mit einem verwandten, aber leichter zu behan-
delnden Hilfsmaf, dessen Vorteil ist, dass es nicht so stark von der Sortierung
der Eigenwerte abhingt, beweisen und einige spiter verwendete Abschitzungen
herleiten.

Wir benotigen Ungleichungen fiir den Erwartungswert und die Varianz des Inte-
grals beziiglich des in Kapitel 3 definierten Hilfsmakes, und werden in Kapitel 4
unter Verwendung der asymptotischen Aussage iiber die Dichte aus Kapitel 2 fiir
den Beweis wichtige Abschéitzungen erhalten.

Damit lasst sich in Kapitel 5 die Aussage des Hauptsatzes beweisen. Dabei werden
wir das Problem von R auf ein Problem an M diskreten Punkten zuriickfiihren
und eine Abschitzung fiir den dabei gemachten Fehler erhalten. Im letzten Teil
des Beweises gelangen wir damit zu einer Ungleichung, von der wir durch ge-
schickte Wahl von bis dahin zwei freien Parametern, unter anderem der Anzahl
an Stiitzstellen, auf die wir das Problem reduziert haben, die zu beweisende Ab-
schitzung erhalten.

Viele der in [5] gemachten Abschéitzungen und Umformungen kénnen so modifi-
ziert werden, dass sie auch fiir die in dieser Arbeit verwendeten Grofen gelten,



allerdings gibt es einige Unterschiede, die insbesondere in Kapitel 4 zum Tragen
kommen.

Wir wollen den Hauptsatz fiir hermitesche Matrizen, deren Eigenwerte in R lie-
gen, beweisen, wihrend der Beweis in [5] fiir mehrere Mengen von Matrizen,
ndmlich U(N), SO(2N + 1), USp(2N), SO(2N) und O_(2N + 2), gefiihrt wird.
Dabei liegen in [5] die komplexen Eigenwerte auf dem Einheitskreis und es wer-
den die Abstinde der Winkel, die in [0, 27| liegen, betrachtet. Aukerdem werden
in [5] nicht nur die Absténde zwischen zwei, zu komplexen Eigenwerten geho-
renden, Winkeln betrachtet, sondern Vektoren, deren Komponenten allgemeinere
Absténde darstellen, so dass die hier betrachteten Abstinde zwischen benachbar-
ten Eigenwerten dem Spezialfall von eindimensionalen Vektoren entsprechen. In
[5] erhélt man fiir die dort verwendete Kernfunktion Ky eine explizite Darstellung
mit trigonometrischen Funktionen, abhdngig von der Menge betrachteter Matri-
zen. Wir erhalten fiir das in dieser Arbeit verwendete Ky, das hier iiber skalierte
Hermit-Polynome definiert ist, nur einen asymptotischen Zusammenhang mit der
Funktion S27@=9) 4114 miissen aukerdem die Eigenwerte entsprechend skalieren
und nur solche in einem Intervall /5 betrachten. Dadurch erhalten wir insbeson-
dere in Kapitel 4 andere Abschéitzungen, die noch von der Grofe des Intervalls
Iy abhingen und lediglich asymptotische Abschitzungen darstellen. Mit einer
dhnlichen Wahl der freien Parameter wie in [5] am Ende des Beweises in Kapitel

5 erhalten wir schlicklich eine Konvergenzrate von O(N 1) statt O(N~5) in [5].
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2 Die Methode der Orthogonalen
Polynome

In diesem Kapitel werden wir eine Darstellung der zum Wahrscheinlichkeitsmaf
in (1.4) gehérenden Dichte mit Hilfe orthogonaler Polynome erhalten und einige
Aussagen iiber diese Darstellung beweisen, die wir spater in Kapitel 4 flir die
zentralen Abschétzungen zum Beweis des Hauptsatzes 1.0.4 verwenden werden.

Definition 2.0.1. Orthogonale Polynome

Sei
(N) (N)

N
PV (@) == 4Ma? 4 4N

N+ (2.1)

das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad j mit ’yj(»N)

/ (@)l (@)e N de = 6, (22)

> 0, so dass gilt

Bemerkung 2.0.2. Bei den Polynomen pgN) (x) aus obiger Definition handelt es
sich um reskalierte Hermite Polynome q;(x) = ;a7 + ... + ag mit a; > 0 und

[a@a@e i =5,

Definition 2.0.3. Se: pE-N) wie in Definition 2.0.1. Wir setzen

und

Ky(z,y) = ‘ PN (@)™ (y). (2.3)

Dann gilt mit |2, (5.30)] fiir die zu (1.4) gehorende Dichte

N

1

APy (A, ... Ay) = Z—NH)\—A P [e M dA .. Ax
1<j k=1

= det (Kn(M\i, Aj)i<ij<n) - (2.4)
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Damit haben wir eine Darstellung der Dichte des Wahrscheinlichkeitsmafies, be-
ziiglich dem wir Erwartungswerte betrachten, mit Hilfe orthogonaler Polynome
und der Funktion Ky erhalten, und wir werden nun niitzliche Eigenschaften der
Funktion Ky und ihrer Determinante zusammenstellen, um diese spater im Be-
weis des Hauptsatzes 1.0.4 verwenden zu kénnen.

2.1 Eigenschaften der Funktion Ky(z,y)

Wir werden im folgenden Satz und den darauf folgenden zwei Korollaren Aussagen
tiber den asymptotischen Zusammenhang der Funktion Ky (¥,y) mit %
erhalten.

Satz 2.1.1. Zu jedem 6 > 0 existiert ein C(0) > 0, so dass fir alle Intervalle
I C[-1+0,1—6] und allea €I, N €N gill
sin(7(¢ — 7))
Cier | NY(a) (¢ —n)

wobei ¢ = Ni(a)(¢ — a), n = Nuo(a)(n — a) und |I| bezeichne die Linge des
Intervalls I.

up |~ K (E7) <co(in+y). @)

Bemerkung 2.1.2. Wir werden einen Beweis dieses Satzes im Anhang (Ka-
pitel 6) skizzieren, wobei wir jedoch den entscheidenden Beweisschritt, ndamlich
die Bestimmung der Asymptotik von Hermite Polynomen, aus der Literatur zi-
tieren werden. Man kann mit Hilfe von Riemann-Hilbert Methoden zeigen, dass
fur alle bislang in der Literatur studierten unitdr invarianten Ensembles hermi-
tescher Matrizen die analoge Formulierung des obigen Satzes 2.1.1 richtig bleibt
und damit die im Hauptsatz 1.0.4 formulierten Abschdtzungen fir die Konver-
genzrate der Abstandsverteilung benachbarter Figenwerte auch fiir diese Klasse
von Ensembles richtig bleiben. Da die asymptotische Analyse der orthogonalen
Polynome und der Kernfunktion Ky nicht das Hauptanliegen dieser Arbeit sind,
verzichten wir auf die Untersuchung allgemeinerer Ensembles und beschranken
uns auf den Beweis des Hauptsatzes fir das Gaufische Unitdre Ensemble (GUE).

Korollar 2.1.3. Gilt in Satz 2.1.1, dass die Linge des Intervalls I von N abhdngt
und |I| — 0 fir N — oo, dann gilt fir alle {,n € 1

1
Nip(a)

und wegen % <1 VzeR gilt auferdem

[Kn(C,7)] <2 N(a) (2.7)

(&) Y= W (2.6)
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fur hinreichend groffes N.

Korollar 2.1.4. Ist [ = Iy mit |Iy| — 0 und N (a)|In| — oo, wie in Hauptsatz

1.0.4, dann folgt aus Satz 2.1.1

sin(7 (¢ — 1))
m(¢ —n)

1
Nip(a)

Kn(C,7) = +O(|Iy])  fiir alle {7 € Iy. (2.8)

Bisher haben wir die Funktion K betrachtet, aber in der Darstellung der Wahr-
scheinlichkeitsdichte in (2.4) verwenden wir die Determinante von K. Deshalb
werden wir im folgenden Satz einige Eigenschaften dieser Determinante zusam-
menstellen. Dazu fithren wir zunéchst folgende Notation ein.

Definition 2.1.5. Wir setzen

1 ~ ~ ~ t.
Bnm(ti, ... ty) = det (—KN(ti,t-)> wobei t; = a + —
Ny(a) ’ 1<i,j<m Ny(a)
Satz 2.1.6. Mit der Notation aus Definition 2.1.5 gilt:
1. Fur allety,...,ty € R ist
BN,m(th Ce ,tm) = BN,m(to'(l)a c. 7ta(m)) fUT alle o € Sm (29)

2. Fiir alle t1,...,ty € R st
/ BN,N(tly P ,tN) dtm+1 ce dtN == (N — m)!BNVm(tl, ce ,tm) (210)
RN—m
3. Fiirty,... ty, €1 C[—1,1] gilt
| BN (t1, .o tm)| < 2™ fir N hinreichend grofs. (2.11)

4. Fiirty, ...ty € In gilt

Busa(ti, ... tess) = det ( ) F(2)(k+2) 2520 (| Iy ).
1,j <k+2

(2.12)
Um Satz 2.1.6 beweisen zu kdnnen, benétigen wir die folgenden zwei Lemma-

ta, ndmlich die Hadamard-Ungleichung und ein Lemma zum Vergleich von zwei
Determinanten.
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Lemma 2.1.7. Hadamard-Ungleichung

Seien vy, ...,v, Vektoren in einem Hilbertraum.
Dann gilt

| det((vi,0;))i5] < ] I1oill”

Beweis der Hadamard-Ungleichung:

Falls v; = 0 fiir ein ¢ € {1,...,n}, dann ist ((v;,v;));; = 0 und die Hadamard-
Ungleichung gilt. Wir nehmen deshalb im Folgenden an, dass v; # 0 fiir alle .
Sei w; := (v; mit §; € R, so dass ||w;|| = 1.

Setze A = (aij)ij = (<Uz'>vj>>ij und
B = (by)ij = ((wi,w;))i; = ((Bivi, Bjvs))ig = (BiBjais)ij-

Dann ist
det B = Z sgn(o) H bio(i) = Z sgn(o) H BiBo i) H Qi (3)
o€S, i=1 oE€Sy i=1 i
= detA-[] 8
Wegen

et Al < T[Tl T 07/det Al < [T T il

& |det Bl < []lwil* =1

geniigt es | det B| < 1 zu zeigen.

1.Fall: w; linear abhingig.

Dann existieren ay, ..., a, € R mit ) . oyw; = 0.

Damit ist fiir alle j: > . a;(w;,w;) = O, cuw;, w;) = 0, und somit sind die
Zeilen von B linear abhéngig, und es folgt det B = 0.

2.Fall: w; linear unabhéngig.
Es gilt B = BT, und damit hat B reelle Eigenwerte. Aufierdem ist fiir o =

(g, ..., an)T #(0,...,0)

2
(a, Ba) = | > 0.

E QW;
i
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Damit ist B positiv definit und fiir die Eigenwerte Ay, ..., A\, € R gilt \; > 0 fiir
allei € {1,...,n}.

Also gilt

1
]detB|% = (H)‘Z) _—Z)\ —Spur B)
= —Z w;, w;) —EZHU%HQ:L

Es bleibt die Relation () zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel
zu zeigen.

Wegen e®~! > g fiir alle z € R gilt mit 2 = ;;:j_,\. fiir alle j:
Aj A
eXp S >\._1 = lz
Multiplizieren dieser n Gleichungen fiir j = 1,..., n liefert

exp (%Zi;\;: N n) - (%%ﬁ

=n—n=0

N

Es folgt

1 —-n
7 7
o <%Z)\i) > I
i J

Daraus folgt Behauptung (%) und damit ist die Hadamard-Ungleichung bewiesen.
O

Lemma 2.1.8. Lemma zum Vergleich von zwei Determinanten
Setn € N mitn > 27 s,t € R>07 A,B e C™™ mit A= (aij)ij, B = (sz)” und

sup |a;;| <t, sup|b;| <t und supla;; — bi;| < s.
ij irj irj

Dann qgilt:
|det A —det B| < n!-n-t" s
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Beweis:
Die Determinanten von A und B lassen sich nach Leibniz folgendermafen ent-

wickeln:
det A = Z sgn(o H j,o(3) s

oc€Sh

det B = Z sgn(o waz

oc€ESh

Fiir festes o € S, setze b; == b; 5y und a; := a;,¢;). Es gilt

3| () -0 (I

S () ()

- (1) (1) -3 (1) (11 )

J=1 \i<gj k>j J=1 \i<j—1 k>j—1
n n—1
-2 (e 1) 350 (1)
=1 \i<j k>j =0 \:i<j k>j

- v (2.13)

Dann gilt fiir alle o € S,
Hb —Hal < Z <Hb> (b; — aj) <Hak>
1<j k>j
H bi,cr(i) - H Q4,5 (3)

und mit (2.14) folgt

<n-t" s, (2.14)

[det B —det A < >

O'ESTL

<nl-n-t"ls

Y

und wir haben das Lemma zur Abschétzung der Differenz zweier Determinanten
bewiesen. O

Mit den letzten beiden Lemmata konnen wir nun Satz 2.1.6 beweisen.

Beweis von Satz 2.1.6:
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zu 1) Es gilt

KN(tl,tl) KN(tl,tQ) KN(tl,tm)

Kn(ta,t1)  Kn(ta,t2) Kyn(t2, xm)
(V(@)N)"Bym(t1, - tm) = : : ' :

Kn(tm, t1) Kn(tm,t2) .. Ky(tm,tm)

Da jede Permutation als Produkt von Transpositionen darstellbar ist, ge-
niigt es, die Aussage fiir eine Transposition (i j) zu zeigen. Dies folgt sofort
durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile und anschliefender Ver-
tauschung der i-ten mit der j-ten Spalte.

zu 2) Nach [2, (5.38)] gilt

/ det (K (ter £5))ycs e i - i = (N—m)ldet (K (t )20 o0
RN-—m - — = =

(2.15)
Mit Definition 2.1.5 gilt

/ Byn(t, .. tn)dbmy . .. dty
RN-—m

1 \" o
N (N¢(a>) /RNHL det <KN(t“ t]))]-SZ,]SN dtm"’_l tee dtN
und mit der Substitution t; = N(a)(t; — a) gilt weiter

1 \" . U
= ( (a ) /RN mdet (KN<ti’tj>)1§i,j§thm+1"'dtN

)
| 1\ -~
= ( ) < ( )) det (KN(tivtj))gz‘,jgm
= (N—m)!Bym(t1,... . tm).

zu 3) Wir wollen die Hadamard-Ungleichung aus Lemma 2.1.7 verwenden.

Sei dazu v; := . firi=1,...,m.
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Dann ist Ky(t;,t;) = (v;,v;) und |Jui||> = Kn(t;, ). Es gilt

1 n ~ ~
|BN,m(t1,. .. ,tm)| = <W) ]det KN(ti;tj)lgi,j§m|
= (ﬁ(a)) | det({vi, vj))1<ij<m]
2.1.7 1 mm
< (o)
(2.7)
< 2™,

zu 4) Fiir ein Intervall I = Iy mit |[Iy| — 0 und N¢(a)|In| — oo fiir N — oo
gilt nach Satz 2.1.6

1 _ sin(w(¢ —n))
N¢(a) N(Cﬂ] ﬂ_(c_n) +O(|IN|)7
und wegen . N
N M =2
e sin(r(C — 1))
"

folgt mit Lemma 2.1.8

sin (7 (t; — t;
BN,k+2(t1,...,tk+2) — det ( ( J)))
W(ti B tj) 1,5 <k-+2

< (k+ 2!k +2)2520(|In]).

Damit sind die vier Aussagen von Satz 2.1.6 bewiesen. m

Bemerkung 2.1.9. Wir verwenden die Notation

Wltntisg) = dot (RSN
m(t: — ) §,j <k+2

Dann gilt mit Satz 2.1.6 fir alle ty, . .. ,@ €ly

N—oo

Bngro(ty, . tipa) — Wty .. trya).
Mit
|Bnjya(ty, . .o tige)| < 282

folgt
(W (ty, .. tega)| < 2872 (2.16)
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Die folgende Bemerkung und Lemma 2.1.11 liefern niitzliche Umformungen, um
spater einfacher beziiglich dP integrieren zu kénnen.

Bemerkung 2.1.10. Fiir eine Funktion f : RY(ord) — R mit RN (ord) =
{(ty,.. ,tn)T eRYN 1, < ... <ty} gilt
/ftl,..., d]P)Ntl,..., /ftl,..., BNN(tl,...,tN)dtl...dtN

wobei t; = p(t;) = N (a)(t; — a) und A := o1 (A).
Dies gilt nach Substitutionsregel und Identitit (2.4).

Um spéter auftretende Terme der Form [-_ _~ b, ot YAPN (L, ... tx)
mit 1 < i < .0 < i < N ound f(ty,... tn) = f(teq), -, tewm)) fiir alle
o € S,, einfacher berechnen zu kénnen verwenden wir folgendes

Lemma 2.1.11. Sei 1 <i; < ... < i, < Nund f: RY = R mit f(t1,...,tm) =
f(to@ys - - to@my) fiir alle o € S,.

Dann gilt:
[t B )
01 <..<tn
N —m)!
:% [ A ) Bt bt
Beweis:
Es gilt
[l t)dPN ()
t1<..<in
= | flt,.. . tw)dPy(t, . ty)
t1<..<tn
210 / Flty, . tw) By (ty, . ty)dty . diy
<. <ty
2.9 1
=2 7 [ f ) Bt ) diy
. RN
210) (N —m)!

Ftrse o t) Bt t)dty . dty,
]Rm
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2 Die Methode der Orthogonalen Polynome




3 Kombinatorik und Malse

Um spéter den Hauptsatz 1.0.4 beweisen zu kénnen, wollen wir in diesem Ka-
pitel einige Begriffe einfiihren. Insbesondere werden wir fiir eine hermitesche
(N x N)-Matrix H das Mak oy(H) definieren, mit dem sich die im Hauptsatz
zentrale Grofe Sy, 1, darstellen ldsst, und aulerdem werden wir einige vorbe-
reitende Lemmata zusammenstellen. Die beiden fiir den spateren Beweis wichtig-
sten Aussagen befinden sich dabei in Abschnitt 3.3 und betreffen den Grenzwert
limy o E U f daN(-)]. So garantiert Lemma 3.3.1 die Existenz des Grenzwertes
unter bestimmten Voraussetzungen und Lemma 3.3.3 liefert eine zentrale Ab-
schiatzung fiir den Beweis des Hauptsatzes, wie wir sie in Kapitel 5 verwenden
werden.

Fiir die Beweise dieser Lemmata benotigen wir ein Hilfsmaf vy (¢, H), welches zu-
vor in Abschnitt 3.2 definiert wird und dessen Zusammenhang mit oy (H) eben-
falls in Abschnitt 3.2 aufgezeigt wird.

Um eine Beziehung zwischen den Mafen oxn und 7y herzuleiten, benotigen wir
die kombinatorischen Uberlegungen zu Beginn dieses Kapitels. Dort werden die
Grofken Sep und Clump definiert und eine Relation zwischen den beiden Gréfen
hergestellt. Dann lasst sich die Integration beziiglich oy mit Hilfe von Sep und die
Integration beziiglich vy mit Hilfe der Groke Clump darstellen und die Aussagen
iiber den Zusammenhang von Sep und Clump lassen sich auf die Mafe iibertragen.

3.1 Kombinatorik

Wir betrachten N der Gréfse nach geordnete reelle Zahlen und werden die zwei
Grofsen Sep und Clump definieren. Diese geben an, wie viele Paare dieser Zahlen
unter bestimmten Nebenbedingungen einen vorgegebenen Abstand s € R haben.

Definition 3.1.1. Sepy (a)(s) und Clumpy(a)(s)
Sei s € Rsg, a € N und X = (z1,...,2y5) € RY mit x; <2y <

S IN.

Sepx (a)(s) =#{1<i<N—-—a—1:24411 —x; =5}
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und

Clumpy (a)(s) == #{1 <ip < i1 < ... <lgp1 < N : @, — x; = s}

Sepy (a)(s) gibt also an, wie viele Paare der Zahlen x4, ..., zy, zwischen denen
genau a andere z; liegen, den Abstand s haben. Wir werden spéter sehen, dass
wir im Hauptsatz iiber die Abstandsverteilung benachbarter Eigenwerte Sep(0)(s)
benotigen und insbesondere das Mak oy (H) mit Hilfe von Sep(0)(s) darstellen
kénnen.

Mit X := {xy,...,2x} ist Clumpy (a)(s) die Anzahl der (a + 2)-elementigen
Teilmengen von X, fiir die die Differenz zwischen dem groften und dem kleinsten
Element genau s betragt.

Dabei ist zu beachten, dass Sep die Anordnung aller x; verwendet und wir fiir
Clump lediglich Teilmengen von X und deren gréktes und kleinstes Element be-
trachten, wodurch sich Aussagen iiber Clump einfacher beweisen lassen. Wir wer-
den dies ausnutzen, indem wir Sep(0)(s) im néchsten Abschnitt durch Clump-
Groken ausdriicken. Dabei erhalten wir die Aussagen iiber Sep(0)(s) als Spezi-
alfall einer Relation zwischen Sep(a)(s) und der Summe iiber Terme der Form
Clump(n)(s).

Bemerkung 3.1.2. Wir nehmen im Folgenden an, dass X = (z1,...,zy) € RY
mit r1 < ... < xy und verwenden die Schreibweise Sep(a)(s) statt Sepy(a)(s)
und Clump(n)(s) statt Clumpy(n)(s)

3.1.1 Zusammenhang von Clump und Sep

Das folgende Lemma liefert einen Zusammenhang der Grofen Sep und Clump
und gibt insbesondere eine Darstellung von Sep als Summe {iber Clump und
umgekehrt an.

Lemma 3.1.3. Fir a,b,n € N gelten die folgenden zwei Identititen:
1.
b
Clump (a)(s) = > ( )Sep(b)(s) (3.1)

a
b>a

Sep(a)(s) = Y (~1)"° (Z) Clump (n)(s). (3.2)

n>a
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Bewelis:

Die im Beweis betrachteten Summen haben jeweils nur endlich viele Summanden,
da fiir alle s € R gilt: Sep(n)(s) = 0 und Clump(n)(s) =0 fir n > N — 2.

zu 1) Wir stellen folgende kombinatorische Uberlegung an:

Wir betrachten das Paar (z;,z;) mit j > ¢ und x; — x; = s und bezeichnen mit
b:=j —i— 1 die Anzahl der Elemente von X, die zwischen z; und z; liegen.
Das Paar (x;, x;) liefert dann einen Beitrag zu Sep(b)(s).

Aukerdem trégt (z;,z;) nur dann zu Clump(a)(s) bei, wenn b > a. In diesem
Fall liefert es (Z) Beitrige zu Clump(a)(s), da es so viele Tupel (ig, ..., iq41) mit
Z:ZO SZI S Sia—l—l :] glbt

zu 2) Sei T' € R, dann gilt

b>0 b>0 a=0
- Y same(])
a>0 b>a a

= Z Clump(a)(s)T". (3.3)

a>0
Ersetzen von T durch 7' — 1 in (3.3) liefert
5" Sep(b)(s)7" = 3 Clump (a) (5)(T -~ 1)
b>0 a>0

und durch Umformen der rechten Seite mit dem binomischen Lehrsatz ergibt sich

Y Sep(v)(s)T? = Y Clump (a)(s) Y <Z)(—1)“”T"

b>0 a>0 n=0

=" 3" Clump (n)(s)zn: (Z)(—n"—aw

= g; (Z) Clum;zn)(S)(—l)”“T“-

Koeffizientenvergleich fiir Polynome ergibt die Behauptung. O

Bemerkung 3.1.4. Da wir spdter lediglich an der Grofse Sep(0)(s) interessiert
sind und die allgemeine Grifie Sep(a)(s) nur verwenden, um den entsprechenden
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Zusammenhang zu Clump herzustellen, ist der Fall a = 0 aus (3.2) von besonde-
rem Interesse. Fs gilt

Sep(0)(s) = > (—=1)" Clump (n)(s). (3.4)

n>0

Die zentrale Aussage von Lemma 3.1.3 ist Identitdt (3.2), nach der wir die Grofe
Sep durch Summation iiber Clump-Werte ausdriicken konnen. Betrachtet man
dabei nur die Summation bis zu einem Wert m € N, so erhélt man statt der
Gleichung eine Ungleichung.

Satz 3.1.5. Va >0, Vm>0 git

m

>y () ctwm (o))

n=a

fiir m —a wungerade
fir m—a gerade

Sep(a)(s)

IV INA

Beweis:
Sei m > a. Es gilt mit (3.2)

sep(a)(s) = S0(-1 () Chuanp ()

- %(1)“& ()t + 3 () ctump o)

Es bleibt also zu zeigen

Z (1) (Z) Clump (n)(s) >0 fur m—a wungerade ‘

< ur m — erade
n>m41 <0 fur a9

Diese Bedingung ist dquivalent zu

et 3 (1) Clunp (n)(s) 2 0,

n>m+1
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Es gilt

(—1)m-o1 (”) Clump (n

a
n>m+1

= yrmet (n> Clump (n)(s)
n>m+1 a

) Py ( ) ( )Sep<b>< )

- Seen s e ()

b>m+1 n=

Es geniigt damit zu zeigen, dass fiir alle b > m + 1 gilt

gilt

& :zl;l)’fj (i) >0, (3.5)

wobei in (3.5) die Substitution k :=n—a, j := m+1—aund [ := b—a verwendet
wurde.
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ki;(_mk_j(;i) = g(—l)k‘j(D +1
= g(—l)’“‘j (l B 1) +]§(—1)’f—j (;:11) +1
= g(—l)k‘j (l B 1> - ;4(—1)’“—]‘ (é:ll)
= ]iz::(—l)k_j (l ; 1> + k:zl:l(—l)k—jﬂ (l ; 1)
- (171 20
womit die Behauptung bewiesen ist. -

Wir haben damit in diesem Abschnitt die spéter wichtige Grofe Sep(0)(s) in
(3.4) als alternierende Reihe iiber Terme der Form Clump(n)(s) dargestellt und
in Satz 3.1.5 fiir a = 0 daraus eine Ungleichung erhalten, falls man die Summation
bei einem Wert m abbricht, wobei die Richtung der Ungleichung von der Paritat
von m abhéngt.

3.2 Die bendétigten Mafie und deren
Zusammenhang

In diesem Abschnitt werden wir das fiir Sy, 7, im Hauptsatz benétigte Mak oy
und das spéter im Beweis verwendete Hilfsmafl vy definieren und die Integra-
tion beziiglich dieser Mafe mit Hilfe der im vorangegangenen Abschnitt definier-
ten Grofen Sep und Clump ausdriicken. Die Zusammenhénge zwischen Sep und
Clump liefern dann Zusammenhénge der beiden Mafe. Als zentrale Relation zwi-
schen den Erwartungswerten der Integration beziiglich der beiden Mafe erhalten
wir Lemma 3.2.7.

Bemerkung 3.2.1. In den weiteren Ausfiihrungen dieser Arbeit sei ¥ = a—I—ﬁ(G)
und Iy Intervall wie in Satz 1.0.4 und wir setzen Ay = [—c,c] C R, so dass gilt
T€ly & xeAy.
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Bezeichne mit §, das in = konzentrierte Dirac-Mafs. Wir definieren folgende Mafe
auf R:

Definition 3.2.2. Fiir X := (z1,...,xy) mit 11 < ... < xy definiere

1
on(X) = ‘A_ Z 5($j+1—zj)

Tj,Tj41 cAn

und
X 1 )
(e, X) = > Oy
N i0<“.<ic+1
zio ’Iic+1 €AN

Definition 3.2.3.
Definiere die Funktion sort : RN — RY durch

sort(ar, . ..,an) = (o), - - - Go(N))
fir ein o in Sy, so dass gilt ag1y < ... < gy
Fiir A C RY sei A(ord) := sort(A).

Definition 3.2.4. Sei H € CVN*N hermitesche Matriz mit Eigenwerten ty, ... tx

und wie bisher skalierten Figenwerten tq, ..., ty.
Definiere
on(H) :=on(sort(ty,...,tn))
und
(e, H) = yn(c, sort(ty, ... txn)).
Bemerkung 3.2.5. Fir eine Matric H mit Eigenwerten a, o ,tA]; und t; =

N4 (a)(t; — a) gilt

s 1 .
/ doy(H) = m#{] ity —t <sundt; € An}
—00 N
- L T < wndE e Iy}
T NIy I T = Ny T T

Damit ist die Verteilungsfunktion des Mafes on(H) an einer Stelle s genau die
Grife Snary (s, H) und wir werden diese Identitit im Beweis des Hauptsatzes
verwenden.
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Obwohl der Hauptsatz 1.0.4 mit Bemerkung 3.2.5 nur iiber das Mak oy eine
Aussage macht, bendtigen wir zusétzlich das Maf vy. So werden wir im néchsten
Kapitel wichtige Abschitzungen zum Beweis des Hauptsatzes erhalten und diese
werden Aussagen {iber die Integration beziiglich des Mafes vy sein. Auferdem
werden wir den Zusammenhang zwischen vy und oy, den wir in diesem Kapitel
herstellen, spiter zum Beweis des Hauptsatzes verwenden.

Wir wollen nun die Integration beziiglich der Make on(H) und vy (H) mit den
Grofsen Sep und Clump darstellen.

Dazu seien 14, ..., ¢y die skalierten Eigenwerte der Matrix H, die im Intervall Ay
liegen und sei Y := sort(t1,...,t5).
Dann gilt fiir jede Funktion f: R — R:

/ f dow(H) = |A—1N| S £(5)5epy (0)(s)

und

/ f dyw(e, H) = ﬁ S £(s)Clumpy (c)(s).

Die beiden Summen haben nur endlich viele Summanden, da Sep(0)(s) und
Clump(n)(s) jeweils nur fiir endlich viele Werte von s ungleich Null sind.

Damit lasst sich fiir die Integration beziiglich der Mafe ein dhnlicher Zusammen-
hang wie in Lemma 3.1.3 herstellen:

[ ot - ﬁzf@wep(oxs)

&4 ﬁ S 7(s) S (=1)"Clump (n) (s)

- Z(—U"’A—lN’ D f(s)Clump(n)(s)

n>0 seR

= ¢ [ fanin )

n>0

Daraus ergibt sich folgendes Lemma, wobei die Ungleichungen mit Satz 3.1.5
folgen:

Lemma 3.2.6. Fir f : R — R gilt

[ (i =Y (-1" [ o),

n>0
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und fir f >0, m >0 gilt

“ n < [ fdon(H) fiir m ungerade
Z<_1) /fdyN(n,H) > ffdaZ(H) fiir m gerade

n=0

Integration liefert dann die Hauptaussage dieses Abschnitts.

Lemma 3.2.7. Fir f : R — R gilt

E </fdaN(~)> => (-1)'E (/fdw(n, ->) ,

n>0

und fir f >0, m >0 gilt

S n <E(| fdon(:)) fir m ungerade
;(_D E (/fd%v(n, )) >E Effddjv(')g fiir m geﬁade

Somit haben wir im vorangegangenen Lemma 3.2.7 eine Darstellung des Erwar-
tungswertes des Integrals beziiglich on(H) als unendliche alternierende Reihe
tiber die Erwartungswerte des Integrals beziiglich des Hilfsmafes vy (k, H) erhal-
ten. Es gilt statt der Gleichung eine Ungleichung, falls man die Summation in der
Reihe abbrechen ldsst. Die Richtung der Ungleichung kehrt sich bei Hinzunahme
des nédchsten Terms der Reihe jeweils um.

3.3 Der Grenzwert limy_.. E | [ fdon(-)]

Fiir den spéteren Beweis des Hauptsatzes ist es notig, das Verhalten von
E[[ fdoy(-)] fir N — oo zu betrachten.

Das folgende Lemma gibt zwei hinreichende Bedingungen zur Existenz von
limy_o E U f daN(-)] an. Im Falle der Existenz wird eine Darstellung sowie eine
obere und untere Schranke des Grenzwertes bewiesen.

Lemma 3.3.1. Wir setzen voraus, dass fiir alle ¢ > 0 und alle borelmessbaren,
beschrinkten Funktionen f : R — R mit kompaktem Triger und f > 0 die
Aussagen 1) und 2) gelten.
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1.
3 Jim E [ [ e -)] — B(f,c)
2.
ZE(f, k) konvergiert.
k>0
Dann gilt:

FEs gibt ein Maf p(univ), so dass fir alle borelmessbaren, beschrinkten Funktionen
f R — R mit kompaktem Trager und f > 0 gilt

Jim E [ / deN(-)] — [ £ dutuniv)

und p(univ) ist gegeben durch

[ #dutuniv) =3 (-1 B

k>0
und
>, . m ungerade
/fd,u(umv) < ;( DE(f, k) furm gerade

Beweis: Fiir m > 0 und m ungerade gilt nach Lemma 3.2.7 die Ungleichungs-
kette

ké(—mklﬁz [ rante)| <[ [ ram0) S§<—1>kE [ i)

Wir bilden nun den Limes inferior und Limes superior iiber N. Mit Vorausset-
zung 1) folgt dann
> (“D'E(f,k) < liminfE [ / fdaN<->]

k=0

< limjsupE {/fdaN(-)}
m+1

< D (DFE(fR).

k=0
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Wir betrachten den Grenzwert fiir m — oo. Nach Voraussetzung 2) konvergieren
die beiden Summen gegen den gleichen Grenzwert und es ist

lim inf E [/fdaN(-)] = limsup B [/fdcw(-)] :

also existiert limy_o E [ [ fdoy(-)] und es gilt

i E(f k) < lim E[/fdaN } < ( DEE(f, k) (3.6)

N—oo
=0

und
dm | [ £dr()| = 0BG 5.7)
k>0
Nach [4, Seite 120] gibt es ein Maf p(univ), so dass gilt

]\P_I,réoE[/deN } /fd,uumv

Bemerkung 3.3.2. Aus den im ndchsten Kapitel bewiesenen Ungleichungen
(4.1) und (4.2) folgen sofort die in diesem Lemma angegebenen hinreichenden
Bedingungen zur Eristenz des Grenzwertes limpy_ o E [f fdaN(-)].

]

Existiert der Grenzwert limy_.o E [ [ fdon(-)] = [ f dp(univ) mit Lemma 3.3.1,
so ldsst sich eine obere Schranke fiir seine Abweichung zu [ f doy(H) herleiten.
Diese wird im folgenden Lemma bewiesen und bildet die Hauptaussage dieses
Kapitels und eine wichtige Abschitzung zum Beweis des Hauptsatzes.

Lemma 3.3.3. Sei L > 0, f : R — R eine borelmessbare, beschrinkte Funktion
mit kompaktem Trager und f > 0.

Dann, gilt:
ZEN R
< ]; (f, k) — /fdyNkH)’%—E(fL)nLE(fL%— 1)
< i E [/fdw(k,-)] —/fva(k,H)'

e
=l

+ E{/fdw(k,-)}—E(f,k)‘+E(f,L)+E(f,L+1)

iy
o
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Beweis:
Die zweite Ungleichung folgt aus der ersten durch Verwendung der Dreiecksun-
gleichung.

Zum Beweis der ersten Ungleichung sei m > 0 gerade.

1. Fall: [ fdu(univ) — [ fdoy(H) >0
Nach Identitét (3.6) und Lemma 3.2.6 gelten die folgenden zwei Abschétzungen:

und

Damit gilt

< S DE(R) = (1" [t i)
= D (-DFE(f. k) - - (—1)’“/fva(k,H)‘

E(f.k) —/fdw(k, H)‘. (3.8)

IA
&
s

{é
+

[

Fir L = m gilt dann

‘ [ #antiv) - deN(H)‘

h
—

IA

E(f, L)+

B0 - [ fdw(/f,H)’

i

0

L
< B(f,L)+E(f,L+1)+
| o

B( ) - | fdw(kr,H)‘.
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Ungleichung (3.8) gilt auch fiir m + 2 und damit folgt fiir L =m + 1

’ / F dp(univ) — / fdaN(H)’

m—+1
<  E(fm+2)+) |E —/fdyN(k:,H)‘
k=0

L

T B L+ Y

B(f0) ~ [ F (i H)‘

L

< E(f,L+1)+E(f L)+ Z

k=

(f.F) - /fdwm]

2. Fall: [ fdon(H) — [ fdp(univ) >0
Der Beweis erfolgt analog mit Verwendung von

[ ot < ij " [ farin )

und

[ #autuniv) = Y- (),

Dann gilt analog zu (3.8)

0 < [ rdost) [ fduuniv)

< B 1)+ Y| BR) - /fdwkH)]

k=

Mit L = m und L = m — 1 folgt die Aussage analog zu Fall 1. O]

Bemerkung 3.3.4. Wir bezeichnen in den folgenden Kapiteln das universelle
Maf$ p(univ) aus Lemma 3.3.1 mit p.
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4 Zentrale Abschatzungen zum
Beweis des Hauptsatzes

In diesem Kapitel wollen wir die folgenden drei Ungleichungen (4.1) bis (4.3)
beweisen.

Sei f := X[,o die charakteristische Funktion auf [0, ] fiir ein a > 0 und sei
k € N. Dann gilt:

‘]E {/fdyN(k,M)” < z(za)kﬂﬁ (4.1)
e s gibt eine reelle Zahl E(f, k) so dass gilt
| [ rawan) - Bk
<27 i N ﬁ:; 22 4 (ko 2)1(k + 2)2k+2(9(|IN|)ak+1m (4.2)

Var ([ fawiean) < e (o)) 1)

Also wollen wir obere Schranken fiir Varianz und Erwartungswert des Integrals
beziiglich des Hilfsmafes vy (k, M) beweisen sowie die Konvergenz und eine Kon-
vergenzrate des Erwartungswertes von [ fdyn(k, M) fiir N — oo herleiten. Um
Aussagen iiber den Erwartungswert und die Varianz beziiglich des Wahrschein-
lichkeitsmafes aus (1.4) machen zu konnen, benétigen wir die Darstellung der
Dichte mit Hilfe der Funktion Ky aus (2.4) und die Eigenschaften dieser Funk-
tion aus Abschnitt 2.1. Wir beginnen mit einer hilfreichen Darstellung des Er-
wartungswertes £ [ [ fdyn(k, M )} im néchsten Abschnitt 4.1 und werden in den
darauf folgenden Abschnitten jeweils eine der Ungleichungen (4.1),(4.2) und (4.3)
beweisen.
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4.1 Darstellung des Erwartungswertes

£ [ffd’YN(k?M)}

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Identitét fir E [ [ f dyn(k, M)] herleiten,
mit der sich die Schranke aus (4.1) beweisen l4sst und die ebenfalls beim Beweis
von (4.2) niitzlich sein wird.

Mit der Definition des Mafes yy(k, M) aus 3.2.2 und fiir ¢y,...,ty wie bisher
skalierte Eigenwerte der Matrix M gilt:

[ ratian
= L Z f < max tj - min tj) XAy (tio) - XAy (tik+1)

A i€ {io,....i i€ {io,...,i
| N| |<io<o<ins1<N J€{i0syikt1} J€{i0syikt1}

1
== — Z F(t’i07"'7tik+1)7

|AN| 1<ip<...<ip 1 <N

wobei wir hier und im weiteren Kapitel 4 die Notation

F(tiov o 7tik+1) = f ( max tj . mm tj) XAn (ti0> -+ XAn (tikJrl)
JE{i0ssikt1} JE€{305- ik 41}
= max t;— min  t; t;— o t;\/
/ (jG{io ..... ikt1) ! J€{i0sin+1} J) XIN( O) XIN( IH_I)
verwenden. Dann ist F'(t;,,...,ti,,,) = F(to(io), - - -+ to(ip,,)) fiir alle o € Sj1 und

wir konnen zur Berechnung des Erwartungswertes Lemma 2.1.11 verwenden.

Es gilt
l fdyn(k M)}
—1 ~ —_—
- >, [ Pty oty )dP(E, )
1<ig<...<ip <N VIS EN
SR (N — (k+2))
B |An] |
|An| I<io< <N N!
/ F(ty, ... tks2) Bngso(te, ..o tero)dty ... dtgio. (4.4)
k+2
Die Summanden in (4.4) hangen nicht mehr von der Wahl der Indizes i, . .., 511

ab und es gibt ( Maoglichkeiten, diese (k+2) Indizes aus N moglichen Ind1zes

i)
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auszuwihlen. damit hat die Summe (k%) Summanden. Also erhalten wir als

Ergebnis dieses Abschnittes fiir den betrachteten Erwartungswert:

B { [ M)}
1 (N—(k+2))!< N

) / F(ti, ..., tgy2) Bnpro(ts, - - thgo)dts .. dtgio
RE+2

x| N ka2
=
1
= m/w? F(ty, ... trpo) Bypgo(te, ... teyo)dly .. dlgio (4.5)
’ N

4.2 Abschatzung des Erwartungswertes

& [ffd7N<k7M)}

Wir beweisen in diesem Abschnitt Ungleichung (4.1) und geben damit eine obere
Schranke fiir den Erwartungswert E U fdyn(k, M)] an.

Es ist zu zeigen
1

E { / fd%v(kaM)] <2020 g

Wir verwenden die Darstellung des Erwartungswertes aus (4.5) und die Unglei-
chung |By ia(ty, - - trre)| < 2F72 aus (2.11) und erhalten folgende Abschitzung:

e[ o]

2k+2 1
= tj — in  t; ) dt;...dt
- |AN| (k‘ + 2)! /Aljc\,+2 f <j€{{?ﬁ‘;§+2} J je{f}%Jﬂ} ]) 1 k+2
k+2
= A4 fthgo — t)dty ... dtyio
|An] J 452 ora)
k+2
= _|A |V01(—C§t1§...§tk+2§c; tk+2—t1§a)
N
k+2
N
k+2
< Vol(0 <ty < |An|; t <to <. <tigos o — 1 < ).

| An|



34 4 Zentrale Abschitzungen zum Beweis des Hauptsatzes

Mit yo :=t; und y; :=t;.1 —t; firi =2,..., k+ 1 gilt weiter

2k+2

— —\AN\VOI(AN X {1y Uks1) 1 0<y < oo < s < a})

= 2(2a)k+1m.

Damit ist Ungleichung (4.1) bewiesen.

4.3 Konvergenz des Erwartungswertes
E|[ fdyv(k, M)

In (4.2) ist die Existenz des Grenzwertes von E [ [ f dyy(k, M)] fiir N — oo und
eine Konvergenzrate zu beweisen. In diesem Abschnitt werden wir den Grenzwert
E(f, k) explizit angeben und dann die Giiltigkeit der geforderte Schranke aus
(4.2) zeigen.

4.3.1 Weitere Darstellung des Erwartungswertes
E [ fdyn(k, M)]

Wir wollen die in (4.5) erhaltene Darstellung weiter umformen und unter Ver-
wendung der asymptotischen Aussage iiber det KN(tNZ-,th) aus Satz 2.1.1 den Er-
wartungswert als Summe von zwei Integralen darstellen, wovon eines das Integral
einer Hilfsfunktion ¢(s) in einer Verdnderlichen ist.

Fiir den Erwartungswert gilt mit (4.5) und (2.12)

E [ / fdmk,M)]

1
- MAI;V+2 F<t17"'7tk+2)W(t1,...,tk+2)dt1... dtk+2
1
o F(ty, ...t k4 2k + 2)2820(|Ix])dt, . . . dt
+ ’AN’(]C—FQ)'/I;I;V-M <1’ ’k+2)( + )( + ) (’ N’) 1 k+2

Wir betrachten den ersten Summanden:

1
m /AI;V+2 F(tla . ,tk+2)W(t1, c. ,tk+2)dt1 .. dtk+2

1
= A F(ty, . tig2) Wty oo teg2)dts o diggs (4.6)
| AN ARF2 (ord)
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Fir Ay = [—¢,c]und —c <1 < ... tpyo < cgilt
F(tla"'7tk+2) :F(_CatQ_tl_Cw"atk-i-Z_tl_C)

und
Wits, ... thso) = W(—c,ty — 1 — ¢, liys — £ — )

Mit der Substitution
tlzs, Zi:ti+1_t1_c, 221,,k+1 (47)

lisst sich (4.6) weiter umformen zu

1
|AN| . (/[ . )F(—c, 21y 2pi)Wi(=c, 21,...,zk+1)d21...dzk+1) ds.
¢, —c,—S ord
=g(s)
1
=T g(s)ds
‘AN‘ [—e,]

Dann erhalten wir die folgende Darstellung des Erwartungswertes:

| [ a0 - T L, 90

1
— F(ty,....t k4 2k + 2)2820(|Ix|)dty . . . dtgo.
+ !AN’(k+2)!/,4§V+2 (t1, - tig2) (B 4+ 2)1(k +2) (|In])dt, bio

(4.8)
4.3.2 Die Funktion g(s)
Wir betrachten aus (4.8) die Funktion
g(s) = / F(=c,z1, ... zk1)W(=c, 21, ooy 2p1)d2y - o dzgs
[—¢,—s]k+1(ord)

Bemerkung 4.3.1.
Fiir (z1,...,2p41) € [—¢, —s]**(ord) ist F(—c,z1,...,2141) = 0, falls zp41 +c >

a, also zpy1 > o —c.

Da wir spéter ein Integral iiber g(s) abzuschétzen haben, leiten wir eine obere
Schranke fiir |g(s)| her.
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Schranke fiir |g(s)|

Es gilt
lg(s)| ‘/ —C, 215y k) W=, 21,00y 2pa1)dzy - o dzgs
c,— sk+1(ord
/ ( CyZ1y vy Zk+1)W(_C7 Zlyeeny Zk+1)’d21 coodzp
[—c,—s]kt1(ord)
Bem. 4.3.1
= / 1F oW (=, 21, s 2pan)ldzn - i
[—c,min(—s,a—c)]k+1(ord)
< / W(=c,21,..., 2p41)|d21 . .. d2pss
c,a— ck"'l(ord
< 77 a0 108
— a (k)—i— 1) H HS p
(226) oF 1 1 k42
- (k+1)!
Also gilt
1 2k+2 ;
< ir s € |—c, c|. 4.9
(9] €0t Gy firse e (4.9)

4.3.3 Der Grenzwert von E[[ fdyy(k, M)]

Wir geben nun eine explizite Darstellung des Wertes E(f, k) an und werden im
néchsten Abschnitt sehen, dass dadurch der Grenzwert von E[[ f dyn(k, M)] fiir
N — oo gegeben ist.

Definition 4.3.2.

E(f» k) = / F(_Ca Rly e 7Zk+1)W(_Ca Rly e 7Zk+1)d21 coodzp
[—c,—ct+alkt1(ord)

Bemerkung 4.3.3. Wir haben in Lemma 3.3.1 bereits den Grenzwert von
E[[ fdyn(k,M)] mit E(f, k) bezeichnet, verwenden im folgenden E(f, k) aber
wie in Definition 4.3.2 angegeben und zeigen mit dem Beweis von (4.2), dass die
beiden Definitionen tbereinstimmen.

Bemerkung 4.3.4. Aus der Definition von E(f, k) und der Abschitzung von W
aus (2.16) folgt sofort

E(f.k)] < !

1
<k+ ol I E Lupl [ W [y < @FF e 252,

(k+1)!
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4.3.4 Konvergenzrate

Wir berechnen nun eine Schranke fiir |E(f,k) — E [[ f dyy(k, M)]| und zeigen
damit, dass E [ [ f dyn(k, M)] gegen E(f, k) konvergiert fiir N — oo:

Mit (4.8) und Verwendung der Dreiecksungleichung gilt:

E(f,k)—E{/fd’yN(k,M)H
1
< E(fak’)—m [—c,c}g(S)dS
|An|(k + 2)! Ak Lyooos Uk42 - N 1... dtris].

Wir betrachten das im zweiten Summanden auftretende Integral:

1
|An|(k + 2)!
1
|AN| A2 (ord)
mit der Substitution aus Abschnitt 4.3.1 gilt weiter

1
— !AN!/[ ]/[ o) |F(—c,21,. .., 2541)|d 21 . .. d2psrds
—cC,C —C,—S' or

/k 2F(t1,...,tk+2)dt1... dtg.o
AkF

\F(t1, .. tige)|dts .. dipgs

1
< m/{ ]/ ( e+ o) |F(_C7 217---,Zk+1)|d2’1-~ dzpi1ds
—c,C —c,min(—s,—c+a)|**1(or
1
S m/ / - |F(—C,Zl,...,Zk+12|d21... de-JrldS
[—cyc] I [—e,—cta)] (ord) ;rl
1
< k+1 .
= Y Gkt
Damit gilt

]E(f, k) —E { / fdw(lc,M)H < ‘E(f, b= /H g(s)ds

1
(k+ 1)
(4.10)

+ (k+ 2Kk +2)2520(| Iy | )T

Wir betrachten nun den Term ‘E(f, k) — ﬁ f[_c g g(s)ds‘ aus (4.10).
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Da |An| = N¢(a)|Iy| — oo fiir N — oo ist a < [Ay| =2¢,dh. —c<c—a <c¢
fiir N hinreichend grofs.
Dann gilt:

1

1
g(s)ds = / g(s)ds + — g(s)ds (4.11)
‘AN‘ [—c,c] ’AN’ c,e— a] ’AN’ [c—a,c]

Wir betrachten den ersten Summanden aus (4.11):

Fiir s € [—c,c — a] ist min(—s,a — ¢) = a — ¢ und mit der Uberlegung aus
Bemerkung 4.3.1 gilt fiir s € [—¢,c — o], dass g(s) = E(f, k) und da g(s) damit
nicht von s abhéngt, gilt

1 1
[ /[_C’C_a} g(s)ds = mﬂANI —)E(f,k) = (1 — m) E(f,k) (4.12)

Damit ergibt sich

1
fk g(s)ds
E(f.k) — nl ) (s)
(4.11) 1 1
= f. k ds — —— g(s)ds
( ) |AN| [—c,c—al] ( ) |AN| [c—a,c] ( )
(4.12) Qo 1
= 1—(1———) | E(f k g(s)ds
< < |AN|)) ( ) |AN| [e—ayc] ()

Bem4.3.4 o
< kE+2  k+1 + ‘ / S dS
= A CESRAIF A
ak+2 1 1
< ok+2 + o  sup S
|AN| (k + 1)' |AN| s€lc—a,c] g( )
(4<9) a1 + 1 oF 2 1 ok-+2
- |An| (k+ 1) |An] (k+1)!
_ 5 1 ak+2 Fio
(k+1)!|An|

Eingesetzt in (4.10) erhalten wir als Ergebnis dieses Abschnittes

e

(k4 21K + 2)2820(| Iy | o

1
(k+1)

und haben damit die Giiltigkeit von (4.2) gezeigt.
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4.4 Varianz von [ fdyn(k, M)

Wir wollen in diesem Abschnitt die Ungleichung (4.3) fiir die Varianz des Integrals
[ fdyn(k, M) beweisen und werden dafiir zunéchst eine geeignete Darstellung
der Varianz als Summe zweier Terme herleiten, welche wir im Zwischenergebnis
in Abschnitt 4.4.3 festhalten, und dann die beiden Summanden in Abschnitt 4.4.4
und 4.4.5 getrennt abschéitzen.

4.4.1 Berechnung von (ffd’yN(k,M))z

Da fiir eine Zufallsvariable X gilt Var(X) = E[X?] — E[X]?, leiten wir eine geeig-
nete Darstellung von X2, also in unserem Fall von ([ f dyn(k, M))Q, her. Dabei

bezeichnen wir mit 1, .. ., ty die Eigenwerte von M und skalieren diese wie bisher
zu t; = Ny(a)(t; — a).

[ e )

1 , - _
Y eI ity Xoe ) i)
N 1<io <. i1 NNV k+15  JE€E0y- lii-1 P

:F(tio ..... tik+l)

= A— Z F(ti07"'7tik+l)

1<ip<...<ip41<N
ist

( [ ram M>)2

1
- A7 > Fltigs - tip,,) > F(tip, - tj,,)-

1<in<...<ipy1 <N 1<50<...<jpy1 <N

Wir verwenden folgende verkiirzende Schreibweise:

Fir

TC {1,...,N}, T:{io,...7’ik+1} sei F(T) = F(tio7~'-7tik+1)-
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Dann ist

([romean) = Lo ¥ r X ris)

T={ig,.-, 7’k+1} S={jg,--» 3k+1}
c{1,...,N} c{1,...,N}
1

S,TC{1,...,N};
Card(T)=Card(S)=k+2

Um spéter die Summanden fiir disjunkte S und 7" gesondert zu betrachten, ver-
wenden wir folgende Darstellung fiir die Summe in (4.13)

2k+4

> Z > F(T)E(S),

I=k+2 CC{1,..., ; T, mitC=SUT
Card(C) l Card(S)=Card(T)=k+2

le

wobei der letzte Summand der duferen Summe (I = 2k + 4) genau den Féllen
disjunkter S und 7" entspricht.

Nach Abspalten dieses letzten Summanden gilt also

E ( / fva(k,M))2]

2k+3
= E ’A E > Z > F(T)F(S) (4.14)
N l=k+2 CCA{1,..., ; T,8 mitC=SUT
Card(C’) Card(S)=Card(T)=k+2

+ E ﬁ > > F(T)F(9)] . (4.15)

cc{1,...,N}

Card(C)=2k+4 S, T mitC=SUT

Card(S)=Card(T)=k+2

Wir werden in den folgenden Abschnitten die beiden Summanden aus (4.14) und
(4.15) getrennt betrachten, beginnend mit dem zweiten Summanden.
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4.4.2 Betrachtung des Summanden fiir S uT

Es gilt

E ﬁ > > F(T)F(S)

cc{1,...,N}

Cord(OY—ohta ST mitC=S0T

Card(S)=Card(T)=k+2

_ ﬁ Y E S FMF®)|. (416

cc{1,..., N}

Card () =2h14 S, T mitC=SUT

Card(S)=Card(T)=k+2

Fir C ={1,...,2k + 4} sei

H(ty, ... topss) = > F(T)F(S). (4.17)
S, T mit{l,...,2k+4}=SUT

Card(S)=Card(T)=k+2

Dann gilt mit Vertauschung der Summanden in (4.17) fiir alle o € Sy 4

H(ty, ... togya) = H(toq), - - - to(arta))-

Da eine entsprechende Permutationsinvarianz fiir alle Mengen C' gilt, kénnen wir
fiir jeden Summanden der C-Summation aus (4.16) Lemma 2.1.11 anwenden und
erhalten

E > F(T)F(S)

S, T mitC=SUT
Card(S)=Card(T)=k+2

N — (2k + 4))!
S ]

S, T mitC=SUT
Card(S)=Card(T)=k+2

X / F(ti, ... thro) F(trss, - - tokra) Brokga(ts, - . - togra)dty ... dbogia.
R2k+4

Damit héngen die Summanden der Doppelsumme in (4.16) nicht von der Wahl
der Mengen C', S und T ab. Die Anzahl der Summanden der Doppelsumme ist

(21514) (2:;4), denn es gibt (21?—[%4) Teilmengen von {1,..., N} der Kardinalitit
2k-+4

2k + 4. Fiir jede dieser Mengen gibt es (k+2) Aufteilungen in zwei disjunkte
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Teilmengen jeweils der Groke k+2. Fiir die Binomialkoeffizienten und Fakultéiten

gilt
) w0 - ()

und wir erhalten aus (4.16)

E @ 3 > FMFS)

cc{1,..., N} o
Card(C)=2k+4 S, T; mitC=SuUT

Card(S)=Card(T)=k+2
1 1\
AN]2 \(k+2)!

X /k F(ti, ... tgy2) F(tees, - topra) Byopsa(te, - - o topga)dty .. dlogya
R2k+4

- \Ai\? (<k+12>!>2 N

X / F(ty, .. tera)Ftrrs, o tapra) det Kn(fi, t))1<i j<obsadty . topra.
R2Ic+4

(4.18)

Um das erhaltene Integral weiter umformen zu kénnen, bendtigen wir eine andere
Darstellung der Funktion det KN (tz, tj)1§i7j§2k+4-

Bemerkung 4.4.1. Entwickelt man det KN(%;, 75;)1973-9“4 nach Leibniz als eine
Summe tber Permutationen, ldsst sich diese aufteilen in zwei Teilsummen tber
die Permutationen, die die Mengen {1,... k+2} und {k+3,...,2k+4} jeweils
in sich selbst tberfithren, und solche ohne diese Figenschaft.

Es gilt

det Ky (L, t;)1<i j<2k14

= Y son) [] Kl i)

PESak+4a

_ 3 sgn() [ [ K (E foo)

PESo k44
({1, k21)={1,... k+2}

+ Z sgn(@)HKN(%;,%)

PESok 14
O({1,.e k+21)#{ 1, 42}

N J/
-~

:ZD(2k+4,N)(t1 ..... t2k+4)
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+

k+2 2k+4
Z Z 59”(90)5977/@)1_[}(1\/(5,%) H KN(E,?Z;(?))
Ty VE Sk =1 ikt
D(2k + 4, N)(t1, . . . , togss)
2k+4 k42
o sgn(e) [ Extiten) | | D) son) [] KnEiten)
pPermutation i=k+3 PYESk 42 i=1

auf{k+3,..., 2k+4}

D(2k + 4, N)(t1, .. ., togsa)

det Ky (t;, 5)19494—2 -det Ky (t;, i;)k+3§i,j§2k+4
D(2k 44, N)(t1, ..., tasa).

Damit haben wir eine Darstellung von det KN(E;, i;)z‘7j§2k+4 erhalten, bei der ein
Summand das Produkt der beiden Teildeterminanten tiber die ersten und die letz-
ten (k +2) Variablen ist.

Mit Bemerkung 4.4.1 ergibt sich fiir (4.18)

1 1 2
’ANP <<k + 2)') /]R2k+4 F<t17 Y ’tk+2>F(tk+37 U ’t2k+4>

X det KN(E', 75~j)i,j§k+2KN(E, g)k+3§i,j§2k+4da . .thZfL;
1 1 2
+ F(ty, ... tpo)F(tess, ...t
’ANP ((k—|—2)!) /R%H ( 1 k:+2) (k+3 2k+4)
X D(2k 44, N)(t1, ..., toera)dly .. Topra

1 o B . 2
(m /Rk+2 F(tl, Ce ,tk+2) det KN(tZ', tj)i,jngertl c. dtk+2)

1 1 2
* |AN|2 <(k7 + 2)') /RQIC-HL F(th T ’tk+2)F(tk+37 cee ;t2k+4>

X D2k +4,N)(t1,... topsa)dty ... dlopss

E { / fdw(k:,M)r

1 1 2
_+!ANP<%+QN)LA%MFu““““””m“”““J%“>

X D(2k 44, N)(t1, ... topra)dls . .. dbzpss. (4.19)

Die letzte Gleichung gilt mit der Darstellung des Erwartungswertes aus (4.5).
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4.4.3 Zwischenergebnis fiir die Varianz

Wir haben bisher E [( [ f dyw(k, M))z} in (4.15) als Summe iiber Mengen C, S

und 7" dargestellt und beim Summanden fiir S U T haben wir in Abschnitt 4.4.2
E[[ fdyn(k,M)] ? als Summanden abspalten kénnen. Insgesamt erhalten wir mit
den letzten beiden Abschnitten als Zwischenergebnis fiir die Varianz

(4.15)

(4.19)

ar ( [ M))

_(/fva(k,M))z “E [/fdw(ks,M)r

2k+3
‘2 2 Z > FT)EE)
N I=k+2 CC{1,..., ; T,8 mitC=SUT
Oard(C) " Card(S)=Card(T)=k+2

ﬁ 3 S FMF®S)

CC{1,...,N};
Card(C)=2k+4

/ fdw(ic,M)r

S,T; mitC=SUT
Card(S)=Card(T)=k+2

2k+3
F=D VDS SR C LT
N l=k+2 CCA{1,..., ; T,S mitC=SUT

Card(C) z Card(S)=Card(T)=k+2

1 1 2
Fty, ... tpao)F(tpes. ... .1
’ANP ((k+2)|) /R%+4 ( 1 ) k:+2) (k+3> ) 2k+4)

D(2k 44, N)(t1, ... topsra)dly . . dbzpes (4.20)

Wir haben also Var ( [ fdyn(k, M )) in zwei Summanden zerlegt. Um die geforder-
te obere Schranke fiir die Varianz zu erhalten schitzen wir die beiden Summanden
aus (4.20) getrennt ab.
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4.4.4 Abschatzung des ersten Summanden des
Zwischenergebnisses aus (4.20)

Es gilt
2k+3
S YD DD e
l=k+2 CCA{1,..., H T,S mitC=SUT
Card(C) ! Card(S)=Card(T)=k+2
2k+3 1
= —E[F(T)F(S 4.21
|AN|Z;2 CC{LZ., ; T,Sm;C—SuT |AN| [ ( ) ( )] ( )

Card(C)=l Card(S)=Card(T)=k+2

Fiir festes [ € {k+2,...,2k+3},C C{1,..., N} mit Card(C) =l und C = SUT
mit Card(S) = Card(T) = k+2ist SNT # 0. Sei O.B.d.A SNT = {iy,...,ixs2},
so dass gilt

F(T)F(S) = F(tila'--7tira---;tik+2)F(tiM---7tik+27---;til)

Wir setzen

1 fallsmaxjey, ;t;, —minje;  t;, <2«
Gty ta) = {O sonst ] ’ : J

Dann folgt aus

F(tila'--7tiT7"';tik+2)F(tiM~-7tik+27 til)zl,
dass G(t;,,...,t;,) =1, denn
F(tiu---7tim---7tik+2)F(tir7---7tik+27-~~7til):1
= max |t; —t,|<aund max |t —t,]<a
jde{l,...k+2} 7 jdefr,..ly 7

| < max |t;, —t
je{l,....k+2} 7 je{r,..,l}

= G(til,...,til) =1

= max |t —t;
]7

also gilt, da F' und G jeweils nur die Werte 0 und 1 annehmen koénnen,

F(ti17"'7tir7"'7tik+2>

Ft; ...t

DRI

1) < Gltiy, .. 1)
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Dann gilt mit Lemma 2.1.11 fiir jede Wahl von S und T

1
T EF(T)F(S)]
|AN|
1 (N-=1)!
< 1L ) G(ti,....t1) Byy(ty, ..., t)dty ... dt
|AN| N' Al N——’
N <2! nach(2.11)
N-D! 1
< 21-1!( ) Gty —ty)dty ... dt,.

Nt ’AN’ A, (ord)
Analog zur Abschitzung des Erwartungswertes in Abschnitt 4.2 erhalten wir
N0y a1
—(2 :

NG T
Damit héngt die obere Schranke fiir E[F(T)F(S)] nicht von der Wahl von C,

S und T ab und wir bendétigen die Anzahl moglicher Mengen C', S und T mit
CCH{l,...,N}, Card(C) =1, C = SUT und Card(S) = Card(T) = k + 2.

< 2t

Es gibt (7 ) Moglichkeiten die [-elementige Menge C' auszuwihlen. Fiir jede Wahl

von C' gibt es (k_lﬂ) Moglichkeiten aus den [ Elementen von C' die k4 2 Elemente
von T auszuwihlen. Die Menge S muss dann die Elemente aus C'\ T" enthalten
und fiir die restlichen [ — (k + 2) Elemente, die ebenfalls in 7' liegen, gibt es
(zf]z;iz)) Moglichkeiten. Insgesamt gibt es also (];f ) (lerz) (lf(jﬁz)) Moglichkeiten
fiir C, S und T.

Damit gilt fiir den ersten Summanden aus (4.20):

2k+3

1
I U SISt
NI Zpye ccq,... N3 T,S mitC=SUT
Card(CY=1 Card(S)=Card(T)=k+2
2k+3
1 z k2 N\ oo, 1

< - 2°(2 4.22
< T 2 (k+2>(Z—<k+2>) ] (4.22)

I=k+2

4.4.5 Abschiatzung des zweiten Summanden des
Zwischenergebnisses aus (4.20)

Wir betrachten den zweiten Summanden aus (4.20)

1 1 2
F(ty,... t F(t oot
|AN|2 ((k+2)|> /1%2k+4 (1’ ) k+2) (k‘+37 ’ 2k+4)

X D(2k + 4, N)(t1, ..., topra)dty .. dlopa|,
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wobei nach Bemerkung 4.4.1 gilt

D2k + 4, N)(t1, ... topss) = > sgn(e) [ [ En Eitonm)-

PESok+4a
({1 k2D A {1,k 42}

Nach Vertauschung von Summation und Integration und Verwendung der Drei-
ecksungleichung gilt

|An|2 \ (K +2

1 1 2
DR v ((k:+2)!> /RF (B, bus2) Flliay - Bakra)

PESoL 44
O({1,e k+21)#{ 1, k+2}

H KN(%viv EDTI/))

IN

X dﬁ...dgi;:;.

Sei ¢ € Soprq mit ({1,...,k+2}) # {1,...,k+ 2}. Dann existieren a,b,c,d €
{1,... k+2} mit

pla)=b+k+2 und (d+k+2)=c

Dann gilt fiir den zu ¢ gehérenden Summanden aus (4.23)

1 1\’
F(ty,...,t F(t ot
’ANP <(k + 2)]) /IRL%Jr4 ( 1 ) k+2) ( k+3> ) 2k+4)

H KN(tNi’ Zf/<P\(—Z/))

1 1 2
= F(ty,... t Ft ot
’ANP <(k + 2)[) \/R2k+4 ( 1, ; k:+2) ( k43> ) 2k+4)

<| TT K tow) | 1Kt thrsa) 1Ky (Fapnen. B dE - . s

X diy .. . dboprg

i#a;
iEntk42
en 1 Ly (1(a)2N )2+ / Flt, ... o) F(t bopa)
a e s
S TAvE\ et o) A kt2) £ (g3 2k+4
X KN (o torpr2) | | K (Larksa, te)|dty - .. dtopera- (4.24)

Substituiere 3 = t,, { = tyipso, U = t; — t, fir i € {1,...,k + 2}\{a} und
Ui = titkyo — tprpyo fir ¢ € {1,... k + 2}\{b}. Aukerdem sei s = t,, t = tpipio,
u; =t; — ty = w;NY(a) und v; = tijpio — typrre = U:NY(a).

1 1 2 ~ .
/ F(tl, Ce ,tk+2)F(tk+37 e ,t2k+4)D(2k’ -+ 4, N)dtl ce dt2k+4
( )' R2k+4

(4.23)



48 4 Zentrale Abschitzungen zum Beweis des Hauptsatzes

Es gilt F(ty,... tk+2) = 0 fiir max; ; |t t;| > o und max;;|t; — t;| > a &
max; j [t; — t; il > sow datk a+ ()

Damit lasst sich (4.24) nach oben abschétzen durch
1 1 ’ 2k+2

></ (/ |KN(§,Z>HKN(@+?,@+§)\d§d?)Hdml‘[da
= st i oy

i#a 1#£b
1 1 ’ 2k+2
AP (<k+2> ) (¥(a)2])

x/[ L - </AN /AN |KN(3 || Ky (g + 1, uc+~)|dsdt)

¥ a)N P(a)N )N _

dede@-

=:INT(uc,vq)
i#a i#b

1 ? 2a(¢(a)2N))2k+2
((k;+2)!|AN|> ( W(a)N wfél[gwINT(uc,w)

1 ? 2k+2
= (o) @ mp NTcva) .

Wir werden spéter in Abschnitt 4.4.6 folgende Behauptung beweisen
sup  INT(ug,vq) < 2K + (2K)*O(|In]), (4.26)

Ue, V€[~ a0

wobel K := ¢+ a, also 2K = |Ax| + 2a.

IN

IN

Damit lésst sich (4.25) weiter abschitzen durch

< ( (kj2>!) (40)72 (2K + (2K)PO(|Ty))) .

Wegen K < 2|Ay| fiir N hinreichend grof, gilt weiter

< () 0o (g +o0m0).

Insgesamt gilt

1 1 2
F(t,....t F(t R
‘AN‘Q ((k+2)|> /IR{ZkJrél (17 ) k+2) (k+37 ) 2k+4)

dty ... dig s

Z (4.27)
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fiir alle ¢ € Sopq mit o({1,...,k+2}) # {1,...,k+2}. Da es hchstens (2k+4)!
solcher Permutationen gibt, gilt mit (4.23)

1 1 2
F(ty,... t F(t ot
|AN|2 ((k+2)|) /IRQk+4 ( 1, ) k:+2) (k+37 ) 2k+4)

X D(2k + 4, N)(tr, ..., topra )T . ..dtg,ﬂj‘
< (2k+4)! <ﬁ)2 (40)?+2 (ﬁ + O(IIND)

4.4.6 Beweis der Behauptung (4.26)

Es bleibt aus dem vorherigen Abschnitt noch folgende Behauptung iiber die Grofe
INT(uc, vq) zu zeigen:

sup  INT(ue,vq) < 2K + (2K)*O(|Ix|) (4.29)

Uc,vg€[—a,0]

wobei

INT (u, vg) / / |KN(s || Kn(0g + t, G, + 3)|dsdt.
An Jay (

Beweis von Behauptung 4.29: Sei u., vy € [—a, a.

Wegen

—_

Kn GO (G + e +3)| < 5 (Kn(0° + Kn(ia + 1, +5)°)
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gilt
INT( ) < 1/ / ! Ky (Ug +t, 1, + 3)%dsdt
U, Vg) < = v ,Ue + 8)%ds
‘ 2 [—cyc] J ey ] (¢(Q)N)2 A

o o D

+ = ————Kn(s,t)“dsdt
2 [—c,c] J[—e, ] (w(a’)N)Q N< )
) / T

< = ——————Kn(t,5)dsdt (4.30)
2 c—vg,c+v4] Cc—Uc,c+uc] (¢(G)N)2
1

T / / T G s (4.31)

[—CC]

< 1 g 3, t)2dsdt. 4.32

/[K,K} /[K,K} (¥(a)N)? w(&) ( )

Um die letzte Ungleichung zu erhalten, haben wir bei beiden Integrationen in
(4.30) und (4.31) den Integrationsbereich auf [—c—a, c+a] = [ K, K| vergrofert
und dabei verwendet, dass vy, u. € [—a, . Mit Korollar 2.1.4 und Supremumbil-
dung erhalten wir

sup  INT(ug,v0) < /_K,;q /_m (M)QJrO(HNDdet

U,V E[—a,al 71-(S - t)

_ /{m /[KK] (W)z dsdt + (2K)0 (|In]) .

Wir wollen nun folgende Ungleichung fiir das verbleibende Doppelintegral bewei-

sen: /KK/KK (5111 Ss_—t)t))) dsdt < 2K. (4.33)

Die Substitution u := s — t und anschlieffende Vergroferung des Integrationsbe-
reiches der u-Integration auf R liefern

/[—K,K]z (W)Qdm - /KK]/K o <Sm7rzu)) dudt
< / ek / (Sm M) dudt.  (4.34)

Wir berechnen das innere Integral aus (4.34) und werden mit Hilfe von Fourrier-
transformation zeigen, dass es den Wert 1 hat.

Sei
1 falls|z]| <1
f(x) 1—{ 2] < )

0 sonst
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[ =2

Die Fourriertransformierte f von f ist gegeben durch

b i
o = == [ e
1 gy
= — e "dt
\/ﬁ/1
— \/%/ cos(—At) + isin(—At)dt
- L /1 cos(—At)dt

sin(—=At)|L,) firA #0
firA =10

dann ist

Dann gilt

= — [ f(v)*dv (4.35)

Dabei entspricht das Integral iiber das Quadrat der Fourriertransformierten in
(4.35) nach der Parsevallschen Gleichung dem Integral iiber das Quadrat der
urspriinglichen Funktion f. Mit (4.34) gilt dann

. 2 . 2
/ (M) dsdt < / / (Sm(m‘)) du dt = 2K,
[ K,K]? m(s —1) [-K.K] JR U y
1

~~
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also gilt (4.33) und Behauptung (4.26) ist damit bewiesen. O

Damit ist der Beweis der Abschitzung in Abschnitt 4.4.5 vollstindig.

4.4.7 Zusammenfassung der letzten Abschnitte und die
Ungleichung fiir die Varianz mit den Ergebnissen aus
Abschnitt 4.4.4 und 4.4.5

Mit den bisher erhaltenen Ungleichungen der vorherigen Abschnitte konnen wir
nun die Schranke fiir die Varianz aus (4.3) herleiten.

Wir haben in (4.20) folgende Zerlegung der Varianz in zwei Summanden erhalten

ar ( / fdw(laM))

2k+3
- Egpy XSmRS
N I=k+2 CCA{1,..., ; T,S mitC=SUT

Card(C) Card(S)=Card(T)=k+2

1 1\
+ ’ANP <<k,+2>|) /[R;%Jrél F<t1a"'7tk+2)F(tk+3>"'at2k+4)

X D(2k+4,N>(t1,,t2k+4)dadt;];_/4

Mit den Ungleichungen (4.22) und (4.28) fiir den ersten und zweiten Summanden

gilt dann
Var (/fva(k:, M))‘

w2 () () 1)!21(20‘)1_1]

l=k+2

K%fi;) (4a))?F+2 <|j | + (’)(|IN|)>} (4.36)

Um dieses Ergebnis weiter zu vereinfachen, kénnen wir die Ungleichungen des
folgenden Lemmas fiir Binomialkoeffizienten verwenden.

Lemma 4.4.2. Firl,ke Nmitl >k+2undk+2> (Il —k—2) gilt
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1.
l k+2 1 <3
k+2)\l—(k+2)) (-1~
2.
2k+4 <22k+4.
k+2) —
Bewelis:

zu 1) Nach Definition der Binomialkoeffizienten geniigt es zu zeigen
1

s (U= (k+ N (2(k +2) —1)!

Wegen | = (I — (k+2)+ (I — (k+2) + (2(k 4+ 2) — ) ist dies ein Spezialfall der
folgenden Ungleichung fiir a,b,c € N:

Seia=14+z1,b=1+ 25 und ¢ = 1 + x3 mit z; € Ny, dann gilt

al-b!- ¢!

a-b-c

L+ (21 + 20 + 3)

v

1
§<a+b+c).

Mit a =b=1— (k+2) und ¢ = 2(k + 2) — [ folgt die Behauptung.

v

zu 2) Die Behauptung folgt durch Entwicklung von 2%+ = (1 4 1)%*** mit dem
binomischen Lehrsatz. O

Mit Lemma 4.4.2 und Ungleichung (4.36) folgt

Var </fdny(k, M))‘

2k+3

1 4
S —— 3-2(2a) 7| + [22“4 4or) 22 <—+(9 I )}
_|AN| Z;Q ( ) ( ) |AN| <| N|>
6 2k+3 4
— S Ga) |+ [22“4(4@)2“2 (— + 0(|1N|)>} . (4.37)
R et |Ax]

Fiir die Summe ij;iz(m)l—l gilt, dass entweder der erste oder der letzte Sum-
mand der Grofte ist und damit ist jeder Summand kleiner als die Summe aus
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erstem und letztem Summanden. Damit erhalten wir als Abschitzung fiir die
Varianz

Var ( [ M))

< {%(is +2)((4a)"* 4 (4@%%)1 + {22’”4(4@2‘“” (ﬁ +0 (!INDH

(32a)2k+2 (% + 0O (|IN|>)

= (32a)%**2 (2(1—:? +0 (yINy)) .

IN
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5.1 Notation

Wir wollen im Hauptsatz eine Abschitzung fiir E [supsGR ‘SN#LIN (s, H)— [° duH

beweisen. Mit Bemerkung 3.2.5 ist Sy o 1, (s, H) die Verteilungsfunktion eines Ma-
fses, ndmlich oxn(H). Wir betrachten im Hauptsatz damit die maximale Abwei-
chung zweier Verteilungsfunktionen. Deshalb verwenden wir folgende Notation.

Definition 5.1.1. Flir zwei endliche Mafle vi, vy auf R sei

discrep(vy, 15) == sup ‘/ dV1—/ dvy

s€ERUco

Bemerkung 5.1.2. FEs gentigt zur Berechnung von discrep alle Werte s € R zu
betrachten.
Es gilt

discrep(v, 1) = zlég |1 ((—00, x]) — vo(—o0, x])]. (5.1)

Begriindung der Gleichung in (5.1):

Trivialerweise ist

sup ‘/ dl/l—/ dvs
zeRU{oo} |J —c0 —00

/ dl/1 —/ dl/g
Auflerdem gilt

sup ‘/ dul—/ dvs / dul—/ dvs
z€RU{oo} |/ —oc0 —00 —00 —o0

denn fiir © = oo gilt die Ungleichung wegen folgender Uberlegung:

> sup
z€R

< sup
zeR

)

Betrachte Folge (x,)neny mit x, = n, also x, — oo fiir n — oc.
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Dann st
R= U(—oo,xi} und (—00,x,_1] C (=00, x,].
ieN
Wir verwenden fiir beide Majfie die Stetigkeit von unten und fiir n — oo folgt
((—o00,z,)) = i(R)  und wva((—o0,x,)) — 1(R).
Damit st
1(R) = e(R)] = lim |1((—00, z,]) — va((—00, z,])|

n—oo

< sup i ((—o0,2]) — va(—00,1]

Um die Aussage iiber E[discrep(oy(H), )] des Hauptsatzes 1.0.4 zu beweisen,
werden wir eine andere Grofe fiir die Abweichung zweier Mafe einfiithren, namlich
discrep,,;, die von dem Parameter M & N abhédngt und leichter zu berechnen
ist als discrep. Dann wollen wir in Lemma 5.2.2 eine Beziehung zwischen den
beiden Grofen herstellen, um damit die einfacher zu erhaltenden Ungleichungen
fiir discrep,, auf discrep zu iibertragen. Mit Erwartungswertbildung und weiteren
Abschétzungen folgt dann die zu beweisende Behauptung.

5.2 Stiitzstellen und discrep,,

Bezeichne mit GG die Verteilungsfunktion von p und nehme an, dass G stetig ist.
Dann ist G monoton wachsend und es gilt lim, o G(z) = 0 und lim, ., G(z) = 1.

Nach dem Zwischenwertsatz existieren somit sg, ..., sy € RU {oo} mit:
O0=s90<581<...<8Spy-1 < 8y =00
und »
J .
G(Sj):M, j:O,,M

Wir setzen 3 := max{l, sy;_1}.

Definition 5.2.1. Fir ein endliches Maf§ v und p wie in Lemma 3.53.1 sei

A(s) = /;dz/—/;du

Ay = discrepy(p, v) == max{|A,(s)| : s € {s1,...,Sm-1}}

und
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Wihrend discrep also die maximale Abweichung zweier Mafke auf den iiberab-
zéhlbar vielen Intervallen (—oo, z] mit = € R ist, betrachten wir bei discrep,, nur
M — 1 dieser Intervalle, ndmlich nur solche, deren obere Intervallgrenze eine der
M — 1 reellen Stiitzstellen ist.

Das folgende Lemma liefert einen Zusammenhang zwischen discrep und discrep,,.

Lemma 5.2.2. Sei v ein endliches Borelmaf$ mit v(—o0,0) = 0.

Dann qilt
2

< T 2 discrepy, (1, v) + v(R) — 1. (5.2)

discrep(j, v)

Beweis: Es gilt

discrep(u, v) = sup |A,(s)].
seR

Es gelten folgende Abschitzungen:
e Iliir s < 0 ist offensichtlich A, (s) = 0.
o Fiirs; 1 <s<s;mitl<j<M-—1gilt|A,(s) < ﬁ + Ay, denn

AV(S) S /Sj dv — G(Sj_l) = AV(SJ') +G(SJ) — G(Sj_l) S AMM + % (53)

und
—Ay(s) < G(sy) — /Sj1 dv = G(s;) = G(sj-1) = Ay(sj1) < !

—00

Aus (5.3) und (5.4) folgt [A,(s)| < 57 + A

o Fiir s > sp; 4 gilt

1
A,(s) <v(R)—G(spy-1) =v(R) — 1+ i
und
As) < p®) — [ =LA <Llia
—A,(s) < u(R) - . I/_M_ V(SM—l)_M-l- v,M -

Insgesamt gilt damit

1 1
discrep(p, v) = sup |A,(s)] <max | — + Ay n, — +v(R)—1). (5.5)
seR M ’ M
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Wir verwenden

1 SM—1
J(R) — (1 - M) > / v — G(sar1) = Ay(snr) = ~Dpar. (5.6)
Aus (5.6) folgt fiir den ersten Term des Maximums in (5.5)
1 1 1
—_— AV < e Al, R - 1 - A s AI/
3 TAwm = ot m +V(R) ( M)+ M
>0

2
= +2A, m +v(R) — 1.

Fiir den zweiten Term des Maximums gilt ebenfalls

1 1 1 2
M—’_V(R)_lgM+V(R)_1+M+2AV,M:M+2AV,M+V<R)_1'

Damit folgt die Behauptung des Lemmas. O]

Die Aussage von Lemma 5.2.2 gilt auch fiir v = ox(H). Erwartungswertbildung
liefert dann:

Korollar 5.2.3. Fiir alle M > 1 gilt

E [discrep(p, on ()] < % + 2E [discrepy (1, on(+))] + Elon(-)(R) — 1], (5.7)

Wir werden in den folgenden Abschnitten 5.3 und 5.4 die mit Korollar 5.2.3
erhaltenen Summanden E [discrep,;(¢, on(+))] und E [on(-)(R) — 1] getrennt be-
trachten und abschétzen.

5.3 Obere Schranke fiir E[discrep,,; (i, on(+))]

Im folgenden Lemma wollen wir eine Ungleichung fiir E[discrep,,(u, on(-))] her-
leiten.

Lemma 5.3.1. Fir L,M € N und = max(1,sy_1) gilt:

M ( e wuw) 2(320)"*

+ ﬁ@lﬁ)u? + O(|In)(L + 2)2(48) !

(4ﬁ)L+1 (4ﬁ)L+2
A R

IA

E (discrepy, (p, on(+))
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Beweis:
Wir beweisen zunéchst die folgenden beiden Behauptungen:

Behauptung 1: Fir 0 < s < 3, L € Ny und H eine hermitesche (N x N)-Matrix

gilt die Ungleichung
B | [ awtien] - [ i)
0 0

+ A ‘(4ﬁ)L+2+O(|[N|)(L+2) (45)+

(45)L+1 N (45)L+2
(L+1)! " (L+2)

|1([0, s]) — on(H)([0,5])] < Z

Behauptung 2:

M-1 L
j=1 k=0

o[ o] [ ot
2

+ Ax |(45)L+2+O(|]ND(L+2) (45)L+1

(46)L+1 N (45)L+2
(L+1)! " (L2

IN

discrepy (p, on ((H))

Beweis von Behauptung 1:

Wir benétigen die Abschétzungen (4.1) bis (4.3) aus Kapitel 4 mit o = s < f.
Dann lauten die Ungleichungen mit f = X0 g

e/ ramtsm] - pun| < 2@

+ (k+2)2"20(|Ix)35 T (5.8)

e Ungleichung (4.1) bleibt auch fiir N — oo erhalten und es gilt

(4ﬁ)k+1

BB < o

(5.9)
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\/v(/ fdmk,H))s(szﬁ)k“( %wwm). (5.10)

Wir verwenden p([0,s]) = [ dp und on(H)([0,s]) = [; don(H), um die Un-
gleichung aus Lemma 3.3.3 zur Abschitzung der Differenz der beiden Integrale
verwenden zu konnen.

Dann gilt mit f = xjo

1([0, s]) — on (H)([0, s])| =

/Os dp—/os daN(h)‘
< ZL: E /0 dny(k,-): —/OS va(hH)'

+ Y E /0 va(k,~): —E(f,k)'+E(f,L)+E(f,L+1)

k=0
(5.8),(5.9) & [[s ] s
< E d N(k‘,') - d N(k7H)
S[e[ [t - [ drwts )
L k+2
. Z(ng_ﬁ:) T (2720200 )
T T

(L+1)  (L+2)
Wir schitzen die auftretende Summe folgendermafen weiter ab:
L

Sz (B e 2o o))

< %Zélﬁkﬂow (L +2)2 )y (49!
k=0 k=0
O e JC) it
< |AN| (43) — O(|IND(L+2) (48) — 1
L+2 (46) 2 L+1ﬂ
< " g 21 OUNE+ 268
B L L2 1 2 L+1 1
= g (1 ) o 2 (14 g )
2 @)+ (L)L + 22(48)

|An|
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Damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Beweis von Behauptung 2:
Nach Definition ist

discrep,, := max{|A,(s)]| : s € {s1,...,Sm—1}}
Behauptung 1 liefert eine Abschatzung der Art
[Au(s:)| < C+ D(si),

wobei C' unabhéngig von s; und D abhéangig von s; ist und D > 0. Das Maximum
iiber alle s = 1,..., M — 1 lasst sich dann abschéitzen durch

Mit

2 L+2 2 e @B (4B)
C = WD + O L+ 224D + s+ (o

und

folgt dann Behauptung 2.

Erwartungswertbildung von Behauptung 2 liefert

E [discrepy (1, on ()] < MZZE HE [t - [ d”N(’“’H)H

1=

—_

+ ﬁ@ﬁ)hﬂ+(9(|[N|)(L+2)2(46)L+1
(46)F1 (4B3)L+2
MR
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Da mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

E H]E UO qu(k:,-)} —/0 dw(k‘,H)H
< JE 'E [/0 dyN(k,~)} —/0 dyn(k, H)
_ \/Var (/0 dw(k,H))

|

5%0 (323)k+1 2k +5 + (L)),
|An|
folgt
E [discrepy, (1, on(+))] < A: ;(326)@1 2|/;c4 ; |5 L o)
+ ﬁ(ﬁlﬁ)u? + O(IN))(L + 2)2(45) 5+
- o

Wir schitzen die Doppelsumme unter Verwendung von /z +y < \/x+,/y weiter
ab.

M-1 L
2k +5
> (32p)+ O(|1y])
i=1 k=0 |[An|
2L +5 L
k=0
oL +5 b1 328
< \/
8>1 2L +5
< M m+v(9(|[1v|) 2(328)"!
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Damit gilt

B (discrepy (1.0 ()] < M( Q‘LA:‘SWOWN\)) 2(320)""

2
+ m(‘lﬁ)“g + O(|In])(L 4 2)*(48)" "
N
N (45)L+1 (4ﬁ)L+2
(L+1)!  (L+2)
und Lemma 5.3.1 ist bewiesen O

5.4 Abschitzung fiir Eloy(-)(R) — 1]

Mit der Definition von oy (H) aus 3.2.4 gilt

E [Anzahl Eigenwerte von H in Iy] — 1
Elony(H)(R) — 1] = A -1

Wir berechnen die erwartete Anzahl der Eigenwerte von H, die im Intervall Iy
liegen:

E[Anzahl Eigenwerte von H in Iy]

= / #{tl ot EAN}B]\LN(tl,...,tN)dtl...dtN
t1<...<tn
N
= / ZXAN(ti)BN,N(tI;"-7tN)dt1-HdtN
t1<..<INn ;1
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Vertauschung von Summation und Integration und anschliefende Vertauschung
der Variablen liefert

= N XAN<t1)BN7N(t1,...,tN)dtl...dtN
t1<...<tn
= N (/ BN7N(t1,...,tN)dtQ...dtN) dtl
AN to<..<tn
N —1)!
2.1:.11 N( = ) /AN BN,l(tlatl)dtl
1 ~ o~ o~
= Nw(&) I WKN(thtl)dtl
214 sin(m(t; — t1)) ~
= N + O(|Inx])dt
wlo) [ SRS 5 O
= Ny(a)|Iy| (1 + O(|In]))
= |An[(1+O(|In])).
Somit gilt
1
Elon()(R) =1] = 1+ O(|In]) — 75— — 1
|An|

_ _LN+O(|1N|). (5.11)
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5.5 Zusammenfassung und Vorbereitungen fiir
den Abschluss des Beweises

Mit Korollar 5.2.3 und den vorherigen beiden Abschnitten 5.3 und 5.4 l&dsst sich
folgendes Zwischenergebnis herleiten:

E [discrep(u, on(+))]

E 2o discrepy (n,on ()] + Elon (M)(R) — 1
O 2 apagssyt PR  hasas) O
M JAN]
£ O L+ 2P )
+ (45 + (s + O(|In]) — L

(L+1)! (L+2)
Es gibt ein K., € R, so dass weiter gilt

E [discrep(u, on(+))]

2 1
< =t Kopaw(328)52 | M MA/|In| + —— + L2 — .
<t (320) ( 1/ + VI + + |N|—|—(L+1)!

Damit haben wir eine Abschéitzung fir E [dlscrep(,u, UN(~))] in Abhéngigkeit der
frei wahlbaren Parameter M und L erhalten. Zum weiteren Beweis benotigen wir

Lemma 5.5.1. Es gibt A, B € R, so dass fir alle s € R gilt
(s, 00]) < AP,

|An|

Bemerkung 5.5.2. Wir nehmen daber O.B.d.A. an, dass A > 1 und B <1
ist. Das Lemma gilt nach [5, Seite 90] fir das dort verwendete p(univ). In [5]
ist u(univ) dber den Grenzwert fir n — oo der Funktion E(n,F,univ) (ex-
plizite Angabe der Funktion auf Seite 127 in [5]) bestimmit. In unserem Fall
ist p durch den Grenzwert von E(f,n) bestimmt (vgl. Lemma 3.3.1). Wenn
man in Kapitel 4 die Substitution aus (4.7) so dndert, dass das Integral tber
F(0,21, ..., 2k )W (0, 21, ..., 2zk01) statt F(—c,z1,. .., zp01)W(=¢, 21, .., Zk21)
gebildet wird und die folgenden Rechnungen und Definitionen anpasst, dann ent-
spricht E(n, F, univ) aus [5] genau dem hier verwendeten E(f,n). Damit stimmen
die Mafe p und p(univ) aus [5] dberein und Lemma 5.5.1 gilt auch fir das hier
verwendete Mafs p.
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Bevor wir den restlichen Beweis betrachten, bendtigen wir die obere Schranke
fiir # aus Lemma 5.5.3 und einige Standardungleichungen sowie die Stirlingsche
Formel aus Lemma 5.5.4.

Lemma 5.5.3. Set M > 3 und C' = % mit A und B wie in Bemerkung
5.5.2.
Dann gilt

6 < CvVIn M.

Beweis:
Es ist f = max(1, sp/—1).

DaC>1und M >3 gilt 1 <CvIn M.
AuBerdem ist

Bemb5.5.2 2
pu([CVIn M, 0)) < Ae B InM
< Ae—(1+lnA) In M
1
< A —InM-InA _ —_
>~ € M
Wegen p([sp-1.00)) = ﬁ folgt spr_1 < CvIn M. O

Lemma 5.5.4. Standardungleichungen und Stirlingsche Formel
Es qult:
1. Stirlingsche Formel: Fir x > 0 gilt
1

D(z) = V2ra" 2e %@

mit 0 < p(z) < 3= Also gilt

1
In(I'(z)) = In (\/ 27T> + (x - 5) In(z) — x + ¢(x).
2. Sei K > 1 und € > 0. Dann gibt es eine Konstante Ny(e, K), so dass gilt
K™t <T(2)* fir v > Ny(e, K).

3. Fir0<e< % gibt es ein N5(¢), so dass gilt

(In(T'(2)))** < T(x)** fiir x > Ns(e).
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Beweis von 1): Die Stirlingsche Formel gilt nach [1, Seite 448|.
Wir konnen daraus folgende obere und untere Schranke fiir In(I'(z)) herleiten.

Wegen ¢(x) > 0 gilt

In(T'(z)) > (m — —) In(z) —z + % —% +In (@)
-~
=In(y/1)

> (x _ %) (In(z) — 1), (5.12)
und fiir > 2 ist —z + In(v27) + 7= < 0 und damit gilt
In(T(z)) < (x _ %) In(z) — +In (V37) + é
< (:1: - %) In(z).
Logarithmieren liefert
In(In(D(z))) < In(z — %) + InIn(z)). (5.13)

Beweis von 2): Sei K > 1 und =z > eK? = Ny(e, K). Dann gilt z + 1 > 3 und
folglich

3,3

1
2 2-3 2(x + 1) (5.14)
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Die Behauptung lisst sich dann folgendermaifsen beweisen:

T

= In(z)

1
= —In(K)
£

w1
Y (k)
£

= (z+1)In(K)

B (2 + 1) In(K)
= In(K*t)

= K*H

Beweis von 3):

v

IA IN IV

IA

INIAIA

2
eK =

2
€

In(e) +In(K=) =1+ gln(K)

Sei 0 < e < 1. Wihle N5(e) so groB, dass fiir > Nj(¢) gilt:

In(In(z)) <€
In(z) — 2’
1 <€
In(z) — 4’
3 €

< —.
20 +2 — 12

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Dies ist moglich, da die drei Terme mit x — oo gegen Null konvergieren.

Dann gelten die folgenden zwei Ungleichungen:

1 n 3 < € e €
In(z) 2z+2~4 12 3

g <5 2¢ g2 €
I - PN YO A

(5.18)

(5.19)
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Damit gilt

In(In(x)) (5-15) £ (5.19) 5

— < 14-=- < (1 1— =
(5.18) 3

< (1—|—8)<1_2I+2_1n2x))
< (1+6)<1— : ot 3 )

2042 In(z) ' (2z+ 2)In(x)

= (1+¢) (1 - Qxiz) (1 - 1n2:c))‘ (5.20)

Multiplizieren von (5.20) mit In(z) fiihrt zu

1+

_1
2

1) (In(z) — 1).

In(z) + In(In(z)) < (1 + &) (I

xr +
Da In(z) > In(z — 3) gilt

In(z — %) +In(ln(z)) < (14 2) (‘z - f) (In(z) — 1)

und weiter

(x+1) (ln(x - %) + ln(ln(x))) <(1+2) (:;c - %) (In(z) —1).

(. J (. J
~~ ~~

(5.13) (5.12)
> In(In(I'(2))) < In(N()

Somit gilt fiir z > Nj(e):

(1+¢)In(I'(2))
In (T'(z)"*)
F($)1+€.

=3
g
=]
e
8
hd
_l’_
N
IA A A

5.6 Abschluss des Beweises des Hauptsatzes

Wir haben in Abschnitt 5.5 bereits folgendes Zwischenergebnis erhalten
E [discrep(u, on(+))]

2 L 1 1
< S Kpae(320)52 ( My | —— + M/ |In| + — + LIy + ——

(5.21)
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Beweis von Aussage a) des Hauptsatzes 1.0.4:
Sei ¢ > 0. Wir wéihlen M > 3 so, dass & < 5. Es ist |[Ay| = Nv(a)|In], ﬁ — 0
und |Iy| — 0 fiir N — oo, und wir setzen

Mit Lemma 5.5.3 und Standardungleichung 5.5.4 2.) folgt
Koo (328)742 < VLI
fiir hinreichend grofes L. Aus (5.21) folgt dann fiir hinreichend grofies N
E [discrep(p, on(+))]

€ 1
< g+\/E<M\/L1BN|+z\4\/|BN|+1BN|+L2|BN\+ )

(L+1)!
1

< o (4M\/EL2yBN|) e (5.22)

Dann konnen wir L als Funktion von N so wéhlen, dass L(N) — oo und
VLIL?|By| — 0 fiir N — oo, und damit gibt es ein N} € N, so dass

E [discrep(u, on(+))]

e € ¢
< 44 = 5.23
S gtgtz=e¢ (5.23)
fiir N > Nj. Somit ist die behauptete Konvergenz von E [discrep(u, on(+))] gegen
Null gezeigt und Aussage a) des Hauptsatzes 1.0.4 bewiesen. [

Beweis von Aussage b) des Hauptsatzes 1.0.4:
Es gilt Iy = [a — N72,a + N~2] und damit O(|Iy|) = O(N"2), und wegen
|Ay| = Nv(a)|Iy| ist ebenso O (|A—IN|) = O(N™2).
Wir erhalten dann aus (5.21)
E [discrep (i, o ()]
2 1 1 1 1 1
< o+ Kpae(328)" (MVLN2 + MV N2 + N 2 4 [°N "2 +
M (L+1)!
(5.24)

Wir werden M und L als Funktionen in N so wihlen, dass sich die ndtigen
Abschétzungen ergeben. Dazu sei
1
_ b} + 4e
3+ 3¢

v

Y
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1 3 $+2 3
Q=7 — 6= E.
21 T2 T3 3 2

Bemerkung 5.6.1. Fir o und v gelten folgende Gleichungen:

v 3
—a=——+4Z 9.2
« 5 T3¢ (5.25)
und
1 3 1 e T+2e+2c+6e%— 2 — 3e4 3¢+ 3¢?
Yt Ey—5t5 =
4 4 8 2 6 + 6¢
97— 5 +5e
B 6 + 6e
95497 — 5 —4e
B 6 + 62
3 jt2
T 2 3+3
= —a. (5.26)
Aus (5.26) folgt
1 3 1
—a:§7+§8v+a—1+€. (5.27)
Fire < 15 ist v < 1 und aus (5.25) folgt
v 3
—a> ——L 4+ Zhe
a > 2—1-2’}/6

Fir0<e < % ist &« > 0 und wir betrachten N hinreichend grof, so dass N* > 2
und N7 > ¢”. Wir wahlen nun M € N mit

N*—1< M < N*®
und L grofte natiirliche Zahl mit
LI < N7.
Dann gelten folgende sieben Ungleichungen:
1. sN* < N*—1< M < N und damit gilt ; < 2N~

2. (L+1)! > N7 > L! und damit gilt (L+1), < N7

(L4 NY
3. L= (L+1) L+1
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4. In(M) < In(N®) = £In(N7) <

In((L +1)!)

e
5

5. fiir L+1>¢e?und N7 > ¢” gilt: L < yIn N, denn wegen L! = I'(L + 1) gilt

mit, (5.12)

yIn N

>

v

In(N7) > In(L!)
(L+%)£IH(L+1)—IZZ L+

>1,da L+1>e?

1
2

L.

Fiir N hinreichend grof gilt damit /L < L? < (yIn N)? < N©.

6. Kpao(328)142 < (L + 1)(1#393 N71+393  denp

Lemma5.5.3
Fmae(328)72 7 (Kpae320) 52V I M
L4+2<L+3
2 (Kmae320) 3V
< (KW?QC\/j v (In(L + 1)1)L+3
vy
< (L+1DIE(L+ 1) = (L+1)l2tae

Die letzte Ungleichung gilt dabei fiir hinreichend grofes N unter Verwen-

dung der Standardungleichungen aus Lemma 5.5.4. Mit
(L+1)1373 = (L + 1)2*25 L1373 < (L 4 1)2+2e NG +39)

folgt die Behauptung.

die vier Terme

1

Mit diesen Abschiatzungen ldsst sich dann die Behauptung b) des Hauptsat-

zes 1.0.4 folgendermafen beweisen:

Um spéter N mit den verschiedenen auftretenden Exponenten zusammen-
fassen zu koénnen verwenden wir die unten aufgefiihrte obere Schranke fiir
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E [discrep(u, on(+))]

2 1 1 1 1 1

< =+ K320 52 MVIN 2+ MV N 2+ N2+ [Nz

< 4t (326) +MVN"z4+ N2+ Y

1.)2.)5.) 1 1 1 1

< AN Ko (320)52 (Nt Ve 4 MR N V)

7.) 1

< AN 4 K (328)142 <4Na*§+f + N*’V)

6.) 1 1 1

S AN (L4 DOEIRNI (gnesite 4 N o)
ES% 1 1 1

< AN~ + 2L (N'y(1+3e)§+af§+s + N’y(1+3s)57'y>

L (Arsebrazite 4 plt=)

Bem 5.6.1
< AN™*+2yInN - N~¢
< ClnN-N—©

fiir ein C in R.

Da —a — —3 fiir e — 0 und —a > —5 fiir alle € > 0, gibt es ein r(g) > 0, so

dass fiir V hinreichend grof In N < N”(‘E% und 7(e) —a=¢ — &

12°

Also gilt fiir N hinreichend grof
E [discrep(p, on(+))] < CN*"12,

und Aussage b) des Hauptsatzes 1.0.4 ist damit bewiesen. O]

Also haben wir das Hauptziel dieser Arbeit, den Beweis von Satz 1.0.4, erreicht.
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6 Anhang

Beweisskizze von Satz 2.1.1:

Kombiniert man die Darstellung der Kernfunktion durch die Lésung eines
Riemann-Hilbert Problems und deren Analyse wie sie in [6, Abschnitt 6] skiz-
ziert ist mit dem asymptotischen Resultat |3, (8.34)], so erhidlt man folgende
Darstellung fiir alle z,y € [-1 40,1 — 4]

1 _ sin(y_(x)) cos(74(2)) — sin(y-(y)) cos(+(y)) (i)
o T T e - Ny V)
(6.1)
wobel 74 (z) = Na(z) + f(x) mit a(z) = 7 [" ¢(t)dt und f(z) = 1 arcsin(z) und
die in O (%) implizit auftretende Konstante nur von ¢ abhéngt.

Mit Hilfe der Additionstheoreme zeigt man, dass

sin(y-(z)) cos(v4 () — sin(y-(y)) cos(v+(y))
= sin(Na(z) — B(z)) cos(Na(x) + B(x)) —sin(Na(y) — B(y)) cos(Na(y) + B(y))
= cos (N(a(z) +a(y)))sin (B(y) — B(x)) + cos(B(x) + B(y)) sin (N (a(x) — a(y))) ,

und damit folgt aus (6.1)

cos (N (v )+Oé(y)))51 (B(y) — B(x))
—KN Z, - 1
N(a) () (1—22)i(1—y2)iN¢(a)r(z — y)
cos(B(z) + B(y)) sin (N(e(z) — ay)))

+

1

(1—2?)3(1 = )i Ng(a)m(z —
cos (N (o )+Oé(y))) sin (8(y) — Bz
(1—22)i(1 - y2) i Ny(a)r(z — )
sin (N [Y4(t)dt) 1

w0y

&a
S
/\
=~
N————

+ g(z,y) (6.2)

it cos(3(x) + 5(»))
T—a)i(1-)

g(w,y) =

NI
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Es existiert ein L(J) € R mit
s (Nlolo)+ o) (0) = o) L 5 80(0) ~ ) 1
(1—a?)i(l—y)id(an(e—y) N Ty N
und wegen
sin(3(y) — ()| _ | Bly) - A) S U S
pa—y §‘ - gsup{im.se[ 14+4,1 5]}<
folgt aus (6.2)
1 o) = ol sin (N7 [Y4p(t)dt) 1
w0 (5) 69
e 20())
cos(206(x
g(x,z) = a —xQ)% =1
und

d
sup{‘d—z(x,y) L,y € [—1—1—5,1—5}‘} < oo

gilt fiir z,y €

9(z,y) = g(z,x) + g(z,y) — g(z,x) =1+ O (|1]). (6.4)
Fiir a,x,y € I erhdlt man weiter
y
N [ it = Nota)a - ) (1+ O (1)), (65)
Fir z € R\ {0} und A € R gilt unter Verwendung der Additionstheoreme zudem
sin(z(1+A))  sinz A sin(z%)
— =2 14+ —=))- < |Al. 6.6
: 12— o feos(z1+ 90| | T2 < 1Al (69
P ——r

Mit (6.3), (6.4), (6.5) und (6.6) folgt

! i} (sn(V(a)(z ~ ) 1
v = (oun)- (B von) +o ()

(Ve — 1)) 1
= TNl — ) +O(’””O(N)‘

Setzt man nun x = Zund y = 1, so folgt hieraus unmittelbar die Behauptung.
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