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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (X,,),>1 eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter ZufallsgréBen mit P(X; =
1)=p=1—-P(X; = —1) fir ein p € [0,1]. Ferner sei Y,, := X, X,, 4 fiir alle n € N.
Fiir welche p bildet (Y,),en eine Markov-Kette?

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei X eine Markoff-Kette mit mit Zustandsraum {sy, ..., sz}, Ubergangsmatrix P und
XO = S1. Sei

T;:=inf{n >1: X, =s,}
und 7; := E(7}). Sei weiter P(T; < co) = 1 und E(7}) < oo fiir alle j € {1,...,k} (man
kann zeigen, dass dies z.B. fiir irreduzible und aperiodische Markoff-Ketten erfiillt ist).
Fiuri=1,...,k setze

pi ::ZIP’(ansi,Tl >n), w=(m,..., M) = (&,,@)
n=0

1 T1
Zeigen Sie, dass 7 eine stationdre Verteilung ist, d.h. dass gilt
(i) m >0 firallei=1,...,k und Zlem =1,
(i) 7P = (also Y.F mP; =m; fir j =1,..., k).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (X,), eine irreduzible und aperiodische Markoff-Kette mit Zustandsraum S =
{s ...,sr} und Ubergangsmatrix P. Zeigen Sie: Es existiert ein M < oo, so dass
(P™);; >0 firalled,j € {1,...,k} und n > M.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst ¢ = j. Sie diirfen (ohne Beweis) das unten ste-
hende Lemma verwenden (definieren Sie hierfiir fiir jedes s; eine geeignete Menge A;).
Folgern Sie dann die allgemeine Aussage aus der Aussage fiir ¢ = j zusammen mit der
Irreduzibilitat.

Lemma Sei A = {ay,as,...} mit a; € N, a; > 0 fiir alle i. Es sei ggt(ay,as,...) =1
und fiira € A,a’ € A seia+ad € A. Dann gilt: Es gibt ein N < 0o, so dassn € A fir
alle n > N.



Aufgabe 4 (4 Punkte)

Seien (Y}, k)neng ken 1.1.d. Zufallsvariablen mit Werten in Ny, wobei Y, ;, die Anzahl der
Nachkommen des k-ten Individuums in der n-ten Generation modelliert. Wir nehmen
an, dass p = E(Y,,x) < oo fiir alle n € Ny und & € N. Die Populationsgréfie S, n € Ny
der n-ten Generation ist dann rekursiv definiert durch

Snfl
SO = 1, Sn S Z Yn—l,ka n 2 1.
k=1

Zeigen Sie, dass durch Z, := i—z,n > 0 ein Martingal beztiglich F,, = o(So, ..., S,)
definiert wird.

Abgabetermin: Mo. 28.11.2016 bis 12:00 Uhr in den Briefkasten 145 und 154.



