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1 Einfithrung

Dieser Vortrag stellt einen speziellen stochastischen Prozess, genannt Markov-Kette, vor.
Dabei beschréanken wir uns auf einen endlichen Zustandsraum. Grundlegende Eigen-
schaften einer solchen endlichen Markov-Kette sollen eingefithrt und anhand von eini-
gen Beispielen erldautert werden. Zum Ende hin beschéftigen wir uns zudem mit einigen
Konvergenzaussagen fiir spezielle endliche Markov-Ketten.

1.1 Mathematische Einfiihrung

Gegeben sei eine stochastische Folge (M,),>¢ auf einem W-Raum (Q,.«,P), die Werte
in einem beliebigen endlichen messbaren Raum (.#,%) annehme. Diesen Raum nennen
wir im Folgenden Zustandsraum und seine Elemente s € . Zustéinde.

Definition 1 (Markov-Kette)

(M,),>0 wie oben heilst endliche Markov-Kette, wenn sie die folgenden zwei Eigen-
schaften besitzt:

1. Markov-Eigenschaft (ME): Fiir alle n € N gilt
P(M,+1 € A|My, ..., M,) =P(M, | € A|M,) VAeY
2. Zeithomogenitét (ZH): Fiir alle n € Ny gilt:
P(M, 1 = jlMy,=i)=pij Vi,je.s

mit0 < Dij <1.

Die Zahlen p;; heilSen (Ein-Schritt-)Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Mit anderen Worten ausgedriickt, erfiillt eine stochastische Folge M = (M,,),>o die
Markov-Eigenschaft, wenn die bedingte Verteilung des (n+ 1)-ten Folgegliedes, gegeben
die Vergangenheit der Markov-Kette My, ..., M,, lediglich vom Zustand des n-ten Folge-
gliedes abhéngt. Zeitlich homogen ist diese Folge, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Ubergang von einem Zustand i € . in einen Zustand j € . nicht davon abhingt, zu
welchem Zeitpunkt n dieser Ubergang stattfindet.

Eindeutig festgelegt ist eine endliche Markov-Kette bereits durch die Angabe einer
Anfangsverteilung PMo fiir den Startzustand M, und der Ubergangswahrscheinlichkeiten
Dijs denn:

pM WT pMo ® ®PMn+1 |M,...My ME mM, ® ®]P>Mn+1 My

n>1 n>1



1.2 Interpretation als ’Brettspiel mit Marker’

Die nun mathematisch eingefiihrten Markov-Ketten konnen in Form eines Brettspieles
interpretiert werden und auf sehr anschauliche Weise durch ein Ubergangsdiagramm
dargestellt werden. Dabei symbolisieren Knotenpunkte die Zustdnde des Zustandsrau-
mes (.7,%), hiufig beschriftet mit 0,1,2,... Alle positiven Ein-Schritt-Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p;; > 0 werden durch einen Pfeil von Zustand i € .’ nach Zustand j € .
gekennzeichnet und zumeist mit der Zahl p;; beschriftet (i = j nicht ausgeschlossen).
Ein Marker wandert Schritt fiir Schritt entlang der Pfeile iiber das Spielbrett. Ist er nach
n Schritten auf dem Knoten k, entspricht dies M,, =k € ..
Es folgen nun einige einfache Beispiele fiir Markov-Ketten:

Beispiel 1.1 (Das Warte-Spiel)

Der Marker startet bei Knoten 0, d.h. My = 0. Nun wird eine Miinze mit Wahrscheinlich-
keit 0 < p < 1 fiir Kopf und ¢ = 1 — p fiir Zahl wiederholt und unabhéngig voneinander
geworfen. Sobald die Miinze Kopf zeigt, wechselt der Marker zu Knoten 1 und das Spiel
ist beendet (vgl. Abb. 1). In diesem Beispiel gilt:

7 ={0,1}, 9=2()=1{0,{0},{1},{0,1}},
poo=¢q, por=p, plo=0, pn=1

Die Unabhingigkeit der Miinzwiirfe garantiert die Giiltigkeit der Markov-Eigenschaft,
wahrend die Zeithomogenitat offensichtlich gegeben ist, weil immer dieselbe Miinze ge-
worfen wird, p und q also konstant bleiben.

Abbildung 1: Ubergangsdiagramm des Warte-Spiels
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Beispiel 2.1 (Getrdnkeautomat)
Ein Getrankeautomat wird taglich einmal tiberpriift und entweder fiir intakt (Zustand 0)
oder fiir defekt (Zustand 1) befunden. Der Zeitindex n gibt also die Tage ab Aufstellung
des Gerétes an.

Ist die Maschine ordnungsgemal(? in Betrieb, ist sie am néchsten Tag mit Wahrschein-
lichkeit 0 < 6 < 1 defekt. Im Falle eines technisches Fehlers findet die Reparatur mit
Wahrscheinlichkeit 0 < y < 1 bis zum ndchsten Tag statt (vgl. Abb. 2). Es ist also:

S ={0,1}, 9=2()=1{0,{0},{1},{0,1}},
po=1-6, po=90, po=Y pu=1-y
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Abbildung 2: Getrankeautomat

Beispiel 3.1 (Gambler’s Ruin)

Der Spieler einer Wette startet mit einem Guthaben von 0 < k < 5 € und setzt in jeder
Spielrunde 1€ ein. Ein Miinzwurf mit Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1 fiir Kopf entscheidet
dariiber, ob der Spieler seinen Einsatz verliert (Zahl) oder verdoppelt (Kopf). Das Spiel
endet, sobald der Spieler sein im Vorfeld gestecktes Ziel von 5€ erreicht hat oder wenn
er kein Geld mehr zur Verfiigung hat, also mit dem "Gambler’s Ruin" (vgl. Abb. 3). Es
gilt:

7 =1{0,1,2,3,4,5}, ¥=27)
P12 =Dp23 =P34 =Pas=D
pi3=pn=pa=po=1l—-p=gq
Poo = pss =1

p P
1 )1
q q q q

Abbildung 3: Gambler’s Ruin
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Beispiel 4.1 (Alles oder nichts)
Genau wie im vorherigen Beispiel startet ein Spieler mit einem Guthaben von 0 <k < 5 €.
Die Wette ist beendet, wenn der Spieler entweder sein Ziel von 5€ erreicht hat oder
wenn er kein Geld mehr zur Verfiigung hat. Der Wurf einer p-Miinze entscheidet in
jeder Runde, ob der Spieler seinen Einsatz verliert (Zahl) oder verdoppelt (Kopf, Wahr-
scheinlichkeit 0 < p < 1).

Dabei setzt der Spieler in jeder Runde sein ganzes Guthaben ein, mit Ausnahme
solcher Spielrunden, in denen die Verdoppelung eines Anteils m von seinem Guthaben
bereits den Sieg bedeuten wiirde. In diesem Fall setzt er m€ (vgl. Abb. 4). Es gilt:

7 =10,1,2,3,4,5}, G=PF)
P12 = P24 = P45 = P35 =D
pPlo=po=p31=psa=1l—-p=q
Poo = pss =1



o

Abbildung 4: Alles oder nichts




2 Ubergangswahrscheinlichkeiten

Um den Axiomen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gerecht zu werden, muss fiir die
Ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten stets

0<p;j<l Vijes” und )Y pj=1 Vies
jes

gelten. Dies bedeutet, dass sich alle Wahrscheinlichkeiten fiir die Pfade, die von einem

Knoten i wegfiihren (inklusive des Pfades von Konten i zu sich selbst), zu 1 aufaddieren.
Die Antwort auf die Frage, wie die Wahrscheinlichkeiten eines Pfades, der iiber eine

Knotenfolge iy, i1,...,i € . verlauft, berechnet werden kann, liefert der folgende

Satz 2 (Multiplikationsregel fiir Pfad-Wahrscheinlichkeiten)

Gegeben ein Ubergangsdiagramm mit Ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten
pij und eine Anfangsverteilung & fiir My, so gilt

P(MO = iO7M1 = ila cen 7Mk = lk) = Ty Piy,iy Pirin " Pir_1,ixs

mit iy, iy,...,i € .S

Beweis: Gegeben eine Folge von Zustdnden iy,i,. .., definieren wir das Ereignis
Ak = {Mk = ik}

(zum Zeitpunkt k zeigt der Marker auf Knoten i, im Ubergangsdiagramm) und das Er-
eignis
Bk = {M() = i(),Ml = il, . .,Mk = lk}
(der Marker durchliauft den Pfad ip —i; — ... — ip)
Mit Hilfe der Markov-Eigenschaft gilt:

ME
P(Ani1|B) " PA,1]An) = pii, ¥ >0 1)

Des Weiteren stellen wir fest, dass Ay N By_; = By gilt und folgern aus der definierenden
Gleichung fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten P(ANB) = P(A|B)P(B), dass

P(Bk) = ]P)(Ak ﬂkal) = P(Ak‘kal)]P)(kal)
Diesen Vorgang iterieren wir bis By und erhalten
P(Bi) =P(Ak|B—1)P(Ax—1|Bi—2) - - - P(A1[Bo)P(Bo)
B():AO

= Dir_1,ixPir_o,ix—1 * " Pio,ir Ty
@ [ |



Definition 3 (n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten)

Gegeben eine Markov Kette (M,,),>0 mit Ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

pij, so definiere fiir alle i, j € .# die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten als

P =P(M, = jiMy=1i), n>0

Bemerkung 1. Insbesondere gelten:
pl(}) = pij, pf?) =1 und pg-)) =0 fiir alle i # j
2. Durch die Zeithomogenitit erhalten wir ebenfalls

PS‘Z) =P(Min = jIMy=1i) Vk=>0

Definition 4 (Ubergangsmatrizen)

Definiere die Ein-Schritt-Ubergangsmatrix P und fiir alle n € Ny die n-Schritt-
Ubergangsmatrix P"") wie folgt:

() (n)
1

P11 pi2 ... p% ) p%z)
n n
P=|pPu P2 PO = | p plt
Bemerkung 1. Es kann vorkommen, dass die Indizes der in einer Ubergangsmatrix

eingetragenen Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht mit der Position in der Matrix
iibereinstimmen (beispielsweise wenn die Zustdnde mit 0, 1,2, ... gekennzeichnet
sind).

2. Die i-te Zeile von P ist die bedingte Verteilung von M, gegeben My = i. Daher
giltfa.neN:

0<p <1 Vijes und Y V=1 vies
jes

Jede Matrix mit diesen beiden Eigenschaften wird stochastische Matrix genannt.



Satz 5 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung)

Fiir alle Zustdnde i, j € . und alle n € No,m € N gilt:

n+m n m
pz(j = gpgk)l’/(q)

Beweis : Konditioniere mit M, = k tiber den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

+m) Def. . .
t(]” ") :e]P)<Mn+m = J‘MO = l)

SatZ:V. d: Z P(Mner = ]|Mn =k,My = i)P(Mn = k|M0 = i)
tot. Wkeit ke

(I\E) Z IED(ZMner = ]|Mn = k)P(Mn = k’MO = i)
ke
@Y P(M, = jIMo = k)P(M, = k|Mo = i)
ke
Def (m) (n)

Prj Pi
] L
ke [ |

(n)

Die Berechnung der n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten p; ; einer Markov-Kette

(M,)n>0 kann auf zwei verschiedene Weisen verwirklicht werden:

1. Finde alle Pfade der Lange n, die bei Knoten i starten und bei Knoten j enden. Mit

der Lange ist ausdriicklich die Anzahl der Zeitschritte gemeint; ein Schritt k — k von
(n)

Knoten k zu sich selbst wird also berticksichtigt. Fasse all diese Pfade in 7;;” zusammen.
Somit gilt:
=Y P
767;3;1)

2. Anhand von Matrizenrechnung mit dem folgenden
Satz 6

Fiir allen € N gilt:

pn) _ pn

Beweis : {iber Indukion nach n

Ind.anfang: n = 1: Nach Definition klar

IA: Behauptung gelte fiir festes n € N

IS:n—n+1:

n Satz 5 n I 7 )
pt(jﬂ) = sz(k)l’lg-) =Y (P)u(P)ij = (P ), -
3 k



Beide Rechenwege werden wir nun anhand des nachsten Beispieles nédher studieren:

Beispiel 1.2 (Das Warte-Spiel)
Der Marker startet bei Knoten 0. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er nach &
Spielrunden bei Knoten 1 ist?

1. Im Fall £ = 2 sind die gesuchten Pfade

:0—-1—=1 und p:0—-0—1

mit Pfadwahrscheinlichkeiten P(y;) Satz 2 pund P(p) Satz 2 p+qp. Es gilt also
P(My = 1|Mo =0) = p+qp

Allgemein betrachtet stellt man fest, dass jeder gesuchte Pfad genau ein Mal den Wech-
sel 0 — 1 beinhaltet. Findet dieser im m-ten Schritt statt, hat der Pfad die Gestalt

Yn:0—=0—...20—=1—=1—...—=1 (2)

m k+1—m

und die Wahrscheinlichkeit P(7,) = ¢™ 'p
Da alle gesuchten Pfade genau die Gestalt (2) mit 1 < m < k haben, gilt:

k k—1
_1 Index-
P(Mi=1My=0)=Y ¢" 'p "= pY q"
m=1 Shlft m=0
k

geom. ¢~ —1 q-—1
= p——=1—¢g
q—1

k k
= = —(f-1)=1-
Reihe © g —1 (q ) g

2. Die Ein-Schritt-Ubergangsmatrix ist in diesem Fall eine obere Dreiecksmatrix:

7= (1)

Fiir die Matrixmultiplikation zweier oberer N x N-Dreiecksmatrizen PQ = R gilt
e R ist wieder eine obere Dreiecksmatrix der Groe N x N
e Rij=PF;Q; VI<i<N
Da sich in P") die Eintrige einer Zeile zu 1 aufaddieren miissen, gilt
k k
plk) 6 pk _ (c{) 1 161)
= P(My=1My=0)=pl) =P =14



3 Eigenschaften und Klassifikation von Zustdnden

In diesem Abschnitt widmen wir uns den Zustdnden eine Markov-Kette und suchen
nach charakterisierenden Eigenschaften wie Kommunikation mit anderen Zustdnden,
Absorption und Transienz. Anhand dessen konnen wir die Zustdnde klassifizieren und
vergrofRern so unser Verstdndnis iiber die Prozesse in einer Markov-Kette.

Definition 7 (Kommunikation)

Sei (M,),>o eine endliche Markov-Kette mit Zustandsraum (.¥,%). Definiere fiir zwei
Zustdnde i, j € ./

1. j heilst erreichbar von i, kurz i — j, falls ein Pfad von i nach j existiert, wenn
also:
FkeN: py >0
2. i und j heillen kommunizierend oder verbunden, kurz i < j, falls i — j und
j—i.

Bemerkung Es gilt stets i — i fiir alle i € . durch einen Pfad der Léinge 0, also gilt
auch i« ifiralleie ..

Lemma 8

Die Beziehung < ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: 1. Nach obiger Bemerkung ist die Beziehung <> reflexiv
2. ¢ ist nach Definition symmetrisch
3. Seien i, j,k€ . miti<+ jund j <k

= dn,m € N: pET)>O, p§2)>0

+n) S5 7 7 l .
m" Zp<n gkl Zp,jl)pik)>0 = i—k

Analog zeigt man nun k — i, sodass i > j gilt. = < ist transitiv |

Da « eine Aquivalenzrelation ist, erhalten wir {iber folgende Definition eine Parti-
tion der Menge aller Zusténde .7:

Definition 9 (Klasse)

Die Klasse eines Zustandes i € .# ist die Menge aller Zustinde j € ., die mit i
verbunden sind.

C@i):={je i+ j}

10



Des Weiteren definieren wir:

Definition 10 (irreduzibel, absorbierend, abgeschlossen, transient)

1. Eine Markov-Kette heilst irreduzibel, wenn alle Zustédnde einer einzigen Klasse
angehoren, d.h. ¥ = C(i) fiir ein bel. i € ..

2. Ein Zustand i € . heilst absorbierend, falls p;; = 1.

3. Eine Klasse C heilst abgeschlossen, wenn jeder in C startende Pfad in C ver-
bleibt, wenn also

PM,eC VYn>1|My=i)=1 VieC
bzw.
Y pij=1 VieC
jec
4. Eine Klasse C heilst transient, wenn es einen Pfad gibt, der aus C heraus fiihrt:

Y pij<1 fireinieC
Jjec

Zustdnde in transienten Klassen heil3en ebenfalls transient.

Ubertragen wir auch diese Begriffe auf die Beispiele:

Beispiel 1.3 (Das Warte-Spiel) )
Werfen wir zunéchst einen Blick auf die Ein-Schritt-Ubergangsmatrix P. Aus dieser las-
sen sich viele Eigenschaften direkt ablesen.

_(a 1—¢q
r=(5 1)

Es gilt C(0) = {0} und C(1) = {1}, da zwar 1 von 0 erreichbar ist, 0 aber nicht von 1
(p10o = 0). Diese Markov-Kette ist also nicht irreduzibel.

Die Klasse C(1) ist abgeschlossen. Denn der einzige Zustand dieser Klasse ist absor-
bierend (p;; = 1), sodass kein Pfad aus dieser Klasse hinaus fiihrt. Im Gegensatz dazu
ist C(0) transient, weil pg; > 0 gilt.

Beispiel 2.2 (Getrdnkeautomat)
Auch hier notieren wir zunichst die Ubergangsmatrix P:

P:(1—6 6)
y l—vy

Offensichtlich gilt 0 <> 1 = C(0)={0,1} = = Die Kette ist irreduzibel
Absorbierende Zustinde gibt es nicht.

11



Eine weitere spannende Eigenschaft eines Zustandes ist die Periodizitdt. Verlasst
man einen Knoten und gelangt iiber einen Pfad wieder zu ihm, ist dann die Pfadlan-
ge immer ein Vielfaches einer speziellen Zahl d > 0? Wir definieren:

Definition 11 (periodisch, aperiodisch)

Ein Zustand i € . ist periodisch mit Perioded (kurz d-periodisch), wenn
d=ggT{n>1 :Pz(?) >0}

Ein Zustand mit Periode 1 heil3t auch aperiodisch. Eine irreduzible Markov-Kette
heilst aperiodisch, wenn jeder Zustand aperiodisch ist.

Lemma 12
Isti € . d-periodisch und gilt i <+ j, so folgt dass j ebenfalls d-periodisch ist.

Beweis: Da i+« j gilt, existieren folgende Pfade

o:i—...—j
B:j—...—i

Ferner sei y ein beliebiger Pfad von j nach j. Setze:

o-Bii—...—oj i
S—— T N——
Pfad o Pfad 8
oy Pii—o.. o
— I I
Pfad o Pfad y Pfad
Lange(a-y-B) =Lange(a) + Lange(y) + Lange(f)
=Lédnge(o - B) + Lange(y)
i periodisch mit Periode d =-d teilt Linge(a - v- ) und d teilt Lange(a - p)

= d teilt Lange(7y) @gl' J periodisch mit Periode d

Beispiel 4.2 (Alles oder nichts)
Die Zustande dieser Markov-Kette gliedern sich in zwei abgeschlossen Klassen, die je
einen absorbierenden Zustand beinhalten,

C(0)=1{0} und C(5)=1{5}

und eine transiente Klasse
C(l) = {1,2,3,4}

12



Verlasst man den Zustand 1 und kehrt wieder in diesen zuriick, kann das nur iiber den
Pfad

l-2—-4-3—=1

geschehen sein.

= Zustand 1 ist periodisch mit Periode 4

Lemmal2  Die Zustinde 1,2,3,4 sind periodische mit Periode 4

Beispiel 2.3 (Getrdnkeautomat)

Da es einen Pfad der Lange 1 von Zustand 0 zu sich selbst gibt, ist dieser aperiodisch.
Aus der Irredugzibilitdt der Kette und Lemma 12 folgt dirket, dass Zustand 1 ebenfalls
aperiodisch ist.

Definition 13 (absorbierende Markov-Kette)

Eine Markov-Kette heilst absorbierend, wenn jeder Zustand entweder absorbierend
oder transient ist.

Diesen absorbierenden Markov-Ketten soll ein eigenstdandiger Vortrag gewidmet wer-
den, sodass wir an dieser Stelle nicht weiter auf sie eingehen.

13



4 Regulidre Ketten

Wahrend absorbierende Markov-Ketten zur Beschreibung von terminierenden Prozes-
sen dienen, liegt der Fokus in diesem Abschnitt auf solchen Vorgingen, die besténdig
fortlaufen.

Definition 14 (reguldre Markov-Kette)

Eine endliche Markov-Kette bzw. ihre Ubergangsmatrix hei8t regulér, wenn sie ir-
reduzibel und aperiodisch ist.

Ein Kriterium fiir diese Eigenschaft liefert uns

Lemma 15

Sei P die Ubergangsmatrix einer endlichen Markov-Kette (M,,),>o. Dann gilt:

dn € N:  Jeder Eintrag von P" ist positiv <
(M) >0 ist reguldr

Beweis: '<’: Die Giiltigkeit dieser Aussage ist direkt ersichtlich. Deshalb verzichten wir an
dieser Stelle auf den formalen Beweis und verweisen auf Goodman, S. 161 und S. 154f.
'=": Sei n € N so gewahlt, dass jeder Eintrag von P" positiv ist. Aus der Chapman-
Kolmogorov-Gleichung (Satz 5) folgt fiir die Eintréige von P"*!

=Y Pikpl(:;) 3)
k

Da P" eine stochastische Matrix ist und somit die Zeilensummen 1 ergeben, gibt es fiir
jedes i€ . ein k € ., sodass p; > 0. Da alle Eintrdge von P" nach Voraussetzung positiv
sind, ist die rechte Seite in Gleichung (3) grol3er als Null. Iteriert man diese Vorgehens-
weise, erhilt man:

P >0 Ym>n

ij Vijjes = irreduzibel
Es existieren Pfade jeder Lange m > nvoninach j =  aperiodisch

= reguldr
[ |

In vielen Anwendungen ist es sicherlich interessant, das Langzeitverhalten eines Pro-
zesses studieren und Antworten auf Konvergenzfragen geben zu konnen. Eine Konver-
genz fast sicher (M,,),>0 —— s* € . wird bei reguldren Ketten nicht vorliegen, weil es

=7 n—eo

keinen absorbierenden Zustand gibt.

14



Jedoch kénnte man im Beispiel Getrdnkeautomat auch Fragen folgender Art stellen:
Gesetzt meine Maschine ist intakt, wie wahrscheinlich ist es, dass sie es in 10, in 100
oder in 250 Tagen ist? Gibt es dabei ein Konvergenzverhalten?

Zur Beantwortung dieser Fragen betrachten wir abermals die Ubergangsmatrix P
und widmen uns zunéichst dem

Beispiel 2.4 (Getridnkeautomat)
Gehen wir davon aus, dass die Wahrscheinlichkeiten fiir den Wechsel der Maschine von
intakt zu defekt 6 = 0.2 und von defekt zu intakt y = 0.9 betragen. Somit ist

0.8 0.2
b= (0.9 0.1)
und weiter durch Matrizenmultiplikation:

p2_ 0.82 0.18 P 0.818 0.182
~\0.81 0.19 ~\0.819 0.181

0.8182 0.1818
4 ~ PS5
d _(0.8181 0.1819>NP

Betrachten wir zunachst nur die Entwicklung der ersten Zeile, das heil3t die bedingte
Verteilung, gegeben dass der Getrankeautomat zu Beginn intakt ist

PMM=0 < <5 e {0,1}
Es fallt auf, dass die Differenzen
|p((;}+1)_pg;)|, 1<n<4, je{0,1},

mit steigendem n kleiner werden. Ein dhnliches Verhalten in Zeile zwei begriindet den
Verdacht, dass die Zeilen der Matrizen (P"),>; konvergieren.
Ferner kann man beobachten, dass auch die Differenzen

Py -\, 1<n<a, je{o,1},
bei steigendem n fallen.

Die Zeilen der Matrizen (P"),>; aus dem Beispiel scheinen jeweils gegen ein und
denselben Zeilenvektor (a;...a;) zu konvergieren. Diesen Verdacht bestitigt der fol-
gende Satz. Es gilt also

Zl’g’l) = PMalMo=i(4) — P*(A) := Y aj, Vies,
JEA S JeA

d.h. es liegt Verteilungskonvergenz vor.

15



Satz 16 (Grengwerttheorem)

Sei P eine regulire Ubergangsmatrix. Dann gilt:

ay ay ... dag
ay ay ... dag
P® 5 A= :
n—o0
ay ay ... dag

mit0<aj<l1fa. jeSunda;+...+a;=1.
A heilst Grenzmatrix, der Vektor (a; ...a,;) Grenzvektor.

Zum Beweis des Grenzwerttheorems bendtigen wir das folgende Mittlungslemma.
Dieses bleibt hier ohne Beweis.

Lemma 17 (Mittlungslemma)

Fiir die Gewichte wy,...,wy > B >0 mit Y¢_ wi = 1 und die Zahlen vi,...,vq > 0 mit

m:= min v; und M := max v; gilt:
1<i<d 1<i<d

d
(1-B)ym+BM < ;Viwi < Ppm+(1-p)M

Beweis von Satz 16: Die Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P habe mindestens zwei Zu-
stande (sonst ist nichts zu zeigen). Ferner diirfen wir o. E.

pij=B>0 Vijes

annehmen. Sonst existiert mit Lemma 15 ein Folgenindex #, fiir den alle Eintrige in P(")
positiv sind. Argumentiere dann ab diesem Index.
Da P eine mindestens 2 x 2 grolf3e stochastische Matrix ist, gilt f < %
Betrachte nun eine feste aber beliebige Spalte j von P und definiere
(n) (n)

m, = min . M, := max p, .
T ey Pri = T Pr

pE}Hl) berechnet sich nach Matrizenrechnung durch Z;f:l p,-kp](:]l.). Da p,({'? >0,fa ke,
pit + ...+ pia = 1 (stochastische Matrix) und py > 0, f.a. k,i € .#, nach Voraussetzung
gelten, konnen wir das Mittlungslemma anwenden:
ML, 1
= (1-Bymu+BM, < pV < Bmat(1-B)M,,

VneNundVie.”

4
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Da die Ungleichung (4) fiir alle i € .7 gilt, folgt:

Mn+l Sﬁmn+(1_ﬁ)M11 SﬁMn‘i‘(l_ﬁ)Mn:Mn

mn+12(1_ﬁ)mn+ﬁMn Z(l_ﬁ)mn+ﬁmn:mn 2

= My —myy1 < (1-2B)(M, —my)

Iteriere diesen Prozess:

n—oo

Mn+1 — My < (1 —2[3)”(M1 —ml) — 0
—_——
€[0,1) <l

= pﬁ;?) —— 4 €ER Vies
: fi—yoo
Alle Eintrdge der j-ten Spalte konvergieren also gegen dieselbe Zahl a; Des Weiteren
stellen wir fest: .
n—soo

Da alle Zeilensummen von P" fiir alle n € N 1 ergeben, gilt dies auch im Grenziibergang
P" —— A fiir die Matrix A. |

n—soo

Bemerkung Das Grenzwerttheorem trifft weitere folgende interessante Aussagen fiir
eine reguldre Markov-Kette, interpretiert als Brettspiel:

1. Jeder Knoten kann bei gentigend vielen Schritten mit positiver Wahrscheinlichkeit
erreicht werden, egal wo der Marker startet.

2. Die Wahl des Startknotens zur Entscheidung der Frage, auf welchem Knoten der
Marker nach n Schritten ist, wird mit wachsendem »n immer unbedeutender, bis
die Abhéngigkeit im Grenziibergang n — oo ganz verschwindet.

17



5 Stationdre Verteilung und Ergodensatz

Bislang haben wir unseren Marker zu Beginn auf einen beliebigen aber festen Knoten i
gesetzt und die Entwicklung der Markov-Kette (M,),>0, gegeben M, = i, betrachtet. Nun
erlauben wir eine zuféllige Auswahl des Startzustandes und ziehen uns dabei wiederum
auf endliche Markov-Ketten mit Zustandsraum . = {1,2,...,d} zuriick. Die Zahldichte
der Anfangsverteilung schreiben wir als Zeilenvektor

t=(mm ..., mitm;=PMy=i) VieS

sodass wir fiir die Anfangsverteilung 7 folgende Zusammenhénge erhalten:

PYo(A) =P(My € A) E'n(A) = Y m, VAeY =2 (¥)
icA
Um den Anforderungen an eine Zihldichte gerecht zu werden, muss gelten:
Z =1
ics
Mit dieser Anfangsverteilung konnen wir nun die Zahldichte fiir M,, bestimmen. Kondi-
tioniere dafiir M, mit M, iiber den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

~ Satzv. d.
) Z

P(M, = j P(My = i)P(M,, = j|My =1i)

tot. Wkeit e

Saéz 6 Z ni(Pn)ij
i€y
=(mP");

Der Zeilenvektor nP" stellt also die Zahldichte fiir M,, bereit.

Definition 18 (Stationdre Verteilung)

Der Vektor"n =(m ... my) mit Z?ZI m; = 1 heilst stationidre Verteilung der Markov-
Kette mit Ubergangsmatrix P, falls gilt

TP=7m

Bemerkung Ist 7 eine stationdre Verteilung, gilt wegen
P’ = (nP)P=nP=nx

auch
nP'=m1 VneN

und somit die Konvergenz in Verteilung

TP —— 71
n—oo

18



Weitere Konvergenzaussagen trifft der

Satz 19 (Ergodensatsz fiir reguldre Markov-Ketten)

Sei P die Ubergangsmatrix einer reguldren Markov-Kette und © der zugehérige
Grenzvektor. Dann gilt:

1. & ist die einzige stationdre Verteilung dieser Kette.

2. Fiir jede Anfangsverteilung p konvergiert die n-Schritt-Verteilung pP" fiir
n — oo gegen m

Beweis: Seien ¢;, 1 <i<d, die i-ten Einheitsvektoren und A die Grenzmatrix der Markov-

Kette, d.h.

wobei 7 der Grenzvektor ist.
= egA=m V1<i<d

= limeP'=n V1<i<d (6)
n—oo

Insbesondere gilt:

AP = lime P = lime, P =1
n—oo n—oo

=  mist stationdre Verteilung

Ist p eine beliebige Anfangsverteilung, so gilt

d
p=(p1p2 ... pa) =Y riei )
i=1

mitr;, >0und ri+...+r;=1
Die Verteilung fiir M,,, n > 1, ist in diesem Fall gegeben durch

d
an (2 ZI‘,‘@,‘P" VneN
i=1
Lasse nun n — oo streben und nutze (6):
d Limes-Rechen- d 6) d ri+...+rg=1
lim pP" = lim Z rie;P" = Z T ’}glgo eiP" = Z e = 8)
i=1

n—soo n—yoo 4 4
= regeln i—1

Somit ist 2. gezeigt.
Ist p eine stationdre Verteilung fiir P, ist die linke Seite von Gleichung (8) gleich p

= TmT=p
= rist die eindeutige stationdre Verteiltung = 1.
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