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Aufgabe 10 Zeigen Sie:

(a) Die Einschränkung eines Poisson-Prozesses N mit Intensitätsmaß ν auf die Menge
D ∈ S ist ein Poisson-Prozess mit Intensitätsmaß ν(· ∩D). Falls

N =

ζ∑
i=1

δXi

mit einer Poisson-Variablen ζ und Xi
d
= Q, so gilt insbesondere

N(· ∩D)
d
=

τ∑
i=1

δYi ,

wobei τ, Y1, Y2, ... stochastisch unabhängig sind, τ eine Poisson-Variable mit Parame-

ter (Eζ)Q(D) und Yi
d
= Q(· ∩D)/Q(D), i ∈ N.

(b) Die Mischung von Binomialprozessen Nk =
∑βk,α

i=1 δYi , wobei βk,α
d
= Bin(k, α) und

Poisson(t) die Mischungsverteilung ist, bildet einen Poisson-Prozess
∑τα,t

i=1 δYi mit

τα,t
d
= Poisson(αt).

Aufgabe 11 Sei (N(t))t≥0 ein Zählprozess, für den eine stetige Ratenfunktion λ : R≥ →
R≥ existiert, so dass folgende Eigenschaften erfüllt sind:

(1) N(0) = 0.

(2) Der Prozess hat unabängige Zuwächse..

(3) P(N(t+ h)−N(t) = 1) = λ(t)h+ o(h) für h ↓ 0.

(4) P(N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h) für h ↓ 0.

Zeigen Sie, dass (N(t))t≥0 einen inhomogenen Poisson-Prozess bildet, und bestimmen Sie
dessen Mittelwertfunktion m(t) := EN(t).

Aufgabe 12 Sei (N(t))t≥0 ein inhomogener Poisson-Prozess mit stetiger Mittelwertfunkti-
on Ψ : R≥ → R≥, die Ψ(0) = 0 und limt→∞Ψ(t) =∞ erfülle. Sei ferner Ψ−1(y) := inf{t ≥
0 : Ψ(t) ≥ y} die Pseudo-Inverse von Ψ. Zeigen Sie, dass (N(Ψ−1(t)))t≥0 einen homogenen
Poisson-Prozess mit Intensität 1 (Standard-Poisson-Prozess) bildet.
[Hinweis: Beachten Sie, dass Ψ−1(x) ≤ t genau dann gilt, wenn x ≤ Ψ(t), und dass
Ψ(Ψ−1(x)) = x.]



Aufgabe 13 Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) N ist ein gemischter empirischer Prozess, alsoN
d
=

∑τ
i=1 δXi für u.i.v. Zufallsvariablen

X1, X2, ... und eine von diesen unabhängige N0-wertige Zufallsgröße τ .

(b) N(S)
d
= τ und P(N ∈ ·|N(S) = k) = P(Nk ∈ ·), wobei Nk =

∑k
i=1 δXi den empiri-

schen Prozess bei Stichprobenumfang k bezeichnet.

(c) N ist eine Mischung der Nk bezüglich P(τ ∈ ·).

Aufgabe 14 Sei (N(t))t≥0 ein Zählprozess, für den eine stetige Ratenfunktion λ : R≥ →
R≥ existiert, so dass folgende Eigenschaften erfüllt sind:

(1) N(0) = 0.

(2) Der Prozess hat unabängige Zuwächse..

(3) P(N(t+ h)−N(t) = 1) = λ(t)h+ o(h).

(4) P(N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h).

Zeigen Sie, dass (N(t))t≥0 einen inhomogenen Poisson-Prozess bildet, und bestimmen Sie
dessen Mittelwertfunktion m(t) := EN(t).


