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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Geburten von Jungen und Madchen

These:
Die Wahrscheinlichkeit flir eine Maddchengeburt ist hGher als
die fiir eine Jungengeburt.
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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit
schlief3en

@ Wir wollen von einer Stichprobe auf die Grundgesamtheit
schlieB3en.

@ Dazu ziehen wir zundchst eine Stichprobe (x1, ..., Xy).

@ Wir bezeichnen die Entscheidungsmdglichkeiten als Hypothese
und Alternative
@ In unserem Falle:

e Hypothese = Geburt eines Madchens
o Alternative = Geburt eines Jungens
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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Mégliche Fehler, Optimalitat

@ Fehler 1. Art: Es liegt die Hypothese vor, wir entscheiden uns
aber fUr die Alternative

@ Fehler 2. Art: Es liegt die Alternative vor, wir entscheiden uns
aber fir die Hypothese

Es gilt, im Hinblick auf die beiden mdglichen Fehlentscheidungen
eine moglichst “gute” Entscheidung zu treffen.
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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Allgemeines Vorgehen in der Testtheorie

@ Eine Stichprobe x € X ist gegeben
@ Wir geben eine Schranke « fir den Fehler 1. Art vor
@ Wir wahlen eine méglichst gute Testfunktion

“Gut” bedeutet, dass die Testfunktion den “Verlust”, bzw. die
Wahrscheinlichkeit fiir die Fehler 1. und 2. Art in irgendeiner
Form minimiert.

@ Wir treffen mit Hilfe der gewéhlten Testfunktion abhangig von x
eine Entscheidung fir die Hypothese oder Alternative

Kénnen wir die Wahrscheinlichkeiten fiir beide Fehler
zugleich minimieren?
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Testtheorie: Ziel und Uberblick

Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Testfunktion

Wir wahlen den Test nach folgender Optimalitatsregel:

Definition (Optimalitat)

@ Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art darf maximal
a € (0,1) betragen

@ Die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art soll mdglichst gering
sein
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Testtheorie: Ziel und Uberblick

Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Wie wahlen wir Hypothese und Alternative?

Die Hypothese wird so gewahlt, dass der Fehler 1. Art der
“schlimmere” Fehler ist.

Beispiel (Diagnose)

Ein Test gibt eine Indikation Uber eine Erkrankung.

Hypothese = der Patient ist krank

Die Alternative ist also die Aussage, deren falschliche Annahme
schlimmer ist.
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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Testtheorie vs. Schatztheorie

@ Ein Punktschétzer ordnet einer Stichprobe x einen Wert aus
dem Parameterraum zu.

e Beispiel: Maximum Likelihood-Schéatzer

@ Ein Bereichsschétzer ordnet einer Stichprobe x eine Teilmenge
des Parameterraums zu.

e Beispiel: Konfidenzbereich zum Niveau 1 — «

@ Eine Testfunktion wahlt anhand einer Stichprobe x zwischen
zwei Parameterbereichen, der Hypothese und der Alternative.
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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Bereichsschatzer / Konfidenzintervalle

Sei® cRY (d > 1)

@ Ein Konfidenzintervall ist eine Abbildung X — B(RY).
@ Ein Konfidenzintervall zum Niveau « erflllt die Bedingung

Wo({xeX:0e C(x)})>1—-a

Bemerkung
Hier besteht ein Zusammenhang zur Testtheorie!!
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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

Beispiel: Normalverteilung

Sei X ~ N(u,0?). Dann gilt

X—u
a/\/n

~ N(0,1).
Weiter qilt.

X—u
1—a=P(—Zz_gp < ——=<2_,
a (—z /2_0/ﬁ_1 /2)

= P(Y*Z1—a/20/\mﬁ 1< X+ 21_qs20/V/n)

Hierbei: Zi_a2 = Q1,a/2(./\/‘(0, 1))
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Testtheorie: Ziel und Uberblick
Testtheorie
Andere Entscheidungsprobleme

In unserem Beispiel

@ 100 Geburten werden untersucht, von denen 54 Madchen und
46 Jungen sind

@ Stimmt die Hypothese? Kénnen wir dies “mit Sicherheit” sagen?
Wieviele Jungengeburten erwarten wir, falls Mddchen- und
Jungengeburten mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten?

Bei was flir einer Stichprobe machen wir bei Wahl der
Hypothese eher einen Fehler?
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Gliederung
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Statistisches Experiment

Ein statistisches Experiment ist ein Tripel £ = (X, (P} )oco) mit
@ einer nichtleeren Menge X, dem Stichprobenraum,
@ einer o-Algebra 2 Gber X und

@ einer nichtleeren Familie (Pg()gee von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen Gber (X, 2) mit Py # P fur
040

Im folgenden sei stets W, = P.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Modellierung

In unserem Beispiel wahlen wir:
@ X ={0,1}", wobei n die Anzahl der Versuchsbeobachtungen ist,

® A =P(X),
° Pg( = ®7:1 %(179)! ¢ € e = (0’1)1
wobei

@ 0 = Méadchengeburt
@ 1 = Jungengeburt.

Wahrend die Wahl von X und 2( kanonisch ist, liegen der Wahl von
PX Modellierungsannahmen zugrunde.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Nullhypothese und Alternativthese

Beim Testen zerlegt man die Parametermenge © disjunkt in
Nullhypothese H und Alternative K:

©=H+K.

Beispiel

Im Beispiel der Madchen- vs. Jungengeburten setzen wir H = [0, 0.5]
und K = (0.5,1].

In unserem Falle liegt ein einseitiges Testproblem mit
linksseitiger Hypothese vor.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Jede messbare Funktion ¢ : X — [0, 1] heiBt Test oder Testfunktion.
¢ heiBt genau dann randomisiert, wenn {¢ € (0, 1)} # 0.

Interpretation eines Testwerts ¢(x):

1, o rat, die Alternative zu wahlen,
, o rat, die Hypothese zu wahlen,
o(x) = ¢v€(0,1) ¢ rét, ein unabh. Zufallsexp. durchzu-

fihren, das mit Wkeit v zur Wahl
der Alternative fihrt.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Ein optimaler Test

Eine optimale Test- bzw. Entscheidungsfunktion sédhe so aus:

@ Liegt die Hypothese vor, so liefert ¢ stets 0, ansonsten stets 1.
Beide Fehler treten mit Wahrscheinlichkeit 0 auf.

@ Formal:
(x) = 1, fallsd e K,
A% 7 o, fallsheH

Gibt es einen optimalen Test?
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Fehlerwahrscheinlichkeiten

Bei einem gegebenen Test gelten:

Egp(X) Wkeit fiir den Fehler 1. Art, falls 0 € H,
1— Eyp(X) = Wrekeit fir den Fehler 2. Art, falls 6 € K.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Die Gutefunktion

Definition

Fur einen Test ¢ heiBt die Funktion 6 — Eyp(X) die Gltefunktion
oder Operationscharakteristik (OC) von .
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Die Gutefunktion

Abbildung: Gitefunktion eines einseitigen Tests z.N. «
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Wahl des Tests

@ Aus theoretischen Griinden gibt es i. A. keine gleichmaBig
besten Tests.

@ Daher wahlt man fiir Testprobleme Ublicherweise beste Tests
innerhalb von Teilklassen der Menge der Tests aus.

@ Eine der géngigsten Testklassen ist die der Tests zum Niveau a.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Tests zum Niveau o

Definition
Sei a € [0, 1] ein vorgegebenes Irrtums- oder Signifikanzniveau.
Dann heifB3t © Test zum Niveau «, falls

Eyo(X) < a furalled e H

gilt. Wir definieren ¢, als die Menge der Tests zum Niveau a.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

GleichmaBig bester Test zum Niveau «

Definition

© heiBt gleichmaBig bester Test zum Niveau «, falls ¢ ein Test zum
Niveau « ist, der die W'keit fir einen Fehler 2. Art unter allen Test
zum Niveau « gleichmaBig minimiert.

Wie finden wir einen gleichméBig besten Test zum Niveau a?
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Weitere Teilklassen der Menge der Tests

@ Ublicherweise wahlt man den gleichmé&Big besten Test zum
Niveau « fir ein o € {0.01,0.05,0.1}.

@ Manchmal (z. B. in zweiseitigen Testsituationen) gibt es keinen
gleichmaBig besten Test z.N. «. Dann geht man z. B. zur
Teilklasse der unverfélschten Tests zum Niveau « Uber.

@ Manchmal (z.B. in der Situation des exakten Tests von Fisher
oder des t-Tests) existieren keine gleichmaBig besten
unverfalschten Tests zum Niveau «. Dann geht man zu noch
kleineren Testklassen (z. B. J-&hnlichen Tests z. N. «) Uber.
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Mathematisches Modell und Formalisierung

Unverfalschte Tests zum Niveau «

Definition
Ein Test o hei3t unverfalscht zum Niveau « (fir H vs. K), falls
Egp(X) < afiralle 8 € Hund Egp(X) > afir alle 6 € K gilt.

Definition

Ein Test ¢ hei3t gim. bester unverfélschter Test zum Niveau «, falls ¢
ein unverfalschter Test z. N. « ist und die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 2. Art unter allen unverfalschten Tests z. N. a glm. minimiert.

Warum macht man nicht Ndgel mit Képfen und gibt
gleichzeitig 1 — Eyp(X) > « fir alle 8 € K” als Schranke fiir
den Fehler 2. Art vor?
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Ausgangssituation und Motivation
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Gliederung
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Ausgangssituati
Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren E‘ n-Lemma

Voraussetzungen

@ Voraussetzung einer parametrischen Verteilungsfamilie mit
Parametermenge © C R oder © c RY (d > 2)

e B(1,0)-Verteilung mit Parameterraum (0, 1)
o N(u,o?)-Verteilung mit Parameterraum R x (0, o)

@ Die Hypothese ist ein Intervall oder ein Punkt aus ©

Wir suchen gleichméf3ig beste Tests aus einer geeigneten
Klasse von Testfunktionen.
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Ausgangssituati
Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren E M n-Lemma

Ein-Stichproben-Fall

Ein-Stichproben-Fall: Es wird ein einziges Merkmal X auf der Basis
einer einfachen Zufallsstichprobe (Xi, ..., X,) bzgl. interessierender
Fragestellungen getestet, z. B. die Lage von

o Mittelwert,

@ Median,

@ Varianz
betreffend etc.
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Ausgangssituation Motivation

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Eir ige Hypothe und das Neyman-Pearson-Lemma

Zwei-Stichproben-Fall

In diesem Fall wird ein Merkmal unter zwei Bedingungen untersucht
oder man betrachtet zwei Merkmale, die am selben Merkmalstrager
erhoben werden:

(a) Zwei unabhangige Zufallsstichproben
(X1 4y--, X1.0), (X2,1, ..., Xo.n,), M, M2 € N, wobei sich die
Randbedingungen bei der Entnahme der Stichproben in genau
einer Randbedingung unterscheiden.

(b) Ein Merkmal unter zwei verschiedenen Bedingungen am selben
Merkmalstrager: (X1 1, X1 2), ..., (Xn,1, Xn2) (verbundene
Stichproben, matched pairs).

(c) Zwei Merkmale X und Y am selben Merkmalstrager (unter
jeweils gleichen Bedingungen): (X1, Y1),...,(Xn, Ya)
(verbundene Stichproben).
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nd Motivation

" as N an-Pearson-Lemma
Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren ] G (R e Sm L)

(Einseitiger) exakter Binomialtest

Definition
Der (einseitige) exakte Binomialtest o* fur H: 0 < 6y vs. K : 0 > 6 ist
durch
1,
p*(x) = <y* €0.1), falls T(x) = ¢,
0,
definiert.

Bemerkung

Der (einseitige) exakte Binomialtest ist ein gleichmafig bester Test
zum Niveau « fir ein einseitiges Testproblem, wie etwa unser
Testproblem “Jungen- vs. Madchengeburten”.
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Ausgangssituation und Motivation

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren 3 IR N meH e

Prifgréie

Definition
In obiger Situation ist T(X) die PrifgréBe und c* der kritische Wert.

Die PriifgroBe stellt eine Verdichtung der Daten dar, anhand derer
Uber Verwerfen oder Beibehalten der Hypothese entschieden wird.

Welche Form haben die PriifgréBe und der kritische Wert?
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tuation und Motivation

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Cashlevienieasel Sl

Gliederung

e Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

@ Einseitige Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

Einfachster Fall: Neyman-Pearson-Lemma

Im einfachsten Fall gilt
@ H={6o}und K = {61}

o W, (= Wy,) und Wi (= Wp,) haben bezlglich eines
gemeinsamen dominierenden MaBes Dichten f und f;

Nach dem Neyman-Pearson-Lemma sind die folgenden
Eigenschaften notwendig und hinreichend flr einen gleichmaBig
besten Test v» zum Niveau a:

Evo(X) = / P = a (1)

P(x) = {;’ falls fi(x) = kfy(x) p-f.0. (2)

wobei k € [0, o0) geeignet gewahlt wird.
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situation und Motivation
Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren f

Der Neyman-Pearson-Test

Der gleichmaBig beste Test ¢ im soeben beschriebenen Fall 1&sst
sich schreiben als

mit

f(x)
T(x) = hoe  fallsfo(x) >0
00, falls fo(x) = 0.

In der Situation aus dem Neyman-Pearson-Lemma erhalten wir den
gleichmaBig besten Test ¢y zum Niveau « durch die Wahl

k:=c(W,a)=inf{y e R: Wo(T > y) < a}.
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jon und Motivation
e Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren i
€

a-Fraktil

Definition
c(WJ, ) ist das a-Fraktil von T bezuglich W.

@ Allgemein: ¢(Q,a) =inf{y e R: Q((y,)) < a} istdas a-
Fraktil eines W’MaBBes Q.

@ Ist F die Verteilungsfunktion von Q und F~' die Quantilsfunktion,
soistc(Q,a) =qi_o = F'(1 — ).

@ Mittels ¢(W,, a) kénnen wir einen Test mit den Eigenschaften
(1) und (2) aus dem Neyman-Pearson-Lemma definieren.
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gangssituation und Motivation
Einseitige Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma
2\ sts

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

Einseitige Testprobleme

Der nachstschwererere Fall.

Definition

Annahmen: (Wj)yco dominierte Familie Vilg.,
wobei © C R
Hypothesen: (a) Hyp: 0 < 6y vs. K: 0 > 0,
(b) Hy: 0 > 6 vs. K: 6 < 6.

Wie sieht ein gleichmaBig bester Test aus?
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tuation und Motivation
e Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren -
€

Familien mit monotonem Dichtequotienten

Das Neyman-Pearson-Lemma I&sst sich verallgemeinern, wenn
folgende Monotonieeigenschaft vorliegt:

Definition

Sei £ = (X,2, (Wh)geco) ein dominiertes statistisches Experiment mit
dominierendem MafB x. Dann heiBt (Wp)gco Familie mit monotonem
Dichtequotienten, falls eine Statistik T : X — R existiert, so dass flr
alle Oo < 64

f,
7= OnooT i
o

far eine monoton wachsende Funktion gg, ¢, gilt.

Bemerke: Beim N.P.-Lemma haben wir T(x) = gg; gewahlt.
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situation und Motivation
Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren f

Verbindung zum Neyman-Pearson-Lemma

Die Entscheidungsregel fir den Neyman-Pearson-Test lasst sich fir
beliebige 1y < 1y verallgemeinern:

Fur alle x € X mit £,,,(x) # 0 oder £, (x) # 0 gilt
Fn (X) Z K00, m1) o (X),
= Gnom © T(X) % Gno,mi (€7) *)
= T(x) % c

mit k(770a 7/1) = Gno,m (C*)

Die letzte Ungleichung hdngt nicht mehr von ng und ny ab.
Wir benutzen sie zur Definition des Tests.
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situation und Motivation

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren jipctiesapncic e anieaisonicnn

GleichmaBig bester Test zum Niveau «

Mit
’
p*(x) = {4 efo,1) , falls T(x) = ¢,
0
wobei

O[—WQO(T>C*) _
¢ :=c(Wy,a) und v* := ¢ WolT=c) ~ falls Way(T = c7) > 07,
0, falls Wy, (T = c¢*) =0,
folgt
@ Ey ¢*(X) = «a (per Definition)
@ Eypp*(X) < afiralled < 6y
(

@ Eyp*(X) = maxg.pco, Eop(X) fir alle 6 > 6y

— —
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren das NEgTEm R L

Beispiel: Binomialtest

n
Fur alle x € X sei T(x) = s, = > x;. Dann gilt
i=1

£y (X )% k(10,11 ) fy (X)

M1 1=\ >
e (= = k(mo,m)

Mo 1—m0
© Gno.ny (Sn) % k(no,m) := Gno,m (C7)
AU ELS

Il
~
SF
SI=E
~—
~
~~
I‘\
IS
S
~—
|
-

wobei gy, . (1)
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ion und Motivation
sen und das Neyman-Pearson-Lemma

Mit
1
p*(x) = <~v€el0,1) |, fallss,
0

AV
Q

erhalten wir im Falle H = {6 < 6y} einen glm. besten Test zum
Niveau «, wobei hier

o — Wgo(S,, > C*)

c* = ¢(B(n,6p), @) und v = —n (Sh=c")
o\“~n —

gilt.

Beim Beweis missen wir 2 mal das Neyman-Pearson-Lemma
anwenden.
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ust ituation und Motivation
seitige Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma
sts

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

1. Anwendung: ¢* € ¢,

Sei g := 6 € H beliebig und 7y := . D.h. wir betrachten {6y} wie
einen Alternativenparameter und 7y als Hypothesenparameter.

Aus dem Neyman-Pearson-Lemma folgt mit 5 = E,,;¢(X)

— Ey 0*(X) = E, o*(X) = E, o(X)>
a = Epp*(X) = E; 9" (X) %Enronf(%gﬁ me(X) > B,

also a > 3, wobei die Ungleichung durch Wahl von ¢ = 3 verifiziert
werden kann.
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Ausg: tuation und Motivation

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Elnsemge jipctiesapncic e anieaisonicnn

2. Anwendung: Ey¢*(X) maximal fur alle § € K

Sei 6 € K beliebig.

Aus dem Neyman-Pearson-Lemma folgt mit Wy = Wy, und Wy = W

Eop*(X) = max  Epp(X).
gcp( ) #,Eoyp(X)<a 090( )
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sation und Motivation
i -P -L
Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren ? f'y 2 ) G e T LG

Rechtseitige Hypothesen

Beispiel: Produktionsprozess

Bei einer Gut-Schlecht-Prifung soll anhand von 100 untersuchten
Stlcken eine Entscheidung Uber die Umstellung des
Produktionsprozesses getroffen werden.

Wie sieht das Modell aus? Wéhlen Sie die Hypothese.

Bei welcher Art von Stichprobe wiirde man eher zu einer
Umestellung tendieren?
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jon und Motivation
e Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren g

Rechtseitige Hypothesen

Sei das Experiment € = (X, 2, (Wp)oco) gegeben, wobei (Wp)oco)
einen monotonen Dichtequotienten in T habe.

Analog zum linksseitigen Test hat ein gleichmafig bester Test zum
Niveau « die Gestalt:

1

o'(x) = {re[0,1) , falls T(x) § c*,
0

wobei

OL—W@O(T<C*)
c* = —c(W, T,a) und v* = { We(T=c)
° 0, falls Wy, (T = ¢*) =0,

falls Wy, (T = c¢*) > 0,

)
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ion und Motivation
en und das Neyman-Pearson-Lemma

Bei rechtsseitigen Tests lehnen wir die Hypothese ab, falls
T<c*

@ Im Falle T = ¢* wird die Entscheidung randomisiert
o cr=sup{teR: Wy, (T <t)<a}l=—c(W, o)

@ Bei symmetrischen Verteilungen gilt ¢* = —¢( Wgz, a)
@ Bei stetigen Verteilungen ist ¢* = g,

Till Breuer Praktikum zur Statistik



usgangssituation und Motivation
seitige Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Test
ests

GIm. bester Test z. N. a bei einseitigen Testproblemen
mit monotonem DQ

Definition
Teststatistik:  T(X)
Verteilung unter 6y: Wy, = PJOOX
Ablehnungsbereich:  (a) T(X) > c(W,,a)
(b) T(X) < —c(W,, )

Hierbei liegt in Fall (a) eine linksseitige Hypothese und in Fall (b) eine
rechtsseitige Hypothese vor.
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tuation und vation

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren Hitzsgemm vs) G NETEnH e s L e

Vorab: Einseitige Tests in R

binom.test(x = ,n = ,p =
,alternative=“greater|less”,conf.level=1-«)
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

Gliederung

e Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

@ Zweiseitige Tests
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yman-Pearson-Lemma

Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

Beispiel: Zweiseitiger Binomialtest

Ist die M(inze, die fiir einen Losentscheid verwendet wird,
gezinkt?

Bemerkung (Modell)

e &=({0,1},B({0,1}),(B(1,0)ocpo.11))
e ©=10,1]
@ Hypothese: H = {6y} mit 6, = 0,5
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

Zweiseitige Testprobleme

Sei © C R. Ein zweiseitiges Testproblem ist von der Form

@ Zweiseitige Hypothesen

H={0c©:0<0i0derf >0} gegen K={0€©:01 <6<0}

@ Zweiseitige Alternativen
H={0c©:6; <0<6:}gegen K ={0 € ©:6 < 6;oderb >0}

H= {60} gegen K = {6 € © : 6 # 6}.

Warum macht der Fall K = {6y} keinen Sinn?
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i -Lemma
Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren n-Lemma

In R unterstltzte Hypothesen

In R lassen sich behandeln:
@ Einseitige Testprobleme
@ Testprobleme der Form H = {6y} gegen K = {6 € © : 0 # 6}
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ion und Motivation

. thesen und das Neyman-Pearson-Lemma
Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren \esen ane s yman-rearson-Lemma

Exakter Binomialtest (zweiseitig)

Der (zweiseitige) exakte Binomialtest p* fir zweiseitige Alternativen

ist durch
1, falls T(X) & [c5, ¢7]s
e (X) = {7 €[0,1), falls T(X)=cf, 3)
0, falls T(X) € (¢5,¢7)

fir geeignete Konstanten g, 77, ¢ und ¢ definiert. Dabei ist die
TestgroBe T(X) =31, Xi.

Bei Wahl geeigneter Konstanten ist o* der gleichmafig beste
unverfalschte Test zum Niveau «.
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren /man-Pears

Allgemeine Gestalt gleichmaBig bester unverfalschter
Test

Die Testgestalt (3) ist die allgemeine Form eines gleichmaBig besten
unverfalschten Tests zum Niveau «, wenn wir 47 und ¢ (i =1,2)
passend wéhlen (s. S. 106 Alsmeyer Skripten zur Statistik).
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Parametrische Ein-Stichproben-Testverfahren

Beidseitige Tests in R

Hier exemplarisch die Eingabe des zweiseitigen Binomialtests

binom.test (... ,alternative=two.sided")
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Testenin R JHEHD SEESE inomialtest

Gliederung

e Testen in R
@ p-Wert, Binomialtest
@ Mittelwertvergleiche: Der GauBtest
@ Last but not least: Approximativer Binomialtest
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p-Wert, Binomialtest

Testenin R Binomialtest

Gliederung

e Testenin R
@ p-Wert, Binomialtest
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Testenin R

p-Wert und Prufgré3e

In Anwendungen vergleicht man haufig nicht die PrifgréBe T(x) mit
dem kritischen Wert, sondern den p-Wert mit dem Signifikanzniveau
.

Der p-Wert ist das kleinste Niveau oo zu dem man bei Vorliegen der
Stichprobe x und PrifgréBenwert T(x) = t die Nullhypothese noch
ablehnen kann.
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Binomialtest

Testenin R

Definition des p-Wertes

Definition
Der p-Wert eines Tests ist die Wahrscheinlichkeit, unter der

Nullhypothese Wy, den beobachteten Prifwert x € X oder einen in
Richtung der Alternative extremeren Wert zu erhalten.

Im Falle linksseitiger Hypothesen bedeutet dies formal
p = Po,(T(X) = T(x)).

Bemerkung

Der Ablehnungsbereich der Hypothese lautet “p < «”.

Till Breuer Praktikum zur Statistik



p-Wert, Binomialtest

Testen in R ast but not

Eingabe von Tests

Worauf muss man bei der Eingabe eines Tests in R achten?
@ Der Wert x reprasentiert die Realisierung der PrifgréBe
@ R gibt neben dem p-Wert auch das Konfidenzintervall C zum
Niveau o an.
@ Ablehnung der Hypothese erfolgt anhand der Fragestellung
“p < «”oderby ¢ C.
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p-Wert, Binomialtest

Testen in R ast but not

Binomialtest in R

Beispiel
Der einseitige exakte Binomialtest eignet sich fiir das

Ausgangsproblem ,Jungen- vs. Madchengeburten®.
Der Test wird in R mit dem Befehl binom. test aufgerufen.

> binom.test(x = 46, n = 100, p = 0.5, alternative
= "greater", conf.level = 0.95)

Exact binomial test
data: 46 and 100
number of successes = 46, number of trials = 100,

p-value = 0.8159

Der p-Wert ist gréBer als 0.05. Die Hypothese wird angenommen.
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p-Wert, Binomialtest
Mittelwertvergleiche: Der GauBtest

Testen in R Last but not least: Approximativer Binomialtest

Gliederung

e Testen in R

@ Mittelwertvergleiche: Der GauBtest
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p-Wert, Binomialtest
Mittelwe iche: Der GauBtest

Testen in R Last but not least: Approximativer Binomialtest

Beispiel: Sollwertmessung

Bei der Produktion von LKW-Achsen werden stichprobenartig die
Achslédngen x gemessen. Dazu untersucht man n = 100 produzierte
Sticke.

Ein Test soll sicherstellen, dass die Achslangen innerhalb der
Toleranz schwanken. Der GauBtest gibt uns dafiir ein Intervall,
innerhalb dessen die mittlere Achslange x schwanken darf. Die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass sich x innerhalb der Toleranz befindet,
soll 99% betragen.

Damit X eine mdgliche PrifgréBe ist, missen wir die Varianz der
Normalverteilung als bekannt voraussetzen! Die Varianz kennen wir
dabei aus bisherigen Messungen.

Wie sieht das Modell aus? Wie sieht die Hypothese aus?
Welches Signifikanzniveau liegt vor?
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p-Wert, Binom
Mittelwertvergl er GauBtest

Testen in R Last but not lea roximativer Binomialtest

Modell fiir die Sollwertmessung

Statistisches Modell, Hypothesenwahl und Signifikanzniveau:
o ¢=(R",B", (N(1,0%)")uckr)

@ H={uo} gegen K = {1 # po}
@ o= 0.01
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p-Wert, Binomialtest
Mittelwertvergleiche: Der GauBtest

Testen in R Last but not least: Approximativer Binomialtest

Der Gauf3test

Definition

Seien Xy, ..., X, u.i.v. Zufallsvariablen mit X; ~ N(yu, 0?), o2 bekannt,
bzw. mit beliebiger stetiger Verteilung und E(X;) = p, Var(X;) = o2,
n > 30. Man betrachte folgende Testprobleme:

(@) Hotp = povs. K:p# po,

(b) Ho: p < po vs. Kt > po,

(¢) Ho:p > po vs. K:p < puo.

Basierend auf der PrifgréBe T(X) = ﬁ% ~p,, N(0,1) fallt die
Entscheidung fir K im Testproblem

(a) im Falle [T(X)| > g1_a,2(N(0, 1)),

(b) im Falle T(X) > g1_(N(0,1)),

(c) im Falle T(X) < —g1-4(N(0,1)) = g (N(0, 1)).
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p-Wert, Binomialtest
Mittelwertver Der GauBtest

Testen in R Last but not least: Approximativer Binomialtest

Sollwertmessung

Bei 100 Achsen ergibt sich fur die Priifgréie ein Wert von z
(Generierung in R). Den Betrag dieses Wertes vergleichen wir mit
dem 0.995-Quantil der Standarnormalverteilung, also mit
Qo.995(N(0,1)) = 2.5758
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Btest

Testen in R Last but not least: Approximativer Binomialtest

Gliederung

e Testen in R
@ Last but not least: Approximativer Binomialtest
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p-Wert, Binomialtest
Mittelwertvergleiche: Der GauBtest

Testen in R Last but not least: Approximativer Binomialtest

Approximativer Binomialtest

Gegeben seien folgende Testprobleme Uber den Parameter 6 einer
B(n, 9)-Verteilung:
(@) Ho: 0 = 0o vs. K: 0 # 6y,
(b) Hp: 0 < 6y vs. K: 0 > 0,
(€) Ho: 0 > 6g vs. K: 6 < 6.

. . . o ZI”: Xi—nbq -
Basierend auf der PrifgréBe T(X) = 7\/m P, N(0,1) und
dem vorgegebenen Niveau « féllt die Entscheidung fir K im
Testproblem

(a) im Falle [T(X)| > g1—a/2(N (0, 1)),
(b) im Falle [T(X)| > g1-a(N(0,1)),
(c) im Falle [T(X)| < —=g1-a(N(0,1)) = ga(N(0, 1))
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rt, Binomi
rgl N test
Last but not least: Approximativer Binomialtest

Testenin R

DANKE FUR EURE AUFMERKSAMKEIT
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