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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei X ein quadrierter Besselprozess mit Dimension δ = 0 und Startpunkt x0 > 0, also
eine Lösung der Gleichung

dXt = 2
√
XtdW (t), X0 = x0.

Zeigen Sie, dass für die Stoppzeit τ = inf{t ≥ 0 : Xt = 0} gilt

P(τ ≤ T ) = exp(− x0
2T

).

Hinweis: Nutzen Sie die Kenntnis über die Laplacetransformierte von XT aus.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Seien X1 und X2 stochastisch unabhängige, quadrierte Besselprozesse der Dimensionen
δ1 bzw. δ2 zu den Startwerten x1 bzw. x2. Zeigen Sie, dass X1 + X2 ein quadrierter
Besselprozess der Dimension δ = δ1 + δ2 zum Startwert x1 + x2 ist.

Hinweis: Satz von Levy

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei Y ein CIR Prozess der Form

dYt = q(m− Yt)dt+ σ
√
YtdW (t)

zum Anfangswert y0 > 0 mit q > 0,m > 0, σ > 0.

Die Laplacetransformierte von YT ist gegeben durch

L(T, λ) =
( q
1
2
σ2λ(1− e−qT ) + q

) 2mq

σ2 exp(−x λqe−qT

1
2
σ2λ(1− e−qT ) + q

)

Zeigen Sie, dass die Verteilung von YT für T → ∞ gegen eine Γ(2mq
σ2 ,

σ2

2q
) Verteilung

konvergiert.

Hinweis: Es genügt, die punktweise Konvergenz der Laplacetransformierten nachzuweisen.

Aufgabe 4: 4 Punkte

In einem CEV Modell genügt die Aktienpreisentwicklung der stochastischen Differential-
gleichung

dS(t) = S(t)(µdt+ σS(t)βdW (t))



zu einem Anfangswert S(0) = s0 > 0. Hierbei sind µ ∈ R, σ > 0, β > 0 Parameter des
Modells. Zeigen Sie, dass die Verteilung von S(t) durch die Verteilung einer zeittransfor-
mierten Potenz des Besselprozesses angegeben werden kann. Genauer: Ist X ein quadrier-
ter Besselprozeß der Dimension δ = 2 + 1

β
zum Startwert s0 und ist η(t) = βσ2

2µ
(e2µβt− 1),

so gilt, dass die Verteilung von S(t) mit der von eµtX(η(t))−
1
2β übereinstimmt.
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