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Aufgabe 1: 4 Punkte

Beweisen Sie die Rückrichtung in Satz 1.5 für n = 1 = d. Zeigen Sie also, dass der Wert-
prozess einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie, notiert in Anteilen des Numeraire
Assets, eine Entwicklung der Form

V ∗(t) = V ∗(0) +

∫ t

0

H(u)dS∗(u)

für alle 0 ≤ t < T hat.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei T > 0 und W ein Wiener-Prozess bezüglich einer Filtration (Ft)0≤t<T . Sei f : [0, T )→
R eine Funktion mit

∫ t

0
f 2(u)du <∞ für alle 0 ≤ t < T . Definiere das Martingal M durch

M(t) =

∫ t

0

f(u)dW (u)

für alle 0 ≤ t < T .

Zeigen Sie, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 das Martingal M jedes a ∈ R vor T erreicht.
Was passiert, wenn

∫ T

0
f 2(u)du <∞ gilt.

Hinweis: Es gibt mindestens zwei Möglichkeiten zu argumentieren. Mittels einer Zeittrans-
formation kann mit Hilfe von M ein Wiener-Prozess auf [0,∞) konstruiert werden. Da der
Wiener-Prozess jeden Punkt in endlicher Zeit erreicht, muss auch M jeden Punkt vor T er-
reichen. Als zweite Möglichkeit kann man den Beweis der Aussage für den Wiener-Prozess
auch für M imitieren.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Gegeben sei ein eindimensionales Black-Scholes Modell mit Koeffizienten µ, r ∈ R und
σ > 0. Es gilt also

dS(t) = S(t)(µdt+ σdW (t))

und β(t) = ert für alle 0 ≤ t < T .

Zeigen Sie, dass es Arbitragemöglichkeiten in diesem Modell gibt.

Hinweis: In der Vorlesung ist dies für µ = r gezeigt worden. Durch ein einfaches Argument
kann man obige Aussage auf diesen Fall zurückführen.



Aufgabe 4: 4 Punkte

Wir betrachten einen Finanzmarkt, der von einem eindimensionalen Wiener-Prozess W
getrieben wird. Der Preisprozess des risky assets genügt der stochastischen Differential-
gleichung

dS(t) = S(t)(µ(t)dt+ σ(t)dW (t))

mit Anfangswert S(0) > 0 und der Preisprozess des Numeraire Assets der stochastischen
Differentialgleichung

dN(t) = N(t)(r(t)dt+ σN(t)dW (t)).

Die Koeffizienten des Marktes sein hierbei deterministische Funktionen µ, r, σ, σN .

Wann existiert in diesem Markt ein äquivalentes Martingalmaß und wann ist dies eindeu-
tig?
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