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Aufgabe 1: 4 Punkte

Seien (W;)i>o ein Wiener-Prozefl beziiglich einer Filtration (§:)i>0 und o : [0,00) — R
eine messbare Funktion mit f(f 0?(s)ds < oo fiir alle t > 0 . Zeigen Sie:

1. Durch . -
M(t) = exp(/o o(s)dW(s) — 5/0 o?(s))ds

fiir alle ¢ > 0 wird ein Martingal definiert. Hinweis: Welche stochastische Differen-
tialgleichung erfillt M

2. Es gilt
t+h 1 t+h
E(exp(A / ()W (3))[§) = exp(3)° / o*(s)ds)
t t
fiir alle A € R und ¢, h > 0.

3. Folgern Sie aus dem obigen, dass ftHha(s)dW(s) eine von §; normalverteilte Zu-
fallsvariable ist mit Mittelwert 0 und Varianz ftHh o?(s)ds.

Damit hat man gezeigt, dass fot o(s)dW(s), t > 0 ein stochastischer Prozess mit un-
abhéngigen normalverteilten Zuwéchsen ist. Der obige Beweis stellt eine elegante Alter-
native zum Vorgehen in der Vorlesung Stochastische Analysis dar.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Losen Sie explizit fiir einen Wiener-Prozess W die stochastische Differentialgleichung

1
AX, = (V1 + X+ 5 X)dt + /14 X2dW,

zu einer beliebigen Anfangsbedingung (.

Hinweis: Explizite Losungen von nichtlinearen stochastischen Differentialgleichungen sind
selten. Da es keine wirklichen Losungsverfahren gibt, wie etwa bei den gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen, kann man eigentlich nur durch Probieren zum Erfolg kommen. Der
einfachste Weg, eventuell zum Ziel zu kommen, besteht darin, einen Ansatz der Form
X; = f(t,W;) zu wihlen und dann die Ito-Formel anzuwenden. Die Funktion f ist dann
natiirlich zu bestimmen. Man erkennt sehr leicht eine gewthnliche Differentialgleichung,
die f(t,z) als Funktion von z erfiillen muss. Durch eine Separation der Variablen kann
diese gewohnliche Differentialgleichung gelost werden. Schaut man sich nochmals die Ter-
me in der Ito-Formel an, so erkennt man, wie die von ¢ abhéngigen Konstanten in der
Losung zu wihlen sind.
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