Kapitel 2
Diskrete Markov-Ketten

Nachdem wir im vorherigen Kapitel die allgemeinen theoretischen Grundlagen iiber
MK auf beliebigen Zustandsraumen bereitgestellt haben, konzentrieren wir uns jetzt
auf den abzéhlbaren Fall, wobei immer zeitliche Homogenitét unterstellt wird. Un-
ser besonderes Augenmerk gilt der Frage nach dem asymptotischen Verhalten dis-
kreter und endlicher MK fiir gegen unendlich strebende Zeit. Beginnen wollen wir
aber mit einer Reihe von Beispielen, die gleichsam als Motivation fiir unsere Unter-
suchungen dienen.

2.1 Beispiele diskreter Markov-Ketten

Mit interessanten Beispielen zeitlich homogener DMK liee sich miihelos ein ei-
genes Buch fiillen, und die folgende Auswahl soll lediglich einen ersten Einlick
vermitteln.

2.1.1 Markov-Ketten mit zwei Zustinden

Betrachten wir einen Telefonanschluss, dessen Leitung zum Zeitpunkt n frei bzw.
besetzt ist, was wir durch M,, = 0 bzw. M,, = 1 codieren. Wir nehmen an, dass die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Anruf wihrend eines Zeitintervalls p > 0 betrdgt und
dass ferner hochstens ein Anruf pro Zeitintervall eingeht. Ist die Leitung besetzt,
geht der Anruf nicht durch und wird folglich nicht registriert. Wir nehmen weiter
an, dass sie in diesem Fall mit einer Wahrscheinlichkeit g > 0 im néchsten Intervall
wieder frei ist. Wir erhalten so eine EMK (Mj,),>0 mit Zustandsraum . = {0,1}

und Ubergangsmatrix
()
q l—gq
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30 2 Diskrete Markov-Ketten

Offenkundig hat jede Ubergangsmatrix einer EMK mit zwei Zustéinden diese Form,
und es bedarf zu ihrer Spezifikation lediglich der Angabe der Werte p und g.

2.1.2 Ein einfaches Bedienungssystem

Wir greifen auf das vorherige Beispiel zuriick und nehmen nun an, dass der An-
schluss einen Anrufer auf Abruf halten kann. Die Anzahl der Anrufer im System ist
folglich ein Element der Menge . = {0, 1,2}. Wie bisher betrage die Wahrschein-
lichkeit g dafiir, dass ein Anruf wihrend eines Zeitintervalls beendet wird, und p
dafiir, dass ein neuer Anruf eingeht, sofern das System nicht bereits voll ist. Zur
Modellierung setzen wir

po=1—p, por=p und pyp =0,

denn ein neuer Anruf kommt mit Wahrscheinlichkeit p an (wobei wir weiterhin
hochstens einen eingehenden Anruf pro Zeitintervall annehmen). Analog erhalten
wir

p20=0, pr=gq und pn=1-—gq,

denn kein neuer Anruf wird registriert, wenn bereits zwei in der Leitung sind, und

q(1-p) q

p ﬁp,q p(1—q)

Abb. 2.1 Markov-Kette mit 3 Zustinden und den obigen Ubergangswahrscheinlichkeiten, wobei
Brg=1-4q(1=p)—p(1—q).

hochstens einer der beiden Anrufe kann wihrend des Intervalls beendet werden. Be-
findet sich genau ein Gesprich in der Leitung, ist die Situation etwas komplizierter.
Das System geht von 1 in O iiber, wenn das aktuelle Gespriach wihrend des Intervalls
beendet wird und kein neuer Anruf eingeht, also pjg = ¢(1 — p) (unter der verniinfti-
gen Annahme, dass sich Gesprichsdauern und Gesprichseingénge unabhingig von-
einander verhalten). Ahnlich ergibt sich p;» = p(1 — g), weil das System von 1 in
2 iibergeht, wenn das aktuelle Gesprich wihrend des Intervalls nicht beendet wird
und zugleich ein neuer Anruf eingeht, der auf Abruf gestellt wird. Da sich Zeilen
einer Ubergangsmatrix stets zu 1 addieren, folgt py; = 1 —¢q(1 —p) — p(1 —g) und
somit insgesamt

1-p 4 0
P=|q(l—p)1—q(1—p)—p(1—q) p(1—q)
0 q l—¢q
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Ubergangswahrscheinlichkeiten werden oft mittels gerichteter Graphen dargestellt,
wobei die Knoten die Zustinde und die gerichteten Kanten (Pfeile) die Ubergiinge
beschreiben. Fiir die obige Matrix zeigt dies Abb. 2.1.

2.1.3 Irrfahrten mit reflektierenden Barrieren

Stellen wir uns vor, ein Teilchen springt auf den Gitterpunkten {0, 1,...,N}. Zu je-
dem Zeitpunkt springt es eine Einheit nach rechts bzw. links mit den Wahrschein-
lichkeiten p € (0,1) bzw. 1 — p. Befindet es sich in einem der Randpunkte (Barrie-
ren) 0 oder N, wird es mit Wahrscheinlichkeit 1 reflektiert, wandert also wieder in
Richtung des Intervalls. Die Ubergangsmatrix dieser EMK lautet

0 10 0
1-p0p
P = .
1-p0p
0 0 10

Im Fall p = % sprechen wir von einer symmetrischen, andernfalls von einer asym-
metrischen Irrfahrt auf {0,1,...,N} mit reflektierenden Barrieren. Es ist manchmal
sinnvoll, lediglich teilweise reflektierende Barrieren zu betrachten, was bedeuten
soll, dass das Teilchen mit der Wahrscheinlichkeit p eine Zeiteinheit in den Rand-
punkten O und N verharren kann. Es gilt dann also

po=1—por=p und pyyv=1—pyy—1=p.

2.1.4 Irrfahrten mit absorbierenden Barrieren

Diese EMK verhilt sich genauso wie die in 2.1.3, auBer fiir den Fall, dass das Teil-
chen einen der Randpunkte O oder N erreicht, wo es nun absorbiert wird. Die Uber-
gangsmatrix lautet dann

1 00 0
l-p0Op

l-pOp
0 0 01
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2.1.5 Einfache Irrfahrten auf einem Graphen

Betrachten wir einen (endlichen, einfachen und ungerichteten) Graphen G = (V,E),
V die Menge der Knoten und E C (V) die Menge der Kanten. Dann verbindet
jede Kante zwei verschiedene Knoten, und je zwei Knoten sind durch héchstens
eine Kante verbunden. Wir schreiben v ~ w, wenn zwei Knoten v,w benachbart,
d.h. durch eine Kante verbunden sind.

Abb. 2.2 Der Tutte-Coxeter-Graph, auch Tutte-8-Kéfig genannt, als Beispiel eines endlichen, ein-
fachen und ungerichteten Graphen. Dieser Graph hat 30 Knoten, 45 Kanten und ist ferner regulér
von der Ordnung 3, d.h., jeder Knoten hat genau 3 Nachbarn.

Eine einfache Irrfahrt auf G ist eine EMK mit Zustandsraum V, die zu jedem Zeit-
punkt vom augenblicklichen Aufenthaltsknoten mit gleicher Wahrscheinlichkeit in
einen der Nachbarknoten springt. Sie hat demnach die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten py,, = ﬁ, v ~ w, wobei d(v) die Anzahl benachbarter Knoten von v angibt (im
Fall d(v) = 0 setzen wir py, = 1). Die in 2.1.3 vorgestellte symmetrische Irrfahrt
mit reflektierenden Barrieren bildet ein spezielles Beispiel einer solchen einfachen
Irrfahrt. Fiir den in Abb. 2.2 dargestellten Tutte-Coxeter-Graphen betriigt die Uber-

gangswahrscheinlichkeit stets %, in einen der Nachbarkonoten zu springen.

2.1.6 Das Ehrenfest-Modell fiir Wirmeaustausch

Das Ehrenfest-Modell bildet eine klassische mathematische Beschreibung sowohl
fir den Wéirmeaustausch zwischen zwei nach aufien isolierten, sich beriihrenden
Korpern als auch fiir die Diffusion durch eine Membran. Stellen wir uns dazu zwei
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Urnen A und B vor, die insgesamt 2N Kugeln enthalten, von denen sich zu Beginn
k in Urne A und 2N — k in Urne B befinden. Es wird nun immer eine Kugel zufillig
ausgewidhlt (jede also mit der gleichen Wahrscheinlichkeit) und von der Urne, in
der sie sich gerade befindet, in die jeweils andere gelegt. Im Zeitablauf wandern
die Kugeln also zwischen beiden Urnen hin und her, wobei stets eine mittlere Drift
in Richtung derjenigen mit der geringeren Zahl von Kugeln besteht. Die Anzahl der
Kugeln in den beiden Urnen interpretiert man beim Wirmeaustausch als Temperatur
der sie reprasentierenden Korper. Sei X, die Anzahl der Kugeln in Urne A nach der
n-ten Ziehung und M,, = X,, — N. Dann bildet (M,,),>0 eine EMK mit Zustandsraum

S ={-N,-N+1,...,—1,0,1,...,N — 1,N} und Ubergangswahrscheinlichkeiten
S falls j=i+1,
pij = 53, falls j=i—1,

0 sonst.

)

2.1.7 Markov-Ketten in der Genetik: Die Modelle von
Wright-Fisher und Moran

Das folgende idealisierte genetische Modell wurde von S. WRIGHT [62] vorge-
schlagen, um die Fluktuationen von Genfrequenzen unter dem Einfluss von Mutati-
on und Selektion zu untersuchen.

Das Wright-Fisher-Modell

Wir beginnen mit der Beschreibung eines Grundmodells zufdlliger Reproduktion
ohne Mutation und Selektion und betrachten eine endliche Population von N Indi-
viduen (Zellen), die jeweils zwei gleichartige (homologe) Chromosomensitze be-
sitzen (Diploidie). Auf jedem Chromosomensatz befindet sich jeweils eine Kopie
eines bestimmten Gens, das entweder vom Typ a oder A ist. Diese Typen, genannt
Allele, bilden die beiden moglichen Zustandsformen des Gens und befinden sich
in homologen Chromosomen an gleichen Loci (Genorten). Wir richten nun unser
Augenmerk ausschlieBlich auf die 2N Gene der N Individuen, die wir als gegebene
Genpopulation auffassen, wobei die nachfolgenden Uberlegungen gleichermafBen
gelten, wenn diese 2N Gene von 2N Individuen einer haploiden Population stam-
men. Man spricht von Haploidie bei Populationen (z.B. von Keimzellen), deren In-
dividuen nur einen Chromosomensatz und daher das Gen immer nur in einer seiner
Varianten besitzen.

Ausgehend von einer Elternpopulation (Generation 0) mit i Typ-a-Allelen und
2N — i Typ-A-Allelen, ergibt sich die nichste Generation wie durch 2N-maliges
Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne mit 2N Kugeln, von denen i rot und 2N — i
schwarz sind. Liefert die k-te Ziehung eine rote Kugel, ist das k-te Gen der Toch-
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terpopulation vom Typ a, andernfalls vom Typ A (Bernoulli-Experiment). Die Zie-
hungen sind offenbar unabhingig und die Wahrscheinlichkeiten fiir ein Typ-a bzw.
Typ-A-Allel gegeben durch

i

(04 L bzw. ﬁ,':l—ZN.

2N
Die Evolution der Population unter diesem ad infinitum fortgesetzten Mechanismus
lasst sich durch

2N
M, = ZXn,ka n>1 (2.1)
k=1

beschreiben, wobei M,, die Anzahl der Typ-a-Allele der n-ten Generation bezeichnet
und X,, ; das Ergebnis des k-ten Bernoulli-Experiments zur Erzeugung dieser Gene-
ration angibt. Die X, x,1 < k < 2N, sind bedingt unter My, ...,M,, 1 stochastisch
unabhingig und identisch Bern(oyy, ,)-verteilt, d.h.

P&t X on) M=o My -1 =1 X, 150X 2 ) | M1 =l = Bern(o,

in—l

. 22

Die X, ; hingen also von My,...,M,_ nur iiber M,_; ab, und vermdge (2.2) folgt
weiter

(M) >0 bildet demnach eine EMK mit Zustandsraum {0, ...,2N} und Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten

2N . .
i = (j)a;ﬁfN /0 4,j=0,..,2N. (2.3)

Auf eine Diskussion der biologischen Rechtfertigung der hier gemachten Vorausset-
zungen verzichten wir und verweisen auf FISHER [22]. Beachte, dass die Zustinde
0 und 2N, in denen die Population nur noch Gene vom Typ A bzw. a enthilt, absor-
bierend sind. Man spricht in diesem Fall von Fixierung. Eine Frage von betricht-
lichem Interesse lautet: Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt bedingt unter My = k,
1 <k <2N — 1, Fixierung ein? Dariiber hinaus stellt sich im positiven Fall die Frage
nach der Rate, mit der dieses geschieht.

Dasselbe Modell mit Mutationseffekten

Ein verallgemeinertes Modell beriicksichtigt Mutationseffekte, etwa durch folgende
Modellierung: Vor Bildung einer neuen Generation hat jedes Allel die Chance zu
mutieren, d.h. hier, sich in ein Allel der anderen Art zu verwandeln. Wir nehmen an,
dass eine Mutation a — A mit Wahrscheinlichkeit y; und eine Mutation A — a mit
Wabhrscheinlichkeit 9> geschieht. Es gelten dann weiter (2.1) — (2.3), jedoch mit den
neuen Ziehungswahrscheinlichkeiten
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i i
Oli_ZN(l}’l)+<12N) P, (2.4)

Bi = 2;\,%+(12;v)(172)-

Zur genaueren Erlduterung schliisseln wir den Mechanismus weiter auf: Wir neh-
men an, dass Mutation der Ziehung nachgeschaltet ist. Sei Y, = 1 bzw. = 0, falls
das k-te aus der (n — 1)-ten Generation selektierte Gen vor Auftreten einer mogli-
chen Mutation vom Typ a bzw. A ist. Die Y, 1,...,Y, on erfiillen dann (2.2), sind
also bedingt unter M,_; unabhingig und jeweils Bern(M,_;/2N)-verteilt. Seien
weiter I, x,J,x unabhingige (auch von M,_; und den Y, ;) Bernoulli-Variablen,
Lk ~ Bern(1), Jux ~ Bern(7:), und setze

Xn,k = Yn,k(l _In,k) + (1 - Yn,k)Jn,k~

I, = 1 bedeutet demnach eine Mutation a — A des k-ten gezogenen Gens der
(n— 1)-ten Generation und J,, ; = 1 eine Mutation A — a. Wie man sofort einsieht,
erfiillen auch hier die X, ; (2.2), jedoch mit den ¢; aus (2.4). Es gilt nimlich unter
Beachtung der Unabhingigkeitsannahmen

P(X,; = 1M1 = i)
= ]P)(Inyk = O,Yn_’k = 1|Mn,1 = i) Jr]P’(JnTk = 17Yn,k = 0|Mn,1 = i)
= IP(Ymk = 1|Mn71 = i)P(In,k = 0) —&-P(Yn,k = O|Mn,1 = l) ]P)(Jmk = 1)
i

I
= 2N(171)+(12N) h =0

firallek=1,...,2N.

Sofern 1y, > 0, tritt offenbar in keinem Zustand Fixierung ein. Stattdessen strebt
M,, in diesem Fall fiir n — o in Verteilung gegen einen stationdren Limes 7, den wir
als Genfrequenz im Gleichgewicht bezeichnen.

Dasselbe Modell mit Selektionsdruck

Wir kehren zuriick zum Grundmodell und wollen fiir dieses als weitere Variante
das Konzept eines Selektionsdrucks zugunsten von, sagen wir, Typ-a-Allelen dis-
kutieren. Es sei zunichst bemerkt, dass im Grundmodell (neutrale Selektion) unter
Benutzung von (2.3)

. i .
EM,|M,—1 =i) = ZN'ﬁ =i (2.5)
fiir alle i = 0,...,2N folgt, die mittleren Reproduktionsraten r,, = EMM1) g

My
R, = %W fiir beide Alleltypen also stets 1 betragen. Stellen wir uns nun

vor, dass der Ziehungsmechanismus Allelen vom Typ a gegeniiber denen vom Typ A
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einen mittleren selektiven Vorteil gibt, prizisiert durch r, = (14 s)R, fiir allen > 1
und ein s > 0 (klein). Gesucht sind also Selektionswahrscheinlichkeiten o, B, die
dieses gewihrleisten. Da weiterhin E(M,|M,_; = i) = 2No; fiir alle i = 0,...,2N
gilt, ergeben sich o, By = 1 — o; vermoge

2NO€M 1 2N(1—(XM71)
= —" = (1 —_— " = (] R > 1
I'n M, | ( +s) IN—M, ( +S) n, =1,
eindeutig zu
(1+s)i 2N —k
= C— . 2.
%= ONTsi b= Nt 2.6)

Der Quotient der erwarteten Populationsgrolen von Typ-a- und Typ-A-Allelen in
der n-ten Generation (bedingt unter M,,_) ergibt sich zu

E(Mu M, 1)  0m,,  (1+5)M,
EQN —MyMy—1)  PBu,,  2N—M,_;
(145 [ Anzahl von Typ-a-Genen in der (n — 1)-ten Generation
B ( 1 ) (Anzahl von Typ-A-Genen in der (n — 1)-ten Generation)

und verdeutlicht auf alternative Weise die Bedeutung von Selektion. Beachte, dass
Zustiande 0 und 2N auch unter Selektionsdruck absorbierend sind. Eine wichtige
Frage lautet demnach auch hier, mit welcher Wahrscheinlichkeit bedingt unter My =
k Fixierung eintritt.

Das Moran-Modell

Wir betrachten wieder eine Population von 2N Genen, die entweder vom Typ a oder
A seien, wobei sich jedoch Generationen anders als beim Wright-Fisher-Modell
hier iiberlappen. Der im Anschluss beschriebene Reproduktionsmechanismus, der
in jedem Zeitschritt immer nur ein Element der Population betrifft, wurde von MoO-
RAN [48] vorgeschlagen. Wir beschridnken uns auf die einfache Modellvariante oh-
ne Mutations- und Selektionseffekte, weisen aber darauf hin, dass auch diese pro-
blemlos bei der Modellierung beriicksichtigt werden konnen. Stellen wir uns die
2N Gene wieder als rote (Typ a) und schwarze (Typ A) Kugeln einer Urne vor.
Die Zusammensetzung der Urne nach n-facher Anwendung des folgenden zwei-
stufigen Mechanismus’ beschreibt die Population nach n Zeitschritten, wobei wir
der Einfachheit wiederum von der n-ten Generation sprechen. Wir ziehen zufillig
eine Kugel mit Zuriicklegen und “duplizieren” diese (Reproduktionsschritt), wobei
das Duplikat zunéchst beiseite gelegt wird. AnschlieBend ziehen wir nochmals ei-
ne Kugel aus der Urne, legen diese aber nicht zuriick, sondern ersetzen sie durch
das beiseite gelegte Duplikat (Austauschschritt). Seien wieder M,, die Anzahl der
Typ-a-Allele (roter Kugeln) der n-ten Generation (nach n Doppelziehungen) und
o = %, Br=1—oy = %, d.h., om,, Bu, bezeichnen die relativen Haufigkeiten
der beiden Allele in der n-ten Generation. Nach der obigen Beschreibung bildet
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(M,,)n>0 offenkundig eine EMK mit Zustandsraum {0, ...,2N} und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten
(xiﬁh falls ] =i*l
pij = @+p7F fallsi=j
0, sonst

Die Zustinde 0 und 2N sind erneut absorbierend, und es gilt wieder (2.5), d.h.
E(My|M,—y =i)=ifirallei=0,...,2N.

Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion der zuvor beschriebenen Modelle lese man
etwa in der Monographie von GALE [23].

War der Zustandsraum bisher stets endlich, so ist oder kann dieser in den nach-
folgenden Beispielen abzéhlbar unendlich sein.

2.1.8 Irrfahrten auf 7.4

Wir betrachten das Gitter Z¢, versehen mit der gewohnlichen Nachbarschaftsrelati-
on, die durch die ¢;-Norm [i|; := Zg:l |ix| determiniert ist, d.h., zwei Punkte in 74
sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenn ihr £;-Abstand 1 betragt. Stel-
len wir uns vor, ein Teilchen auf diesem Gitter springt pro Zeiteinheit unabhéngig
vom gegenwirtigen Aufenthaltsort i mit Wahrscheinlichkeit je 1/2d in einen der 2d
Nachbarpunkte i £ e, k = 1,...,d, wobei e; den k-ten kanonischen Einheitsvektor
im R? bezeichnet. Abb. 6.3 veranschaulicht die Situation fiir den Fall “d = 2”. Be-
zeichnet My den Startpunkt und M, die Position des Teilchens zum Zeitpunkt 7 an,
so gilt

1

IP)(Mn+1 = iniek|Mn =ip,...,Mo = iO) = P(Mn+l = iniek|Mn = in) = g

fir alle n > 0, k= 1,...,d und (i, .., i,) € Z" D mit P(My = ig, ..., M, = i,,) > 0.
Es liegt also eine DMK mit Zustandsraum Z¢ vor, wobei es sich im Riickblick auf
2.1.5 offenbar um eine einfache Irrfahrt auf dem unendlichen Graphen G mit Z¢ als
Knotenmenge und der ¢;-Nachbarschaftsrelation handelt. Wir spechen in diesem
Fall auch von einer symmetrischen Irrfahrt auf (Z4,|-|,). Allgemeiner bezeichnen
wir (My,) >0 als Irrfahrt auf (Z4,| - |1) mit Parametern p_y, ..., pg, falls

P(Mysy =ilMy,=i) = po und P(M, | =itelM,=i) = piy

firalleic Z¢und k= 1,...,d gilt.

Eine andere Nachbarschaftsrelation auf Z<, fiir d = 2 in Abb. 2.4 dargestellt,
ergibt sich bei Zugrundelegung der Maximums({e-)norm |ile := maxj<x<g |ix|- In
diesem Fall sind zwei Punkte genau dann durch eine Kante verbunden, wenn ihr
{o-Abstand 1 betrigt. Eine DMK (M,,),>0 auf Z¢ heiBt Irrfahrt auf (Z¢,| - |-) mit
Parametern py, 0 € {—1,0,1}%, wenn
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1/4

/4 0

Abb. 2.3 Symmetrische Irrfahrt auf Z2.

IP)(Mn+1 :i+a|Mn :i) = Pa

fir alle o € {—1,0,1}¢. Sie heiBt ferner symmetrisch, wenn py = 0 und py =
1/(3¢ —1) fiir alle anderen a. Jede Irrfahrt auf (Z¢,|-|;) ist offenkundig ebenfalls
eine solche auf (Z4, ] |.).

Abb. 2.4 Nachbarschaftsstruktur von Z? unter der Maximumsnorm | - |

Eine interessante Frage fiir Irrfahrten auf Z¢ lautet: Fiir welche Parameterkom-
binationen kehrt diese, ausgehend von einem Gitterpunkt i, mit Wahrscheinlichkeit
1 in endlicher Zeit nach i zuriick? Man nennt den Zustand i dann rekurrent. Abb.
2.3 (rechts) zeigt einen rekurrenten Pfad fiir den Zustand i = 0. Die Frage wird in
Abschnitt 2.3 eingehend untersucht.
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2.1.9 Eine Variante: Reflektierende Irrfahrten auf 7.

Das folgende Beispiel ist nicht zuletzt deswegen interessant, weil bei diesem das
Vorliegen der Markov-Eigenschaft nicht unbedingt sofort klar ist. Sei (S,),>0 eine
einfache, im Ursprung startende Irrfahrt auf Z mit Parametern p,q € (0,1), p+¢q =
1, d.h.

p=P(Syp1=i+1|Sy=i) und g=P(Spy1=i—1|S,=1)
fiir alle n € Ny und i € Z. Dann heif3t
M, =M, n>0

reflektierende Irrfahrt auf 7Z und bildet eine zeitlich homogene MK auf Ny, wie wir
im Anschluss zeigen werden.
Wir berechnen zunichst die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(Sn = i‘Mn =iL,My 1 =iy_1,....,.M = il)

fiir beliebige i1, ...,iy—1,i € No mit P(M,, =i, M,_1 = iy—1,...,M; =i;) > 0. Sei dazu
m :=max{0 < k <n:i = 0}. Dann sieht man leicht ein, dass

IP)(Sn = i‘Mn =L, My =ip-1,...,M = il)
= P(Sn = i|Mn =i,My_1 =in—1,...,Mps1 = ipy1,My = 0)

und dass es nur zwei Pfade fiir (Sy,, ..., S,) gibt, diezu M, =i, M| = ip—1,...,My, =

0 fiihren, ndmlich (0,1, ...,i,—1,i) sowie (0, —iy, ..., —i,—1,—i) mit den Wahrschein-

lichkeiten ' . . .
p(n7m+1)/2q(n7m71)/2 bzw. p(nfmft)/Zq(nferl)/Z'

Dies liefert

P(Sn = i|Mn = i»Mnfl = inflv ~~1Mm+1 = im+17Mm = 0)
_ P(Sn:iaSn—l :in—1>-~-aSm+1 :im-&-lySm:O)
]P(Sn| = l',Mn,1 = infla“'vaJrl = im+l ;Mm = 0)
p(nfm+i)/2q(n7m7i)/2
p(n—m+i)/2q(n—m—i)/2 + p(n—m—i)/Zq(n—m-H)/Z

i

p
p+q

Fiir i > 1 erhalten wir nun
P(M,H_l =i+ 1|Mn =i,M, 1 =i,—1,....M; = i1)

= P(Sp1 =i+ 1,8, =ilMy=i,My_1 = ip_1,....M) = i1)
+ P(Sil+l =—i— laSl’l = _l|Ml’l = i7Mn71 :in,h...,Ml = l])
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= ]P(S,,Jrl =i+ 1|S,, = I)P(Sn = i|Mn =i,M,_1=1i,_1,....M = i])
+ P(Sn_H =—i— I‘Sn = —i)P(Sn = —i‘Mn =i,My_1=iy-1,....,M| =1))

i i

I
TP urd T g
- pi+l+qi+l

P+q

und da diese Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht von i,_p, ...,i; abhiingen, folgt

pi+l + qi+1

pi+qi = 1_pi,i71~

Piji+1 =

Fiir den verbleibenden Fall i = O geniigt der Hinweis, dass offenbar
P(Myi1 = 1M, =0,M,_1 =ip_1,....My =ip) = P(Mpy1 =1|M,,=0) = 1

gilt, also pp; = 1.

Unterstellt man statt So = 0 lediglich, dass So symmetrisch verteilt ist, so bil-
det (M,,),>0 weiterhin eine zeitlich homogene MK mit denselben Ubergangswahr-
scheinlichkeiten. Verzichtet man jedoch auch auf die Symmetrie von P50, so ist die
Aussage im Fall 0 < p,q < 1 mit p # ¢ falsch, wie der Leser zur Ubung iiberpriifen
mag.

2.1.10 Diskrete Random Walks in 7¢

My, X1,X>, ... seien stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in 74,
wobei die X, ferner alle dieselbe Verteilung (py);.zq besitzen, d.h.

P(Xn = k) = Pk

fiir alle k € Z<. Dann heiBt

n
M, = My+ Y X
k=1

diskreter Random Walk auf 7 mit Zuwachsverteilung (py) rez4 und definiert eine
DMK mit Zustandsraum Z¢ und Ubergangswahrscheinlichkeiten

pij = P(My 41 = j|iMy, = i)
= PN =j—ilMy=i) = PXpp1 =j—i) = pj-i

fiir alle i, j € Z¢. Einen Spezialfall bilden offensichtlich die zuvor vorgestellten Irr-
fahrten auf Z¢, fiir die die Verschiebung pro Zeiteinheit, gemessen in |- |; oder | - |o,
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hochstens 1 betriigt. Die formale Bedingung hierfiir lautet beziiglich der | - |.-Norm
pj=0 firalle j&{—1,0,1}% 2.7)

Man spricht dann auch von einem sprungfreien (engl. “skip-free”) oder auch Ndch-
ste-Nachbarn- (engl. “nearest neighbour”) Random Walk.

2.1.11 Ein Bedienungssystem mit konstanten Bedienungszeiten

Kunden betreten ein Bedienungssystem und reihen sich in die Warteschlange ein,
wenn der Bedienungsschalter besetzt ist. In jeder Bedienungsperiode (eine Zeitein-
einheit) wird genau ein Kunde bedient, sofern sich ein solcher iiberhaupt im Sy-
stem befindet; andernfalls wird in der Periode niemand bedient. Der Arbeitsmodus
(Schlangendisziplin) sei FIFO (“first in first out”), d.h. die Kunden werden in der
Reihenfolge ihres Erscheinens abgefertigt. Fiir n > 1 bezeichne M,, die Anzahl war-
tender Kunden am Ende und X,, die Anzahl ankommender Kunden wihrend der
n-ten Bedienungsperiode. Wir nehmen an, dass (X,),>1 eine unabhingige Folge
identisch gemiB (py)i>o verteilter ZufallsgroBen bildet und auBerdem unabhingig
ist von My, dem Anfansgzustand des Systems. Aufgrund dieser Beschreibung besitzt
die Folge (M,,),>o die folgende rekursive Struktur: Fiir jedes n > 0 ist

Xny1, fallsM, =0,

My = = M, — 1)t +X,.1. 2.8
s {(M,,—1)+X,,H, fllspgy > 1 MUK 28
Induktiv folgt die Unabhéngigkeit von (My, ...M,,) und X,,1| und daraus schlieBlich,
dass (M,),>0 eine DMK bildet mit Zustandsraum Ny und Ubergangswahrschein-
lichkeiten

pij = PMyy1 = jiMy=i) = PXpp1=j—(i—1)") = pj_(i_1)+
fiir alle j+ 1 > i > 0. Die Ubergangsmatrix hat demnach die Form

Po P1 P2 P3 P4 ...
Po P1 P2 p3 P4 ...
p—|O0Opopip2ps-..
0 0popip2-..

Es ist intuitiv klar, dass die Warteschlange iiber alle Schranken wichst, wenn
die mittlere Anzahl der pro Bedienungsperiode im System erscheinenden Kunden
Yi>1kpi groBer als 1 ist, der Server also langsamer arbeitet als die Ankunftsrate
des Systems gebietet. Gilt dagegen Y 4~ kp < 1, strebt die Schlangenlénge M, fiir
n — oo gegen eine stationdre Verteilung, d.h.
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lim B(M, = jIMy = i) = ;

fiir alle j > O (unabhéngig von i), wobei }_ ;- 7; = 1. Von besonderem Interesse sind
dann GréBen wie der mittlere Zeitanteil, den der Server unbeschiftigt ist, gegeben
durch 7y, oder auch die mittlere Wartezeit eines Kunden im Gleichgewicht, gege-
ben durch ¥ ;~(j+ 1)7;. Néhere Erlauterungen bediirfen allerdings noch weiterer
Uberlegungen, fiir die wir auf 2.9.4 verweisen.

2.1.12 Ein Lagerhaltungsmodell

Betrachten wir als nichstes die Situation eines Auslieferungslagers, in dem ein be-
stimmtes, laufend nachgefragtes Gut gelagert wird. Wir nehmen an, dass der Lager-
bestand immer am Ende der Lagerperioden, numeriert mit n = 0, 1,2, ..., iiberpriift
und gegebenenfalls aufgefiillt wird. Die Gesamtnachfrage in den einzelnen Perioden
sei eine Folge X),X5, ... identisch verteilter ZufallsgroBen mit Verteilung (py)i>0-
Die Lagerhaltungspolitik ist durch zwei Parameter s < § determiniert: Féllt der La-
gerbestand bis zum Ende einer Periode auf einen Wert echt kleiner als s, wird dieser
sofort auf den Bestand S aufgestockt. Liegt der Bestand dagegen zwischen s und
S, geschieht nichts bis zur nichsten Uberpriifung [5=° Abb. 2.5]. Sei M,, der Lager-
bestand am Ende der n-ten Periode unmittelbar vor einer eventuellen Aufstockung.
Dann hat diese Folge den Zustandsraum

1 2 3 Periode

1 M \NX?J‘
X, VM3

Y

Abb. 2.5 Der Lagerbestandsprozess.

S =1{88-1,..,1,0,—1,-2,..},

wobei ein negativer Wert einen Nachfrageiliberschuss bedeutet, der mittels Auf-
stockung sofort befriedigt wird. Aufgrund der beschriebenen Lagerhaltungspolitik
besteht folgende Beziehung zwischen M,,, M1 und X, +1:
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Mort — M, — Xy, fallss<M,<S,
e S—X,.1, fallsM, <s.

Nehmen wir weiter an, dass My, X1, X, ... stochastisch unabhiingig sind, so bildet
(M,,)n>0 eine DMK mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

o ]P)(XrH—l :i—j) = Pi—j, fallssSMn SS,
Pi =\ PKer =S — ) = ps_j, falls My < s

fiir i, j € .. Wichtige Fragen fiir Modelle dieses Typs bilden der mittlere Anteil
der Perioden n mit Nachfrageiiberhang (M,, < 0) und auch der durchschnittliche
Lagerbestand im Zeitablauf. Diese ergeben sich, wie wir noch sehen werden (¥

2.9.6), zu lim, e ¥ ;o p""

; bzw. limy,—e0 ) 50 jp("), wobei p§"> =P(M, = j).

J

2.1.13 Der Galton-Watson-Verzweigungsprozess

Im Folgenden stellen wir ein einfaches Modell fiir Populationswachstum vor. Zu Be-
ginn (0-te Generation) bestehe die Population aus einem Mitglied, genannt Urahne.
M,, bezeichne die Anzahl der Individuen der n-ten Generation, d.h. My = 1. Jedes
Individuum habe eine Lebenszeit von einer Zeiteinheit und produziere am Lebens-
ende eine zuféllige Anzahl von Nachkommen. Wir machen zwei weitere Annahmen
iiber den Reproduktionsprozess der Population:

(1) Die Anzahl der Nachkommen sei fiir jedes Individuum identisch verteilt
gemiB (py)ik>0, genannt Reproduktionsverteilung.

(2)  Individuen reproduzieren unabhingig voneinander und von der Anzahl der
Mitglieder der eigenen und aller vorhergehenden Generationen.

Denken wir uns die Mitglieder der n-ten Generation durchnumeriert mit 1,..., M,
und bezeichnet X,, ; dann die Anzahl der Nachkommen des k-ten Mitglieds, so gilt
offenbar

My
Muyyr = Y X, n>0,
k=1

und aufgrund der obigen Voraussetzungen bildet (M, ),>0 eine DMK mit Zustands-
raum Ny und Ubergangsverteilungen

=t = (pV)eso, 020,

wobei (PZ(I))kzo die i-fache Faltung der Reproduktionsverteilung (px)i>0 bezeich-

net, (pi )0 := (8 )i>0 (das Dirac-Ma in 0). (M,,),0 heiBt (einfacher) Galton-
Watson-(Verzweigungs-)Prozess. Der Zustand 0 ist offensichtlich absorbierend und
bedeutet, dass die Population ausstirbt. Zwei Fragen dringen sich damit unmittelbar
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auf: Wie groB ist die Aussterbewahrscheinlichkeit q in Abhingigkeit von (pg)i>0?
Wie verhilt sich der Prozess auf dem Ereignis E = {M,, # 0 fiir alle n > 0}? Es
zeigt sich, dass die Population, sieht man von dem uninteressanten Fall “p; = 17
(= M, =1 fiir alle n > 0) einmal ab, nur aussterben oder explodieren kann. Letzte-
res bedeutet natiirlich lim,,_,.. M,, = oo auf E. Wir werden dies in 14.7 eingehender
untersuchen. Dem interessierten Leser sei aulerdem die historische Einfiihrung iiber
Verzweigungsprozesse in der Monographie von JAGERS [36] ans Herz gelegt, wo
er insbesondere Informationen, teilweise amiisanter Art, zur Entstehungsgeschichte
des Galton-Watson-Prozesses einschlielich seiner Namensgebung findet.

2.2 Zustandseigenschaften und Irreduzibilitit

2.2.1 Irreduzibilitiit

Gegeben sei fortan stets eine DMK M = (M,,),,>0 mit Zustandsraum .# und Uber-
gangsmatrix P = (pj;); je.» in einem Standardmodell (Q,2,M, (P} )c () ). Fir
i€.und A C .7 seien ferner 1°(i) und t°(A) die Ersteintrittszeiten in den Zustand
i bzw. die Menge A, und zwar

2°G) = inf{n>0:M, =i} und 7°(A) = inf{n>0:M,cA}, (2.9

wobei inf( := . Diese unterscheiden sich von den in (1.23) bzw. (1.24) definierten
Riickkehrzeiten 7(i) bzw. T(A) nur dann, wenn sie den Wert 0 haben.

Um die zeitliche Evolution einer DMK zu analysieren, muss man sich zunichst
klarmachen, welche Pfade (Realisierungen) durch den Zustandsraum iiberhaupt
moglich sind, was moglicherweise zu einer Zerlegung des Zustandsraums fiihrt.
Grundlegend fiir die Beantwortung der hiermit verkniipften Frage, welche Zustinde
von einem beliebigen Ausgangszustand i € . erreicht werden konnen, ist die fol-
gende

Definition 2.1. Gegeben i, j € ., heilit j erreichbar von i, kurz i — j, wenn
P;(7°(j) < ) > 0.
Mit anderen Worten: j ist erreichbar von i, wenn die Kette, in i startend, den
Zustand j mit positiver Wahrscheinlichkeit irgendwann erreicht.
Da n = 01in (2.9) zugelassen ist, folgt i — i fiir alle i € ./, denn
P;(7°(i) < o) > Pi(z()) =0) = 1.

Das wohl niitzlichste Kriterium fiir Erreichbarkeit lautet:
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Lemma 2.2. Fiir alle i, j € . gilt:

ij & p’>0 fireinn>0.

Beweis. “=" Aus der Inklusion

{f() <} = Y AN =n} € M=}

n>0 n>0
folgt in Kombination mit der Voraussetzung
0 < Pi(r°(j) <o) < P; (U{Mn=j}> <Y
n>0 n>0
(n)

ij
“«<” Umgekehrt liefert p

> 0 fiir mindestens ein n > 0.
(n)

ij

(M, = j} c {2°3j) <n} € {2°3)) <}

und somit p

> (0 zusammen mit der Inklusion

offenkundig
0 < pl < Bi(e°()) < oo). O
Wihrend Erreichbarkeit fiir jedes i € . all diejenigen Zustinde j € . be-
schreibt, die von i aus irgendwann mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht werden,
richtet sich der nachfolgende Begriff an die Frage, fiir welche Zusténde j auch ein
Riickkehrpfad positiver Wahrscheinlichkeit nach i existiert.

Definition 2.3. Zwei Zustinde i, j € . heilen kommunizierend oder verbun-
den, kurz i <+ j, wenni — jund j — i gilt.

Mit Hilfe der Verbundenheit erhalten wir eine Zerlegung des Zustandsraums,
denn:

Lemma 2.4. Verbundenheit (<) bildet eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitit (i <+ i) und Symmetrie (i <> j < j <> i) sind offensichtlich. Fiir
den Nachweis der Transitivitit seien i <+ j und j <> k fiir i, j, k € . angenommen.
Nach Lemma 2.2 existieren m,n > 0, so dass pgm) > 0 und p%) > 0. Vermoge der

Kolmogorov-Chapman-Gleichungen (Korollar 1.7) folgt dann aber
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P = Yool = a0
les

und somit i — k. Analog zeigt man k — i, so dass insgesamt i <> k gilt. a

Die Aquivalenklassen beziiglich “<+”, im Folgenden nur Klassen genannt, zer-
legen den Zustandsraum . in disjunkte Teilmengen kommunizierender Zustéinde,
bilden also eine Partition von .. Die zu i € . gehorende Klasse bezeichnen wir
mit ;, d.h.

G = {je S i+ j}

Im einfachsten Fall gibt es nur eine Klasse, was zu folgender Definition fiihrt:

Definition 2.5. Eine DMK M heiBt irreduzibel, wenn alle Zustinde kommu-
nizieren, d.h., wenn i <+ j oder, was dquivalent ist, 6; = € fiir alle i, j € .
gilt.

Da Irreduzibilitit im Grunde genommen eine Eigenschaft der Ubergangsmatrix
P darstellt, ndmlich sup,,> pl(;l) > 0 fiir alle i, j € ., spricht man auch von einem
irreduziblen P. Dies ist offensichtlich insbesondere dann der Fall, wenn P” fiir ein
n > 1 eine positive Matrix bildet (P" > 0), d.h. aus lauter positiven Komponenten
besteht.

Beispiel 2.6. [%= 2.1.1] Aus 0 < p,g < 1 folgt hier offenkundig P > 0 und da-
mit Irreduzibilitiat. Falls p = 0 oder g = 0, ist der Zustand 0 oder 1 absorbierend
und somit nur mit sich selbst verbunden. Es folgt in beiden Fillen 45 = {0} und
%1 = {1}. Es bleiben die Fille p = 1,4 >0 und ¢ = 1,p > 0, wobei es aus Sym-
metriegriinden reicht, den ersten zu betrachten: Falls p = 1 und ¢ > 0, so springt
die Kette stets von 0 sofort nach 1 verharrt dort eine geometrisch verteilte Zeit T
(P (T =n) = gq(1 —g)" fiir alle n > 0) und springt dann zuriick nach 0. Es liegt
somit erneut Irreduzibilitét vor.

Beispiel 2.7. [%= 2.1.3] Irrfahrten mit reflektierenden Barrieren O und N sind stets
irreduzibel, denn unter der Voraussetzung p € (0, 1) folgt fiir alle j > i >0

. =i J7 fallsi> 1
Pz(jj > [Trivsrive = {p'?m fallsi;()} >0 2.10)
k=1 ’

und analog

) < 1—p)i=i, falls j<N—1
Pﬁf ) > l(lj[lpi+k7i+k—l = {(i_psjj)_,-_l’ falls;';N >0, (2.11)

d.h. i ++ j. Dasselbe gilt auch fiir partiell reflektierende Barrieren (pgg oder pyy €

(0,1)).
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Beispiel 2.8. [#= 2.1.4] Liegen absorbierende Barrieren vor, so sind diese nur mit
sich selbst verbunden, wihrend alle Zustinde dazwischen, also 1,...,N — 1, weiter
kommunizieren, da fiir diese (2.10) und (2.11) giiltig bleiben. Die Klassen lauten
demnach {0}, {1,...,N — 1} und {N}.

Beispiel 2.9. [#= 2.1.8] Symmetrische Irrfahrten auf (Z¢,|| - ||,), r = 1 oder r = oo,
sind stets irreduzibel, denn jeder Pfad auf dem Gitter von irgendeinem Punkt x zu
einem anderen Punkt y hat die positive Wahrscheinlichkeit (2d) ™" bzw. (3¢ —1)~"
wenn n die Anzahl der Kanten des Pfades (Pfadlinge in der /;- bzw. {.-Norm)
bezeichnet.

Beispiel 2.10. [¥% 2.1.10] Fiir allgemeine diskrete Random Walks auf Z¢ mit Zu-
wachsverteilung (py);cza ist die Frage der Irreduzibilitit schwerer, und vor allem
nicht einheitlich zu beantworten. Wir machen hier keinen Versuch einer vollstindi-
gen Klassifikation und betrachten zudem nur den eindimensionalen Fall (d = 1).

Falls p; = O fiir alle k < 0, so hat der Random Walk M, = My + Z 1 X; nicht-
negative Zuwiichse und ist entweder P;-f.s. konstant (pg = 1) oder drlftet P;-f.s.
monoton nach +eo (pg < 1) fiir alle i € Z. Jeder Zustand ist folglich nur mit sich
selbst verbunden, d.h. &; = {i} fiir alle i € Z. Dasselbe gilt aus Symmetriegriinden,
wenn py = 0 fiir alle £k > 0.

Aufgrund der additiven Struktur von M, folgt weiter, dass, wenn die X; f.s. nur
Werte in einer Untergruppe mZ, m > 1, annehmen, wenn also p; = O fiir alle k ¢
mZ gilt, M,, unter P; f.s. nur Werte in i + mZ annimmt fiir alle n > 0. Die Kette
ist also wiederum reduzibel mit G, C r+ mZ fiir alle 0 < r <m und n € Z.
Die tatsdchliche Form der einzelnen Klassen hingt von der weiteren Struktur der
Zuwachsverteilung (py)iez ab.

Betrachten wir abschlieBend die Situation p; > 0 und pyg, > 0 fiir ein ko < —
In diesem Fall ist (M,,),>o irreduzibel, denn fiir beliebige i, j € Z, i < j, folgt

pU =P <Zxk]l> > PiXi=1,...X; i =1) = pl " >0,
d.h. i — j, sowie umgekehrt, falls j+ ko <i < j+ (I— 1)k,

1(1—k i—j
pUITOTD > pixy = =X = ko, Xt = oo = Xyt k)i = 1)

—lk

— pkopl 0+i—Jj > 0

also j — i. Entsprechend ergibt sich die Irreduzibilitit im Fall p_; > 0 und py, >0
fiir ein kg > 1.

Als néchstes wollen wir uns anschauen, welche Teilmengen von Zustinden von
anderen Teilmengen des Zustandsraums aus erreichbar sind.
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Definition 2.11. Eine Teilmenge 4" C . heilit abgeschlossen, wenn
IP,-(TO(‘KC) =) = 1

fiir alle i € €. Ist speziell € = {i} abgeschlossen, nennen wir i (wie bereits
geschehen) absorbierend.

Eine abgeschlossene Teilmenge von Zustianden wird demnach bei Erreichen nie-
mals mehr verlassen. Als niitzliches Kriterium notieren wir:

Lemma 2.12.

(a) € C 7 ist genau dann abgeschlossen, wenn p;; = 0 fiir alle i € € und
Jj € FC gilt.
(b) Ein Zustand i € .7 ist genau dann absorbierend, wenn p;; = 1.

Beweis. Wir brauchen nur Teil (a) zu zeigen, da dieser (b) als Spezialfall enthiilt.

“=" Ist ¢ abgeschlossen, folgt wegen 7°(j) > 70(%*) fiir alle j € ¢
0 = Bt (%) < o0) 2 Bi(1%(j) <o) = Bi(1%(j) <) > Bi(My = j) = plf

fiir alle n > O und i € €, insbesondere p;; = 0.
“<="Ist p;j = O fiir alle i € ¢" und j € €, folgt zuerst

Pi(t%(¢) =1) = Z pij =0

fiir alle i € ¥". Analog ergibt sich fiir n > 2

Pi(t"(€°) =n) = Py(My € €,....My_1 € €, M, € €°)

Y o Y Y piusPiic o Piysjus Pinrj = 0
——

i|1EC iy |EC jeC*

=0
und deshalb insgesamt P;(7°(6°) < o0) = 0. O
Die Abschitzung unter “=-" hat gezeigt, dass fiir eine abgeschlossene Menge ¢
sogar pff” =0fiirallei € €, j € €° und alle n > 0 gilt. Ist . endlich, so ergibt sich
aus Lemma 2.12(a) fiir die Ubergangsmatrix P der DMK die Blockgestalt

P, 0
P = (%; )7 Rg = (Pij)i,je%”a
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sofern man die Elemente der abgeschlossenen Menge % mit 1, ...,|%¢’| und die iibri-
gen mit |€| + 1,...,|.| durchnumeriert. Zerfillt . gar in lauter abgeschlossene
Mengen 41, ..., 6, folgt bei entsprechender Numerierung der Zustinde

Pg 0 ... 0
0 Pgy ... O
P=1. .
0 0 ...Pg

Generell kann man eine abgeschlossene Menge ¢ als absorbierenden Makrozustand
interpretieren, der zwar nie mehr verlassen, i.A. aber von Zustdnden auf3erhalb von
% erreicht werden kann. Beachte, dass die zuvor eingefiihrten Irreduzibilitéitsklas-
sen (bzgl. ++) nicht abgeschlossen zu sein brauchen. Man denke etwa an die Klasse
{1,...,N — 1} einer Irrfahrt auf {0,..., N} mit absorbierenden Barrieren.

2.2.2 Periodizitit

Um das evolutiondre Verhalten einer DMK zu verstehen, benttigt man den Be-
griff der Periodizitit eines Zustands. Es ist namlich durchaus moglich, dass gewisse
Zustinde nur zu bestimmten Zeitpunkten erreicht werden konnen. Um die richtige
Anschauung zu bekommen, bemiihen wir das Beispiel der symmetrischen Irrfahrt
auf (Z2,|-]1). Startet diese im Ursprung, so kann der Zustand O offenbar nur zu
geraden Zeitpunkten 2,4, 6, ... wieder erreicht werden, weil jeder Vorwirtsschritt in
die x- oder y-Richtung eines kompensierenden Riickwirtsschritts bedarf.

Die anschlieSende Definition prizisiert, wie sdmtliche Zustinde des Zustands-
raums als periodisch oder aperiodisch klassifiziert werden konnen:

Definition 2.13. Ein Zustand i € . heilt periodisch mit Periode d oder kurz
d-periodisch, falls

d = d(i) :== geT{n>1:p" >0}, (2.12)

wobei “ggT” den grofiten gemeinsamen Teiler bezeichnet. Ein Zustand mit
Periode 1 hei3t auch aperiodisch.

Fiir das Beispiel der symmetrischen Irrfahrt auf (Z2,|-|;) hat der Zustand 0 somit

die Periode 2, denn p(%"ﬂ) = 0 fiir alle n > 0 impliziert zundchst d(0) > 2, und die

Gleichheit folgt dann aus p(()%)) = % > 0.

Dieselbe Argumentation liefert allgemein: Gilt pfln ) = 0 fiir alle n ¢ dN sowie

()

p;;’ >0, so ist i d-periodisch. Insbesondere ist jeder Zustand i mit p; > O aperi-
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odisch. Fiir ein weiteres Kriterium benétigen wir das folgende elementare Ergebnis
aus der Zahlentheorie:

Lemma. Sei H C N eine Halbgruppe beziiglich der Addition mit ggT d. Dann
ist dN — H endlich, d.h., H enthdilt bis auf endlich viele Ausnahmen alle Zahlen
d,2d,3d,....

Beweis. Zuerst iiberlegt man sich leicht, dass ein k > 2 und teilerfremde ny,...,n; € N
mit nd,...,nd € H existieren. Aus der Teilerfremdheit folgt weiter mZ & ... ®mZ = Z
(andernfalls ergébe sich ¢Z fiir ein ¢ > 2 und dann mit ny + ... + ng = mc fiir ein m € N ein
Widerspruch) und folglich die Existenz ganzer Zahlen my, ..., my mit Z;‘Zlm inj = 1. Setze

n= E}‘:lnj, und wihle m € N so grof, dass m+ (n—1)m; > 0 fir j=1,...,kund mn € H.
Aus der Halbgruppeneigenschaft von H ergibt sich dann

mn,(mn+1)d = Z;_(m+mj)n;d,...,(mn+n—1)d
= Zj-‘zl(m—&-(n— Lymj)n;d € H

und daraus bei nochmaliger Verwendung Id € H fiir alle [ > mn. ]

Lemma 2.14. Ein Zustand i € . ist genau dann d-periodisch, wenn p(ﬂ) =0

il

fiir alle n ¢ dN und p(md) > 0 fiir alle hinreichend grofien m > my gilt.

il

Beweis. Offensichtlich reicht es, die Notwendigkeit der Charakterisierung nachzu-
(n

weisen. Da aber die Menge H = {n € N : p;; ) > 0} eine Halbgruppe bildet (wegen

pl(lm ) > 0, pl(ln )>0= pl(lm ) > pl(lm ) pfl" )> 0), ergibt sich das Gewiinschte unmittelbar

als Konsequenz des obigen zahlentheoretischen Lemmas. a

Zum Abschluss zeigen wir, dass die Periode eines Zustands i auch iiber die Ver-
teilung der Riickkehrzeit 7(i) gemiB (1.23) [nicht 7°(i)] unter P; charakterisiert

werden kann, wobei an fé-") =P;(t(j) = n) fiir n > 0 erinnert sei.

Lemma 2.15. Ist i € . d-periodisch und d’ .= ggT{n>1: fl-E.n) > 0}, so gilt
d=d'

Beweis. Aus fign) < p<-") fiir alle n > 1 folgt d’ > d. Fiir die umgekehrte Unglei-

! (m—k)d)

chung notieren wir als erstes, dass pfimd) =Y fékd) Dii fiir alle m > 1 gilt

(=" (1.30)). Aus pl(l@ > 0 folgt nun figd) > 0 und somit d’ = d. Nehmen wir also
pfid) =0 und d’ > d an. Nach Lemma 2.14 existiert ein m > 2, so dass md ¢ d’'N

und pl(l" ) < 0. Die obige Formel sichert dann figkld) > 0 und pgi(m_kl)d) > 0 fiir

ein 1 < k; <m, was (m—ky)d & d'N wegen kijd € d’'N nach sich zieht. Im Fall
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m—k; =1,dh. p(fi) > 0, steht dies im Widerspruch zur Annahme. Falls m —k; > 2,

ii
finden wir aber durch Anwendung desselben Schlusses wie zuvor auf pl(i(mfkl ) ein
ki < ky < m, so dass £12) > 0 und p{" ) > 0, also (m — ky)d ¢ d'N. Nach
einer endlichen Wiederholung dieses Vorgehens gelangen wir schlieBlich zu einem
k;y mit m—k; =1 und pgfmfkl)d) = pl(ld ) > 0, d.h. ebenfalls zu einem Widerspruch

zur Annahme. O

2.2.3 Zyklische Zerlegung einer DMK

Betrachten wir eine DMK, fiir die ein Zustand i existiert, den sie unter P; mit
Wabhrscheinlichkeit 1 unendlich oft aufsucht. Es ist aufgrund der (starken) Markov-
Eigenschaft und der zeitlichen Homogenitit intuitiv klar, dass die Kette mit jedem
Besuch des Zustands i einen Neuanfang macht, d.h., danach unabhingig von ihrer
Vergangenheit weiterlduft, und zwar genauso, als wire sie gerade in diesem Zustand
gestartet. Mit anderen Worten: Die Kette zerfillt in unabhiingige, identisch verteilte
Zyklen zufilliger Linge, an deren Anfang und Ende ein Besuch in i steht. Diese an-
schauliche Begriindung gilt es im Folgenden mathematisch zu beweisen, wobei wir
auch die Moglichkeit einschliefen wollen, dass der betrachtete Zustand nur endlich
oft aufgesucht wird.

Es bezeichne (0,(i)),>1 die Folge der sukzessiven Riickkehrzeiten in den Zu-
stand 7, d.h.

0,(i) := inf{k > 0,1 (i) + 1: My =i},

fiirn > 1, wobei 0y (i) = 0. Beachte o (i) = 7(i) gemaB (1.23). Aus o, (i) = o fiir ein
n folgt natiirlich o,,(i) =  fiir alle m > n. Die Zuwichse dieser Folge bezeichnen
wir mit 7, (i), d.h.

(i) = Ou(i) = Op-1(i), n=1,

wobei T, (i) := o auf {0, (i) = oo}. Offensichtlich gilt dann
{0u(i) <o} = {T1(1) < o0, Tali) < o0} @.13)

fiir alle n > 1. SchlieBlich setzen wir fiir n > 0

s 4@ () Moy, M, (1), falls 0,(1) < oo,
n - (oo7A’A7...), falls Gn(i):oo’

wobei A irgendeinen Friedhof der Kette bezeichnet (B2 Abschnitt 1.4). Die Z, bil-
den die bereits erwéhnten Zyklen (Segmente, Exkursionen) der Kette zwischen den
Aufenthalten im Zustand i, wobei die Festlegung auf {o;, (i) = «} lediglich der De-
finitheit auf dem gesamten zugrundeliegenden W-Raum dient. Wir interessieren uns
im folgenden fiir die gemeinsame Verteilung von Zy, ..., Z,_ unter der Bedingung,
dass M den Zustand i iiberhaupt n-mal aufsucht, d.h., bedingt unter dem Ereig-
nis {0, (i) < «}. Dazu bedarf es allerdings der Voraussetzung P;(c,,(i) < o) > 0.
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Zum besseren Verstéindnis der anschlieBenden Rechnungen notieren wir, dass 7(i) =
71 (i) = p(M) und Zy = 6(M) fiir geeignete mefBbare Abbildungen p, 6 gilt und all-
gemein fiirn > 0

T (i) = pM @), z, = o(m'>D) 2.14)

wobei wie bisher M) = (My)k>n. Aus (2.13), (2.14) und der starken Markov-
Eigenschaft folgt

Pi(0, (i) < ) = Py(ty (i) < o0, ..., Ta(i) < o0)

-/ P(p(M' 1) < oM, 1)) dPi

S <ot (i) <00}
(51 (i) <oty (i) <o} 01D (P (M) <)
= Pi(f] (l) <o, Tn—l(i) < oo) PI(T(l) < oo)
und dann induktiv

Bi(0n(i) < o0) = Pi(ti(i) < o0, (i) < 00) = Bi(x(i) <eo)”. (215

Kehrt die Kette also mindestens einmal mit positiver Wahrscheinlichkeit bzw. fast
sicher nach i zuriick, so auch n-mal fiir jedes n > 2. Dies fiihrt nun zu dem wichtigen

Satz 2.16. Gegeben ein i € ¥ mit P;(7(i) < o) > 0, gilt fiir jedes n > 1 unter
B = Bi(-[0u(i) < o) :
20, ..., Zn—1 Sind stochastisch unabhdngig und identisch verteilt mit
Pz €-) = Pi(Zo € |(i) < o).

Ist ©(i) sogar Pifs. endlich, d.h. B\") =P fiir jedes n > 1, so bildet (Z,)n=0
unter P; eine unabhdngige Folge identisch verteilter Zufallsvariablen.

Beweis. Zur Abkiirzung schreiben wir im Folgenden o©,,1, fir o,(i),7,(i). Es
geniigt,

n—1
Pi(Zo € Ao, s Zn—1 €Ap—1,T1 <oo,..., T, <oo) = [[Pi(Zo € Ar, 7(i) <o) (2.16)
k=0

fiir alle n > 1 und messbaren Ay, ...,A,_1 zu zeigen, weil dann mit (2.12) und (2.14)

Pi(Zy € Ag,...;Zpn—1 EAp—1,T) < o0,..., T, < o)

@En)(zo € A0, Znt €Anr) = Pi(1) < 00,..., Ty < o0)
1 1y Y
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L P(Zo € Ag, T(i) < o)
Pi(7(i) <o)

Fiir den Beweis von (2.16) fiihrt man eine Induktion {iber n durch, wobei im Fall n =
1 nichts zu zeigen ist. Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n seien Ao, ...,A, messbare
Mengen aus der auf dem Bildraum der Z; zu wihlenden o-Algebra (®=° hierzu den
Beweis von Satz 1.18(f)). Dann folgt unter Hinweis auf (2.14)

Pi(Zo € Ao,y Zn € Ap, Tt < 00,0, Ty < 00)
-/ P(O(M(%) € Ay, p(M()) < ol My, dP,
{ZkEAk,Tk+1<°°,0§k<n}
= Pi(Zk € Ak, Th1 < 0,0 <k <n)Pi(O(M) € Ay, p(M) < o),
= P,'(Zk E AL T <0,0<k < n) P,'(ZQ €Ay, T(i) < 00),

wobei die starke Markov-Eigenschaft fiir die zweite sowie die zeitliche Homogenitit
in Verbindung mit M, = i auf {0, < e} fiir die dritte Zeile verwendet wurden. 0O

Als direkte Folgerung, die insbesondere (2.15) verallgemeinert, notieren wir:

Korollar 2.17. In der Situation von Satz 2.16 gilt fiir jedes n > 1: Unter @S")
sind 71 (i), ..., T, (i) unabhiingige, identisch verteilte Zufallsgrifen mit Werten
in N, also

5 : : S o Pi(z(i) = &)
P (1,(0) = ky, ooy (D) = k) = TTP™(2()) =k;) = ]t — 27
i (1() 1 n() n) ]I;Il i ( () J) jI;II]P)i(T(l)<°°)
fiir alle (ki ...,k,) € N". Falls P;(t(i) < o0) = 1, so bildet (t,(i))n>1 unter IP;
eine unabhdngige Folge identisch verteilter Zufallsgrofsen.

Es gibt eine ziemlich offensichtliche Verallgemeinerung von Satz 2.16 fiir den
Fall, wenn die Kette nicht im Zustand i startet. Wir beschrinken uns auf die Angabe
des Resultats, iiberlassen den Beweis jedoch dem Leser zur Ubung:

Satz 2.18. Seienic ., A € () mit Pi(t(i) < o) > 0und P (7(i) < o) >
0. Dann gilt fiir jedes n > 1: Unter J}AD%) =Py (-|0x(i) < o) sind Zy, ..., Zn—1
stochastisch unabhdngig und Z,, ..., Z,_ ferner identisch verteilt mit

Py (Z1€) = Pi(Zo € |2(i) < ). (2.17)
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Ist ©(i) sogar sowohl unter P; als auch unter Pj f.s. endlich, d.h. @SL"I) =P,
fiir jedes n > 1, so bildet (Z,),>0 unter P eine unabhiingige Folge von Zu-

fallsvariablen, die fiir n > 1 ferner identisch verteilt sind.

2.2.4 Rekurrenz und Transienz

Wir kommen als néchstes zu wichtigen Klassifikationen der Zustdnde im Hinblick
auf die Frage, wie hdufig diese von der Kette aufgesucht werden. Fiir i € . seien
(04(i))n>0 und (i) = 01 (i) wie im vorherigen Teilabschnitt definiert. Wir erinnern
auBerdem an fiS.") =Pi(t(j) = n) und setzen f; ==Y, fy’) =P;(7(j) < o) und
Hij :Eir(j) firi,je ..

Definition 2.19. Ein Zustand i € .¥ heif3t

o rekurrent bzw. transient, falls f;; =1 bzw. < 1.
o positiv rekurrent, falls f;; = 1 und p;; < oo.
o null-rekurrent, falls f;; = 1 und y;; = oo.

Ausgehend von einem rekurrenten Zustand i, kehrt die Kette also fast sicher ir-
gendwann in diesen zuriick, wihrend dies fiir einen transienten Zustand gerade nicht
der Fall ist. Unter Verwendung von (2.15) folgt sofort

Lemma 2.20. Ein Zustand i € . ist genau dann rekurrent, wenn

Pi(M,=iuo.) = 1. (2.18)

Beweis. Unter Hinweis auf (2.15) gilt f;; = 1 genau dann, wenn alle o,(i) P;-f.s.
endlich sind, was wiederum zu (2.18) dquivalent ist, weil offenkundig

Pi(M, =iu.0.) = Pi(0,(i) <eofiirallen > 1). O

Wir konnen also festhalten: Ein rekurrenter Zustand i wird unter I’; immer schon
fast sicher unendlich oft aufgesucht, ein transienter Zustand dagegen hochstens end-
lich oft, wiederum unter Hinweis auf (2.15).

Die weitere Unterscheidung in positive und Null-Rekurrenz erfolgt fiir einen Zu-
stand i anhand seiner mittleren Rekurrenzzeit L;;, die angibt, wie lange die Kette
im Mittel braucht, um nach i zuriickzukehren. Sie spielt fiir die Stabilitdt der MK
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(Langzeitverhalten) eine entscheidende Rolle, wie wir schon bald sehen werden (¥
Abschnitt 2.5).

Es liegt auf der Hand, dass wir uns ein moglichst einfaches Kriterium wiinschen,
mit dem sich Zustidnde hinsichtlich Rekurrenz oder Transienz klassifizieren lassen.
Auf dem Weg dorthin (Satz 2.22) bendtigen wir zunéchst ein anderes, auch sonst
niitzliches Ergebnis: Wir fiihren erzeugende Funktionen ein, indem wir fiir i, j € .9

S T By = LA se (L)
n>0 n>1

setzen, wobei an p@

i = 0 erinnert sei.

Lemma 2.21. Fiir alle i, j € . gilt
Pj(s) = &; + Fj(s)Pji(s), se(—1,1), (2.19)
und speziell fiir i = j

1

Pi(s) = 1—F()’

se(=1,1). (2.20)

Beweis. GemiB (1.30) in Beispiel 1.30 gllt PU =Y lfU p” Y fiir alle n >1,

was bei Einsetzen in P;(s) = §;+ ¥,>1 pij ) und Verwendung der Cauchyschen Pro-
duktformel fiir Reihen (2.19) liefert. O

Das angekiindigte Rekurrenzkriterium ergibt sich nun als einfache Folgerung:

Satz 2.22. Ein Zustand i € ./ ist genau dann rekurrent, wenn

n>0
Er ist somit transient genau dann, wenn Y.~ pl(ln ) < oo, wobei in diesem Fall

sogar Y >0 p%) < oo fiir alle j € . gilt.

Beweis. Aufgrund monotoner Konvergenz und (2.20) gilt

= hmP = lim = ,
r;)p ll( ) STl 1_El(s) l_ ;;

woraus offenkundig die behauptete Aquivalenz folgt. Ist i transient, ergibt sich in
(2.19) unter Verwendung des zuvor Gezeigten
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(n) _ 1 _ 1 _ (n)
iji = 1}%111Pji(5) = lslTnlle,'(s)B,-(s) = fjizpii < o

n>0 n>0
fiir alle j # i. 0

Das erhaltene Kriterium besitzt die folgende, sehr einleuchtende Interpretation:
Definiere fiir i € . die Zéhlvariable

N(i) = Zl{Mn:i}7

n>1

die die Gesamtzahl der Aufenthalte der Kette in i nach dem Zeitpunkt O angibt. Es
folgt fiir alle i, j € .

E;N(i) = E; (Zl{Mni}> = Yrim=0) = Y .

n>1 n>1 n>1

Wihlen wir i = j, besagt das obige Kriterium gerade, dass ein Zustand i genau
dann rekurrent ist, wenn, in i startend, die erwartete Anzahl von Aufenthalten in i
unendlich betridgt. Kombinieren wir dies mit (2.18), konnen wir also festhalten:

irekurrent < N(i)=o Pifs. & EN(i)=oco.

Fiir die Zihlvariable N(i) haben wir demnach die (i.A. natiirlich ungiiltige!) Aussa-
ge, dass sie genau dann unendlichen Erwartungswert besitzt, wenn sie selbst schon
f.s. unendlich ist.

Zum Abschluss notieren wir noch einen Satz, der die Beziehung zwischen
Rekurrenz/Transienz und der Anzahl von Aufenthalten eines Zustands weiter be-
leuchtet. Seinen Beweis, der die Ergebnisse des vorherigen Teilabschnitts {iber die
zyklische Zerlegung einer DMK verwendet, iiberlassen wir dem Leser zur Ubung:

Satz 2.23. Fiir alle i, j € . und k € Ny gilt

1- 1%, falls k=0

YU —fy)  fallsk>1

sk
JiJii

P,V =8 = {

Fiir transientes i folgen deshalb Pj(N(i) < «) = 1 und

ENG) = 2= = Yo <
ii n>1

fiir alle j € .. Auflerdem besitzt N(i) unter P; eine geometrische Verteilung
mit Parameter 1 — f3, d.h. Pi(N(i) = k) = (1 — f;) ¥ fiir alle k € N. Ist
i rekurrent, gilt dagegen P;(N(i) = o) = 1 und P;(N(i) = ) = f}, fiir alle
je <z
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2.3 Rekurrenz/Transienz von Irrfahrten auf Z<¢

Wir verlassen einen Abschnitt lang die allgemeine Theorie diskreter Markov-Ketten
und beantworten unter Benutzung des zuvor entwickelten Rekurrenzkriteriums 2.22
die spannende Frage, wann eine Irrfahrt auf Z¢ mit Wahrscheinlichkeit 1 in ihren
Anfangspunkt My zuriickkehrt, wobei wir aus Symmetriegriinden My = 0 wihlen

diirfen. Es gilt ndmlich
n

M, = My+ Z X
k=1
mit unter jedem P;,i € Zd, unabhéngigen (auch von M), identisch verteilten X,
deren Verteilung unter P; ferner nicht von i abhingt. Damit folgt aber fiir jedes
iczd

n n
Pi(Mn = iu.o.) = ]P,' <l+ ZXk =i u.o.> = Pi (ZXk =0 u.o.)
k=1 k=1

=Py <2Xk = 0u.0.> = Py(M, =0u.0.).

k=1

Wir sehen also: Entweder sind alle Zustinde i € Z¢ rekurrent oder gar keiner. Der
nichste Abschnitt wird zeigen, dass diese Solidaritdt hinsichtlich Rekurrenz ganz
allgemein fiir Zustinde derselben Irredubilititsklasse gilt.

2.3.1 Der eindimensionale Fall

Sei also M,, = Y| Xi mit (unter [P5) unabhingigen, identisch verteilten X}, wobei
P()(Xl = 1) = I—Po(Xl = —1) =pc (0,1)

Der Zustand 0 hat die Periode 2, wie bereits frither bemerkt, d.h. p(()%)ml) = 0 fiir
alle n > 0. Da sidmtliche Pfade der Linge 2 mit Anfangs- und Endpunkt O dieselbe
Wahrscheinlichkeit p”(1 — p)" besitzen (n Schritte nach links und n Schritte nach
rechts) und es (Zn") solche Pfade gibt, folgt

n 2 7 n
P = (}f)p (1-p) (2.21)

fiir alle n > 0. Falls p # %, liefert das starke Gesetz der groBen Zahlen n~'M, =
n YR X — EoXy = 2p — 1 % 0 Py-f.s. und somit |[M,| — oo Py-f.s. Der Zustand
0 wird demnach fast sicher nur endlich oft aufgesucht und ist deshalb transient.

Im symmetrischen Fall p = 1 benutzen wir die Stirlingsche Formel
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7nnn+1/2

n! ~ \2me (n— o).

Mit ihrer Hilfe ergibt sich

und damit

. 1
P~ (n— o), (2.22)

I

was schlieBlich },,~¢ p(o'é) = oo, d.h. die Rekurrenz von 0 impliziert.

Statt die Stirlingsche Formel zu benutzen, kann man Po(s) = ¥,,>0 p(%)s” aber
auch in geschlossener Form berechnen und anschlieend einen Grenziibergang s 1 1
durchfiihren. Unterstellen wir hierfiir zunéchst ein beliebiges p € (0, 1). Dann gilt
aufgrund von (2.21), der Beziehung 4" =Y (zkk) (2::]%]‘) und der Cauchyschen
Produktformel

2
Poo(s)? = 2n 1—p)s?)"
00(s) <n;)(n)(p( p) ))

_ g (2K (21— 2
L0 -p)) kzo(k)( " )

_ _ S2 no_ 1

= n;)(4p(1 p)s’) T

d.h. 1

P()()(S) = ] _4p(1 _p)sz. (2.23)

Dadp(l—p)=1firp= % und < 1 fiir p # %, erhalten wir schlielich

oo, falls p = %,

) _ limPgo(s) = =
n;l’oo sT1 00(s) ( l—4p(1—p)) < oo, fallsp;é%,

also die Bestitigung der Rekurrenz des Zustands 0 im symmetrischen Fall und die
Transienz sonst.

Um die Klasse der Irrfahrten auf Z vollstindig zu klassifizieren, miissen wir noch
den Fall

Po(X1=1)=p, Po(Xi=-1)=g und Po(X;=0)=1-p—g

fiir p,q € (0,1) mit p+ ¢ < 1 untersuchen. Der Unterschied besteht hier darin, dass
die Irrfahrt mit der positiven Wahrscheinlichkeit 1 — p — g in einem Zustand verwei-
len kann. Falls p # g, liefert wiederum das starke Gesetz der groen Zahlen wegen
EoX; = p — g # 0 die Transienz des Zustands O (und damit aller i € Z). Im symme-
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trischen Fall “p = ¢” diirfen wir dagegen wiederum Rekurrenz erwarten, was sich
vermdoge eines einfachen Einbettungsarguments zeigen lidsst: Betrachte, zunichst fiir
beliebige p, g, die Folge (7,),> der sukzessiven Sprungzeiten der Irrfahrt, rekursiv
gegeben durch

T, = inf{k > T, 1 : My # My}, (2.24)

wobei Tp = 0. Wir iiberlassen es dem Leser zu zeigen, dass die 7, — T,—; un-
abhéngige, jeweils geometrisch verteilte Stopzeiten bilden (Po(%, — T—1 = k) =
(p+q)(1—p—q)*fiir k € Np) und dass Mg, = =Yr OXk gilt mit ebenfalls unabhingi-

gen, identisch verteilten ZufallsgroB3en Xk, wobeli

o > p
Po(Xi=1) = 1-Py(X; =—1) = ———.
( ) ( ) paw

(Mz, )n>0 definiert somit ebenfalls eine Irrfahrt auf Z, und zwar der zuvor betrach-
teten Form. Falls p = ¢, d.h. pqu = % erhalten fiir diese folglich Rekurrenz des
Zustands 0 und damit natiirlich auch fiir (M,,),>o selbst.

Zum Abschluss wollen wir kurz skizzieren, dass die p(%") auch im zuletzt be-
trachteten symmetrischen Fall mit Verharrung mindestens von der Gréenordnung
n~Y2 fiir n — oo sind. Dies wollen wir uns nimlich im mehrdimensionalen Fall

zunutze machen. Bezeichnet ﬁg)") die entsprechende Wahrscheinlichkeit ohne Ver-
harrungsmoglichkeit, gemal (2.21) gegeben durch (2:)4’”, so gilt die Beziehung

2 o (2n -2k

P’ = Y (2/<) (1-2p)% (2p)™"*pig 2, (2.25)
k=0

die man erhilt, wenn man die Menge der Pfade der Linge 2n mit Anfangs- und

Endpunkt O unterscheidet nach der Anzahl der Verharrungsschritte, notwendig eine

gerade Zahl 2k, und deren Wahrscheinlichkeiten (konstant in k) dann jeweils unter

den moglichen Verharrungszeitpunkten bedingt. Die Details kann sich der Leser

~(2n+2)

leicht selbst iiberlegen. Durch Berechnung der Quotienten p 1’00 / Poo ) erhilt man

ferner die strenge Monotonie der péo >, so dass in (2.25)

n (2n) v [ 2n n— A(201) 1.
P’ > P’ Y (2k)<1—2p>2k<2p>2 * = plg” Bin(2n,1—2p)(2NNo).
k=0

Da auBerdem c¢(p) := inf,>¢Bin(2n,1 — 2p)(2Ny) > 0, ergibt sich schlieBlich mit
(2.22)

(2n) (2n c(p)

Py~ > C(P)Poo> =

(n— o). (2.26)

3
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2.3.2 Der zweidimensionale Fall

Wir schreiben M,, = (M,,1,M,2) und X, = (X1, Xn2), s0 dass My, = Y1 Xjk
unter Py (k = 1,2). Beachte, dass (M, x),>0, k = 1,2, eine eindimensionale Irrfahrt
bildet.

Falls EoX,, = (EoXn.1,EoXn2) # 0, liefert einmal mehr das starke Gesetz der
groBen Zahlen |M,, 1| — oo oder M, 2| — oo Py-f.s. und folglich die Transienz des
Zustands 0. Zu untersuchen bleibt also lediglich der Fall “EqX; = 0”. Wir be-
schrianken uns dabei auf die symmetrischen Fille, weil eine vollstindige Behand-
lung mit den uns zur Verfiigung stehenden Mitteln zu aufwendig wiire.

Der einfachste Fall liegt vor, wenn

1
Po(X; = (£1,£1)) = 7
weil die X, dann offensichtlich unabhingige, jeweils auf {—1,1} gleichverteilte
Komponenten X, | und X, » besitzen, (M, 1),>0 und (M, 2),>0 also unabhingige,
symmetrische Irrfahrten auf Z bilden. Fiir (M,,),>0 ergibt dies

2n
PE)()) = Py(May, =0) = Py(May; = 0)?
21\ % 1 1 (2.27)
=)@ = )
unter Hinweis auf (2.22). Da weiterhin },,~¢ pé%)") = oo gilt, ist 0=(0,0) rekurrent.
Als nichstes wenden wir uns der symmetrischen Irrfahrt auf (Z2, |- |1) mit
1
Po(X1 = (1,0)) = Po(X1 = (0, 1)) = Po(X1 = (~1,0)) = Po(X1 = (0, -1)) = 7.

zu (%5 Abb. 6.3). Ein einfacher Trick, der leider nur fiir die Dimension 2 funk-
tioniert, liefert uns hier ohne weitere Rechnung die Antwort. Durch Drehen des
Gitters in 0 um 45° wird diese Irrfahrt ndmlich offenkundig in die zuvor betrach-
tete iiberfithrt (=" Abb. 2.6), so dass weiterhin (2.27) und folglich Rekurrenz des
Zustands 0 gilt.

Unabhingige und identisch verteilte Komponentenfolgen (M, 1 ),>0 und (M, 2)»>0
besitzt auch die Irrfahrt (M,,),>0 auf (Z2, |- |..) mit

fiir alle x € {—1,0,1}%. (M, x)n>0 bildet in diesem Fall eine symmetrische Irrfahrt
auf Z mit Verharrung, wobei Po(X); = i) = % fiir i = —1,0,1. Wir erhalten des-

halb vermoge (2.26) und derselben Rechnung wie in (2.27), dass pé%") fiir n — oo

mindestens von der Groenordnung c(%)z(mr)’1 ist, was erneut die Rekurrenz des
Zustands 0 zeigt.
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A
\4

Abb. 2.6 Drehung des Gitters (Z2,]-];) um 45°.

Betrachten wir zuletzt die symmetrische Irrfahrt auf (Z2,|- |..) ohne Verharrung,
d.h.

P()(Xl :x) = =

fiir alle x € {—1,0,1}2\{(0,0)}. Sie ergibt sich gerade aus der vorherigen als Teil-
folge zu den Sprungzeiten 7, gemal (2.24). Da jene den Zustand O mit Wahrschein-
lichkeit 1 nicht nur unendlich oft aufsucht, sondern auch unendlich oft verldsst (Ver-
harrungszeiten sind geometrisch verteilt, also f.s. endlich), ist 0 auch rekurrent fiir
die eingebettete Irrfahrt ohne Verharrung.

2.3.3 Der drei- und mehrdimensionale Fall

Hier wollen wir uns kiirzer fassen. Seien M,, x, X, x, k = 1,...,d, die Komponenten
von M, bzw. X,,. Dasselbe Argument wie im zweidimensionalen Fall ergibt die Tran-
sienz des Zustands 0, falls [EgX;, x # O fiir mindestens ein k = 1, ...,d. Wir diirfen also
gleich wieder EX,, = 0 voraussetzen. Unabhéngige, identisch verteilte Komponen-
ten (M, x)n>0 besitzt (M,),>o, falls

1 1
Po(X; =x) = 5 oder = 3

fir alle x € {—1,1}9 bzw. {—1,0,1}9. Jedes (M, x),>0 definiert eine symmetrische
Irrfahrt auf Z ohne bzw. mit Verharrung, woraus vermoge derselben Rechnung wie
in (2.27) unter Benutzung von (2.22) bzw. (2.25) nun

P’ =0m™2) (n— ) (2.28)
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)

folgt und daraus ¥~ pé%)n < oo wegen d > 3. Bei positiver Verharrungswahrschein-

lichkeit ist p(()%)"H) zwar nicht 0, aber immer noch beschréinkt durch eine Konstante

mal n~%/2, wie man sich weiter iiberlegen kann, so dass in jedem Fall Yi>0 pgé) < oo
und damit die Transienz des Zustands 0 folgt.

Werfen wir abschlieBend einen Blick auf die symmetrische Irrfahrt in (Z4, |- |;)
(ohne Verharrung), d.h.

1
fiir alle k = 1,...,d, e; der k-te kanonische Einheitsvektor des R?. Dann gilt wieder
p& Y 2 0 fiir alle n € Ny, wihrend
g = Loy T ea
(2d)2n k1 =0ky=0 kg=0 k] 'kl' T kd'kd‘

denn es gibt genau #’% Pfade der Linge 2n mit Anfangs- und Endpunkt
0, die aus je k; Vorwarts- und Riickwirtsschritten in die i-te Koordinatenrichtung
bestehen. Eine einfache Umformung liefert unter Benutzung von Multinomialkoef-

fizienten 5
@n) i 2n n i
Poo = (n>k1;{kd ((klkg...kd) an) -
dAus Yhioky (kl k;_‘kd)di,, = 1 (Multinomialwahrscheinlichkeiten) und (2.22) folgt
ann

(2n) 1 (2n max " LU max " L
Poo = i\ )i ko ) @ = am ik \ Kk kg ) d?

wobei das auftretende Maximum fiir k; ~ ... ~ k; ~ 7 angenommen wird und von
der GroBenordnung n~@=1D/2 jst, wie eine Anwendung der Stirlingschen Formel
zeigt. Es folgt schlieBlich erneut (2.28) und damit die Transienz des Zustands O.

Der allgemeine Satz hinter den zuvor dargestellten Ergebnissen, den wir nur fiir
den eindimensionalen Fall vollstindig gezeigt haben, lautet:

Satz 2.24. Eine Irrfahrt M, = Mo + Y, Xi in 74 ist genau dann rekurrent
(d.h. alle Zustiinde i € 7% sind rekurrent), wenn d < 2 und EoX; = 0.

Der Satz bleibt iibrigens auch dann noch richtig, wenn (M,;),>o einen diskreten
Random Walk in Z¢ (¥ Beispiel 2.9) bildet.

Zum Abschluss sei eine scherzhafte Bemerkung von KAKUTANI wihrend ei-
nes Kolloquiumsvortrags an der U.C.L.A. zitiert, die das Ergebnis in einprigsamer
Weise zusammenfasst:

“A drunk man will find his way home but a drunk bird may get lost forever.”
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2.4 Solidarititseigenschaften

Eine Zustandseigenschaft, die, wenn giiltig fiir ein i € .%, immer schon fiir jeden
Zustand aus 6; = {j € . : j <> i} gilt, nennt man Solidaritdts- oder auch Klassen-
eigenschaft. Die gute Nachricht diesbetreffend lautet:

Satz 2.25. Rekurrenz, Transienz, positive Rekurrenz, Null-Rekurrenz sowie
die Periode eines Zustands bilden Solidaritdtseigenschaften.

Die praktische Konsequenz des Satzes besteht darin, dass die genannten Eigen-
schaften immer nur fiir einen Vertreter statt fiir jedes Element einer Klasse iiberpriift
werden miissen. So gilt beispielsweise: Aus i <> j folgt d(i) = d(j). Im Fall einer
irreduziblen MK, fiir die ¢; = . fiir alle i € . gilt, bedeutet dies, dass jede der im
Satz genannten Solidarititseigenschaften entweder fiir alle oder gar keinen Zustand
vorliegt, was folgende Definition rechtfertigt:

Definition 2.26. Eine DMK mit Zustandsraum (., &) heift
rekurrent/transient,
positiv rekurrent/null-rekurrent,
aperiodisch/d-periodisch,
wenn sie irreduzibel ist und die jeweilige Eigenschaft fiir einen und somit alle
i €. gilt.

Beweis (von Satz2.25). Seien i, j € . zwei verschiedene kommunizierende Zustin-
!

de und i rekurrent. Dann existieren m,m’ > 1, so dass pg.") > 0 und pg'in) > 0. Wir

geben im Folgenden zwei Beweise dafiir, dass auch j rekurrent sein muss. Der erste

ist kurz und elegant, aber weniger intuitiv als der zweite.

() < 0m') (n—m—m')_(m)

1. Beweis: Nach Satz 2.22 ist ), pfl-n) = oo, Da ferner Pjj ZPji D Pjj
gilt fiir alle n > m+m’, liefert dies

Yo = ph (Z pg,-")> P = e

n>1 n>1

und somit wiederum gemdf Satz 2.22 die Rekurrenz von j.

2. Beweis: Wir zeigen zuerst f;; = P;(7(j) < e°) = 1. Betrachte die Rekurrenzzeiten
0, = 0,(i),n > 1, die gemiB Satz 2.16 unter P; f.s. endliche, unabhingige und
identisch verteilte Zuwichse 7, besitzen, wobei 7| = o7 = 7(i) P;-f.s. Wie schon
frither bezeichne (%,),>0 die kanonische Filtration von M. Unter Benutzung der

starken Markov-Eigenschaft folgt fiir jedes n > 1
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P(e()>0n) = [ P(E()) =1 > T, ) dP,
{T(])>o'n—1}

= P(T(]) —Op—1 > Tn|M6,,,1) dP;
{7())>0n-1}

= [ P (50) > () P,
{t()>op1} "
= Pi(t(j) > ou-1) Pi((j) > (7))
wenn man beachtet, dass auf dem Ereignis {7(j) > 0,_; } offenbar

Pf(j)fcnfllgo'n_l — I[DT(j)fcn—llMo'n_l — ]P)Z”(]) ]P)i-f.s.

gilt. Induktiv erhalten wir damit
Pi(z(j) > 62) = Pi(e(j) > T(0))" (2.29)
und folglich wie behauptet
1= fi = mBi(e(j) > ;) = lim B(2(j) > 7(0))" = 0,

denn

Iim Pi(z(j) > 6,) = Pi(x(j) =) < 1-pj” < 1
impliziert P;(7(j) > 7(i)) < 1. Wir haben folglich nicht nur f; = 1 nachgewiesen,
sondern auch, dass j in jedem der durch die o, markierten Zyklen mit positiver
Wahrscheinlichkeit besucht wird. Da die Zyklen unabhingig und identisch verteilt
sind (Satz 2.16), folgern wir weiter, dass die Anzahl v von Zyklen vor demjenigen,
in dem j tatsdchlich erstmals besucht wird, unter IP; geometrisch verteilt ist. Das-
selbe Argument, genannt “geometric trials argument”, liefert dann aber auch, dass
Jj unendlich oft aufgesucht wird und somit rekurrent ist. Ein formaleres Argument
ist das folgende: Sei 7(i) := inf{n > 1: My(;),, = i} und 7(;) analog definiert mit
vertauschten Rollen fiir i, j. Dann ergibt sich unter erneuter Verwendung der starken
Markov-Eigenschaft und Beachtung von 6y = 7(j) + 7(i) P;-f.s.

1 = Pi(0yy1 <o0) = Pi(T(j) < o0, 7(i) < o0)
= / . P(z(i) < oo|MT(j)) dP; = Pi(7(j) < o)Pj(7(i) <oo) = fl’;f]*l
{z(j)<e}
sowie anschlielend in dhnlicher Weise

£ = Pi(t(j) <) = Pj(t(i) < 00, 7(j) < o)
= Pj(t(i) <o) Pi(1(j) <) = fif5; = 1.

Mit i ist also auch j rekurrent (bzw. transient als Komplementireigenschaft).
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Nehmen wir als néchstes an, dass i positiv rekurrent ist, also y; = E;7(i) < oo
gilt, so impliziert zunéchst 7(j) < 7(i) + 7(})

wii = Ejz(j) < Ejr(i) +Ea()) = Wi+ Wy,

denn E;7(j) = E;E(T(j)|My(;)) = Eit(j) = w;. Es geniigt also j, ij; < e nachzu-
weisen. Sei v die, wie oben erldutert, unter P; geometrisch verteilte Anzahl von
Zyklen (markiert durch die ©,) vor dem ersten Zyklus, in dem die Kette j be-
sucht. Es folgt u;; < oo vermdge der folgenden Rechnung unter Beachtung von
7(j) < ov41 = L) 1w, Ei(v+ 1) = Pi(7(j) < ©(i))~! sowie der Unabhingigkeit
von fund {v>k—1} €Y, | fiirallek > 1:

v+1
Eioyyr = E; ZTk

k=1

IN

Hij

= E; (Z Tk 1{V+1>k}> = Z EiTkPi(V >k— 1)
k>1 k>1
. Mii
— Br()Ei(v4+1) = — 20 o o
TRV = B <)

Beachtet man nun noch, dass oy, die erste Riickkehr nach i nach 7(j) bezeichnet

und dass folglich
Pf’vﬂff(j) _ P;(i)

1

vermdge der starken Markov-Eigenschaft gilt, so erhalten wir auch pj; < oo, denn
wii = Ei(ov41 —1(j)) = EiOys1 —py < oo

Rekurrente kommunizierende Zustdnde sind somit stets vom gleichen Typ: positiv
oder null-rekurrent.

Es bleibt noch zu zeigen, dass kommunizierende Zustinde immer dieselbe Peri-

ode besitzen. Gegeben i <+ j, i # jund m,n € N derart, dass pg") > 0 und p%) >0,
gilt
(m+n-+k) (m) (k) (n)
Pii > Pij 'Pjj Pji >0
firalle k€ 2(j):={l>1: p%) >0} und k = 0. pgimﬂ) > 0 impliziert aber m +

n = vod(i) fiir ein vo > 1, und pl(;"+n+k) > 0 fiir alle k € Z(j) liefert die Existenz
von vi € N mit m+n+k = v d(i). Es folgt k = (v — vo) d(i), was 2(j) C d(i)N,
d.h. d(j) > d(i) beweist. Die umgekehrte Ungleichung ergibt sich analog durch

Vertauschen der Rollen von i und j. a

Der obige Beweis hat zur Rekurrenz sogar etwas mehr hervorgebracht als im Satz
behauptet wird.
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Satz 2.27. Gegeben i, j € .7, i # j, i rekurrent und i — j folgt:

(a) i+ ],
(b) j ist rekurrent,
(c) i;f = ]’fi: 1.

Jeder von einem rekurrenten Zustand i erreichbare Zustand ist also bereits mit
diesem verbunden und aus Solidaritit ebenfalls rekurrent. Dies hat zur Konsequenz,
dass die zugehorige Klasse %; abgeschlossen ist, nach Erreichen also nie mehr ver-
lassen wird.

Beweis. Offenbar reicht es, Aussage (a) und hierfiir j — i zu zeigen. Wie im vor-
herigen Beweis gesehen, impliziert i — j, dass nach einer geometrisch verteilten
Anzahl v von durch Besuchen in i markierten Zyklen der Zustand j aufgesucht
wird, d.h. oy < 7(j) < 0y in den dortigen Bezeichnungen. Wihlt man m,n € N
mit P;(7(j) = m, oy41 = n) > 0, liefert dies aber

0 < Pi(t(j) =m,0v11 =n) = Pi(c(j) =m)Pj(c(i) =n—m) = f" fii "

vermoge der starken Markov-Eigenschaft und daher p%’*m) > f;;lim) > 0. i

Mit Hilfe von Satz 2.27 (% auch Lemma 2.12 und danach) erhalten wir schlie3-
lich ohne weitere Miihe den folgenden Zerlegungssatz:

Satz 2.28. Der Zustandsraum . einer DMK besitzt eine eindeutig bestimmte

disjunkte Zerlegung
S =T+ Y R (2.30)
o

in eine Menge 7 transienter Zustinde (nicht notwendig eine Klasse) und end-
lich oder abzdhlbar unendlich viele abgeschlossene Klassen %, rekurrenter
Zustinde (Rekurrenzklassen), wobei, falls i € Xy,

. 1, falls j € Zq,
fi = Bi(2(j) <) = e
0, falls j & Zq.-
Bei geeigneter Numerierung der Zustinde besitzt die Ubergangsmatrix P au-
ferdem die Form

Qo 01 020304 ...
0P 0O O O ...

p_|l00PoOoO..
000PO0..
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wobei Py und Qq die Ubergangsmatrizen der Kette bei Einschrinkung auf
Ro bzw. T bilden und Q, die Ubergangswahrscheinlichkeiten pijvoni€ T
nach j € Xy enthdlt.

Eine DMK mit abzéhlbar unendlichem Zustandsraum kann durchaus iiberhaupt
keine rekurrenten Zustinde besitzen, wie das triviale Beispiel der deterministischen
Kette 0 — 1 — 2 — ... verdeutlicht. Der Anteil )", % von .# in (2.30) tritt demnach
moglichwerweise gar nicht auf. Fiir eine EMK ergibt sich dagegen unter Vorgriff auf
ein Ergebnis im nichsten Abschnitt:

Satz 2.29. Jede EMK besitzt mindestens einen positiv rekurrenten Zustand.

(k) _

Beweis. Sind alle Zustédnde transient oder null-rekurrent, folgt lim,, % Yi 1P i

0 fiir alle i, j € ./ aus Satz 2.22 bzw. Korollar 2.39. Dies fiihrt aber vermoge

.1 1
0= Z,}E}}O;ZP? = lim — )" Zp,(»]’»<> =1

jes k=1 e jesr

zu einem Widerspruch. a

2.5 Stationire Male und Zeitmittel

Wir sind nun hinreichend prépariert, um die zentrale Frage nach dem Langzeitver-
halten diskreter MK anzugehen, wobei zwei unterschiedlich starke Konvergenzarten
betrachtet werden:

(1) Gleichmdfsige Konvergenz im Zeitmittel (Césaro-Mittel):

1 n
lim su P,(M,eA)—xn(A)| = 0.
AT PSR

(2) Gleichmdfsige Verteilungskonvergenz (Konvergenz in Totalvariation):

lim sup [Py (M, € A) —n(A)| = 0.
noepAcy

Es ist klar, dass aus (2) stets (1) folgt, da jede konvergente Folge auch im Césaro-
Limes konvergiert. Bezeichnet || - || die Totalvariationauf dem Raum signierter MaBe
A — u auf (7, 6) (A, u endliche MaBe), d.h.
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A —ull = sup [A(A) —u(A)],
ACY
so bildet diese eine Norm, und es gilt offenkundig

1 n
Y P -m
n+1/5

2 & lm|Pf" ¢ =o0.

0 & lm

:O’

Der Variationsabstand wurde in [2, Abschnitt 29] iiber Poisson-Approximation kurz
eingefiihrt, und wir hatten dort gezeigt (Lemma 34.5), dass fiir abzéhlbares .7 (wie
hier der Fall) und beliebige Wahrscheinlichkeitsmafie A, i auf (7, S)

1
1A —pll = 5 X 12— wi 2.31)
i€’

gilt.

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der schwicheren Konvergenzart
(1) und weisen als erstes darauf hin, dass der Limes 7 stets eine stationdre Vertei-
lung von (M,),>o bildet. Dies wurde fiir die stirkere Konvergenzart (2) bereits in
Lemma 1.34 gezeigt und kann vom Leser miihelos auf die Konvergenz im Zeitmittel
ausgedehnt werden. Stationédre Verteilungen spielen also bei den avisierten Konver-
genzbetrachtungen eine wichtige Rolle und stehen deshalb im ersten Teilabschnitt
im Vordergrund.

2.5.1 Stationdire Mafle via zyklischer Zerlegungen

Der kanonische Weg, stationire Mafie und Verteilungen einer DMK M = (M,,),,>0
zu bestimmen, besteht gemil Satz 1.35 in der Losung des Gleichungssystems
Tj = Yico Tipij,j € 7, kurz © = nP, was auf eine Analyse der Ubergangsma-
trix P hinsichtlich des Eigenwerts 1 hinauslduft. Im Folgenden bevorzugen wir aber
einen anderen, probabilistischen Zugang gegeniiber dieser matrixanalytischen Be-
trachtungsweise, weil er im Hinblick auf das Langzeitverhalten der Kette zum einen
ein besseres Verstindnis vermittelt und zum anderen fiir die spéteren Konvergenzbe-
weise niitzlicher ist. Wir betonen jedoch, dass nichtsdestotrotz der kanonische Weg
in vielen Beispielen, in denen eine eindeutig bestimmte stationidre Verteilung exi-
stiert, fiir deren explizite Berechnung der sinnvollste ist und daher als Alternative
immer in der Hinterhand bleibt.

Mit Hilfe der in Teilabschnitt 2.2.3 kennengelernten zyklischen Zerlegung ei-
ner DMK mittels der Riickkehrzeiten in einen rekurrenten Zustand werden wir nun
zeigen, wie sich in kanonischer Weise ein stationidres MaB fiir M ergibt: Seien da-
zu i € . rekurrent und o, = 6,(i) die zugehorigen P;-f.s. endlichen sukzessiven
Riickkehrzeiten. Setzen wir
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Zn = (M(Tna"'vMO',,+171)7 n207

so bilden diese gemal Satz 2.16 unter P; eine unabhingige Folge identisch verteilter
Zufallsvariablen, und es folgt wegen M = (Zy,Z,...)

P = QP = (P)".

n>0

Die Verteilung der Kette unter IP; ist somit vollstindig durch die Verteilung des
ersten Zyklus’ Zy determiniert. Mit anderen Worten: Alle Information iiber die Ver-
teilung von M steckt bereits in der von Zy (unter [P;). Fiir jeden weiteren Zustand
j € miti< jsind die 0,(i) unter P; ebenfalls f.s. endlich (Satz 2.27) und die
Z,, deshalb nach Satz 2.18 weiterhin unabhéngig und fiir » > 1 identisch gemif IP’I.ZO
verteilt, was

l

PY = PP o (PP)” (2.32)

impliziert. Schreiben wir nun (1) mit A = §; in der Form

lim sup =0, (2.33)

e cy

%<ﬁ4ﬁ}mm>—ﬂw

so wird deutlich, dass es sich um eine gleichmifige Konvergenz von mittleren relati-
ven Haufigkeiten handelt. Andererseits ist mit Blick auf (2.32) klar, dass die mittlere
Anzahl von Aufenthalten in einer Menge A innerhalb eines Zyklus’, also

Opy1—1
E/( Y IA(Mk)>
k=oy,

fiir n > 1 konstant ist, und zwar gleich

) T(i)—1
D) = ]E,»( Yy IA(Mk)>. (2.34)
k=0
Somit bildet ()7*(A), definiert durch
: D 7(A) 1 (UK
Dx*(A) == = E; 14 (M, 2.
m*(A) m B k;) A(My) |, (2.35)

die in jedem (bis auf den ersten) Zyklus (eventuell = 0) mittlere Anzahl von Aufent-
halten in A relativ zur mittleren Zykluslinge. ()7*(A) ist deshalb auch ein natiirli-
cher Kandidat fiir den Limes 7*(A) in (2.33), der gerade die asymptotische relative
Hiufigkeit von Aufenthalten iiber die ganze Zeitachse angibt. Dass ()7 und, sofern i
positiv rekurrent ist, () r* ein MaB bzw. eine Verteilung auf . definieren, ist offen-
sichtlich. Die Stationaritit jedoch, die bei Giiltigkeit von (2.33) ja notwendig gelten
muss, bedarf einiger Arbeit:



70 2 Diskrete Markov-Ketten

Satz 2.30. Gegeben einen rekurrenten Zustand i, bildet das Okkupationsmay
1 gemdifp (2.34) ein stationdires Mafp der DMK M und folglich ) 1* gemdifp
(2.35) eine stationdre Verteilung, sofern i positiv rekurrent ist.

Beweis. Es bezeichne (¥,),>0 wieder die zu M gehdrende kanonische Filtration.
Da i im Folgenden nicht variiert, schreiben wir kurz 7 fiir ) 7z. Wir zeigen zunchst
die o-Endlichkeit von 7, d.h. 7; = w({j}) < eo fiiralle j € .. Da m; = 1, sei gleich
J # i vorausgesetzt. Offensichtlich gilt dann

mp =Y nPi(0(j) < 7(i) < ous1(j) < Y nPi(0u(j) < T(i))

n>1 n>1

Mittels der starken Markov-Eigenschaft sowie (2.29) erhalten wir weiter
Pi(on(j) < (i) =Pi(z(j) <7(i), 0u(j) < 7(i))
= P(o,(j | My i) dP;
S ey BO0) < T My)
= Pi(z(j) < () Pj(0n-1(j) < 7(i))
= P;(z(j) < 7()) P;(z(j) < (i)™

fiir alle n > 1. Wegen IPi(0,(j) < 7(i)) = 0muss P;(7(j) < 7(i)) =0 oder P;(7(j) <
7(i)) < 1 sein, was schlieflich

mp < Y nPi(t(j) < t(i)) Pi(z(j) < ©(i))"

n>1
Pi(z(j) <7(i))

(2.36)
Hilty) <))
P;(t(j) > 7(i))?

< oo

liefert. Zu zeigen bleibt die Invarianz, d.h. ; = Y o i py; fiir alle j € .. Unter
Beachtung von Mo = My(;) =i Pi-f.s. gilt

T(i)—1
m = Ei( ) l{Mn=j}>

n=0

(i)

) l{Mn=j}>

X
a

E;

(i)

1
l{MnJrl =]}>
n=0

T(i)—1
= LB I{Mn=k.Mn+1=j}>

= Z Pifi)>naMn:kaMn+1:j)

[
H
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Y Y Pi(e(i) > n, My =k)pi;

ke.” n>0

T(i)—1
) Ei( )y I{Mn=k}> Pkj

ke n=0

= Z T Pkj

ke

wobei in der vorletzten Zeile einmal mehr die starke Markov-Eigenschaft benutzt
wurde. O

Satz 2.30 beschert uns also bei Vorliegen mindestens eines (positiv) rekurrenten
Zustands i — fiir eine EMK gemal Satz 2.29 immer der Fall — automatisch die Exi-
stenz eines stationdren Maf3es (einer stationdren Verteilung), das aulerdem auf die
zugehorige Klasse 4; kommunizierender Zustdnde konzentriert ist, wie das folgende
Korollar lehrt:

Korollar 2.31. In der Situation von Satz 2.10 gilt ferner

n(65) = 0.

Beweis. Da i rekurrent ist, gilt P;(7(i) < e0) = 1. Wir hatten mittels Satz 2.27 fest-
gestellt, dass %; abgeschlossen ist, also nach Erreichen nicht mehr verlassen wird.
Dies bedeutet aber fé-") =0 fiir j € ¢ und n > 0, d.h. P;(7(j) = o) = 1. Insgesamt
folgt P;(7(j) < 7(i)) = 0 und daraus 7; = O fiir alle j € %; vermoge (2.36). O

Eine DMK besitzt somit auf jeder Klasse rekurrenter Zustinde mindestens
ein stationdres Mal}. Dagegen werden wir schon bald sehen, dass fiir rekurrente

Zustinde i, j derselben Klasse die zugehorigen stationiren Mafle 7 bzw. U7 bis
auf ein skalares Vielfaches gleich sind.

2.5.2 Zeitmittel

Wir kommen nun zur angekiindigten Untersuchung von Zeitmitteln diskreter Markov-
Ketten, und zwar sowohl pfadweise:

nren+ 175 noen+ 1=

als auch in Erwartung unter beliebigem P :

n—eo 41 =

1 n . 1 n
TEa (ZIA(Mk)> = lim Y Pi(MeA), AcC.
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Zur Abkiirzung schreiben wir fiir derartige Césaro-Limiten im Folgenden auch
C-lim,_,c, d.h.

. 1 ¢
C-ng;lcan = m kgoak.

Zum Beweis des Hauptsatzes 2.33 weiter unten bendtigen wir ein Ergebnis,
ndmlich die erste Aussage in (2.38), das eigentlich in Kapitel 1 des 2. Bands dieses
Skriptums [4] iiber Erneuerungstheorie gehort. Fiir einen Moment verlassen wir die
Welt diskreter Markov-Ketten und begeben uns in die schon recht vertraute Welt der
Random Walks, d.h. Summen unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgroen.

Lemma 2.32. Gegeben eine unabhiingige Folge (X,),>1 identisch verteilter
Zufallsgrofien mit positivem Erwartungswert L, seien

n
So=0 und S,=Y Xi firn>1
k=1
der zugehorige Random Walk und (:%,)n>0 eine Filtration, so dass

(FI) 0©(S0,..-sSn) C Fy fiir alle n > 0,
(F2) %, und (Xi)k>n sind unabhingig.

Dann gelten folgende Aussagen:

(a)  Fiir jede (%) n>0-Zeit T mit BT < oo gilt die sogenannte (erste) Wald-
sche Gleichung
ES;: = uErz. (2.37)

(b)  Fiir die Erstaustrittszeiten T(t) := inf{n > 0: S, >}, t > 0, gelten

1 E 1
W L1 pg owa B L L g3
t u t u
sowie im Fall | < o
s —7 E(S,—t
U NN P-f.s. und M — 0, (2.39)

t

falls t — oo

Beweis. (a) Wir setzen zunichst X; > 0 voraus. Der entscheidende Trick zum Nach-
weis der Waldschen Gleichung besteht in der Darstellung von S; als

St = ZI{TZn}Xn P-f.s.

n>1
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wie sich durch Vertauschung der Summation aus St = Y~ Lir—yy Xjoy X er-
gibt. Dabei beachte man, dass T wegen ET < oo insbesondere f.s. endlich ist. Da
{t>n} ={r<n-1}°€ Z,_ und daher von X, unabhingig ist, folgt nun (alle
Summanden nichtnegativ)

ESt = E (Z l{rzn}Xn> = Y P(t>n)EX, = u Y P(t>n) = uEr.

n>1 n>1 n>1

Fiir beliebige X, ergibt sich die Behauptung wegen EX;” < o aus dem zuvor Be-
wiesenen durch Zerlegung in Positiv- und Negativteil:

T T
EST = E(ij) —E<ZX,,> = (EX;” —EX; )Et = uEr.
n=1 n=1

(b) Wegen > 0 gilt S, — o und damit 7(¢) < o P-f.s. fiir alle # > 0. Da au-

Berdem 7(¢) 1 oo P-f.s., folgt STT(I’)) — u P-fis. aus dem starken Gesetz der groflen
Zahlen. Zusammen mit der Ungleichung S7 ;)| <17 < Sy, liefert dies

limsupi < lim St =u PAfs
e T(t) T 1—e T(2) o
sowie umgekehrt
Sen—
liminf —— > lim ==L _ ; pufs.

P 1) T e ()

also insgesamt die erste Behauptung in (2.38). Selbige in (2.39), falls 1t < oo, ergibt

sich dann aber aus
S =t _ S 7))
t t(t) ¢ '

Etwas mehr Arbeit bereiten die zweiten Konvergenzausagen in (2.38) und (2.39):
Wir zeigen als erstes E7(7) < oo fiir alle # > 0 und setzen dazu ¥, := X, Ac, W, =
Y1+ ...+ Y, sowie 7.(¢) := inf{n : W, > ¢} fiir beliebiges hinreichend groBes ¢ > 0,
so dass . :=EY; > 0. Natiirlich bildet auch (W,,),,>0 einen Random Walk, der P-f.s.
gegen oo strebt (= 7.(t) < oo P-f.s. fiir alle t > 0). Aus W, < S, folgt 7(¢) < 7.(¢)
fir alle 7 > 0 und aus Y ;) < ¢ die Ungleichung

t < W‘L'L-(l) = Wrc(t)fl + Y‘Q-(t) < t+c.
Vermoge der in (a) gezeigten Waldschen Gleichung ergibt sich nun
uE(t.(t) An) = EWr ivan = EWe o lie.in<ny TEWalig (iysn) < c+1
und daraus mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

c+t

C

Et(t) < Et.(¢r) = limE(1.(t) An) <

n—oo

< o (2.40)
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fiir alle 7 > 0. Eine erneute Anwendung der Waldschen Gleichung liefert als nichstes
uEz(t) =ESt(¢) >t und damit

E 1
liminf 220 > —

1—yo0 t .u ’

(Dies kann iibrigens auch mit dem Lemma von Fatou aus dem ersten Teil von (2.38)
gefolgert werden.) Fiir die umgekehrte Ungleichung

Et(t 1
1imsupﬂ < = (2.41)

f—yoo t u

bemiihen wir Gleichung (2.40), aus der sich

Et(t t 1
lim sup ®) < limcJr = —
10 ! = Ut He

fiir alle hinreichend grofien ¢ ergibt und daraus (2.41) per Grenziibergang c 1 oo,
weil u, 1 (. Damit ist die zweite Behauptung in (2.38) gezeigt, die aber zusammen
mit der Waldschen Gleichung auch sofort die zweite Aussage in (2.39) impliziert,
sofern (I < oo, denn

E(S,, —t
lim P80 =) pEC@) 0

1—yo0 t 1—yo0 t

Zur Formulierung der Hauptergebnisse dieses Abschnitts sei zuvor folgende
Erlduterung gegeben. Wir hatten in Satz 2.28 festgehalten, dass der Zustandsraum
einer DMK in lauter abgeschlossene Rekurrenzklassen sowie eine weitere Men-
ge transienter Zustinde zerfillt. Sehen wir fiir einen Moment von der Moglichkeit
transienter Zustdnde ab, so ist klar, dass wir das Verhalten der Kette auf jeder Re-
kurrenzklasse getrennt beschreiben konnen, da es Ubergiinge zwischen diesen Klas-
sen nicht gibt. Mit anderen Worten: Es reicht, (irreduzible) rekurrente DMK zu be-
trachten. Die Beriicksichtigung transienter Zustinde wird sich anschlieend relativ
miihelos unter Verwendung der zuvor erzielten Resultate bewerkstelligen lassen.

Satz 2.33. Fiir eine rekurrente DMK M = (M) >0 gelten folgende Aussagen:

(a) M besitzt ein bis auf skalares Vielfaches eindeutig bestimmtes statio-
ndres Mafy @ = (T;)ic.r, 0 < m; < o fiir alle i € ., das genau dann
endlich ist, wenn M positiv rekurrent ist. In diesem Fall bezeichnet
n* = n/n() die eindeutig bestimmte stationdire Verteilung von M.

(b) Fiir t* = (70 )ic.o gilt aufferdem

_ 1
Mii7

Tk

1

i€, (2.42)
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sofern die rechte Seite im null-rekurrenten Fall (; = oo fiir alle i € .5%7)
als 0 interpretiert wird, d.h. t* = 0.

(c) Die empirischen Verteilungen ﬁZZ:o Oy, konvergieren auf Sy :=
{A: (A) < oo} Py -fs. punktweise gegen m*, d.h.

lim
n—oo 11 4 1

ZaMk = 7*(A) Ppfs. (2.43)

fiir jedes A € G und jede Anfangsverteilung A.

(d)  Die Césaro-Mittel # Yio IP’IXI" konvergieren auf S ebenfalls punkt-
weise gegen 1", also

n

lim —— Z ' (A) (2.44)

n—eopn -+ 1

fiir jedes A € S und jede Anfangsverteilung A, wobei im positiv rekur-
renten Fall (= &5 =B()) sogar

ZPMk—ﬂ

lim
n—>o0

= 0, (2.45)

n+1

d.h. in (2.44) gleichmdfige Konvergenz in A C . vorliegt.

Anmerkung 2.34. (2.44) bildet nichts anderes als die L'-Version von (2.43), denn

1 n Mk _ 1 n
"+1k=opl (A) = E, <n+1k§66Mk(A)>. (2.46)

fiir jedes A € G5. Aufgrund majorisierter Konvergenz folgt dann, dass (2.44) dqui-
valent ist zu

lim E
ety

= 0,

Y ) - (4)
k=0

1
d.h. n—}rl Yiiola(My) LN m*(A) fiir alle A € S und A € (). Dagegen besagt
(2.43) gerade 17 Yi_o1a(My) — 7*(A) Py -fs.

Anmerkung 2.35. Per Funktions-Erweiterungsargument ergeben sich sofort folgen-
de Aquivalenzen zu (2.43)—(2.45): Bezeichnet & den Raum aller beschrinkten
Funktionen f: (*/,6) — (R,B), die Supremumsnorm auf diesem und bS,
den Teilraum aller f mit Tréger in Sz, d.h. f]A° =0 fiir ein A € &, so implizieren
(2.43) und (2.44)
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n

lim k;) F(My) = // F(s) 7°(ds) Pafs.  (247)
bw.  lim —— ];)E;L F(My) = /y £(s) 7 (ds) (2.48)

fiir alle f € b& und A € & (), wihrend (2.45) dquivalent ist zu

n

Y Eaf(Mo)— [ f(5) 7' (ds)

lim sup o]
k=0

"7 febG | fllo<1

=0 (2.49)

fiir alle A € & (). Dabei steht im null-rekurrenten Fall auf der rechten Seite in
(2.47) und (2.48) natiirlich 0, und es gilt b&, = b6, falls M positiv rekurrent ist.
(2.47) und (2.48) bleiben ferner auch fiir nichtnegative f mit Tréger in &, giiltig,
wie man nach Lesen des Beweises von Satz 2.33 leicht einsieht.

Anmerkung 2.36. Aus der fiir alle n > 0,A € 6 und A € Z(.¥) giiltigen Bezie-
hung Py (M™) € A) = [, Py(M € A) IP’?{[" (ds) in Verbindung mit (2.49) ergibt sich
im positiv rekurrenten Fall leicht

1 n
Z]P)jl\{j(k) —P%
n+15

lim
n—yoo

= 0. (2.50)

als weitere Aquivalenz zu (2.45) fiir alle A € 22(.¥). Auch existieren entsprechende
Verallgemeinerungen der Aussagen (2.43) und (2.44) fiir die Post-n-Folgen M (),
sind aber von geringerer Bedeutung. Wir verzichten deshalb auf weitere Details.

Anmerkung 2.37. Ergebnisse der Form (2.43) — (2.45), die die Konvergenz irgend-
einer Art (f.s., in L', in Totalvariation, etc.) eines stochastischen Prozesses, hier
einer DMK M, gegen einen stationidren Limes zum Inhalt haben, bezeichnet man als
Ergodensdtze, wobei der Begriff “Ergodizitdt” aus der statistischen Physik stammt.
Wir verzichten an dieser Stelle auf ndhere Erlduterungen, weisen allerdings noch
auf eine Interpretation der Ergebnisse in diesem Zusammenhang hin, wobei wir
(2.43) im positiv rekurrenten Fall herausgreifen: Auf der linken Seite steht dort,
gegeben A C ., das zeitliche Mittel der Aufenthalte der Kette M in A, auf der
rechten Seite dagegen das rdumliche Mittel ©*(A) = [, 1a(s) w*(ds) = Pr+ (M, €
A) im Gleichgewicht. Unter Pz« stimmen demnach fiir jedes A C . zeitliches und
rdaumliches Mittel f.s. liberein.

Anmerkung 2.38. Wihlt man A = {j} und A = §; in (2.44), so ergibt sich die Césaro-
Konvergenz der Ubergangswahrscheinlichkeiten, nimlich
s ()
C—r}g}opij =7 (2.51)
fiir alle i, j € ., wobei im null-rekurrenten Fall auf der rechten Seite stets O steht.

Kombiniert man dies mit dem Rekurrenzkriterium in Satz 2.22, so ergibt sich nun
direkt
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Korollar 2.39. Ein Zustand i € . ist genau dann null-rekurrent, wenn

Zpl(in):oo und C—limpl(in) =0
10 n—soo

gilt. In diesem Fall gilt weiter C-lim,;,_,c pg.’) =0 fiir alle j € .%.

Beweis. Wir diirfen gleich i € .7 als rekurrent voraussetzen. Da die zu i gehdrende
Klasse dann abgeschlossen ist, bildet M unter PP; eine irreduzible rekurrente DMK
mit Zustandsraum %;. Gemaf} (2.51) liegt somit Null-Rekurrenz genau dann vor,
wenn neben ¥~ pl(l" ) = oo auch C-lim,_e pl(l" ) = 0 gilt. Mittels (1.30) folgt dann
leicht auch C-lim;,_o pﬁf) = 0 fiir alle j € .. Die Details iiberlassen wir dem Leser
zur Ubung. O

Da im Fall eines endlichen Zustandsraums jedes stationdre Maf3 notwendiger-
weise endlich ist, erhalten wir als weitere triviale Konsequenz:

Korollar 2.40. Jede irreduzible EMK M ist positiv rekurrent und besitzt folg-
lich eine eindeutig bestimmte stationdire Verteilung, nimlich ©* gemdf3 (2.42).

Fiir beliebige EMK ergibt sich aus Korollar 2.40 ferner leicht die folgende
Erginzung zu Satz 2.29:

Korollar 2.41. Jeder rekurrente Zustand einer EMK ist bereits positiv rekur-
rent.

Beweis (von Satz 2.33). (a) Sei T = (T;);c.~ irgendein stationdres MaBl der DMK M,
d.h. nP =1, m; < oo fiir alle i € . und 7; > 0O fiir mindestens ein i € .. Wir zeigen
zuerst, dass aus der Irreduzibilitidt von M sogar 7; > O fiir alle i € .# folgt. Wihlen

wir dazu ein iy € . mit m;, > 0 und dann ein beliebiges i € .7, i # iy. Wegen iy — i
(n)

existiert ein n > 1 mit Piyi

von T = wP"

> 0. Daher ergibt sich wie behauptet unter Beachtung
o=y n,pﬁ?) > ﬂiop,(:i) >0,
jes
Als néchstes wihlen wir ein beliebiges i € . und nehmen 0.B.d.A. m; = 1 an.
Andernfalls gehe man einfach zu dem wiederum stationdren MaB ©’ = 7 /7; iiber.
Die Invarianzgleichungen haben dann die Form

mo=1 uwd 7 = Y mpy, j#i
kes
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was zusammengefasst

i =68 + Y maq, dh T =8 + 70 (2.52)
ke

ergibt, wobei Q = (¢jk)jre aus der Matrix P ensteht, indem man in deren i-ten
Spalte alle Komponenten durch Nullen ersetzt. Wir zeigen nun

n>0g  dh m;>Wg firalle je.”, (2.53)

(n)

und notieren zu diesem Zweck, dass fiir die Komponenten g % von o

(n) _
9k = Z Z PijiPjvz =+ Pju-1k
S# a1 #

= ]P)J(Ml 7& ia"'anfl 7& i,Mn = k) = P](Mn = k,’C(l) > n)

im Fall k # i gilt und dass auBerdem (Q° :=1 = (8;); je.r)

) T(i)—1
;= Ei( ) 1{Mnj}>

ZZP o(i) =m)

m>1 n=

_ Z Z Pi(M, = j,©(i) = m) (2.54)

n>0m>n

:ZIE” w=J,T(i) >n)

n>0

_ (n)
= Z 4dij

n>0

fiir alle j # i. Damit ergibt sich in (2.52) per Iteration und unter Beachtung von
51'0 o= ql(f )

T = 6,‘.+(5[.+7TQ)Q = io+6ioQ+7tQ2
n n n
— = Y 80 0 > Y 50k = Y g
k=0 k=0 k=0
fiir alle n > 1 und schlieBlich bei Grenziibergang n — oo in Kombination mit (2.54)

x> Yq) =0

k>0

also (2.53). Setzen wirnun A := 7w — () >0, so bildet A ein o-endliches Mal, das
offenkundig wieder der Invarianzgleichung AP = A geniigt. Wiire es ein stationires
MaB, also nicht identisch 0, miisste aulerdem 0 < A; < oo fiir alle j € . gelten,
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wie weiter oben gezeigt wurde. Aus mm = 1 und 7; = 1 folgt aber A; = 0 und somit
A = 0. Jedes stationdire MaB 7 stimmt somit bis auf skalares Vielfaches mit )7z
iiberein, was die Eindeutigkeit beweist.

Nun ergibt sich aber weiter & = ¢;) 7 fiir alle i € . und Konstanten ¢; € (0,0)
und somit genau dann die Existenz und Eindeutigkeit einer stationdren Verteilung,
wenn () () = p; fiir alle i € . endlich, d.h. M positiv rekurrent ist.

(b) Im null-rekurrenten Fall ist fiir (2.42) offenbar nichts zu zeigen, wihrend dies
im positiv rekurrenten Fall aus 7} = op 2 /Wi = 1/ p; folgt.

(c) Sei i € . ein beliebig gewihlter Zustand und (0, ),>1 einmal mehr die Folge
der sukzessiven Rekurrenzzeiten in diesen Zustand, insbesondere also 6; = 7(i). Da
alle Zusténde rekurrent und verbunden sind, folgt ¢, < oo P;-f.s. fiir alle n > 1 und
j € . Unter P; sind die Zyklen

Zn - (Tn+1aM6,17"'7M6n+171)7 nZO [GO = O]

unabhiingig und identisch verteilt (B2 Satz 2.16), wobei insbesondere ¢, aus den
unabhingigen, identisch verteilten Summanden 1 = 7(i), 72, ..., T, besteht. Wir de-
finieren nun

op—1 n
Ni(A) ==Y 1aMy) = Y fa(Zin),
k=0 k=1
n—1
Sa(n,s0, . Sp—1) = Z 1a(sk)
k=0
T, =inf{n>1:0, >m}

firA C ., m €Ny, neNund (sg,...,5p—1) € .. Dann gilt offensichtlich

Ni1(d) < Y 1a(M) < N (A)
k=0

und somit auch

() (55 = oo = (44) () o

Mit Hilfe des starken Gesetzes der grof3en Zahlen sowie von Lemma 2.32 (dessen
Anwendbarkeit auf 7,, sollte der Leser selbst iiberpriifen) erhalten wir

Nr. (A T, 1
nm# = Eifa(Zy) und lim 2 = — Pfs., (2.56)

nee Ay n—e 1 Wii

wobei auflerdem
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Folglich ergibt sich in (2.55) fiir jedes A C . mit () 7(A) < e offenbar (2.43) fiir
A =& und * = 7/ ;. Da i beliebig vorgegeben war, gilt also

n D 7(A) .
li 14(M,) = = Ox*(A) Pifs. 2.
Jim 3 L1l = — () Pits 257)

fiir alle ) z-endlichen A und alle i € .%. Andererseits behaupten wir, dass (2.56)
und folglich (2.57) auch Py -f.s. fiir alle A € () gilt, was zum ersten zeigt,
dass 7*(A) := ()*(A) nicht von i abhiingt, und zum zweiten dann (2.43) in voller
Allgemeinheit.

Die noch offene Behauptung betreffend notieren wir als erstes, dass unter P die
Z, sowie speziell die 7,1 weiterhin fiir n > 0 stochastisch unabhéngig und fiirn > 1
auch identisch wie unter IP; verteilt sind (Satz 2.18), was die P, -f.s. Giiltigkeit der
ersten Aussage in (2.56) liefert. Setzen wir YA"m =inf{n >0: 0,41 — 01 > m}, folgt

Py ((T)n=0 € ) = Pi((Ty)us0 € )

aus Py ((0y+1 — 01)n>0 € -) = Pi((On)u>0 € -) und daher n T, — ,u;l P, -f.s. per
erneuter Anwendung von Lemma 2.32. Aufgrund der Darstellung

Ty = 1+ ziem Do e

erhalten wir schlieBlich auch die zweite Aussage in (2.56) P, -f.s., denn 7(i) < oo
P?L -f.s.

(d) (2.44) folgt unter Hinweis auf (2.46) und dem Satz von der majorisierten
Konvergenz direkt aus (2.43). Fiir (2.45) bleibt somit nur noch die GleichmaBigkeit
der Konvergenz in A im positiv rekurrenten Fall nachzuweisen. Diese ergibt sich
aber als Folgerung aus Satz 12.3 in [2], wenn wir dort p = 1, u als ZéhlmaB auf .
sowie Lo

fali) = Y PaMy=i) und f(i) = &
nt+1;=
fiir n > 0 und i € . wihlen. Wegen f, (i) — f(i) fiir alle i € . (gemiB (2.44)) und
[ fadp = [ fdu =1 fiir alle n > 0 liefert dieser Satz ndmlich

gg/m—f\ dp = lim 3 |f.()) = f()] = 0,

IS4
woraus sich das Gewiinschte vermoge der Identitéit (55 (2.31))
1 n

PYe _ g
”‘szf) A

= 2 X150~ 1)

i€cs

ergibt. a
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Anmerkung 2.42. Satz 2.33(a) betreffend, sei darauf hingewiesen, dass die Ein-
deutigkeit der stationédren Verteilung m* einer positiv rekurrenten DMK M auch ohne
die Eindeutigkeit bis auf skalares Vielfaches des stationdren MaBes folgt, und zwar
aus (2.44). Setzen wir dort nimlich A = { fiir irgendeine weitere stationéire Vertei-
lung §, folgt zum einen WHZZ:O ]P’ng (A) — m*(A) fiir alle A C ./, zum anderen

ﬁ Yio IP’?" = { aus der Stationaritéit von { (Lemma 1.32), was { = n* zeigt.

Anmerkung 2.43. Nach Satz 2.33(a) gilt ' = ¢;;\/) 7 fiir geeignetes c;; € (0,),
was zusammen mit () 7; = 1 sofort ¢;; = 1/U)m; ergibt, also

(g = g/,

fiiralle i, j € .. Ist M positiv rekurrent, liefert )7 = p1;;w* in Verbindung mit (2.42)
aullerdem )

g, = Hi
Hjj

firalle i, j € ..

Satz 2.33 besitzt eine kanonische Verallgemeinerung auf den Fall, in dem ne-
ben einer Klasse rekurrenter Zustinde auch noch eine Menge transienter Zustinde
existiert, von der aus man f.s. irgendwann einen rekurrenten Zustand erreicht:

Satz 2.44. Sei M = (M,),>0 eine DMK mit Zustandsraum ., der in eine
Menge (nicht notwendig Klasse) 7 transienter und eine Klasse % rekurren-
ter Zustinde zerfiillt, wobei ferner P;(T(#) < o) = 1 fiir alle i € 7. Ersetzt
man dann in Satz 2.33 “M (null-/positiv) rekurrent” durch “Z% (null-/positiv)
rekurrent”, so gelten dort weiterhin simtliche Aussagen aufler; dass m; = 0 fiir
allei € J.

Beweis. Wir geben nur den Hinweis, dass (M), )n>0 eine irreduzible rekurrente
DMK mit Zustandsraum & bildet. Die weiteren Details bleiben dem Leser iiberlas-
sen. a

Als letzte Folgerung aus den bisherigen Ergebnissen wollen wir zeigen, dass,
wenn immer eine DMK eine stationdre Verteilung 7* besitzt, die Menge ihrer null-
rekurrenten und transienten Zustinde eine 7*-Nullmenge darstellt. Da keine Irre-
duzibilitit vorausgesetzt wird, kann die Menge % der positiv rekurrenten Zustinde
natiirlich in mehrere Klassen zerfallen.

Satz 2.45. Sei M = (M,,),>0 eine DMK, die eine stationdire Verteilung 7 be-
sitzt. Dann zerfillt .7 in eine (moglicherweise leere) Menge N null-rekur-
renter oder transienter sowie eine Menge % #+ O lauter positiv rekurrenter
Zustinde, wobei 1t; = 0 fiir alle i € A gilt.
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Beweis. Sei A4 # 0 und j € .4 beliebig. Aus Satz 2.22 und Korollar 2.39 folgern
wir C-lim,;, e pgj@ =0 fiir alle i € .. Damit ergibt sich unter Benutzung des Satzes

von der majorisierten Konvergenz

. : () , )
T = C-}l_r}lclo'z mip; = Z T; C’Jg{}opii = 0.
ics ics
Also gilt fiir jeden null-rekurrenten oder transienten Zustand j notwendig 7; = 0.

Da andererseits ) ;c & ; = 1, muss es mindestens einen rekurrenten Zustand geben,
d-h. Z = ¢ ist nicht leer. O

Als Ergidnzung notieren wir, dass &% nach Satz 2.28 in disjunkte (abgeschlos-
sene) Rekurrenzklassen zerfillt, auf denen M irreduzibel und positiv rekurrent ist.
Bezeichnet 7*(%) die eindeutige stationre Verteilung von M bei Einschriinkung auf

(a)

<R und setzt man 7rj* =0 fiir j € R, so ergibt sich jede stationidre Verteilung der

Kette auf ganz . als konvexe Kombination der 7*(®) | wie der Leser leicht nach-
weisen kann (/=¥° auch Diskussion vor Lemma 1.34).

2.5.3 Null-Rekurrenz unter der Lupe

Nicht zuletzt zum besseren Verstindnis des Verhaltens null-rekurrenter DMK wol-
len wir nun auf diese einen genaueren Blick werfen und insbesondere die Frage
kldren, welche Bedeutung ein unendliches stationdres Mal3 aus probabilistischer
Sicht fiir die jeweilige Kette besitzt. Den Schliissel hierfiir bildet der anschlieende
Satz, der in Kiirze besagt, dass jede DMK nach Ausdiinnung hinsichtlich ihrer Auf-
enthalte auflerhalb einer beliebigen Rekurrenzmenge % des Zustandsraums immer
noch eine zeitlich homogene DMK bildet. Dabei heit % Rekurrenzmenge (fiir M),
wenn P;(7(#) < o) = 1 fiir alle i € Z. Sie kann also durchaus transiente Zustinde
enthalten, ja sogar nur aus transienten Zustinden bestehen (Z = . ist schliellich
immer rekurrent) und sollte daher nicht mit einer Rekurrenzklasse oder einer Menge
rekurrenter Zustinde verwechselt werden!

Satz 2.46. Sei M = (M,,)n>0 eine DMK mit kanonischer Filtration (4,)n>0
und % eine Rekurrenzmenge. Bezeichnet (6,(%))n>1 die zugehorige Folge
der sukzessiven Eintritte in %, d.h.

0,(Z%) = inf{k > 0,_1(#) My € %}, n>1, [00(Z#) := 0]

und M7 = Mg, (), so bildet M? = (MZ),>0 unter jedem Py mit A(%°) =0
eine DMK beziiglich (ga,,(%))nzo mit Zustandsraum %, die genau dann ir-
reduzibel ist, wenn alle Zustinde in % miteinander kommunizieren. Besitzt
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M einen rekurrenten Zustand i € #, so bildet g% = (i)ﬂ(- NZ), also die
Einschrinkung von OF auf R, ein stationdires Map fiir M.

Im Englischen nennt man M¥ auch die zu % gehdrende “hit-chain”.

Beweis. Zur Abkiirzung schreiben wir ¢, anstelle von 6,(Z%) und setzen wieder
T, = O, — O, flir n > 1. Aus der Rekurrenz von % folgt die f.s. Endlichkeit der o,
unter jedem A € (). Dass M7 beziiglich (¥, ),>0 adaptiert ist, bedarf keines
Beweises. Die starke Markov-Eigenschaft fiir M impliziert dann sofort die gewohn-
liche Markov-Eigenschaft fiir M” sowie fiir alle i, j € Z und n > 0

P(M), = jIM) =i) = P(Ms,,, = jIMs, =)
= ]P)(Mcn+77n+l = j|MGn = l)
= PiMyz) = J)-

M? hat also die Ubergangsmatrix P¥ = (p'? )i, jesr mit

p;%?’ = Pi(Mepy=J) = Y. PilMy=j,M; & Z,1 <1<k).
k>1

Die Irreduzibilitdtsbehauptung kann der Leser leicht selbst verifizieren, so dass wir
uns gleich der letzten Behauptung zuwenden und annehmen, dass % einen rekur-
renten Zustand i enthilt. Sei 77 (j) = inf{n > 1 : M7 = j} fiir j € %. Dann definiert
UF S ]E,'()::j(()')*1 Lyze.y) i € Z, gemidB Satz 2.30 ein stationdres Ma8 fiir M7,
AuBlerdem gilt aber

1 2 (i)—1

(i)
ZO Ym,—jy = ZO Loz

fiir alle j € #, denn M und M? unterscheiden sich bis zum ersten Erreichen von
i hochstens durch zusitzliche Aufenthalte von M in %°. Durch Ubergang zum Er-
wartungswert unter IP; folgt (7r = ) 1% auf 2, also das Gewiinschte. a

Fiir rekurrente DMK halten wir als einfache Folgerung des vorherigen Satzes
fest:

Korollar 2.47. Gegeben eine rekurrente DMK M mit stationdrem Maf3 T, bil-
det M? fiir jede nichtleere Teilmenge % des Zustandsraums ebenfalls eine
rekurrente DMK mit dem bis auf skalares Vielfaches eindeutig bestimmten
stationiiren Maf 1% = nt(-N%).

Beweis. Klar mit Satz 2.46 und Satz 2.33(a). O
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Mit Hilfe der vorherigen Ergebnisse lédsst sich nun leicht die Bedeutung des sta-
tiondren MaBes fiir null-rekurrente DMK erklédren:

Satz 2.48. Gegeben eine null-rekurrente DMK M mit stationdrem Maf3 7, gilt
fiir jedes nichtleere # € Gy: M? bildet eine positiv rekurrente DMK mit
eindeutig bestimmter stationdrer Verteilung n(-NZ)/7(%).

Beweis. Da m; € (0,00) fiir alle i € . (Satz 2.33(a)), folgt 0 < n(Z#) < oo fiir
jedes nichtleere Z € &,. Nach Korollar 2.47 ist M” wieder rekurrent mit sta-
tiondrem MaB 7(- N %), das bis auf skalares Vielfaches eindeutig und auBerdem
endlich ist. Wiederum aus Satz 2.33(a) folgt somit, dass M7 positiv rekurrent und
n(-NR)/n(#) die zugehorige eindeutige stationire Verteilung bildet. O

Mit null-rekurrenten und positiv rekurrenten DMK verhilt es sich also dhn-
lich wie mit o-endlichen und endlichen Maflen: Wihrend eine positiv rekurrente
DMK M eine eindeutig bestimmte stationdre Verteilung besitzt, existiert im null-
rekurrenten Fall lediglich eine aufsteigende Folge von m-endlichen Teilmengen
S C L, ST S, so dass die Restriktion M von M auf &, fiir jedes n po-
sitiv rekurrent ist mit eindeutig bestimmter stationérer Verteilung, die sich durch
Einschriankung und anschlieBende Normierung des stationdren Mafles von M auf
7, ergibt.

2.5.4 Wie viele stationdre Mafle hat eine DMK?

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir uns noch kurz mit der generell interessan-
ten Frage auseinandersetzen, wie viele stationdre Malle eine DMK haben kann. Als
erstes notieren wir, dass eine reduzible DMK M, deren Zustandsraum in (notwen-
dig abgeschlossene) Rekurrenzklassen Z, zerfillt, gleich unendlich viele stationire
MaBe besitzt, die sich nicht bloB durch ein skalares Vielfaches unterscheiden. M ist
ndamlich auf jedem %, eine irreduzible rekurrente DMK mit einem bis auf skalares
Vielfaches eindeutig bestimmten stationdren MaB 7%, d.h. £ € (0,0) fiir i € Zo
und = 0 sonst. Dann bildet aber, wie schon in Abschnitt 1.5 bemerkt, auch jede Li-
nearkombination Y, ¢ ®% mit ¢ > 0 und ¥, ¢ > 0 wieder ein stationires MaB.
Da im iibrigen jede DMK M mit mindestens einem rekurrenten Zustand i immer
ein stationdres Maf} besitzt, nimlich @) 7, bleibt fiir weitere Betrachtungen nur noch
der transiente Fall, in dem tatsédchlich alles moglich ist, insbesondere auch, dass
iiberhaupt kein stationdres MaB existiert. Zur Illustration geben wir drei Beispiele:

Beispiel 2.49. (Irrfahrten auf Z) Sei M = (M) ,>0 eine Irrfahrt auf Z mit Parametern
p.q € (0,1), dh. M, = Mo+ Y}_, X; mit unter jedem IP; unabhéngigen, identisch
verteilten X,

P(X;=1)=p und Pi(X;=-1)=g=1-p.
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Wie in Abschnitt 2.3 gezeigt wurde, ist M genau dann rekurrent, wenn p = g = %
Jedes stationire Maf3 7w von M ist eine (nichttriviale) Losung des Gleichungssystems
T = Yiez Tipij, Jj € Z, d.h. hier

T = pmj_1+qm;y, JjEL.
Schreiben wir dieses in der Form

iyl — T = g(ﬂj—ﬂjq), JEL,
ergeben sich offenkundig

7)) = ZshlmaB auf Z und 7¥ = <<p)l>
q i€Z

als linear unabhingige Losungen, die nur im symmetrischen Fall p = g = % —in
dem es nach Satz 2.33(a) ja auch nur ein stationdres MaB bis auf skalares Vielfaches
geben kann — zusammenfallen.

Beispiel 2.50. (Geburtsprozesse) Eine DMK M = (M,,),>0 mit Zustandsraum Z
heiBt Geburtsprozess auf 7., wenn ihre Ubergangswahrscheinlichkeiten pij die Form

o;, fallsj=i+1
Pij = Bi’ faHSJ:l (ai>03ﬁi207ai+ﬁi:])7
0, sonst

haben. Da M nur Ubergiinge i — i und i — i+ 1 erlaubt und alle ¢; positiv sind, strebt
M, unter jedem P; f.s. gegen unendlich, wobei die Verweildauer in einem beliebi-
gen Zustand j geometrisch verteilt ist mit Parameter ;. M hat also nur transiente
Zustinde. Zur Bestimmung des oder der stationdren Maf3e 16sen wir das zugehorige
Gleichungssystem, das hier die besonders einfache Form

M = o1+ Bjmj,

das heif3t
o1
T, =

T, JEL
J
besitzt mit der bis auf skalares Vielfaches eindeutigen Losung
mo=1 und 7 = 22 fiir j £0.
a;j
Als letztes geben wir ein Beispiel, fiir das iiberhaupt kein stationdres Maf} exi-
stiert.

Beispiel 2.51 (Die “Striihnen”-Kette). Sei M = (My,)n>0 eine DMK mit Zustands-
raum Ny und Ubergangsmatrix
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qu()O 00 ...
q10p10 0 ...
P=1400p0..]

wobei p; € (0,1) fiir alle i € Ny. Zur Rechtfertigung des Namens “Stréiihnen”-Kette
betrachtet man am besten den Fall pg = p; = ... = p und interpretiert p als Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein Spieler in einem bestimmten unbegrenzt andauernden
Spiel pro Runde gewinnt. M, = i bedeutet dann offenbar, dass er i aufeinanderfol-
gende Runden nach einer Niederlage oder nach Spielbeginn fiir sich entscheidet,
was bekanntlich, zumindest fiir hinreichend groBe i, als Lauf oder Gliicksstrdhne
bezeichnet wird (engl. “run” oder “success run”’). Gegeben eine unabhingige Folge
(Xu)n>1 Bern(p)-verteilter ZufallsgroBen, wobei X,, = 1, falls der Spieler die n-te
Runde gewinnt, ergibt sich (M,),>0 zu

M, = (MnflJrl)l{X,,:l}'

Zuriickkehrend zur allgemeinen Situation variabler p; ist intuitiv klar, dass M nur
dann transient ist, d.h. nur endlich oft in den Zustand 0 zuriickkehrt (M irreduzibel),
wenn die p; fiir i — o hinreichend schnell gegen 1 streben, was bedeutet, dass mit
zunehmender Linge einer Gliicksstrihne eine gegen 1 wachsende Wahrscheinlich-
keit besteht, auch die nidchste Runde zu gewinnen. Hier ist die formale Begriindung:
Es gilt offenbar fiir jedes n > 1

£ = Po(My =1,..., My =n—1,M, =0)
= poP1: - Pn—29n—1

(1) (1t

(2.58)

und folglich

0 ist genau dann rekurrent, wenn f;, = Po(7(0) < o) = 1, also, wenn
n—1

lim [ p: = 0.
n~>ool.1=10

Durch Logarithmieren und Benutzung von log(1 — x) ~ —x fiir x — 1 erweist sich
dies wiederum als dquivalent zu

Y(=pi) =Y ai=e

i>1 i>1
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was insbesondere die erwartete Eigenschaft p; — 1 fiir i — o im transienten Fall
bestitigt.

Wenden wir uns schlieSlich dem Gleichungssystem fiir stationire MaBe zu, das
hier die Form

Ty = Zqiﬂfi und ﬂ'j = pjflﬂfjfl fllI']Zl
i>0

annimmt. Ignoriert man zunichst die Invarianzgleichung fiir 7y, so erhilt man als
eindeutige Losung der iibrigen leicht

j—1

T = ﬂoHPi-

i=0

Wenn ein stationdres Mal} 7 existiert, wobei wir 7y = 1 wihlen diirfen, so folgt aus
der verbliebenen Gleichung unter Hinweis auf (2.58)

n—1
=Y a[lr= Y18 = i

n>0 i=0 n>0

d.h. die Rekurrenz des Zustands 0. Im transienten Fall existiert also kein stationires
MabB fiir die Kette M.

2.6 Kopplung und gleichmiiBlige Verteilungskonvergenz
(Ergodizitit) diskreter Markov-Ketten

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Frage der Konvergenz im Zeitmittel aus-
giebig diskutiert haben, kommen wir nun zu der noch spannenderen Frage, wann
eine positiv rekurrente DMK M sogar in Totalvariation konvergiert, d.h., wann

lim Py — x| = JEOAsuE|PA(Mn€A)—n(A)\ =0 (2.59)
C(

n—oo

fiir alle A € &(.¥) gilt, wobei & die eindeutig bestimmte stationdre Verteilung von
M bezeichnet. Die folgende einfache Uberlegung zeigt, dass dies nur im aperiodi-
schen Fall moglich ist. Hat M namlich die Periode d > 2, so folgt unter Hinweis auf
m; > 0 fiir alle i € .7 (Satz 2.33)

lim Pi(Myq, = i) = lim pl™*") = 0 # =,

ool nd+r YHNP,I i
fiir jedes 0 < r < d. Wir konnen uns somit bei der Untersuchung der Giiltigkeit von
(2.59) auf die aperiodischen, positiv rekurrenten DMK beschranken.
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2.6.1 Die Kopplungsmethode

Die Methode, mit der wir das Konvergenzresultat beweisen werden, basiert auf einer
wunderbaren Idee von WOLFGANG DOEBLIN (ein Sohn des bekannten Schriftstel-
lers Alfred Doblin), publiziert im Jahre 1938 in einer Arbeit mit dem Titel “Exposé
de la theorie des chaines simples constantes de Markov a un nombre fini d’états” .
Doeblins friiher Tod' und die schwere Zuginglichkeit der Zeitschrift, in der die ge-
nannte Arbeit erschien, waren vermutlich die Ursache, dass seine Idee der Kopplung
von Markov-Ketten mehr als 30 Jahre unbeachtet blieb und erst in den siebziger Jah-
ren durch Arbeiten u.a. von PITMAN [49], GRIFFEATH [27, 28] und LINDVALL [41]
eine Renaissance erfuhr, diesmal allerdings mit nachhaltiger Wirkung bis zum heu-
tigen Tag. Die Kopplungsmethode als ureigenes Instrument der W-Theorie hat sich
niamlich mittlerweile weit iiber die Theorie der Markov-Ketten hinaus als duflerst
wirkungsvolles und elegantes Instrument erwiesen, Grenzwertsitze fiir stochasti-
sche Prozesse zu beweisen, die vorher mit anderen, meist analytischen Methoden
weitaus schwerer, wenn iiberhaupt erzielt werden konnten. Die Monographien von
LINDVALL [43] und THORISSON [59] geben einen Einblick in diese Entwicklungen.
Das Faszinierende an der Methode ist ihr der Anschauung im Nu zugéngliches We-
sen, das selbst in duflerst komplexen Modellen immer erkennbar bleibt. Im folgen-
den stellen wir kurz die fiir unsere Zwecke notwendigen Grundlagen bereit:

O und Q' seien zwei W-MaBe auf einem messbaren Raum (E,€). Ein Paar
(X,X’) von Zufallsvariablen auf demselben W-Raum (£ ,2(,P) mit Werten in (E, €)
heiBt Kopplung von (Q,Q"), wenn

PX=0 und P¥=0.

Die Niitzlichkeit der Kopplung zum Vergleich von W-MaBlen manifestiert sich in
der sogenannten Kopplungsungleichung

l0-0| < P(X #X'), (2.60)
die sich sofort aus der Abschétzung
10— Q'll = sup[P(X € A) —P(X' € A)

Ace
= sup[P(X €A, X=X)+P(X €A, X #X')
Ace
- PX' eAX=X)-PX' €A X#X")|
= sup|P(X €A, X #X') —P(X' € A, X #X)]
Acg
< P(X #X')

! Er beging am 26. Juni 1940, vier Tage vor der Kapitulation Frankreichs, im Alter von 25 Jahren
Selbstmord, nachdem er seine von Deutschen umzingelte frz. Truppeneinheit verlassen hatte und
nur noch die Alternativen sah, zu sterben oder sich den Deutschen auszuliefern; ¥¥° LINDVALL
[42] fiir eine ausfiihrlichere Biographie Wolfgang Doeblins.
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ergibt. Der Variationsabstand zwischen Q und Q' lisst sich also durch die wesent-
lich handlichere Wahrscheinlichkeit P(X # X’) abschitzen und ist dementsprechend
klein, wenn die gekoppelten Variablen X und X’ mit nur kleiner Wahrscheinlichkeit
verschieden sind. Das Problem besteht nun natiirlich darin, solche moglichst stark
gekoppelten Variablen zu konstruieren, was allerdings vom Einzelfall abhingig ist.

Nach dieser sehr allgemeinen Kurzeinfithrung richten wir unseren Blick auf die
folgende, fiir unsere Zwecke relevante Situation: Gegeben einen messbaren Raum
(,6), seien Q und Q' W-MaBe auf (.=, &), iiblicherweise Verteilungen ir-
gendwelcher Folgen Y = (Y,,),,>0 und Y’ = (¥,)),>0 von Zufallsvariablen mit Werte-
bereich (., &). Im weiteren Verlauf werden Q und Q' die Verteilungen derselben
DMK unter verschiedenen Anfangsverteilungen sein. Die eindimensionalen Rand-
verteilungen (Verteilungen der Y, bzw. Y,) bezeichnen wir mit O, bzw. O}, n > 0.
Nehmen wir an, unser Ziel ist der Vergleich von @, und Q;l fiir n — oo, etwa der
Nachweis von ||Q, — Q) || — 0. In diesem Fall wird man i.A. nicht fiir jedes (Q,, Q),)
eine Kopplung konstruieren, sondern vielmehr fiir (Q,Q’), und zwar in folgender
Weise: Seien X = (X,,),>0 und X’ = (X}),>0 Folgen von Zufallsvariablen auf dem-
selben W-Raum (Q,2[,P) (dies muss fiir ¥ und Y’ keineswegs gelten) derart, dass
(X,X") eine Kopplung von (Q, Q') bildet. Dann heif3t

T := inf{n >0:X; = X] fiir alle k > n} (2.61)

die zu (X,X’) gehdrende Kopplungszeit, und es gilt unter Verwendung von (2.60)
die ebenfalls Kopplungsungleichung genannte Abschitzung

10— Qi < P, #X;) < P(T >n), (262

Aus P(T < ) =1 folgt offenbar ||Q, — O, || — 0, so dass das Problem nun darin
besteht, die Prozesse X und X’ so zu konstruieren, dass sie sich f.s. irgendwann
treffen und danach iibereinstimmen. Es bleibt erneut offen, wie dies bewerkstelligt
werden kann, aber wir werden bald sehen, dass positiv rekurrente DMK hierfiir ideal
geeignete Objekte bilden.

2.6.2 Der Ergodensatz fiir aperiodische, positiv rekurrente DMK

Der nachfolgende Satz, der in der Literatur oft Ergodensatz fiir positiv rekurrente
DMK oder einfach Ergodensatz fiir DMK genannt wird, darf als Perle der Theorie
diskreter MK angesehen werden und beinhaltet das eingangs angekiindigte Konver-
genzresultat fiir aperiodische, positiv rekurrente DMK:

Satz 2.52. (Ergodensatz fiir DMK) Sei M = (M,,),,>0 eine aperiodische, po-
sitiv rekurrente DMK mit Ubergangsmatrix P = (pij)i je.r und stationdirer

Verteilung m© = (;;)ic.. Dann gilt (2.59), also lim, ||IP)]/‘{[" — 7| = 0 fiir



90 2 Diskrete Markov-Ketten

Jjede Anfangsverteilung A sowie insbesondere

limp; = m = —

fiir alle i, j € .7 (gleichmdfig in j).

Beweis. Sei M @M’ := (M, M,,),>0 eine DMK mit Zustandsraum .#’2, kanonischer
Filtration (.%,),>0 und Ubergangswahrscheinlichkeiten

Piyin),(j1j2) = PiviPiajas

fiir die wir ein Standardmodell
(QlevM@M/v (PV)VEW(Yz))

zugrundelegen. Im Fall v = A ® u schreiben wir P, , fiir Py, im Fall v =
d(i,j) = 6; ® 6; entsprechend IP; ; fiir IP’(;(LI,). Elementare Rechnungen zeigen, dass
M = (My)y>0 und M’ = (M),),>0 jeweils DMK beziiglich (.%,),>0 mit Ubergangs-
matrix P bilden, die unter jedem P, mit v = A ® pu stochastisch unabhéngig sind.
Da unter IP’L m Wabhrscheinlichkeiten von Ereignissen, die nur die Kette M bzw. M’
betreffen, nicht von u bzw. A abhingen, schreiben wir in einem solchen Fall zur
Kennzeichnung P; , bzw. P, ;. SchlieBlich notieren wir noch, dass

Py, =P), =P, =PV} (2.63)

i u, .,

firalle A,u € () gilt.

Da M aperiodisch ist, gilt nach Lemma 2.14 p

(m)
ij

(n)
i
> 0 fiir ein m > 1, so dass auch

> 0 fiir alle j € . und n > ny( )

geeignet. i <> j impliziert ferner p

= o
fiir alle hinreichend groBen n. Dies liefert schlieBlich, dass auch M ® M’ irreduzibel
und aperiodisch ist, denn, gegeben beliebige i, 2, j1, j» € -, folgt nun

p§Z>7iz),<j17jz) = pE:’}l pgz”}z >0
fiir alle hinreichend groBen n. 7 ® & = (7;7;) ; j)c.»» definiert auBerdem eine stati-
onire Verteilung der bivariaten Kette, wie man leicht nachrechnet, so dass aus Satz
2.33(a) und Satz 2.45 die positive Rekurrenz von M @ M’ sowie die Eindeutigkeit
von 7T ® 7 folgt.

Nun sind alle Vorbereitungen fiir die Kopplung getroffen. Sei

T =inf{n>0:M,=M,} = inf{n>0:(M,,M),) € {(i,i):i€.S}}.
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Aus der Rekurrenz aller (i), i € .7, folgt Py(T < o) = 1 fiir alle v € 2(.7?).
Wir definieren den zugehorigen Kopplungsprozess M = (M,;) >0 durch

!
~ <
{Mn, fallsn < T (2.64)

My, = M,, fallsn>T "

M folgt demnach dem Pfad der Kette M’, bis diese erstmals gemeinsam mit M

30 M
201
0y
10}
100 200 T 300 40 00

_]_0 L
_20.

M

Abb. 2.7 Realisierungen von M und M’ mit Kopplungszeit T fiir (M, M").

denselben Zustand erreicht, und wechselt dann auf den Pfad von M. Beachte, dass
T eine Stopzeit fiir M @ M’ bildet. Der Leser sollte sich an dieser Stelle zundchst
anschaulich klar machen, dass M und M’ unter jedem PP, dieselbe Verteilung besit-
zen. Aufgrund der starken Markov-Eigenschaft hiangen nédmlich die Post-7-Folgen
M) = (My)p>7 und M’ ™) von der Vergangenheit nur iiber M7 bzw. M} ab und
stimmen folglich iiberein. Fiir die Verteilung der Kette M macht es daher keinen
Unterschied, welchem Pfad sie nach T folgt. Hier ist die formale Begriindung: Fiir
alle v e 2(.?) und Ag, Ay, ... C .7 gilt unter Hinweis auf (2.63)

Py(My € A,k >0) = Y. Py (T =n,Mj € Ao, ...,Mj, € Ay, M1 € Ays,...)
n>0

/ P(Mys1 € A1, ...| Fy) dPy

nZOiEAn {T:n,M6€A(),...,M;L71GAn,l,Mn:M;,:i}

Y Y Pu(T =nMy€Ag,..M, | €Ap1,My=M, =i)P;o(My €Ap1,...)
n>0ic€A,

Y Y Py(T =nMyeA,...My, | €Ay 1, My =i)Ps (M} € Apy1,...)

n>0i€A,
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)

n>0i€A, /{TH,M(,)EA(),...,M:IIEA,I_] ,M;l:l}
! !/ !/

= Y Py(T =n,My € Aq,.... M), €Ay, My, | €Apyy,...)

n>0

= P, (M} € Ar,k > 0).

P(M.,, € Any1,...|- F) dPy

RESNICK [51, S. 130]) gibt folgende amiisante Veranschaulichung der Kopp-
lungsidee:

Stellen wir uns vor, zwei Frosche, Sam und Suzie, hiipfen von Stein zu Stein, wobei M die
Spriinge von Sam und M’ zunichst die Spriinge von Suzie beschreibt. Allerdings gibt es
einen Haken. Wenn beide auf demselben Stein landen, so hiipft Suzie auf Sams Riicken und
von diesem Zeitpunkt an (der Kopplungszeit) mit ihm gemeinsam von Stein zu Stein. Da
jedoch beide gemiB derselben Ubergangsmatrix springen, éndert es nichts an der Vertei-
lung von Suzies Wanderung, ob sie sich nun auf Sams Riicken weiter bewegt oder davon
unabhiingig gemiB der Kette M’ mit gelegentlichen Treffen auf demselben Stein.

Gegeben das Paar (M M ) mit den Eigenschaften

L. M, = 1\71,, fir allen > T, T die Kopplungszeit,
2. M ~ M’ unter jedem PP; ,, (sogar unter jedem Py),

wihlen wir nun ¢ = 7. Dann ist M unter jedem IP;, ; stationdr, insbesondere IF’Z)?’;I =
7 fiir alle n > 0, und es folgt vermoge der Kopplungsungleichung (2.62) '

[P5 — || = |[P5 —P5|| < Py (T >n), (2.65)
wegen Py (T < o) = 1 also (2.59).

Da die Post-n-Prozesse M) und M fiir alle n > T iibereinstimmen und P/ " =
PY fiir alle n > 0 gilt, ergibt sich ohne Zusatzargumente die folgende Verschirfung
von (2.59):

Korollar 2.53. In der Situation von Satz 2.52 gilt ferner
. (n)
lim [P~ Y = 0

fiir jede Anfangsverteilung A.

Beweis. Es geniigt der Hinweis, dass anstelle von (2.65) auch
(n) v (n) V()
Py —Piel = IPXz —Pix Il < Paa(T>n) (2.66)

.. . M M/ o M
fiir alle n > 0 gilt, denn IP’,L, = IP’)L’” = P/l,n'
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Als weitere zu (2.59) bzw. (2.66) dquivalente Aussagen hinsichtlich sogenannter
Funktionale B f(M,) bzw. E; f(M") =E, f(M,,M,1,...) der Kette konnen wir
festhalten (vgl. Anmerkung 2.35):

Korollar 2.54. In der Situation von Satz 2.52 gelten ferner
lim sup
" febS,||fllo<1

lim  sup )E;L FM™y — K, f(M)‘ -0
" febS>,| fllw<1

:07

Exf(,) ~ [ £(5) n(ds)

fiir jede Anfangsverteilung A.

Die nachfolgende Erweiterung von Satz 2.52, die zusitzlich eine Klasse transi-
enter Zustinde zulésst, von der aus die Kette f.s. irgendwann in einen rekurrenten
Zustand eintritt, bildet das Pendant zu Satz 2.44, der entsprechenden Verallgemei-
nerung von Satz 2.33. Den einfachen Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Satz 2.55. Sei M = (M,),>0 eine DMK mit Zustandsraum .#, der in eine
Menge (nicht notwendig Klasse) 7 transienter und eine Klasse % aperiodi-
scher, positiv rekurrenter Zustinde zerfillt, wobei ferner P;i(T(#) < =) = 1
fiir alle i € 7. Dann gelten weiterhin die Aussagen in Satz 2.52, Korollar 2.53
und Korollar 2.54.

Zum Abschluss dieses Teilabschnitts noch ein wenig Nomenklatur: Eine ape-
riodische, positiv rekurrente DMK nennt man aufgrund der soeben gezeigten Re-
sultate auch kurz ergodisch, wobei dasselbe Attribut fiir Zustinde verwendet wird.
Die gleichmiaBige Konvergenz der IP’]/‘{’" gegen die stationdre Verteilung bezeichnet
man als starke Ergodizitdt, dieselbe im Zeitmittel dagegen als schwache Ergodi-
zitdt. Damit konnen wir zusammenfassend festhalten, dass positiv rekurrente DMK
stets schwach ergodisch sind (Satz 2.33) und ergodische DMK sogar stark ergodisch
(Satz 2.52).

2.6.3 Asymptotisches Verhalten im periodischen Fall

Nach den zuvor erzielten Ergebnissen bedarf es keiner weiteren tiefen Einsichten,
um das Langzeitverhalten positiv rekurrenter d-periodischer DMK zu beschreiben.
Man kann es sich wie eine Schwingung mit Frequenz d vorstellen, wobei das Ver-
halten zu Zeitpunkten derselben Phase dem einer ergodischen DMK entspricht. Dies
gilt es im Folgenden zu prizisieren, und zwar mittels sogenannter zyklischer Klas-
sen.
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Satz 2.56. Gegeben eine d-periodische DMK M = (M,,),>0, existiert eine Zer-
legung . = Z‘ri:_(} S des Zustandsraums in disjunkte, nichtleere Teilmengen
F0s - L1, eindeutig bis auf zyklische Vertauschung, so dass

P;(M, € S41) =1 fiirallei € % und0<r<d,

wobei Sy = . Die .7, heiflen zyklische Klassen, weil sie von M in zykli-
scher Weise durchlaufen werden (... —» %) — A — ... > Ly 1 — Sy =
S0 — A — )

Beweis. Wihle irgendein ip € . und setze

Sy = {j € pl(:jlw) >0 fiireinn € No}
sowie Sy, =S firalle 0 <r<dundn> 1..%, # 0 fiir alle r ist ebenso wie .7y U

..Uy = & offensichtlich, letzteres wegen der Irreduzibilitidt von M. Seinun j €

(md+q) >0

SN angenommen und o.E. g > r. Dann existieren m,n > 0, so dass Piyj

) > 0. Whle ein k > 1 mit p't) > 0. Es folgt pi¢ T4 > pimd*a) ;00 - ¢
und analog pg’gHH) > 0. md +q+k und nd +r + k miissen folglich beide Vielfache
von d sein, was g — r € dNp und dann ., = ., impliziert. %y, ...,#4_1 sind also
paarweise disjunkt. Zum Nachweis von P;(M; € .%,.11) = 1 fiir i € .%, notieren wir
zuerst, dass aus i € .7, offensichtlich {j € .7 : p;; > 0} C ./, folgt. Wir erhalten

deshalb wegen

und p

L= ) py < Y pj=BMeSy)
Jipij>0 JE€Sr1

das Gewiinschte. Wir notieren, dass natiirlich analog P;(M, € .,4,) = 1 fiir alle
0 <r<dundn > 2 folgt.

Gegeben irgendeine weitere zyklische Zerlegung .,...,.#; | des Zustands-
raums, wobei wiederum .7, . = ./ fiirn > 1und 0 < r < d, sei 0 < g < d derart
gewihlt, dass ip € S ﬁfq'. Fiir jedes j € .%,,0 < r < d existiert dann ein n > 1, so

dass pf:f”) > 0. Damit folgt aber j € ., ,, wegen g+r # g mod d also j & .57,
was .7, N7, = 0 fiir alle 0 < r < d zeigt, d.h. S = 7. Letzteres ist aber gleich-

bedeutend mit .%, = Yq’ L, firalle0 <r<d. O

Das Verhalten periodischer DMK beschreibt nun der folgende

Satz 2.57. Gegeben eine d-periodische (d > 2), positiv rekurrente DMK M
mit stationdrer Verteilung © und zyklischer Zerlegung %y, ..., %4 des Zu-
standsraums gilt: Das d-Skelett (M,y),>o bildet auf jeder zyklischen Klas-
se %, 0 < r<d, eine ergodische DMK mit stationdirer Verteilung x) =
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dm(-N.S). Insbesondere folgt
1
Pn(Mn € yr) = E

fiiralle 0 <r <dundn > 0.

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich leicht aus den vorherigen Ergebnissen. Die
Details mag der Leser selbst ausfiihren. a

Unter der stationdren Verteilung besitzt somit jede zyklische Klasse dieselbe
Wahrscheinlichkeit 1/d, und M verhilt sich bei Einschrinkung der Zeitachse auf
Vielfache von d, d.h. bei Betrachtung des d-Skeletts (M,,4)n>0, sowie einer auf nur
eine zyklische Klasse konzentrierten Anfangsverteilung wie eine ergodische DMK,
auf die die Ergebisse des vorherigen Teilabschnitts hinsichtlich ihres Langzeitver-
haltens angewendet werden kdnnen.

2.6.4 Nochmals der null-rekurrente Fall

Fiir eine null-rekurrente DMK M mit (bis auf skalares Vielfaches eindeutigem) sta-
tiondren Maf 7 ist der Césaro-Limes C-1lim,,_,. [Py (M,, € A) nach Satz 2.33 gleich
0 fiir jedes A € S und jede Anfangsverteilung A. Wir wollen nun zeigen, dass
dasselbe auch fiir den gewohnlichen Limes gilt.

Satz 2.58. Gegeben eine null-rekurrente DMK M mit stationdrem Maf3 w, gilt

lim Py (M, €A) = 0 (2.67)

n—oo

fiir alle A € S und Anfangsverteilungen A.

Beweis. Angenommen, es gibt ein m-endliches A C .7, ein A € () und eine
Teilfolge (n(k))k>1, so dass

lim P; (M, ;) €A) = lim Ap"®) S .
k—roo *) k*}wig% "y

Ein einfaches Kompaktheitsargument (analog zu dem im Auswahlsatz von Helly)
zeigt die Existenz einer weiteren Teilfolge (n'(k))i>1 von (n(k))i>1, so dass pl(;' ®)

fiir alle 7, j € . konvergiert, kurz

lim P"®) = o

k—>oo
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fiir eine Matrix Q = (g;;)i, je.~- Aufgrund majorisierter Konvergenz folgt dann wei-

ter
0<c—11m221pl] = ZZliq,-j

lE/jEA i€? jeA

und damit g;,j, > O fiir mindestes ein Paar (io, jo) € .7 x A, d.h. Q # 0. Beachte
ferner, dass sich unter Verwendung des Fatouschen Lemmas

1 = lim Z‘pf.;"(")) > Y gy (2.68)

koo o2 jes

fiir alle i € . ergibt. Alle Zeilensummen in Q sind demnach < 1 (substochastische
Matrix).

Betrachte nun die bivariate Kette M ® M’ aus dem Beweis von Satz 2.52, die
) _, qiyi, > 0 folgt
i0Jjo 10J0

(n) _ (m)y2 _
Zp(io,io)ﬁ(jmjo) - Z (piojo) =
n>1 n>1

bekanntlich wiederum irreduzibel ist. Aus p

gemiB Satz 2.22 also die Rekurrenz von (jo, jo) fiir M ® M’ und damit aus Solida-
ritidt die Rekurrenz der Kette selbst. M und M’ lassen sich folglich in endlicher Zeit
T erfolgreich koppeln, und es ergibt sich mittels der Kopplungsungleichung (1\//] der
Kopplungsprozess)

|pl(1nj)7pl<:j>| = |Pii,(My = j) — Pil,iz(ﬂn:j”

n—soo

Pl’] ,iz(T > l’l) — 0

IN

fiir alle i1, iz, j € .. gij = q.; hiingt also gar nicht von i ab, was insbesondere bedeu-
tet, dass jede Spalte von Q konstante Komponenten besitzt. Multipliziert man nun
Q von links mit der stochastischen Matrix P (alle Zeilensummen = 1), folgt PQ = Q
und daraus weiter mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

k—>oo

Pn/(k)+1 — PP}Z( PQ Q

SchlieBlich liefert das Fatousche Lemma fiir alle j € .7

k)+1
Gej = hmp,(, A lim Zpll ‘o1 = Y qupij,

les
so dass aus
0< Yy (q., Y q-zpz,> =Y aqi— Y)Y =0
jes e jes les jes

——
=1
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dej = Yic.7 qeiP1j» d-h. die Invarianz des gemif (2.68) endlichen MaBes (ga;) jc o
fiir M folgt. Da M andererseits als null-rekurrent vorausgesetzt wurde, besitzt M
gemil Satz 2.33 nur stationidre MaBie unendlicher Gesamtmasse, die sich zudem nur
durch ein skalares Vielfaches unterscheiden. Wir haben demnach einen Widerspruch
produziert. a

Als unmittelbare Konsequenz des vorherigen Satzes notieren wir (ohne Beweis)
die folgende Verschirfung von Korollar 2.39.

Korollar 2.59. Ein Zustand i € . ist genau dann null-rekurrent, wenn

) _ o TN (O
Zpii = und nlgrolop =0

i
n>0
gilt. In diesem Fall folgt sogar lim,,_, pg»?) =0 fiir alle j € &.

Eine Kombination der Sitze 2.22, 2.52, 2.57 und 2.58 erlaubt uns nun auch
eine Antwort auf die Frage nach dem asymptotischen Verhalten der n-Schritt-

Ubergangswahrscheinlichkeiten p§?> einer beliebigen DMK.

Satz 2.60. Gegeben eine DMK M = (M,,) >0 mit Zustandsraum ., gilt

lim prd()+n) _ GU)RI(EU) € d(j)No+1)
et Hij

fiiralle i, j € % und 0 < r < d(j).

Beweis. Zunichst notieren wir, dass

i .

nd(j)+r n
(nd(j)+r) _ (k) (nd(j)+r=k) _ (kd(j)+r) ((n=k)d(}))
j o= k;)f,»jpjj’ _k;)fijj pi

wegen p%{.) =0 fiir £ € d(j)Np gilt. Nun gilt aber nach den oben genannten Re-
sultaten (Satz 2.22, falls j transient, Satz 2.58, falls j null-rekurrent, Satz 2.52,

falls j ergodisch, und Satz 2.57, falls j positiv rekurrent und periodisch ist) stets
((n=k)d(j))

limy, o0 p; =d(j)/u;; und folglich aufgrund majorisierter Konvergenz
i . _ X d . .
lim pf;zd(/)-&-r) _ Z fi;kd(j)+r) lim p%n Kd(j) _ l) Z fi;kd(/)w)’
n—soo =0 n—soo =

was wegen Y x> fig-kd(j)ﬂ) =Pi(z(j) € d(j)No+ r) den Beweis abschlieft. O
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2.6.5 Gleichmdfige und exponentielle Ergodizitiit

Es wire eine Siinde, nicht wenigstens kurz auf eine weitere Stirke der Kopplungs-
methode einzugehen, die in der Moglichkeit besteht, auf elegante Weise schirfere
Aussagen iiber die Konvergenz in (2.59) zu gewinnen, und zwar vermoge einer ge-
naueren Abschitzung der Uberlebensfunktion IPj (T > n) der Kopplungszeit 7' in
der entscheidenden Ungleichung (2.65). Natiirlich bedarf es dazu geeigneter Zusatz-
voraussetzungen an die betreffende Markov-Kette. Verschidrfungen der angedeute-
ten Art besitzen zwei StoBrichtungen, die zudem kombinierbar sind:

(1) Eine Abschitzung von Py (T > n) durch eine nicht mehr von der Anfangs-
verteilung A abhiingigen Schranke mit dem Ziel des Nachweises von

lim sup [P 7| = 0. (2.69)
R Ae P (F)

In diesem Fall heiB3t M gleichmdifig ergodisch.

(2)  Eine Abschitzung von Py (T > n) durch C(A)f(n) fiir alle A € Zy(.) C
P(.#), n >0 und eine geeignete Konstante C(1) > 0, wobei f : Ng — [0, 0)
eine fiir n — o gegen 0 konvergente Funktion bezeichnet, typischerweise
f(n) =nB oder f(n) = e P" fiir ein B > 0. Dies liefert eine Aussage iiber
die Konvergenzrate in (2.59), namlich

[P — x| < C(A)f(n) (2.70)

fiiralle A € Zy(.%) und n > 0. In aller Regel betrachtet man (7)) = {6; :
i € .}. Im Fall dieser Klasse von Anfangsverteilungen und f(n) = e B"
heilit M exponentiell oder auch geometrisch ergodisch, denn

lim e” [P — x| = 0
n—yoo

fiir alle i € . und y < .
Eine Kombination von (2.69) mit (2.70) fiir f(n) = e P" und 2(.) = 2(.¥)

fiihrt zur besonders starken gleichmdiffig exponentiellen Ergodizitiit:

sup [P} —xf| < CePn 2.71)
AP ()

fiir alle n > 0 und damit

lim e”  sup H]Pil"—nﬂ =0
" Aep(S)

fiir alle ¥ < . Diese wollen wir im Folgenden unter der sogenannten

(no)

Doeblin-Bedingung: Jip € S ,ng > 1: afip,ng) := 'il}; P, > 0.
s
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beweisen, die insbesondere fiir jede ergodische EMK M erfiillt ist, weil dann offen-
bar

lim min p(’?)

o =m >0
n—eo je "YU !

fiir alle j € .7 gilt.

Satz 2.61. Sei M eine ergodische DMK, die die obige Doeblin-Bedingung fiir
ein iy € . und ng > 1 erfiillt (o = a(ip,np)). Dann ist M gleichmdfig ex-
ponentiell ergodisch, und zwar gilt (2.71) mit C = (1 — a?)~(0=1/"0 ypq
B =—log(1—a?)'/m, dh.

sup [[BY" —xl| < (1—@?)rmoth/mo (2.72)
AeP(S)

fiir alle n > 0.

Den Schliissel zum Beweis des Satz geben wir mit einem Lemma:

Lemma 2.62. Gegeben eine DMK M, die die obige Doeblin-Bedingung fiir
ein iy € 7 und ny > 1 erfiillt, gilt mit o0 = a(ip,np)

Py (t(io) > knp) < (1 —a)* (2.73)

fiiralle k> 0und A € (7).

Beweis. Es geniigt offensichtlich, die Behauptung fiir jedes A = §;, i € .7, zu zei-
gen. Dann ergibt sich mit Hilfe der Markov-Eigenschaft fiir alle k > 1 die rekursive
Abschitzung

P[(T(io) > kn()) < Pi(f(io) > (k— l)no,Mkno =+ io)

=Y Pi(t(io) > (k—1)no, Mx—1yny = JjsMiny 7 i0)
J#io
Y. Pilc(io) > (k— Do, M1y, = )(1 =P
Jj#io
< (1 - lX)Pi(T(io) > (k— 1)710)

und daraus die Behauptung per Induktion iiber k. a

Beweis (von Satz 2.61). Wir betrachten wieder das im Beweis von Satz 2.52 ein-
gefiihrte Kopplungsmodell (Q,2,M @ M',(Py),c »(»2)) und notieren als erstes,
dass auch die bivariate Kette M ® M’ die Doeblin-Bedingung erfiillt, und zwar mit
demselben ng wie M und (ip,ip) anstelle von iy. Es gilt namlich vermége der Un-
abhéngigkeit von M und M’
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: (no) o (no) _(n0) 2
Jnf PG o) = (A0, Piig Prig = O 274

Beachten wir nun, dass die Kopplungszeit T = inf{n > 0 : M,, = M} durch die
Ersteintrittszeit %M (ig,ig) = inf{n > 1 : (M,,M!) = (io,io)} der bivariaten Kette
M ® M’ in den Zustand (ig, o) beschrinkt ist, so folgt aus (2.74) und Lemma 2.62
fiir alle A € 2(.%) und n > 0, wobei n = kng + r mit k > 0 und 0 < r < ny,
Py (T >n) < Py (t"M (ig, i) > n)
< Py (TMEM (ig, i) > kno)

S (l_aZ)k — e*ﬁkng S Cwefﬁn7

A

was zusammen mit (2.65) die Behauptung des Satzes beweist. a

Gilt die Doeblin-Bedingung, bei festem ny, fiir mehr als einen Zustand i, so 146t
sich die obere Schranke in (2.72)) leicht verbessern. Der Leser beweise als Ubung,
dass generell gilt:

(n—ng+1)/ng
i <1— y a}) 2.75)

su
AeP(S) jes

fiir alle n > 0 und ng > 1, wobei a; = a(j,np). Ist die Doeblin-Bedingung verletzt,
d.h. a(j,ng) = 0 fiir alle j,ng, so hat die obere Schranke offenkundig stets den
bedeutungslosen Wert 1. Ferner erwihnen wir, dass die erzielten Abschitzungen
wiederum auch fiir die Post-n-Folgen M) giiltig bleiben, d.h. fiir ||H3’1;‘L”(n) — P
anstelle von ||IP’2’I” — x| (vgl. Korollar 2.53). Eine Darstellung weiterer Methoden
und Ergebnisse zur Konvergenzgeschwindigkeit einer DMK gegen ihre stationédre
Verteilung werden wir in Kapitel 3 geben.

2.7 Absorptionswahrscheinlichkeiten

Die Frage nach dem Zeitpunkt, zu dem eine DMK, ausgehend von einem beliebigen
Anfangszustand, einen bestimmten kritischen Zustand erreicht, ist in vielen Anwen-
dungsbeispielen von Interesse. Man denke beispielsweise an den Ausfallszeitpunkt
eines technischen Systems, an den Ruinzeitpunkt in einer Spielsituation oder in der
Geschiftswelt, oder auch an den Aussterbezeitpunkt einer Population, den es zu
untersuchen gilt.

Probleme dieser Art lassen sich oft als Absorptionsprobleme formulieren unter
Zugrundelegung folgender Situation: Sei . = .7 + % die nach Satz 2.28 immer
existierende eindeutige Zerlegung des Zustandsraums einer DMK M = (M,,),,>0 in
die Mengen .7 und Z ihrer transienten bzw. rekurrenten Zustinde, wobei Z mogli-
cherweise weiter in hochstens abzéhlbar unendlich viele abgeschlossene Rekurrenz-
klassen Z, zerfillt, d.h. Z = Y., Z. Sei auBerdem
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=17 =inf{n>0:M,¢ T}

der Zeitpunkt, zu dem die DMK M die Menge .7 verldsst. Beachte, dass durchaus
P;(T = o) > 0 gelten kann, etwa, wenn M nur transiente Zustéinde besitzt. Sobald
die Kette die Menge 7 verlisst, erreicht sie irgendeinen rekurrenten Zustand und
kehrt nie mehr nach .7 zuriick. Im folgenden setzen wir voraus, dass mindestens
ein rekurrenter Zustand existiert (% # 0), weil die nachfolgenden Untersuchungen
andernfalls keinen Sinn machten.

Bei entsprechender Anordnung der Zustinde hat die Ubergangsmatrix P die Ge-

stalt
_ (9R
P = <0 %)’
wobei Q die Restriktion von P auf die Zustiinde in .7 bezeichnet, d.h.

Q= (qij)i.,je? = (Pij)i,je%

und
R = (rij)ic7.jew = (Pij)ic7, jco-

Fiiri € 7 und j € Z definieren wir nun
ujj = Pi(M‘c :j,‘L' < 00)

was der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass die Kette, ausgehend von i € .77, im
Zustand j € # absorbiert wird. Durch Summation der u;; iiber j € ¢ erhilt man
dann auch die Absorptionswahrscheinlichkeiten zu beliebigen Teilmengen 4" von
Z, d.h.
u,(%) = ]P,'(MT €?, 1< °°) = Z Ujj.
JEE
(n)

Bezeichnen q;j

i,jeT

wie iiblich die Komponenten von Q”, so gilt fiir alle n > 1 und
4 = p. (2.76)

Da Uberginge von % nach .7 unméglich sind, folgt nimlich

(n) IS o
qij Z Pij\Pjijp " -+ Pjnri
Jlyeesin—1€T
_ Z . ()]
= Pij\Pjijp " -+ Pjnri = Pij
J1seeordn—1€S

fiir alle j € .7 und n > 0. Des Weiteren liefert (2.76) in Verbindung mit Satz 2.22

(n) _
Y a; = Ef(gl{Mﬁj}) < oo 2.77)

n>0
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Yi>0 ql(j") gibt also die erwartete Anzahl von Aufenthalten in j € .7 bei Start in i an.

Zur Berechnung der u;;, die wir in der Matrix U = (u;j)ic 7 jcs Zusammenfas-
sen, verwenden wir eine einfache Ein-Schritt-Analyse, deren Ergebnis das folgende
Lemma zusammenfasst.

Lemma 2.63. In den vorherigen Bezeichnungen gilt

Ujj = rij + Z qikUj
keI

fiir alle i €  und j € %, d.h. in Matrix-Schreibweise
U = R+QU. (2.78)
Falls | .T| < oo, ist die Matrix I — Q invertierbar (I die Einheitsmatrix) und
U= (I-0)'R (2.79)

die eindeutige Losung von (2.78).

Beweis. Die besagte Ein-Schritt-Analyse basiert auf der Zerlegung

{Me=jit<eo} = {Mi=j} + } M =kM:=j,T <ol
ke T

Mittels der starken Markov-Eigenschaft ergibt sich daraus

uj =Pi(My = j) + Y Pi(M; = k)Pp(M; = j, T <)
ke T
=pij + Z qikUkj
ke T
firallei € 7 und j € £, also (2.78).

Sei nun |.7| < eo. Schreibt man (2.78) um in (I — Q)U = R, folgt auch (2.79),
sofern wir noch zeigen, dass / — Q invertierbar ist. GeméB (2.77) bildet },,~( Q" eine
endliche Matrix mit den Komponenten E;(¥,~¢ 1oy, = j}), und eine Multiplikation
von rechts oder links mit / — Q ergibt /, d.h.

(I-0)7' =Y 0" und (I-0Q)7") = Ei(Z l{Mn=j}>
n>0 n>0
fiiralle i,j € 7. O

Aufgrund ihrer offenkundigen Bedeutung im Zusammenhang mit Absorptions-
wahrscheinlichkeiten heift (I — Q)_1 Fundamentalmatrix. Gemall (2.77) existiert
die Neumannsche Reihe 7' :=Y,~( Q" auch dann noch, wenn |.7| = e, und bildet
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weiterhin die formale Inverse von S :=1—Q, d.h. ST =TS = I. Auf dem unendlich-
dimensionalen Vektorraum R bildet S jedoch i.A. keinen linearen Operator mehr,
weil Sx gar nicht zu existieren braucht. Selbst als Endomorphismus auf dem nor-
mierten Teilraum (/w, | - |) der beschréinkten reellen Folgen ist S nicht notwendig
injektiv und folglich das Gleichungssystem (2.78) nicht eindeutig 16sbar. Bezeich-
nen

2(S)={xcR” :SxeR7} und B(S)={yeR” :Sx=yfireinxec 2(S)}

den Definitions- bzw. Bildbereich von S, beides lineare Teilriume von Rf?, so gilt
STx = x nur fiir diejenigen x € Z(T) mit Tx € Z(S). Dies mag als Erlduterung
dafiir geniigen, dass der unendlichdimensionale Fall (|.7| = ) groBere Sorgfalt
verlangt. Wir werden weiter unten eine notwendige und hinreichende Bedingung
angeben, unter der das Gleichungssystem (2.78) eine eindeutige Losung besitzt.
Zuvor betrachten wir jedoch das Beispiel einer EMK, fiir die dies bereits mit Lemma
2.63 klar ist.

Beispiel 2.64 (Gambler’s ruin). Sei (M,),>o eine Irrfahrt auf {0, ..., N} mit den ab-
sorbierenden Barrieren 0 und N und der Ubergangsmatrix P aus Beispiel 2.1.4, d.h.
poo =pvv =1lund piir1 =1—pii—1 =pe(0,1) firalle 1 <i<N—1. Diese
EMK liegt insbesondere folgender einfachen Spielsituation zugrunde: Zwei Spieler
A und B spielen irgendein Spiel liber mehrere Runden, allerdings nur so lange, bis
einer der beiden ruiniert ist. Sei M), das Kapital von A und N — M,, dasjenige von
Spieler B zum Zeitpunkt n. Spieler A gewinnt eine Runde, und damit eine Geldein-
heit, unabhéngig von allen anderen Runden mit Wahrscheinlichkeit p. Wir fragen
nach der Wahrscheinlichkeit, mit der Spieler A bankrott geht.

Das Problem trédgt in der Literatur den Namen “Gambler’s ruin” und ist of-
fensichtlich genau vom zuvor beschriebenen Typ. Wir fragen nidmlich nach u;p =
P;(M; =0) firi € 7 ={1,...,N—1}, wobei T =inf{n > 0: M,, = 0 oder = N}.
Beachte, dass T unter jedem IP; f.s. endlich ist. Setzen wir u; = u;p fiiri € 7, up = 1,
uy = 0 (sofortiger Ruin von Spieler A bzw. B) sowie ¢ = 1 — p, so ldsst sich (2.78)
in der Form

up = 1, uy =0,
up = puip1tqui-, 1<i<N-—1

schreiben, woraus leicht
pluivr —wi) = q(ui—ui—y), 1<i<N-—1,
und dann )
l
Uil — U = (‘I) (ui—1), 0<i<N-—1,
p

folgt. Summation tiber i = 0,...,N — 1 liefert weiter
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N-1 N-1 i
1l =1—-uy = Z(Mi_uiJrl) = (I—u) Z <q>

i=0 i=0 \P

und somit

1
1 N’ falls p =g,
N
()
4 4

Kombiniert man dies mit

- -1 i
l—uj = jZ(ui*uiH) = (1*”1)12 (Z)

i=0 i=0

falls p # q.

folgt schlieBlich allgemein

J
1—<, fallsp=
y fallsp=gq,

j N
u — (‘1> _<‘1> (2.80)
APL NP/ flls p#gq.

firalle0 < j < N.

Wenden wir uns nun, wie bereits angekiindigt, der Frage nach der Eindeutigkeit
der Losung von (2.78) im Fall “|.7| = «” zu. Ein weiteres Beispiel soll zunichst
zeigen, dass dies tatsdchlich nicht immer der Fall zu sein braucht:

Beispiel 2.65 (Die “Striihnen”-Kette). Gegeben die DMK (M,),>0 aus Beispiel
2.51 mit Zustandsraum . = Ny und Ubergangsmatrix

CIQPUOO 0 ...
q10p10 0 ...

P=14¢00po0..]

wobei p; > 0 fiir alle i € Nund };>((1 — p;) < oo (transienter Fall), interessieren wir
uns im Folgenden fiir die Wahrscheinlichkeit fy, = P;(7(0) < ), von i € N aus den
Zustand 0 irgendwann zu erreichen. Um dies im Rahmen unserer vorhergehenden
Untersuchungen tun zu kénnen, machen wir 0 einfach zu einem absorbierenden Zu-
stand und setzen pg = 0. Dann ist u; = f;, nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit
dafiir, in O absorbiert zu werden. Durch Streichen der ersten Zeile und Spalte in P
ergibt sich
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Das Gleichungssystem (2.78) hat damit die Form (.7 = N, u;o = u;)
ui =g+ pii+1, i>1 (2.81)

Fiir v; := 1 — u; ergibt dies
Vi =pivitl, 21, (2.82)

und man erkennt nun sofort, dass

Vi:CHpj7 1217
Jjzi

fiir jedes 0 < ¢ < 1 eine Losung von (2.82) bildet und somit

ui:lfcl—‘[pjﬁ 1217
Jjzi

eine Losung von (2.81). Die gesuchte Losung erhalten wir fiir c = 1, denn

1-[]r; = 1-Pi(7(0) = ) = Pi(7(0) < o).

=i

Zuriickkehrend zur allgemeinen Situation, zeigen wir als nédchstes, dass die von
uns gesuchte Losung u;; = P;(M; = j,7 <), i€ .7, j € %, gerade die minimale
Losung von (2.78) bildet:

U™t = (I1-0)'R = Y Q"R.

n>0

Lemma 2.66. Es gilt (U™"); =P;(M; = j,T < ) fiirallei € 7 und j € .
Jede weitere Losung U von (2.78) mit 0 < U < 1 (komponentenweise) erfiillt
U > Umin.

Beweis. Fiirallei € . und j € Z gilt

(Zow) - L T
n>0 l] n20k67
=Y Y PM €T, . .M_1€T M=kMy =)
n>0ke7
= Y PiM € T,...My€.T My =)
n>0
= Y Pi(t=n+1,M; =)

n>0
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= Pi(f < W,MT = ]),

was die erste Behauptung sowie insbesondere die Konvergenz der U ™" definieren-
den Reihe beweist. Bildet U eine weitere Losung von (2.78) mit 0 < U < 1, folgt

U=R+QU >R

und damit
U > R+0QOR.

Wiederholt man dieses Vorgehen, so ergibt sich
N
U > QR+0R)+R = Q’R+QR+R > ... > Y Q"R
n=0

fiir alle N > 0 und somit U > U ™" per Grenziibergang N — oo, a

Als Kons¢quenz von Lemma 2.66 besitzt (2.78) dann und nur dann die eindeutige
Losung U™" zwischen 0 und 1, wenn fiir jede weitere Losung 0 < U < 1 schon
U = U™ gilt, was durch die Gleichung

U— Umin — Q(U _ Umin)
zu der hinreichenden Bedingung
Ox=x, 0<x=(x)iez <1l & x=0 (2.83)

fiihrt. Dariiber hinaus kdnnen wir nun zeigen:

Satz 2.67. Genau dann existiert eine eindeutige Losung U € [0, 1] (kompo-
nentenweise) der Gleichung (2.78), d.h. von U = QU + R, wenn nur x = 0 die
Gleichung (2.83) lost. Letzteres ist wiederum dquivalent zu

Pi(t =) = Pi(M, € T fiirallen € Ny) = 0 (2.84)

fiirallei € 7.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass

max

KM= (Pi(T =0))ics
die maximale Losung zwischen O und 1 von (2.83) bildet: Fiir jedes i € .7 gilt

Pi(t =) = Z P;(My =k,M, € T firallen > 2)
ke T

Y Pi(M; =k)Py(M, € T fiirallen > 1)
ke T
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ke T

max ;

x™M ist demnach eine Losung von (2.83) und erfiillt auBerdem

max

A =Pyt =) = lim Py(7 > n)
—lim ¥ Bi(M, =kt>n) = lim ¥ g
e ke

fiir alle i € .77, in Vektorschreibweise

X" = 1lim Q"1 5.
n—soo

Dies liefert aber sofort die Maximalitdt von x™®*, denn fiir jede weitere Losung x
von (2.83) mit 0 < x < 1 folgt per Iteration x = Q" x fiir alle n > 0 und dann

x=Q"x < 0"z,
also bei Grenziibergang n — oo

x < lim Q"lg = x™*.
n—oo

(2.83) besitzt also genau dann nur eine Losung zwischen 0 und 1, wenn x™* = 0,
d.h.
Pi(t =) = P;(M, € J firallen e Ny) = 0

fiir alle i € .7 gilt, und dies impliziert unter Hinweis auf die Uberlegungen vor dem
Satz auch die eindeutige Losbarkeit von (2.78). _ _

Nehmen wir umgekehrt x™** = 0 an, so definiert neben U™" = (u}}“m),-ey’ je#
auch jedes U(c) := (u;j(c))ic.7 jesr, 0 < ¢ < 1, gegeben durch

ujj(c) = ug?in +ex™ = Pi(My = j,T <) +cPi(1 =) € [0,1]
eine Losung von (2.78), denn

(R+QU(e))y = rij+(QU™™);+c(Qx™*);
— ug]m _"_ Cx;_nax
= wj(c)
fir allei € .7, j € Z. Der Beweis des Satzes ist hiermit vollstindig. O

Zum Abschluss bemerken wir, dass im Rahmen der vorherigen Uberlegungen
auch Funktionale der Form

7—1
Wi = Et(Zg(Mn)>v iGy,
n=0
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fiir g: 7 — [0, ) behandelt werden konnen. w := (w;);c & erfiillt das Gleichungs-
system

w; = g(i)—i— Z pijwj = g(i)-l— Z qijwj, ie7,
jeT jeT

bzw. in Vektorschreibweise
w = g+ 0w,

was unter Voraussetzung von (2.84)
w=(I-0)"¢g (2.85)

liefert. Fiir Details ¥ [51, Seite 107ff]. Wéhlt man speziell g = 1, ergibt sich w als
Vektor der mittleren Absorptionszeiten, d.h. w = (E;7);c », und es gilt gemah (2.85)

(Eit)ier = (I-0) 17 (2.86)

2.8 Reversibilitiat: Der Blick zuriick

Zeitliche Reversibilitit oder kurz Reversibilitit einer DMK bedeutet anschaulich,
dass es fiir ihre Evolution keinen Unterschied macht, ob man die Zeit vorwirts
oder riickwirts liest. Im folgenden wollen wir kurz diskutieren, unter welchen
Voraussetzungen diese Eigenschaft vorliegt. Gegeben sei wieder ein Standard-
modell (2,2,M = (My)>0,(P3)se2(>)) mit Ubergangsmatrix P = (pjj); je.s-
Den zum Zeitpunkt N zeitlich invertierten Prozess bezeichnen wir mit M (N) =
(Mn(N))ognSN, d.h. R
Mn(N) = Man-

Wir setzen auflerdem Ai(n) =Py (M, =) firi € . und n > 0. Dann gilt:

Satz 2.68.

(a) Fiir jedes N > 1 und A € P(.%) mit li(") > 0fiirallen >0 undi €.
bildet M (N) unter ), eine DMK mit zeitabhéingigen Ubergangswahr-

scheinlichkeiten
(anfl)p‘_
-~ A5 ] i1 . i Ji
Pr(Mui1(N) = jIMa(N) = i) = p7"" (N,A) := 7’;@_@ .

(b) Ist A eine stationdire Verteilung fiir M, so ist M(N) fiir jedes N unter IP;
zeitlich homogen, d.h. ﬁ:}’"H (N, L) unabhiingig von n und N fiir alle
i,je <.
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(c) Sind alle p;j > 0 (= M irreduzibel und aperiodisch), gilt hiervon auch
die Umkehrung: M(N) ist genau dann zeitlich homogen unter P, wenn
M ergodisch und A die eindeutig bestimmte stationiire Verteilung ist.

Beweis. (a) Die erste Behauptung folgt, weil

Py (Myi1 (N) = jIMy(N) = i,My_1(N) = in_1,...,Mo(N) = ig)
_ PaMy 1 =My =My it = iny e My = o)
PA(My—n = i,MN—nt1 = in—1,.... My = ip)

N—n—1
— A’J( " )pjipiinfl T .piliO
= N
li( n)Piin,l et Pigig
N—n—1
A
- L(N*")

1

= PA(M,hq(N) = ]|M11(N) =)

fiir alle i, ig, ...,ip_1 € & mit Py (My(N) = i,My_{(N) = in_1, ..., Mo(N) = ig) > 0.

(b) Ist A eine stationire Verteilung fiir M, folgt li(") = A firalleie ., n>0
und daraus die Unabhéngigkeit der ﬁ;’"H (N,A) vonnund N.

(c) Hangt umgekehrt ﬁgf"H(N ,A) = pjj nicht von n,N ab, betrachte zunéchst
den Fall i = j: Offensichtlich folgt dann aus p; = ll-(n_l) Dii/ )ui<"> > 0 fiir alle n die
Existenz eines a; > 0, so dass 4" = o;2"", also 4" = a7, fiir alle n > 0 und

i € .. Dies liefert weiter
n
bii = o\ pi A
v Qo o A

fiir alle n > 0 und somit die Unabhéngigkeit der o; von i, d.h. l[(") = o" A; fiir alle
n,i. Beachten wir abschlieBend 1 =Y, o QLZ.("> =a"Y oA =", folgt ¢ = 1 und
damit A = A™ fiir alle n > 0, was die Stationaritdt von M unter P; beweist. Als

irreduzible und aperiodische DMK ist M folglich ergodisch und A die eindeutige
stationdre Verteilung. a

Satz 2.68 deckt zwar aufgrund der Voraussetzung ki(”) > 0 sowie p;; > 0 in Teil
¢) nicht alle denkbaren Fille ab, reicht aber fiir unsere Zwecke aus. Wir richten un-
ser Augenmerk im Folgenden ohnehin auf den stationiren Fall und betrachten eine
positiv rekurrente DMK M mit stationédrer Verteilung 7. Zur besseren Veranschau-
lichung der Zeitumkehrung fiihren wir die doppelt unendliche Folge M* = (M} ) ez,
ein, definiert (auf irgendeinem W-Raum (Q,%2(,P)) durch
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P(M;;vM;;+|7-~-> — ]P)%
fiir alle n € Z. Die Existenz eines solchen Prozesses ergibt sich aus dem Konsistenz-
satz von Kolmogorov (¥ [2, Satz 54.7]): PM" st der projektive Limes der Familie

0, = PM"h [« 7 endlich,

wobei Iy = {0,i; —ig...,im — i}, falls I = {ip, ..., i,y } mitip < ... < i,,. Anschaulich
konnen wir uns vorstellen, dass M* aus M entsteht, indem wir den Zeitpunkt O
nach —eo verschieben. Mit anderen Worten: M* reprisentiert die DMK M unter
der Voraussetzung, dass diese vor “langer, langer Zeit” im Gleichgewicht gestartet
ist.

Nach Satz 2.68(b) folgt, dass fiir jedes N € Z der in N zeitumgekehrte Prozess
(M5, )nez eine zeitlich homogene stationdire DMK mit Ubergangswahrscheinlich-
keiten

5 TiPii

ij , LjeS, (2.87)

1

bildet. Es gilt ndmlich

P(M;:,fn Jo<n<N — ngfn (N))o<n<n

fiir alle N > 0. Reversibilitit bedeutet nun folgendes:

Definition 2.69. Eine DMK M = (M,,),,>0 heiBt (zeitlich) reversibel, wenn

d
(Mo, My,.... M) = (My,M,_1,...,Mp)

fiir alle n > 0.

Da (13.4) insbesondere M, 4 M, fiir alle n > 0 impliziert, ist jede reversible
DMK notwendig stationér. Fiir die doppelt unendliche Folge M* ist (13.4) gleich-
bedeutend mit

* d *
(MN—n)HEZ = (MN+n)n€Z

fiir alle N € Z. Vorwirts- und Riickwirtsprozess bilden also identisch verteilte zeit-
lich homogene DMK mit folglich gleicher Ubergangsmatrix, was Pij = Tjpji/ i
oder umgeschrieben

Tipij = TiDji (2.88)
fiir alle i,j € . liefert. Diese Gleichungen, genannt detaillierte Gleichgewichts-
gleichungen, besagen anschaulich, dass fiir je zwei Zustdnde i und j die Flusswahr-
scheinlichkeit von i nach j mit der fiir die umgekehrte Richtung, also von j nach i,
iibereinstimmt. Abb. 2.8 stellt dies schematisch dar.

Summiert man in (2.88) auf beiden Seiten iiber i € .7, ergibt sich offenbar
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Tipji

Abb. 2.8 Detailliertes Gleichgewicht veranschaulicht in einem Fliissigkeitsmodell: Stellen wir uns
die Zustinde i € . als Wasserbehiilter vor. Behilter i enthélt im Gleichgewicht m; Liter Wasser. In
jedem Zeitschritt werden 7;p;; Liter von Behilter i in Behilter j und 7;pj; Liter von j nach i um-
gefiillt. Liegt detailliertes Gleichgewicht vor, so bleiben die Fliissigkeitsmengen in zwei Behiltern
bereits gleich, wenn nur zwischen diesen beiden der Fliissigkeitsaustausch vorgenommen worden
ist. Im nicht-reversiblen Fall muss dagegen erst zwischen allen Behilten der Austausch vogenom-
men worden sein, bevor wieder alle Behilter dieselbe Menge wie vor dem Austausch enthalten.

Z Tipij = Tj Z Dji =T

i€ ics

fiir alle j € .. Jede normierte (G-endliche) Losung &t # 0 der detaillierten Gleich-
gewichtsgleichungen ist also notwendig eine stationdre Verteilung (ein stationdres
Map3) der betrachteten DMK. Wir halten fest:

Satz 2.70. Eine irreduzible DMK M mit Ubergangsmatrix P = (p;;); je.s ist
genau dann reversibel, wenn sie stationdr ist und die stationdre Verteilung, T,
den detaillierten Gleichgewichtsgleichungen (2.88) geniigt. M ist dann also
positiv rekurrent.

Beweis. “=-" Eine reversible DMK M ist notwendig stationir, wie bereits oben be-
merkt, und besitzt somit eine stationdre Verteilung 7, die aufgrund der Irreduzibilitit
auferdem eindeutig bestimmt und positiv ist (Satz 2.33(a) und Satz 2.45). Dass die
detaillierten Gleichgewichtsgleichungen gelten, folgt aus den Uberlegungen unmit-
telbar vor diesem Satz.

“«" Fiir diese Richtung ist wegen Satz 2.68 nichts mehr zu zeigen. d

Wir kommen zu einigen Folgerungen aus den detaillierten Gleichgewichtsglei-
chungen. Sie besagen offenkundig nichts anderes als die Symmetrie der Funktion
(i, j) = mipij oder g(i, j) = pyj/@; oder auch h(i, j) = ="/ py; /m;' /2.

Satz 2.71. Eine positiv rekurrente DMK M ist genau dann im Gleichgewicht
reversibel, wenn ihre Ubergangsmatrix P = (Pij)i,je.s die Darstellung
P =D 'AD (2.89)

fiir eine symmetrische Matrix A und eine Diagonalmatrix D = diag(d;,i € .%)
mit SpurD? =Y, o dl-2 < oo besitzt.
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Beweis. “=" Ist M positiv rekurrent mit stationidrer Verteilung 7 und reversi-
bel, gelten die detaillierten Gleichgewichtsgleichungen, und daher (2.89) mit A =
(h(iaj))i,je}’ und D = diag(ﬂil/zai € y)

“«=" Bei Giiltigkeit von (2.89) diirfen wir 0.B.d.A. D >0 und d* :=Y;c o d? =
1 voraussetzen; andernfalls gehen wir zu der Darstellung D' 'A’D/ mit D' =
diag(|d;|/d,i € ) und A’ = (sign(d;)ay;sign(d;)); je.» iiber. Aufgrund der Sym-
metrie von A erhalten wir

pij =d; 'ayd; = djajd; ' = dipjid;?,

also die Giiltigkeit der detaillierten Gleichgewichtsgleichungen mit 7 = (diz)iey. T
bildet folglich die eindeutig bestimmte stationére Verteilung (M positiv rekurrent),
und M ist unter P, (im Gleichgewicht) reversibel (Satz 2.70). O

Nach dieser algebraischen Charakterisierung von Reversibilitidt geben wir noch
ein anderes, von KOLOMOGOROV stammendes Kriterium probabilistischer Natur:

Satz 2.72. (Kolmogorov-Kriterium fiir Reversibilitit) Eine positiv rekur-
rente DMK M mit Ubergangsmatrix P = ( Pij)i je.s st genau dann im Gleich-
gewicht reversibel, wenn

n n
[Trii = [Trii (2.90)
k=1 k=1

fiir alle iy, ...,i, € .S, ig =ip, undn > 1.

Beweis. “=" Unter P gilt nach Definition von Reversibilitit
n
Tio [ [ Pisic = Pr(Mo =10, ..., My—1 = in_1,My = i)
k=1
n
= Pr(Mo = io,My = in—1,....My = io) = 7 [ Pirir_,
k=1

fiir alle iy, ..., i, € 7, ip = iy, und n > 1, woraus (2.90) nach Division durch m;, > 0
folgt.

“«<" Um zu zeigen, dass (2.90) auch hinreichend ist fiir Reversibilitit, wihle dort
n>2,ig=1iund i,—; = j beliebig und summiere im Fall n > 3 auflerdem iiber alle
(i1, .-yin_2) € "2, Dann ergibt sich

(n—1)

(n—1)
Pij Pji = PijPji

fiir alle n > 2 und bei Summation tiber n =2,...,N + 1
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Abb. 2.9 Das Kolmogorov-Kriterium fiir Reversibilitit: Zyklische Pfade haben fiir jede Laufrich-
tung die gleiche Wahrscheinlichkeit.

PNAL P NEL
<N22plgjl N pii = py N;pl(; N

Lisst man nun noch N gegen oo streben und beachtet C-limy_; pg-v) = 7; gemil
(2.51) (M positiv rekurrent), so folgen die detaillierten Gleichgewichtsgleichungen
und damit die Reversibilitdt von M unter Py. O

Anschaulich besagt das Kolmogorov-Kriterium, dass eine reversible DMK jeden
zyklischen Pfad ig — i} — ... — i, — ip mit gleicher Wahrscheinlichkeit vorwarts
wie riickwirts durchlduft [==¥5° Abb. 2.9].

Als einfache, aber interessante Konsequenz des Kolmogorov-Kriteriums notieren
wir noch:

Korollar 2.73. Die Periode einer positiv rekurrenten, im Gleichgewicht rever-
siblen DMK betrdiigt hochstens 2.

Beweis. Den Trivialfall || = 1 ausgeschlossen, wihle in (2.90) irgendeinen zy-
klischen Pfad positiver Wahrscheinlichkeit mit ip = i und i,,_; = j # i. Dann folgt
insbesondere p;; > 0 und pj; > 0 und somit pl(l2 ) > pijpji > 0, d.h. i und folglich alle

Zustinde sind hochstens 2-periodisch. a

Reversibilitit vereinfacht hdufig ganz erheblich die Analyse stochastischer Sy-
steme im Gleichgewicht und spielt eine wichtige Rolle z.B. bei der Untersuchung
stochastischer Netzwerke (Warteschlangentheorie), von Genfrequenzen in Popula-
tionen oder auch in der statistischen Physik. Eine exzellente Monographie zu diesem
Thema bildet [38]. Betrachten wir einige Beispiele:

Beispiel 2.74 (Doppelt stochastische Matrizen). Sei M = (M,),>0 eine EMK in ei-
nem Standardmodell mit Zustandsraum .# und Ubergangsmatrix P = (pjj); je.s-
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Wir nehmen an, dass die Gleichverteilung auf . die stationire Verteilung der Kette
bildet, also m; = 1/].7| fiir alle i € .. Aus den Invarianzgleichungen ergibt sich
dann |

1
PR

S5 i€

fiir alle i € . und somit fiir die Ubergangsmatrix P, dass nicht nur ihre Zeilen-
summen, sondern auch ihre Spaltensummen stets 1 betragen. Man bezeichnet P in
diesem Fall als doppelt stochastisch. Beachte, dass mit P auch jedes P" doppelt sto-
chastisch ist, denn P" erfiillt ebenfalls die Invarianzgleichungen. Ein Blick auf die
detaillierten Gleichgewichtsgleichungen (2.88) zeigt, dass diese unter den getroffe-
nen Voraussetzungen nur dann gelten, wenn

Pij = Dji

fiir alle i, j € .7, wenn also P symmetrisch ist (P = P'). Allgemein folgt in der
gegebenen Situation nach (2.87), dass P = (p ji)ije.r gerade die Ubergangsmatrix
der doppelt unendlichen stationdren Version von M bei riickwérts laufender Zeit,
d.h. von (M* )¢z, bildet.

Als spezielle Beispiele endlicher MK mit doppelt stochastischer und symmetri-
scher Ubergangsmatrix erwihnen wir symmetrische Irrfahrten auf endlichen zykli-
schen Gruppen G = {a" : 1 < n < |G|} mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

1

Pangntl = Pgngn-1 = 5

Beispiel 2.75 (Einfache Irrfahrten auf einem Graphen). [¥¥ 2.1.5] Eine einfache
Irrfahrt M = (M,,) >0 auf einem endlichen, einfachen, ungerichteten und zusammen-
hingenden Graphen G = (V,E) springt von einem beliebigen Knoten v in einen
Nachbarknoten w mit Wahrscheinlichkeit ﬁ, wobei d(v) die Zahl der Nachbarn

von v bezeichnet. Dabei gelten zwei Knoten als benachbart (v ~ w), wenn es eine
Kante zwischen ihnen gibt. Da G zusammenhingend ist, folgt d(v) > 1 fiiralle v e V
sowie die Irreduzibilitdt von M.

Es leuchtet intuitiv ein, dass derartige Irrfahrten unter der stationdren Verteilung
stets reversibel sind. Um dies auch formal zu verifizieren, betrachten wir wieder
die detaillierten Gleichgewichtsgleichungen (2.88), die hier die Form % = %
fiir alle v,w mit v ~ w haben. Wie man sofort erkennt, ergibt sich eine normierte
nichtnegative Losung 7 durch

d(v) d(v)

T Luevdw) 2]

fiir alle v € V und somit die erwartete Reversibilitit von M unter IP;. Beachte hierbei,
dass die Bestimmung der stationédren Verteilung nicht vorab, sondern direkt mit dem
Losen der detaillierten Gleichgewichtsgleichungen erfolgt ist.

Ty
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Beispiel 2.76 (Markov-Ketten auf einem Baum). Ein Graph der zuvor betrachteten
Form, in dem ferner je zwei Knoten durch genau einen Pfad minimaler Linge
(= Anzahl durchlaufener Kanten) verbunden sind, heif3it (endlicher) Baum. Dessen
Knoten lassen sich wie folgt in lexikographischer Weise durch endliche “Worter”
mit Alphabet N benennen (Ulam-Harris-Markierung): Wihle irgendeinen Knoten
als Wurzel und bezeichne ihn mit & (leeres Wort). Betrachte als nédchstes dessen
d(2) Nachbarn und markiere diese mit 1,...,d(@) (Worter der Linge 1), wobei
die Reihenfolge keine Rolle spielt. Fiir jeden der Knoten v € {1...,d (&)} bezeich-
ne dessen n(v) := d(v) — 1 (sofern # 0) noch nicht numerierten Nachbarn mit
(v 1),...,(v,n(v)) (Wértern der Linge 2), wobei diese zumeist in der verkiirzten
Formvl,..., In(v) geschrieben werden. So fortfahrend bis alle Knoten markiert sind,
erhalten wir einen Baum, in dem jeder Knoten durch ein endliches Wort der Form
v =1j...i,, € N" markiertistund v — i;...i,,_1 — ... — i1 — & den minimalen Pfad
von v zur Wurzel angibt. Abb. 2.10 illustriert dies an einem einfachen Beispiel.

PPN
@Q@ @Q@ @Q@ @@@
@@ @ @ @

Abb. 2.10 Ein endlicher bindrer Baum mit Ulam-Harris-Markierung.

Sei M = (M,,) ;>0 eine irreduzible MK auf einem derartigen Baum mit Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p,,,, v # w, die genau dann positiv sind, wenn v ~ w gilt, an-
sonsten aber keiner Einschrinkung unterliegen. Falls v = ij...i,,, m > 2, bedeutet
dies w = ij...im—1 oder w € {i1,...,inj: 1 < j < d;,_;,}. Wir machen keine An-
nahmen iiber die Verharrungswahrscheinlichkeiten p,,. Dass jede solche EMK M
reversibel ist, springt vielleicht nicht sofort ins Auge, lidsst sich aber leicht mittels
des Kolmogorov-Kriteriums beweisen: Gegeben einen zyklischen Pfad v — vi —
... = vp—1 — v, folgt aus der Baumeigenschaft, dass jede Kante dieses Pfades ge-
nauso oft vorwirts wie riickwirts durchlaufen wird (&=° Abb. 2.11) und daher stets

Py oo Pvy_v = Py, "o Pypy

gilt. Auf der Basis der vorgenommenen Knotennumerierung und mit Hilfe der
detaillierten Gleichgewichtsgleichungen kénnen wir auch die stationidre Verteilung
bestimmen: Aus
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mn . . . .
pll ..... L1501 5050k

Tipin = | [[ 77 | 10 2.91)

k=1 Piteesipsit e

fiir m > 1, wobei

-1
Ty = (1 + Z Z Hpil"'i"l’il"'ik> (2.92)

M1 iy.imes k=1 Pit-iiir ik

durch die Normierungsgleichung Y, & 7, = 1 bestimmt wird.

o O o o O O

Abb. 2.11 Der bindre Baum in Abb. 2.10 mit farblich markiertem zyklischen Pfad & — 1 — 12 —
121 — 1212 = 121 — ... — @. Die als Doppelpfeile gezeigten Kanten sollen verdeutlichen, dass
diese in einem zyklischen Pfad stets in beiden Richtungen durchlaufen werden.

AbschlieBend erwédhnen wir, dass Reversibilitdt von M im Gleichgewicht und
die obige Form der stationédren Verteilung offenbar auch im Fall eines unendlichen
Baums bestehen bleiben. Voraussetzung natiirlich: M ist positiv rekurrent, was mit
Blick auf (2.91) und (2.92) genau dann gilt, wenn

Z Z H Uleelfe—150 - 0k < oo,

m>1 g ime? k=1 Pitiiit g

Einen besonders einfachen, ndmlich einstrdngigen Baum erhilt man bei Wahl der
natiirlichen Zahlen Ny oder einer endlichen Teilmenge {0, ..., N} mit der gewShn-
lichen Nachbarschaftsstruktur. Markov-Ketten auf diesem haben die Eigenschalft,
genannt Sprungfreiheit, von einem Zustand » nur in die Zustinde n — 1 (falls n > 1)
und n + 1 springen zu kénnen oder in n zu verharren. Sie heilen Geburts- und To-
desprozesse (in diskreter Zeit) (%% auch Beispiel 2.50).
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Beispiel 2.77 (Geburts- und Todesprozesse). Sei also M eine DMK auf . = Ny oder
& =10,...,N} mit Ubergangsmatrix P der Form

popor 0 0 0...
popiipiz 0 0...
P =10 pypnps0..|:

wobei p;; > 0 fiir alle i, j € . mit |i — j| = 1 gelte. Dies garantiert die Irreduzibilitit
von M.
Unter Hinweis auf (2.91) und die Bemerkung vor Satz 2.70 bildet

Mo = 1 und m = PUP2T Picbi g sy (2.93)

piop21 - .- Pii-1
ein stationdres Mal}. Hat 7w endliche Gesamtmasse, d.h.

”(y) — 1+ Z poipi12- .- Pi—1,i < oo, (2.94)

04ic. P1oP21 " " Pii-1

so ist M nach Satz 2.45 positiv rekurrent und folglich im Gleichgewicht reversibel.

Wie der Leser nun leicht einsieht, gelten entsprechende Resultate in der Tat fiir
beliebige irreduzible, sprungfreie MK auf . = Z und .%¥ = {m,...,n}, m,n € Z.
Im ersten Fall fasse man Z als Baum mit Wurzel 0 auf, im zweiten geniigt gar eine
einfache Verschiebung (Umbenennung) der Zustinde (Ubergang zu .# = {0, ...,n —
m}). Als spezielle Beispiele, die uns zuvor bereits begegnet sind, erwihnen wir die
Irrfahrten mit reflektierenden Barrieren (Beispiel 2.1.3) sowie das Ehrenfest-Modell
fiir Wirmeaustausch (Beispiel 2.1.6), auf das wir im nichsten Abschnitt nochmals
zuriickkommen (¥° 2.9.2).

2.9 Und nochmals Beispiele — alte und neue

Es folgt ein weiterer Abschnitt mit einer Reihe von Anwendungsbeispielen, wobei
wir vor allem die Beispiele aus Abschnitt 2.1 nochmals aufgreifen, aber am Ende
auch einige neue hinzugefiigt haben.

2.9.1 Markov-Ketten mit zwei Zustinden

[ 2.1.1] Sei M eine EMK mit Zustandsraum . = {0, 1} und Ubergangsmatrix

P = (1—19 p )
g l1—gq
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wobei 0 < p,g < 1 gelte. Die ausgeschlossenen Fille kann der Leser leicht selbst
untersuchen. Sie sind aber von nur geringem Interesse. P hat die Eigenwerte 1 und
1 — p — g und 148t sich diagonalisieren:

P= SDS*I7 wobei

S = s S = — und D = .
(1 q) p+g\—11 01-p—q

Die Spalten von S bilden rechte, die Zeilen von S~! linke Eigenvektoren von P.
Sie sind bis auf skalares Vielfaches eindeutig bestimmt, wobei wir den Skalar
so gewdhlt haben, dass der linke Eigenvektor zum Eigenwert 1 eine Verteilung,
nimlich die stationire Verteilung 7 definiert, d.h.

q
= —— und m = m.
pP+q

Mittels der Diagonalisierung kann man nun leicht alle Potenzen P" von P berechnen
und erhilt

10
P" = SD"S™' =35 s
(0 (1 —p—q)”)

TH T nf T —T
= +(1-p— .
(nom) (I-p—q) (77:0 7750)
M ist ergodisch und im Gleichgewicht reversibel. Aus (2.95) ergibt sich aulerdem
die exakte Konvergenzgeschwindigkeit im Ergodensatz:

(2.95)

) —m| = m(1—p—q)" und |p\Y—m| = m(1—p—gq)"

fiir i € {0,1}. Es ist also gerade der zweite Eigenwert von P, der die geometri-
sche Rate im Ergodensatz determiniert. Kein Zufall, wie sich im néchsten Kapitel
herausstellt (! Satz 3.10 und Korollar 3.12)! Der zweitgrofite Eigenwert einer er-
godischen Ubergangsmatrix ist auch allgemein der entscheidende Wert fiir die Kon-
vergenzrate gegen die stationédre Verteilung.

MK mit zwei Zustdnden gehoren zu den wenigen Beispielen, in denen sich alle
Potenzen der Ubergangsmatrix explizit berechnen lassen. Entscheidend ist die nied-
rige Dimension, welche den Aufwand fiir die Diagonalisierung einschlieBlich der
Berechnung der Eigenvektormatrizen in Grenzen hilt.

2.9.2 Die Diffusionsmodelle von Ehrenfest und Bernoulli-Laplace

[==" 2.1.6] Urnenmodelle sind in vielen Anwendungsbereichen ein beliebtes und
mitunter faszinierendes Mittel zur Beschreibung mehr oder minder komplexer zu-
fallsabhéngiger Sachverhalte. Thre Faszination beziehen sie vor allem aus der Ein-
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fachheit des durchzufiihrenden Experiments, das schlicht im Ziehen von Kugeln
besteht. Doch ldsst sich dies in derartig mannigfaltiger Weise bewerkstelligen (eine
oder mehrere Ziehungen von einer oder mehreren Kugeln mit oder ohne Zuriickle-
gen aus einer oder mehreren Urnen), dass in der Tat selbst dullerst komplexe stocha-
stische Phidnomene durch sie modelliert werden kdnnen.

Die folgenden beiden Modelle, von denen wir das erste bereits aus 2.1.6 kennen,
dienen der Beschreibung der Diffusion von Teilchen:

Ehrenfest-Modell

Aus einer Urne mit 2N Kugeln der Farbe rot oder schwarz wird sukzessiv immer
eine Kugel gezogen und durch eine Kugel der jeweils anderen Farbe ausgetauscht.
Bezeichnet M,, die Anzahl roter Kugeln nach n Ziehungen, so bildet M = (M,,),>0
eine EMK mit Zustandsraum . = {0, ...,2N} und Ubergangswahrscheinlichkeiten

1‘5@ falls j=i+1,
pij = é§, falls j=i—1,
0, sonst.

Auf den ersten Blick scheint dies ein anderes Modell als das in 2.1.6 zu sein. Zum
einen war dort der Zustandsraum {—N,...,0,...,N}, zum anderen hatten wir es mit
zwei Urnen A und B statt mit nur einer zu tun. Eine Umbenennung der Zustéinde (i —
i+ N fiiri = —N,...,N) sowie die Identifikation der roten bzw. schwarzen Kugeln
hier mit denen in Urne A bzw. B dort sollte den Leser aber von der tatsiachlichen
Aquivalenz der beiden Modelle iiberzeugen.

Es handelt sich erneut um einen Geburts- und Todesprozess mit endlichem Zu-
standsraum, der aulerdem offenkundig irreduzibel und damit positiv rekurrent ist.
Es folgt die Reversibilitidt im Gleichgewicht, und die stationére Verteilung ergibt
sich vermoge (2.93) und (2.94) leicht zu

2N\ 1 .
T, = ( ; )22]\/’ l:O,...,ZJV7

dh. = Bin(2N, ).

Die Physiker P. und T. EHRENFEST im Jahr 1907 und spédter SMOLUCHOWSKI im Jahr
1916 benutzten das Modell, um ein scheinbares Pardoxon, aufgezeigt von Zermelo, zu er-
kldren, das um die Jahrhundertwende BOLTZMANNS kinetische Theorie der Materie zu
zerstoren drohte. In der kinetischen Theorie bildet Wéarmeaustausch einen zufilligen Pro-
zess, in der Thermodynamik dagegen einen geordneten, irreversiblen Vorgang gegen einen
Gleichgewichtszustand. Im vorliegenden Modell wird dieses Gleichgewicht erreicht, wenn
die Temperaturen beider Korper (zumindest approximativ oder makroskopisch) iiberein-
stimmen, d.h. die Anzahl roter und schwarzer Kugeln iibereinstimmen. Andererseits gilt
in einem kinetischen Modell wie diesem wegen der Rekurrenzeigenschaft, dass das Sy-
stem vom thermodynamischen Gleichgewicht i = N irgendwann in einen Zustand extremen
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Ungleichgewichts (i = 0 oder i = 2N) zuriickkehrt. Es war POINCARE, der als erster nach-
wies, dass jedes statistisch-mechanische System diese Eigenschaft besitzt, und man glaubte
dies im Widerspruch zur Irreversibilitit in der Thermodynamik. Kurioserweise bildete eines
der Hauptanliegen der kinetischen Theorie, ausgehend von der Molekulartheorie der Mate-
rie, das bessere Verstidndnis der Thermodynamik, die eine weitgehend phianomenologische
Theorie auf makroskopischer Skala darstellt.

Ein Blick auf die stationdre Verteilung zeigt, dass unter dieser eine in etwa gleichgrof3e
Anzahl roter und schwarzer Kugeln wesentlich wahrscheinlicher ist als ein starkes Uberge-
wicht der einen oder anderen Farbe. Insbesondere gilt im Mittel gerade

Ez(M,—N) = 0,

und man kann ferner leicht zeigen, dass unter beliebigem P; fiir die Abweichung M, — N

Ei/(M,—N) = <1—%>n(i—N), (2.96)

also fiir n — oo exponentielle Konvergenz gegen 0 vorliegt. Bezeichnet 7 im physikalischen
Modell die Austauschfrequenz pro Sekunde, so hat man n = ¢ Uberginge (Ziehungen) im
Zeitraum ¢. Mit v =log(1 — ﬁ)r erhilt man so in (2.96) das Newtonsche Abkiihlungsgesetz:

E{(M,—N) = (i—N)e". (2.97)

Der Grund fiir dieses Mittelwertverhalten besteht in einer starken Asymmetrie der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten p; ;1 und p;;_i, die aber nicht im Widerspruch zur Reversibi-
litat des ablaufenden Prozesses steht. Letztere erfordert namlich eine Symmetrie der ge-

meinsamen Verteilungen,
(Mnr---«,Mmm) — (Mn\m-,----Mn>
P = Pz

fiir alle n,m, und besagt anschaulich, dass es keinen Unterschied macht, ob man den Pro-
zess riickwirts oder vorwirts ablaufen lédsst. Zustinde starken Ungleichgewichts wird man
in jedem Fall duferst selten sehen, und ausgehend von solchen, besteht zeitlich in beiden
Richtungen ein exponentieller Trend zum Gleichgewicht, manifestiert durch (2.96) oder
(2.97). Fiir eine weitergehende Diskussion des Themas I=° [60].

Bernoulli-Laplace-Modell

Eine Variante zum vorherigen Modell sieht wie folgt aus: Es befinden sich 2N Ku-
geln, davon N rot und N schwarz, je zur Hélfte in zwei Urnen A und B. Eine Ziehung
besteht darin, aus jeder Urne eine Kugel auszuwihlen und sie in die jeweils andere
Urne zu legen. Sei M,, die Anzahl roter Kugeln in Urne A nach n Ziehungen. Dann
bildet M = (M,) >0 wiederum einen Geburts- und Todesprozess mit Zustandsraum
& ={0,...,N}. Seine Ubergangswahrscheinlichkeiten folgen mittels elementarer
Kombinatorik:

(N—i)?/N?, falls j=i+]1,

2i(N —i)/N?, falls j =i,

i2 /N, falls j=i—1,

0, sonst.
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M ist damit offenkundig irreduzibel, aperiodisch und positiv rekurrent, also ergo-
disch und auch reversibel. Als stationédre Verteilung erhilt man vermoge (2.93) und

(2.94)

() ()
(V)
d.h. = H(2N,N,N), die hypergeometrische Verteilung, die sich auch beim Ziehen

von N Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit 2N Kugeln, je zur Hilfte rot
und schwarz, ergibt.

W =

(2.98)

Wir hatten bereits in Unterabschnitt 2.1.7 recht ausgiebig eine andere Klasse von
Urnenmodellen diskutiert, die in der Populationsgenetik von Bedeutung sind. Wir
kehren nochmals kurz zu diesen zuriick:

2.9.3 Markov-Ketten in der Genetik

[==" 2.1.7] Die Modelle von Wright-Fisher und Moran dienen der Beschreibung der
Evolution einer endlichen Population von 2N Genen, die in zwei Typen a und A,
genannt Allele, auftreten konnen. Sofern keine Mutations- und Selektionseffekte
auftreten, lauten die Ubergangswahrscheinlichkeiten der jeweiligen EMK

Otiﬁh falls j=ix1,
_ (2N igaN-i ) o .
Pij = i o B bzw. pi; = S o +p7 fallsi=j,
0, sonst.

wobei o, =1—f; = ﬁ fiiri =0, ...,2N. Die Zustidnde 0 und 2N sind absorbierend,
insbesondere rekurrent, die iibrigen transient, wie man sofort einsieht. Damit tritt,
unabhingig von der Anfangsverteilung, Fixierung ein, und es stellt sich nur noch
Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das eine oder das andere Allel durch-
setzt. Zur Berechnung der Absorptionswahrscheinlichkeiten u; o und u; oy =1 —u; 0
unter P; konnte man natiirlich auf die Ergebnisse in Abschnitt 2.7 zuriickgreifen,
was allerdings einigen Rechenaufwand erforderte. Stattdessen verwenden wir eine
andere, wesentlich einfachere Methode, die darauf beruht, dass in beiden Modellen
E(M,|M,—, =i) =i, also insbesondere E;M,, =i fiir alle i =0,...,2N und n > 1 gilt
(dies bedeutet, dass (M,),>0 ein sogenanntes Martingal bildet, ein Prozesstyp, den
wir in Kapitel 4 einegehend studieren werden). Aufgrund der f.s. Absorption folgt
auBerdem M,, - M., P;-f.s. fiir alle i = 0, ...,2N, wobei M., nur die Werte 0 und 2N
mit Wahrscheinlichkeit u; o bzw. u; oy annimmt. Kombiniert man dies, ergibt sich
mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (. endlich)

i = limEM, = EsMe = (1—u;p)2N,

n—oo

und somit
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i
2N’
Es liegt der Versuch nahe, dieselbe Methode auch im Wright-Fisher-Modell mit

Selektionsdruck zu verwenden (o, B; gemiB (2.6)), was aber daran scheitert, dass
man E;M,, nicht in verwertbarer Form berechnen kann.

Ui = 1—% und oy = (2.99)

2.9.4 Ein Bedienungssystem mit konstanten Bedienungszeiten

[==" 2.1.11] Wir fassen noch einmal die wesentlichen Fakten des in 2.1.11 vorge-
stellten Bedienungssystems zusammen: Kunden, die das System betreten, reihen
sich in die Warteschlange ein, wenn der Bedienungsschalter besetzt ist. Der Server
arbeitet in einem festen Zeittakt; das soll heilen, die Zeitachse ist in Intervalle (Be-
dienungsperioden) der Linge 1 eingeteilt, wobei am Anfang jeder Periode der erste
Kunde in der Schlange (sofern das System nicht leer ist) an den Schalter tritt und
wihrend dieser Periode bedient wird. Die Bedienungszeit pro Kunde betrégt also
stets eine Zeiteinheit, und der Arbeitsmodus ist “first in first out”. Fiir n > 1 be-
zeichne M,, die Anzahl wartender Kunden am Ende und X,, die Anzahl ankommen-
der Kunden wihrend der n-ten Bedienungsperiode. Wir nehmen an, dass (X,)n>1
eine unabhingige Folge identisch gemdB & = (py)i>0 verteilter ZufallsgroBen bil-
det. (X,,)n>1 sei auBerdem unabhingig von My, dem Anfansgzustand des Systems.
Wir hatten bereits festgestellt, dass (M,,),>0 eine DMK bildet mit Zustandsraum Ny
und Ubergangswahrscheinlichkeiten

pij = P(My1 = jIMy =i) = PXop1 =j—(i—1)") = pj_g_iy+  (2.100)

fiir alle j+1 > i > 0. Wir wollen im Folgenden die intuitiv naheliegende Vermutung
beweisen, dass (M,),>o eine stationdre Verteilung besitzt, also asymptotisch stabil
ist, wenn die mittlere Anzahl der pro Bedienungsperiode eintreffenden Kunden u :=
Y i>1kpy kleiner als 1 ist. Um Trivialfélle auszuschlieBen, setzen wir 0 < po < po +
p1 < 1 voraus.

Wie der Leser leicht nachpriift, ist die Kette irreduzibel und aperiodisch (pgy =
po > 0). Ergodizitit liegt also genau dann vor, wenn es ein endliches stationdres Maf}
7 gibt. Angesichts der wenigen Voraussetzungen an die Verteilung (p;) ;>0 wird es
uns zwar unmoglich sein, 7 vollstindig zu bestimmen, dennoch lassen sich mit-
tels erzeugender Funktionen eine Reihe wichtiger Informationen gewinnen. Neh-
men wir an, dass eine Losung 7 der Invarianzgleichungen mit 7y > 0 existiert und
setzen

I(s) = Z ms' und F(s) = Zpisi, s€[0,RA1),
>0 >0
wobei wir ferner unterstellen, dass der Konvergenzradius R von IT positiv ist.
Vermoge der Invarianzgleichungen sowie (2.100) ergibt sich zwischen diesen Funk-
tionen die Beziehung
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jH1 ‘
OGs) = Y | Y mpij | &
720 \i=0
j+l ‘ '
=Y Y mpj-irn1s) + MY, pjs’
i20i=1 )
= ZﬂiSFl Y pi—in1sT T 4 mF(s)
i>1 S

= sil(H(s)—no)F(s) + mF (s)

und daraus fiir s € [0,RA 1)

1—s)F(s F(s 1-F(s)\"
(s) = %;@))f)::ITL%Q - ¥ ()

1—F(s)
1—s

1—F(s)
1-s

Da
F'(1-) = u, folgen R = sup{s : 1=F) 1} > 1, falls u < 1, sowie & > 0,

l1—s

= Yu>0(Xj>n pj)s", wie man leicht nachrechnet, und limg;

ni-) = -

[y
und schlieBlich die positive Rekurrenz genau dann, wenn p < 1 gilt. Fiir die stati-

onire Verteilung 7* mit erzeugender Funktion IT*(s) ergibt sich mittels Normierung
(Ir(1-)=1)

(1-w)(1 —9)F(s)
F(s)—s ’

iy = 1—p und II*(s) = s€[0,1).

7 gibt zum einen die Wahrscheinlichkeit im Gleichgewicht an, mit der der Bediener
in einer Periode unbeschiftigt ist (Leerperiode), zum anderen wegen

lim
n—eo p+ 1

n
Y 10y = i Pifs
k=0

fiir alle A € #2(Ny) (Satz (2.33)) auch den langfristigen Anteil von Leerperioden.
Eine weitere wichtige Grofle ist die mittlere Anzahl wartender Kunden im
Gleichgewicht, gegeben durch den Erwartungswert Y ;~ok7; = IT*'(1—) von &*.
Statt jedoch die Ableitung von IT* zu betrachten, greifen wir auf eine andere Cha-
rakterisierung der stationdren Verteilung zuriick, die sich aus der Beziehung (2.8),
nidmlich
My = (Mn - 1)+ + Xt

ergibt. Da M), und X,,; | unter jedem [P, unabhingig sind, gilt offenbar unter P+

MEM-1)"t+Xx, (2.101)
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wobei (M, X) L &. Eine solche Beziehung nennt man stochastische Fixpunkt-
gleichung. Bilden wir auf beiden Seiten den Erwartungswert, erhalten wir

EM = E(M—1)"+pu = E(M—1)1ym0+1 = EM—P(M >0)+p
und somit die schon bekannte Beziehung
1-m = P(M>0) = p.

Um an den Wert von EM heranzukommen, betrachten wir als nichstes das zwei-
te Moment unter Voraussetzung von  := EX? = Y1 k?pj < co. Es ergibt sich
vermoge (2.101)

EM? = EM? +P(M > 0) — 2EM 4+ EX? 4+ 2EX (EM — EX)
= EM? —2(1 — w)EM + up + (1 —2p)

und somit

2
knf = EM =
k>21 ¢ 2(1—p)

pa=2m)+p p, o
2 2(1—u)’

wobei 62 := uy — pu* = VarX. Man kann ferner zeigen, dass im Fall g, = oo auch
EM = o gilt. Beachten wir, dass ein Kunde, der zu Beginn der n-ten Bedienungs-
periode das System betritt, genau M,_; Kunden vor sich in der Schlange antrifft, so
folgt, dass EM +1 = Y >o(k+ 1)m gerade seine Wartezeit (inklusive der eigenen
Bedienungszeit) im Gleichgewicht angibt.

Abschlieend wollen wir uns der Frage nach dem Systemverhalten in den Fillen
“u =1"und “p > 1” widmen, wobei wir erneut auf die rekursive Gleichung (2.8)
zuriickgreifen. Wegen der Irreduzibiltit von (M, ),>0 geniigt es, den Zustand 0 zu
untersuchen. Bezeichnet 7(0) wie iiblich den Zeitpunkt des ersten Eintritts (> 1) in
diesen Zustand, und ist My = 0, so folgt wegen M,, > 1 fiir 1 <n < 7(0)

M, = X; auf {T(O) > 1}7 My = (Ml - 1)+X2 = X1+Xp—1 auf{T(O) > 2}

sowie allgemein

M, = (Zxk> —(n—1) = 1—|—i(Xk—1)auf{‘L'(0)2n}.
k=1 k=1

Damit erhalten wir fiir alle n > 1 (immer My = 0 vorausgesetzt)

n

{t(0)>n} = {M; >1,...M,>1} = {Z(Xk—1)20,1§kgn} = {0 >n},
k=1

wobei 6= :=inf{n > 1:Y]_,(Xy — 1) < 0} den sogenannten ersten streng ab-
steigenden Leiterindex des in 0 startenden diskreten Random Walks (=5 2.1.10)
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(X} (Xx — 1))n>0 bezeichnet. Insbesondere gilt somit
f&):PQ(T(O) <°°) =P0(0'< <°°) und Ugo ZE()‘L'(O) =FEo~.

Wir werden in [4, Satz 1.13] zeigen, dass

>0 P(o= <o) <1,
p—1=EX -1){=0 & ({P(0<<ow)=1Ec< =00 (2.102)
<0 P(o< <o) =1, E0~ <

Also ist 0 und damit auch (M,,),>o genau dann positiv rekurrent, null-rekurrent bzw.
transient, wenn i < 1, u =1 bzw. u > 1 gilt.

2.9.5 Das DM/DM/1-Bedienungssystem

Auch das folgende Modell stammt aus der Warteschlangentheorie. Stellen wir uns
vor, Kunden betreten ein Bedienungssystem nur zu diskreten Zeitpunkten 0, 1,2, ...
Eine solche Situation liegt beispielsweise in digitalen Telekommunikationsnetzen
vor, in denen sogenannte Datenpédckchen (“packets’) die Kunden bilden und in fe-
sten Zeitschlitzen (“time slots”) iibertragen werden. Es gebe einen Bedienungsschal-
ter, vor dem sich eintreffende Kunden in die Schlange einreihen, wenn dieser besetzt
ist. Sie werden der Reihe nach bedient (FIFO).

Seien Ty = 0 der Beobachtungsstartpunkt, 77,7, ... die Ankunftszeiten der suk-
zessiv eintreffenden Kunden 1,2,... mit zugehorigen Zwischenankunftszeiten A; =
T\,Ay =T, —T,... sowie By,B;, ... die zugehorigen Bedienungszeiten. Ferner be-
zeichne My die Anzahl der wartenden Kunden zum Zeitpunkt O (inklusive des
gerade am Schalter stehenden), B_p,+1,...,Bo deren Bedienungszeiten und Vy =
22/1:01 B_ 4« die zugehorige anstehende Arbeit, gegeben durch die fiir sie insge-
samt bendtigte Bedienungszeit. Es werden folgende Annahmen gemacht:

(Al) A;—1,A2—1,... sind stochastisch unabhédngig und jeweils geometrisch ver-
teilt mit Parameter o € (0,1), d.h. P(A| =n) = o(1 — )" ! fiirn € N.

(A2) B, —1, n€ Z, sind stochastisch unabhéngig und jeweils geometrisch verteilt
mit Parameter § € (0,1), d.h. P(B; =n) = B(1— )" ! firn € N.

(A3)  (An)n>1,(Bn)n>1 und (Mo, Vo, (By)n<o) sind stochastisch unabhéngig.

Beachte, dass EA; = 1/a und EB; = 1/f. Als weitere Bezeichnungen fiihren wir
ein (n € Np):

M,  Schlangenlinge zum Zeitpunkt n = Anzahl der wartenden Kunden zum Zeit-
punkt 7.

W,  Wartezeit des n-ten Kunden, bis er zum Schalter vorgelassen wird.

|4 Anstehende Arbeit zum Zeitpunkt n, auch virtuelle Wartezeit genannt, da sie
im Fall eines zum Zeitpunkt n eintreffenden Kunden dessen Wartezeit an-
gibt).
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p Verkehrsintensitdt, gegeben durch EB; /EA| = a /.

Betrachten wir die Folge (M,,),>0 und argumentieren zunichst, dass diese eine
zeitlich homogene DMK bildet. Befinden sich i > 1 Kunden zum Zeitpunkt » in der
Schlange, so ist klar, dass M), nur die Werte i — 1,7 und i 4 1 annehmen kann, und
zwar gilt:

i—i—1 <« zum Zeitpunktn+1 trifft kein neuer Kunde ein, und der am Schal-
ter stehende Kunde verlédsst das System.

i—i+1 <« zumZeitpunktn+ 1 trifft ein neuer Kunde ein, und der am Schalter
stehende Kunde wird weiter bedient.

i—1i < zum Zeitpunktn+ 1 trifft kein neuer Kunde ein, und der am Schal-

ter stehende Kunde wird weiter bedient; oder es trifft ein neuer
Kunde ein, und der am Schalter stehende Kunde verlisst das Sy-
stem.

Im Fall “i = 0” (System leer) entfillt offenkundig die Moglichkeit “i — i —1".

Mit welchen bedingten Wahrscheinlichkeiten die drei Varianten eintreten, hingt
ab von den bedingten Verteilungen der verbleibenden Wartezeit bis zur Ankunft des
néchsten Kunden, 7'(n) — n, und der verbleibenden Bedienungszeit des zum Zeit-
punkt n am Schalter stehenden Kunden, B(n) —n (:= 0, falls System leer), d.h. B(n)
gibt den Zeitpunkt an, zu dem dieser Kunde das System verlésst. Es gilt ndmlich
offenbar die rekursive Beziehung

Myy1 = My+ 1) —n=1) — 1{B(n)—n=1}- (2.103)

Die o-Algebra .#, der bis zum Zeitpunkt n beobachtbaren Ereignisse (verfiigbare
Information) wird erzeugt von (Mp,Vp), den Ankunftszeiten aller Kunden im Inter-
vall (0,n], den Bedienungszeiten aller bis zum Zeitpunkt n vollstindig bedienten
Kunden sowie von der bereits verstrichenen Bedienungszeit des gerade am Schal-
ter stehenden Kunden, vorausgesetzt M, > 1. Leider ldsst sich dies formal nicht
so einfach prazisieren, wie der Leser bei einem Versuch sehr schnell merken wird.
Nichtsdestotrotz ist aufgrund der Unabhingigkeitsannahmen intuitiv klar, dass die
Variablen T (n) —n und B(n) —n bedingt unter .%, wieder unabhiingig sind mit der-
selben Verteilung wie A bzw. B; (falls das System nicht leer ist), letzteres wegen
der Geddchtnislosigkeit der geometrischen Verteilung (%= [2, Satz 38.4]).

Der formale Nachweis dieser intuitiv offenkundigen Tatsache bereitet Studenten erfah-
rungsgemil gewisse Schwierigkeiten. Wir fiigen ihn hier deshalb fiir die 7'(n) — n ein und
notieren als erstes, dass

T(n)—n = Tey—n = Y Ygmyemy (Tu —n),

m>1

wobei T(n) := inf{m > 1: T,, > n}. Da Ankunftsprozess und Bedienungszeiten nach Vor-
aussetzung unabhiingig sind und da T'(n) —n = Ag(,) — (n — Ty~ ), folgt nun unter Be-
achtung der .7, -Messbarkeit von n — Ty,

P(T(n) —n > klt(n), F) = P(Agm) > k+ (1 — Tpmy—1)|7(n),n— Triy—1)
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und dann weiter

P(Acny = k+ (n—Tegy—1)|T(n) = mn— Ty = 1)
= P(Ap > k+D)|An > Ln—Ty =1)
=PAn>k+1D)|An >1)
=PAn>k) = P(A; >k)

firallem > 1,/=0,...,nund k > 0, wobei die letzte Zeile aufgrund der besagten Gedéchtnis-
losigkeit der geometrischen Verteilung gilt. 7' (n) — n ist also unabhingig sowohl von .7, als
auch 7(n) und besitzt die behauptete Verteilung.

Mittels (2.103) folgt nun leicht, dass (M,,),>o beziiglich (.%,),>0 einen Geburts-
und Todesprozess bildet mit der Ubergangsmatrix

11—« a 0 0
B(l—o) af+(1—oa)(1—P) a(l-p8) 0
P= 0 B(1-a) af+(1—oa)(1-pB) a(l—p)

Eine andere Herleitung basiert auf der folgenden Beschreibung der Gedachtnislo-
sigkeit: Die Annahme geometrisch verteilter (mit Parameter o) Zwischenankunfts-
zeiten ldsst sich auch dadurch charakterisieren, dass in jedem Zeitschlitz unabhéngig
vom vorherigen Geschehen mit Wahrscheinlichkeit « ein Kunde das System betritt.
Entsprechend implizieren geometrisch verteilte (mit Parameter ) Bedienungszei-
ten in Kombination mit (A3), dass in jedem Zeitschlitz, wiederum unabhingig vom
bisherigen Geschehen sowie davon, ob ein neuer Kunde eintrifft oder nicht, die Be-
dienung eines Kunden mit Wahrscheinlichkeit 8 abgeschlossen wird, vorausgesetzt
natiirlich, das System ist nicht leer. Wir gelangen so erneut zur Identitit (2.104)
mit bedingt unter .%, unabhingigen Bernoulli-Variablen Y, | := 1(7(n)—n=1) und
Zn+1 = 1{B(n)—n=1} fiir n Z 0, wobei

PYitl?n = Bin(1,) und  PZ117n =10 18 + 1y, 1) Bin(1, B).

Wegen 0 < o, 8 < 1 ist (M,),>o offensichtlich irreduzibel und aperiodisch und
nach unseren Uberlegungen in Beipsiel 2.77 genau dann ergodisch, wenn

poip12- - Pi-1,i

L (ai=p)Y
;p10p21'~-~'l7i,i—1 N 1—ﬁi>zi(ﬁ(1—a)) ’

also p < 1 gilt. Wie der Leser mittels (2.94) leicht selbst nachrechnen kann, bildet

o >

l—p(1-B\', .
- 1— - ! > .
o) l1—p und m =B (1pﬁ)p’ i>1, (2.104)

in diesem Fall die eindeutig bestimmte stationdre Verteilung, und (M,,),>o ist unter
P, reversibel.
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Betrachten wir als nichstes die Fille “p = 1” und “p > 17, wobei wir auf die
Analogie der folgenden Argumentation zu der im vorherigen Beispiel hinweisen.
Aufgrund der Irreduzibilitét liegt Transienz genau dann vor, wenn

1—fiy = Pi1(M, > 1fiirallen>0) > 0.
Wir setzen Uy, = By + ... + B, fiir n > 1. Dann gilt
1—fio = P(T1 <By,T» <By+By,...) = P(U,—T, > O0fiirallen > 1).

(U, — Ty)n>1 bildet einen diskreten Random Walk mit den unabhingigen, identisch
verteilten Zuwichsen B,,_1 — A, die im Fall “p > 1” positiven Erwartungswert be-
sitzen, im Fall “p = 1” dagegen symmetrisch sind mit Erwartungswert 0 und endli-
cher positiver Varianz. Nach [2, Satz 38.1] folgt deshalb in letzterem Fall

Uu,—T,
P, <liminf"” :—oo) =1

e /2

und damit weiter

X . . U —T,
1—fio = Py(U,—T, >0fiirallen>1) < P, <llrll’1i>1°1<”lf "‘1]/2" 20) = 0,

d.h. die Null-Rekurrenz von (M, ),>o. Falls p > 1, ergibt sich dagegen in der Tat
Transienz, denn mit 6< :=inf{n > 1 : U, — T, < 0} folgt unter Hinweis auf (2.102)
[ersetze dort EX; — 1 durch E(By —A;)]

1—fip = P(65 =) > 0.

Auch die Folgen (W,,),>0 und (V,),>0 bilden DMK beziiglich der eingangs an-
gegebenen Filtration (.%,,),>0, denn

Wort = Wu+By—Au1)™ und Vi = (Va—1)"+Y, 1By, (2.105)

fiir alle n > 0, wie man leicht einsieht, und sowohl B, — A, als auch Y,,HBT(,,)
sind unabhingig von .%, mit einer von n unabhingigen Verteilung. Betreffend
Yo 1By (n) = (To(ny — 1)By(y) sollte der Leser allerdings selbst nachpriifen, dass in
der Tat

(Yn+laBr(n)) < Bin(l’a) QP

gilt. (W,),>0 und (V,,)n>0 sind ebenso wie (M,),>¢ irreduzibel und aperiodisch.

Aufgrund der konkreten Bedeutung der Variablen W, und V), ist klar, dass diese
nur dann gegen eine Gleichgewichtsverteilung konvergieren konnen, wenn dies fiir
M, gilt, wenn also p < 1. Wir betrachten im Folgenden nur die Kette (W,),>0 und
setzen X,, = B,,_| — A, sowie S, = X| +...+ X, fiirn > 1. Sei Sy = 0. GemaB (2.105)
gilt dann

Wit = (Wn +Xn+1)+ = max{W,, +Xn+170} (2.106)
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fiir alle n > 0. Vorausgesetzt Wy = 0, liefert eine einfache Induktion iiber n
W, = max{S,—S;:0<j<n}

und folglich
W, £ max{So,...,Sp} (2.107)

fiir alle n > 0, weil die X, unabhingig und identisch verteilt sind. Allgemein nennt
man eine Folge (W,),>0, die zu gegebenem Random Walk (S,),>o die Beziehung
(2.106) erfiillt, den von (S, ),>0 erzeugten Lindley-Prozess.

Gilt nun p < 1, d.h. EX; <0, folgt S,, — —co f.s. und somit

oo P-fs.
max{So,...,S,} T Tﬁé‘s" < s
Unter Verwendung von (2.107) zeigt dies

W, -4 maxs;, (2.108)
k>0

also die erwartete Ergodizitit der Kette mit stationédrer Verteilung P(maxg>( Sy € -).
Bezeichnet W irgendeine Zufallsgrofle mit dieser Verteilung und X eine von W un-
abhingige Kopie von Xj, so folgt aus (2.106) unter Hinweis auf die Unabhéngig-
keit von W, und X, sowie Benutzung [2, Satz 36.11] die sogenannte Lindley-
Gleichung

WL W+x)*t

Falls p = 1 bzw. > 1, ergibt sich, ebenfalls in Analogie zu (M,),>0, die Null-
Rekurrenz bzw. Transienz von (W,,),>0. Wir wollen darauf jedoch nicht weiter ein-
gehen, sondern unsere Untersuchung an dieser Stelle beenden.

Ein Wort noch zur Bezeichnung “DM/DM/1”, die auf der sogenannten Kendall-
schen Notation zur Kurzcharakterisierung von Bedienungssystemen basiert. Das er-
ste Symbol beschreibt den Typ des Ankunftsprozesses, das zweite den der Bedie-
nungszeiten. Die Zahl an der dritten Position gibt die Anzahl der Bedienungsschal-
ter an. “DM” steht fiir “discrete Markovian”. Bezeichnet nimlich N, die Anzahl
der erschienenen Kunden bis zum Zeitpunkt n, so bildet (N,),>0 genau dann ei-
ne Markov-Kette, wenn die Zwischenankunftszeiten geometrisch verteilt sind (bei
Verschiebung um —1). Der Grund: Die unter .%, bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir,
ob zum Zeitpunkt n+ 1 ein Kunde das System betritt (N,+; = N, + 1) oder nicht
(Npt1 = Np), hingt i.A. von der bereits verstrichenen Zeit seit der letzten An-
kunft eines Kunden ab, die offenbar eine Funktion von Ny, ..., N, bildet, nicht aber
von N, allein. Nur wenn diese verstrichene Wartezeit irrelevant ist, d.h., im Fall
geddchtnisloser Zwischenankunftszeiten, fiihrt das Bedingen unter N, zur selben
Wahrscheinlichkeit wie das Bedingen unter .%,, oder Ny, ..., N,. “DM” an der ersten
Stelle steht also fiir geometrisch verteilte Zwischenankunftszeiten, entsprechend an
der zweiten Stelle fiir geometrisch verteilte Bedienungszeiten. Wir werden spéter
als Pendant in stetiger Zeit das M/M/I-Bedienungssystem mit exponentialverteil-
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ten Zwischenankunfts- und Bedienungszeiten kennenlernen. Dabei bedeutet “M”
gerade “Markovian”.

Der in den beiden letzten Beispielen zu Tage getretene Zusammenhang zwischen
der Stabilitiit der betrachteten Bedienungssysteme und dem Verhalten bestimmter
eingebetteter Random Walks mit unabhingigen identisch verteilten Zuwéchsen ist
kein Zufall, sondern in vielen Anwendungsbeispielen von entscheidender Bedeu-
tung, so auch im néchsten. Ein Blick auf die noch unbewiesene Aussage (2.102)
zeigt andererseits, dass es sich hier um Eigenschaften handelt, die nicht aus den
schon bekannten, klassischen Grenzwertsitzen folgen. Kapitel 6 befasst sich des-
halb eingehender mit derartigen Fragestellungen, die gewisse zyklische Verhaltens-
muster von Random Walks betreffen und im weiteren Sinne in den Bereich der
Erneuerungstheorie fallen.

2.9.6 Ein Lagerhaltungsmodell

[==" 2.1.12] Wir betrachten ein Lager fiir irgendein laufend nachgefragtes Gut mit
Kapazitit § € N und Anfangsbestand M. Die pro Periode eingehenden Bestellun-
gen X1, Xz, ... seien unabhingig und identisch gemiB (py x>0 verteilt (po < 1) so-
wie unabhingig von M. Fillt der Bestand am Ende einer Periode auf ein Niveau
< s < S, wird das Lager sofort wieder aufegfiillt, d.h., auf den Bestand S aufge-
stockt. Wie bereits in 2.1.12 festgestellt wurde, ergibt sich der Lagerbestand M,, am
Ende der n-ten Periode dann zu

M o— M, —X,, fallss<M, <S8
" S—X,, falls M,,_; <s

fiir alle n > 1 und bildet eine DMK mit Zustandsraum {S,S—1,...,1,0,—1,...} und
Ubergangswahrscheinlichkeiten

| PXuy1=i—j) = pioj, fallss<M,<S
Dij PXpp1 =8S—j) = ps—j, fallsM,<s ’

Um die nachfolgende Diskussion zu vereinfachen, setzen wir voraus, dass sdmtliche
P positiv sind, was offenkundig die Irreduzibilitit und Aperiodizitéit von (M,,),>0
nach sich zieht.

Liegt der Lagerbestand in aufeinanderfolgenden Perioden n,...,n + k stets zwi-
schen s und S, verhiilt sich M,, wie ein Random Walk, denn es gilt dann offenkundig
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Mn+1 = Mn_Xn-Ha
Mn+2 = Mn_Xn+l _XnJrZa

k
My =M, — ZXnJrj-
j=1

Wegen EX; > 0 fillt der Bestand aber stets nach endlicher Zeit unter die kritische
Marke und fiihrt zu einer Aufstockung (Beginn eines neuen Lagerzyklus’). Damit
sollte intuitiv bereits klar sein, dass (M,),>0 in jedem Fall rekurrent ist. Zur Unter-
mauerung definieren wir 7y = 0 und

T, = inf{k>T,_1 : My < s}

fiir n > 1. Jedes T, markiert also den Beginn eines neuen Lagerzyklus’, und es gilt
auflerdem
My, = S—Xr, (2.109)

fiir alle n > 1. Aus [4, Satz 1.9], den wir an dieser Stelle ohne Beweis voraussetzen,
folgt weiter:

(i) Fiir jedes n > 1 bildet X7, , X7, 1, ... eine Folge unabhiingiger und identisch wie
X verteilter Zufallsgrofen.
(ii) Die Segmente (X7, ,...,Xr,,, 1), n > 0, sind unabhéngig und fiir n > 1 iden-
tisch verteilt, woraus insbesondere folgt:
(iii) Ty41 — Ty, n > 0, sind unabhingig und fiir » > 1 identisch verteilt.

Wegen (ii) und (2.109) sind natiirlich auch die Mr,, n > 1, unabhiingig und iden-
tisch verteilt, wobei
P(Mp, =S—k) = px (2.110)

fiir alle n > 1 und k£ > 0. Unter Hinweis auf p; > 0 liefert das Lemma von Borel-
Cantelli (Lemma 34.4 in [2])
PMp, =S—kuo.) =1

fiir alle £ > 0 und folglich die Rekurrenz der Kette (M,,),>¢. Dass sie sogar ergodisch
ist, sieht man wie folgt:
Firk=0,....,T,4+1 —T,—1,n > 1, gilt gemif (2.109) und (2.110)

k
My = S— Y Xr,4j,
=0

so dass

k
Too1 —T,—1 = inf{k>0:S— Y Xg,4; <}
Jj=0
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k
= inf{kzo: Y Xp,4; >S—s}

Jj=0

fiir alle n > 1. Aufgrund dieser Darstellung der 7,41 — T, — 1 als Erstaustritts-
zeiten fiir die Partialsummen der unabhidngigen und identisch wie X; verteilten
X1, X1,41,... (% (1)) erhalten wir gemdB Lemma 2.32 p := E(T,4; —T),) <
(n > 1). Damit liegt nun folgende Situation vor: (M,),>¢ zerfillt in die unabhéngi-
gen Zyklen

Zn = (MT»H"'?MTnﬂfl)v nZO,

die fiir n > 1 ferner identisch verteilt sind mit mittlerer Lange y. Im Unterschied
zu denen in Unterabschnitt 2.2.3, die sich vermoge Riickkehr in einen rekurrenten
Zustand ergaben, hat hier M7, , die Variable am Zyklusanfang, keine Einpunktver-
teilung, sondern die Verteilung § := (ps_i)r<s auf {S,S—1,...} (5 (2.110)). Wir
iiberlassen es dem Leser zu zeigen, dass nichtsdestotrotz durch

T -1
= EC<Z Ly, — J}> jeis,..,1,0,—1,..},

die eindeutig bestimmte stationdre Verteilung definiert wird. Er kann hierzu etwa
den Invarianzbeweis in Satz 2.30 durchgehen und {iiberpriifen, dass dieser giiltig
bleibt.

Ein Nachfrageiiberhang liegt vor, wenn am Ende der Periode der Lagerbestand
kleiner als O ist. Folglich bezeichnet

. 1 al . (N)
NN (,,ZOI{MM}) = Clim 2 py

die langfristig mittlere Anzahl von Perioden mit Nachfrageiiberhang unter P;. Da
(M) >0 ergodisch ist, folgt

C- hm Zp = hm sz/ Zﬂj
j<0
fiirallei € {S,...,1,0,—1,...}. Entsprechend erhalten wir, dass

N

1 . (N)
131350N7+1 EM, = C- lim EMy = C- hnlojgjpij

den mittleren Lagerbestand unter IP; im Zeitablauf angibt. Um jedoch aus M,, Lr

die naheliegende Aussage

C-lim EMy = lim E:My = j;sf”f
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zu schlieBen, bedarf es bekanntlich (5= [2, Satz 50.5]) des Nachweises der gleich-
gradigen Integrierbarkeit der M,, unter IP;, wozu uns an dieser Stelle noch die Mittel
fehlen. Wir verweisen auf [4, Unterabschnitt 1.10.4], wo auf der Grundlage von
Erneuerungstheorie iibrigens auch eine Aussage iiber die Gestalt der stationédren
Verteilung gewonnen wird.

2.9.7 Der Galton-Watson-Verzweigungsprozess

[==" 2.1.13] Wir betrachten eine Population, in der Individuen derselben Generation
unabhingig voneinander und von denen der vorangegangenen Generationen Nach-
kommen produzieren, und zwar stets gemif3 derselben, sogenannten Reprodukti-
onsverteilung (pr)x>o0 mit Erwartungswert p, dem Reproduktionsmittel. Sei M,, die
Anzahl der Mitglieder der n-ten Generation (n > 0). Dann gilt

My
My = ) Xpk, n=0, (211D
k=1

wobei X, ; die Zahl der Kinder des k-ten Mitglieds der n-ten Generation bezeich-
net. Der obigen Beschreibung zufolge bildet (X, x),>04>1 eine Folge unabhingi-
ger und identisch gemiB (py)r>o verteilter ZufallsgroBen und M = (My,),>0 eine
DMK, genannt Galton-Watson-Verzweigungsprozess (GWP),mit Zustandsraum N
und Ubergangswahrscheinlichkeiten

py = i,
( pz(i)) >0 die i-fache Faltung von (py)i>0. Der Zustand 0 ist offenkundig absorbie-
rend und gleichbedeutend mit dem Aussterben der Population.

Zwei Fragen, die sich ganz natiirlich als erstes stellen, wollen wir im Folgenden
nachgehen:

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stirbt die Population aus?

2. Wie verhilt sich die Population im Limes, wenn sie {iberlebt?

Dabei setzen wir, um Trivialfille auszuschlieBen,
0<po<pot+pi <1

voraus. Da sdmtliche Individuen einer Generation, insbesondere also die Urahnen,
unabhingig voneinander reproduzieren, folgt

BY = (Bl
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fiir alle i € Ny, d.h.:
My
M, = Y MY, n>o0,
k=1
wobei M(1) = (M,El ) Yn0,M®) ... unter jedem P; stochastisch unabhiingige GWP mit
einem Urahnen und Reproduktionsverteilung (py)i>o bilden, die ferner unabhingig

von My sind. Bezeichnet nun ¢; die Aussterbewahrscheinlichkeit von M unter P;
und g = gy, so folgt unter Beachtung der Antitonie der Ereignisse {M,, =0}

qgi = Pt(U{Mn:0}>

n>0
= lim Pi(Mn = 0)
n—oo
= lim (MY =0,1 <k <i)
n—oo

= lim []Pi(M" =0)
n—oo k:l

= lim Py (M, =0)" = ¢".

n—soo

Es geniigt also, hiernach die Aussterbewahrscheinlichkeit g bei einem Urahnen zu
untersuchen. Da wir pg > 0 voraussetzen, ist g in jedem Fall positiv, denn

q = Pi(My=0) = P1(Xo, =0) = po.
Wir fiihren als néchstes erzeugende Funktionen ein und definieren

f(S) = IEISMl = ansn und fn(s) = EISM"

n>0

fiir s € [0,1] und n > 0, d.h. fo(s) = s. Unter Benutzung von (2.111) erhalten wir

My
Jur1(s) = ZEI (HSX""k M, :]> P (M, = j)
j=0 k=1
=Y E <fISX”"’> Py (M, = j)
>0 k=1
= L f(s)Pi(M, = j)
j=0

= Eif(s)" = fu(f(s))
und somit induktiv
fals) = fo..of(s) =t f"(s)

fiir alle s € [0, 1] und n > 0. Beziiglich der Aussterbewahrscheinlichkeit g ergibt sich
nun unter Benutzung der Stetigkeit von f und von P (M,, = 0) = f,,(0)
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g = lim £,(0) = lim f(f,1(0)) = f(lim f,1(0)) = f(q),

d.h. g ist ein Fixpunkt der erzeugenden Funktion f von (pi)i>o. Wir prézisieren
diese Aussage dahingehend, dass g sogar der kleinste Fixpunkt von f in [0,1] ist.
Aus a = f(a) folgt nimlich a = f;(a) fiir alle n > 0 und dann

a = lim fu(a) > lim £,(0) = ¢ > a.
Im Hinblick auf die erste obige Frage wollen wir nunmehr untersuchen, unter
welchen Voraussetzungen g = 1 bzw. ¢ € (0,1) gilt. Werfen wir dazu als erstes

einen Blick auf das mittlere Wachstum der Population: Eine dhnliche Rechnung wie
weiter oben fiir f,,1(s) liefert

J
EiM,i1 = Y E (mek) Py (M, = j)
k=1

Jj=0

= Z JuP1 (M, = j)
Jj=1

= .U'IEan

und folglich
]E]Mn = [.Ln

fiir alle n > 0. Im Fall g < 1 strebt demnach die mittlere Populationsgréf3e expo-
nentiell schnell gegen 0, und wir erhalten mittels der Markov-Ungleichung

Py(M,>1) < " = 0 (n— o),

also g = 1. Dagegen lassen die Fille 4 > 1 und p = 1, in denen die mittlere Po-
pulationsgrofle exponentiell explodiert bzw. bei 1 stagniert, keinen entsprechenden
Riickschluss auf den Wert von g zu. Stattdessen bedarf es eines genaueren Blicks
auf die erzeugende Funktion f.

u<l u=1 u>1

0.5 0.5 0.5

0.5 1 05 1 q 05 1

Abb. 2.12 Erzeugende Funktion im subkritischen, kritischen und superkritischen Fall.
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Wir weisen zunichst darauf hin, dass f und sidmtliche Ableitungen f', f”, ... auf
[0,1) nichtnegativ, monoton wachsend und strikt konvex sind. Ferner gilt f'(1—) =
limg; f'(s) = p. Im Fall “p = 17 folgt daraus

#ls) = £(0) + /0 P dr > /0 Py dr > s

fiir alle s € [0, 1), d.h. f besitzt nur den Fixpunkt ¢ = 1 auf [0, 1]. Dagegen besitzt
fim Fall g > 1 (und po > 0) genau einen Fixpunkt in (0,1), d.h. ¢ € (0,1). Die
Details kann sich der Leser leicht selbst tiberlegen, wobei zur Veranschaulichung
auf Abb. 2.12 verwiesen sei.

Wir fassen zusammen: Falls 0 < pg < pg+ p1 < 1, so gilt

U <1 (subkritischer Fall) qg=1
u =1 (kritischer Fall) = g=1 .
u > 1 (superkritischer Fall) O0<g<l1

Im kritischen Fall stirbt die Population somit f.s. aus, obwohl die mittlere Populati-
onsgrofe stets 1 betrdgt. Dies hat zur Konsequenz, dass E(M,|M,, > 0) fiir n — oo
gegen oo strebt. Eine lange Zeit iiberlebende kritische Population wird demnach im
Mittel sehr grof3 sein.

Ein Wort zur Berechnung von g im superkritischen Fall. Es gibt leider nur wenige
bekannte Reproduktionsverteilungen, fiir die sich der kleinste Fixpunkt der erzeu-
genden Funktion explizit durch Losen der Gleichung f(s) = s berechnen ldsst. Man
scheitert bereits bei der Poisson-Verteilung( f(s) = ¢“(~1)). Die gute Nachricht aber
lautet: Tteriert man f mit Startwert 0, berechnet also f(0), f(f(0)), ..., so konvergiert
diese Folge monoton und exponentiell gegen g. Dieses Verfahren lasst sich fiir jedes
in geschlossener Form gegebene f auf jedem PC programmieren. Eine Ausnahme,
fiir die g direkt berechnet werden kann, bildet der ‘“Zellteilungsfall”: p,, = O fiir alle
n > 3. Dann ist f(s) = po -+ p1s + pas* ein Polynom zweiten Grades, d.h. die Be-
rechnung von g erfordert das Losen einer quadratischen Gleichung. Der Leser priife
selbst nach, dass in diesem Fall g = po/p,, sofern u > 1.

Wenden wir uns der zweiten Frage zu, die nunmehr nur noch im superkritischen
Fall Relevanz besitzt. Da fiir alle £ > 1

P(M,,; # k fiir alle i > 1|M,, = k) > P(M, 11 =0|M, =k) = pk > 0,
ist jeder Zustand k > 1 transient, und es folgt
Py(M, #Ofirallen>1) = P1(M, — o), (2.112)

d.h. im Uberlebensfall strebt die PopulationsgroRe gegen oo. Ein GWP hat also nur
die Optionen auszusterben oder zu explodieren. Es stellt sich natiirlich als niachstes
die Frage nach einer priiziseren Beschreibung des Wachstums von M, im Uberle-
bensfall. Wegen [E;M,, = u”" liegt eine Untersuchung von u ="M, nahe, die sich er-
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folgreich im Rahmen von Martingaltheorie bewerkstelligen lésst. Es sei auf Beispiel
4.21 und Abschnitt 5.2 im zweiten Teil iiber Martingale verwiesen.

Wir beenden an dieser Stelle unsere Diskussion von GWP, versdumen es aber
nicht, darauf hinzuweisen, dass wir nur an der Spitze des Eisbergs gekratzt haben.
Wer Lust hat auf mehr, sollte die schon frither erwihnte Monographie von JAGERS
[36] oder die von ATHREYA & NEY [7] konsultieren.

2.9.8 Der Metropolis-Hastings-Algorithmus

Markov-Ketten Monte Carlo (engl. “Markov chain Monte Carlo” genannt und zu-
meist mit “MCMC” abgekiirzt) dient als Sammelbegriff fiir Simulationsverfahren,
die auf der Konstruktion von ergodischen MK mit einer vorgegebenen stationidren
Verteilung beruhen und das Ziel haben, eine Stichprobe dieser Verteilung, der soge-
nannten Zielverteilung (engl. target distribution), zu erzeugen. Die Idee dahinter ist
einfach: Nach dem Ergodensatz 2.52 konvergiert eine ergodische MK (M,,),>0 ge-
gen ihre stationdre Verteilung 7. Startet man die Kette im Simulationslauf in irgend-
einem Anfangszustand und wartet eine gewisse Relaxationszeit ¢, die als “Burn-in-
Phase” bezeichnet wird und dafiir sorgen soll, dass

Q=

M, T
gilt, so liefern die Realisierungen von M;,1,...,M;, eine Stichprobe von appro-
ximativ nach 7 verteilten Werten, die allerdings, anders als bei der gewohnlichen
Monte Carlo Methode, i.A. nicht unabhingig sind. Auf diese Problematik gehen
wir hier jedoch ebenso wenig weiter ein wie auf die gewichtige Frage wie grof3 ¢
zu wihlen ist, was offenbar von der Konvergenzgeschwindigkeit der MK gegen ihre
stationdre Verteilung abhingt (! hierzu das nichste Kapitel, speziell 3.4.2). Wem
dies nicht reicht, dem seien die Ubersichtsarbeiten von DIACONTS [16] und RICHEY
[52], das — gerade fiir Neulinge — gut lesbare Buch von HAGGSTROM [30] oder auch
die Monographie von ASMUSSEN & GLYNN [6, Ch. 13] iiber Simulationstechniken
empfohlen.

Im Folgenden stellen wir ein spezielles, zu den bekanntesten zihlenden MCMC-
Verfahren vor, das heutzutage als Metropolis-Hastings-Algorithmus oder auch kiirzer
Metropolis-Algorithmus bezeichnet wird (zur Historie ¥ am Ende dieses Unterab-
schnitts). Wie gerade erklirt, besteht das Ziel darin, Stichproben einer Zielverteilung
7 = (m;);c.» zu erzeugen, wobei wir zusitzlich annehmen, dass uns diese Verteilung
nur bis auf Normierung bekannt ist. Mit anderen Worten, es sei ein T = (7;);c.» ge-
geben derart, dass @ = ¢~ ' 7 gilt, der Normierungsfaktor ¢ = ¥, o 7; allerdings
unbekannt, weil schwer zu berechnen ist. Fiir den Metropolis-Algorithmus reicht
dies aus, weil er nur der Kenntnis von

T

T
= 2 firallei,j€.¥
T 7
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bedarf. O.B.d.A. konnen wir m; > O fiir alle i € . voraussetzen (andernfalls gehe
man einfach von . zu . = {i: m; > 0} iiber).

Sei Q = (qij)i je.~ eine beliebige irreduzible und symmetrische Ubergangsma-
trix. Der Metropolis-Algorithmus ist ein zweistufiges Verfahren zur Erzeugung einer
reversiblen ergodischen Markov-Kette (M,),>o mit stationédrer Verteilung 7, ge-
nannt Metropolis-Kette, das in jedem Zeitschritt n zunéchst einen neuen Zustand
Xo1 gemiB (qu,.j) je.s vorschligt (Stufe 1: “proposal step”) und dann mit Wahr-
scheinlichkeit a(M,,,X,+1) bzw. 1 —a(M,,,X,+1) akzeptiert oder verwirft (Stufe 2:
“acceptance/rejection step”). Im ersten Fall ist M, = X,,11, im zweiten Fall wird
der aktuelle Zustand beibehalten, d.h. M, = M,,. Als Akzeptanzwahrscheinlich-
keit wihlt man

a(i,j) := min(1,7;/7;) = min(1,7;/m;)

fiir i, j € ., die somit in der Tat von m;, 7r; nur iiber den Quotienten 7;/m; abhingt.
Ein vorgeschlagener Zustand j wird demnach in jedem Fall akzeptiert, wenn er un-
ter & wahrscheinlicher ist als der aktuelle Zustand i, andernfalls aber nur mit Wahr-
scheinlichkeit 7;/m; < 1. Die Metropolis-Kette hat folglich die Ubergangsmatrix

P = (pij)i,je.s mit

qijmin(l,nj/ni), falls i 75 j7

PO 1= Eiqymin (1, 7;/m), falls i = j.

Wegen
Tipij = qijmin(m, ;) = q;imin(7%, T;) = T;pji
fiir alle 7, j € .7 gelten auflerdem die detaillierten Gleichgewichtsgleichungen, so

daB (M,),>o wie behauptet eine reversible DMK mit stationérer Verteilung 7 defi-
niert.

Der Metropolis-Algorithmus wurde erstmals 1953 in der Arbeit [46] von METROPOLIS,
N., ROSENBLUTH, A.W., ROSENBLUTH, M.N., TELLER, A.H. und TELLER, E. fiir die
Simulation von Gibbs-MaBen (in der Chemie und Physik auch “Boltzmann-Verteilungen”
genannt) vorgeschlagen und spiter von HASTINGS [32] auf allgemeinere Situationen erwei-
tert. Hinsichtlich der Frage, wem der Algorithmus zuzuschreiben ist, gibt es Kontroversen.
Wihrend E. TELLER [58, S. 328] in seinen Memoiren schreibt, alle fiinf Autoren hitten an
dem Problem Tage (und Nichte) gearbeitet, bemerkt ROSENBLUTH [53] hierzu in einem
schriftlich protokollierten Interview kurz vor seinem Tod, das Problem wire von E. TEL-
LER vorgeschlagen, von ihm geldst und von seiner Frau A.W. ROSENBLUTH programmiert
worden. A.H. TELLER und METROPOLIS (der Leiter des Computerlabors) wiren hingegen
in keiner Weise beteiligt gewesen. Diese Darstellung wird zwar durch die Ausfiihrungen in
[29] erhirtet, aber eine vollstindige Aufkldrung der Angelegenheit erscheint nicht mehr
mdoglich zu sein.

2.9.9 Perfekte Simulation: Der Propp-Wilson-Algorithmus

Das oben nur kurz angesprochenene Problem der hinreichend schnellen Konver-
genz einer MCMC-Kette gegen ihre stationédre Verteilung lie Fachleute natiirlich
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nicht ruhen, und es zeichneten sich bereits Anfang der 90er Jahre Ideen fiir einen
grundlegend anderen Ansatz ab. Der Durchbruch gelang 1996 PROPP & WILSON
[50] mit der Vorstellung eines neuen Algorithmus’, der sich von den bis dahin be-
kannten MCMC-Verfahren dadurch unterscheidet, als Ausgabe eine Stichprobe zu
liefern, deren Werte exakt nach der Zielverteilung 7 verteilt sind, was heutzuatge
perfekte Simulation oder perfektes Sampling genannt wird. Ausgangspunkt bildet
wiederum eine EMK mit stationédrer Verteilung 7, von der jedoch parallel gleich
mehrere Realisierungen mit verschiedenen Anfangszustinden erzeugt werden und
dies bei riickwérts laufender Zeit, was noch genauer zu erldutern sein wird. Die ge-
niale Einsicht der o.g. Autoren, von ihnen als “Coupling from the past” (CFTP)
bezeichnet, bestand darin, dass, wenn es gelingt, all diese Realisierungen bis zum
Ende der Laufzeit zu koppeln, der gemeinsame terminale Zustand notwendig nach
7 verteilt ist. Im Folgenden wollen wir dies in seinen Grundziigen kurz darstellen.

Alle Simulationsverfahren basieren auf der Verwendung von auf (0, 1) gleichver-
teilten Pseudo-Zufallszahlen, die in hinreichender Weise statistischen Tests stand-
halten, um von diesen als exakt Unif(0, 1)-verteilten und stochastisch unabingi-
gen Realisierungen zu sprechen. Genaugenommen ist dies natiirlich falsch (daher
auch der Zusatz “Pseudo”), denn ein Rechner kann nur Zahlen mit endlich vielen
Nachkommastellen, also rationale Zahlen erzeugen, wohingegen eine Unif(0, 1)-
ZufallsgroBe f.s. irrationale Zahlen als Werte annimmt. Spricht man von perfek-
ter Simulation, bedeutet dies folglich, das soeben Gesagte zu vernachlédssigen und
Pseudo-Zufallszahlen als exakte Stichprobe von unabhiingigen, identisch Unif(0, 1)-
verteilten Zufallsgroen aufzufassen.

Sei 0.B.d.A. ¥ = {1,...,m} fiir ein m > 2 der Tridger der Zielverteilung 7 und
somit der Zustandsraum der zu simulierenden ergodischen EMK M = (M,,),>0 mit
Ubergangsmatrix P = (p; i)1<i,j<m und stationdrer Verteilung 7. Wir beschreiben
zundchst, wie man M bei vorgegebener Anfangsverteilung A mit Hilfe von un-
abhingigen, identisch Unif(0, 1)-verteilten ZufallsgroBen Uy, Uy, ... definieren kann:
Sei dazu My := W*(Up) und M,, := ¥(M,_1,U,,) fiir n > 1, wobei

1, fallsO<u<Ay,

iy 2, falls Ay <u< A+,
Y (u) = .
m, falls YA <u< ¥ Aj=1
sowie
1, fallsO<u<pj,
2, falls pjy <u < pj1+pi,
Y(i,u) = | .

m, falls Y77 pij <u <Y pij=1.

Wie der Leser sich leicht selbst iiberzeugt, entspricht die so rekursiv definierte Folge
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M, = Y(P(.¥ ), U1),...;.Un—1),Up), n>0

den gestellten Anforderungen. Eine etwas schonere und zugleich kompaktere Dar-
stellung dieser Beziehung ergibt sich, wenn man &, := ¥y, setzt und so eine Zu-
fallsfunktion ®,, : ¥ — & erhilt. Dann gilt ndmlich

M, = ®,0...0®(My) = Ppo0...0P 0¥ (Up), n>0

mit unabhingig, identisch verteilten @, P, ..., die zudem auch von Uy unabhéngig
sind. Ganz allgemein wird eine stochastische Folge dieser Gestalt auch ifterier-
tes Funktionensystem (IFS) genannt, wobei diese Perspektive zumeist dann einge-
nommen wird, wenn die Zufallsfunktionen auf metrischen Riumen definiert sind
und gewisse Kontraktionseigenschaften besitzen. Eine gut lesbare Einfiihrung mit
Beziigen zu vielen interessanten Anwendungen einschlieBlich des hier im Fokus
stehenden Propp-Wilson-Algorithmus’ geben DIACONIS & FREEDMAN [18]. Hier
ist zundchst lediglich die Tatsache, dass jede EMK als IFS realisierbar ist, von Be-
deutung. Allerdings iiberlegt man sich leicht, dass es viele Zufallsfunktionen geben
kann, die zur selben EMK fiihren (hinsichtlich ihrer Verteilung bzw. Ubergangsma-
trix). Wir nennen deshalb eine Zufallsfunktion @ von . nach . bzw. eine Folge
(@4)n von unabhingigen Kopien von @ kompatibel mit P = (p;;); je.#, wenn

P(®(i) = j) = pij
fiir alle 7, j € . gilt. Unter dieser Voraussetzung ist offenbar das IFS
M, = ®,0..0P(My), n>0

in der Tat eine EMK mit Ubergangsmatrix P, sofern wir noch annehmen, dass Mo
unabhingig von den @, ist.

Wir kommen nun zur Beschreibung des CFTP-Gedankens, den wir zuerst verbal
umreilen wollen. Sei 1 < N; < N, < ... irgendeine aufsteigende Folge natiirlicher
Zahlen (eine oft getroffene Wahl ist NV, = 2k=1yund (Py,)nez eine mit P kompatible
doppelt unendliche Folge von Zufallsfunktionen. Fiir die Zeitfenster {—Ng,...,0},
k=1,2,..., die also anders als iiblich in der Vergangenheit beginnen und stets im
Zeitpunkt 0 enden, werden parallel fiir jedes i € . Realisierungen der EMK mit An-
fangszustand i erzeugt, die dadurch gekoppelt sind, dass sie alle dieselben Zufalls-
funktionen @_p, 11,..., Py verwenden (zur Bedeutung dieses Umstands 1< (2.114)
weiter unten). Das Verfahren bricht ab, sobald fiir ein k alle Realisierungen zum
Zeitpunkt O denselben Wert haben, d.h. gekoppelt sind (Koaleszenz). Dieser Wert
ist dann die Ausgabe und, wie noch gezeigt wird, exaks nach 7 verteilt.

Zu den Formalitdten: Wir setzen @y, = Dy o...0 P fiir k,[ € Z. Bezeichnet dann
) . fi . .
My M MM k>0, i€

fiir jedes k > 1 und i € . den Zufallsvektor, der den Simulationslauf zum Zeitfen-
ster {—Ng, ...,0} bei Anfangszustand i reprisentiert, so konnen wir diesen durch
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M/iilNk ‘=i und M;Elln = PN+ (D), 0<n <N

)

definieren, was speziell im Fall Ny = k und fiir k =0, 1,2

Mg)_é‘ =1
M3<i)73 = D_;5(i)
My, =i, M), = &5 (i)
Ml(f)fl =1 Mél)fl = (i), M3(l),1 =& 1. 3(i)
M) = doi), M) =do (), M) = b (i)

ergibt [F¥° auch Abb. 2.13].

%1 W

Abb. 2.13 CFTP am Beispiel einer EMK mit vier Zustéinden und fiir Ny = k fiir k > 1. Hier gilt T =
3 und M. g = 1. Pfade ohne Bedeutung wie etwa der von 4 nach 3 fiir k > 2 werden fortgelassen.

Sei nun
= mf{k >1: M,EO) M,imo)} = inf{k > 1: @p._p, 41 ist konstant }

die CFTP-Kopplungszeit, wobei wie iiblich inf(@ := oo gelte. Die Tatsache, dass fiir
jedes k dieselben &_,, benutzt werden, sichert

MIEIO> == Mi,’? = M;Efo) fiir alle k > 7, (2.113)
denn sie impliziert
My = Pons1(i) = Poert (Pvei1(0)) (2.114)
N——

konstante Funktion

firallek > tundic.”.

Satz 2.78. In den vorherigen Bezeichnungen gilt

() 4
MT,O -

, 2.115)

sofern die CFTP-Kopplungszeit T f.s. endlich ist.
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Beweis. Sofern 7 f.s. endlich ist, gilt unter Hinweis auf (2.113) fiir jedes j € .

%) ¥ ()
P =) = ¥ mPM) = ))
i=1
m .
_ ]}T;ZHIP(MI%:]) = lim Zn,pfj) =
i=1 1
und somit (2.115) .

Angesichts der Formulierung des Satzes sollte es niemanden iiberraschen, dass
die Kopplungszeit T nicht immer f.s. endlich ist. Wir {iberlassen es dem Leser als
Ubung, ein Gegenbeispiel zu konstruieren, wobei als Hinweis gegeben sei, dass dies
schon fiir den einfachsten Fall .7 = {1,2} leicht moglich ist.

Es liegt auf der Hand, dass der Propp-Wilson-Algorithmus fiir sehr grofe Zu-
standsrdume sehr aufwendig sein kann, weil man fiir jeden Anfangszustand einen
Pfad der Kette simulieren muss. Andererseits gibt es Fille, in denen sich dieser
Aufwand drastisch reduziert, wie wir im Folgenden sehen werden.

Der monotone Fall: . partiell geordnet und & f.s. monoton

Nehmen wir an, dass auf .% eine Halbordnung =< existiert mit einem maximalen
und einem minimalen Element s, bzw. s*. Dies lésst sich durch die folgenden vier
Eigenschaften charakterisieren:

(Al) s =< sfiirjedess € .7,

(A2) r=sunds < rimpliziert r = s fiir alle r,s € .7,
(A3) r=<sunds <t impliziert r <t fiir alle r,s,t € .,
(Ad) s, <s=<s*fiiralles e ..

Nehmen wir ferner an, dass zu P eine kompatible Zufallsfunktion @ existiert, die
beziiglich der Halbordnung < monoton wachsend ist, d.h.

r<s = @) P(s) fs. (2.116)
In diesem Fall reicht es, nur Realisierungen der EMK (M,,),>0 mit den Anfangs-
zustidnden s,,s* zu simulieren, wie der nachfolgende Satz lehrt.
Satz 2.79. In denselben Bezeichungen wie in Satz 2.78 gilt fiir die CFTP-

Kopplungszeit

T

0 . ( *) _ ( *)
Tnf{k >1: M5 =M} @2.117)
= inf{k>1: @o._p,11(5+) = Po.—n+1(57)},

und diese ist f.s. endlich.
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Beweis. Die Monotonieeigenschaft von @ vererbt sich offenkundig auf die Itera-
tionen @._, fiir alle n > 0. Folglich sichert ®._y, +1(sx) = Po.—n,+1(s¥) bereits
die f.s. Konstanz der Funktion ®¢._y, 4 auf ., was (2?) beweist. Zum Nachweis
von T < oo f.s. notieren wir als erstes, dass aus Pg._,(s*) = s,, wiederum aufgrund
der Monotonieannahme sowie der Minimalitdt von s, auch @g,_,(s) = s, fiir alle
s € . folgt und somit

{T >k} C {DPo_n(s") #ss fiir 1 <n <N}
fiir alle k£ > 1. Nun gilt aber

P(t > k) < P(DPg.—pn(s*) # s, fiir 1 <n < Np)
= Py (M, # 5. fir 0 < n < Ny)

und diese Wahrscheinlichkeit konvergiert gegen 0, weil (M,,),>0 rekurrent ist. O

Fiir den Fall, dass @ beziiglich < nicht f.s. monoton wachsend, sondern f.s. mo-
noton fallend ist, also

r3s = @(s)=3P(r) fs.

gilt, hilft folgende Uberlegung. Bezeichnet @’ eine unabhiingige Kopie von @, so
ist @ o @' wiederum f.s. monoton wachsend, denn aus r < s folgt ®’(s) < @'(r)
und daher @ (@'(r)) < @(P'(s)). Offenkundig bildet & o @' eine zu P> kompatible
Zufallsfunktion, und da P? dieselbe stationire Verteilung besitzt

Ein Beispiel: Das Ising-Modell auf endlichen Gittern

Ein prominentes Beispiel aus der statistischen Physik, auf das die soeben angestell-
ten Uberlegungen zutreffen, ist das Ising-Modell fiir Ferromagnetismus auf einem
endlichen Gitter [m] x [m], [m] := {1,...,m}, benannt nach dem Physiker ERNST
ISING. Wir folgen der Darstellung in [18, Abschnitt 3] und verweisen wie dort auf
KINDERMANN & SNELL [40] fiir weitergehende Informationen.

Der Zustandsraum ist .’ = { —1,+1}"*["] besteht also aus den Funktionen von
[m] x [m] nach {—1,+1}. Diese beschreiben die moglichen Spin-Konfigurationen.
Auf % hat man die natiirliche Halbordung

r= (rij)lgi,jgm j S = (Sij)lgi,jgm = r,-j S S,’j fﬁr alle i,j S [m]

mit den extremalen Elementen s, = —1 und s* = 1. Simuliert werden soll das Gibbs-
Maf3

T, = exp(BH(s)), s€.7,

Zn,p

zum Parameter 8 > 0, in der Physik als inverse Temperatur bezeichnet, und mit der
sogenannten Hamilton-Funktion (engl. Hamiltonian)
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H(s) = Z SijSkis
(i,4)~(k,1)

wobei (i, j) ~ (k,I) genau dann, wenn |i — k| 4 |j — I| = 1. Die Normierungskon-
stante Z,, g, auch Partitionsfunktion genannt, ist i.A. (fiir groRe Gitter) unbekannt.
Aus diesem Grund bendtigen wir zur Simulation eine MK mit stationdrer Vertei-
lung 7, die der Kenntnis von Zy, B nicht bedarf, was uns natiirlich sogleich an den in
2.9.8 vorgestellten Metropolis-Algorithmus erinnert. Bevor wir hierauf weiter ein-
gehen, seien noch folgende Bemerkungen hinsichtlich der Eigenschaften von 7 bei
variierendem 3 gemacht:

e Falls B = 0 (unendliche Temperatur), ist 7 die Gleichverteilung auf .% und damit
alle Spins in einer Konfiguration voneinander unabhingig.

e Falls 8 groB ist, werden Konfigurationen bevorzugt, die nur wenige benachbarte
Spins mit unterschiedlicher Ausrichtung aufweisen.

e Im Limes 8 — oo konvergiert & gegen eine Gleichverteilung auf den extremalen
Konfigurationen s, und s*, d.h. gegen (&, + 6s)/2, wie der Leser sich leicht
iiberlegt (beachte dabei, dass H(s) < H(s.) = H(s*) fiir alle s € %\ {s.,5*}).

Abb. 2.14 zeigt typische Konfigurationen fiir verschiedene Werte von 3.
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Abb. 2.14 Das Ising-Modell: Typische Konfigurationen fiir f = 0 (links oben), 8 = 0.15 (rechts
oben), B = 0.3 (links unten) und § = 0.5 (rechts unten) [dem Buch [30] von HAGGSTROM ent-
nommen].
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Wenden wir uns nun der Angabe einer MK mit stationirer Verteilung 7 zu und
nutzen dabei die Gelegenheit zur Vorstellung eines weiteren bekannten MCMC-Ver-
fahrens, des sogenannten Gibbs-Samplers. Fiir eine gegebene Konfiguration s und
einv= (i, j) € [m] x [m] seien s*" und s*~ die beiden Konfigurationen, die mit s in
allen Gitterpunkten w # v libereinstimmen und an der Stelle v den Wert +1 bzw. —1
aufweisen. Der Gibbs-Sampler wihlt in jedem Schritt eine Position v zufillig aus
und ersetzt s durch s" mit Wahrscheinlichkeit

TCSV+
fov+ + TESV*

exp (BH(s"))
exp(BH(s"")) +exp(BH(s""))
eXp (ﬁ Zw:wrvv SW)

= 2.118
XD (B Doy ) - €XD (—B Loymos ) (2.118)

a(s7sv+> —

und durch s~ mit Wahrscheinlichkeit a(s,s"~) := 1 —a(s,s""), wobei beachtet wer-
de, dass die a(s,s"*)

e ohne Kenntnis von Zy, B berechenbar sind,
e de facto nur von den Werten s, Y ,,.,,, S,v abhidngen, was (2.118) erklrt.

Da natiirlich immer einer der beiden Zustinde s** mit s iibereinstimmt (den ande-
ren nennen wir hiernach s'(v)), macht die so definierte EMK pro Zeitschritt nichts
anderes als fiir einen zufillig gewéhlten Gitterpunkt den Spin zu wechseln oder
beizubehalten. Man kann dieses Vorgehen auch als Metropolis-Verfahren mit mo-
difizierten Akzeptanzwahrscheinlichkeiten ansehen: Es schligt pro Zeitschritt einen
Spinwechsel s — s'(v) in einem zufillig gewihlten Gitterpunkt v vor, d.h. mit Wahr-
scheinlichkeit 1/m?, fiihrt diesen dann aber nur mit Wahrscheinlichkeit a(s,s’(v))
aus und verharrt anderfalls in s. Die resultierende, offensichtlich irreduzible EMK
hat demnach die Ubergangswahrscheinlichkeiten

1 , 1 Ty
Pasv) = 1=pos = (5alss (V) = S5 oo

fiir alle s € .. Dartiiber hinaus gelten die detaillierten Gleichgewichtsgleichungen

1 ﬂsﬁsl(v)
T Pss'(v) = 2 m = P(&S/(V))”s’(v)v s€.S, v e [m]x[m].

Die Kette hat also auch die geforderte stationdre Verteilung 7 und ist unter dieser
reversibel. Thre Ubergangsmatrix bezeichnen wir wie iiblich mit P.

Es bleibt schlieBlich die Aufgabe, eine Reprisentation dieser Kette als IFS mit
beziiglich der gegebenen Halbordnung f.s. monotonen Zufallsfunktionen anzuge-
ben. Seien hierzu U,V gleichverteilte Zufallsvariablen auf (0,1) bzw. [m] x [m] und
Y. % ([m] x [m]) x (0,1) = . durch
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Wisuv) {s:j, falls 0 < u < a(s,s"™"),
s'7, fallsa(s,s"") <u<1

definiert. Dann ist ¢ := ¥ (-,U,V) mit P kompatibel, wie man leicht nachpriift, und
besitzt auch die geforderte Monotonieeigenschaft (2.117), wie die folgenden Uber-
legungen zeigen: Gegeben r < s, existieren Konfigurationen r!,...,7*, derart dass
ri=! < riund r=!, r' sich nur in einem Gitterpunkt unterscheiden fiiri = 1,...,k+ 1,
wobei 0 ;= rund r*T! :=s. Aus diesem Grund kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
schon r und s letztere Eigenschaft besitzen. Sei also ry = —1, sy = +1 und r, = s, fiir
alle y # x. Fiir alle v # x mit v £ x gilt dann offenkundig a(r, 7’ (v)) = a(s,s'(v)) und
somit ¥'(r,u,v) =¥ (s,u,v) firalle u € (0,1). Im Fall v ~ x gilt a(r, /") < a(s,s"")
und somit ¥(r,u,v) < ¥(s,u,v), wenn man

yiy~v VixFEy~v VixFy~ov yiy~v

beachtet und dies in (2.118) fiir a(r,r’*) verwendet. Bleibt schlieBlich noch der
Fall v = x. Unter nochmaligem Hinweis auf (2.118) gilt aber a(r, ") = a(s,s* ) <
a(s,s) = a(s,s) und daher wie behauptet ¥ (r,u,x) < ¥(s,u,x).

Damit ist alles gezeigt, um den Propp-Wilson-Algorithmus in der fiir den mono-
tonen Fall beschriebenen Weise anzuwenden.





