Teil I

Markov-Ketten auf abzahlbaren
Zustandsraumen



Nach einem einjdhrigen Kurs iiber Wahrscheinlichkeitstheorie, in dem wir neben
den notwendigen fundamentalen Begriffsbildungen vor allem Folgen unabhéngiger
ZufallsgroBen und ihre Partialsummen bereits recht eingehend studiert haben, wen-
den wir uns nun einer Klasse von stochastischen Prozessen zu, die durch eine be-
sonders einfache Abhéngigkeitsstruktur gekennzeichnet sind und als Markov-Ketten
bezeichnet werden. Aufgrund ihrer zahllosen Anwendungen (=" Abschnitte 2.1 und
2.9) in nahezu allen Disziplinen, in denen stochastische Modelle eine Rolle spielen,
kommt ihnen zugleich eine gro3e Bedeutung zu. Mit Fug und Recht lésst sich sagen,
dass Markov-Ketten zum Grundwissen eines jeden Stochastikers zahlen.

Nach einer Einfiihrung in die theoretischen Grundlagen fiir allgemeine Markov-
Ketten in Kapitel 1, konzentrieren wir uns in Kapitel 2 auf das Studium diskreter
Markov-Ketten, deren zusitzliche Eigenschaft in einem hochstens abzidhlbaren Zu-
standsraum besteht. Ein Kernthema nach Bereitstellung der notwendigen Begriffs-
bildungen und Hilfsmittel ist die Untersuchung ihres Grenzverhaltens, die in der
Herleitung des Ergodensatzes mittels der Kopplungstechnik gipfelt. Dariiber hinaus
befassen wir uns mit dem wichtigen Begriff der (zeitlichen) Reversibilitdt und seiner
Charakterisierung. Eine grole Zahl von Beispielen unterstreicht die obige Aussage
der vielseitigen Anwendbarkeit diskreter Markov-Ketten. Kapitel 3 darf als Zugabe
angesehen werden und wendet sich nur an diejenigen Leser, die nach weiterfiihren-
den Aussagen iiber das Grenzverhalten ergodischer Markov-Ketten streben. Es stellt
eine Reihe von Techniken aus verschiedenen Bereichen vor, mit denen Konvergenz-
raten im Ergodensatz hergeleitet werden konnen.



Kapitel 1
Markov-Ketten: Theoretische Grundlagen

Basierend auf den im Skriptum [3] dargestellten Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitstheorie, geben wir im vorliegenden Kapitel zunichst eine Einfiihrung iiber
Markov-Ketten mit beliebigen Zustandsrdaumen, bevor wir uns in den nachfolgen-
den Kapiteln auf solche mit abzdhlbaren Zustandsraumen, genannt diskrete Markov-
Ketten, konzentrieren werden. Den Grund fiir den allgemeinen und recht trockenen
Einstieg, der zugegebenermalien zu den eher freudlosen Beschiftigungen zihlt, bil-
det die Tatsache, dass Definition und fundamentale Eigenschaften dieser Prozesse
von der Art ihrer Zustandsrdume vollstindig unabhéngig sind. Dariiber hinaus ver-
einfacht sich die Darstellung im Falle der Abzéhlbarkeit nur unwesentlich, so dass
eine Beschrinkung unter diesem Aspekt eher kiinstlich erschiene. Die Begriffe “Fil-
tration” und “Stopzeit”, die generell fiir die Untersuchung stochastischer Prozesse
von grofer Bedeutung sind, stellen wir in dem fiir unsere Zwecke gebotenen Um-
fang in Abschnitt 1.3 vor.

1.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

Betrachten wir eine stochastische Folge M = (M},) >0 auf einem W-Raum (2,2, P),
wobei jedes M, Werte in einem beliebigen messbaren Raum (., &) annimmt. Die
Elemente von .¥ bezeichnen wir als Zustdnde der Folge und .# selbst, oder préziser
auch (.,6), als ihren Zustandsraum. Den Folgenindex interpretieren wir als Zeit-
parameter, so dass M,, den Zustand der Folge zum Zeitpunkt n angibt. Sei Py := PMo
die Anfangsverteilung von M und ferner vorausgesetzt, dass simtliche bedingten
Verteilungen

Poi1((505my80),7) = PMns1 \(Mo,---,Mn):(So,---,sn), (1.1)

in diesem Kontext auch Ubergangskerne genannt, existieren. Nach dem Satz von
Tonescu Tulcea [3, Satz 54.4] ist die Verteilung von M durch (P,),>o eindeutig be-
stimmt, und zwar vermoge

PY = Q)P (1.2)

n>0
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Im folgenden wollen wir uns mit Folgen beschiftigen, die eine besonders einfa-
che Abhingigkeitsstruktur besitzen, die durch die sogenannte Markov-Eigenschaft
beschrieben wird.

Definition 1.1. Eine stochastische Folge M = (M,),>0 mit Zustandsraum
(7, 6) heiBt Markov-Kette (MK), wenn sie die Markov-Eigenschaft besitzt,

definiert durch
PMut Moy — Mty pg (13)

fiir alle n > 0, oder auch
P(M, 11 € A|My,....M,) = P(M,| € A|M,) P-fs. (1.3%)

fiir alle n > 0 und A € G. Héngen die bedingten Verteilungen nicht von # ab,
existiert also ein stochastischer Kern P von (., &) nach (., &), so dass

PMuiMn — p(pf,,) PAs. (1.4)

fiir alle n > 0, bezeichnet man die MK ferner als zeitlich homogen. Eine
Markov-Kette mit abzihlbarem bzw. endlichem Zustandsraum heif3t diskre-
te bzw. endliche Markov-Kette (DMK/EMK).

Eine Folge M geniigt also der Markov-Eigenschaft, wenn die Verteilung ihres Zu-
stands M, zum Zeitpunkt n + 1 bedingt unter der Vorgeschichte My, ..., M,, immer
nur vom gegenwirtigen Zustand M,, abhingt. Sie ist auferdem zeitlich homogen,
wenn diese bedingte Verteilung nicht von n abhéngt, wenn also die Wahrscheinlich-
keit fiir den Ubergang von einem Zustand s € . in eine Menge A € & nicht davon
abhingt, wann dieser Ubergang stattfindet. Man spricht dann auch von einer MK
mit stationdiren Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Gegeben die Markov-Eigenschaft, folgt in (1.1) offenkundig

Pn+1((sO;---7sn)7') = n+1(sn;')
fiir alle n > 0 und im Falle der zeitlichen Homogenitit geméaB (1.3) weiter
IP)MnJrl‘Mn:S — Pn+l(s7') — P(S,')

fiir alle n > 0 und PMrfast alle s € .. Wie der Leser nun leicht erkennt, ist die
Verteilung von M dann vollstindig durch ihre Anfangsverteilung Py = P und ihren
(1-Schritt-)Ubergangskern P determiniert, weil nimlich unter Hinweis auf (1.2)

PY = p® <®P> = Ph®P™.
n=1

Im Fall eines abzihlbaren Zustandsraums ist P sogar bereits durch die Elemen-
tarwahrscheinlichkeiten



1.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften 5
pij == P(i{j}), i.jes,
genannt (1-Schritt-)Ubergangswahrscheinlichkeiten, vollstindig festgelegt. Sie wer-

den in der sogenannten Ubergangsmatrix P := (p; j)i,je. Zusammengefasst (wir be-
nutzen somit dasselbe Symbol fiir Ubergangskern und Ubergangsmatrix).

Lemma 1.2. Gegeben eine MK M = (M, ) >0 mit Zustandsraum (', &), gilt
fiir jedes n > 0 und jede PMn+1 -quasi-integrierbare Funktion f : . — R

E(f(Myp41)|Mo, ..., My) = E(f(Mpy1)|Mn)  P-fs. (1.5)
Ist M auferdem zeitlich homogen mit Ubergangskern P, folgt weiter
E(f(Mpi1)|My) = /y 7(s) P(My,ds) Ps. (1.6)

fiir alle n > 0.

Beweis. Unter Benutzung von [3, Satz 53.6] ergibt sich (1.5) vermoge
E(f(My1) Mo, M) = [ f(s) Mt 000 g
S

= [ #o BH(ay
= E(f(My+1)|M,),

woraus im Falle der zeitlichen Homogenitét unter Benutzung von (1.4) sofort (1.6)
folgt. O

Kombiniert man Lemma 1.2 mit einer Induktion tiber &, so erhilt man leicht die
folgenden intuitiv zu erwartenden Verallgemeinerungen der Markov-Eigenschaft
(1.3) sowie von (1.4):

Satz 1.3. Gegeben eine MK M = (M,,),,>0 mit Zustandsraum (%, S), gilt

]P)(Mm---anJrk”MO ----- M, — ]}D(Mm---anJrk”Mn

k
= 8Mn ® <®Pn+l> Pfs.
i=1

—mit Py, P, ... gemdf} (1.1) — und daher insbesondere

(1.7)

I[DMn+k|M07"'7M" = ]PMIHrk‘M’l ]P)_f_‘_g.
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fiir alle k,n > 0. Ist M aufserdem zeitlich homogen, d.h. Py = P, = ... = P, folgt
weiter
P MMM — 5, @ PK P-fs. (1.8)

fiir alle k,n > 0 sowie die Existenz stochastischer Kerne P® k>0, von
(,6) nach (,6), so dass
Pkl — pO) (a1, ) P-fs.

fiir alle k,n > 0, wobei offensichtlich P\°)(s,-) = & und P\") = P.

Beweis. Wir demonstrieren das Vorgehen durch einen exemplarischen Beweis von
(1.7) und (1.8) fiir k = 2. Zur Abkiirzung setzen wir M., = (M, ..., M,,). Dann gilt
fiir alle n > 0, Ag,A1,As € & sowie PMox_fast alle (so, ...,s,) € .7

P(My12 € Ay, M1 € Ay, My, € Ao|Moy = (505 ---550))
= &, (A0)P(My42 € A2, M1 € A1| Mo = (50, ---,50))
= 6, (A0)E(Lp,,  ea ) P(Mps2 € A2|Moni1)|[Mo:n = (50, ---55n))
= &, (A0)E(lypy,,  ea ) P(Myi2 € A2|My 1) Moy = (505 ---55n))
= &, (A0)E(lypy,,  ca ) P(Myi2 € A2[My 1) My, = 1) (1.9)
05, (A0)P(Myy 12 € Ax, My 1 € A1|My, = 5,,)
= P(My12 € Ay, My 1 € AL, M, € Ag|M, = s,)
= &, @ Prp1 ®Pyi2(Ag X Ay X Ag),

wobei die Markov-Eigenschaft in der vierten Zeile und deren Erweiterung (Lemma
1.2) in der fiinften Zeile verwendet wurde. Fiir die letzte Zeile beachte, dass

I[D(MmMn-H My 2) | My=s — [P)Mn‘Mn:S ® I[DM'H—I |M,=e ® I[DMn+2|(Mn Myy1)=e

= 65®Pn+1®Pn+2

fiir PMr_fast alle s € .. Ist (M,,),>0 auBerdem zeitlich homogen, vereinfacht sich
die letzte Zeile von (1.9) weiter zu §;, ® P?(Ag x A| x A>), weil P, = P fiir alle

Sn

n>1. O

Korollar 1.4. Gegeben eine MK M = (M) >0 mit Zustandsraum (., S), gilt

PM)iznlMos- My (Miizn|Mn Sy, @ (épm_k) P-fs. (1.10)
k=1

fiir alle k,n > 0. Ist M auf3erdem zeitlich homogen, entspricht der letzte Aus-
druck in (1.10) 8y, @ P*.
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Beweis. Wenn iiberhaupt eine regulédr bedingte Verteilung P Mii=nlMn existiert, so

folgt unter Benutzung von (1.7) fiir jede Zylindermenge Z = A x .#*, A € &"+!
und m >0

]}D(Mk)kzn\Mn(Z) = P((
= P((Mp,....My1m) € AIM,)

(( 2 Mn+m) €A|M07...,Mn)
= P((My)i>n € Z|My, ...,M,) P-fs.

und dann mittels eines Dynkin-System-Arguments allgemein
PMdienMn(BY — P((My)i=n € B|Mo, ...,M,) P-fs.

fiir alle B € &, da die Zylindermengen eine Algebra bilden. P(MdiznlMn bildet
somit auch eine reguldr bedingte Verteilung von (My)i>, gegeben My, ...,M,, was
die erste Gleichung in (1.10) beweist.

Dass tatséchlich eine regulir bedingte Verteilung P (Mi)iznlMn existiert, erhélt man
auf dhnliche Weise per Nachweis der zweiten Gleichung in (1.10): Fiir Z wie oben
liefert ndmlich wiederum (1.7)

]P)((Mk)an € Z‘Mn) = ]P)((Mm aMner) EA‘M )
= 6Mn (@Pn+k>
k=1

= 8Mn X <®Pn+k> (Z) P-f.s.
k=1

was zusammen mit einem weiteren Dynkin-System-Argument

P((My)isn € BIM,) = 8y, ® (@Pn+k> (B) P-fs.
fiir alle B € & ergibt. Der stochastische Kern 8y, ® (Q—; Pr+) ist also eine re-
gulir bedingte Verteilung von (Mj)x>, gegeben M,,. O

Der anschlieBende Satz gibt eine wichtige dquivalente Charakterisierung der
Markov-Eigenschaft.

Satz 1.5. Eine stochastische Folge (My),>0 mit Zustandsraum (. , &) besitzt
genau dann die Markov-Eigenschaft, wenn fiir jedes n > 0 (M, ...,My) und
(My)i>n bedingt unter M, stochastisch unabhdiingig sind, d.h.

IP((MOw--an)’(Mk)an)'Mn _ ]PJ(MOwan)an ®]PJ(Mk)k2n|Mn P-fs. (1.11)
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fiir alle n > 0.

Weniger formal, aber griffig formuliert besagt dieser Satz:

Eine stochastische Folge besitzt genau dann die Markov-Eigenschaft, wenn
zu jedem Zeitpunkt Vergangenheit und Zukunft der Folge bedingt unter der
Gegenwart stochastisch unabhéngig sind.

Beweis. Zur Abkiirzung setzen wir wieder My., = (My, ..., M,,) und auferdem M ) =
(Mk)k2n =M;.co.

“=" Gilt die Markov-Eigenschaft, so folgt fiir alle A € 8"t B Gund C € &~
/ P MonM )M (4 5 C) gP
{M, B}

= P(Moy., € A,M, € BM"™ €C)

/ ]P)M(n) ‘MO:n (C) dP
{My.,€A.M,E€B}

pM" M () dP

/{Moi,,eA,M,,eB}
(n)
= iy Bttt P (€)1, P
(n)
- /{ oy P Mo € AlM)PM "M (Y g
= AM GB} PMO:nan (A)]P)M(n)‘Mn (C) dIED

und somit P Mo M) Mx — pMosMa @ pM ™My £ dh. (1.11).
“«<" Bei Giiltigkeit von (1.11) erhalten wir fiir alle A,C wie oben

/{ ; GA}PM(") Mo (C) dP = P(My, € A,M™ € C)
0:n
_ / P MonM )M (4 5 €Y g
Q
= / [PMO:nan (A)[PM(H) [My, (C) dP
Q

(n)
— [ B, P MH(OM,) aB

- / PM" M (C) dP
{MO:n EA}

und folglich PM"”Mon — pM" 1My p_g g O



1.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften 9

Zum Ende dieses Abschnitts wenden wir uns, gegeben eine zeitlich homogene
MK (M,),>o mit n-Schritt Ubergangskernen P™ einer wichtigen Eigenschaft der
Familie (P(n))nz() zu: Fiir beliebige Kerne O, Q> von (Q9,2p) nach (21,2l;) bzw.
(21,2) nach (2,,2,) definieren wir zuvor die Hintereinanderschaltung von Q)
und Q; durch

Q1002(wp,A2) 1= Q1 ®Qar(my, 2 XAr) = /_Q 0> (w1,A2) Q1(wo,day).

Q1 0 O, bildet folglich einen Kern von (£0,%o) nach (£2;,2(,). Ist Q; unabhiingig
von @y, also ein MaB auf (£21,2l;), so hdngt auch Q; o @, nicht von @y ab und bildet
deshalb ein MaB auf (2,%,). Fiir n > 3 Kerne Q; von (£2;_1,2(;_1) nach (2;,2;),
1 < j < n, ergibt sich induktiv

Q10...00,(an,A,)
=01 ®...0 000,21 X ... X Qu_1 X Ap) (1.12)

= / / Qn(wnflaAn) anl(a)nfzadwnfl) Q]((D(),d(l)])
Ql anl
Die Verkniipfung ist aulerdem assoziativ, d.h.

Q10..00, = Q10(Q20...00,) = (Q10...00,1)0Qx.

Statt Q1 o Q> schreiben wir im folgenden kurz Q Q5.

Gegeben eine MK (M,,),>0 mit Anfangsverteilung Py = P*0 und bedingten Ver-
teilungen P, (s, -) = PMnMn-1=5 5 > 1 sieht man nun mittels (1.12) sofort ein, dass

Py..P, = PM und PPy = PMresilMa=e pMugg
fiir alle k,n > 0. Im zeitlich homogenen Fall fiihrt dies schlieBlich zu

pW = pMuidi=e — pok . p p PMfs (1.13)

k-mal

fiir alle k,n > 0, wobei P°°(x, -) := §,(-). P°* definiert somit fiir jedes k eine Version
des k-Schritt-Ubergangskerns, und es folgt in diesem Fall sofort:

Satz 1.6. Fiir eine zeitlich homogene MK (M),)n>0 mit Zustandsraum (. ,S)
bilden die n-Schritt-Ubergangskerne P .= Po" n >0, eine Halbgruppe
beziiglich der Hintereinanderschaltung, d.h.

pmtn) _ p(m)p(n)

fiir alle m,n > 0. Dies bedeutet, dass
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PMk+m+n|Mk:5(A) _ / PMk+m+n|Mk+m:l(A) ]}DMHm\Mk:S(d,)
s

fiir alle k,m,n >0, A € & und PM«_fast alle s € ..

Beweis. Unter Hinweis auf (1.13) und die Assoziativitit der Hintereinanderschal-
tung ist nichts mehr zu zeigen. a

Im diskreten Fall (. abzihlbar) ist pW® genau wie P = PW) durch die einfachen
k-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

pl) = PG L))

determiniert, die in der k-Schritt-Ubergangsmatrix P%®) := ( pff)) i,je.” Zusammen-

gefasst werden. Setzen wir wie im obigen Satz PW = pok 5o ergibt sich unter
Hinweis auf (1.12) bei gleichzeitiger Ausnutzung der Abzéhlbarkeit von .

(k) _
pij - Z piilpiliz"".pik,zik,]pik,ljv
(il ..... ik,1>€«yk71

was nichts anderes bedeutet als

pH = pk = p...pP
N——
k-mal

fiir alle k > 0, wobei P(O) =1 := (8ij)i,je.~ die Einheitsmatrix bezeichnet. Aus der
Hintereinanderschaltung wird im diskreten Fall also eine gewdhnliche Matrizen-
multiplikation. Die entsprechende, nunmehr triviale Halbgruppeneigenschaft notie-
ren wir abschlielend in

Korollar 1.7. [Kolmogorov-Chapman-Gleichungen] Gegeben eine DMK
mit Zustandsraum (., &) und Ubergangsmatrizen P%) = (pgf))i’ jes = Pk,
k>0, gilt

plmtn) _ p(m) P(n)7 dh pl(;n+n) _ Z PE/T) Pz(:})
ke

fiir alle m,n >0 und i, j € ..
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1.2 Das Standardmodell

Wir haben im vorherigen Abschnitt bereits festgestellt, dass die Verteilung ei-
ner zeitlich homogenen MK M = (M,),>0 mit Zustandsraum (-, &) durch ihre
Anfangsverteilung A = PM0 und ihren Ubergangskern (Ubergangsmatrix, falls .7
abzdhlbar) P vollstindig determiniert ist. Eine Analyse dieser Verteilung ist somit
gleichbedeutend mit einer Analyse des Paares (A,P) und hingt im Ergebnis von
der expliziten Definition des Prozesses M gar nicht ab. Wir diirfen uns deshalb oh-
ne weiteres ein geeignetes Modell auf der Basis von (4, P) wihlen, in dem es sich
besonders angenehm rechnen lédsst. Dabei erweist es sich als sinnvoll, wie wir bald
einsehen werden, beliebige Anfangsverteilungen A zu beriicksichtigen und nur den
Ubergangskern P als festen Parameter zugrundezulegen.

Wir beschreiben als néchstes ein Standardmodell, was diesen Anforderungen
Rechnung triigt: Gegeben einen Ubergangskern P auf (., &), seien (2,21) =
(.7,6%) und M = (M,,) >0 die Identitit auf £, genannt kanonischer Prozess oder
auch Koordinatenprozess (% [3, Bemerkung 54.2(c)]). M,,(®) bezeichnet demnach
die Projektion von @ € Q auf die n-te Komponente. Fiir jede Verteilung A auf
(-, 6) definieren wir nun weiter auf (£2,%2() das nach dem Satz von Ionescu Tulcea
eindeutig bestimmte W-Mal

P, = AQP7

mit der Eigenschaft (% (54.1) in [3])

P, ()( Akxy‘”> =P, (My € Ag,...,M, € A,) (1.14)
k=0

:/ / o | P(su_t,dsn) .. P(sords1) A(dso)
Ao A, JaA,

fiir alle Ay, ...,A, € G und n > 0, was sich im diskreten Fall zu

n
Pﬂ. ( >< Ak X yoo> = Z A«iopioh teeet Diyqip

k=0 i0€EAQ,---in €A

vereinfacht mit p;; = P(i,{j}) und A = (4;);c.», wobei A; := A ({i}). Insbesondere
gilt dann

PA(M() = io,Ml = il,...,Mn = in) = )LiOHpik—lik (115)
k=1

fiir alle (ip,...,in) € " und n > 0. (M,),>0 bildet also unter P, eine MK mit
Anfangsverteilung A und Ubergangskern P bzw. Ubergangsmatrix P = (p; J)ijes-
Ferner gilt offenbar ]P’ﬁ/[” = AP°" fiir alle n > 0.
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Definition 1.8. Gegeben einen Ubergangskern P auf (.#, &), nennen wir das
zuvor spezifizierte Modell

(77,67, (My)n>0, (PA)IE?(Y)%

P () die Menge der Verteilungen auf (.7, &), das zu P gehirende kanoni-
sche Modell. Ferner heift jedes Modell

(Q,2, (My)n>0, Pa)rco(7));

so dass M, : (2,2) — (.#,6), n > 0, unter P, eine MK mit Startverteilung
A und Ubergangskern P definiert, ein Standardmodell zu P.

In einem Standardmodell haben wir es somit nur mit einem Prozess zu tun, wo-
bei sich verschiedene Anfangsverteilungen durch Zugrundelegung verschiedener
P, ergeben. Dies erweist sich bei den nachfolgenden Untersuchungen als wesent-
lich zweckmiBiger als bei jedem Wechsel der Anfangsverteilung immer auch den
Prozess wechseln zu miissen.

Startet (M,,),>0 in einem Punkt s € ., gilt also A = §;, so schreiben wir auch P
fiir Ps,. Offensichtlich gilt dann fiir beliebiges A € #(.¥)

P2() = [ P AWs) bow. Ba() = LARO, (10

im diskreten Fall. Jedes [P ergibt sich somit als im Allgemeinen unendliche kon-
vexe Kombination der Py, s € .. (1.16) bleibt auch fiir o-endliche A sinnvoll. Wir
erhalten dann ein o-endliches Mal P, auf (2,2), das weiter durch (1.14) und
(1.15) charaktersisiert ist. Diese Erweiterung benotigen wir spiter bei der Betrach-
tung sogenannter stationidrer Mafle, die im Allgemeinen lediglich o-endlich sind
("= Abschnitt 5).

Markov-Eigenschaft und zeitliche Homogenitit lassen sich in einem Standard-
modell wie folgt formulieren:

Satz 1.9. Gegeben einen Ubergangskern P auf (., &) samt eines zugehiri-
gen Standardmodells (Q,2%,M, (P )pc (7)) mit M = (My)n>0, gilt fiir alle
AeP(S)undn €Ny

Mk)kzn ‘M(),...,Mn

( My )i>n|Mn
Pl

= P! = PY Py, (1.17)

oder expliziter

Pt gy 4) — PRI (0 0) = P (4)  (31)
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fiir Py -fast alle @ € 2 und A € G™.

Beweis. Die Aussage ergibt sich sofort, weil unter Hinweis auf Korollar 1.4
P;Mk)kzn‘MOa-mMn _ ]P;;Mk)an‘Mn _ 6M” ®P°° _ PAIZY ]P)l £s.
gilt. ad

Da die bedingte Verteilung von (My)i>, gegeben M, unter P, gar nicht von

der Anfangsverteilung A abhiingt, schreiben wir im folgenden einfach P (Mi)iznMn

statt IP’EIM")"Z”‘M”. Entsprechend bedeute “IP-f.s.” in einem Standardmodell, dass die

betreffende Aussage Py -f.s. fiir alle A € 2(.) Giiltigkeit hat. AbschlieBend sei
noch notiert, dass E; und E, die Erwartungswertoperatoren unter P; bzw. P, be-
zeichnen. Es gilt dann

E(f(Mn,Mn+1,...)‘Mn :S) = Esf(Mo,Ml,...)

fiir PMnfast alle s € . und jede PM-quasi-integrierbare Funktion f : 7> — R.

1.3 Filtrationen und Stopzeiten

Auf dem Weg zu einer wichtigen Verschirfung der Markov-Eigenschaft im nichsten
Abschnitt bedarf es zunéchst der kurzen Einfiihrung der Begriffe “Filtration” und
“Stopzeit”, denen in der Theorie stochastischer Prozesse auch allgemein grofle Be-
deutung zukommt. Da hierfiir der zuvor gesteckte, sehr spezielle Rahmen bedeu-
tungslos ist, begeben wir uns fiir einen Moment in die generische Situation eines
gegebenen stochastischen Prozesses in diskreter Zeit.

1.3.1 Filtrationen

Sei (2,21) ein beliebiger messbarer Raum. Obgleich wir dabei im Grunde einen W-
Raum (2,2, P) im Auge haben, spielt das W-MaB P zunichst keine Rolle. Dennoch
werden wir uns aus Interpretationsgriinden die Freiheit nehmen, messbare Mengen
auch Ereignisse zu nennen.

Definition 1.10. Eine aufsteigende Folge (.%,),>0 von Unter-c-Algebren von
A heiBt Filtration des Raums (Q,21).
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Stellen wir uns n als Zeitparameter vor, so konnen wir .%, als das System der bis
zum Zeitpunkt n beobachtbaren Ereignisse interpretieren. Mit anderen Worten, .%,
bildet die Gesamtheit aller Ereignisse, von denen ein Beobachter zum Zeitpunkt n
entscheiden kann, ob sie eingetreten sind oder nicht. Man nennt .%, deshalb manch-
mal etwas vager auch die zum Zeitpunkt n fiir den Beobachter verfiigbare Informa-

tion. Die o-Algebra
P = O <U ﬁn>
n=0

beinhaltet offenkundig alle jemals vom betreffenden Beobachter entscheidbaren Er-
eignisse, seine asymptotische Gesamtinformation also.

Verschiedene Beobachter konnen natiirlich verschiedene Informationen erhalten.
Thnen sind dann verschiedene Filtrationen (:%#,),>0 und (%;,),>0 zugeordnet. Wir
schreiben (%,)n>0 C (Fu)u>0, falls 4, C %, fiir alle n > 0. In diesem Fall hat also
der “¢-Beobachter” zu jedem Zeitpunkt n hochstens genausoviel Information wie
der “.%-Beobachter”.

Betrachten wir als néchstes eine Folge (X,),>0 messbarer Abbildungen auf
(Q,20), die also bei zusitzlich gegebenem W-MaB P einen stochastischen Prozess
in diskreter Zeit bildet.

Definition 1.11. Eine Folge (X,,),>0 messbarer Abbildungen auf (£,2() heifit
adaptiert bzgl. der Filtration (:%,),>0 oder einfach (.%,),>0-adaptiert, wenn
X, F,-messbar ist fiir jedes n > 0.

Offensichtlich ist (X,),>0 genau dann adaptiert beziiglich (.%,),>0, wenn
9, = G(Xo, ...,Xn) C yﬂ

fiir alle n > 0 gilt. (¢,),>0 bildet offenkundig selbst eine Filtration, und zwar gerade
die kleinste, beziiglich der (X;),>0 adaptiert ist. Sie heiBt kanonische Filtration von
(Xn)n>0. Erwihnen wollen wir noch, dass eine beziiglich (.%,),>¢ adaptierte Folge
(Xn)n>0 als Vektor .Z..-messbar ist, was im Falle reellwertiger oder numerischer X,
insbesondere die .%..-Messbarkeit der Abbildungen

infX,, supX,, liminfX, und limsupX,
n>0 n>0 n—oo n—soo

impliziert.

1.3.2 Stopzeiten

Bei der Untersuchung stochastischer Prozesse (X,),>0 spielen hiufig Zufallszeiten
der Form
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T = inf{n>0:(Xo,....Xn) EAs} (1.18)

fiir geeignete messbare Mengen A, eine wichtige Rolle. Wir setzen dabei immer
T = oo, falls das Infimum iiber die leere Menge gebildet wird. Stellen wir uns vor,
T bezeichnet den Zeitpunkt, zu dem ein Beobachter aufhért, den Prozess (X,)n>0
zu verfolgen. Das typische an 7 ist, dass es nicht auf Information iiber die Folge
zuriickgreift, die erst in der Zukunft verfiigbar wiirde. Mit anderen Worten, das Er-
eignis, zum Zeitpunkt zn zu stoppen, hdngt nur von den Werten Xo, ..., X;, ab fiir jedes
n > 0. Man sagt auch, 7 ist nicht antizipierend. Ein Beispiel einer antizipierenden
Zufallszeit im Fall reellwertiger X,, bildet etwa

v = sup{n>0:X, <0} [sup@ :=0],

Unter v bedarf es nimlich zur Entscheidung dariiber, zum Zeitpunkt n zu stoppen,
der vollstindigen Realisierung von (X,),>0.

Wie zuvor bemerkt, ldsst sich verfiigbare Information zu sukzessiven Zeitpunk-
ten formal mittels Filtrationen beschreiben, was zu folgender allgemeinen Definition
nicht antizipierender Zufallszeiten fiihrt:

Definition 1.12. Sei (.%,),>¢ eine Filtration des messbaren Raums (£2,2).
Dann heift eine messbare Abbildung 7 : 2 — Ny U {co} Stopzeit beziiglich
(Zn)n>0 oder auch (.%,),>0-Zeit, wenn

{t=n}e %, (1.19)

fiir alle n € Ny gilt. Im Fall .%,, = 6(Xy, ..., X,) fiir eine Folge (X;,),>0 messba-
rer Abbildungen nennt man 7 auch Stopzeit beziiglich (X, )n>0. Die o-Algebra

Fy = {Aem:Am{r:n}ef/‘n furaueneNO} (1.20)

bezeichnet man als 6-Algebra der t-Vergangenheit (gegeben (F,)n>0)

Anmerkung 1.13. Jede konstante Abbildung T =n, n € Ny, ist selbstverstindlich
Stopzeit beziiglich jeder Filtration (.%,),>0 des zugrundeliegenden messbaren Rau-
mes, und es gilt dann .#; = .%,.

Anmerkung 1.14. Bedingung (1.19) gilt auch fiir n = oo, denn

c

{r=c} = | ) {r=n € Fo. (1.21)
neNy ——~—
€EFnCFoo

Anmerkung 1.15. Aquivalent zur Bedingung (1.19) ist offensichtlich sowohl

{t<n} € %, (1.22)
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fiir alle n € Ny als auch (Komplementbildung)

{t>n} € %,
fiir alle n € Nj.

Anmerkung 1.16. Jede Stopzeit T beziiglich einer Folge (X,,),>0 hat die Form (1.18).
Dazu beachte man, dass .%, = 0(Xp,...,X,) gerade aus den Urbildern messbarer
Mengen unter (X, ..., X, ) besteht. Fiir jedes n > 0 impliziert demnach {t <n} € .%,
die Existenz einer messbaren Menge A,, so dass {t <n} = {(Xp,...,X,) €A, }, was
offenbar (1.18) fiir diese A,, liefert.

Anmerkung 1.17. Dass .%; tatsichlich eine o-Algebra bildet, wie in der obigen De-
finition einfach konstatiert wird, und dass sich dieselbe c-Algebra ergibt, wenn man
dort die Mengen {7 = n}, n € Ny, durch {7 < n} ersetzt, kann der Leser miihelos
selbst nachweisen.

Die grundlegenden Fakten iiber Stopzeiten und die zugehoérigen ¢-Algebren fas-
sen wir in folgendem Satz zusammen.

Satz 1.18. Gegeben eine Filtration (F,)n>0 des messbaren Raums (2,2(),
messbare Abbildungen X , Xy, X1, ... auf diesem sowie Stopzeiten G, T, Ty, T2, ...
beziiglich (%) n>0, gelten folgende Aussagen.:

(a) O©AT, 6V 71T, 0+ 7 sind Stopzeiten beziiglich (F)n>0.

(b) inf,>1 Ty, sup,s; Ty, liminf, . 7,, limsup,_.. T, und lim,_.. T, (falls
existent) sind Stopzeiten beziiglich () n>o.

(c) {o=r1}{o<rt}eF;NZ:

(d) o <ztimpliziert 5 C Fz. Insbesondere folgt % C F 511 C ... C Foo,
und T — o bildet eine (F51n)n>0-Zeit, sofern G < .

() Fone=FsNFrund Foyr=0(FsUFr).

(f)  Aus Z, = o0 (Xo,...,Xn) und T < oo folgt Fr = 0(1,Xo, ..., Xz

(g) Aus (Zn)n>0 C (%n)n>0 folgt Fr C ;.

(h)  Eine Zufallsgrofie X ist genau dann %;-messbar, wenn X | U T~
messbar ist fiir alle n € Ny.

Beweis. (a) Dass 0 AT,0V T und o + 7 wieder Stopzeiten bilden, folgt unter Hin-
weis auf (1.20) und (1.22), denn

{oAT>n} = {o>n}n{t>n} € %,
{ovt<n} = {oc<n}n{r<n} € %,

und {o+7=n} Zn:{czk}ﬁ{‘t:n—k} € %
k=0
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fiir jedes n > 0.
(b) Hier betrachten wir nur liminf, . T, und notieren, dass
{lirgglfrn > m} = [0:3k=k0):Vn>k: 1,(0) >m)
U N{w>m} € Zu

k>0n>k

fiir alle m € Ny.
(c) iiberlassen wir dem Leser.
(d) 0 < tund A € . implizieren

An{t=n} = ¥ @An{o=k})n{t=n} € %,

0<k<n
eﬁkcﬁn

fiir alle n € Ny und somit auch A € .%;. Falls 6 < o, s0 gilt fiir jedes n € Ny, dass
{t—o=nin{oc+n=k} = {c=k—n}n{r=n} € %

fiir alle k > n und folglich {T — 6 = n} € Z54,. Also ist T — o wie behauptet eine

Stopzeit beziiglich (-Z51n)n>0-

(e) Hier notieren wir lediglich als Hinweis fiir die zweite Aussage, dass sich jedes
A € Foyrindie Mengen AN{o <1} € Frund AN{o > 1} € F; zerlegen lisst.
Den vollstindigen Beweis empfehlen wir dem Leser als Ubung.

(f) Falls X,, : (2,20) — (£,,2,) und T < e, folgt

(7,X0,.-,X7) : (2,2) — (Q',2A)

Q' = Z{H}XQOXMXQ}'L; A = G(Qf/)v

n>0

(1.23)
{{n} X Ap:n€ Ny, A, € m()@...@mn}.

¢

Alsoist 6(7,Xp, ..., X7) = (7, X0, ..., X:) " (W) = 6((7,Xo, ..., Xz) (&) unter Hin-
weis auf Lemma 6.1 in [3]. Wie man sofort sieht, gilt (7,Xo,...,X;)" (&) C .Z;
und damit 6(7,Xp, ..., X;) C %;. Umgekehrt impliziert %, = o(Xy, ...,X,) fiir je-
des A € % die Existenz eines A, € Ay ® ... ® %2, so dass

An{t=n} = {(Xo,....Xx) €An} = {(T.X0,.... Xz) € {n} x Ay}

Summation iiber alle n > 0 liefert dann



18 1 Markov-Ketten: Theoretische Grundlagen

A= ZAﬂ{r:n} = {(r,Xo,...,XT) € Z{n}xA,,} € o(r,Xo,...,X1),

n>0 n>0

d.h. die umgekehrte Inklusion .%; C o(71,Xo, ..., Xr).
(g) kann der Leser wiederum leicht selbst nachweisen.

(h) “=" Nach Definition von .%; ist 14 genau dann messbar beziiglich dieser
o-Algebra, wenn 14— = 1a1{;—,) F,-meBbar ist fiir alle n € Np. Damit erhilt
man sofort, dass jede .%;-messbare Elementarfunktion X die Behauptung erfiillt,
was schlieBlich mittels eines Funktions-Erweiterungsarguments auf alle Zufalls-
groflen ausgedehnt werden kann.

“&" Ist X1(7_yy Fp-messbar fiir alle n € No, so folgt fiir alle x € R und n € Ny
X <xpn{r=n} = {X1y_ <x}n{t=n} € F,

also {X < x} € F, fiir alle x € R, was die .#;-Messbarkeit von X impliziert. m]

Wenn {7 = oo} # 0, so sind (7, Xy, ..., X7) und die Post-t-Folge X'V := (X ) >0
nur auf der Spur (2 N {7 < e}, AN {7 < o}) wohldefiniert. Um mit diesem Um-
stand formal sauber umzugehen, treffen wir folgende Definition der Vektoren auf
der Menge {7 = «}:

(7,X0,..,Xz) == (00,(Xu)nz0) und X = x*) .= (A,A,.)

fiir ein nicht weiter spezifiziertes Element A. Gegeben X, : (Q2,2) — (£,,2,) fiir
n >0, folgt dann XV : (Q,2) — (Q”,2A”) mit (vgl. (1.23))

Q" = <Z{n}>< X Qk>u{(oo,A,A,...)}7 A" = o(¢"),
n>0 k>n
e’ = {{n}XAnZI’IENQ,A”€®Qlk}U{{(OO,A,A,...)}}.

k>n

Als triviale Konsequenz der Teile (e) und (h) des vorherigen Satzes notieren wir
ohne Beweis:

Korollar 1.19. In der Situation von Satz 1.18 sei ferner angenommen, dass
(Xn)n>0 adaptiert ist beziiglich (%,)n>0. Dann gilt:

(a) tund (1,Xy,...,X;) sind Fr-messbar.
(b) X9 ist adaptiert beziiglich der Filtration (Frtn)n>0-

Dass bedingte Erwartunsgwerte und Verteilungen beziiglich .7 sich letztendlich
wieder aus solchen beziiglich .%, fiir n € Ny, also zu festen Zeitpunkten, berechnen
lassen, zeigt der nichste Satz.
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Satz 1.20. Sei (%,),>0 eine Filtration des W-Raums (2,2, P), X eine Zu-
fallsvariable auf diesem mit Werten in (Q',2l') sowie T eine Stopzeit beziiglich
(yn>n20-

(a)  Existieren reguliir bedingte Verteilungen PX |Fn fiir alle n € Ny, so exis-
tiert auch IP’XWT, und zwar gilt

]P)X‘yf = Z l{Tzn}]PX‘f" P-fs.

nGN()
(b) Ist X eine quasi-integrierbare Zufallsgrofle, folgt

E(X|#:) = Z I{T:n}E(X|yn) P-fs.

HENO

Beweis. (a) GemiB Satz 1.18(h) ist O(,A") := ¥engufer} Liz=n P XZn (., A") fiir je-
des A’ € A’ .Z;-messbar. Da auBerdem

/BQ(a),A’) P(dw) :ne% /Bm » PX7n(@,A") P(dw)
- nEZN /Bﬁ{r n} )) P(dw)

=PBN{XeA'})

fiir alle B € %, und A’ € ' gilt, folgt die Behauptung.

(b) Hier geht man analog zu (a) vor. Wir verzichten deshalb auf die nochmalige
Angabe der Details. a

Beachtet man, dass fiir alle n > 0
I{T:n}]P)(X(T) c |§n) = ]E(I{T:njx(f)eﬂyn)

= ]E(I{T:n,X(")E-}|y")
I{T:n}P(X(n) S |9n) P-f.s.

und damit . w
XV — pX"I70 pofs. auf {7 = n}

gilt, so ergibt sich offenbar bei Anwendung des vorherigen Satzes auf die Post-7-
Folge X (7):



20 1 Markov-Ketten: Theoretische Grundlagen

Korollar 1.21. Gegeben eine Filtration (%,,),>0 des W-Raums (2,2, P), eine
Folge (X,)n>0 von Zufallsvariablen auf diesem und eine Stopzeit T beziiglich
(yn%zo, gilt

QI (.7,
pXIF = ZPX |J"1{T:n} == 5(A,A,...)1{‘L':oo} P-f.s.,

n>0

vorausgesetzt, die reguliir bedingten Verteilungen PX R n.n > 0, existieren.

Wir haben somit die a priori keineswegs selbstverstindliche Einsetzungsregel

PX(T)“%(Q),) _ PX(T(w))‘yT<”>(a),~)

fiir P-fast alle 0 € Q.

1.4 Die starke Markov-Eigenschaft

Wir kehren zuriick zur Theorie der Markov-Ketten. Die Markov-Eigenschaft lédsst
sich in Kiirze auch wie folgt formulieren: “Bedingt unter der Vergangenheit zu ei-
nem beliebigen, aber fest gewdhlten Zeitpunkt 7, hiangt das zukiinftige Verhalten
der betreffenden Folge nur von ihrem gegenwirtigen Zustand ab.” Eine wichtige
Verschirfung dieser Eigenschaft besteht darin, dass sie auch bei Bedingen unter
der Vergangenheit zu einer Stopzeit Giiltigkeit behélt. Dabei wollen wir im folgen-
den die Vergangenheit bis zu einem Zeitpunkt allgemeiner fassen als bisher. Auf
dem Weg zu der besagten Verschirfung der Markov-Eigenschaft geben wir deshalb
zunichst eine Erweiterung der Definition 1.1. Sei dazu (.%,),> eine Filtration des
zugrundeliegenden messbaren Raums und (M,,),>o adaptiert beziiglich (.%#,),>o0,
d.h. M, ist Z,-messbar fiir jedes n > 0. Die kanonische Filtration von (M,,),>o be-
zeichnen wir mit (¥,,),>0, also 4, = o(My, ...,M,) C %, fiir alle n > 0.

Definition 1.22. Sei (M, ),>0 eine stochastische Folge auf einem W-Raum
(2,2(,P) mit (abzdhlbarem/endlichem) Zustandsraum (7, &). Sei ferner
(Zn)n>0 eine Filtration, bzgl. der (M,),>0 adaptiert ist. Dann heiit (M,),>0
(diskrete/endliche) Markov-Kette bzgl. (.%,,),>0, wenn

PMutlFn — pMutilMn p_g g (1.24)

fiir alle n > 0. Wir schreiben dann auch, dass (M,,,.%,),>0 eine (diskrete/end-
liche) MK bildet.
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Anmerkung 1.23. Die in Abschnitt 1.1 gegebene Definition einer MK entspricht of-
fensichtlich der obigen, wenn man dort .%, = ¢, wihlt, also die kanonische Filtrati-
on zugrundelegt. Aufgrund der Iterationsregel fiir bedingte Erwartungswerte und
Verteilungen (¥%5°[3], (51.21) in Satz 51.6) folgt sofort, dass jede MK beziiglich
(Fn)n>0 auch eine solche beziiglich ihrer kanonischen Filtration (¥,),>¢ bildet,
weil 6(M,) C ¥, C .%, fiir alle n > 0. Entsprechendes gilt fiir jede Filtration
(F)n>0 mit &, C F) C F, fir alle n > 0. Eine typische Situation, in der eine
MK (M,,),>0 die Markov-Eigenschaft beziiglich einer groferen als der kanonischen
Filtration erfiillt, liegt vor im Fall .%, = o(My, ...,M,, M), ..., M,,) fiir eine beliebige,
von (M,,),>0 unabhingige Folge (M),),>0.

Anmerkung 1.24. Mittels der gleichen Argumente wie in Abschnitt 1.1 erhélt man
die Aquivalenz von (1.24) und

PMiznlFn — pMiealMn pgg.

fiir alle n > 0.

Anmerkung 1.25. Die Definition der zeitlichen Homogenitit bleibt von der obigen
Verallgemeinerung unberiihrt.

Anmerkung 1.26. Unter Riickgriff auf die im vorherigen Abschnitt gegebene an-
schauliche Interpretation einer Filtration (.%,),>0 als eine aufsteigende Folge der
zu den sukzessiven Zeitpunkten von einem Beobachter entscheidbaren Ereignissy-
steme bedeutet die Beziehung

PMiznlFn = pMiizal% — pMdizalMn P

dass ein “.#-Beobachter” gegeniiber einem “%-Beobachter” zu keinem Zeitpunkt
zusitzliche Information iiber das zukiinftige Verhalten der MK (M,,),>¢ besitzt und
dass dasselbe auch gegeniiber dem ““gedéchtnislosen Beobachter” gilt, der zu jedem
Zeitpunkt nur den augenblicklichen Zustand der Kette kennt.

Gegeben eine MK (M,,),>o beziiglich (.%,),>0 mit Ubergangskernen P,, d.h.
PMnlZu-1 = p, (M,,—1,-) P-f.s. fiir alle n > 1, wollen wir nun zeigen, dass das zukiinf-
tige Verhalten der Kette bedingt unter der Vergangenheit bis zu einer Stopzeit T
beziiglich (%#,),>0 wiederum nur vom gegenwirtigen Zustand M; abhingt. Hiufig
benutzte Beispiele von Stopzeiten fiir (M,;),>0 bilden

(i) = inf{n>1:M, =i} (1.25)

fiir irgendeinen Zustand i € ./, genannt Riickkehr- oder Rekurrenzzeit in den Zu-
stand i, oder auch allgemeiner

T(A) = inf{(n>1:M, €A} (1.26)

fiir ein A € G, genannt Riickkehr- oder Rekurrenzzeit in die Menge A, wobeli stets
inf@ := oo vereinbart sei. Wie im vorherigen Abschnitt eingefiihrt, sei
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MY = (Myi)iz0
die Post-n-Folge(Kette) fiir n € Ny und fiir n = oo
M™) := (A,A,..), insbesondere M., := A

gesetzt, wobei A irgendein Element bezeichne, das im Unterschied zu dort jedoch
nicht zu . gehore. Wir konnen uns A als einen zusétzlichen absorbierenden Zu-
stand der Kette vorstellen, der deshalb manchmal auch Friedhof genannt wird. For-
mal gesehen haben wir eine Modellerweiterung durchgefiihrt, indem wir (M,,),>0
nun als MK auf dem erweiterten Zustandsraum

(72,64) = (FU{A},0(6,{A}))

mit Ubergangskernen

PO (x) { Py(x,-), fallsxe.”
ox, fallsx=A
auffassen. Da dies aber nur aus Definitheitsgriinden relevant ist, werden wir darauf
auch nur, wenn notwendig, zuriickgreifen.
Gegeben eine Stopzeit T beziiglich (.%,),>0, erinnern wir daran, dass die c-Al-
gebra der 7-Vergangenheit durch

Fr = {AEQ[:AQ{T:n}Eﬁn fﬁrallenENO}

definiert ist. Sie enthilt alle Ereignisse, die beim Stoppen zum Zeitpunkt 7 entscheid-
bar sind. Fiir weitere Informationen verweisen wir auf den vorherigen Abschnitt.

Satz 1.27. Sei (%#,)n>0 eine Filtration des W-Raums (2,A,P) und M =
(M) >0 eine MK bzgl. (F,),>0 mit Ubergangskernen Py, Ps, ... Dann besitzt
(My, Fn)u>0 die starke Markov-Eigenschaft: Fiir jede (F,)n,>0-Zeit T gilt
P-f.s.

PM(T)WG = ]P)M(T)lT’MT = SMT & ®n21 Priy, falls T < oo, (1.27)
Oan,.), Jalls T=oo
sowie im zeitlich homogenen Fall mit Py = P, = ... =: P speziell
pMOIF _ pMOIM: _ O, @ P, falls T < oo, o .
O(an,.), Jalls T=co

Beweis. Aus Korollar 1.21 und der gewohnlichen Markov-Eigenschaft folgt
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]P)M(T)W:T = Z I{T:n}IPM(n)‘g:n = Z I{T:H}PM(H)‘M" P-f.s.

nENO nENo

Da l{T:n}IP’M<")‘M" (A) o(t,M)-messbar ist fiir jedes n € Np und A € &%, gilt das-

selbe fiir PM" 17 (A), was wegen 6 (7,M;) C % die erste Gleichung in (1.27) zeigt.
Die Giiltigkeit der zweiten Gleichung folgt unter Verwendung von Korollar 1.4 und

M) | Z., M M., _
PMTFe — PMTIMe = 5, 4 .

Ist M zeitlich homogen mit Ubergangskern P = P; = P, = ..., so gilt offenkundig

(1.28), denn P ®\ gemdB (1.27) ist dann offenkundig M;-messbar und folglich

. . (7)
auch eine Version von PM Mz O

Aus (1.27) bzw. (1.28) folgt direkt
E(f(M)|F2) = B(f(MP)|t,M:) bzw. = E(f(M7)|M) P-fs.

fiir jede PM © -quasi-integrierbare numerische Funktion f: (#5,8%) — (R, %).
Setzen wir wieder Mo., = (Mo, ...,M,,) fiir n > 0 und My... = (M,;)>0, SO ergibt
sich als Pendant zu Satz 1.5:

Satz 1.28. Eine stochastische Folge (M,),>0 mit Zustandsraum (.#,S) be-
sitzt genau dann die starke Markov-Eigenschaft beziiglich der Filtration
(Fn)n>0, wenn sie adaptiert ist und wenn fiir jede (F,)n>0-Zeit T die ©-
Algebra F; und M (%) bedingt unter (T,M;) stochastisch unabhiingig sind,
d.h.

PAN{M® € C}t,M;) = P(A|T,M;)P(M® e C|t,M;) P-fs. (1.29)

fiir alle A € F; und C € &%. Fiir eine zeitlich homogene MK (M,,),>o bleibt
(1.29) bei Bedingen unter My anstelle von (T, M) giiltig.

Beweis. Der Beweis bildet im wesentlichen eine Adaption des Beweises von Satz
1.5 und bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen. a

Anmerkung 1.29. Bezeichnet (.%#,),>0 im vorherigen Satz die kanonische Filtration
von (M,),>0 und beachtet man, dass dann #; = o (7,Mp.;) gemiB Satz 1.18(f)
gilt, so besitzt (M,),>0 in vollkommener Analogie zum Fall fester Zeit die starke
Markov-Eigenschaft genau dann, wenn (7, Mj.;) und M () fiir jede (Fn)n>0-Zeit T
bedingt unter (7,M;) (im Fall zeitlicher Homogenitéit auch unter M;) stochastisch
unabhingig sind, d.h.

P((TMox) MOT M _ p(rMooleMe o pMITMe g (1.30)

Betrachten wir zum Abschluss noch einmal eine zeitlich homogene MK M =
(My)n>0 in einem Standardmodell (2,21, M, (PP )1c 5())- In diesem Fall erhalten
wir mit (1.28), dass fiir alle A € (%) und (%, )n>0-Zeiten T
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(%)
P; Py M = pY P -fs. (1.31)
oder ausfiihrlicher
M) |7, MO |M,
BV (@0,4) = BY M (0,4) = Y (4)

fiir Py -fast alle @ € Q und A € & gilt.

Beispiel 1.30. Sei M = (M) >0 eine zeitlich homogene DMK in einem Standardmo-
dell (2,2%,M,(Py)rc()) und (i) die Ersteintrittszeit in einen Zustand i € %
(= (1.26)), folglich eine Stopzeit beziiglich der kanonischen Filtration (%,),>0-
Dann gilt aufgrund der starken Markov-Eigenschaft, genauer gemif3 (1.31),

M (D) G .
" e _ PM  P,-fs. auf {1(i) < oo}

P
fiir jede Anfangsverteilung A, d.h., die MK verhilt sich in Verteilung nach erstma-
ligem Erreichen des Zustands i unabhingig vom vorherigen Verlauf anschlieend
genauso als wire sie in i gestartet. Setzen wir fi(;l) =P,(t(j) =n) firi,j € . und

n > 1, so ergibt sich als Anwendung folgende niitzliche Beziehung zwischen den
(n)

fi<-") und den n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten p; it

J
) = A 1)
k=1

fiir alle n > 1. Zum Beweis notieren wir:

P = Pi(My = j)
= ZPI(T(]) = k7MT(j>+n—k = J)
k=1
. P(My( i oni = J| %) dP;
k;/{r(j)k} ( 7(j)+n—k Jl r(/))

Il
1=
A\
v
=
L
|
=
QL
!

k=1 1{t())=k}
=Y P(t(j) = k)Pi(My i = j)
k=1

f(k> (n—k)

ij Pjj

Il
™=

~
I
R

wobei die starke Markov-Eigenschaft offenbar beim Ubergang von der dritten zur
vierten Zeile verwendet wurde.
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1.5 Stationire MaBle und Verteilungen

Im folgenden sei M = (M,,) >0 stets eine zeitlich homogene MK in einem Standard-
modell (2,2, (My)n>0,(P3)sez(>)) mit Zustandsraum (.,&) und Ubergangs-
kern P. Eine Frage, die allgemein bei stochastischen Prozessen sehr hdufig von zen-
tralem Interesse ist, lautet:

Wie verhilt sich die Verteilung der Prozessvariablen oder auch des Post-z-
Prozesses bei gegen unendlich strebender Zeit ¢?

Auf M bezogen bedeutet dies:

Welche Aussagen lassen sich iiber IP))I{J” und IP’% " fiir n — oo machen?

In diesem Zusammenhang spielen die Begriffe “stationires MaB3” und “stationére
Verteilung” eine groBe Rolle und werden deshalb als nichstes prizisiert:

Definition 1.31. Ein o-endliches MaB & auf (., &) heiBt stationdires oder
invariantes Maf3 der MK M, wenn 7 # 0 und

P = gp =1 (1.33)

gilt, was aufiihrlicher geschrieben

Po(M; €A) = / P(x,A) n(dx) = m(A) firalle A €&

Z

bedeutet. Hat 7 Gesamtmasse 1, nennt man 7 auch stationdre oder invariante
Verteilung von M.

Beachtet man, dass stets IP’,I;/[ 0 = 7 gilt, so bedeutet (1.33) nichts anderes als, dass
My und M; unter P, dieselben Bildmaf3e/Verteilungen besitzen (Invarianz). Unter
Benutzung von

pMn = P = gp°" = (zp)P°""V) = gpot-1)

fiir alle n > 1 (%= (1.13)) folgt sofort per Induktion iiber n

Lemma 1.32. 7 ist genau dann stationdires Mafs der MK M, wenn © % 0 und
fiir allen > 0
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PM — gp) = g (1.34)

gilt, was aufiihrlicher geschrieben
Py (M, € A) = / PO (x,A) m(dx) = n(A) firalleA €&
S

bedeutet.

Unter P, stimmen die BildmaBe aller M, folglich iiberein, was im Fall einer
Verteilung 7 auch wie folgt formuliert werden kann:

Besitzt M eine stationédre Verteilung 7, so hat M,, unter Pz, d.h. bei Anfangs-
verteilung 7, fiir jedes n > 0 genau diese Verteilung 7.

Wir haben es hier mit einer besonders starken Form von Stabilitit oder Gleich-
gewicht zu tun, die sich aufgrund der zeitlichen Homogenitit auch auf die Post-n-
Prozesse iibertrigt:

Satz 1.33. 7 ist genau dann stationdires Mafs der MK M, wenn ©© % 0 und
pMY — pM _ pgp> (1.35)

fiir alle n > 0 gilt.

Beweis. Zu zeigen ist nur die erste Gleichung in (1.35). Gema8 (1.17) in Satz 1.9
gilt fiirallen > Ound s € &7

n)
pMM _ pY pfs,
so dass unter Benutzung von (1.34)
M) M)
P () = [ BN () mla)
JI
n) _
= [ B B ) m(as)
s
— [ BNC) P (an
5%
— [ B¥() atan)
4
Py ()
fiir alle n > 0, d.h. die Behauptung folgt. a
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Eine Folge M mit der Eigenschaft (1.35) fiir alle n > O hei3t stationdr unter Py,
was die Namensgebung fiir 7w erklirt.

Stationdre Mafle und Verteilungen spielen in der Theorie der MK eine wichtige
Rolle, miissen aber weder existieren noch eindeutig bestimmt sein (2" hierzu Unter-
abschnitt 2.5.4). Die Eindeutigkeit betreffend notieren wir, dass die Menge = aller
stationdren Mafe einer MK M einen positiven Halbraum bildet, d.h. 7,1, € E im-
pliziert ¢1 7y + oMy € & fiir alle ¢, co > 0. Stationire Mafle sind also im giinstigsten
Fall bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt, was bedeutet, dass = eindi-
mensional ist. Die Menge Z* der stationéren Verteilungen von M bildet eine konve-
xe, moglicherweise leere Teilmenge von =. Sie enthilt offenbar genau ein Element,
wenn £ eindimensional ist und aus lauter endlichen Maf3en besteht. Die Bedeutung
stationdrer Verteilungen im Zusammenhang mit dem asymptotischen Verhalten von
MK verdeutlicht das folgende einfache Lemma.

Lemma 1.34. Sei M = (M,,),,>0 eine MK, fiir die A,v € P (.¥) existieren, so
dass

lim P, (M, € A) = v(A) (1.36)

n—oo

fiir alle A € &. Dann ist v eine stationdire Verteilung der Kette, d.h. v € E*.

Beweis. Per Funktions-Erweiterungsargument folgt aus (1.36)

lim B, £(M,) = [ f(s) v(ds)
n—soo 7

fiir alle f € bS, dem Raum der beschriankten G-messbaren reellen Funktionen. Da-
mit erhalten wir aber unter Benutzung der Markov-Eigenschaft

v(A) = lim P (M1 €A) = lim | P(s,A) P3" (ds)

n—o | o

— lim E; P(My,A) = /;P(S,A) v(ds),

n—soo

dh.vez™ ad

Der Verteilungslimes von M,, unter irgendeinem P definiert also stets eine sta-
tiondre Verteilung. Diese ist auBerdem eindeutig bestimmt, wenn (1.36) fiir jede
Anfangsverteilung A gilt, da dann speziell fiir 4 € E* und alle A € &

n—oo

1(A) = Pu(M, € A) — v(4),

d.h. u = v folgt.

Wenden wir uns abschlieBend noch kurz dem diskreten Fall zu, in dem . abzihl-
bar ist. Dann ldsst sich jedes o-endliche MaB A mit dem Vektor (4;);c » mit den
endlichen, nichtnegativen Komponenten A; = A ({i}) identifizieren und der Uber-
gangskern P mit der Ubergangsmatrix P = (p;;); je.z» pij = P(i, {j})-
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Satz 1.35. Ein c-endliches Maf$ T = (m;);c.» definiert genau dann ein stati-
ondres Maf3 der DMK M mit Ubergangsmatrix P, wenn 1t % 0 und

m =Y mpij = Pr(M =) (1.37)
ics

fiir alle j € ., d.h. Tt = P gilt.

Beweis. Es ist nichts zu zeigen, da 7 durch seine Werte 7; = 7({,}) eindeutig fest-
gelegt wird. a

Ein stationdres Mal} erhilt man demnach im diskreten Fall durch Losen des
durch (1.37) fiir alle j € . gegebenen linearen Gleichungssystems. Aus (1.37) folgt
natiirlich weiter 7 = P " (vgl. Lemma 1.32), d.h.

m=) ﬂip,(;') = Pr(M, =)
i€y
fiir alle j € . und n > 0.

Ist der Zustandsraum . sogar endlich, d.h. M eine EMK, so ist jedes stationére
MaB 7 notwendigerweise endlich mit Gesamtmasse ||7|| = ¥;c o~ 7; und dessen Nor-
mierung * = 1 /||| eine stationire Verteilung. Man beachte ferner, dass 7 in die-
sem Fall genau dann ein stationidres MaB definiert, wenn 7 einen nichtnegativen
linken Eigenvektor zum Eigenwert 1 der endlichen Matrix P bildet. Wir werden im
nichsten Kapitel zeigen, dass eine EMK stets mindestens eine stationére Verteilung
besitzt.





