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Aufgabe 39 (5 Punkte)
Fiir eine Verteilung G auf [0,00) und A > 0 seien

J
aj = /e_)‘x()\x) G(dz), j=>0,

und p := Y5 ja;. Es sei (M, )nen, eine Markov-Kette mit Zustandsraum Ny und Uber-
gangswahrscheinlichkeiten

Poj = aj, pij:aj_i+1fﬁrj2i—1>1, pZJZOfUI'j<Z—1,

fur die angenommen wird, dass eine stationdre Verteilung 7 existiert. Ferner seien 7(s) =
Y32 ms’ und A(s) = 332, a;s7 die erzeugenden Fkt. von m und (a;)jen,. Zeigen Sie
s—1

7(s) = m A(S)m

fir alle s € [0,1) und folgern Sie limg 7(s) = {2, sowie p < 1.

Aufgabe 40 (5 Punkte)

Es sei P = (pjj)ijes eine positiv rekurrente Ubergangsmatrix auf S = Ny oder § =
{0,..., N} mit py; > 0 und p;o > 0 fiir alle j > 0, j € S. Zeigen Sie: P ist genau dann
reversibel, wenn

Dij Pjk Pki = Pik Pkj Pji

fir alle 4, j, k € S gilt, d.h. der Pfad i — j — k — ¢ wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit
vorwarts wie ruckwérts durchlaufen.

Bitte wenden!



Aufgabe 41 (5 Punkte)
Es sei (M,)nen, eine reversible Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (p;;)i jes und
stationarer Verteilung 7. Ferner sei A eine nichtleere Teilmenge von S.

(a) Definiere Py = (Pi;)ijea durch

- Dij falls ¢ 7£ j
pij = ) )
’ Pii + Yreac P falls ¢ = 7.

Zeigen Sie, dass P, reversibel ist und bestimmen Sie die stationdre Verteilung
7. Welchen Ubergangsmechanismus beschreibt P4 bezogen auf die Ausgangskette

(Mn)nENo?
(b) Definiere P} = (pi;)ijea durch

P = —Pi__
Y D keA Dik
Zeigen Sie, dass P reversibel ist und bestimmen Sie die stationdre Verteilung
7'. Welchen Ubergangsmechanismus beschreibt Py bezogen auf die Ausgangskette

(Mn)nENo?

Aufgabe 42 (5 Punkte)
N Kugeln werden auf K Urnen verteilt. In jedem Zeitschritt wird gleichverteilt eine
Kugel ausgewahlt und mit Wahrscheinlichkeit

1
Gj = ZGXP(—BWJ)

in Urne j gelegt, wobei @ die Urne bezeichnet, aus der die Kugel stammte. Es sei dabei
7 =K exp(—BW;) mit W, ..., Wg € R, 8 > 0. Beschreiben Sie die Situation durch
eine Markov-Kette und zeigen Sie, dass diese reversibel ist. Bestimmen Sie auch die
stationdre Verteilung 7.

Tipp: Wihlen Sie als Zustandsraum S = {(z1,...,2x) € (No)¥ : Zfil z; = N}. Dann gibt z; die
Anzahl der Kugeln in Urne i an.



