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Aufgabe 31 (Korollar 2.39.) (5 Punkte)
Zeigen Sie: Ein Zustand i ∈ S ist genau dann null-rekurrent, wenn∑

n≥0
p

(n)
ii = ∞ und C- lim

n→∞
p

(n)
ii = 0

gilt. In diesem Fall gilt weiter C- limn→∞ p
(n)
ji = 0 für alle j ∈ S.

Aufgabe 32 (Satz 2.44.) (5 Punkte)
Es sei M = (Mn)n∈N0 eine DMK mit Zustandsraum S, der in eine Menge (nicht notwen-
dig Klasse) T transienter und eine Klasse R rekurrenter Zustände zerfällt, wobei ferner
Pi(τ(R) <∞) = 1 für alle i ∈ T . Zeigen Sie:

(a) (Mτ(R)+n)n∈N0 ist eine irreduzible, rekurrente MK mit Zustandsraum R.

(b) M besitzt ein bis auf skalares Vielfaches eindeutig bestimmtes stationäres Maß π
mit 0 < πi <∞ für alle i ∈ R und πi = 0 für alle i ∈ T .

(c) π ist genau dann endlich, wenn R positiv rekurrent ist.

Aufgabe 33 (5 Punkte)
Es sei π eine Verteilung auf einem endlichen Zustandsraum S und P = (pij)i,j∈S eine
irreduzible Übergangsmatrix auf S. Zeigen Sie, dass P̃ = (p̃ij)i,j∈S , gegeben durch

p̃ij =

pij min{1, (πjpji)/(πipij)} falls j 6= i

1−∑
k 6=i pik min{1, (πkpki)/(πipik)} falls j = i,

eine Übergangsmatrix auf S mit stationärer Verteilung π ist.
Tipp: Zeigen Sie zunächst πip̃ij = πj p̃ji für alle i, j ∈ S und dann die Stationärität von π.

Bitte wenden!



Aufgabe 34 (5+4* Punkte)
Wir betrachten eine Markov-Kette auf S = Z≥2 = {2, 3, 4, . . .}, gegeben durch den fol-
genden Übergangsmechanismus: Schreibem ∈ Z≥2 im Dezimalsystem alsm = ∑k

i=0 ai10i
und bewege die Kette (ausgehend von Mn = m) gemäß

m 7→

max{2,∑k
i=0 a

2
i } mit Wahrscheinlichkeit p

2 mit Wahrscheinlichkeit 1− p

wobei p ∈ (0, 1) fixiert ist.

(a) Zeigen Sie C 2 := {j ∈ S : 2↔ j} = {2, 4, 16, 20, 37, 42, 58, 89, 145} und bestimmen
Sie die Periode jedes Zustandes aus C 2.

(b) Bestimmen Sie die Menge der transienten bzw. rekurrenten Zustände. Gibt es null-
rekurrente Zustände?

(c) Bestimmen Sie die stationäre Verteilung π und das Langzeitverhalten der Kette.

(d*) Simulieren Sie n = 10000 Schritte der Kette für p = 0.75 undM0 = 2. Erstellen Sie
ein Säulendiagramm, das die Häufigkeiten hi = |{0 ≤ k ≤ n : Mk = i}|, i ∈ C 2,
darstellt. Berechnen Sie auch die stationäre Verteilung aus (c) und vergleichen Sie
πi mit hi/(n+ 1).


