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Aufgabe 27 (5 Punkte)
Es sei (Mn)n∈N0 eine positiv rekurrente Markov-Kette auf S mit stationärer Verteilung
π. Für eine Teilmenge A ⊆ S und n ≥ 1 sei

σn(A) = inf{k > σn−1(A) : Mk ∈ A}

wobei σ0(A) = 0. Zeigen Sie

lim
n→∞

σn(A)
n

= 1∑
i∈A πi

Pλ -f.s.

für jede Anfangsverteilung λ.

Aufgabe 28 (5 Punkte)
Für die symmetrische Irrfahrt (Mn)n∈N0 auf Z sei Nn(i) die Anzahl der Besuche des
Zustands i bis zum Zeitpunkt n, d.h. Nn(i) = ∑n

k=1 1{Mk=i}.

(a) Zeigen Sie

EiN2n(i) = (2n+ 1)
(

2n
n

)(1
2

)2n
− 1

für alle n ∈ N.

(b) Folgern Sie mit Hilfe der Stirling’schen Formel EiNn(i) ' c
√
n für n → ∞ und

ein geeignetes c > 0.

Aufgabe 29 (5 Punkte)
Bei einem wiederholten Würfelwurf mit einem fairen Würfel bezeichne Sn die Gesamtan-
zahl der Augen bis zum n-ten Wurf.

(a) Bestimmen Sie limn→∞ P(Sn ist durch 13 teilbar).

(b) Ändert sich der Limes aus (a), wenn man mit zwei statt einem Würfel würfelt?

Bitte wenden!



Aufgabe 30 (5 Punkte)
Es sei P eine endliche Übergangsmatrix auf S. Zeigen Sie:

(a) Eine Verteilung π auf S ist genau dann stationär für P wenn

π · (I − P + A) =


1
...
1


t

gilt, wobei I die Einheitsmatrix und A = (aij)i,j∈S mit aij = 1 für alle i, j ∈ S sei.

(b) Es sei nun P irreduzibel und π die eindeutige stationäre Verteilung für P .
(i) Zeigen Sie

lim
n→∞

1
n+ 1

n∑
k=0

P k = Q

wobei die Zeilen der Matrix Q = (qij)i,j∈S gegeben sind durch π, d.h. qij = πj
für alle i, j ∈ S.

(ii) Bestimmen Sie den Rang, die rechten Eigenwerte und die zugehörigen Eigen-
räume von Q.

(iii) Zeigen Sie, dass I − P + A invertierbar ist.


