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Aufgabe 22 (5 Punkte)

N durchnumerierte Kugeln werden auf zwei Urnen A und B verteilt, und es bezeichne M,,
die Anzahl der Kugeln in Urne A nach n Ziehungen. In jeder Ziehung wird gleichverteilt
eine Kugel gewahlt und mit Wkeit 1/2 in Urne A bzw. B gelegt. Alle auftretenden
Ziehungen seien dabei unabhangig voneinander.

(a) Zeigen Sie, dass (M, )nen, eine irreduzible, positiv rekurrente und aperiodische
Markov-Kette auf S = {0,..., N} ist und bestimmen Sie ihre Ubergangsmatrix
P.

(b) Zeigen Sie, dass es a,b € R mit >-;c5 jpi; = ai + b fiir alle i € S gibt. Bestimmen
Sie induktiv E; M,,, n € N, und damit lim,,_,.. E; M,,.

(c) Berechnen Sie die stationédre Verteilung fiir P und py; fir alle i € S.

Aufgabe 23 (4 Punkte)
Es seien (M, )nen, eine diskrete Markov-Kette auf S mit Ubergangsmatrix P und f :
S — &' eine surjektive Abbildung mit

P@, [ {K'}) = PG, {K})
fir alle & € &' und alle 4, j € S mit f(i) = f(j).

(a) Zeigen Sie, dass (f(M,))nen, eine diskrete Markov-Kette auf 8" ist und bestimmen
Sie die Ubergangsmatrix P’.

(b) Zeigen Sie: Ist P irreduzibel, so auch P’

(c) Es sei 7 ein endliches, stationdres Maf fir P. Bestimmen Sie mit Hilfe von 7 ein
endliches, stationares Maf fir P’

Aufgabe 24 (4 Punkte)
Es sei P = (pij)ijes eine Ubergangsmatrix und .7 # () die Menge ihrer transienten
Zustande. Zeigen Sie: Fiir einen rekurrenten Zustand j € S gilt

Iho= D pali; + Y pi

ke ke%j

fur alle 7 € 7.

Bitte wenden!



Aufgabe 25 (343* Punkte)
(a) Es seien (M, )nen, eine Markov-Kette auf S und A, 7 zwei Verteilungen auf S mit

1 n
S PYE x| = 0.
k=0

lim ||

Zeigen Sie, dass 7 eine stationdre Verteilung fir (M,,)nen, ist.

(b*) Programmieren Sie eine Funktion TV(n, ), die den Totalvariationsabstand zwi-

schen B(n, 2) und Poi()) berechnet. Stellen Sie fiir A = 1,2, 1 1 jeweils den Verlauf

von TV(n, )\) fir n = 100,101, ...,1000 graphisch dar und interpretieren Sie das
Ergebnis.

Aufgabe 26 (4 Punkte)
Es sei (M,)nen, eine diskrete Markov-Kette auf & mit Ubergangsmatrix P. Fiir n € N
und 7,7,k € S mit j # k definiere

pz(;b/)k = Py(M, =j,M, #kfirallel =1,...,n—1).

Beschreiben Sie die Wahrscheinlichkeit pij/)k in Worten und zeigen Sie

Py Z R

fiir alle 7 # j.



