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Aufgabe 13 (5 Punkte)
Gegeben sei die Ubergangsmatrix auf S = {1,...,8}
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Zeichnen Sie den zugehorigen Ubergangsgraphen und bestimmen Sie die Kommunikati-
onsklassen, die Periode jedes Zustandes und die Menge der stationaren Verteilungen.

Aufgabe 14 (5 Punkte)

Gegeben sei eine diskrete Markov-Kette (M, )nen, auf S mit Ubergangsmatrix P. Fiir
A C S seit:=inf{n > 0: M, € A}. Angenommen, es existiert ein N € N und ein
a € (0,1) mit PN(j,A) > « fiir alle j € A°. Zeigen Sie:

(a) Fir alle k € Nund i € S gilt P;(t > kN) < (1 — a)*. Folgern Sie E;7 < & fiir
alle 7 € §. Insbesondere ist 7 < oo P;-f.s.

(b) Fir alle u > 0 und i € S gilt Py(t > u) < (1 —a)"'(1 — a)*N. Folgern Sie
E; e’ < oo fiir jedes t < —log(l — ) und i € S.

Aufgabe 15 (5 Punkte)

Es sei M,, die Anzahl von sich bewegenden Teilchen in einem festen Volumen. Wir neh-
men an, dass im Zeitschritt n — n + 1 jedes Teilchen mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1)
das Volumen verlasst und eine Poi(\)-verteilte Anzahl neuer Teilchen von aufien hin-
zukommt. Alle auftretenden Teilchenbewegungen seien dabei unabhéngig voneinander.
Zeigen Sie: (M, )nen, ist eine irreduzible Markov-Kette auf Ny mit Ubergangswahrschein-
lichkeiten

ing j—k
kool A

bij = e_A];)(k)(l_P)p m

und stationédrer Verteilung m = Poi (%)

Bitte wenden!



Aufgabe 16 (5 Punkte)

Gegeben sei eine zufillige Anzahl N € N stochastisch unabhédngiger Markov-Ketten
(M), <, <n auf einem endlichen Zustandsraum S und mit Ubergangsmatrix P. Fiir
j € S sei A,(j) die Anzahl der Ketten, die sich zum Zeitpunkt n im Zustand j € S
befinden. Zeigen Sie fiir A,, := (A,,(J))jes

(a) (An)nen, ist eine Markov-Kette auf (Np)®.
(b) Fiir alle n € N sind die Zufallsgrofen A, (i), i € S, stochastisch unabhéngig.

(c) Ist m stationdr fur P, so ist A = ®,cs Poi(m;) stationdr fir (A, )nen,-

Hinweis: Betrachten Sie die Anzahl A, (i,j) der Ketten, die zum Zeitpunkt n von ¢ nach j springen.
Untersuchen Sie (A;(4,j))jes bei festem ¢ auf Unabhéngigkeit und zeigen Sie Pfl(”) = Poi()\;;) fiir
geeignete \;;.



