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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Entwicklung eines statistischen Auswertungsverfah-
rens fiir PET-Daten basierend auf der stochastischen Modellierung der Bewegungspfade
der Photonen aus der Positronen-Elektronen-Paarvernichtung. Im Gegensatz zu den eta-
blierten Methoden der tomographischen Bildgebung entwickeln wir zunéchst keine Zufalls-
variablen fiir die Messdaten, sondern beginnen mit der Modellierung des dem Sammeln
von Messdaten zugrunde liegenden physikalischen Diffusionsprozesses der von den De-
tektoren des PET-Scanners registrierten Photonenpaare. Die Idee eines stochastischen
Diffusionsmodells auf der Basis des Pfadverhaltens der beteiligten Photonen beruht auf
der Transportgleichung der Teilchenphysik. Diese beschreibt die Dichte der Photonen in-
nerhalb des Untersuchungsmediums in Abhéngigkeit von Neuemissionen, Absorption und
Streuung. Die zentrale Herausforderung ist daher, das Pfadverhalten der Photonen un-
ter Beriicksichtigung der oben genannten Effekte in hinreichender Ubereinstimmung mit
seinen in der Realitdt beobachtbaren Eigenschaften zu modellieren, so dass das resultie-
rende stochastische Modell der Transportgleichung geniigt. Im ersten Teil der Arbeit ent-
wickeln wir mehrere aufeinander aufbauende und mit der Transportgleichung konsistente
Diffusionsmodelle, welche die real auftretenden physikalischen Effekte in unterschiedlich
grofer Genauigkeit beriicksichtigen. Durch ihren modularen Aufbau ermoglichen sie in der
praktischen Anwendung das Finden eines Kompromisses zwischen einer moglichst grofsen
Exaktheit der gewonnenen Losung und einer moglichst kurzen benotigten Rechenzeit. Im
zweiten Teil der Arbeit bestimmen wir die Systemmatrix eines auf den Diffusionsmodel-
len basierenden statistischen Auswertungsverfahrens, das im Vergleich zu den etablierten
Methoden die realen Vorginge weitaus exakter beschreibt. Auf das resultierende lineare
Gleichungssystem lassen sich dieselben bildgebenden Algorithmen anwenden wie auf die
entsprechenden Systeme der etablierten Modelle. Mit MLEM, OSEM und dem Kleins-
te Quadrate Schitzer (KQS) stehen einige potente Verfahren zur Riickgewinnung der
Quelldichte des Tracers aus den Messdaten zur Verfiigung. Der grofite Vorteil einer pfad-
basierten Modellierung gegeniiber den etablierten Modellen ist jedoch die vollstdndige Be-
riicksichtigung von Absorption und Streuung bereits im zugrunde liegenden Systemmodell,
wodurch nachtragliche meist ungenaue und rechenintensive Korrekturen nicht notwendig
sind. Alle etablierten Methoden haben gemeinsam, dass sie hauptséchlich den Detekti-
onsprozess, das bedeutet das Sammeln von Messdaten, abbilden und die der Photonen-
Diffusion zugrunde liegenden physikalischen Effekte nur durch nachtriagliche Korrekturen
auf der Basis der gesammelten Messdaten berticksichtigen. Zudem basieren die Korrek-
turterme groftenteils auf heuristischen Annahmen und sind oftmals sehr ungenau. Eine
mit den Erkenntnissen der Teilchenphysik konsistente stochastische Modellierung des Dif-
fusionsprozesses der Annihilationsphotonen bildet daher die Basis fiir eine umfassendere

Beschreibung der Vorgénge im PET-Scanner und eine effektivere Datenauswertung.



Summary

The present thesis is concerned with the development of a statistical evaluation method
for PET detection data based on a stochastic model of the diffusion process of photon
pairs inside the PET scanner. In positron emission tomography (PET), scanners collect
measurements of a patient’s in vivo radiotracer distribution. The data aquisition is based
on the detection of photon pairs that emerge from positron-electron annihilation. First,
we want to provide a stochastic model for the subsequent photon diffusion on which the
detection relies. This bottom-up (particle-based) approach differs from the established
ones in tomographic imaging in that it does not embark directly on a statistical model
for the collected data but rather builds upon the modeling of the underlying physical
dynamics behind the detection at the PET scanner. As a basic ingredient for such a
stochastic model we adopt the viewpoint that photon diffusion is governed by the transport
equation in particle physics. This equation describes the density or the expected number of
photons within the examination area as a function of newly emitted particles, attenuation
and scatter. We develop several consecutive and with the transport equation consistent
diffusion models that consider real physical effects with different degrees of accuracy.
Through their modular design, they allow finding a compromise between the accuracy of
the extracted solution and the required computation time. In the second part of this thesis,
we determine the system matrix of a statistical evaluation method on the basis of the
diffusion models which describes the real processes behind PET in greater detail and thus
more exactly than concurrent models. On the other hand, the resulting system of linear
equations can be treated with the same algorithms from image reconstruction as those
derived by other methods. For the statistical reconstruction of the radiotracer density (also
called source density), powerful methods like MLEM, OSEM and the Least-Square method
are available. However, we believe that the biggest advantage of a particle-based approach
is that it includes attenuation and scatter as built-in features in the system model. This
avoids the need for typically rather inaccurate and computationally intensive ex post
corrections, a common necessity of all established methods. With a restricted focus on
the detection process, that is the way measurements are collected, they leave the dynamics
,behind the curtain“ as a black box. As a consequence, the afore-mentioned corrections
to account for attenuation and scatter are mostly built upon heuristic assumptions. One
with knowledge of particle physics consistent stochastic modelling of the photon diffusion
process constitutes the basis for a comprehensive description of the processes inside the
PET scanner and a more effective data analysis.
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1 Einleitung

1.1 Inhalt und Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei grofe Abschnitte. Im ersten Abschnitt (Ka-
pitel 3 bis 7) entwickeln wir mehrere aufeinander aufbauende und mit der Transportglei-
chung konsistente stochastische Modelle fiir die Diffusion der Photonen aus der Positronen-
Elektronen-Annihilation. Diese beschreiben die real auftretenden physikalischen Effekte
innerhalb des PET-Scanners in unterschiedlich groffer Genauigkeit. Kapitel 3 befasst sich
mit den einfachen Modellen mit konstanter Absorptions- und Streuungsrate. In diesem
Kapitel stellen wir die grundlegende Methodik vor, mithilfe derer wir die fiir die einzel-
nen Modelle geltenden Transportgleichungen herleiten. Darauf aufbauend erweitern wir
unsere Diffusionsmodelle in den Kapiteln 4 bis 6 schrittweise um ortsabhéangige Absorpti-
on, einfache ortsabhéngige Streuung und mehrfache ortsabhédngige Streuung. In Kapitel
7 {ibertragen wir die gewonnenen Ergebnisse vom 3D-Modell auf das Modell eines zweidi-
mensionalen PET-Scanners. Unsere Modelle bilden somit die mathematische Grundlage
fiir ein ganzes Spektrum von unterschiedlichen Auswertungsmethoden.

Der zweite grofse Abschnitt dieser Arbeit (Kapitel 8) behandelt die Entwicklung eines sta-
tistischen Auswertungsverfahrens fiir PET-Daten auf der Basis der Diffusionsmodelle, das
wir analog zu den Diffusionsmodellen ebenfalls schrittweise entwickeln. Nach der Erlaute-
rung der verwendeten Methoden (Abschnitt 8.1 und 8.2) bestimmen wir die Systemmatrix
zunéachst fiir den zweidimensionalen Fall mit konstanter Absorptions- und Streuungsrate
bei mehrfacher Streuung. Daraufhin verallgemeinern wir diese fiir den dreidimensionalen
Fall mit ortsabhéngiger Absorption und Streuung (Abschnitt 8.3). In Abschnitt 8.4 geben
wir ein dquivalentes Auswertungsverfahren an und entwickeln eine zugehorige mathema-
tische Nédherung, die in relativ einfacher Weise numerisch implementiert werden kann.
Abschliefsend préasentieren wir in Abschnitt 8.5 erste Ergebnisse des zugehorigen Auswer-
tungsalgorithmus und einen Vergleich mit den Ergebnissen der klassischen bildgebenden
Methoden.

1.2 Notation

In der vorliegenden Arbeit verwenden wir durchgehend die folgende Notation: Es bezeich-
ne N = {1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Mengen der ganzen, rationalen
und reellen Zahlen werden mit Z,Q und R notiert. In allen Kapiteln dieser Arbeit liegt
ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) zugrunde, wobei wir stets davon ausgehen, dass der
Raum so grofs ist, dass sdmtliche vorkommenden Zufallsvariablen auf ihm definiert und
beziiglich der o-Algebra A messbar sind. Fiir Teilmengen von R? oder Funktionen auf R?
(fiir d > 0) wird der Messbarkeitsbegriff im Sinne der Borel-Messbarkeit verwendet. Das
Lebesguemaf auf R bezeichnen wir mit M. Fiir das Bildmaf P(X € -) einer Zufallsvariable
X unter P verwenden wir an einigen Stellen die Abkiirzung PX(-). In den spéteren Kapi-



teln der Arbeit tauchen zudem héufig leere Summen der Form Z;:lo und leere Produkte
der Form Hz;lo auf. Diese seien durchgéngig und unabhéngig von ihrer Verwendung als 0

beziehungsweise 1 definiert.

Fiir die gute Betreuung und zahlreiche Anregungen und Diskussionen wiahrend der Entste-
hungsphase dieser Arbeit danke ich Herrn Prof. Dr. Gerold Alsmeyer. Weiterhin gebiihrt
mein Dank Dr. Frank Wiibbeling, Dipl.-Math. Thomas Kosters und Dipl.-Math. Jahn
Philipp Miiller, die mich mit Anregungen unterstiitzt und zu dieser Arbeit durch die nu-
merische Implementierung des alternativen Auswertungsverfahrens im zweidimensionalen
Fall bei einfacher Streuung beigetragen haben, sowie dem Sonderforschungsbereich 656
Molekulare Kardiovaskulédre Bildgebung, aus dessen Mitteln meine Stelle zeitweise finan-
ziert wurde. Ebenso danke ich Frau Dipl.-Math. Silke Ahlers fiir die Durchsicht meiner
Arbeit und ihre freundschaftliche Gesellschaft als Biirokollegin.



2 Motivation

Die Geschichte der tomographischen Bildrekonstruktion beginnt in den spaten 1960er Jah-
ren. Seitdem wurden ihre Verfahren stetig weiterentwickelt. Heute finden die Methoden
der tomographischen Bildrekonstruktion neben ihren wichtigsten Einsatzgebieten in der
Nuklearmedizin auch in zahlreichen weiteren Anwendungs- und Forschungsfeldern Verwen-
dung. Die Positronen-Emissions-Tomographie (PET) ist ein bildgebendes Verfahren der
Nuklearmedizin, das dreidimensionale Bilder von lebenden Organismen erzeugt, indem es
die Verteilung einer dem Organismus zuvor verabreichten, schwach radioaktiv markierten
Substanz (Radiopharmakon, im Folgenden Tracer genannt) sichtbar macht und damit bio-
chemische und physiologische Vorgénge abbildet. Fiir die Herstellung der Tracer verwendet
man radioaktive Isotope (so genannte Nuklide), die mithilfe eines Zyklotrons hergestellt
und aufgrund ihrer meist relativ langen Halbwertszeit iiber weite Strecken transportiert

werden konnen.

2.1 Das Prinzip der PET

Einige Zeit nach der Verabreichung in den Blutkreislauf des Patienten konzentriert sich der
Tracer in den zu untersuchenden Gewebepartien (Tumore, Krebsgeschwiire oder Plaque
in Blutgefifen). Beim Zerfall emittiert dieser fortwahrend Positronen, welche nach dem
Zuriicklegen einer kurzen Wegstrecke auf freie Elektronen treffen. Beim Aufeinandertref-
fen von Positronen und Elektronen kommt es zur Paarvernichtung (Annihilation). Hierbei
entstehen Paare von sich in nahezu exakt entgegengesetzte Richtungen bewegenden Anni-
hilationsphotonen (v-Photonen) mit einer Energie von exakt 511 keV, die beim Auftreffen
auf die Detektoren (Szintillationskristalle) des PET-Scanners als so genannte Koinziden-
zen registriert werden. Die vom PET-Scanner gesammelten Daten werden daraufhin zu
einem dreidimensionalen Bild der rdumlichen Verteilung der erfolgten Annihilationen ver-
rechnet, welches wiederum Riickschliisse auf die Verteilung des Tracers und damit auf die
Ausdehnung und Lage der markierten Gewebepartien zulésst. Die charakteristische Eigen-
schaft der PET ist also, dass ausschliefslich Photonen registriert werden, welche die Detek-
toren in Paaren (in der Regel innerhalb eines (Koinzidenz-)Zeitfensters von wenigen Nano-
sekunden) erreichen. Weiterfiihrende Informationen zu den physikalischen Hintergriinden
findet man in den Arbeiten [Werl| und [Ber|. Eine Einfiihrung in die mathematischen
Grundlagen bildgebender Verfahren liefern die Arbeiten beziehungsweise Monographien
[Her|, [Kak| und [Natl]. Fiir weiterfithrende Informationen verweisen wir aukerdem auf
[Bar|, [Nat2] und [Wer2).

Alle erhéltlichen PET-Systeme verwenden als Detektormaterial entweder Bismutgermanat
(BGO, BiyGesz012) oder mit Ce3" dotierte Verbindungen wie Lutetiumyttriumoxoorthosi-
licat (LYSO, LuYSiO5:Ce®*") oder Lutetiumoxyorthosilikat (LSO, LuySiO5:Ce®*"). Durch
die kurze Abklingzeit von LSO und LYSO werden PET-Systeme mit deutlich kleineren

Koinzidenzzeitfenstern als bei Verwendung des Kristallmaterials BGO ermoglicht. Ein



kleineres Koinzidenzzeitfenster verringert die Zahl der gemessenen Zufallskoinzidenzen

(so genannte Randoms) und verbessert auf diese Weise das Signal-Rausch-Verhéltnis.

2.2 Das Sammeln von Messdaten

Fiir das Sammeln von Messdaten stehen der PET zwei unterschiedliche Methoden zur Ver-
fiigung: der 2D- und der 3D-Modus. Beide Modi werden zur Erzeugung dreidimensionaler
Bilder verwendet. Thre Bezeichnungen beziehen sich lediglich auf die verschiedenen Mess-
methoden, denen ein Modell basierend auf Linienintegralen zugrunde liegt. Ignoriert man
physikalische Effekte wie Absorption, Streuung, zufillige Koinzidenzen und Variationen
in der Effizienz von Detektoren, so ist fiir ein bestimmtes Detektorenpaar die erwartete
Anzahl von gemessenen Koinzidenzen proportional zur Menge des Tracers innerhalb des
Koinzidenzvolumens (KV, im 3D-Modus) beziehungsweise innerhalb der Koinzidenzfli-
che (KF, im 2D-Modus). Das Koinzidenzvolumen beziehungsweise die Koinzidenzflache
bezeichnet das parallele Verbindungsvolumen beziehungsweise die parallele Verbindungs-
fliche der beiden Detektoren. Diese setzen sich aus Koinzidenzlinien (KL), den Verbin-

dungslinien zweier Punkte auf dem duferen Rand des PET-Scanners, zusammen.

PET-Scanner

Detektor A

Detektor A

Detektor B
Detektor B etektor

Abbildung 1: Messverfahren eines zylinderformigen PET-Scanners mit dem Koinzidenz-
volumen eines Detektorenpaares (A, B).

Im 2D-Modus werden dabei nur Koinzidenzlinien beriicksichtigt, die innerhalb von zuvor
spezifizierten Querschnittsflichen durch den Kérper des Patienten liegen. Technisch wird
dies durch Abschirmung der Detektoren mithilfe von Septen erreicht. Die Menge der
Linienintegrale der Koinzidenzlinien einer solchen Querschnittsflache entspricht dabei den
Projektionen der Dichte f des Tracers (die wir im Folgenden als Quelldichte bezeichnen)
fir alle Ortskoordinaten s und Winkel . Der Verbund p(s, ¢) aller Projektionen fiir s

und 0 < ¢ < 27 wird als Sinogramm bezeichnet.

Die Abbildung f(x,y) — p(s, ) entspricht im zweidimensionalen Fall der Radontrans-
formation von Linienintegralen. Um letztendlich ein Abbild der dreidimensionalen Quell-
dichte f(z,y, z) zu erhalten, werden die Sinogramme der verschiedenen transaxialen Quer-
schnittsflichen zu einem dreidimensionalen Bild verrechnet. Im 3D-Modus werden zu-
séitzlich alle Koinzidenzlinien berticksichtigt, die mehrere transaxiale Querschnittsflachen
schneiden. Dabei ergeben sich sowohl Vor- als auch Nachteile. Die wesentlichen Vorteile



Abbildung 2: Projektion entlang paralleler Koinzidenzlinien bei festem Winkel .

sind eine erh6hte Sensitivitat und eine Verbesserung des Signal-Rausch-Verhéltnisses. Die
Nachteile sind dagegen ein um das Tausendfache erhchter Speicherbedarf, eine deutlich
verlangerte Rechenzeit sowie eine Vermehrung von Messfehlern aufgrund von Streuereig-
nissen. Moderne Verfahren zur Streukorrektur haben letzteres Problem jedoch entscharft.

Néhere Informationen zur Streukorrektur findet man in [Oll1] und [Wol.

transaxiale Kkreuzende beliebige
KL KL KL
HERER

Detektoren i l l l
Septen

z-Achse

transaxial

|\ axial
2D-Modus 3D-Modus

Abbildung 3: Vergleich der beiden Messverfahren der PET. Im 2D-Modus werden nur KL
im selben Querschnittsvolumen beziehungsweise kreuzende KL innerhalb
benachbarter Querschnittsvolumina registriert.

2.3 Gangige Verfahren zur Auswertung gewonnener Messdaten

Bei den Methoden der Bildrekonstruktion aus den gewonnenen Daten unterscheidet man
zwischen analytischen und iterativen Ansdtzen. Die analytischen Ansétze liefern eine direk-
te mathematische Losung des zu rekonstruierenden Bildes, wohingegen die mathematisch
anspruchsvolleren iterativen Ansétze mehrere Arbeitsschritte benotigen, um zu einem ad-
dquaten Bild zu gelangen. Dabei sind sie wesentlich genauer, weil sie auf einer weitaus
detaillierteren Beschreibung des Bildgebungsprozesses basieren. Grundlage aller Verfahren



ist ein lineares Gleichungssystem der Form m = A f+n, wobei der Vektor m die Messdaten
der einzelnen Detektorenpaare, A das Systemmodell (auch Systemmatriz genannt), f die
unbekannte Quelldichte und n den Fehler in den Messdaten repréasentiert. Die Messdaten
werden entweder deterministisch oder stochastisch modelliert. Die erste Methode setzt
voraus, dass die Daten kein statistisches Rauschen enthalten. Somit ist der Fehlerterm
n in obigem linearen Gleichungssystem ebenfalls deterministisch. Dabei handelt es sich
um ein idealisiertes Modell, dessen Anwendung Bilder mit sehr geringer Auflosung und
schlechten Rauscheigenschaften produziert. Deswegen wird meistens eine stochastische
Modellierung der Messdaten bevorzugt, welche die auftretenden physikalischen Effekte
wie Absorption, Streuung und zuféllige Koinzidenzen beriicksichtigt. Aufgrund des sta-
tistischen Rauschens ist es in diesem Modell nicht moglich, eine exakte Losung fiir die
Verteilung der Quelldichte zu finden. Es werden jedoch verschiedene Schatzmethoden zum
Finden einer geeigneten Naherung der Quelldichte verwendet.

2.3.1 Analytische Verfahren

Den wichtigsten analytischen Ansatz stellt die gefilterte Riickprojektion dar. Dabei werden
fiir jeden Winkel ¢ die Werte von p(s, ¢) auf die entsprechenden KL riickiibertragen.

Abbildung 4: Riickprojektion b(x,y, @) der Werte p(s, ) entlang aller KL eines festen
Winkels .

Bei der Uberlagerung der riickprojizierten Bilder b(x, y, o) fiir alle Winkel ¢ werden jedoch
Punkte, die sich weiter im Inneren des PET-Scanners befinden, im Vergleich zu denen an
dessen Rand iiberbewertet, da sie von einer groferen Anzahl KL beriihrt werden. Die-
sen ungewollten Effekt vermeidet man durch den Einsatz eines geeigneten Filters. Im
3D-Modus hat sich der Dreidimensionale-Riickprojektions-Algorithmus (3DRP) bewéhrt,
der in der Arbeit [Kinl| beschrieben wird. Eine weitere analytische Rekonstruktionsme-
thode ist die Verrechnung (das so genannte Rebinning) von im 2D-Modus generierten
Sinogrammen einzelner Querschnittsflichen zu einem 3D-Sinogramm. Die am haufigsten
verwendeten Verrechnungsmethoden sind der einfache Single-Slice Algorithmus (SSRB)



und der weitaus genauere Fourier Rebinning Algorithmus (FORE). Diese werden in den

Arbeiten [Dau| beziehungsweise [Def| beschrieben.

2.3.2 lterative Verfahren

Die iterativen Ansétze zur Bildrekonstruktion stellen gegeniiber den analytischen einen
Fortschritt dar, da ihnen ein deutlich genaueres Systemmodell zugrunde liegt. Durch die
erhohte Komplexitidt treten jedoch mathematisch sowie technisch unlésbare Probleme
auf. Deswegen werden iterative Naherungen verwendet, die eine anfiangliche Schétzung
der unbekannten Verteilung der Quelldichte in mehreren Iterationsschritten sukzessive
verbessern. Im Vergleich zu den analytischen Ansétzen fiihrt dies in der Regel zu wesentlich
schirferen Bildern, allerdings wird auch eine deutlich lingere Rechenzeit benotigt.

Alle iterativen Anséatze basieren auf fiinf Komponenten. Die erste ist ein Modell des zu
erhaltenden Bildes. Fiir dieses Modell wird der Definitionsbereich der stetigen Quelldichte
f in N disjunkte Pixel (Bildelemente im zweidimensionalen Fall) beziehungsweise Voxel
(Bildelemente im dreidimensionalen Fall) diskretisiert. Als zweites wird eine Systemmatrix
A = (A;;) benétigt, deren Komponenten A;; die Wahrscheinlichkeit angeben, dass ein im
Voxel j emittiertes Photonenpaar in der Projektion (der KL oder dem zugehorenden
Detektorenpaar) ¢ registriert wird. Im Kontext dieser Arbeit ist dabei zu beachten, dass
sich der Wert A;; lediglich aus der Lénge des streckenférmigen Durchschnitts der KL ¢ und
dem Voxel j ergibt und keinerlei Informationen iiber Absorption und Streuung enthélt.
Aus dem Systemmodell resultiert der lineare Zusammenhang

N
m; = E Aijfj
=1

wobei m; die erwartete Anzahl der Messungen in der Projektion ¢ und f; den Wert der
diskretisierten Quelldichte im Voxel j bezeichnet. Die dritte Komponente stellt ein Mo-
dell fiir die Messdaten dar. Dieses beschreibt den statistischen Zusammenhang zwischen
den erwarteten und den tatsdchlich gemessenen Daten und geht von Poisson-verteilten
Messdaten M = (m;);=1,. x mit Mittelwerten (m;);—1, x aus. Dadurch ergibt sich die
Likelihood-Funktion

m;" exp (—m;)

L =mlp) = ]

Y

wobei als Auswahlprinzip fir das ,beste Bild der Mazimum Likelihood Schitzer (MLS)
(die vierte Komponente der iterativen Ansétze) und zum Erhalt einer numerischen Appro-
ximation dessen schliefslich ein Expectation Mazimization Algorithmus (EM) (die flinfte
Komponente) verwendet wird. Der Maximum Likelihood Ezpectation Mazimization Algo-
rithmus (MLEM) bildet seit seiner Einfiihrung in das Forschungs- und Anwendungsfeld
der Bildrekonstruktion im Jahr 1982 (vergleiche [She|) die Basis fiir die wichtigsten gegen-
wartig verwendeten statistischen Methoden zur Bildrekonstruktion. In der PET basiert



der MLEM-Algorithmus auf der iterativen Gleichung

f(n+1 . f(n Z(
A S P2

wobei f;nﬂ) die néchste Naherung der Quelldichte fiir den Voxel j basierend auf der aktu-

S zkfkn >

ellen Naherung f](n) darstellt. Um Rechenzeit einzusparen, wurde der MLEM-Algorithmus
im Jahr 1994 modifiziert (vergleiche [Hud]). Das Resultat war der Ordered Subsets Exzpec-
tation Mazimization Algorithmus (OSEM), der in jedem Iterationsschritt nur eine Teil-
menge der Projektionen verwendet. Um eine in etwa B-fache Verringerung der Rechenzeit
bei gleich gutem Ergebnis zu erzielen, wird die Menge der Projektionen {py,...,px} in
B disjunkte Teilmengen Si,...,Sp aufgeteilt. Der OSEM-Algorithmus durchléuft dabei

mehrfach sukzessive die Teilmengen 51, ..., Sp. Er basiert auf der iterativen Gleichung

f(nB+b—1) m
J § : 7
Ziesb AU i€S), ( Zk Azkflg )

Weiterfithrende Informationen zu den iterativen Ansétzen findet man in [Lea] und [Ol12].

fA‘(nB—H))

Fiir einen detaillierteren Uberblick der etablierten Methoden der tomographischen Bild-
rekonstruktion verweisen wir auf die Arbeit [Ale].



3 Das Diffusionsmodell mit konstanter Absorptions-
und Streuungsrate

Als Grundlage fiir die stochastische Modellierung des Pfadverhaltens der Annihilations-
photonen verwenden wir einen Zylinder C' C R? als Modell fiir den PET-Scanner. Da die
Geometrie des Scanners im Diffusionsmodell keine Rolle spielt (sie wird erst fiir die sta-
tistische Auswertung der gewonnenen Messdaten benétigt), kann neben einem Zylinder
auch jeder andere beschriankte zusammenhéngende dreidimensionale Korper als Grund-
raum verwendet werden. Es gibt verschiedene Bauformen von PET-Scannern, wozu ne-
ben solchen mit Ringdetektoren auch solche mit rotierenden parallelen Detektorplatten
zéhlen. Innerhalb des PET-Zylinders liegt ein Patient (oder beispielsweise eine Maus in
der Kleintier-PET), dem zuvor ein radioaktiver Tracer injiziert worden ist, welcher Teile
seines Gewebes durch Anlagerung markiert. Der Tracer ist in unserem Modell geméfs einer
zu bestimmenden Quelldichte f auf C' verteilt. Abhéngig von der Dosierung emittiert der
Tracer Positronen mit einer Rate A > 0. Diese Positronen treffen kurz nach ihrer Entste-
hung auf ein freies Elektron, wodurch es zur Annihilation (Paarvernichtung) kommt. Da-
bei entstehen zwei sich in entgegengesetzte Richtungen bewegende (7-)Photonen. In den
Kapiteln 3 bis 7 vernachlassigen wir die meistens sehr kurze Wegstrecke, die ein Positron
vom Entstehungsort bis zur Annihilation zuriicklegt, da im Diffusionsmodell lediglich das
Pfadverhalten der Annihilationsphotonen eine Rolle spielt. Bei der statistischen Auswer-
tung von Messdaten in Kapitel 8 gewinnt die so genannte Positronenreichweite (positron
range) wieder an Bedeutung.

Fiir die Modellierung der Emissionszeitpunkte der Annihilationsphotonen verwenden wir
einen homogenen Poissonprozess (N (t)):>o. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 startet das System mit 0
Photonen. Daraufhin werden Photonenpaare geméf der Ankunftszeiten (7,),en des Pois-
sonprozesses emittiert. Die (7),),en bezeichnen wir daher auch als Emissionszeiten und
die stochastisch unabhéngigen Exp()\)-verteilten Zwischenankunftszeiten (7, — T,,—1)nen
(mit Ty = 0) als Zwischenemissionszeiten. Den Prozess (N (t)):>o nennen wir auch Emissi-
onsprozess. Die Eigenschaften von Poissonprozessen werden in der Arbeit [Kin2| ausfiihr-
lich behandelt. Fiir die Modellierung der Emissionsorte der Annihilationsphotonen eignet
sich eine stochastisch unabhéngige Familie (X, ),en von Zufallsvariablen, deren Mitglieder
identisch verteilt auf C' mit Lebesguedichte f sind. Die Verteilung P* = fX\3 bezeichnen
wir im Folgenden als Quellverteilung. Die anfanglichen Flugrichtungen der Teilchen ein-
zelner Photonenpaare sind genau entgegengesetzt und werden mithilfe von stochastisch
unabhéngigen Zufallsvariablen (©,,),en beschrieben, welche eine Gleichverteilung auf der
Einheitssphire S? C R3 besitzen. Nihere Informationen zur Existenz und Konstruktion
der Gleichverteilung auf S? gibt es im Kapitel I11, 18 in [Als1]. Zu den Zeitpunkten (75,)nen
werden also in den Punkten (X,,),en jeweils Photonenpaare (das n-te @- beziehungsweise
©-Teilchen) in die Richtungen (0,,, —0,,) emittiert. Dabei seien die Emissionszeitpunkte,
die Emissionsorte und die anfénglichen Flugrichtungen der Photonenpaare voneinander

unabhéngig.



3.1 Diffusionsmodell ohne Absorption und Streuung (Modell M)

3.1.1 Die Teilchenprozesse und die Transportgleichung

Die dominante Wechselwirkung zwischen den Annihilationsphotonen und dem Korperge-
webe des Patienten ist im Fall der PET der Compton-Effekt, bei dem die Photonen durch
das Treffen auf freie Elektronen gestreut oder sogar absorbiert werden. Néhere Informatio-
nen zu den auftretenden Wechselwirkungen findet man in [Wil]. Im Folgenden bezeichne
ui(z,0) die Dichte der Photonen im Punkt z mit Richtung 6 zum Zeitpunkt ¢. Diese
geniigt der Transportgleichung

Uprs(x + 56,0) = w(x,0) + / q(x + 76,0)dr
0
- / a(x + 70, 0)upy . (x + 70, 0)dr (1)
0

+ / / plx+70,0,0 Yuy,(x+ 76,60 )d0 dr.
0 Js?
Diese enthélt die folgenden Terme:

1. Der Quellterm fOS q(z+70,0)dr ist von t unabhéngig und représentiert jene Teilchen,
die zwischen = und z + s in Richtung 6 emittiert werden, so dass sie zur Dichte
der Teilchen im Punkt = + sf mit Richtung 6 zum Zeitpunkt ¢ + s beitragen. Der
Integrand q entspricht bis auf skalare Vielfache der Quelldichte f.

2. Der Dimpfungsterm [; a(x + 76, 0)uy - (x 4+ 70,0)dr steht fiir diejenigen Teilchen,
die auf ihrem Weg absorbiert oder in eine andere Richtung gestreut werden. In allen
hier vorgestellten Modellen hangt die Démpfungsrate a(x+76, 0) nur vom Ort x+76
ab, das heift es gilt a(xz + 76,0) = a(x + 76).

3. Der Streuterm fos Jg2 p(z 4+ 76,0, 0 Vuyyr (x4 760,0)d0 dr reprisentiert die aufgrund
von Streuereignissen zur Dichte u;, s(z+ 56, 0) beitragenden Teilchen. Der Streukern
p(z+70,0, 9') gibt dabei die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass ein aus der Richtung
6 kommendes Teilchen im Punkt = + 76 in Richtung 6 gestreut wird.

Werden die Teilchen nach ihrer Emission weder absorbiert noch gestreut, so ergibt sich
der Aufenthaltsort des n-ten &- bezichungsweise &-Teilchens zum Zeitpunkt ¢ > T;, durch

XE(t) = X, +(t—T,)0,,

wobei die Richtung fiir jeden Zeitpunkt ¢ > T,, gleich £0,, ist. Dabei haben wir analog zu
den Ausfiihrungen in [Wiib| die Geschwindigkeit der Teilchen auf 1 normiert. In diesem
Abschnitt betrachten wir den Fall ohne Absorption und Streuung, daher vereinfacht sich

die Transportgleichung zu

Urrs(x + 56,0) = u(z,0) + / q(x + 76,0)dr. (2)
0
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Von nun an bezeichne A die Gleichverteilung auf S%. Fiir jedes n € N definieren wir
nun zwei Prozesse (Y, (¢))i~1, und (Y, (¢))i>7,, welche die Position und die Richtung des
n-ten é- beziehungsweise ©-Teilchens zu den Zeitpunkten ¢ > T;, beschreiben. Dabei gilt
VEE) € (0. 05(1) = (Xo £ (t = T,)0,,£6,)

n

mit den Zufallsvariablen (X, )nen, (©n)neny und (7,,)nen aus dem ersten Abschnitt. Die
Markov-Prozesse ((Y,F(t))¢>7, )nen bezeichnen wir im Folgenden auch als Teilchenprozesse.
Um Aussagen iiber die Verteilung der Teilchen im Zylinder zu beliebigen Zeitpunkten ¢ > 0
machen zu kénnen, definieren wir das Maf () Lof 23 ® A auf R3 x S? und fiir beliebiges

t > 0 das zufallige Punktmafy

N(t) N(t)
NPA) E S Byt iy (A) + 0y (A)) = > (LY (1) + 1a(Y, (1))

(Dabei sei A C R? x §% Q-messbar.). Um Aussagen iiber die Kompatibilitit dieses ein-
fachen Modells mit der Transportgleichung (2) machen zu kénnen, betrachten wir die
erwartete Verteilung der Teilchen im Zylinder. Diese wird reprasentiert durch das Inten-
sitdtsmals D}'(A) oo E(N}(A)), das wir im Folgenden als Diffusionsmaf$ zum Zeitpunkt t
bezeichnen. Genauer gesagt interessieren wir uns fiir die Q-Dichte u}'(z, 8) des Diffusions-
maRes zum Zeitpunkt ¢ in den beiden Dimensionen Ort (z € R?) und Richtung (6 € S?)
fiir jedes t > 0.

Bei den folgenden Untersuchungen machen wir uns eine wichtige Eigenschaft des homoge-
nen Poissonprozesses N ():>0 zu Nutze: Bedingt unter dem Ereignis { N(t) = n} entspricht
die gemeinsame Verteilung der ersten n Ankunftszeiten T3, ..., T, des Poissonprozesses
N(t)i>0 der Orderstatistik von n stochastisch unabhéngigen U (0, t)-verteilten Zufallsgro-
fen (Vergleiche die Ausfithrungen in den Monographien [Cox| und [Rei].). Unter der Bedin-
gung N(t) = n kénnen wir also annehmen, dass die Emissionszeiten 77, ..., T, der ersten
n Annihilationsphotonen stochastisch unabhéngig und gleichverteilt auf [0, ¢] sind. Der
daraus resultierende Vorteil ist, dass unter obiger Bedingung (Y;{m) @), Yy () m=1,...0
fiir jede beliebige Permutation 7 von 1,...,n und damit insbesondere die ersten n Paare
(Y (), Yy (t)k=1,.. n von Teilchenprozessen alle dieselbe Verteilung besitzen. Wir erhal-

ten somit fiir obiges Diffusionsmafl zum Zeitpunkt ¢

DY(A) = Y P(N(t)=m) EWM(A)| N(t) =m)

= > PO B 0)] N () = m) + B (L (Y ()] N (1) = m)]

S e’\t();ni!mZm E(14((X + (t — T)©,0)))

= M P((X +(t—T)0,0) € A)
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mit stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen X = fA3, T ~ U(0,t) und © gleich-
verteilt auf S?, wobei wir fiir die vorletzte Gleichheit —0,, ~ ©,, (n € N) und obige

Eigenschaft des Poissonprozesses N(t) benutzt haben. Fiir ein beliebiges (-messbares
A C R? x S? setzen wir Ag = {z € R?| (x,0) € A}. Dann gilt

X+ (t—-T7)0,0)¢c A)

S~

P((X + (t — )0, 0) € A) du

P(X + (t —u)©,0) € A| © = 0) dP°(0) du

~+
»

T o o

PX-l—(t—u)@l@:G ® 59(14) dPG(Q) du

~+

P(X + (t —u)f € Ag) dP®(0) du

M

I
NN‘D\;NE
S B e T o B S N e S

+
—_

_ /0 : /S | fe = =0 (@) aao) du
_ /A/Ot%f(x—(t—u)ﬁ) du dQ(z,0),

wobei wir die stochastische Unabhéngigkeit von X, © und 7', fiir die dritte Gleichheit die
Ausfiihrungen am Ende des Beweises von Satz 53.6 in [Als1| und fiir die letzte Gleichheit
die Definition von () verwendet haben. Wir erhalten schliefslich

DM(A) = /AzA/Otf(x—(t—u)e) du dQ(x,0) — /AutM(x,e) d0(z, 6).

Da mit T" auch die Zufallsgrofe ¢ — T" eine Gleichverteilung auf dem Intervall (0, ¢) besitzt,
konnte man an dieser Stelle fragen, warum wir nicht gleich mit dieser arbeiten. Dadurch
wiirde im Integrand ¢ — u durch u substituiert und somit eine auf den ersten Blick un-
notig erscheinende Komplexitéit vermieden werden. Im Hinblick auf die Bestimmung der
Transportgleichung (vor allem bei den spateren Modellen mit Absorption und Streuung)
fiihrt jedoch die von uns gewahlte, komplexer erscheinende Variante deutlich schneller zu
den gewiinschten Ergebnissen. Man sollte sich aber dennoch vor Augen fiihren, dass man
durch Substitution ¢ — u — u in den Dichten der vorgestellten Diffusionsmafe stets zu
einer anderen Betrachtungsweise des Diffusionsmodells gelangen kann: In obigem Fall re-
priasentiert u den Emissionszeitpunkt des betrachteten Teilchenpaares. Nach Substitution
t —u — u wird durch u dagegen die Lénge der bis zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegten Pfade
der jeweiligen Teilchenpartner angegeben. Letztere Sichtweise werden wir vornehmlich in
Kapitel 8 zur statistischen Auswertung von Messdaten verwenden.

12



Wir erhalten fiir die @-Dichte ' (x,0) von D}'(A) die Gleichung
¢
uy, (v +50,0) = 2)\/ flx+s0—(t+s—u)b) du
’ t+s
= u?(w,@)—i—/ 2X\ f(z — (t —u)b) du
¢
= w'(z,0) —l—/ 2)\ f(x +70) dr.

0

Fiir jedes t,s > 0 erfiillt also die ()-Dichte des Diffusionsmafes die Transportgleichung
(2) mit g(x +70,60) = 2X f(z + 70).

3.1.2 Stationdre Version des DiffusionsmaBes (M)

In der Realitdt sammelt man PET-Messdaten {iber einen relativ zur Photonen-Emissions-
rate A sehr langen Zeitraum. Deshalb interessieren wir uns vor allem fiir das Verhalten
des Modells, wenn t gegen oo strebt. Wir zeigen im Folgenden die Existenz und die
genaue Gestalt des stationdren Diffusionsmafles DM(A)  Jimy o D}'(A). Fiir das hier
vorgestellte Modell ohne Absorption und Streuung bereitet dies keine grofsen Probleme.
Mithilfe des Satzes von Fubini (Man beachte, dass der Integrand positiv ist.) und der
oben angesprochenen Substitution ¢ — v — u erhalten wir

lim DM(A) — lim 2) /0 t /A F@ = (t— w)) dQ(x,0) du

t—oo t—oo

= lim QA/t/f(x—uﬁ) dQ(x,0) du
0 Ja

= ;\OO/OOO/A]”(J: —uf) dQ(z,0) du
= 2/\/14/0OO flx —uf) du dQ(x,0),

wobei die Existenz des Limes aus der Tatsache folgt, dass der PET-Zylinder C' beschrénkt
ist und damit die Quelldichte f einen kompakten Tréager besitzt. Aus obiger Gleichung
ist ersichtlich, dass das stationére Diffusionsmafs D" Teilchen mit beliebig lange zuriick-

liegender Emission beriicksichtigt und die @-Dichte

Mz, 0) 2)\/ flz —ub) d

besitzt. Die zeitunabhingige Dichte erfiillt fiir beliebiges s > 0 die zeitunabhdangige Trans-
portgleichung

u(z + s6,0) = u(x,Q)—i—/ q(x + 76,0)dr
0
— / a(x + 70,0)u(x + 760, 0)dr (3)
0

+ / / plz+76,6,0 Yu(z + 76,0 )db dr
0 Js2
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mit dem Quellterm [ 2\ f(x + 76) dr, denn es gilt
uM(z +s60,0) = tlirn uyy (x + s0,0)

= lim (uf(x,@) + /S 2\ f(x + 76) dT)
0

t—o00

- uM(I,9)+/S2)\ flz+70) dr
0

aufgrund der Ergebnisse aus Abschnitt 3.1.1

3.2 Diffusionsmodell mit globaler Absorptionsrate (Modell MA)

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt ein mit der Transportgleichung kompatibles Mo-
dell der Photonen-Diffusion fiir den sehr einfachen Fall ohne Absorption und Streuung
gefunden haben, werden wir im néchsten Schritt die Méglichkeit der Absorption von Teil-
chen zulassen. Wir beschrianken uns hier zunéchst auf den Fall einer ortsunabhingigen
Absorptionsrate p > 0. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen absorbiert wird, ist also
in jedem Punkt des Zylinders gleich grof. Unser Ziel ist letztendlich ein Modell mit einer
Absorptionsrate, die von der Beschaffenheit des Gewebes abhingig ist, weshalb wir die
hier entwickelten Ergebnisse im néchsten Kapitel auf den ortsabhéngigen Fall verallgemei-
nern werden. Fiir eine praktische Anwendung miissen die spezifischen Absorptionsraten
fiir jeden Gewebetyp experimentell bestimmt werden. Sie ergeben sich nach den Ausfiih-
rungen in [Wil] im Wesentlichen aus den Absorptionsraten der im Gewebe auftretenden

Molekiile und deren relativen Haufigkeiten.

3.2.1 Berechnung der Dichte des Diffusionsmalles (MA)

Basierend auf dem Modell M versehen wir jedes Teilchen zusétzlich mit einer Exp(u)-
verteilten Lebensdauer, wobei wir die Lebensdauer des n-ten &- beziechungsweise ©-Teilchens
mit L bezeichnen. Die Familie (L2)ae(4,—}nen sei stochastisch unabhingig und zudem
unabhéngig von allen im ersten Abschnitt eingefiithrten Zufallsvariablen. Ort und Richtung
des n-ten @- beziehungsweise &-Teilchens beschreiben wir wieder durch den Prozess

V() = (X5 (1),05(1) = (Xo £ (t = T0)On, £6,).

n

Anders als im vorherigen Abschnitt miissen wir jetzt neben der Position und der Rich-
tung fiir jedes beteiligte Teilchen zusétzlich die Information beriicksichtigen, ob es bereits
absorbiert worden ist. Wir beziehen also nur die Teilchen ein, deren Lebensdauer noch
nicht abgelaufen ist, und erhalten das zuféllige Punktmafl

N()
NYAA) ST @AY () Lo 00 (L) + LAY (D) L1000 (Lr)).

n=1
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Analog zu den Ausfiihrungen im vorherigen Abschnitt erhalten wir fiir das zugehorige

Diffusionsmaf

DY*(A) = Y PB(N(t) = m) EN™(A)| N(t) =m)

— Z e_)‘t(/\rni!WQm E(lA((X + (t — T)@, @))1(t7T,oo)<L))

= NMP(X+(t—-T)0,0)€ A L>t—T)

mit stochastisch unabhiingigen Zufallsvariablen X = fA3, T ~ U(0,t), L ~ Exp(u) und
© gleichverteilt auf S2. Ferner gilt wegen der stochastischen Unabhingigkeit von X,0.T
und L

P(X+(t-T7)0,0) € A, L>t-T) = /t%IP’((X—l—(t—u)@,@)eA,L>t—u)du
= /t%e_“(t_“) P(X + (t—u)0,0) € A) du.

Damit erhalten wir fiir jedes ¢ > 0 analog zu den Ausfithrungen im vorherigen Abschnitt
die ()-Dichte

t
(2, 0) = 2 /0 e £ (o — (t — u)6) du

des Diffusionsmafes D} (+) zum Zeitpunkt .

3.2.2 Bestimmung der Transportgleichung (MA)

Wegen des in der @-Dichte u}™* auftretenden durch die Absorption bedingten Terms
e #t=v) gestaltet sich das Bestimmen der Transportgleichung durch blofes Umstellen der
Differenz w)'2 (x + s, 6) — uy;"*(x, ) an dieser Stelle deutlich schwieriger als beim Modell
M. Deswegen wahlen wir einen anderen Ansatz, der auf der Anwendung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung basiert. Fiir beliebige ¢, s > 0 schreiben wir

WAz +s0,0) = w(,6) + (Wh(z+s0,0) = (@,0)).

Fiir die Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung bendtigen
wir als Voraussetzung die Stetigkeit der Quelldichte f oder allgemeiner die stiickweise
Stetigkeit der Funktion 7 — f(x + 76) fiir alle (z,0) € R3 x S?, welche wir im Folgenden
als gegeben voraussetzen. Dann gilt

d
i (z +76,0)

d t+7
= — {2)\6_‘”/ e f(g — (t —u)h) du]
dr 0

d t+1

= —pu(z+70,0) + 20— {2)\/ e M) fa — (t — w)f) du
g 0

= —pul(x+70,0)+2\f (x4 710)
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und es folgt mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
wh(z+s0,0) = ' (z,0) + (wh(z+ s0,0) —w"(z,0))
*d
— W@ 0)+ [ (.0 dr
o dr
= uy™(x,0) — / poupl (z+76,0) dr + 2)\/ flz+70) dr.
0 0

Fiir jedes t,s > 0 erfiillt also die )-Dichte des Diffusionsmafes D}"* die Transportglei-
chung mit dem Quellterm 2 [; f(x + 70) dr und dem Dampfungsterm [y u)? (z +
76, 0) dr. Die Dampfungsrate a(z + 70, 0) aus der Transportgleichung entspricht demnach
an allen Orten des Zylinders der Absorptionsrate p > 0.

3.2.3 Stationdre Version des DiffusionsmaBes (MA)

Analog zu den Uberlegungen im vorherigen Abschnitt erhalten wir die Existenz und die
genaue Gestalt des stationdren Diffusionsmafes. Es gilt

DMAA) = llm D" (A))

= hm2)\//e“t” (x — (t —u)f) du dQ(x,0)

t—o00

= lim 2)\/ /e_““f(a:—uQ) dQ(x,0) du
0 Ja

t—o0

= 2)\/A/OOO e M f(x —ub) du dQ(x,0)

und damit ist

VA (x, 9) "2 /OO e M f(x —ub) du
0

die @)-Dichte des stationédren Diffusionsmafes D"*. Fiir diese gilt aufgrund der Ergebnisse
zur zeitabhédngigen Transportgleichung im vorherigen Abschnitt

M (x +s0,0) = hm ut+s(:1c + 56,0)
= tlim ( M, 0) — / poul (v +76,0) dr + 2/\/ f(x +70) dT)
- 0 0
= uM(z,0) — / puM (x4 760,0) dr + 2/\/ f(x+70) dr
0 0

fiir beliebiges s > 0, wobei wir im letzten Schritt die monotone Konvergenz von (u}™);~¢
ausgenutzt haben. Damit erfiillt «™*(x, #) die zeitunabhéngige Transportgleichung (3) mit
dem Quellterm 2\ fos f(z + 70) dr und der Dampfungsrate pu.
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3.3 Diffusionsmodell mit einfacher Streuung am Emissionsort
(Modell MASE)

In diesem Abschnitt integrieren wir die Moglichkeit der Streuung in unser Modell. Bei dem
hier vorgestellten Diffusionsmodell MASE entscheiden wir unabhéngig fiir jedes Teilchen
direkt am Emissionsort, ob es gestreut wird oder nicht. Mit einer gewissen Wahrscheinlich-
keit p streuen wir also ein Teilchen unmittelbar nach seiner Entstehung. Nach der Emission
wird seine Richtung bis zur Absorption oder Detektion jedoch nicht mehr beeinflusst. Die
Richtung eines gestreuten Teilchens ist somit fast sicher nicht genau entgegengesetzt zu
der seines Partners. Dadurch fiihrt die Detektion des betreffenden Teilchenpaares fast
sicher zu falschen Messdaten.

3.3.1 Berechnung der Dichte des Diffusionsmalles (MASE)

Fiir alle n € N versehen wir das n-te &- beziehungsweise ©-Teilchen mit einer B(1,p)-
verteilten Zufallsgrofe B, deren Parameter p € (0,1) wir als Streuwahrscheinlichkeit
bezeichnen. Dabei sei die Familie (Bg)ac{+,—}nen stochastisch unabhéngig. Beim Eintre-
ten des Ereignisses { Bf = 1} wird das n-te @- beziehungsweise ©-Teilchen gestreut, wobei
wir davon ausgehen, dass die Verteilung des Streuwinkels ® € [0, 7| eine stetige Lebesgue-
Dichte h besitzt. Um unsere Ergebnisse moglichst allgemein zu halten, setzen wir fiir die
Verteilung des Streuwinkels keine weiteren Eigenschaften voraus.

Fiir praktische Anwendungen der Ergebnisse ist fiir den Cosinus des Streuwinkels zum

Beispiel die Annahme der Lebesgue-Dichte
1 1—g?
2(1+4 g% - 292)

hy(2) =

3 1[71,1](2)

basierend auf der aus der Atmosphérenphysik stammenden Henyey-Greensteinschen Streu-

funktion
1 1—g2

Cdr (14 g2 —2gcos(z))

sinnvoll. Der Streuparameter g € [0,1] ist zugleich der Erwartungswert der Zufallsgro-

py(2)

3
2

fse cos (®) und bestimmt ferner das quantitative Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten fiir
das Auftreten verschieden grofer Streuwinkel. Fiir ¢ = 0 besitzt cos(®) eine U(—1,1)-
Verteilung. Mit wachsendem Streuparameter werden kleinere Streuwinkel gegeniiber grofse-
ren immer wahrscheinlicher. Fiir weiterfithrende Informationen zur Henyey-Greensteinschen

Streufunktion verweisen wir auf die Arbeit [Henl].

Fir t > T, verwenden wir zur Beschreibung des Ortes und der Richtung des n-ten &-
beziehungsweise ©-Teilchens die Prozesse Y= (t) = (X=(t), ©X(t)) mit

T Y X 4 (= T H(£O,, 85, YE) | falls BE = 1,

17



und

H(£0,,0:, V%) | falls BT =1,
wobei @ den Streuwinkel und Y,* eine U(0, 27)-verteilte Zufallsgrofe bezeichnet. Die
Funktion H : 5% x [0, 7] x [0,27] — S?

+0, falls BX =0
@$<t>:{ o

!

6

H(0,¢,y) = cos(¢)0 + sin () (cos (y)m + sin (y) ||Z,/||)

mit 6 = (65, —0;,0) und 6" = (—%, -0, %—1—%) errechnet die neue Richtung nach dem
Streuereignis auf der Basis der urspriinglichen Richtung 6 und des Streuwinkels ¢. Die
Vektoren # und 6" sind orthogonal zueinander und spannen die zu 6 orthogonale Ebene
durch den Nullpunkt des R? auf. Man beachte dabei, dass 65,05 = 0 bei Annahme der
Gleichverteilung auf S? nur mit Wahrscheinlichkeit 0 eintritt. Da die Richtung nach dem
Streuereignis nicht eindeutig durch die urspriingliche Richtung +0,, und den Streuwinkel
®F bestimmt ist, bendtigen wir zusitzlich die Zufallsgrofe Y=, die zufillig einen Punkt
auf dem Rand des Einheitskreises S' C R? auswihlt. Der zu diesem Punkt gehorende
Richtungsvektor reprisentiert die Projektion des Vektors H(+0,, ®F Y *) auf die zu 0,
orthogonale Ebene durch den Nullpunkt des R3. Zur Veranschaulichung dient die folgende

Abbildung:

eaIt A

® = arccos<0,,0ne™>

S Bar”
= >

\
c0s(y) Bar/||8ar’[| + sin(y) Bai/||6ai”||

Abbildung 5: Konstruktion der neuen Richtung in Folge eines Streuereignisses.

Wir definieren das zuféllige Punktmafs
N(t)
NPPE(A) 5D DA (0) Lm0 (L) + 1a Yy () L1000 (L)

n=1

und erhalten fiir das zugehorige Diffusionsmafs die Gleichung
DY (A) = Y P(N(t) = m) BN (A)] N(t) = m)
m=0

= MP(X+(t—T)0,0)€ A L>t—T,B=0)
+ M P(X 4+ (t—T)H(O,8,Y),H©O,0,Y)) €A L>t—T,B=1)
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mit stochastisch unabhingigen Zufallsvariablen X, ©, T" und L wie im vorherigen Ab-
schnitt, sowie B ~ B(1,p), Y ~ U(0,27) und der Streuwinkel-Verteilung ® = hA>.
Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit gilt analog zu den Ausfiihrungen im letzten
Abschnitt

IP’((X+(t—T)@ ©)ec A L>t—T,B=0)
= 1-pP(X+(t-T7)0,0)c A,L>t—-T)

= (1-p //—e”t“ (x — (t — w)0) du dQ(z,0).

Der zweite Summand in obiger Gleichung ist fiir den Streuterm in der Transportgleichung

verantwortlich.

Fiir die nachfolgende Rechnung benétigen wir die A-Dichte von PH(@:®Y) fiir ein beliebiges
0y € S% Da die Abbildung Hy,(z,y) = H (6o, z,y) : [0,7] x [0,27] — S? bijektiv ist,
existiert fiir ein beliebiges 6 € S? genau ein Paar (2, yo) € [0, 7| x [0, 27] mit H (6y, 20, yo) =
0.

Wir definieren

def [ZO, Zp + %] , falls 20 < T
[20 — %, z0] ,falls zo =

und
g % [Y0, Yo + %] , falls yo < 27
"’ [yO - %a ?JO] ) falls Yo = 2w

fir alle n > ng mit ng € N so klein, dass A, x B,, C [0,7] x [0,27x]. Ferner setzen wir

C, & H(0,®,Y)(A, x By) fiir alle n > ny. Fiir

o T—z Lfalls 2 <
g(z) = {2 .
T2

TR

, falls z >

erhalten wir
szzo 1COSg( ) dz ,faHS 20 =T

AC,) = {47;”

Imn fzoo+" cosg(z) dz , falls zg < 7.
Wegen cos g(z) = sin z fiir alle z € [0, 7] folgt daraus

AC,) = (cos (20 — L) —cos zg) , falls zgp =7
" ﬁ(cos 29 — cos (29 + %)) ,falls zg <7

(vergleiche Abbildung 6). Aufgrund der Stetigkeit von h existiert fiir jedes ¢ > 0 ein
n1 > ng, so dass fiir alle n > n; die Abschétzung |h(arccos (6,6,)) — h(z)| < € fiir alle z €
A, gilt. Dabei bezeichne < , > das euklidische Produkt auf R3. Wegen ihrer Normiertheit
entspricht das Produkt <9,90> gerade dem Cosinus des (Streu-)Winkels zwischen den
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SZ

: C ' 1/n sin(z,)

11/n sin(z,*+1/n)

Abbildung 6: Die Menge C,, = H(0y,®,Y ) (A, x B,) fir den Fall 2y < 7 und yy < 2.

Vektoren # und 6y. Fiir n > n; hinreichend grofs erhalten wir somit

]P>H(90,<I>,Y) (Cn>

A(Cr)
1 1

P T R—— (zo_%)_COSZOQ fAn h(z) dz ,falls zg =7

L ZfAn h(z) dz , falls zg <7

COS 20 —COS (zo—l—%)

é " (h(arccos <9, 90>) — ¢, h(arccos <0, 00>) +¢e) Lfallszg=m

cos (20— ;- )—cos z

€
m(h(arccos <0, 00>) — ¢, h(arccos <0, 490>) +e) ,fallszp <
— (h(arccos <9, 6’0>) — ¢, h(arccos <9; 90>) +¢),

n—oo  Sin zq

wobei wir A\(A,) = A(B,) = * beachtet haben. Wir definieren

T n

def 2h(arccos<9,€0>) _ 2h(dgg,)
<(60160) = sin(arccos<0,90>) ~ sin(¢gg,)

mit dem (Streu-)Winkel ¢pg, € [0, 7] zwischen den Vektoren 6 und 6, (man beachte
<0, 90> = cos (f — 6y) und die Symmetrieeigenschaften der Kosinusfunktion) und erhalten
schlieflich

BHO) = (({g)A,

da e > 0 und 0 € S? beliebig gewiihlt waren. Die bedingte Verteilung von H (0, ®,Y)
bedingt unter ©y = 6y besitzt also die A-Dichte ((-|0p). Diese Erkenntnis fiithrt uns zu der
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folgenden Gleichungskette
P(X + (t— T)H(O,8,Y), H(©O,®,Y)) € A, L>t—T,B=1)
— pP(X +(t—T)H(O.9,Y),HO.8,Y)) € A,L>t—T)
t
_ p/ %IP((X b (t—u)H(O,8,Y), HO,8.Y)) € AL >t —u) du
0
t
_ p/ %6_“(t_“)IP’((X F(t—uw)H(O,D,Y), H(O,0,Y)) € A) du
0 (4)
t
= b [ [ IR 4 (¢~ ) H (60, ©,Y), (60,2, Y) € A) dA(6o) du
0 S2
t
_ / / / %e—u<t—u>g<9|90)zp>((x b (t—u)0,0) € A) dA(6) dA(6o) du
0 Sz Js2

_ ' le—ﬂ(t—“) x—(t —u U T
= [ [ e e — (= w6) d6o) du dQ(e.0),

wobei wir im vorletzten Schritt analog zu den Ausfithrungen zur Bestimmung der Q)-Dichte
von PYi WIN®M=n i den vorangegangenen Abschnitten geschlossen haben.

Schlieflich erhalten wir fiir das Diffusionsmafy
DhAsE(4) = /A 22(1 — p) /0 e Fr — (¢ — )6) du dQ(z.0)
+ /A 2\p /S 2 /O t C(0|00)e MW f(z — (t — w)B) du dA(6y) dQ(x,0)
_ /A BSE (g 0Y dO(x, ).

3.3.2 Bestimmung der Transportgleichung (MASE)

Zur Berechnung der Transportgleichung betrachten wir wieder
WP (x4 50,0) = " (x,0) + S (@ + s0,0) — w2, 0).

Der Dampfungsterm besteht in diesem Modell aus zwei Teilen. Zum einen bertiicksichtigt
er die Teilchen, die auf ihrem Weg durch den Zylinder absorbiert werden, und zum anderen
die Teilchen, welche zwar urspriinglich in Richtung 6 emittiert worden waren, danach aber
in eine andere Richtung gestreut worden sind. Da hier derselbe Absorptionsmechanismus
wirkt, entspricht der erste nur auf Absorption basierende Teil des Dampfungsterms dem
Déampfungsterm [ 1 ul{?(x 4 76,0) dr des Modells MA. Der Quellterm, der Streuterm
und der auf Streuung basierende Teil des Dédmpfungsterms sind noch zu bestimmen. Unter
den gleichen Voraussetzungen an die Quelldichte f wie im vorherigen Abschnitt erhalten

wir die Ableitung

t4+T1
L 70,0) = —p2M(1-p) / e M f (2 — (t — u)6) du
0
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(1= p)f(x+ 76)

—wow [ [ O (- 0) dA@) d
0 S2

+ 2 /S C(0160) f(z + 76) dA(8)

= —p (e +716,0) + 2Mf(x +710) — 2\pf(x + 70)

b2 /S C(O100)(x+ 76) dA(6o)

der Funktion 7 — w3 (x + 760,0). Fiir jedes ¢t,s > 0 leiten wir daraus mithilfe des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung die Gleichung

w (x4 s0,0) = u"(z,0) - /0 [ w5 (2 +76,0) + 2\pf (x + 70)] dr

T /05/52 2Ap C(0|00) f(z + 70) dA(6y) dT + /082/\f(x+79) dr

ab. Die Dichte des Diffusionsmafies gentigt also einer verallgemeinerten Transportgleichung
mit Dampfungsterm

/ (1w t2P (x4 76,0) 4+ 22pf (z + 70)] dr,
0

Streuterm

/S/S 2Ap C(0160) f(z + 70) dA(6y) dT
0 2
und Quellterm

/S 2\ f(x + 70) dr,
0

wobei fos 2Apf(z + 76) dr der nur auf Streuung basierende Teil des Dampfungsterms ist.
Diese Gleichung ist jedoch nicht von der speziellen Gestalt der Transportgleichung (1),
da hier weder der im Dampfungsterm noch der im Streuterm auftretende Integrand den

Faktor wy'2*"(x + 76, 0) enthalt.

3.3.3 Stationdre Version des Diffusionsmalles (MASE)

Wie in den vorherigen Abschnitten erhalten wir durch die Grenzwertbetrachtung ¢t — oo
die stationdre Version des Diffusionsmafes. Es gilt

DMASE(A) — llm Dé\dASE(A)

t—o0

- Im (/A 2A(1 - p) /Ot =) £ (3 — (¢t — u)0) du dQ(x, )

+ /A 22p /S 2 /0 C(B160)e M (i — (¢ — )6) du dA(6y) dQ(x. 9)>
= lim (/Ot/AQ)\(l —ple *f(x —ub) dQ(z,0) du

t—o00
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+ /Ot/AzA /S C(0160)e="" f (z — ub) dA(0) dO(x, 0) du)
- /OOO/AQA(l—p)e’wf(l"_ue) dQ(z,0) du

+ /0 /AQ/\p /52 C(0]00)e " f(x — uf) dA(0y) dQ(x,0) du

und damit ist
WPy, ) / 2A(1 — p)e " f(z — ub) du
/ / 22p C(0160)e""F(x — u) du dA(6,)
52

die @-Dichte des stationédren Diffusionsmakes DM*5F. Fiir diese gilt aufgrund obiger Er-

gebnisse
uMP (4 86,0) = tlim w5 (x4 50, 0)

= lim (uyASE(:U, 6) — / (1wt (x4 76,0) + 2)\pf (x + 70)] dr
0

t—o0

) 2Ap ((0|6 0) dA(0y) d 52)\ 0) d
b [ 2w et o) s ar + [0 ar)
= uMASE(:E,G)—/ [0 w5 (x4 76,0) + 2\pf (x + 70)] dr
0

* /os /5'2 2Xp C(01600) f (xz + 70) dA(6y) dT + /s INf(x + 78) dr

0

( MASE)t>O

fiir beliebiges s > 0, wobei wir im letzten Schritt die monotone Konvergenz von
ausgenutzt haben. Damit erfiillt «M*"(x,0) eine verallgemeinerte zeitunabhdngige Trans-

portgleichung mit dem Quellterm 2X [ f(x + 70) dr, dem Dampfungsterm

/ [ w5 (z + 76,0) + 2X\pf (x + 70)] dr
0

und dem Streuterm

Man beachte, dass auch diese Gleichung nicht von der speziellen Gestalt der Transport-
gleichung (3) ist, da wiederum weder der im D&dmpfungsterm noch der im Streuterm
auftretende Integrand den Faktor u™*%®(x + 76, 6) enthilt.

3.4 Diffusionsmodell mit einfacher Streuung im PET-Zylinder
(Modell MAS)

Im letzten Abschnitt haben wir ein Modell entwickelt, das die Streuung von Teilchen

auf eine sehr einfache Weise berticksichtigt. Dabei haben wir unterstellt, dass Streuung

23



ausschlieklich zum Zeitpunkt der Emission stattfindet, was in der Realitét jedoch ledig-
lich mit Wahrscheinlichkeit 0 passiert. Insbesondere im Hinblick auf die Ortsabhéngigkeit
der einzelnen physikalischen Effekte, welche die Pfade der Teilchen im PET-Zylinder be-
einflussen, ist eine Modellierung der Streuung notwendig, bei der ein Teilchen zu jedem
Zeitpunkt seiner Durchquerung des PET-Zylinders gestreut werden kann. In diesem Ab-
schnitt entwickeln wir zunédchst ein Modell mit einfacher Streuung. Das heifst, ein Teilchen
wird in Folge eines Streuereignisses kein weiteres Mal gestreut. Der PET-Zylinder enthélt
in diesem Modell also zu jedem Zeitpunkt eine gewisse Anzahl nicht gestreuter und ei-
ne gewisse Anzahl einfach gestreuter Teilchen. Dementsprechend besteht die Dichte des
Diffusionsmafses genau wie im vorherigen Abschnitt aus zwei Teilen. Der Vorteil dieses
Modells gegeniiber einem Modell mit Mehrfachstreuung liegt in der einfacheren Implemen-
tierbarkeit in Algorithmen zur Bildrekonstruktion. Zwar stellt es aufgrund der fehlenden
Berticksichtigung von mehrfacher Streuung nur eine grobe Approximation der realen Vor-
ginge im PET-Zylinder dar, ist aber im Hinblick auf praktische Anwendungen niitzlich,
da viele etablierte Bildgebungsverfahren derartige Approximationen verwenden. Das bes-
te Beispiel eines solchen Verfahrens ist der Single Scattering Algorithm, wie er in [Natl|

beschrieben wird.

3.4.1 Berechnung der Dichte des Diffusionsmales (MAS)

Auf der Basis des Modells MA versehen wir jedes Teilchen zuséitzlich zu der dort einge-
fithrten absorptionsbedingten Exp(u)-verteilten Lebensdauer mit einer zweiten Exp(v)-
verteilten Lebensdauer, welche die Zeitspanne von der Emission bis zur Streuung reprisen-
tiert. Die entsprechende Lebensdauer des n-ten &- beziehungsweise ©-Teilchens bezeich-
nen wir mit M, wobei die Familie (MS)ae{+,—}nen stochastisch unabhéngig und unab-
héngig von allen zuvor eingefiihrten Zufallsvariablen sei. Den Parameter v bezeichnen wir
als Streuungsrate. Im Streuzeitpunkt M* wird das n-te @- beziehungsweise ©-Teilchen
gestreut, wobei wir fiir die post-Streu-Richtung das im Abschnitt 3.1.1 eingefiihrte Modell
verwenden. Wir definieren daher die Teilchenprozesse Y (t) = (XZ(t),0E(t)) (fiir n € N)

auf der Basis der Notation des letzten Abschnittes durch

XE(t) = Xn £ (1= 1,)0, ,falls M* >t 1T,
T X, £ MEO, + (=T, — ME)H(£0,, 0, VE) | falls ME <t—T,

und
+06, ,falls ME >t -1,

OL(t) =
w () {H(:i:@n, OE VE)  falls ME <t —T,.

Man beachte, dass die Teilchenprozesse bei Beriicksichtigung von lediglich einfacher Streu-
ung keine Markov-Prozesse darstellen, da man ohne Kenntnis der gesamten Vergangenheit
eines Pfades nicht wissen kann, ob ein Streuereignis bereits eingetreten ist oder nicht.

Seien im folgenden M, L, &, Y, X, © und T stochastisch unabhéngig mit M ~ Exp(v)
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und L, &, Y, X, © und T wie im vorherigen Abschnitt. Fiir das Diffusionsmafs

N()

DS (4) & E(ZuA(Y (D)L (L) + 1A<Y;<t>>1<t_Tn,oo><L;>>)

n=1

gilt dann
DMAS(A)

= Z]P’ EWN(A)| N(#) = m)
= 2)\tIP>((X+(t— 70,0)c A, L>t—-T,M>t—-T)
+ XM P(X+MO+(t—T—MH©O,®,Y),HO,0,Y)cAL>t—T,M<t—T).

Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der beteiligten Zufallsgrofen folgt analog zu
den Ausfithrungen in den vorherigen Abschnitten

P(X+(t-T7)0,0)e A, L>t—T,M>t-T)

- /t %IP’(L >t—w)P(M >t —u)P((X +(t—u)O,0) € A) du
_ /t L p((X 4 (1 - u)0,0) € A) du

[ [ e e et
Fiir den zweiten Term gilt
P(X + MO+ (t—T — M)H(©,0,Y),H(O©,,Y)) € A,L>t—T,M<t—T)
= /Ot%]P)((XvLM@-I—(t—u—M)H(@,(I),Y),H(@,Qy))€A7M§t_u)
e~ P gy
— //”_P (X+MO+(t—u—MH(©O,®,Y),H(O,0,Y)) € Al M =m)
o~ h(t—u) dPM( ) du
N // P((X +mO + (t —u—m)H(©,9,Y), H(©,,Y)) € 4)
e “(t W dm du
— //t ”/2—P (X +mbo+ (t —u—m)H (b, ®,Y), H(bp, ®,Y)) € A)
—vm =i tS u) dIP’@(HO) dm du

_ //// et C(0160) f (& — by — (¢ — u — m)6)

dm du dA(6y) dQ(x 0),
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wobel wir im letzten Schritt analog zu (4) geschlossen haben. Das Diffusionsmafs D}'$
zum Zeitpunkt ¢ besitzt demnach die ()-Dichte

MAS(:L, 9)
= 2)\/t W f (e — (t—u)f) du

t t—u
+ 2\ / / / ve "me MW E(0)00) f(z — mby — (t — u — m)B) dm du dA(6y).
s2Jo Jo

Sie zerfallt in die Dichte
t

UtMAS,(l)(x’ 0) def 2)\/ 6—(M+V)(t—u)f(g; — (t — u)e) du
0

der erwarteten Anzahl nicht gestreuter Teilchen im Punkt z mit Richtung 6 zum Zeitpunkt
t und die Dichte

MAS (2

9 /52/ / “vme=rt=0C(910,) f(x — mby — (t — u —m)0) dm du dA(6,)

der erwarteten Anzahl gestreuter Teilchen im Punkt x mit Richtung 6 zum Zeitpunkt .

3.4.2 Bestimmung der Transportgleichung (MAS)

Wir wahlen erneut den Ansatz
ulls(x+50,0) = w5 (2,0) + (WS (x + 50,0) — w5 (,0))

und bestimmen die Ableitung der Funktion 7 +— u}!2°(x + 76, 6). Analog zu den entspre-

chenden Ausfiihrungen im letzten Abschnitt gilt
iuMAS(gv +70,0)
dr 7 ’
o d MAS,(1) d MAS,(2)
= —u . (x+70,0) + Lt (x+76,0)

dr
- (M+V)Ut+7( (x4+170,0) + 2\f(x +70) — uu?ff@ (x4 76,0)

t+17—u
ve VM i) xr—mby— (t—u—m
Y C{6160) (x — iy (¢~ —m)0)
dA(6y) dm du}

= —(u+ )Y@+ 70,0) — pultPP (@4 70,0) + 2Xf(x + 70)
+ 6_’”di {2)\/ / / ve e ((0100) f(x — mBy + (u+m)0) dA(6y) dm du] .
T -t Jo 52

Mithilfe der Differentiationsregel

/ / g(z,y) dy dov = /QT[%/bT_xg(x,y) dy}der/bOg(T,y) dy (5)
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erhalten wir
—2/\/t/0 /S ve M (0100) £ (x — By + O(u +m)) dA(60) dm du
~ 2 /_t ° VO /5 v (0100) f (2 — my + (u +m)f) dA(8) dm du
PPN /0 : /S e (B160)f (& — my -+ (- m)6) dA(B) dm
~ 9 /_ t /S e T (0160) (e — (7 — u)fy + 76) dA(6o) du
= 27 /_ t /S 2 ve (0100 f(z — (T — u)by 4+ 760) dA(Ao) du

t+7
= 2)\6’”/ / ve I C(0100) f(x — (t 4+ 7 — u)by + 70) dA(6p) du.
S2

Durch Einsetzen in obige Gleichung fiir die Ableitung von u; ,(x + 760,0) nach 7 und
Anwenden des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ergibt sich schlieflich

w> (z + 56, 0)

= u"(x,0) — / <u uyE (x4 70, 9)—1—1/11??78( (a:+79,9)> dT+/ 2Af(x + 70) dr
0 0

s t+7
+ / / / 2Awe” W=D C(9100) f(x — (t + 7 — u)fy + 76) du dA(6,) dr
52 J0

= u"(z,0) — / (u uyt (x4 70, 9)+1/u?ff( (QJ+79,9)> dT—l—/ 2Af(x +70) dr
0

+ / / v ((0|600) ufﬁf (x+70,00) dA(60y) dr.
S2

Fiir jedes t,s > 0 geniigt die Dichte des Diffusionsmafies also einer verallgemeinerten

Transportgleichung mit Dampfungsterm
[ w4 0,0) 4 v 20w 4 70,0)) ar
0

Streuterm

/ / v (0]6) )N (z + 76, 6) dA(6o) dr
SQ
und Quellterm

/S 20 f(x 4+ 70) dr.

0

MAS,(1)

Dabei sind der durch Streuung verursachte Teil [ v u)}> " (x +70,0) dr des Dampfungs-
termes und der Streuterm nur von den ungestreuten Teilchen (repriisentiert durch u; > (1))

abhéngig.
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3.4.3 Stationdre Version des DiffusionsmaBes (MAS)

Die Grenzwertbetrachtung ¢t — oo liefert

DNIAS(A)
= hm DMAS(A)

= thm / 2)\/ —(ptv) (- u)f ZL‘— (t_u du + 2)\/ / / Vme—u(t—u)

C(0100) f(x —mby — (t —u—m)0) dm du dA(0y) dQ(x,0)

= lim zx// ~Wtuf(p — uf) dQ(x,0) du + 2>\// // e Vmehu
—00 SQ

C(0|00) f(x —mby — (u — m)B) dA(0y) dQ(x,8) dm du

:m// ~u f (0 — uf) dQ(z, 0) du+2>\/ ///SQWV%—W

C(0100) f(x —mby — (u — m)B) dA(0y) dQ(x,0) dm du
als stationare Version des Diffusionsmafies. Damit ist

uMS(x,0) = / 2Xe” WA f (1 — uf) du
0
+ / / / 2 ve™"Me HC(0)6p) f(x — mby — (u — m)B) dm du dA ()
s2Jo  Jo

die Q-Dichte des stationéren Diffusionsmafses DM*%. Fiir diese gilt aufgrund obiger Ergeb-

nisse

uM(z + 56, 0)

= tlim e (x4 50, 0)

t—o0

= lim ( YA (x,0) — /S(u w2 (x 4+ 70,0) + v ufﬁf( (z+76,0)) dr
0
+ /082)\f(:17+79) dr + /OS /32 v ((0]00) uyy (1) (x + 70, 00) dA(6p) dT)
= u"(x,0) — /S (1w (2 4+ 70,0) + v ™D (z + 76,0)) dr
0
+ /0 o f(x+76) dr + /O S /S v C(0160) uM*>W (x4 76, 6,) dA(6y) dr
fiir beliebiges s > 0, wobei wir
MW (2, 6) oA /000 e F (0 — uf) du

( MAS, (1))

gesetzt und im letzten Schritt die monotone Konvergenz von (u;"*%);~¢ und >0

ausgenutzt haben. Damit erfiillt «M*%(x, ) eine verallgemeinerte zeitunabhéngige Trans-

portgleichung mit Dampfungsterm

/ (1 ™Sz +70,0) + v w50 (z 4 76,0)) dr,
0
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Streuterm .
/ / v C(0]6o) W (x + 76, 6,) dA(6) dr
0 Js?
und Quellterm

2 / F(z +76) dr.
0

3.5 Diffusionsmodell mit Mehrfachstreuung (Modell MAMS)

Bevor wir uns der Erweiterung unseres Modells in Bezug auf ortsabhéangige Absorption
und Streuung widmen, integrieren wir zunéchst die Moglichkeit der Mehrfachstreuung.
Damit ein Teilchen auf seinem Weg durch den PET-Zylinder auch mehrfach gestreut
werden kann, benotigen wir im Modell anstelle einer einzigen unendlich viele Exp(v)-
verteilte Lebensdauern. Nach Ablauf der ersten Lebensdauer tritt das erste Streuereignis
ein, wodurch das Teilchen eine neue Richtung erhélt. Unmittelbar danach beginnt eine
zweite Lebensdauer, nach deren Ablauf zum zweiten Mal gestreut wird und so fort. Den

Streuungsprozess werden wir im nun folgenden Abschnitt mathematisch prézisieren.

3.5.1 Modellierung der Streuereignisse

Zur Modellierung der Mehrfachstreuung versehen wir jedes Teilchen mit einem homo-
genen Poissonprozess der Intensitdt v > 0, den wir im Folgenden als Streuungsprozess
bezeichnen. Den Streuungsprozess des n-ten @- beziehungsweise ©-Teilchens bezeichnen
wir mit (MZ(t))i>0. Seine Ankunftszeiten (Sik)keN bezeichnen wir als Streuzeitpunkte,
seine stochastisch unabhéngigen Fxp(v)-verteilten Zwischenankunftszeiten (AS?; o keN =
(Sf;k — Sikfl)kEN als Zwischenstreuzeiten (wobei wir Sio = 0 setzen) und seine Intensitét
v als Streuungsrate. Die Familie von Prozessen ((MS(t))i>0)ac{+,—}nen sei stochastisch
unabhéngig und unabhéngig von allen in den vorherigen Abschnitten eingefiihrten Zu-
fallsvariablen. Fiir das n-te ®- beziehungsweise ©-Teilchen ist die Position zum Zeitpunkt

t > T, gleich

ME =T
+ o + + + +
XFt) = X, + Z AS O+ (=T = ST w0 )OF L
k=1

und die Richtung gleich
i _ ot
O, (t) = @n,Mff(thn)'
Zur FErinnerung: Leere Summen interpretieren wir stets als 0. Dabei sei @io gleichver-
teilt auf S? die Richtung des n-ten ®- beziehungsweise O-Teilchens unmittelbar nach der
Emission und es gelte ©, ( = —O}, fiir alle n € N. Zur Definition der Zufallsvariablen

(@fk) ren bedarf es einiger Vorarbeit:

Fiir jedes n € N und o € {+, —} sei die Familie (®; ;)ren eine Kopie der stochastisch
unabhéngigen Familie (®;)xen von identisch verteilten Zufallsgrofen mit Lebesgue-Dichte
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h, wobei @7, den Streuwinkel des k-ten Streuereignisses des n-ten a-Teilchens bezeichnet.
Ferner sei die Familie (Y,%,)xen eine Kopie der stochastisch unabhéingigen Familie (Y},)xen
von U (0, 2)-verteilten Zufallsgrofen. Analog zu den Zufallsgrofen (Y,,)nen im vorherigen
Abschnitt handelt es sich dabei um Hilfsvariablen zur Konstruktion der neuen Richtung
nach den entsprechenden Streuereignissen. Die Zufallsgréfen (P ., Y, )ac{+,—}m,ken seien
stochastisch unabhéngig und unabhéngig von allen oben und in den vorherigen Abschnit-

ten eingefiihrten Zufallsvariablen.

Mithilfe der Funktion H : S% x [0, 7] x [0, 27] — S?

H(9,¢,y) = cos(¢)0 + sin (@) (cos (y)HZ—,H + sin (y) ||Z,,||>

aus Abschnitt 3.3 definieren wir fiir alle n,k € N die Richtung @ik des n-ten &- bezie-
hungsweise &-Teilchens unmittelbar nach dem k-ten Streuereignis rekursiv durch

@ik = H(Grﬂl:,kfh (I)im Yfk)

Fiir jedes a € {+, —} und n € N bildet die Familie (6, , )xen daher eine zeitlich homogene
Markov-Kette mit Ubergangskern

S(fo,do) = PHOVIO=0(dg) = PHOEV)(dg) = ((6]65)A(dD)

bei Verwendung der bekannten Notation.

3.5.2 Bestimmung der Dichte des DiffusionsmaRes (MAMS)

Wie in den vorherigen Modellen reprasentiert das zufallige Punktmafs

NPRS(A) S (LAY () Lm0 (L) + 1a(Yy () L1000 (L)
n=1
mit YE(t) = (XE(t),0%(t)) den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ > 0. Man beach-
te, dass die Teilchenprozesse ((Y,=(t))s>0)nen aufgrund der Gedichtnislosigkeit der Expo-
nentialverteilung offenbar Markov-Prozesse sind. Sei im Folgenden M (t) ein homogener
Poissonprozess der Intensitdt v mit Ankunftszeiten (Sk)ren, (Ax)ren eine stochastisch
unabhiingige Familie von Exp(v)-verteilten ZufallsgroRen, O gleichverteilt auf S?, sowie
(O )ken eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Ubergangskern S, die rekursiv definiert

sei durch
def

Or = H(Op_1,P4,Ys) = Hp(Oo, Pq,..., 04, Y1,..., V)

fiir alle k£ € N. Insbesondere erhalten wir [[}_, ((0]0x—1) als die bedingte A"-Dichte von
(©1,...,0,) bedingt unter ©y = . Mit der Notation aus den vorherigen Abschnitten
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und beliebigem @Q-messbaren A C R3 x S? gilt dann fiir das zu NM*M3(-) gehorende

Diffusionsmaf

DI\/[AI\/IS(A)
= Z]P’ ENS(A)] N(t) =m)
M(t-T)
= 2)t ]P’((X + Z AS,O,_1 + (t - T — SM(th))@M(th)a G)M(th)) eAL>t— T)
k=1
— 2 ZIP’( (t—T)=n, <X+zn:ASk@k_1+(t—T—Sn)@n,@n> e A,L>t—T)

k=1

- 2AZIP<<X+ZAk@k LH(E=T = A,)6,,0,) €A L>t-T,

k=1

n—1 n
Ay <t—T,Ag<t—T—A, - ,Angt—T—ZAk,AnH>t—T—ZAk>.

k=1 k=1
Ausintegrieren iiber die (Ag)ren liefert
IP’((X +5 ALk + (=T — A8, @n) CAL>t—T
k=1

n—1 n
Ay <t—T,Ayg<t—T—A, - ,Angt—T—ZAk,An+1>t—T—ZAk>

k=1 k=1

1 [t [tmw ptou-ma t—u—zz;ll my
= —/ / / / A
t 0 JO 0 0

P((X+;mk@k—1 + <t—u—2mk>®n,@n> €A AN >t—u—2mk,

k=1 k=1
L>t—u> dm,,...dmy du

1 t t—u t—u—m1 t—u—zz;ll mg . .
= Z / / / o o / yneiyzkzl mkeiy(tfufzkzl mk)eiﬂ(tfu)
0 JO 0 0

IP’((XJrimk@kl + <t—u— imk>@n,@n> € A) dm,, ...dm; du
k=1

k=1
und wir erhalten

DMAMS

t—u—m t—u—3"""1m
— 2/\2// / 1 / T e e-u)

]P’((X—i—ka@k_l + (t—u— imk>@n,@n)€ A> dm,, ...dm; du
k=1

k=1
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t
= 2\ / eI (X 4 (t —u)By,0p) € A) du
0

t t—u
+ 2>\/ / ve WP (X 4+ m O + (t—u—my)0,0;) € A) dmy du

t—u—m t—u—S"""1m
n QAZ// / / T () )

]P>(<X+ka@k i (t—u—ka)@n,@ ) eA) dm, ... dmy du.

Wenden wir uns nun dem Term IP’((X + Y e O+ (E—u = mi)Oy, @n) c A)
fiir beliebiges n € Ny zu. Aufgrund der oben erwdhnten Eigenschaften von (Oy)ren als

homogene Markov-Kette mit Ubergangskern S erhalten wir

(X + Lomi®us+ (t-u- 3 m)e.,0.) < )

= /52 /52H§9k+1|9k (0]65) ((X+kzi;mk9k+<t_u_zn:mk>9n+170n+l>€A>

) dA(6,,) - - dA(6y) -
= //52 /S2HC6k+1\6k ¢(016,) (x—kaQk— (t—u—; >9n+1>
A(6r) dQ@ 0)

(wobei an [[.2, = [[o_ 1 "1 erinnert sei) und damit fiir beliebiges ¢ > 0

MAMS
uy MM (2, 6)

ZQAZ // /t"ml /t_zm/s/s

HC Or11104)C (0]6,) e~ ¢ H0= (w—zm,ﬁk— (t—u—ka) )

dA(Qn) - dAN(6y) dm,, ...dm; du

als (Q-Dichte des Diffusionsmakes D}*"® zum Zeitpunkt ¢. Fiir jedes n € Ny bezeichnet
dabei

MAMS J(n )(

t—u—m1 tuzk 1mk
S / Ay
52 52

HC Orr1101)¢(0]0,,) e~ =) <$—ka9k— (t—u—zmk) >
dA(@n) ~dA(0y) dm,, ...dm, du

die Q-Dichte der erwarteten Anzahl der genau n-fach gestreuten Teilchen.
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3.5.3 Bestimmung der Transportgleichung (MAMS)

Wie man bereits an der komplexen Gestalt der Dichte u}™$(z, §) erahnen kann, ist die
Berechnung der Transportgleichung fiir das Modell mit Mehrfachstreuung sehr aufwendig.
Daher {iberrascht es ein wenig, wie einfach die Transportgleichung letztendlich ausfillt.
Zur Vereinfachung schreiben wir fiir n € Ny

= C(Or4110%)C(010,) flx— mpfy — (t —u — 0
- /- /SQH calBe)C(e16,) ZM ( ; m.)0)
dA(6,) - - dA(6y)
und wahlen erneut den Ansatz
ui/fsMs( +560,0) = u™(z,0) + uﬁffsMs(x +50,0) — u;"M(x, 0).

Durch mehrfaches Anwenden der Differentiationsregel (5) erhalten wir

diui/fTMs(x +76,0)

t+T7—u t+T—u—mq t+T—u—EZ;11 mp
= —2)\6 (utv)r Z / / / .. / 6—(u+u)(t—u)In

dm,, ...dmy du

= s e 70.0)

t+1 t+r—u  pt+T—u—m t+r—u—""1m
+ 2/\6—(M+V)T Z Vn/ d / / ' . / k=t T 6—(/H-V)(t—u)]n
n=0 0

dm,, dm1 du
t+7—(t+7)  pt+r—(t+T)—mMm tHT—(t4+7) =i m
0
dm,, ...dm1 du

= (ke 4 70.0)

t+7—u t+7—u—m t+r—u—""1m
+ 2X\e” “MTZ / / d L / = ke—(uw)(t—u)]n
0

dm,, . ..dm1 du

= (M+V)u§4ffs(m—l—79 0) + 2\ f(x + 76)

t+7—u  pt+T—u—mg thT—u—3 1% my,
+ 2Xe” "H_V)TZ / / / / e~ (ntv)(t—u)

/ /ngkHwk (:c—kaGk—(t—i-T—u—nZimk)Hn—l—Tﬁ)
52 k 1 k=1

¢(016,) 0p) - dA(Oy) dmy_q .. .dml du,

wobei wir im zweiten Schritt die fast sichere absolute Konvergenz der Reihe ausgenutzt
(die Anzahl der bis zum Zeitpunkt ¢ emittierten Teilchen ist fast sicher endlich) und im
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letzten Schritt den Summanden fiir n = 0 (der fiir den Quellterm verantwortlich ist) aus

der Summe extrahiert haben. Fiir den 0-ten Summanden gilt namlich

T

d

t+1
= 2 V)T p / e~ W= (g — (t — 1)) du
T

— e U f (g 4 7))
— 2f(x +70).

t+7
2Xe” (utv Tdi/ Ioe_w—ﬂj)(t_u) du
0

Nun summieren wir wieder iiber n € N, ersetzen fir alle n € Ny im n-ten Summanden

6,, durch 6" und ziehen das Integral iiber #" aus der Summe heraus, wodurch wir

d
o —u M (x4 76, 6)
= (u—l—u)uﬁf‘“s(x%—TG 0) + 2\ f(x + 70)

t+1—u t+T—u—mq t+7—7ufzz;12mk
+ 2 T Z / / / / o~ () (t—u)

/ . / H COr 1 100)C (0|61 f(g; - kae)k - (t b —u— nz‘imk)e + 79)
52 5% k=1 k=1 k=1

C(016") dA(0") dA(Bp—y) - - - dA(61) dm_y ... dmy du
= —(p+ )z +170,0) + 2\ f(x + 76)

+ 2\ Z Vn_H / /H—T ’ /t+T o . /H_T_U_ZZ:II " e_(lH-V)(t-i-T—u)
/52 T /52 H C(9k+1’9k)<(9/|9n) f(x + 76 — kaek — <t +T7T—u— ka)é)
k=1 k=1

k=1

C(010") dA(8') dA(B,,) - - - dA(61) dm, . ..dmy du
= —(p+)wFP(@+70,0) + 2\ f(z 4+ 70) + / vC(016") w2z +70,0') dA(6)
5'2

erhalten. Mithilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ergibt sich dar-
aus fiir beliebige ¢, s > 0 die Transportgleichung

uyS (e +56,0) = "M (x,0) — / (p+v)uy S (x +70,0) dr + / 2 f(x +70) dr
0

+ //yg 010') u¥MS(z +76,60") dA(0) dr
52

fiir die Q-Dichte des Diffusionsmafes. MAMS ist also das erste Streuung bertiicksichtigende
Diffusionsmodell, dessen Quell-, Dampfungs- und Streuterm der Gestalt der allgemeinen
Transortgleichung (1) entsprechen. Fiir dieses umfassende Modell erhalten wir im Gegen-
satz zu den zuerst vorgestellten Modellen sowohl eine Dampfungsrate (a(z) = p + v) als
auch einen Streukern im Sinne von (1). Der ortsunabhingige Streukern p(z 4 76,6,0') =
v((0]0") ist linear in der Streuungsrate v.
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3.5.4 Stationdre Version des Diffusionsmales (MAMS)

Auch fiir das hier betrachtete Modell MAMS liefert die Grenzwertbetrachtung t — oo die
stationdre Version des Diffusionsmafses. Es gilt

DMAMS(A) — llm D}:\/IAMS (A)

t—u—mq t— U*Zn;l my
t—o0 S2 S2

n

hC(ekHwk) C(06,) e~ (t=w) (f—zmk"k_<t_”_z >0>

k=1

dA(0,,) - - dA(Oy) dm,, . ..dm, du) dQ(x,0)

- E&(”Z N A

n

H C(Brs1164)C(010,) €0+ f (2 = kaek — (=3 m)o)

k=1 k=1

dA(6,,) - --dA(0y) dQ(x,0) dm,, . ..dmy du)

0 0o pu pu—mip u—"721 my
_ 2)\21/”/ / / / // /
‘= Jo Jo Jo 0 AlJs2 52

n—1 n
[T COrsal600¢010,) 07 (= D" mah = (w = D mi)6)
k=1 k=1

dA(0,) - --dA(0y) dQ(x,0) dm,, ...dm; du,

wobei die Existenz des Limes aus der absoluten Konvergenz der Reihe folgt. Man beachte
ferner, dass der Integrand positiv ist und wegen f einen kompakten Trager besitzt. Daher

WA () def 2/\2 / // / Zz:lmk/ /
S2 S2

HC Or110)¢(0]6,,) e uf<37 - imkek - (U - mk>9>
=1

k=1
dA(Hn) -dA(6,) dmy, ... dmy du

ist

die Q-Dichte des stationaren Diffusionsmafes DMAMS. Fiir diese gilt aufgrund obiger Er-
gebnisse

uMM (4 50,6) = tlim uy S (x + 56, 6)
= lim (u?ﬂAMS(m, ) — / (p+ )2 (e + 76, 0) dr
0

t—o00
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+ / 2N f(z + 70) dT+/ / vC(0)0") wyAVS (x4 710,60') dA(6) dT>
0 0 52
= W)~ [ (ko k 0,0) dr b [ (o 76) dr
0 0

+ //yg(e|9’)uMAMS(x+79,9’) dN(0) dr
0 JS2

fiir beliebiges s > 0, wobei wir im letzten Schritt die monotone Konvergenz von (u"®

)0
ausgenutzt haben. Damit erfiillt «M*¥®(z, 6) die zeitunabhéngige Transportgleichung (3)

mit dem Quellterm 2\ fos f(x + 76) dr, der Dampfungsrate p + v und dem Streukern
vC(6]6).
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4 Diffusionsmodell mit ortsabhangiger Absorptionsrate

Die Annahme einer globalen Absorptionsrate p ist fiir eine detaillierte Beschreibung der
Vorgénge im PET-Scanner zu ungenau. In der Realitdt besitzen verschiedene Gewebe-
typen wie Knochen, Knorpel, Muskelgewebe und Fettgewebe Absorptionsraten, die sich
stark voneinander unterscheiden. Daher ist es fiir eine umfassende stochastische Modellie-
rung erforderlich, die Ortsabhéngigkeit der Absorptionsrate zu beriicksichtigen.

4.1 Der diskrete Ansatz mit einer treppenformigen
Absorptionsratenfunktion (Modell MDA)

Wir konzentrieren uns hier zunéchst auf einen diskreten Ansatz, bei dem wir den PET-
Zylinder C' in k disjunkte Teilmengen mit verschiedenen Absorptionsraten aufteilen. Sei

k
C=>0a
=1

i, die eine flir unsere Zwecke brauchbare Gestalt besitzen. Die we-

also

mit Mengen (C;);=1
sentlichen Bedingungen an die Zylinder-Teilmengen C; sind ihre Lebesgue-Messbarkeit

-----

und die Eigenschaft, dass der Rand einer solchen Menge von jeder Gerade durch den Zy-

linder hochstens endlich oft durchstofen wird. Die offenen Kerne (C; );—; ., der Zylinder-

2

Teilmengen stellen also im mathematischen Sinne Vereinigungen endlich vieler beschrank-
ter Gebiete (beschriankte, offene, nichtleere und zusammenhédngende Teilmengen) inner-
halb des Zylinders C dar. Die Teilmengen (C};);—1.. 1 bezeichnen wir fortan als Gewebe-
..... ,- Dabei gelte W3(C;) > 0

und p; > 0 fir alle : = 1,..., k. Anstelle einer globalen Absorptionsrate erhalten wir also

-----

eine treppenformige Absorptionsratenfunktion py, : C — [0, 00),

k
def
pe(r) =) pile, (),
=1

welche fiir jeden Punkt x des PET-Zylinders die in = geltende Absorptionsrate angibt. In

Hinblick auf die praktische Anwendung kann man sich die Gewebegruppen als Vereinigun-

gen von Voxeln des in Voxel aufgeteilten (diskretisierten) PET-Zylinders vorstellen. Die

Voxel erfiillen offensichtlich jede der oben geforderten Eigenschaften. Fiir einen festen Ort

x € C und eine feste Richtung 6 € S? bezeichne S;(z, 0) die Lange der Verbindungsstrecke

zwischen x und dem j-ten Schnittpunkt (von z aus gesehen in Richtung ) des Strahles
{z + uf| v > 0} mit der Vereinigung

kok

¢« YUang

i=1j

(R
S

C; bezeichne). Auferdem setzen wir Sy(z,0) &' 0. Man beachte, dass die Menge der
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Schnittpunkte {X + u©| u > 0} N C wegen obiger Eigenschaften der Mengen (C;);=1,

.....

und der Definitionen von X und © fast sicher diskret ist.

Abbildung 7: Die Ubergangspunkte (S;(x,6));jen zwischen den Gewebegruppen des Teil-
chenpfades mit Emissionspunkt x und Startrichtung 6.

Fiir j € Ny seien ferner ¢;(x,6) oo 2(Sj41(z,0) — Sj(2,0)) und p;(x,6) o (S (x, 0) +
g;(x,0)). Fir beliebige x € C, § € S? und j € N gibt . ;_1(x,0) also die auf dem j-ten
Teilstiick des Strahles {z + uf| u > 0} geltende Absorptionrate an. Auferdem bezeichne
m(z,0,t) &f max{j| S;(z,0) < t} die Anzahl der Ubergangspunkte zwischen den einzelnen
Gewebegruppen auf der Strecke von x nach = + t6.

Im dritten Abschnitt haben wir das Diffusionsmodel MA mit globaler Absorptionsrate

und ohne Streuung eingefiihrt, dessen Diffusionsmafl zum Zeitpunkt ¢ die ()-Dichte

uMA(z,0) = 2A /t e f(g — (t—u)f) du
0

(t=) verallgemeinern wir

besitzt. Den hier auftretenden absorptionsbedingten Term e™*
nun geméfs der neu eingefiihrten ortsabhéngigen Absorptionsratenfunktion py (), indem
wir den Pfad der Lange ¢ — u in seine Teilabschnitte innerhalb der einzelnen durchwander-
ten Gewebegruppen aufteilen und diese mit den entsprechenden innerhalb dieser geltenden

Absorptionsraten gewichten, und erhalten den ortsabhéngigen Term

Jﬁu,k(‘r7 0)

t—u
L exp (—/ i (x — v0) dv)
0

m(z—(t—u)b,0,t—u)

=TI e (Sila — (- w6.0) — Sioi(a — (t — )0, 6)))

j=1
eXp(_Nk,m(x—(t—u)G,O,t—u) (t —U-— Sm(x—(t—u)e,e,t—u) ([E - (t - u)‘gu 0)))
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m(z—1t6,0,t)

= H eXp(—,uk’jf1(Sj(l' - te, (9) - ijl(x - te? 9)))

=1
exP(— ke m(z—10,0.6) (t — Sm@—10,0.0)(x — 6,0)))
m(z—t6,0,u)
IT el 1(S;j(@—16,6) — S;1(x —16,6)))
=1

eXp(,uk,m(:vftG,Q,u) (U - Sm(:rftG,B,u) (.2? - te? 9)))7

wobei wir abkiirzend i ;—1 und figm(z—t0,0,) anstelle von pu;_1(x — (t — u)0,60) und
Lok m(z—t0,0.4) (€ — t0,0) geschrieben haben. Die zweigeteilte Form des Produktterms hinter
dem letzten Gleichheitszeichen entspricht der geometrischen Anschauung bei der Berech-
nung der Transportgleichung: Der Punkt x — tf wire der Startpunkt des betrachteten
Pfades, wenn das entsprechende Teilchen zum Zeitpunkt ¢t = 0 emittiert werden wiirde.
In diesem Fall erhielten wir die oberen beiden Zeilen des Produktterms als absorptions-
bedingte Gewichtung des Pfades. Da das Teilchen aber erst zum Zeitpunkt v emittiert
wird, benotigen wir zusétzlich die unteren beiden Zeilen des Produktterms, um die im
ersten Term zuviel veranschlagte Dampfung zwischen = — (¢t — )6 und x — tf auszuglei-
chen. Im Gegensatz dazu fiithrt die Verwendung des ersten (auf den ersten Blick weniger
komplexen) Produktterms bei der Berechnung der Transportgleichung zu einer unverhélt-
nismékig aufwendigen Rechnung.

Wir erhalten fiir jedes ¢ > 0 die ()-Dichte

t
WP, 0) % 2N / I8 (. 0)f( — (t — w)f) du,
0

und definieren das Diffusionsmal D" zum Zeitpunkt ¢ des Modells MDA mit k Gewe-
begruppen durch

MD def MDA
DA [ pe.6) dQ(a,6)

(fir A C R? x §% Q-messbar). Das Modell beschreibt den folgenden Absorptionsprozess:
Nach jedem Ubergang des Teilchenpfades von einer Gewebegruppe C; in eine andere Ge-
webegruppe C; beginnt jeweils eine neue Exp(su;)-verteilte Lebensdauer, wobei fiir einen
beliebigen Emissionsort z € C' und eine beliebige Startrichtung 6 € S? die Familie der
in chronologischer Reihenfolge durchnummerierten Lebensdauern (L, (z,6))nen stochas-
tisch unabhéngig ist. Die Lebensdauer auf dem n-ten Pfadabschnitt eines Teilchens be-
zeichnen wir als n-te Teillebensdauer. Schafft es das Teilchen auf dem n-ten Teilstiick
{z 4+ ul| v € [S,_1(z,0),S.(x,0)]} seines Pfades nicht, vor Ablauf der entsprechenden
Exp(pgn—1(z,0))-verteilten Lebensdauer L, (z,0) in eine neue Gewebegruppe zu gelan-
gen, so wird es absorbiert. Abbildung 8 veranschaulicht die neu eingefiihrten Begriffe.
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Ci

X+Sm(x'e,¢)(X,9)e

La(x,8)=Exp(u)
=Exp(Hk2(x,0))

x+S1(x,0)0

La(x,8)=Exp(W;)

=Exp(pi,1(x,0))
L1(x,8)=Exp(u)
=Exp(pk.o(x,0))

AN

Abbildung 8: Teilchenpfad mit Emission in z und Richtung # und den zugehorigen Teille-
bensdauern.

4.1.1 Bestimmung der Transportgleichung (MDA)

Zur Bestimmung der Transportgleichung fiir obige Dichte uy’f*(z, ) withlen wir fiir belie-
biges s > 0 den bewéahrten Ansatz

ullfvfsék(x + s0, 0) = Ui\,deA(I, 0) + (ule?k(w + 50, Q) - u;\,{kDA($7 9))

und bestimmen die Ableitung der Funktion 7 +— u'?% (z + 76, 0). Durch Anwendung der

Differentiationregel (5) erhalten wir

d
A, 5+ 70,0)

d

t+1
_ —2)\/ JE (a4 70,0)f(x — (t—w)8) du
dr 0 i

d t+1 t+7—u
= 2\— exp (—/ i (z + 70 — v0) dv)f(a: — (t —u)0) du
0

dr J,

— Dexp <_/00Mk(x+79—v9> dv)f(a:—(t—(t+7))9)

b2 /OHT di exp (— /OHH (= (t — w)f + v6) dv) F(@ = (t—u)f) du

-
t+1
= 2\ f(x+70) + 2)\/ —pp(z — (t—w)b+ (t+7—u)b)
0
exp <— /tH_u pr(z — (t —u)f + v0) dv)f(x — (t—u)f) du
0
= 2X f(x+710) + (v +70) w8 (v +76,0),

wobel wir die stiickweise Stetigkeit von v +— py(x + 70 — v6) verwendet haben (Die Menge
der Ubergangspunkte des betrachteten Pfades zwischen den einzelnen Gewebegruppen
C1,...,Cy ist nach Definition fast sicher diskret.). Durch Anwendung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung erhalten wir fiir alle ¢, s > 0 schlieklich die Trans-
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portgleichung

utop(x +50,0) = wit(z,0) + / O\ f(x +70) dr
0

_ / iz + 70) wlPA(x + 76,0) dr
0

fiir die @Q-Dichte des Diffusionsmafses. Der Dampfungsterm verallgemeinert sich also dahin-
gehend, dass die konstante Absorptionsrate i des Modells MA durch die treppenformige
Absorptionsratenfunktion py ersetzt wird. Die Anzahl der im Punkt = + 76 absorbierten
Teilchen ist also linear in der im Punkt = + 76 giiltigen Absorptionsrate p(x + 76).

4.1.2 Stationdre Version des Diffusionsmalles (MDA)

Zur Bestimmung der stationdren Version des Diffusionsmafies substituieren wir in der

Integralformel von u;'P* zunéchst ¢ — u durch u und erhalten

t
up (. 0) = 2A / T un(@,0) f(x — uf) du
0
mit

oy up(T —10,0)

= o (= [ a0 o)

m(z—ub,0,u)
= H exp(—p,j—1(x — ub,0)(S;(z — ub,8) — S;_1(z — ub,f)))
j=1
exp(_,uk,m(foG,H,u) (U - Sm(mfu9,9,u) (ZE - u@, 0)))
d:ef [g,k: (Q?, 6)

unabhéngig von t. Somit gewinnen wir die Q)-Dichte
up "z, 0) & tlim ul gz, 0) = 2)\/ II' (x,0) f(x — ub) du
—00 ’ 0 ’

des stationéren Diffusionsmafes D}'™*. Analog zu den Ausfiihrungen in den vorherigen

Abschnitten geniigt diese der zeitunabhangigen Transportgleichung
Bz 4 50,0) = Pz, 0) + / oA f(x+70) dr
0
— / pr(x + 70) w'*(x + 76, 0) dr.
0
4.2 Diffusionsmodell mit stetiger Absorptionsratenfunktion

(Modell MSA)

In der Realitét lasst sich das Korpergewebe eines Patienten nicht einfach in £ disjunkte Be-
reiche mit verschiedenen (jedoch innerhalb dieser Bereiche konstanten) Absorptionsraten
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einteilen. Die lokale Absorptionsrate ist von vielen physikalischen Faktoren abhéngig. Um
eine moglichst genaue Approximation der realen Vorgidnge im PET-Zylinder zu erhalten,
benotigen wir daher eine stetige Absorptionsratenfunktion p : C — [0,00), = — p(z).
An dieser Stelle konnte man einwenden, dass stetige Absorptionsratenfunktionen in der
Praxis keine Verwendung finden, da jede numerische Auswertung von Messdaten ledig-
lich auf einer Naherung des Modells beruht. Unser Ziel ist es aber, die realen Vorginge
mit moglichst grofter Genauigkeit zu beschreiben. Im achten Kapitel dieser Arbeit wer-
den wir die fiir die umfassenden Modelle gewonnenen Ergebnisse diskretisieren und auf
diese Weise eine beliebig genaue Approximation ermoglichen. Das Hauptproblem bei der
Verwendung einer stetigen Absorptionsratenfunktion ist die Tatsache, dass wir nicht in
jedem Punkt eines Teilchenpfades eine neue exponentialverteilte Lebensdauer beginnen
lassen kénnen. Daher versagt hier die in den vorherigen Kapiteln vorgestellte stochastische
Modellierung der Absorption. Zur Losung dieses Problems verallgemeinern wir das zuvor
entwickelte Diffusionsmodell mit treppenformiger Absorptionsratenfunktion (MDA). Wir
stellen uns im Folgenden vor, dass die stetige Absorptionsratenfunktion p durch eine Fol-
ge von treppenformigen Absorptionsratenfunktionen (uy)ren derartig approximiert wird,
dass py fir & — oo (punktweise) monoton gegen p konvergiert. In der Anwendung der
hier entwickelten Ergebnisse kann die Funktion p zum Beispiel aus den Absorptionsdaten
eines CT-Scans gewonnen und dann direkt in die Formel der auf den néchsten Seiten ent-
wickelten ()-Dichte des Modells MSA eingesetzt werden. Wir erhalten in diesem und in
den néchsten beiden Abschnitten sowohl die -Dichten als auch die Transportgleichungen
fiir Diffusionsmodelle, die eine direkte Nutzung von real gewonnenen Absorptions- und
Streuungsdaten erlauben.

4.2.1 Berechnung der Dichte des Diffusionsmales (MSA)

Der in der @-Dichte u;'P*(z, 0) des Diffusionsmates DyP* auftretende absorptionsbeding-

ten Term .
Jﬁu,k<x7 9) = €exp (_ / Mk(af — v@) d'l})
0

ist fiir beliebige 2 € C' und § € S? monoton fallend in k. Unter Benutzung des Satzes von

der monotonen Konvergenz erhalten wir daher

t t—u
lim w'y*(2,0) = lim 2)\/ exp (—/ pr(x — v0) dv)f(x — (t —w)d) du
0 0

k—oo k—o0

— 2 /Ot lim exp (— /Ot_u 1 ( — 06) dv)f(x —(t—w)) du

k—oo

_ ) /Ot exp (— /Ot_u 1z — 0f) dv) Flx — (t —u)f) du.

t
w15 (7, 0) % o) / Ji (2, 0)f (2 — ( — w)0) du
0

Wir setzen
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t—u
Ji(x,0) & exp (— / p(x — v) dv)
0

und definieren fiir jedes ¢ > 0 das Diffusionsmaf zum Zeitpunkt ¢ iiber die @-Dichte
uy'*(z, 0). Das Diffusionsmodell mit stetiger Absorptionsratenfunktion (MSA) ist also

das Limesmodell von MDA fiir k¥ — oo.

4.2.2 Bestimmung der Transportgleichung (MSA)

Eine weitere Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz liefert fiir beliebiges

t > 0 die Transportgleichung

Wi +50,6) = wWHa0) + [ 2\ f(o o 7b) dr
0

- / pw(x +70) wti(x +70,0) dr
0

fiir die @Q-Dichte des Diffusionsmafes. Im Dampfungsterm steht hier anstatt der treppen-
formigen Absorptionsratenfunktion py die stetige Absorptionsratenfunktion .

4.2.3 Stationdre Version des Diffusionsmalles (MSA)

Analog zu den Ausfiihrungen im Abschnitt 4.1.2 erhalten wir

u™? (x, 6) o 2/\/ i (2,0) f(x — ub) du
0

Tt (2,0) = exp(— /0 " e — v0) dv)

als @Q-Dichte des stationdren Diffusionsmafes D¥** welche der zeitunabhéngigen Trans-

portgleichung

S

uMH (x4 86,0) = uMH(x,0) + / 2\ f(x +70) dr
0
- / p(x +70) u(x + 76, 0) dr
0

geniigt.
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5 Diffusionsmodell mit ortsabhangiger einfacher
Streuung im PET-Zylinder

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Modell MAS aus Kapitel 3.4 im Hinblick auf
eine ortsabhéangige Streuungsrate. Diese Erweiterung stellt fiir die Praxis den wohl wich-
tigsten Aspekt dieser Arbeit dar, schlieflich erreicht die Quote der gestreuten Annihilati-
onsphotonen bei vielen PET-Scannern mehr als 40%. Die Beriicksichtigung der korrekten
Streuungsphysik bei der Verarbeitung der Detektionsdaten ist daher essentiell fiir eine
moglichst genaue medizinische Bildgebung. Analog zu den Ausfithrungen des vorherigen
Abschnitts fithren wir zunéchst ein Modell mit treppenférmiger Streuungsratenfunktion

ein.

5.1 Der diskrete Ansatz mit treppenformiger Absorptions- und
Streuungsratenfunktion (Modell MDAS)

Wir behalten die Notation aus dem letzten Abschnitt bei und ersetzen in der ()-Dichte

MAS(.Z' 9)
_ 9 / L I Fy (¢~ u)) du

+ 2>\/52/ / —vme=n(t=0)¢(0100) f (x — mBy — (t — u — m)0) dm du dA(6,)

des Diffusionsmafses D}'*® zum Zeitpunkt ¢ analog zu den Ausfithrungen im Abschnitt 4.1

~ unter Verwendung der

Notation o = e + v, oy i(z, 0) = ,ukj(x 0) + vy ;(z,0) und AS;(x,0) oof Si(x,0) —

Sj_1(x,0) (fir alle j € Ny) durch

den durch Absorption und Streuung bedingten Term e~ (H+V)(¢

Jt;fvf,k (l’, 0)

t—u
L oxp (—/ ag(z —v0) dv)
0

m(z—(t—u)b,0,t—u)

= H exp(—ak,j,l(x - (t - U)H, G)AS](:E - (t - u)97 0))

eXp(—Oék,m(z—(t—uw,e,t—u) (= (t =)0, 0)(t — u = Spa—(t-wp0.e-w (€ — (t = u)0,0)))

m(z—1t6,0,t)
= ] exp(—onjoi(z —t0,0)AS;(x —16,06))
j=1
eXp(_ak,m(:pftO,H,t) (J? - tev 0) (t - Sm(xftG,O,t) (ZIZ’ - te? 9)))
m(z—1t6,0,u)
H exp(ay,j—1(x —t0,0)AS;(z — t6,0))
j=1

eXp(ak,m(x—te,H,u) (ZE - t@, Q) (U - Sm(x—t@ﬂ,u) (l’ - tev 0)))7
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und den ebenfalls durch Absorption und Streuung bedingten Term ve *"e~*(¢=% durch

Kt,u,m,k(xv 97 00)
def

Ve — (¢ — 1 —m)f) exp (- /0 T (e — vh) dv)
exp (— /Om o — (t— 1 —m)f — vy dv)

m(z—t6,0,t)
Vi m(z—(t—u—m)8—mby,00,m) H

exp(—uk,j,l(x — t9, ¢9>ASJ(.§C - t9, 9))
j=1

eXp(_Nk,m(a:—tG,H,t) (t - Sm(x—t@ﬂ,t) (.I - t@, 9)))
m(z—t6,0,u+m)

I

j=1

exp(fuk,j—1(z — t0,0)AS;(x — 10, 6))

eXp(ﬂk,m(m—t@,@,u—i—m) (u +m — Sm(m—t@,@,u—i—m) (.T - tev 9)))
m(z—(t—u—m)0—mbp,00,m)

11

exp(—ag j—1(...)ASj(x — (t —u—m)d —mby, b))
j=1
exXP(—m(..) (M — Spu(a—(t—u—m)o—mbo,00,m) (T — (t —u —m) —mby, 0y))),

wobel wir die (v ;) en, analog zu den (py ;) jen, aus Abschnitt 4.1 definiert und an einigen
Stellen z — (t — u — m)0 — mby, 6y, m durch Fortsetzungspunkte ersetzt haben. Diese kom-

plexen Terme erhélt man, wenn man die globale Streuungsrate v durch die treppenférmige
Strewungsratenfunktion vy : C' — [0, 00),

k
def
vp(x) = Z’/ilCi(x)v
i=1

und die globale Absorptionsrate p durch die treppenférmige Absorptionsratenfunktion
207 C— [Oa 00)7

k
p(r) = Z pile, (),

ersetzt. Dabei sei v; > 0 die in der Gewebegruppe C; geltende Streuungsrate (i = 1,
Fiir ¢t > 0 beliebig setzen wir

k).

MDAS
U i

(,0)

¢
2/\/ Jpur(@,0) f(x — (t —u)0) du

def

0
t t—u
Lo / / Ko (2,0, 00)C(0100) (& — mflo — (¢ — u— m)0) dm du dA(6)
s2Jo Jo

und definieren das Diffusionsmaf DyP*® zum Zeitpunkt ¢ des Modells MDAS mit k Ge-
webegruppen durch

DMILDAS(A) def / MDAS

t,
A

Uy 1

(z,0) dQ(x,0)
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(fir A C R® x S? Q-messbar). Analog zu der im Abschnitt 3.4 verwendeten Notation

definieren wir ferner die Dichte
t
W0 gy X 9 / T (. 0)f (2 — (t — w)6) du
0

der erwarteten Anzahl der nicht gestreuten Teilchen im Punkt z mit Richtung 6 zum
Zeitpunkt ¢t und die Dichte

MDAS,(2) (

t.k
Ny
S2J0

der erwarteten Anzahl der (einfach) gestreuten Teilchen im Punkt x mit Richtung 6 zum
Zeitpunkt .

x,0)
t / T Ky (20, 00)C(0100) £ (2 — ml — (¢ — 1 — m)6) dim du dA(6y)
0

Der dem Modell MDAS zugrunde liegende Absorptionsmechanismus entspricht also dem
des Modells MDA. Auf diesen sind wir im letzten Abschnitt bereits eingegangen. Ahn-
lich verhélt es sich hier mit dem Streuungsmechanismus: Jedes Teilchen kann insgesamt
hochstens ein Mal gestreut werden. Abhéngig von der Gewebegruppe C;, in der die Emis-
sion stattfindet, erhélt das Teilchen zunéchst eine Exp(v;)-verteilte Lebensdauer. Gelingt
dem Teilchen vor Ablauf dieser Lebensdauer der Ubergang von der Gewebegruppe C; in
eine andere Gewebegruppe C};, so beginnt eine neue Exp(v;)-verteilte Lebensdauer und
so fort. Lauft jedoch die aktuelle Lebensdauer des Teilchens vor dem Ubergang in eine
neue Gewebegruppe ab, so tritt ein Streuereignis ein. Das Streuereignis selbst - also die
Verteilung des Streuwinkels und der neuen Richtung nach dem Streuereignis - entspricht
dabei dem im Abschnitt 3.3 eingefiihrten Modell. Die Familie der Teillebensdauern eines
Teilchenpfades und die beiden Familien der Teillebensdauern des Absorptions- und des
Streuungsmechanismus sind stochastisch unabhéngig. Zur Veranschaulichung des zugrun-

de liegenden Streumechanismus dient Abbildung 9.

5.1.1 Bestimmung der Transportgleichung (MDAS)

Zur Bestimmung der Transportgleichung fiir obige Dichte uy**(z,¢)) wéhlen wir fiir be-

liebiges s > 0 den bewéhrten Ansatz
Upyor (€ +50,0) = w2, 0) + (w75 (x4 50,0) — w2 (2, 0))

und bestimmen die Ableitung der Funktion 7 +— w'?*7(x + 76,6). Unter Beachtung der
stlickweisen Stetigkeit der Funktionen v +— g (z + 76 — v6) und v — vy (x4 70 — v0) folgt

analog zu den Ausfithrungen im letzten Abschnitt

d
Euﬁ)ﬁ?(l)(x +70,0) = 2X\f(x +710) + o + T@)u?f,:]j’(l)(l' +76,0).
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X (Emission) X+MO™+S,(x+6'm,0)0

Exp(v)
=Exp(vio(x,6’)) x+S1(x,87)0"
x+m6‘
Exp(v) ™,
=Exp(vi,1(x,0 ))

Abbildung 9: Pfade eines Teilchenpaares mit Emission in & und Startrichtungen (6, —6").
Der streuungsrelevante Teil des Pfades des @-Teilchens und die zugehérigen
Teillebensdauern des Streuungsmechanismus sind rot markiert.

Die Ableitung des zweiten Teiles u;, fTA Z’( )(a: + 76,0) der Dichte ist etwas komplizierter.

Unter Beachtung von

t+7—u—m t+7—u—m
/ pp(z + 70 —00) dv = / pp(z — (t—u—m —v)d) dv
0 0

und durch mehrfaches Anwenden der Differentiationsregel (5) erhalten wir

d uMDAS (2)< +70 9)

t+7,k
t+17—u
_ —m/ / / Koo (4 70,0, 00)C(0160)
s2.Jo
flx—mby — (t —u—m)f) dm du dA(by)

Y A A P

exp(—/OHT . m,uk(:c— (t—u—m—uv)b) dv—/omak(a:— (t —u—m)d —vby) dv>
C(016o) f(x —mby — (t —u—m)0) dA(6p) dm du

_ /OHT d [/HT U/SQW_ (t — 1 —m)b)

exp(—/OHT @ — (= —m—0)0) dv—/omak(x—(t—u—m)e—véo) dv)

C(0100) f(x —mby — (t —u—m)0) dA(bp) dm] du

t+7—u
= 2)\/ / vi(x + 76) exp< / ag(z + 70 — vby) dv)
S2

C(0160) flx +70 — (t+ 7 —u)by) du dA(6p)
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4 2)\/0 /OHT " [exp( /0t+7umuk(:c—(t—u—m)9+ve) dv)}

/52 ve(r — (t —u —m)b) exp(—/Omozk(x—(t—u—m)e—vé’o) dv>

C(0100) f(x —mby — (t —u—m)l) dA(6p) dm du
t+7 t+7—u
- vi(x + 76) 2)\/ exp (— / pi(x 4+ 70 — v8y) + vp(x + 70 — vy) dv)
52 0 0
C(0160) flx +70 — (t+ 7 —u)by) du dA(6p)

—  pg(z +70) 2)\/ /HT u/Szyk r— (t—u—m)0)((0]0)

Flz —mby — (t —u —m)) exp<—/0t+T @ — (= —m— 0)0) du
—/Omak(x— (t — u— m)f — vl) dv) dA(6y) dm du

t+7
= / vi(x + 76) C(0]60) 2)\/ S wr(@+70,00) f(x 4+ 70 — (t + 7 — u)bh)
s2 0

t+1 t+7—u
— e+ ) 22 / / / Ko s+ 70,6, 06)C(6]60)
s2.Jo 0
flx —mby — (t —u—m)0) dm du dA(6,),
wobel wir im vorletzten Schritt verwendet haben, dass die Funktion v +— pug(z + v6)
auf C\C stiickweise konstant ist (Fiir fast alle z € C und 6 € S? durchlduft der Pfad

{v—z—(t—u—m)f+v0 : v € [0,t+7—u—m|} hochstens endlich viele Gewebegruppen.).
Daraus ergibt sich schlieflich

d 2
%uﬁ)ﬁz( 'z +76,0)
= —up(z +70) u?ﬂff,j Oz +70,0)
+ / vz + 70)C(0100)u} DAY (@ + 76, 65) dA(6).
S2
Durch Zusammenfassen obiger Ergebnisse und Anwendung des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung erhalten wir fiir jedes t > 0 die verallgemeinerte Transportgleichung

w0 (v + 50, 0)
= WP, 0) + / INf(z +70) dr
0

/ (,uk,(x + 70) w8 (x + 70, 0) + vy (w0 + 70) u?ff,j Dz + 70, 9)) dr
/ / vz + 70) C(0]60) u"> D (z + 76, 60) dA () dr
52 ’

fiir die @-Dichte des Diffusionsmafes des Modells MDAS mit & Gewebegruppen. Hier be-
steht der Unterschied zum Diffusionsmodell MAS lediglich darin, dass unter den Integralen
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die globale Absorptionsrate p und die globale Streuungsrate v durch die Absorptionsra-
tenfunktion puy, beziehungsweise durch die Streuungsratenfunktion v, (ausgewertet an der

Stelle x + 76) ersetzt werden.

5.1.2 Stationdre Version des Diffusionsmalles (MDAS)

Zur Bestimmung der stationdren Version des Diffusionsmafses substituieren wir zunéchst

wieder ¢ — u +— wu in der Formel der Dichte u}’** und erhalten

upr (. 0)

t
= 2)\/ il i@, 0) f(r — ub) du
0

+ o2 /S 2 /0 /O Koo w20, 00)C(6100) f (2 — mB — (u — m)8) dim du dA(Bo).

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist

v def 1
Ly (x.0) = Jii7, (@, 0)

unabhéngig von t. Auierdem sehen wir anhand der Gleichungskette
Kiywmpi(z,6,00)
= vp(x — (u—m)d) exp (— /Ou—m pr(x — v0) dv)
exp (— /Om p(x — (u—m)0 — vby) + vi(z — (u—m)d — vby) d’u)
C L (.6, 60),

dass auch der Term Ky, ymi(,6,6p) unabhéngig von ¢ ist. Mit der neu eingefiihrten

Notation erhalten wir

uzIDAS (x’ 9)

= lim u}"P?*(x,0)
t—oo 7

_ QA/OOI’”(QJ 0)f(x — uf) du
4 2)\/ / / L (2,0, 00)C(6]60) £ (2 — mflo — (1 — m)8) dm du dA(6)
52

— MDAS (x 9) +'U/ZIDAS (J: 9)

als Q-Dichte des stationdren Diffusionsmafses D'™*°. Analog zu den Ausfithrungen in den
vorherigen Abschnitten geniigt daher u)™*%(x, 6) der verallgemeinerten zeitunabhéngigen

Transportgleichung
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up P (x + 56, 0)
= upy"(x,0) +/ 20 f(z + 70) dr
0

— / <,uk(a: +70) Wy (z + 70,0) + vi(x + 70) w2 + 70, 0)) dr
0

+ / / ve(x + 70) C(016) u)™ > (z + 70,60) dA(6y) dr.
0 S2

5.2 Diffusionsmodell mit einfacher Streuung bei stetiger
Absorptions- und Streuungsratenfunktion (Modell MSAS)

Ahnlich wie bei der Absorptionsratenfunktion ist die Annahme einer treppenférmigen
Streuungsratenfunktion v, fiir die Betrachtung der tatséchlichen physikalischen Vorgénge
im PET-Scanner unzureichend. Fiir die Modellierung der Streuung benétigen wir eben-
falls eine Ratenfunktion, die sich abhéngig von der Position stetig verdandert. Wir gehen
daher im Folgenden von einer stetigen Streuungsratenfunktion v : C' — [0,00), x +— v(z)
aus, deren genaue Gestalt durch entsprechende Voruntersuchungen - wie zum Beispiel die
gewonnenen Streuungsdaten eines CT-Scans - ermittelt werden kann. Diese stetige Streu-
ungsratenfunktion lisst sich genau wie die stetige Absorptionsratenfunktion (punktweise)
monoton durch eine Familie (vg)reny von treppenformigen Streuungsratenfunktionen ap-
proximieren. Gelte also im Folgenden fiir jedes z € C

v(z) = llngrglouk(x)

5.2.1 Berechnung der Dichte des DiffusionsmaRes (MSAS)

Fiir die oben definierten Folgen von treppenférmigen Absorptionsraten- und Streuungsra-

tenfunktionen sind die in der @Q-Dichte u?*®(z, 0) des Diffusionsmafes Dy>*° auftreten-

den absorptions- und streuungsbedingten Terme J;'; (x, 0) und Ky m x (7, 0, 6p) punktwei-

se konvergent fiir k — oo, denn es gilt aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz
t—u
lim J"" (z,0) = lim exp (—/ i (x — v0) + v (x — v0) dv)
koo * bt koo 0

— o (— /0 T i Guee — 06) + vz — 08)) dv>

k=00
= exp (— /t—u w(x —vl) + v(z — vl) dv)
0
= J,ff{f(m, 0)
und

hm Kt’u7m7k<x, 9, 90)

k—o00
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— lim (o — (F—u— m)) exp (— /Otum 1z — v0) dv>

k—o0

exp(—/omuk(x—(t—u—m)@—v@o)—l—uk(x—(t—u—m)ﬁ—veg) dv>
= (o= (t—u—m)) exp<— /0 T = B) dv)

exp(—/ plex — (t—u—m)d —vbhy) + v(x — (t —u—m)d — vby) dv)
0
d:ef Kt,u,m<x7 97 00)

Ferner erhalten wir durch eine weitere Anwendung des Satzes von der monotonen Konver-

genz

kll_)m U/MDAS(x 9)

~ lim (m / t TE (2,60) f(x — (t — w)f) du

k—o0

+ 2>\/Sz// Ko (2,0, 06)C(0100) £ (& — mflo — (t —u — m)0) dm du dA(60)>
_ 9 /0 T (2,0)f(z — (t — u)9) du

t t—u
4 2 [ K, 0.60)C(6100) (0~ mby ~ (¢~ w = m)9) dm du dA(60)
S2
Wir setzen fiir jedes t > 0

I\/ISAS(‘T 6)
def 2)\/ T2, 0) (@ — (t — w)f) du

+ 2)\/52/ / Ky wm(2,0,00)C(0]00) f(x — mby — (t —u —m)f) dm du dA(6p)
— MSAS (f]',' 6) _'_ui\/ISAS (x 0)

und definieren das Diffusionsmaf D)% zum Zeitpunkt ¢ {iber die Q-Dichte u}*3(z, 0).
Das Diffusionsmodell mit einfacher Streuung im PET-Zylinder bei stetiger Absorptionsraten-
und Streuungsratenfunktion (MSAS) ist also das Limesmodell von MDAS fiir k£ — oo.

5.2.2 Bestimmung der Transportgleichung (MSAS)

Eine weitere Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz liefert fiir beliebige
t,s > 0 die verallgemeinerte Transportgleichung

uy TS (x + 56, 6)

= u(z,0) + /S 2Af(x 4+ 70) dt

0

— / (,u(x + 70) w5 (2 + 70, 0) + vz + 70) wpr” D+ 70, 9)) dr
0
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/ / v(z+70) ((0|6)) u?ffs (2 + 70,00) dA(6,) dr
52

der @-Dichte des Diffusionsmafes D;**%. Im Dampfungsterm und im Streuterm stehen
hier anstatt der treppenférmigen Absorptionsratenfunktion py die stetige Absorptions-
ratenfunktion p und anstatt der treppenférmigen Streuungsratenfunktion vy die stetige

Streuungsratenfunktion v.

5.2.3 Stationdre Version des Diffusionsmalles (MSAS)
Analog zu den Ausfiihrungen fritherer Abschnitte erhalten wir
uM (1, 0)
- 2/\/t1‘“’(x 0)f(x — (t— u)f) du
+ 2)\/52/ / Lo (2,0, 06)C(0100) (& — mflo — (t — u— m)0) dm du dA(6)

uMSAS (1) x 9 MSAS (1; 9)

mit I (x,0) = J57,(2,0) und Ly (2, 0,00) = Kiy—ym(,0,00) (unabhéingig von t) als
@-Dichte des stationdren Diffusionsmafes D545 welche der verallgemeinerten zeitunab-

héngigen Transportgleichung

uMS(x + 56, 0)

= uM*(z,0) +/ 2\ f(x + 70) dr
0
— / <,u(:v +760) uM*S(x + 70, 0) + v(z + 70) v (2 4+ 76, 9)) dr
0

+ / / v(z 4 76) C(060) w™*5W (x + 76, 00) dA(6,) dr
SQ

geniigt.
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6 Diffusionsmodell mit ortsabhangiger
Mehrfachstreuung

Der letzte Schritt, der uns noch zu einer vollstandigen stochastischen Beschreibung des Dif-
fusionsprozesses in der PET fehlt, ist die Verallgemeinerung des Diffusionsmodells MAMS
mit mehrfacher Streuung in Bezug auf Ortsabhéngigkeit. Gliicklicherweise haben wir die
komplette Vorarbeit bereits in den beiden vorangegangenen Abschnitten geleistet. Die
Verallgemeinerung der (-Dichte des Diffusionsmafses und der entsprechenden Transport-
gleichung ergibt sich durch mehrfache Anwendung der im letzten Abschnitt benutzten

mathematischen Hilfsmittel.

6.1 Der diskrete Ansatz mit treppenformiger Absorptions- und
Streuungsratenfunktion (Modell MDAMS)

Entsprechend der Ausfithrungen im letzten Abschnitt verallgemeinern wir fiir jedes n € Ny
den in der )-Dichte

MAMS
u; (x 0)

LA L

e_(“+")(t_“)f<x — <t —u— Z ) Zml 1) - -dA\(6y) dmy, . ..dmy du

i1
des Diffusionsmafes D}'*"® auftretenden Term

o= (t)(t=u) g plt—u) = STy i (- us ST ms)

in Bezug auf ortsabhéngige Absorption und Streuung. Wir erhalten dann

Lix(tu,xymy, ..o ymp, b, ... Qn,ﬁ)
def H{ e(z = (¢ —U—ij>9— Zl my6;)
i=1 Jj=i+
exp(—/mzuk<x— (t Zm]>9— Z m;0; 1)
0 J=i+1
+uk<x—(t—u—2m]>0—J;1mj Z> U>:| (©)
t—u—3 7 mi
exp(—/ p(x — v0) + v (x — vo) dv)
0
n+1 n
= HJf(t,u,x,ml,...,mn,Ql,...,Qn,Q)HJ;’(Lu,x,ml,...,mn,Ol,...,Hn,H)
i=1 =
uk(:c— <t—u—zn:mj>9— z”: mjﬁj)J,l:H(t,u,:c,ml,...,mn,ﬁl,...,ﬁn,e),
j=1 j=it1
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wobei wir die {ibliche Konvention verwenden, dass leere Summen als 0 und leere Produkte
als 1 definiert seien. Unter Benutzung der in den Abschnitten 3.5 und 4.1 eingefiihrten
Notation gilt fiir jedes n € N, i € {1,...,n} und g € {u, v}

m (x—(t—u—Z;;l my)0—>"1", mlel,ei,mi)

Tt u,zmy, .m0, 0,,0) 2
j=1
exp(_ﬁk,j—l (33 - <t —u— Zmz)e — Zmlel, 92') (S;(-++,0;) — Sj_1(- - »@)))
=1 I=i

eXp(_ﬁk,m(w—(t—u—E?zl my)f—y 1, m19l70i7mi)(mi - Sm( ﬁiﬂm)(' o ’91)))7

wobei wir den Term z — (t —u— Y, m;)0 — >, my0; aus Griinden der Ubersichtlichkeit

an einigen Stellen durch Fortsetzungspunkte ersetzt haben, sowie

m (ac—(t—u—z;lzl my)0,0,t—u—>y "1, ml)
def
J,fﬂ(t,u,x,ml,...,mn,ﬁl,...,en,ﬁ) = H

j=1

exp (B (v = (t—u - Zn:ml>e, 0)(Sy(-+,0) = Sy (- .6))

=1

eXp(_ﬁk,m(x—(t—u—Zle my)0,0,t—u—>" 7, ml)(t —u—- Z mp — Sm( O t—u—3 1 ml)( o 70)))7
=1

wobei wir den Term z — (¢t —u— ;- , my)6 durch Fortsetzungspunkte ersetzt haben. Fiir
n =0 und 8 € {u, v} erhalten wir ferner den durch Absorption und Streuung bedingten
Term

JH(z, t,u, 0)J" (x,t, u, 0)
mit

JP(x,t,u,0)
m(az—(t—u)G,G,t—u)

el [T (Bl OS(. .0 = Sia(...0)

j=1
exp(_ﬁk,m(x—(t—u)eﬂ,t—u) (t —Uu-— Sm(ac—(t—u)eﬁ,t—u) (ZE - (t - U)Q, 0)))

(wobei wir den Term x — (¢ — u)# durch Fortsetzungspunkte ersetzt haben). Diese Notati-
on entspricht dem folgenden Modell: Fiir jedes Teilchen beginnt sowohl bei Ablauf einer
streuungsbedingten Lebensdauer (Streuereignis) als auch beim Ubergang von einer Gewe-
begruppe in eine andere jeweils eine neue streuungsbedingte Lebensdauer. Die Parameter

dieser exponentialverteilten Lebensdauern entsprechen dabei der Streuungsintensitét der
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jeweiligen Gewebegruppe. Fiir jedes t > 0 erhalten wir die Q-Dichte

MDAMS
(@, 0)

e QAZ// /’”/ m/s /SQHC (0:118C(016,)

In,k(t,u,x,ml,...,mn,ﬁl,...,en,e)f<x— (t—u—z i)G—Zmzﬂi)
i=1 i=1
dA(0,,) - --dA(0y) dm,, ...dm,y du

o
_ u:/’[kDAM&(n) (ZE, 9)

n=0

des Diffusionsmafses D;""*™* zum Zeitpunkt ¢ des Modells MDAMS mit & Gewebegrup-

MDAMS ,(n) (ZL‘ 0)

pen. Dabei bezeichnet u, die Dichte der erwarteten Anzahl der genau n-fach

gestreuten Teilchen. Man beachte, dass die entsprechenden Teichenprozesse aufgrund der
exponentialverteilten Zwischenstreuzeiten zeitstetige Markov-Prozesse darstellen, denn es

gilt

P(Y(t) € AlY (t1) = (x1,601), ..., Y (t,) = (2, 0,)) =P(Y(t — t,) € A|Y(0) = (2,,6,))
firalle A€R3x S?2und t; <ty <...<t, <t
6.1.1 Bestimmung der Transportgleichung (MDAMS)

Zur Bestimmung der Transportgleichung fiir die Q-Dichte u}P**S(z,0) wenden wir die
gleichen mathematischen Hilfsmittel wie im Abschnitt 5.1.1 (Modell MDAS) an. Wir

wahlen erneut den Ansatz
WA 56,0) = WP, 0) + (WS 4 560,6) — WPz, 0))

und bestimmen die Ableitung der Funktion 7 +— u}°A(z + 76,6). Im ersten Schritt

erhalten wir
d
d—u?fTA;Z‘S( v+ 70,6)
= Z - foII:IS x+76,0)
d t+1 t+7—u
= 2)\d— exp (— / p(x — v0) + vp(x — vo) dv) flz = (t —u)d) du
T 0
+ ZdT iff;ﬁds(” (z +76,0)
t+1 d t+17—u
= 2/\f(:1c—|—79)—|—2/\/ d—exp(—/ pr(x — v0) + vp(x — v0) dv>
0 T 0

st d MDAM n
flo—(t—u)b) du + > Uy 50 (2 470, 0)
n=1
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MDAMS, (0

= 2)\f(x +70) — (ur(x + 70) + ve(x +70) ),y (2 +10,0)

b3 S et 0)

wobei wir die fast sichere absolute Konvergenz der Reihe ausgenutzt haben (Der Emissi-
onsprozess (N (t)):>o ist zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 fast sicher endlich.). Mit oy = pg + vy
und durch mehrfache Anwendung der Differentiationsregel (5) erhalten wir fiir alle n € N

d .
e+ 76.6)

t+1T—u t+1T—u—my t+77u72?;11 m; n—l
_ m_/ [ - L [ Tc@amcon,)
52

=1

Imk(t—i—T,u,:c,ml,...,mn,ﬁl,...,en,e)f< (t—u iml) ZmZ z)

i=1
dA(0,) -+ -dA(0y) dm,, ...dmy du

‘ t+17—u t+T—u—m1 t—Q—‘ruz:ZlmZ
—af T /- /Hc 011118.C(6102)
g2 g2

=1
Lt + 10,2+ 70,mq,. .. mn,«91,.. 9,“9)

f<x+79—<t+7—u—z ) Zmz z) - dAN(6y) dm,, ...dm; du

t+7—u t+T—u—ma1 t+17—u— ZZ 1mZ
= 2)\/ / / / / / HC 0i11(0:)¢(016,)
5 57 o1

In7k<t+7',u,x+7'6’,m1,...,mn_l,t—i—T—U—Zmi,ﬁl,...ﬁn,&)
i=1

n—1 n—1
f(x + 70 — (t +7T—u— Zmi>8” — Zmi9i> dA(6,) - --dA(0y) dm,, . ..dmy du
i=1

t+1 t+17—u t+T—u—m1 t+T—u— Z 1 mi ]
Y| - s TLcOrnloaciorn,)
0 0 0 0 52 g2

=1

[mk(t—l—T,u,x—i-TQ,ml,...,mn,el,...,en,e)f<x— (t—u—imOQ—ZmiGi)

=1

dA(0,) - --dA(0y) dm,, ...dm; du
1

t+7—u t+T—u—m t+T—u— Z 1mI n—
_ 2)\/ A - [+ [ T ctealooctelen)
2 S2 1

1=

n—1

s
ve(x + 76) H [Vk (:c + 760 — <t +7—u-— 2. mj>9n — j;lmjﬁj)

i=1

exp(—/miak(x—i—Té’— <t+7’—u—§m]~>9n— "Z_l mjej—v9i> dv)}
0

j=1 j=i+1
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t+r—u—3 1 my
exp (— / a(x + 70 —vb,) dv)
0

f(x—i-TH — (t+7' —u— nz_imi»?n — fmﬂi) dA(6,) - --dAN(0y) dm,, . ..dmy du

2)\/ /tJrT U,/t+‘r u—mai /t+‘r u— Z 1 m;
4 {exp( /HT wT ””’ak( (t—U—Zn:mZ-)Q—i-vH) dv)]
0

=1

[, [, Teocsmcom [Tl (=n3m)o- 3° mo)
oa(= [ e (=== 3 oy —oa) )]

f(x—(t—u—z ) im&)d/\ - dA(6y) dmy . . . dmy du

=1

— /yk(:p—}-T@) (016") P4 (@ 4+ 70,6') dAY)

t+7—u  pt+T—u—m1 t+T—u—Z;L:11 m; n—1
e[ | [ Hc@pcorn,
52

=1

tHr—u—y " my
—ay(z + 76) exp(—/ ag(x + 760 — 0v) )
0

n n

- (Sl 50

i=1 j=1 j=i+1

exp(—/omlak(x_(t_u_zmj)e_ > my —ut) o)

J=i+1

f(x—(t—u—z ) ZmZ Z) - dA(0y) dm,, . ..dmy du

_ / vl + 70)C(00) WS (0 4 70,0) dA()
52 ’

+ —(u(x + 70) + vi(@ 4+ 70) )uy oy (x4 70,0),
wobel wir beim vorletzten Gleichheitszeichen im ersten Summanden 6,, durch 6 ersetzt
und im zweiten Summanden verwendet haben, dass die Funktionen v — (2 + 76) und
v+ vg(x +76) stiickweise konstant sind (Der Pfad {v — z— (t —u— Y"1, m;)0+vf|v €
[0,t4+7—u—>"" m;]} durchlauft hochstens endlich viele Gewebegruppen.). Mithilfe des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung und Summation iiber n € Ny erhalten
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wir schlieflich fiir alle ¢, s > 0 und k£ € N die Transportgleichung

w4 80,0) = wi™M(x,0) — / (e + 70) + v + 7))y 55 (2 + 70, 0) dT
0
+ / / ve(z +70)C(0]0") u}PANS(z + 76,0') dA(0) dr
0 Js2

+ / ONf(z + 76) dr.

0
Auch diese geht wieder aus der Gleichung des Modells mit konstanten Absorptions- und

Streuungsraten (Modell MAMS) hervor, indem wir die Absorptions- und die Streuungsrate
durch die entsprechenden Treppenfunktionen ersetzen.

6.1.2 Stationare Version des Diffusionsmalles

Durch Substitution von ¢t —u durch u unter dem ersten Integral der geschlossenen Form der
Dichte uyP*¥*(z, 0) sieht man leicht ein, dass der Integrand genau wie bei den Dichten der

anderen Modelle wieder unabhéngig von t ist. Die Grenzwertbetrachtung ¢ — oo liefert
daher

UMDAMS (x 0)

def QAZ/ // /u m/s /SHC 0:110:)¢(016,)

Lk(u,z,my, .o ymy, 61, ..., Oy, x— (u— E m;)0 — g m;0 Z

dA(6,) -+ - dA(6y) dms, . .. dmy du

als ()-Dichte des stationdren Diffusionsmafies D}*"* des Modells MDAMS mit k& Gewe-

begruppen, wobei der durch Absorption und Streuung bedingte Term

def

Lyp(u,z,ma, .. ,my, 01, ...,0,,0) = Lp(t,t—u,z,my,...,my,01,...,0,,0)

unabhéngig von t ist. Diese Dichte geniigt der zeitunabhéangigen Transportgleichung

w P (x4 80,0) = wpPA(x,0) — / (ur(x + 70) + v (x + 7)) )™ (z + 76, 0) dr
0
+ / / vi(z 4 70)C(A10)) ul™ (x4 76,6") dA(O') dr
0o Js2

+ /52/\f(x—|—7'9) dr.

0

6.2 Diffusionsmodell mit Mehrfachstreuung bei stetiger
Absorptions- und Streuungsratenfunktion (Modell MSAMS)

6.2.1 Berechnung der Dichte des Diffusionsmalles (MSAMS)

Um ein vollsténdiges stochastisches Modell der Diffusion der Photonen im PET-Scanner

zu erhalten, approximieren wir genau wie im Abschnitt 5.2 die stetige Streuungsratenfunk-
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tion v : C' — [0,00),  +— v(z) monoton durch eine Familie (vy)ren von treppenformigen
Streuungsratenfunktionen. Gleiches gilt fiir die stetige Absorptionsratenfunktion. Gelte

also im Folgenden fiir jedes x € C' wieder
v(z) = ,£1Tm vi(z) und  p(z) = Ilﬂle ().

Dann erhalten wir fiir jedes ¢ > 0 mithilfe von (6) und dem Satz von der monotonen

Konvergenz die Q-Dichte

Ui\/ISAI\{S (.ZU, 9)

t pt—u  pt—u—my tfufzzzll m; n—1
o2 // / / // C(014110:)C (010,
nZ:% 0 Jo 0 0 s2 S2 H +1{6:)¢ (616

i=1
n

[n(t,u,x,ml,...,mn,Ql,...,Gn,G)f<x— (t—u—ZmO@—ZmﬂO
i=1

i=1
dA(0,,) - --dA(0y) dmy, ...dmy du
des Diffusionsmafses D}**M* zum Zeitpunkt ¢, wobei wir

L(t,u,z,mq, . .. mn,Hl,...,Qn,Q)

et H[ - t_u—ZmJG— > m)

=1 Jj=i+1
exp(—/z T — t—u—ZmJG—ZmJ i
0 Jj=i+1
+v(z — (t—u—ij)Q— Z m;0; — vb;) dv)}
i=1 j=it1

t—u—30 M
exp (—/ p(r —vd) + v(x —vb) dv)
0

gesetzt haben. Das Diffusionsmaf DY*** ist also die Grenzverteilung der Folge (Dy**)en.
Insbesondere sind die entsprechenden Teilchenprozesse, genau wie jene des Modells MDAMS,

zeitstetige Markov-Prozesse.

6.2.2 Bestimmung der Transportgleichung (MSAMS)

Eine weitere Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz liefert fiir beliebige

t,s > 0 die Transportgleichung
wPM(r +56,0) = ™M (x,0) — / (w(x+710) + v(z + 70))w S (x + 76, 0) dr
0
- / / v(x +70)C(0]6") WSS (x4 70,0') dA(O') dr
0o Js2

+ /82)\f(x+7'6’) dr

0
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der Q-Dichte des Diffusionsmafes des Modells MSAMS. Im Dampfungsterm und im Streu-
term steht hier anstatt der treppenférmigen Absorptionsratenfunktion py die stetige Ab-
sorptionsratenfunktion x4 und anstatt der treppenférmigen Streuungsratenfunktion vy die

stetige Streuungsratenfunktion v.

6.2.3 Stationdre Version des Diffusionsmales (MSAMS)

Mithilfe derselben Schliisse, die wir in den vorherigen Abschnitten zur Bestimmung der

jeweiligen stationédren Diffusionsmafse verwendet haben, erhalten wir schlieflich

g o) QAZ/ // / m/g /52H< 0.4110,)(016,)

=1

In(u,x,ml,...,mn,Hl,...,Qn,Q)f<x—(u—z > Zm@)

=1
dA(6,) - --dA(0y) dm,, . ..dmy du

mit
Ly(u,xz,my, ... ,my, 01, ...,0,,0)
def E {y(x — <u — 2. mj>9 — j:ZH_l mﬂj)
exp( /Oml ,u(a: — (u — jnl mJ)G — ];1 m;0; U91>
—|—1/<w—< zn:m]>9— Z m;0; > dv)}
Jj=i+1

uizzzl mg
exp (— / p(z —vd) + v(r — vb) dv>
0

als (Q-Dichte des stationdren Diffusionsmafses DM34M8 welche der zeitunabhéngigen Trans-

portgleichung
WS+ 50,6) = W (,6) — /03<u<x +70) + v+ 70))u" M (z + 70, 0) dr
v [ vl 0616 w0 76.6) an) ar
0 Js2
+ /82)\f(:1: +76) dr

0

geniigt.
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7 Ubertragung der Ergebnisse auf den
zweidimensionalen Fall

Im Hinblick auf diverse praktische Anwendungen ist es sinnvoll, die stochastische Modellie-
rung des Diffusionsprozesses der PET auch fiir den zweidimensionalen Fall durchzufiihren.
Die Implementierung eines bildgebenden Verfahrens auf der Basis des dreidimensionalen
Modells ist ungleich komplizierter als auf der Basis des zweidimensionalen Modells, wobei
gerade die Berechnung der Integrale iiber die zweidimensionale Menge S? eine unverhilt-
nisméafkig lange Rechenzeit erfordert. Zudem besitzen viele moderne PET-Scanner sowohl
einen 3D- als auch einen 2D-Modus (siche Kapitel 2). Bei letzterem werden durch die
technische Abschirmung der Detektoren durch so genannte Septen (massive Blenden)
ausschlieflich Koinzidenzen von Detektorenpaaren registriert, die sich auf demselben De-
tektorring des Scanners, das heifit in derselben transaxialen Ebene, befinden. Bei der
Auswertung der Messdaten der einzelnen Detektorringe werden die zugehdrigen Schicht-
aufnahmen zu einem dreidimensionalen Bild verrechnet. Einer der wichtigsten technischen
Vorteilen des 2D-Modus gegeniiber dem 3D-Modus ist eine deutliche Verringerung des
Streuanteils in den Messdaten. Weiterfithrende Informationen zu den technischen Beson-
derheiten der spezifischen PET-Scanner und der Verarbeitung der Messdaten in den bei-
den Modi findet man in den Arbeiten [Ber| und [Werl].

7.1 Anpassung der Diffusionsmodelle

Die Ubertragung der Ergebnisse fiir die komplexen dreidimensionalen Modelle auf den
zweidimensionalen Fall stellt uns vor keine grofseren Probleme. Der PET-Zylinder C, der
den Grundraum des Diffusionsprozesses darstellt, ist im zweidimensionalen Fall ein be-
schranktes zusammenhéingendes Objekt in der Ebene, das heiftt eine beschrankte Teil-
menge des R? wie beispielsweise ein Kreis oder ein Rechteck. Demnach besitzt die (A%-)
Quelldichte f den nun zweidimensionalen Tréager C. Die Emissions-Richtung sei gegeben
durch die Verkniipfung p o © der (messbaren) Funktion p : [0,27] — S*,
p(0) X (cos(0),sin (0)) € S' C R

mit der Zufallsgrofe © ~ U(0,27). Fiir die Verteilung ® des Streuwinkels verwenden
wir die M ~-Dichte h aus den dreidimensionalen Modellen. Die fiir die Modellierung der
Emission, Absorption und Streuung bendétigten Prozesse und Zufallsvariablen (N (t))¢>o,
(M(t))t>0, T, B und L iibertragen wir ebenfalls unverédndert vom dreidimensionalen auf
den zweidimensionalen Fall. Einzig die Hilfsgréfse Y, die wir fiir die Modellierung der neuen
Richtung unmittelbar nach einem Streuereignis verwendet haben, besitzt im zweidimen-
sionalen Fall anstatt einer U (0, 27)-Verteilung eine Laplace-Verteilung auf {1,2} - es gilt
also P(Y = 0) = 1 = P(Y = 1). Sie entscheidet dariiber, ob ein Teilchen nach der Streu-
ung um den Winkel ® nach rechts oder nach links abgelenkt wird. Die neue Richtung p(©)
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ergibt sich dabei aus der alten Richtung p(©y) durch © = H(0g, ®,Y) L9 + (—1)Yo.

Fiir ein festes 0y € [0, 27] und ein beliebiges messbares A C [0y — 7, 0y + 7] gilt dann
1
Plo+(-DV(4) = S(P(® € A—0o) + P(® € 6y — A))

_ %/Ah(z—éo)—i—h(@o—z) dz

wodurch H (6, ®,Y") wegen (p(6), p(6)) = cos (o — 8) = cos (§ — ) die Lebesgue-Dichte

SO = 5(h(0 = 0) + 10 = 00) Ly sy (0)

= %h(arccos {p(8), p(60)))L(09—r 60+ (0)

1

= §h(¢9,eo)1[0ow,eo+ﬂ(9)

mit dem (Streu-)Winkel ¢y g, zwischen den Vektoren p(6) und p(6y) besitzt. Dabei haben
wir beachtet, dass fiir ein beliebiges 6 € [0y — 7,60y + 7] (wegen ® € [0,7]) entweder
h(0y — 6) = 0 oder h(0 — 6y) = 0 gilt. Unter Beachtung von {p(y)|y € [0y — 7,00 + 7]} =
{p(y)|y € [0, 2]} = S erhalten wir damit die U(0, 27)-Dichte

C(0160) = wh(de,)

von H(6y, ®,Y). Sei im Folgenden Q = W\ @ U(0,27) und A C R? x [0, 27| eine beliebige
(Q-messbare Menge. Dann ergibt die exemplarische Rechnung

ENM(A) = D P(N(t) =m) EW(A)| N(t) = m)
_ M P((X + (t—T)p(0),0) € A)
_ 2)\/ P((X + (t — u)p(©),0) € A) du
_ QA/Ot/O ﬂ% [ = (= wp(0) V(@) ap
_ /A 2\ / o — (t — wp®)) du dQ(x,0)
= /Auy(x,e) dQ(x,0)

das Diffusionsmafl zum Zeitpunkt ¢ > 0 fiir M analog zu den Ausfithrungen im dritten
Abschnitt, wobei wir Ag = {x € R?| (x,0) € A} gesetzt haben. Fiir die anderen Modelle
erhalten wir mithilfe &hnlicher Rechnungen wie die fiir die entsprechenden dreidimensio-
nalen Gegenstiicke die folgenden @-Dichten der Diffusionsmafse zum Zeitpunkt ¢ > 0:

o ['ir MA erhalten wir die Dichte

W) = 2 [ M (e (£ — w)p(0)) du,
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o fiir MASE die Dichte

Wz, 0) = 2A(1— p) / &M (o — (t — w)p(8)) du

27 t
1 =) pl
+ 2)\p/0 27?/0 C(0)0p)e M f(x — (t —u)p(0)) du dby,
e fiir MAS die Dichte

NIAS(m 9)

9 / e (g (1= ) p(6)) du
27

YA / / e eI (0100) (@ — mp(B) — (¢ — u— m)p(0))

dm du dQO,

o fir MAMS die Dichte

MAMS
u; (x 0)

t—u—m1 t— ufzz;ll my, 2 2 1
S A A A A

HC Or41108)C (0]6,,) el <$_kap (Or) — ( —U_ka>p(9)>

k=1
dQn -df; dm,, ...dm; du,

e fiir MDA (mit k& Gewebegruppen) die Dichte
t
WPAw0) =20 [ It (a7 = (= 0p(0) du
0
e fiir MDAS (mit & Gewebegruppen) die Dichte
upy (2, 0)
t
= o [ @0 = = u)pl0) du
027T 1 t t—u
b [ [ K. 0.80)C(61600) (0~ mp(6) — (¢ = u = m)o(6))
0 0 Jo
dm du df,

e fiir MDAMS (mit k& Gewebegruppen) die Dichte

upy (@, 0)

t pt—u  pt—u—my t—u—3"""my
S L T eon
—Jo Jo 0 0 52 S?

Log(t,u,xomy, .o ymp,bh, ..., 0y, 9)f<:(: — <t —u— iml)p(e) — imm(@i))
i=1

i=1
dA(0,) - --dA(0y) dm, ...dm; du,
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e fiir MSA die Dichte
t
W (2, 0) = 2\ / T (@, 0) (@ — (f — w)p(0)) du,
0
e fiir MSAS die Dichte
uy" (1, 0)
t
_— / 189(2,0) £z — (t — w)p(6)) du
027r 1 t t—u
s [ [ L 6,000 (o~ mp(6) — (¢ =~ m)p(6)
0 T™Jo Jo
dm du db,

e und schliefilich fiir MSAMS die Dichte

uMSAMS (m 9)
n—1

t ’
o t pt—u  pt—u—my t—u—zygll m; 2w 2m 1
S [ o
; o Jo 0 0 0 0 (QW)HE (Beralfe)
0)

C(0|9n)ln(ta Uy ZyMYyenn, My, Hla s 70717

f(a: — (t —u— 2”: mi) p(0) — Zn: mip(ﬁi)) do,, ---db, dm,, ...dm; du.

Die Definitionen aller auftretenden absorptions- und streuungsbedingten Terme stimmen
mit denen der entsprechenden dreidimensionalen Gegenstiicke {iberein, wobei wir lediglich
0 durch p(0) ersetzt haben. Die stationéren Diffusionsmafe ergeben sich analog zu den
Ausfiithrungen im dreidimensionalen Fall durch Substitution von ¢ — u durch v unter dem
ersten Integral und anschliefsender Grenzwertbetrachtung fiir ¢ — oo.

7.2 Die Transportgleichung im zweidimensionalen Fall

Die Transportgleichung (1) vereinfacht sich im zweidimensionalen Fall zu
el 50(6).6) = w(z.0)+ [ alo + 7pl6). 0)dr
0
- / a(x +1p(0),0)upsr(x + 7p(0),0)dT (7)
0

S 27
[ bt mo(6).0,60)ursr o+ 7(0) )i,
0 0

wobei sich an der Bedeutung der auftretenden Terme nichts &ndert. Gleiches gilt fiir die
zeitunabhéngige Transportgleichung (3). Fiir diese erhalten wir im zweidimensionalen Fall

u(z + sp(0),0) = u(x,0)+ /OS q(x + 7p(8),0)dr
— /OS a(x + 7p(0),0)u(x + Tp(0),0)dr (8)

s 2m
+ / / p(x 4+ 7p(0),0,00)u(x + 7p(0), 0)dOodT.
0 Jo

64



Mit analoger Notation zu den Abschnitten 3 bis 6 gelten fiir beliebige ¢, s > 0 die (verall-

gemeinerten) Transportgleichungen
e (M)
upt (x4 sp(0),0) = u)(z,0)+ /Os 2X\ f(x 4+ 7p(8)) dr
fiir die @Q-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafses im Modell M und
Mz +5p(0),0) = u™(x,0)+ /08 2\ f(z+7p(0)) dr
fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafkies,
e (MA)
utt Mz + sp(0),0) = u'(x,0) — /Os,u uM N+ 7p(0),0) dr
+ 2/\/08 fx+7p(8)) dr
fiir die -Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafses im Modell MA und
MAG 4 5p(0),0) — uMA(z, ) — /0 Cp M Az 4 7p(0),0) dr
+ 2 /08 flx+T1p(8)) dr

fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafies,
e (MASE)
Uz + 5p(6), 0)
= u""(z,0) — /S (1 w2 (@ + 7p(0),0) + 2Xpf(x + 7p(0))) dr
/ 2)\p/2ﬂ L (0106) (& + 7p(6)) dBo dr + /0 INf(x + 7p(0)) dr
fiir die @-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MASE und
uMF (x4 sp(6), 0)

= 5 0,) = [ (o 0 ek r(6).0) + 2o+ p(0) dr

2 s
/ 2/\p/ i(’ (0100) f(xz + Tp(0)) dOy dT + / 2Af(z +71p(0)) dr

0

fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafies,
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o (MAS)
wlty (x +sp(0),0)
_ MAS(x 0) — / (M u;‘dﬁf(gj +7p(0),0)+v u?ﬁf (1 )(x + 7p(0), 9)) dr
T / 2\ f(:v T 7p(6)) dr
0
fiir die -Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MAS und
MAS($ + Sp(e) 9)
= uMS(z,0) — / (M uMS(z + 7p(0),0) + v uMAS,(l)(x + 7p(0), 9)) dr
0
s 2w
/ / “=C(0106) w0 (@ + 7p(0), 0) dby dr
o Jo 27
+ [ s+ rp(0)) ar

0

fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafies,

e (MAMS)
U (@ +5p(0),0) = (2, 0) — / (1 + V)75 (e + 7p(0),0) dr

+ / / —C 9|90 U?TTMS( +7’p(9),00) d@o dr
+ / 2Af(x + Tp(0)) dr
0

fiir die Q-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MAMS und
uMM (4 sp(0),0) = UMM (x,0) — / (4 ) ™™ (2 4+ 7p(0),0) dr

T / / - C(6180) W+ 7p(6). 60) ddy
+ /2)\f(x+7'p(9)) dr

0

fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafes,

e (MDA)
w'or(x +5p(0),0) = w'yt(x,0) + /0 2\ f(x +71p(0)) dr

= [ e mol®) Bty + 7ol6),0) i
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fiir die @-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MDA (mit & Gewe-
begruppen) und

WP (g 4 sp(6),0) = WP (z,0) + /0 CON fla + 7p(6)) dr
= [ e 70l0) o+ 70(6),6) dr

fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafies,
o (MDAS)

wher (x4 sp(0),0)
= P 0)+ [ st r0) dr — [ (e o) Wi+ 7p(0).0)

(e + mp(0) wEe " (@ + 70(6),0)) dr

/0 /O - %W T rp(8)) C(O160) w5 (o + 7p(68), 60) by dr

fir die @Q-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MDAS (mit k& Ge-
webegruppen) und

WS+ sp(6).6)
= w0+ [ 2@l dr — [ (o mol) e+ 70(0).6)

MDAS, (1)

Fup(e +7p(0) PN @ + 7p(0),0)) dr

/ / " Sl 4 7(0)) C(6160) w2 o+ 7p(0), o) dbo dr
fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafies,
e (MDAMS)
upion (€ +5p(0),0)

= 0,0) — [ o+ mpl6)) + il + Tp(O))RER o+ 7p(6).6) dr
/ | gt 7o) Co160) @2+ mo(6),60) d dr

+ /2)\f(x+7'p(6’)) dr

0

fir die @-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MDAMS (mit &
Gewebegruppen) und

up " (@ 4 5p(0), 0)
= u "M, 0) — /0 (e +7p(0)) + vz + 7p(0)))uy > (x + 7p(0), 0) d7
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/ / vl 7p(0) CO100) ™ e 4 7p(0), 00)

+ /2)\f(m—|—7'p(0)) dr

0
fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafies,

e (MSA)

uyt (x4 sp(0),0) = w™(x,0) + /8 2\ f(x +71p(0)) dr

_ / Ll pl0)) WS+ 7p(6),0) dr

fiir die @-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafies im Modell MSA und

uMH(z+sp(0),0) = uM(x,0) + /s 2\ f(z +7p(0)) dr

0
= [ e+ p(0)) w0+ 70(6).6)
fiir die Dichte des entsprechenden s(t)ationéiren Diffusionsmafses,
e (MSAS)
upte” (@ + sp(0),0)
— w0+ [ o0 dr [ (ot mol0) w4 7ol6),0)
v+ mp(0)) w5V + 7p(0),0)) dr
+ [ / S+ 7p(68)) C(O160) w52 (a4 mp(6), ) dly
fiir die Q-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MSAS und
uM* (x4 sp(0),0)
= u"(z,0) + /S 2Af(x +71p(0)) dr — /S (,u(x + 7p(0)) W (x4 Tp(0),0)
0 0

o+ 7p(0)) WD + 7p(0), 0)) dr

/ /27r —v(x +71p(0)) C(0]6p) uM*>WV (x + 7(6),6) dby dr

fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafes,
e (MSAMS) und schlieflich
uprs (@ + sp(0), 0)
= G 0) = [ ata+ p0) + vla -+ 0D o+ 7pl6),0)

27 1
o [ gt 700 Ol w2+ mpl6). 60 by dr

+ /02)\f(x+7'p(6’))d
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fiir die Q-Dichte des zeitabhéngigen Diffusionsmafes im Modell MSAMS und
uME (1 4 5p(6), 0)
wo(0,0) — [ (ul + 70(6)) + vl + (O 7p(6),0)
/ / " v+ 7p(0)) C(B160) W+ Tp(0), 60) by dr
+ / 2Af(x+71p(0)) dr

0

fiir die Dichte des entsprechenden stationdren Diffusionsmafses.
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8 Statistische Auswertung von PET-Daten

Nachdem wir nun den Diffusionsprozess in der PET vollstindig und in Ubereinstimmung
mit der Transportgleichung modelliert haben, kénnen wir uns im néchsten Schritt der
statistischen Auswertung gewonnener Messdaten widmen. Die stationdren Diffusionsma-
fse der zuvor vorgestellten Modelle erlauben uns die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit
der Photonen-Messungen in den einzelnen Detektoren in Abhéngigkeit von der Quelldich-
te f und den Ratenfunktionen g und v. Wir gehen in unserem Modell davon aus, dass
ein aus dem Inneren des Scanners auf die Oberfliche eines Detektors treffendes Teilchen
umgehend von diesem registriert wird. In der Realitdt sind die Detektoren dagegen dreidi-
mensionale Gebilde mit unterschiedlich grofier Sensitivitat. Aufserdem treten dort haufig
zufillige Koinzidenzen (so genannte Randoms, die Hauptursache fiir Streuung innerhalb
der Detektoren) auf. Diese Einflussgrofien werden wir an spéterer Stelle durch Hinzuftigen
eines Fehlerterms im linearen Gleichungssystem fiir die Quelldichte berticksichtigen.

Wir beschreiben die Detektoren des PET-Scanners als Teilmengen der Oberfliche 0C
des PET-Zylinders. Ort und Richtung eines Teilchens, das im Detektor A C 90C' regis-
triert worden ist, liegen nach der Registrierung in einer durch A festgelegten Teilmenge

A’ € C°x 52, die wir als den zu A gehorenden Detektionsraum bezeichnen. Wir definieren

A als
A Y {(z,0) € C° x S?| Der erste Schnittpunkt von a +— z — af und dC liegt in A}.

Aufserhalb des Zylinders C' findet in unserem Modell keine Absorption und Streuung statt,
so dass im Gleichgewichtszustand des Diffusionsprozesses die erwartete Anzahl der in A
registrierten Teilchen durch D¥$*MS(A") gegeben ist. Daher stellt der Quotient der Masse
von A" geteilt durch die Masse der Gesamtheit sdmtlicher zu den Detektoren gehdren-
den Detektionsraume die Wahrscheinlichkeit fiir eine Messung im Detektor A dar. Aus
Vereinfachungsgriinden verwenden wir im Folgenden die Bezeichnungen A, B sowohl fiir
Detektoren als auch fiir ihre jeweiligen Detektionsraume. Wir schreiben also beispielswei-
se D(A) anstelle von D(A"). Mit unseren bisherigen Ergebnissen sind wir in der Lage,
eine Methode zur statistischen Datenauswertung fiir solche bildgebende Verfahren an-
zugeben, die auf der Registrierung einzelner Photonen (anstatt Photonenpaaren) basie-
ren. Das beriihmteste Beispiel fiir ein solches Verfahren ist die Single-Photon-Emissions-
Computertomographie (SPECT).

8.1 Auswertung im Ein-Teilchen-Modell (SPECT)

In diesem Abschnitt entwickeln wir eine Methode zur Schitzung der unbekannten A3-
Quelldichte f des in der SPECT verwendeten Tracers auf der Basis realer beziehungsweise
simulierter Messdaten und der in den vorherigen Abschnitten entwickelten Diffusionsma-
fse. Die SPECT basiert auf dem Prinzip der Szintigrafie: Dem Patienten wird zu Beginn
der Untersuchung genau wie bei der PET ein Radiopharmakon (ein Radionuklid oder
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eine mit einem Radionuklid markierte Substanz) verabreicht. Das verwendete Radionuk-
lid emittiert Gammastrahlung, die mithilfe von Gamma-Kameras detektiert wird. Eine
oder mehrere solcher Kameras rotieren um den Koérper und registrieren die emittierte
Strahlung aus unterschiedlichen Richtungen. Dabei entstehen planare Aufnahmen (Pro-
jektionen), aus denen mithilfe inverser Radontransformation im zweiten Arbeitsschritt auf

die Verteilung des Radiopharmakons im Korper des Patienten zuriick geschlossen wird.

Der wesentliche technische Unterschied zur PET ist die Tatsache, dass hier einzelne
Photonen (Gammateilchen) anstelle von Photonenpaaren registriert werden. Daher las-
sen sich im Gegensatz zur Auswertung von PET-Daten unsere Ergebnisse beziiglich des
Diffusionsmodells bereits direkt anwenden. Wir kénnen ohne weitere Vorarbeit ein Inte-
gralgleichungssystem fiir die unbekannte Quelldichte f des Tracers basierend auf einem
beliebigen der zuvor entwickelten stationdren Diffusionsmafse D und der zugehorigen Q-
Dichte u(x,0) angeben. Fiir die Schéitzung der unbekannten Quelldichte f wéhlen wir
eine Vorgehensweise, die schon in der Arbeit [Natl]| angesprochen wurde: Wir ersetzen
f durch die Dichte g, der Annihilationsorte der Positronen (=Emissionsorte der Photo-
nenpaare) bei Annahme einer Positronen-Punktquelle z € C. Dabei bedienen wir uns
einer bisher noch nicht beriicksichtigten physikalischen Eigenschaft des Diffusionsprozes-
ses: Nach seiner Emission legt ein Positron bis zur Annihilation eine kurze Wegstrecke
zuriick (Positronen-Reichweite). Dabei wird es mit so genannter Bremsstrahlung konfron-
tiert, die sein Energieniveau mit der Zeit auf wenige Elektronenvolt schrumpfen lasst.
Dieser Vorgang verlduft relativ gleichméfig und so lange, bis das Positron mit einem
Elektron annihilieren kann. Die Reichweite der emittierten Positronen ist abhéngig von
ihrem Energieniveau (das bei unterschiedlichen Tracer-Substanzen variiert) und der Ma-
terialdichte des Untersuchungsmediums (vergleiche [Werl|). Ausfiihrliche Erlauterungen
zum Positronen-Bremsprozess findet man unter anderem in der Arbeit [Hen2|. Fiir die
Reichweite der Positronen wihlen wir in Anlehnung an die Ergebnisse in [Werl| eine
U(r, R)-Verteilung (Gleichverteilung auf dem Intervall (r, R) mit der abhéngig von den
oben genannten Faktoren minimalen Reichweite » > 0 und der maximale Reichweite
R > r). Da wir davon ausgehen, dass keine Préiferenzen fiir die Richtung der Positronen

existieren, resultiert daraus die A*>-Dichte

def Lip()\K:(2)(Z)
9:(7) %W(RS —73)

fiir den Emissionsort der Annihilationsphotonen, wobei Kr(z) die Kugel mit Mittelpunkt
z und Radius R bezeichne. Die Quellverteilung der Annihilationsphotonen ist also die
Gleichverteilung auf der Kugelschale Kg(z)\K,(z). Ebenfalls sinnvoll ist die Verwen-
dung einer bivariaten Normalverteilung mit Mittelwert z und sehr kleiner Varianz fiir die
Positronen-Annihilationsorte. In diesem Fall ist das Quadrat der Reichweite der Positro-
nen (der Abstand vom Mittelwert der Normalverteilung) exponentialverteilt (vergleiche
Kapitel 31 in [Als1]).
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8.1.1 Entwicklung des Ein-Teilchen-Detektionsmodells

In den vorherigen Abschnitten haben wir unterschiedliche Diffusionsmafe auf der Basis der
Quelldichte f des im Korper des Patienten verteilten Radiopharmakons bestimmt. Dabei
haben wir die Reichweite der Positronen zunéchst vernachlassigt. Die Quelldichte f repri-
sentiert dort sowohl die Dichte des Tracers (also die Dichte der Positronen-Emissionsorte)
als auch die Dichte der Emissionsorte der Photonenpaare. Unter Berticksichtigung der
Positronen-Reichweite miissen wir jedoch zwischen der Dichte f des Tracers und der Dich-
te f der Photonenpaar-Emissionsorte unterscheiden. Fiir diese gilt mit obiger Notation

offenbar
f@) = /C F(2)g-(x) dN*(2).

Im umfassenden Modell MSAMS besitzt das stationédre Diffusionsmafs DM$*MS die -
Dichte

0 o pu pu—mi u—Z?:_ll m; n—1
uMSAMS(x’ 9) = 92X Z / / / ... / / .. / H C(6i+1|0i)<(0|0n)
0’0o Jo Jo 0 52 52 54

n

In(u,x,ml,...,mn,el,...,ﬁn,ﬁ)f< — (U—Zmi>9—imﬂi>
i=1

i=1

dA(6,) - --dA(0y) dm,, . ..dmy du

mit
Ly(u,z,my, ... ymy, 01, ..., 0,,0)
def E {1/ (:p — <u - 2. mj>0 — j;l mj9j>
exp (— /Omi a(x — (u - j; mj>6 — j;il m;6; — ’U(%) dv)}

u—3 7 my
exp (— / alr —vb) dv),
0

wobei an @ = A ® A und o = p + v erinnert sei. Durch Ersetzen der Photonenpaar-
Quelldichte f durch die Dichte g, erhalten wir die ()-Dichte des stationdren Diffusionsma-
fses bei Restriktion auf die Positronen-Punktquelle z.

Im Folgenden bezeichne daher D ein beliebiges der in den vorherigen Abschnitten entwi-
ckelten stationdren Diffusionsmafe bei Annahme einer beliebigen stetigen Photonenpaar-
Quelldichte f . Wenn wir dagegen von einer konstanten Positronen-Punktquelle z ausgehen
(was der Photonen-Quelldichte g, entspricht), bezeichnen wir das zugehorige Diffusions-
malfs mit D,. Seien u und u, die entsprechenden ()-Dichten. Wie man leicht einsieht, gilt

dann
u(z,0) = /C F(2)ua(z, 0) AN(2).

Insbesondere basieren beide Dichten auf derselben Emissionsrate A, was der natiirlichen
Anschauung zunéchst zu widersprechen scheint, denn schliefslich umfasst der Trager der
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Dichte g, nur einen sehr kleinen Abschnitt des PET-Zylinders. Die Unterschiede zwischen
den absoluten Anzahlen der emittierten Teilchen in den beiden betrachteten Féllen sind
jedoch in der Dichte f codiert, die bei obigem Maf-Mittel Verwendung findet. Im Gleich-
gewichtszustand des Systems und bei Annahme der Positronen-Punktquelle z € C' ist die
erwartete Anzahl der von einem bestimmten Detektor registrierten Teilchen gleich dem
stationéren Diffusionsmaf D, (A) des zugehorigen Detektionsraumes A. Daher kénnen wir
fiir die unbekannte Quelldichte f des Tracers das Integralgleichungssystem

M(A) = / F()D.(A) dN*(2), A €D

aufstellen, wobei M(A) die (gewonnene oder simulierte) Anzahl der Messungen im De-
tektor A und D die Menge der Detektoren bezeichne. Durch Diskretisierung erhalten wir
daraus ein lineares Gleichungssystem

m = Hf,

wobei die Systemmatrix H mithilfe der D,(A) fiir alle Voxel z € C' und Detektoren A
gebildet wird und daher sdmtliche Informationen beziiglich Absorption und Streuung ent-
hélt. Dieses Gleichungssystem kann mit den in der Einleitung dieser Arbeit vorgestellten
Methoden OSEM, MLEM und KQS ausgewertet werden. Auf den genauen Ablauf der
Diskretisierung gehen wir aufgrund der Zielsetzung dieser Arbeit erst weiter unten beim
entsprechenden Integralgleichungssystem fiir die Auswertung von PET-Daten ein. Diese
verlauft hier jedoch sehr dhnlich, so dass die Ergebnisse fiir das Gleichungssystem der
PET-Daten ohne grofe Miihen auf den Fall der SPECT iibertragen werden kénnen.

8.1.2 Problematik des Ein-Teilchen-Modells

Bei der SPECT wird neben dem Detektionsort auch die Richtungsinformation der re-
gistrierten Teilchen verarbeitet. Dieses Vorgehen hat einen mathematischen Hintergrund:
Die Messdaten, das heifst die Anzahl der registrierten Teilchen der einzelnen Detekto-
ren, besitzen die Dimension 2 (Oberfliche des SPECT-Zylinders). Dagegen besitzt die
zu schitzende Quelldichte f die Dimension 3 (das Innere des SPECT-Zylinders). Wiir-
de man sich also bei der Auswertung wie oben beschrieben nur auf den Detektionsort
beschrénken, so erhielte man ein stark unterbestimmtes lineares Gleichungssystem. Wir
haben |D| = O(n?) Detektoren, teilen aber das Innere des Scanners bei dessen Diskreti-
sierung in O(n?) Voxel (repriisentiert durch entsprechende Punktquellen), fiir die wir die
Dichte des Tracers statistisch schiatzen wollen. Im Allgemeinen kénnen wir also das Glei-
chungssystem ohne Berticksichtigung der Richtungsdaten der registrierten Teilchen nicht
16sen. Im Zwei-Teilchen-Modell (PET) tritt dieses Problem dagegen nicht auf, da wir dort
Messdaten von registrierten Teilchenpaaren (Koinzidenzen) zur Verfiigung haben, deren
Anzahl von der Ordnung O(n?) ist. In diesem Fall erhalten wir nach der Diskretisierung
des entsprechenden Integralgleichungssystems ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssys-
tem fiir die Werte der Quelldichte in den O(n*) Voxeln und damit eine mathematische
gangbare Methode zur statistischen Schétzung.
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8.2 Auswertung im Zwei-Teilchen-Modell (PET)

Bei der Entwicklung des Diffusionsmodells interessierten wir uns ausschliefslich fiir die Be-
stimmung der absoluten erwarteten Anzahl von Annihilationsphotonen in (@Q-messbaren)
Teilbereichen des Raumes R? x S? (Dabei bildete R* die Orts- und die Einheitssphire
S? die Richtungskomponente der beobachteten Photonen.). Zu diesem Zweck entwickel-
ten wir stationare Diffusionsmafse auf der Basis der Emissionsrate der Teilchen sowie der
Absorptions- und Streuungsratenfunktion des Untersuchungsmediums und zeigten deren
Kompatibilitdt mit der Transportgleichung der Teilchenphysik, welche die Diffusion von
Photonen in leichten Medien physikalisch beschreibt. Um jedoch den auf Koinzidenzen ba-
sierenden Detektionsprozess der PET korrekt abbilden zu kénnen, ist das alleinige Zéahlen
der registrierten Teilchen unzureichend. Aus diesem Grund betrachten wir im Folgen-
den die erwartete Anzahl von Teilchenpaaren innerhalb von (Q?-messbaren) Teilmengen
A x B C (R? x §%)? unter Beriicksichtigung sémtlicher oben genannten physikalischen
Effekte.

8.2.1 Ein Integralgleichungssystem zur Auswertung der Messdaten

Fiir die Auswertung von real gewonnenen oder simulierten PET-Messdaten benétigen
wir zundchst weitere Vorarbeit: Die Anzahl der tatsdchlich gemessenen Koinzidenzen fiir
die Detektorenpaare (A, B) € D bezeichnen wir mit M (A, B). Die Menge D enthalte
dabei alle zuléssigen Detektorenpaare, welche fiir PET-Scanner unterschiedlicher Bauart
variieren kann. Ferner ersetzen wir die Quelldichte f durch die Dichte g, der Annihilations-
orte der Positronen (= Emissionsorte der Photonenpaare) bei Annahme einer Positronen-
Punktquelle z € C.

Fiir die tatsdchlich gewonnenen Messdaten erhalten wir dadurch das Integralgleichungs-

system

M(A,B) = / F(M.(A, B) dN(2), (A B) €D,

wobei M, (A, B) fiir die erwartete Anzahl der Messungen im Detektorenpaar (A, B) bei An-
nahme der Positronen-Punktquelle z steht. Durch Diskretisierung erhélt man schlieflich

ein lineares Gleichungssystem
m = Hf

fir die unbekannte Quelldichte f, dessen Systemmatrix H aus den M,(A, B) (fiir alle
z € C'und (A, B) € D) gebildet wird und sdmtliche Informationen iiber Absorption und
Streuung enthélt. Die bisher in unserem Modell nicht beriicksichtigte Streuung innerhalb
der Detektoren, welche insbesondere bei PET-Scannern kleinerer Bauart (wie beispielswei-
se der Kleintier-PET-Scanner quadHIDAC) den grofiten Storfaktor darstellt, kann durch
einen zusatzlichen Fehlerterm n modelliert werden. Man erhélt dann das lineare Glei-
chungssystem
m = Hf +n.
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Position des ©-Teilchens Dichte g.(y) der Unbekannte Quelldichte

zum Zeitpunkt t+u Photonenpaar-Emission f(z) des Tracers
3
_— -Emission
Erstes Streuereignis *\_ tz e
des ©-Teilchens ™~
~~~~~~ r
Annihilation im /"~
Punkty zum Zeitpunkt s Tt
A

Position des ®©-Teilchens zum Zeitpunkt #+u

Abbildung 10: Zusammenhang zwischen der unbekannten Quelldichte f der Positronen-
Emissionen, der Dichte g, der Emissionsorte der Annihilationsphotonen
fiir die Positronen-Punktquelle z und dem Diffusionsprozess.

In der Regel wird hierbei von stochastisch unabhéngigen, identisch normalverteilten Ein-

trégen nq, ..., np| ausgegangen (homoskedastisches lineares Modell).

Das grofite noch zu 16sende Modellierungsproblem beruht auf dem speziellen Prinzip der
PET. Es werden néamlich nicht einzelne Teilchen, sondern jeweils Teilchenpaare registriert.
In der Arbeit [Natl] wird vermutet, dass die erwartete Anzahl M, (A, B) der Messungen
fiir ein Detektorenpaar (A, B) durch D,(A)D,(B) gegeben ist, da sich die Teilchen nach
ihrer Emission unabhéngig voneinander bewegen (Dabei bezeichne D, das stationére Dif-
fusionsmaf, bei dem wir anstelle der unbekannten Quelldichte f die (bekannte) Dichte g,
der Photonen-Emissionen verwenden.). Die beiden Pfade eines Paares von Annihilations-
photonen sind jedoch stochastisch abhangig, da die Teilchen denselben Emissionsort und
dieselbe Emissionszeit, sowie zu Beginn genau entgegengesetzte Richtungen besitzen. Am
besten kann man dies anhand des einfachen Modells M ohne Streuung veranschaulichen,
da hier der Emissionszeitpunkt, der Emissionsort und die Richtung des einen Teilchenpart-
ners die Position und die Richtung des anderen Teilchenpartners bereits exakt festlegen.
Bei der Bestimmung der erwarteten Anzahl M,(A, B) der Messungen fiir ein Detekto-
renpaar (A, B) miissen wir daher die stochastische Abhéngigkeit der Pfade der einzelnen
Teilchenpaare berticksichtigen.

8.2.2 Berechnung der erwarteten Anzahl von Teilchenpaaren bei gegebener
Punktquelle

Grundlage fiir die Bestimmung der erwarteten Anzahl von Teilchenpaaren M, (A, B) sind
unsere Ergebnisse beziiglich des (Ein-Teilchen-)Diffusionsmodells. Die direkte Verallgemei-
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nerung auf ein Zwei-Teilchen-Modell geht mit einem enormen Anstieg der Komplexitét ein-
her, da wir ohne weitere Vorarbeit Terme erhalten wiirden, welche verglichen mit den oh-
nehin schon komplexen @Q-Dichten u(z, ) der stationdren (Ein-Teilchen-)Diffusionsmafe
die doppelte Anzahl von Integralen besitzen. Gerade bei den umfassenden Modellen mit
mehrfacher Streuung ist dies im Hinblick auf die spétere numerische Auswertung kaum
hinnehmbar. Um einen inakzeptablen Anstieg der Komplexitdt (und der benétigten Re-
chenzeit) zu vermeiden, werden wir zunéchst ein wichtiges Zwischenergebnis herleiten: die
mathematische Verschmelzung der beiden stochastisch abhéngigen Pfade eines Teilchen-

paares.

Als anschauliche Motivation betrachten wir die folgende Ausgangssituation: Ein im Punkt
z in eine beliebige Richtung emittiertes Positron annihiliert zusammen mit einem Elektron
im Punkt y innerhalb des Tragers von g, und setzt dabei zwei sich in entgegen gesetzte
Richtungen bewegende Photonen frei. Diese durchwandern den PET-Zylinder geméfs des
stochastischen Diffusionsmodells, bis sie auf ein zuldssiges Detektorenpaar (A, B) treffen,
das sie als Koinzidenz registriert. Sei v > 0 so gewéhlt, dass sich das Photonenpaar 3
Zeiteinheiten nach seiner Emission in den jeweiligen Detektionsrdumen befindet. Geméfs
unserem Diffusionsmodell werden beide Pfade mit g, (y) gewichtet. Zur Veranschaulichung
dient die folgende Abbildung:

Dichte g.(3) der

Detektions- Photonenpaar-Emission
raum A Detektor A
O-Posijtion nach w2 ZE Positronen-Emission

in.z @®-Position nach u/2 ZE

Photonen-Emission

Detektor B

Detektions-

B
Gewichtung beider Pfade mit g () g

Abbildung 11: Die Pfade eines im Punkt y emittierten Teilchenpaares mit den ersten Teil-
lebensdauern beziiglich des Streuungsprozesses und ihrer Position nach
Zeiteinheiten bei Annahme treppenformiger Absorptionsraten- und Steu-
ungsintensitétsfunktionen.

Die Pfade der beiden Teilchenpartner kénnen wir als einen einzigen Pfad interpretieren,
indem wir die folgenden Uberlegungen anstellen: Aufgrund der Symmetrie des Diffu-
sionsmodells gelten fiir beide Pfadrichtungen der gleiche Absorptions- und Streuungs-
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prozess, da diese lediglich von den Pfadintegralen der Absorptionsratenfunktion p be-
ziehungsweise der Streuungsratenfunktion v und der Verteilung der Streuwinkel abhén-
gen, welche von der Flugrichtung der Teilchen unabhéngig sind. Nach dem Umkehren
einer der beiden Teilchenpfade lassen sich diese problemlos verbinden, da fiir beide Teil-
stiicke die gleiche Dynamik des Diffusionsprozesses gilt. Im Fall von treppenformigen
Absorptionsraten- und Streuungsratenfunktionen nutzen wir im Verbindungspunkt der
beiden Pfade die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung (Eine
Zufallsgrofe X ist genau dann expontialverteilt, wenn fiir alle s,¢t > 0 die Eigenschaft
P(X —t>s|X >1t)=P(X > s) gilt (vergleiche Satz 31.6 in [Alsl]).), um die jeweiligen
beiden (Teil-)Lebensdauern des Absorptions- und des Streuungsprozesses beider urspriing-
licher Teilchenpfade zu jeweils einer (Teil-)Lebensdauer zu verschmelzen. Mathematisch
prazisiert wird dies durch die Rechnung am Ende des Abschnitts 8.2. Als Ergebnis erhal-
ten wir einen Pfad der Lénge u, der im Detektionsraum A startet, im Detektionsraum
B endet und dessen Mittelpunkt y im Trager von g, liegt. Dieser Pfad wird genau wie
seine beiden Pfadkomponenten mit g,(y) gewichtet. Wir ordnen also jedem Pfadpaar den
entsprechend der obigen Uberlegung eindeutig bestimmten zusammengesetzten Pfad zu.
Zur Veranschaulichung dieser Interpretation dient die folgende Abbildung:

Dichte g.(y) der

Detektions- Photonenpaar-Emission

raum A Detektor A

Emission in w

Position nach u ZE

y Mittelpunkt des Pfades
= Position nach u/2 ZE

Detektor B

Detektions-

B
Gewichtung des Pfades mit g,(») raum

Abbildung 12: Interpretation der beiden Teilchenpfade als ein einzelner Teilchenpfad der
Lange u mit Mittelpunkt y.

Die oben ausgefiihrte Uberlegung werden wir im Folgenden mathematisch prézisieren. Ob-
wohl wir uns letztendlich fiir die erwartete Anzahl M, (A, B) von Teilchenpaaren in (A, B)
fiir das umfassende Modell MSAMS interessieren, betrachten wir aus Griinden der besse-
ren Nachvollziehbarkeit zunéchst die erwartete Anzahl M}'#"5(A, B) von Teilchenpaaren
in (A, B) zum Zeitpunkt ¢ > 0 bei konstanter Positronenquelle z € C' im Modell MAMS.
Zur Erinnerung: Im Modell MAMS (vergleiche Abschnitt 3.5) ist zum Zeitpunkt ¢ > T,
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die Position des n-ten @- beziehungsweise ©-Teilchens gegeben durch

M (t—Ty)
0 + ot + +
XE(t) = X, + Z AS Oy + (=T = ST w0 0T L
und die Richtung durch
+y _ ot
O.(t) = ®n,M,jf(t—Tn)'
Dabei ist @io gleichverteilt auf S? die Richtung des n-ten @- beziehungsweise &-Teilchens
unmittelbar nach der Emission mit ©,, = =0, , fiir alle n € N. Fiir die Teilchenprozesse
YE(t) = (XE(t), ©5(t)) betrachten wir das zufillige Punktmaf

NMAMS def Z 1C 7 Y. (t))l(thn,oo)Q (sz_a Lr_z)7

auf (R x S%)? mit dem Emissionsprozess (N(t))i~o, dem Ort XF(¢) und der Richtung
OX(t) zum Zeitpunkt t > 0, sowie der Lebensdauer L beziiglich des Absorptionsprozesses
des n-ten @- beziechungsweise ©-Teilchens (fir n € N). Durch Anwendung derselben

Schliisse wie im dritten Abschnitt auf den Teilchenprozess des @-Teilchens erhalten wir
MlVIAIVIS(A B)

_ zzp BN (4 x B)| N(t) = m)

[e.o]

=23 S ZEleB (0).Y (1) Lty (LE )| N(2) = m)

= 2X io []P(MW -T)=n, (X + kiAS,j@;_l +(t-T-S"Hoe, 6;) €A,
n= =1

L*>t-T,Y (t)€ B, L >t—T>}

—u —u—m —u=3"""1m
- zxi/t/t /t /t L
“—Jo Jo 0 0

P((X+ka®;,l + (t—u— ;mk)@;,@:> eAY (H)eB, L~ >t—T|T = u>
dm1 du.

t—u t—u—mq t—u— Zk 1mk n-l
_ / / / / / / yre Crtv)(t-u HC(9k+1|9k)
52 52 k=1

C(G\Hn)IP’((X + kaek + (t - ka)enﬂ, enH) e AY (1) e BT = u)
k=1
dA(0) dA(6,) . .. dA(Gl) dm,, ...dm; du.
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Analoge Schliisse fiir den Teilchenprozess des &-Teilchens ergeben auferdem

IP’((X + imkﬁk + (t —u— imk>9n+1,€n+1> €AY (t) € B|T = u)
k=1

o0 t—u  pt—u—q1 t—u—y 7_ 1% D
> [ Rl | TSI

n

P((X n imkek n (t —u— mk)enﬂ,enﬂ) € A,
k=1

k=1
p

(X+ 3wt (103 ) s dyr) € B)
k=1

= k=1
dA(Tgp_;,_l) . dA(lgl) dqn e dq17

womit wir schlieflich (nach Substitution ¢ — u +— u)

MMAMS(A B

SRR N Y AR A R A A

/ / wtrg 2000 T B )CO) [T €0
S2 S2

k=1 k=1
gz<x—2mk«9k—(u— Y k)Q)lg(%—imké’k—(u— ” mk>0
k=1 =1 k=1 k=1
p p
D aetnt (= D0 a6 per, Uy ) dA(Dps) . AA(:) dy ... day
k=1 k=1

dA(0,,) ... dA(60) dm,, ...dmy du dQ(x,0)

erhalten. Zum besseren Verstédndnis geben wir an dieser Stelle einige Erlauterungen: In
obigem Term betrachten wir die beiden Pfade eines Teilchenpaares der Lénge u € (0,1),

welche durch den gemeinsamen Startpunkt

:p—kaQk—<u— k)@

k=1

3

die anfingliche Flugrichtung 6; beziehungsweise 1, = —60;, die jeweilige Anzahl der
Streuereignisse n beziehungsweise p, die Lange der Zwischenstreuzeiten mq, ..., m, bezie-
hungsweise ¢y, ..., ¢, und die Richtungen unmittelbar nach den entsprechenden Streuer-
eignissen 0y, ..., 0,,0 beziehungsweise vy, ..., 9,41 eindeutig festgelegt sind. Wir definie-
ren die entsprechenden Pfadfunktionen * = : (0,u) — R? und
YT =7 s 1 (0,u) — R?® durch

YT (0),u,p,q1,-.,Gp,V1,-..,

/yx7u7n7ml 7777 mnyel 7777 07179
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T =Y oyl — (u— D m)0 + yo, Ly € [0,my]
dof | T =D omiby — (u—">p_ mg)0+ (y—mq)fs ,y € [my,my + mo

T y) =
z— (u— > mw)0 + (y — 3y ™)l VY € Doy s, ul
und
7H(0) + yth ;¥ €10, q1]
() 7+(0) +qth + (y — @)Yy Y € g1, + g

YHO) + 2 @Ok + (Y = 2 @)V Y € Doy Gro Ul

Insbesondere sind also die Startpunkte beziehungsweise Endpunkte der Pfade durch v*(0)
beziehungsweise v*(u) gegeben. Mit dieser Notation kénnen wir obigen Term fiir die

erwartete Anzahl von Teilchenpaaren vereinfachen zu

M (A, B)

00 00 t U pu—my ufzz;ll mg U u—q1 U*Zﬂ;i dk
ZZ AJo Jo JoO 0 S2 S2.Jo 0 0

n=0 p=0

n—1 p

[ e T 0100010 T €0l .07 )Ll ()
k=1 k=1

dA(Vpt1) ... dA(D1) dgy, ... dgy dA(6,) ... dA(61) dmy, ...dmy du dQ(x,0).

Die jeweiligen Pfade eines Teilchenpaares interpretieren wir nun als einen Pfad der Lange

2u mit Startpunkt in

3
bS]
iS]

7_(U) = w—zn:mkgk— (U— mk)9+2qm9k+ (U— q1<;>'19p+1 € B,
k=1

Mittelpunkt in

n

yH0) = v (0) = z— Zm;ﬁk - (u — ka>9
k=1 k=1
und Endpunkt in 77 (u) = = € A. Dafiir kombinieren wir die beiden Summen iiber die An-
zahl n beziehungsweise p der Streuereignisse der jeweiligen Teilchenpfade zu einer einzigen
Summe iiber die Anzahl der Streuereignisse des zusammengesetzten Pfades. Man beachte,
dass wir die Summen (wegen M}'***(A, B) > 0 und fast sicher endlich) beliebig vertau-
schen und zusammenfassen konnen. Unter Beachtung der Tatsache, dass zum Zeitpunkt
t > 0 die Lénge des zusammengesetzten Pfades maximal 2t betragen kann, substituieren
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wir im ersten Schritt 2u — « und erhalten

MMAMS(A B)

2 5 5o 52 kIt 3 [3@ §-Yh
ZZ o Jo 0 52 s2Jo Jo 0

n=0 p=0

/S2 /Sz Yt o= u+uuHC9k+1|9k (016,) HCﬁkﬂwk g. (7 (0))13(77(;)
k=1

dA(Vpi1) ... dA(Vh) dqn. cdqr dN(By,) ...dN(Oy) dm,, . ..dmy du dQ(zx, ),

wobei die Lénge der beiden Einzelpfade nun § und die Lénge des zusammengesetzten
Pfades nun u betriagt. Durch die Substitution wird also in obigen Definitionen der beiden
Pfadfunktionen ebenfalls u durch § ersetzt, so dass insbesondere die Endpunkte der Pfade
nun durch 4 (%) und v~ (§) gegeben sind.

Im néchsten Schritt definieren wir fiir den zusammengesetzten Pfad 7 : (0,u) — R?® mit
) = 7 (E -y ye(0,3)
7y -3 ve s

die Zwischenstreuzeiten sy, . .., Sy, 11, die Startrichtung ¢; und die Richtungen s, ..., Ymi1

unmittelbar nach den Streuereignissen (fiir m = n + p). Wir setzen

Pe = _ﬁp—l—l—(k—l) fﬁrk:la"‘7p7
Cp+1 = th = —v,
Oprr = O firk=2,...,n,
¢ =0,
p
Uu
S1 = 5_ qk,
k=1

Sk = Qp—(k—2) fir k = 2, .o P,
Sp+1 = q1 +m,

Spre = my firk=2,...,n,

und erhalten mit ¢ = ¢,,11

M (A, B)
m—1

00 2t u u—s1 ufzzl;ll Sk ()
:2)\ // // / // Vmefl"‘yu Cgp 90
TnZ::O AJO 0 0 0 S2 S2 IH ( k+1| k) (9)

C(elem)g-(1GN1(0) dA(pn) - dA(e1) dsn . dsi du dQ(w, ).

Dabei sei die Pfadfunktion 7 = Yz um,s1,....smp1,mse  10: %] — R® definiert durch

77777

T =D e skon — (U= 225 sk)e + e ,y €10, 51]
V(y) = T =D s skon — (=200 sk)e+ (Y — s1)p2 Y € [s1,51 + 59

= (u—2 L sk)e+ (¥ — Do Se)e Y € Doy Sk Ul
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u

Insbesondere gilt also v(§) = 7*(0) = v (0), v(0) = v~ (5) und y(u) = 2. Um sich von
der Richtigkeit dieser Gleichung zu iiberzeugen, beachte man —© ~ © (fiir © gleichver-
teilt auf S?), ((—Oky1| — 0x) = C(0x+1|0x) und die Bijektivitit der Abbildung, welche den
beiden Pfaden eines Teilchenpaares den entsprechenden zusammengesetzten Pfad gemafs
obiger Interpretation der Zwischenstreuzeiten und der Richtungen unmittelbar nach den
Streuereignissen zuordnet. Zum besseren Verstandnis der Umsortierung der Doppelsumme
iiber die Anzahlen der Streuereignisse auf den beiden urspriinglichen Pfaden zur Summe
iiber die Anzahl der Streuereignisse auf dem zusammengesetzten Pfad geben wir die fol-
gende Rechnung an: Seien (M¥(t));so stochastisch unabhingige Streuungsprozesse mit
Streuungsrate v > 0 und (L;);en eine Familie von stochastisch unabhéngigen identisch

Exp(v)-verteilten Zufallsgrofen. Dann gilt fiir ein beliebiges m € N

m

> P(M*(2u) = m|M*(u) = n)
e
- i]P’(Llgu,Lggu—Ll,...,Lngu—nzlLi,LnH>u—iLi,
prd L L
Ln+1—<u—zn:Li>§u,Ln+2—<u—zn:Li>gu—LnH,...,
TR S ETED SRR OB 57 EUED of %)
_ in:IP<L1§u,L2§u—L1,...,Ln§u—ZLZ~,Ln+1—(u—zn:Li)gu,
— a ‘

m—n—1

Ln+2—(u—iLi>§u—Ln+1,..., m—(u—ZL><u— Z Losi,
L1 — (U—ZL>>U—ZLn+z n+1>U—ZL) <n+1>U_ZLi>
i=1

m n—1
= ZP<L1 §U7L2SU_Lla---aLnSU_ZLiaLn-H <, Lpyo <u— Ly,
n=0 i=1

m—n—1

Lngu— S Ll - Y Lot )B(Lu > u= L)
i=1

=1 =1

= ZIP(M+(U) =n, M~ (u) =m—n)

le Si U—Sn+1 u—zyiflnflsnﬂ .
- Z/ / s / L e

1 1 7.) VZZ 1 s”H'Z Zz 1 S”‘H dSm,...,d51

p 1 Si U—Sn+1 ufzgflnfl Snti
= / / / / / . / Ve dsp, ... dsy
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m U pu u
e —2vu
= E /// / / / ASpy ..., dsy
o 1 Si Ju Sn+1 m7 n7 Snii
2u
= / / / Ve dsy, . ., dsy
Z -1 51
2u—s1 u— Zl:_llsi
/ / / Ve ds,,, L, dsy

= P(M*(2u) = m),

wobei wir fiir die dritte Gleichheit die Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit der Exponenti-
alverteilung verwendet haben.

Der Term (9) unterscheidet sich nicht wesentlich von dem des (Ein-Teilchen-)Diffusionsma-
Res DYAM5(A). Es wird lediglich anstatt mit dem Wert von f mit dem Wert von g, im
Pfadmlttelpunkt gewichtet und der Integrand durch den Indikator 15(y(0)) ergénzt.
Daher kénnen wir analog zu den Uberlegungen beziiglich des Diffusionsmodells in den
vorangegangenen Abschnitten den Limes fiir ¢ — oo betrachten und die Formel auf den
Fall des Modells MSAMS mit stetigen Absorptions- und Streuungsratenfunktionen g und
v verallgemeinern, wodurch wir schlieblich fiir die erwartete Anzahl MYS*MS( A B) von

Teilchenpaaren in (A, B) im Modell MSAMS mit Positronen-Punktquelle z € C' die For-

mel

MMSAMS<A B)

ST T /SQHMHW (plen)

Im(fv,u, Sty -+ s Smy P1s - - ~7§0m790)92(7(§))13(7(0>> dA (o) - dA(p1)
dsy ...ds; du dQ(zx,p)

mit dem durch Absorption und Streuung bedingten Term

Ln(m u, 81, - - - Sma@h---a@ma@)

=[G (- s)e- 2 )
e /Osla(x_(u_jg”?sj)@_j;ls]% ver) o)

u—3 % 8
exp (— / alx —vp) dv)
0

erhalten. Fiir die {ibrigen in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Modelle lassen sich

auf dhnliche Weise ebenfalls Formeln fiir die erwartete Anzahl von Teilchenpaaren ermit-

teln.
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8.3 Aufstellung des linearen Gleichungssystems fiir die zu
bestimmende Quelldichte

Der letzte Schritt in Richtung eines statistischen Auswertungsverfahrens stellt die Aufstel-
lung der benétigten Systemmatrix beziehungsweise des zugehorigen linearen Gleichungs-
systems dar. Dafiir segmentieren wir den R? (im zweidimensionalen Fall) beziehungsweise
R3 (im dreidimensionalen Fall) in eine Menge W von disjunkten Pixeln beziehungsweise

Voxeln. Allen Modellen gemein ist das Integralgleichungssystem
/ F()Mo(A, B) dN(2), (A, B)eD (10)

fiir die unbekannte Quelldichte f (wobei im zweidimensionalen Fall A* durch A? ersetzt

wird). Daraus resultiert nach Diskretisierung das lineare Gleichungssystem

= > f,M,(A,B), (A B)eD,
VeV

wobei V C W die Menge der Pixel beziehungsweise Voxel innerhalb des PET-Zylinders
C und M,(A, B) die erwartete Anzahl der im Detektorenpaar (A, B) registrierten Teil-
chenpaare bei Annahme einer Positronen-Punktquelle im Pixel beziehungsweise Voxel v
bezeichnen. Fiir die verschiedenen zuvor entwickelten Diffusionsmodelle unterscheiden sich
die entsprechenden Gleichungssysteme durch die Koeffizienten (M, (A, B))yev,(4,5)en der
Systemmatrix, die wir im Folgenden zunéchst fiir das Modell MSAS mit einfacher Streu-
ung im zweidimensionalen Fall bestimmen wollen. In diesem ist die Komplexitdt noch
weitgehend tiberschaubar. Dennoch ist es fiir die Praxis bereits relevant (Man vergleiche
die Ausfithrungen zum 2D-Messmodus im zweiten Abschnitt dieser Arbeit.).

8.3.1 Bestimmung der Systemmatrix fiir das Modell MSAS im
zweidimensionalen Fall

Beim Modell MSAS im zweidimensionalen Fall (2D-MSAS) mit Positronen-Punktquelle
z € C besitzt die erwartete Anzahl M}$**(A, B) von Teilchenpaaren in (A, B) zum Zeit-
punkt ¢t > 0 die Gestalt

M;IEAS (A7 B)

- /”exp<_ [ e = onte) + vl = wptie)) o). (x - 50(e)

1p(z —up(yp)) du dQ(x, )

s [ /%im— w510t oo~ [ e~ ot )

exp( [ ate = = 9)0(0) — vpten) dv)c<so|so1>gz<dx,u,w,¢<s>>

0

1p(z — sp(p1) — (u—8)p(p)) dp1 ds du dQ(z, @)
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mit dem Mittelpunkt d, g, » : [0, u] — R?,

d () def | T — 5p(0) falls s € [0, %)
e z— (u—s)p(p) — (s —3)plp1) falls s € [35,u]

des betrachteten gestreuten Pfades, wobei an p : [0, 27] — S C R?, p(x) = (cos(z), sin(z))
erinnert sei. Wir lassen jetzt also nur noch maximal ein Streuereignis auf dem zusammen-
gesetzten Pfad zu. Die Fille mit mehrfacher Streuung werden durch das Modell MSAMS
abgedeckt. Es sei ferner an Q = W? @ U (0, 27) (mit der Gleichverteilung U (0, 27) auf dem
Intervall (0, 27)) und ((p|p1) = wh(arccos ((p(¢1), p(¥)))) = Th(¢y, ») (mit dem (Streu-)
Winkel ¢, , € [0, 7] zwischen den Vektoren p(¢1) und p(¢)) und der Dichte h der Streu-
winkelverteilung erinnert. Wegen des auftretenden Integrals iiber den Detektionsraum
A C C° x |0, 2n] ist dieser Ausdruck im Hinblick auf die numerische Implementierung zu
unhandlich. Man beachte, dass sich emittierte Photonen (welche sich mit Lichtgeschwin-
digkeit fortbewegen) innerhalb der Systemzeit ¢ > 0 sehr weit vom PET-Scanner entfernen
kénnen und diese sdmtlich bei der Berechnung von M}'?4%(A, B) beriicksichtigt werden
(Der Detektionsraum A ist nicht beschrénkt.). Daher ist eine direkte numerische Imple-
mentierung des obigen Ausdrucks nicht moglich. Im Hinblick auf die Vorgehensweise der
etablierten bildgebenden Verfahren, die sémtlich auf der Auswertung von Linienintegralen
der zuldssigen Koinzidenzlinien des PET-Scanners basieren (vergleiche die Ausfiihrungen
im einleitenden Kapitel dieser Arbeit), bendtigen wir eine mathematische Verbindung zwi-
schen eben jener klassischen Vorgehensweise und dem umfassenden Diffusionsmodell.

Die den nachfolgenden Ausfithrungen zu Grunde liegende Idee ist einfach: Da in unserem
Modell aufserhalb des PET-Scanners weder Absorption noch Streuung stattfindet, konnen
wir uns bei der Betrachtung der Teilchenpfade auf das Verhalten innerhalb des Scanners
beschranken, wodurch die unhandlichen Detektionsrdaume nicht mehr benétigt werden.
Hieraus resultiert lediglich eine Umskalierung der Groken (M}F*%(A, B)).ec,(A,B)ep, WO-
durch kein Informationsverlust entsteht. Zur mathematischen Préazisierung benétigen wir
zunéchst ein Modell des PET-Scanners, den wir uns im zweidimensionalen Fall kreisfor-
mig vorstellen. Abhéngig von dessen tatséchlicher Grofe und der Geschwindigkeit der
Photonen (welche wir im dritten Kapitel dieser Arbeit auf 1 normiert haben) beschrei-
ben wir den Scanner durch das Innere des Kreises C' = K4 (0) mit Mittelpunkt 0 und
Durchmesser d > 0 und seine Detektoren durch eine Seginentierung des Kreisrandes
(’N(%(O) = Im(z — Zp(z)|lz € [0,27]) (wobei mit I'm die Bildmenge einer Abbildung
bezeichnet sei). Beim Vorliegen von n gleichgrofsen und gleichméfig angeordneten Detek-
toren teilen wir den Kreisrand entsprechend in n gleichférmige Teilstiicke auf. Fiir die

Detektoren (D;);=1,. . gilt dann

-----

D, 4 (e ol e (U0, 22

Als néchstes wenden wir uns den unhandlichen Detektionsraumen zu. Bezeichne A; den
Detektionsraum des Detektors D; fiir ein j € {1,...,n}. Dieser lasst sich wie folgt disjunkt
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zerlegen: Es gilt

A

J

= T,p) € x |0, 27)|Erster Schnitt von a — x — ap(¢) un legt in Dj, a >
Ce 2m)|E Schni d oC li D; 0

= U {(x, ) € C° x [0,27)|Erster Schnitt von 0 < a — x — ap(y) und IC ist

we[2U=1) 21)

d
§P(w)}
= U U {ac € C°|Erster Schnitt von 0 < a +— = — ap(p) und OC' ist

we[ G0, 2 pERw

n

gp(w)}
= U U Im(gp(w +ap(ep)

’U)E[Zﬂ(‘zl_ ’27"J)§D€Rw

a>0>,

wobei wir
o [w+ 3, 27] U [0,w+ 5], falls w € [0, 5]
R, = ([w—2w+7 , falls w €[5, 3]
[w—Z,27]U[0,w— 3] | falls w € [3F, 27]

definiert haben. R, enthélt somit alle Repréasentanten von Richtungen, die ausgehend vom
Punkt 4p(w) € OC in das AuRere von C' zeigen (vergleiche Abbildung 13). Wir haben A;
also zunéichst iiber die moglichen Schnittpunkte {w|4p(w) € D;} der Teilchenpfade mit
dem Detektor D; und daraufhin iiber die Richtungen ¢ € R,, aufgeteilt. Dadurch ergibt
sich die erwartete Anzahl von Messungen bis auf ein skalares Vielfaches durch

MMSAS(A], Ak)

= 2)\/27{;” /Rw%/ooo/:texp(—/oua<gp(w)—|—(a—v)p(g0)> dv)

g (5ot >+<a—§>p<¢>)1Ak(§p<w>+<a—u> () du da dp du

+ 2%0 [ ] (ot - t-sno)
(= [ u(Gotw) + (@ o)n(e) dv)

(= [ a(Gotw) + (o = = ple) ~ vption)) ao

d

C101)9: (L ) gt i () Lt (52(0) + (@ = (= 5))p(0) = 5p(i1))

dyy ds du da dy dw,

wobei 2p(w) 4 ap(yp) den Endpunkt des betrachteten Pfades und ¢p(w) seinen Austritts-
punkt aus dem PET-Scanner C' bezeichnet. Man beachte, dass dieser Ausdruck endlich
ist, da Pfade der Léange u < 2t, deren Endpunkte weit genug auferhalb des PET-Scanners
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liegen (insbesondere fiir @ > 2t), den PET-Scanner C nicht bertihren und deswegen mit 0
gewichtet werden. Zur Veranschaulichung dient die folgende Abbildung:

di2*p(w)+ap(e)

d/2*p(w)+(a-u)p(¢)

Kq2(0)

Abbildung 13: Veranschaulichung eines Teilchenpfades der Linge u < 2t mit Endpunkt
4p(w) + ap(yp) und Austrittspunkt 2p(w) € D; zusammen mit der Menge
p(R,,) der abhéngig von w € [0, 27| zulédssigen Richtungen.

Die folgende Umformung liefert die angekiindigte mathematische Verbindung zwischen

dem Diffusionsmodell und der klassischen Auswertung von Linienintegralen:

MY ( Ay, Ay)

- 2 /”JD [ [ (= [ oo+ - o) a)

g (5ot >+<a—§>p<w>)1Ak(§p<w>+<a—u> (¢)) du da dp duw

v »LU o T (Gt + - st
o= [ u(Gotw) + (@ on(e) dv)

oo~ [ a(Gotw) + @ = (= )pte) - vnle)) o)

CP1o)0-( s sapior s () L, 30(0) + (0 = (1= )ols0) — splon))

dey ds du da dp dw

ZA/:U) /Rw %/Otd/jt eXp<— /Oua(gp(w) + (a—v)p(sf))) dv)

- (Som) + (@ — 2p(e) )1, (5p(w) + (0~ wol)) du da dp du

Q
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+

Q

22 /) [ [ (Gt a-w-sm)
o= [ u(Gotw) + (@ oip(e)) av)
e~ [ a(Gotw) + @~ = )pte) - vple)) o)

P10y o (D (500) + (a = (= ))o() — splon))
dyq d dud dey dw

S Lo [ o) )
gz(—p<w>+<a——>p<¢>)1A (dp<w>+<a—u> (v >) du da dp du
WAL -
eXp( /Ou(gp(w)ﬂa—v)p(so)) dv)

o= [ a(§otw) + = ole) — volin) av)

C(Ple1)0: (A s apt ,@1#,<u—s>>1Ak(§p<w>+<a—s>p<so>—<u—s>p<¢1>)
dyq dud d dy dw

°[ ool o)
R

([s
”/W/Rm/o /_a /m/o (50
(= [ (o) + (= o(e) dv)

exp (— /0 uwoz(gp(w) —sp(p) — vp(%)) dv>

C(plp1)g-(da 4 p(w)+ap(), 7@17g0(u_8+a))114k<
dp1 du ds da dy dw

2A/< >/ =9 Xp( /Oda d (w)—vp(¢)> dv)
</0 gz<gp () = vo(e) d”) (gﬂ(w)—dp(@) de dw

1y, dgo dw
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=y 1)/ 2W/t d/ /+/ —u(Sp(w) — sole)
eXp< /0u<§p( w) —vp(p )) dv)

exp (— /0 a(gp(w) — sp() —’vp(wl)) dv)

d
C(¢|¢1)gz(dgp(w )+ap(p)u,e1, <p( — s+ CL))]'Ak (§p(w) - Sp(g&) - (u — S5+ a)p(gpl))
dyy du ds da dgp dw

= 2\(t—d Au 1)/ —eXp< /da<gp(w)—vp(so)) dv)

( [0 (o) - wot)) a1 ;l (W)—dp(¢)> dp du
1

T2 Ao 1>/ 27?/ /2” _Sp(gp)>
exp( /Oﬂ(gp( ) — vp(e )) dv)
exp (— /O d@(%lp(w) —sp(p) —vp(901)> dv)
ctoled) ([0t = v0t)) o [ 0. (§otw) —sole) — ot )

L, (Sp(w) — sol) — dolen)) dor ds dip

Im ersten Schritt haben wir ausgenutzt, dass fiir @ > ¢ sowohl g.(2p(w) + (a — %)p(y))
p(w)+ap(e) o\ S)) gleich 0 ist (da der Mittelpunkt eines Pfades der Lin-
ge u < 2t mit Endpunkt ¢p(w) 4+ ap() nicht innerhalb von C' liegen kann). Der erste
Term entspricht dabei dem zweiten aber nur ungefihr, da fiir a € [t — d,t] obige Werte
gegebenenfalls ungleich 0 sein kénnen. Aufgrund der hohen Geschwindigkeit der Teilchen
(Lichtgeschwindigkeit) ist die Lange d des Intervalls (der Durchmesser des PET-Zylinders)
jedoch um Groéfenordnungen kleiner als ¢ — d und féllt somit numerisch nicht ins Ge-
wicht. Das Weglassen der Integration tiber [t — d,t] bewirkt daher keine nennenswerte
Verfélschung der Ergebnisse. Beim zweiten Ungeféhr-Gleich-Zeichen haben wir im ersten
Summanden verwendet, dass fiir u < a ebenfalls g.(2p(w) + (a — %)p(p)) = 0 ist. Fiir
diese Werte von u steht im Exponenten immer dasselbe Integral. Das Integral von a bis
a+d tiber u kénnen wir wegen obiger Uberlegung zum GroRenverhiltnis der Werte d und

als auch gz(d%

t ebenfalls vernachléssigen. Im zweiten Summanden haben wir u — s — s substituiert und

die Integrationen iiber v und s vertauscht. Den ersten Summanden beim dritten Schritt

89



haben wir erhalten, weil unabhéngig von a € [0,t — d]

/a2t gz(c—ip(w) + (a — %)IO(SO))]-A,C (C_lp(w> +(a— u)p(g&)) du

vd N2 2

_ /Odgz(gp(w) —uplp)) do 1, (gp(w) ~dp(p))

gilt. Der zweite Summand resultiert aus der Substitution s +— s+ a. Im vierten Schritt
haben wir ausgenutzt, dass fiir s ¢ [0, d] die Funktion s — v(4p(w) — sp(¢)) den Wert 0
annimmt. Beim letzten Schritt haben wir schliefslich unter Beachtung der Definition des

Pfadmittelpunktes d 4 p(w) verwendet, dass unabhéngig von a € [0,t — d]

+ap(p),u,p1,9

2t
d
/S 9:(04 ) rap(pionss (1 — 5 + @)L (59(0) = 5p(0) = (=5 + )p(in) ) du

= (/0 gz@p(w) - vp(w)) dv + /Od gz@p(w) —sp(p) — vp(sm)) dv)

L, (§o(w) — sole) — dolien))

gilt. Anschaulich gesehen entspricht die Rechnung der folgenden Uberlegung: Unabhén-
gig vom Wert des Parameters a > 0 treffen alle Pfade mit Startpunkt 2p(w) + ap(p)
und Startrichtung —p(p) im selben Punkt auf 0C. Daher besitzen sie alle dieselbe Aus-
gangsposition fiir den durch den Diffusionsprozess bedingten Teilpfad im Inneren des
PET-Scanners. Die Integration iiber den Parameter a ist (im Wesentlichen) lediglich ei-
ne Multiplikation mit dem Faktor ¢ — d. Da wir uns nur fiir die Relation der Grofien
faktor w (der beiden Summanden gemein ist) vernachldssigen, woraus lediglich eine
Umskalierung der betrachteten Grofen resultiert. Daher erhalten wir bei der Auswertung
des Integralgleichungssystems (10) unter Verwendung der auf obige Weise modifizierten

.....

.....

te, die sich von der urspriinglichen Losung f ebenfalls nur durch ein skalares Vielfaches
unterscheidet.

Fiir nicht gestreute und einfach gestreute Teilchen definieren wir die Pfadfunktionen
Vyos Vusioior - 10,2d] — R? (mit y € R?, ¢, 1 € [0,27], s € [0,d], d > 0),

def

Te(V) =y —vp(p)
und
def |y —vp(p) , falls v € [0, s]
7y75,w,¢1(v) =
y—sp(p) — (v —3s)p(p1) ,falls v € (s,2d].

Dabei gentigt es, Pfade auf dem Intervall [0, 2d] zu betrachten, da die Léange der von den
Photonen innerhalb des PET-Scanners zuriickgelegten Teilpfade bei Beriicksichtigung von
lediglich einfacher Streuung (Modell MSAS) maximal 2d betragen kann. Man beachte an
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dieser Stelle, dass wir zur Bestimmung des Steuzeitpunktes s den gestreuten Pfad nun
sinnvollerweise in umgekehrter Richtung durchlaufen, was wegen der Symmetrie des Streu-
ungsprozesses problemlos moglich ist (vergleiche obige Umformung und die Ausfithrungen
im Abschnitt 8.2). Dadurch wird gewéhrleistet, dass die Position des Streuereignisses im
Inneren von C' liegen kann. Reguldr miissten wir den Pfad ausgehend vom Punkt y € 0C
um 2d — s Einheiten in Richtung —p(p) folgen, um die Position des Streuereignisses zu er-
reichen. Diese ldge jedoch wegen s < d in jedem Fall aufserhalb des PET-Scanners. Unter
Beriicksichtigung der obigen Ausfiihrungen erhalten wir fiir z € C und j,k € {1,...,n}
die Groken
MYSAS(A;, Ay)

« ﬁ 2( , / eXP< / (gp(w)—up(¢)>+V<gp(w)—up(<p)> dU)
( / g (Sow) — un() du)lAk(g (w) — dpl)) dip du
l«o ! / / /27r 1 —sp(w)) eXP(— /Osu<gp(w)—up(so)) dU) (11)

eXp( /Ooz(§p( )—Sp(w)—up(wl)> dU)C(solsol)

([ o (3ot~ uote)) au [ g (Lot — so(e) — unten) )

d

1a, (gp(w) —sp(p) — dp(cpl)) diy ds dyo dw.

Alternativ konnen wir die Grofsen auch durch Kurvenintegrale ausdriicken:
Mm«sAS(Aj’Ak)

ﬁ ( . / w exp( / 7 u(z) + v(z) d:);) ( L 0.(x) dm)

p(w),¢ Lp(w),e

LT ) ol ], e
s~ [ ot dx) Gol(f e )

Fp(w),s,0,01
1{1}<|Im("}/dp(w) swjl) N Dg|) dpy ds de dw.

Nach Konstruktion besitzt der betrachtete Teilchenpfad entweder genau einen oder keinen
Schnittpunkt mit dem Detektor Dj. Daher iiberpriifen die oben verwendeten Indikator-
funktionen lediglich, ob der betrachtete Pfad die Registrierung der Koinzidenz (j, k) ver-
ursachen wiirde. Die auftretenden Kurvenintegrale sind im funktionentheoretischen Sinn

zu verstehen. Das heifst, fiir einen Pfad v : [a,b] — R" gilt

Lf@) /f DI B> d.
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Man beachte in diesem Zusammenhang, dass die oben definierten Pfadfunktionen ~,

und vy, stlickweise stetig differenzierbar sind und in unserem Fall ||’y;p(w) SD(t)||2 =
2 )

Y t)||o = 0 gilt. Die schon in (11) auftretende Integrationsgrenze d ist sinnvoll,
Sp(w),s,0,01
$o(w),5,0,

da die Trager der Funktionen u, v und g, im Inneren von C' liegen.

Im Hinblick auf die numerische Implementierung approximieren wir diesen Ausdruck
durch Riemannsche Summen. Dafiir wahlen wir zunéchst Repréasentanten z, € v flir simt-
liche Pixel v € V aus. Diese konnen Eckpunkte der Pixel oder deren Mittelpunkte sein.
Wichtig ist dabei lediglich, dass die Représentanten der einzelnen Pixel alle nach dem-
selben Muster ausgewéhlt werden, damit sie alle denselben Abstand von ihren jeweiligen
unmittelbaren Nachbarn besitzen. Es gilt also {z,|v € V} = LZ? mit der Breite L > 0

der Pixel. Bezeichne

def

Gy, = {weV:wn(Kr(z,)\K,(2,)) # 0}

die Menge der Pixel, die einen nicht-leeren Durchschnitt mit dem Trager der Dichte g,,
der Photonen-Emissionsorte besitzen (Zur Erinnerung: Es gilt

1inenk. (=) (Y)
m(R? — r?)

9:-(y) =

mit Kp(z) dem Kreis um z mit Radius R). Als diskretisierte Version von g,, ergibt sich
damit fiir jedes v € V die diskrete (Zahl-) Dichte g, : V — [0, 00)

gy = 3 W

'UJEG’U |G'L)|

(mit der Méchtigkeit |G, | der Menge G,). Da die Représentanten z, alle nach demselben
Muster ausgewéihlt werden und die Schranken r und R der Reichweite der Positronen
nicht vom Ort abhéngen, gilt |G,| = |G| fiir beliebige Pixel v,w € V. Im néchsten
Schritt diskretisieren wir die Weglédnge und die Richtung, indem wir das Intervall [0, d]
in n; und das Intervall [0,27] in ny = an (fir ein a € N) Teilintervalle aufteilen. Dabei
bezeichne n die Anzahl der Detektoren. Ferner sei ny durch 4 teilbar. Zur Erinnerung:
Die Geschwindigkeit der Teilchen ist in unserem Modell auf 1 normiert. Fiir die daraus
resultierenden Zeit- beziehungsweise Weg-Einheiten schreiben wir abkiirzend

aet 1d

U —, firleN,
ny
sowie fiir die Richtungen
def
o = plwy), firl=1,...,ny
mit or]
e ™ .
wy dof —, furl=1,...,n
L)
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Somit erhalten wir als diskrete Version des dem MaR Q = N\? ® U(0, 27) zugrunde liegen-
den Raumes R? x [0, 27] die Menge W x R mit

def
{oili=1,...,ns},

sowie anstelle von @ das Mak Z ® L(p1, ..., pn,) mit dem Zahlmaf Z auf der Menge W
der Pixel und der Laplace-Verteilung L(p1, .. ., ,,) auf der Menge der im diskreten Fall
zugelassenen Richtungen. Der Detektor A; wird (fiir alle j € {1,...,n}) im diskreten Fall

durch die Punkte p
<§S0l>l=(j—1)p Jjp—1

.....

reprasentiert. Fiir die abhéngig von w; zuldssigen Richtungen gilt fgwl def R N{wn, ., wn, ),
also

A {wH?n}Tg,...,wnz}U{wo,...,wH%} Jalls e {1,...,722

Ry = qlwm, o wyng} Jfalls € {22+ 1, 22}

{wiimz, . wn, U {wr, - wy ang } falls 1€ {322 +1,... no}.
4

Mit dieser Notation erhalten wir fiir jeden Pixel v € V und jedes Detektorenpaar (D;, Dy,)
eine diskretisierte Version ]\Z@‘“SAS(AJ»,A;C) der modifizierten erwarteten Anzahl von Teil-

chenpaaren in (A;, Ay) bei Annahme einer Positronen-Punktquelle im Pizel v. Es gilt

MMSAS(Aj’Ak)

- % on( - S (g - woniw))

I=(j—1)a wERwl

Z g0 (5p(1) — o) ) 1, (Sp(r) — dow))

+ (Zl) ) ZZM v (Stwn) — wapw)) o)

s

exp (—ni Z u(%p(wz) - uw@))) exp <—nil > a(gp(wz) — ugp(w) — ump(wq)>)

1 m=1

(Z 9 (gpm) ~ tp(w) ) + Z 9 (gp<w,> — ugp(w) — um,O(wq)))

L, (Spln) — wap(w) — dply).

wobei wir Faktoren, die in beiden Summanden zugleich auftreten, vernachléssigt haben.

Diese Grofen stellen die Koeffizienten der Systemmatrix unseres statistischen Auswer-
tungsverfahrens dar, mit deren Hilfe sich das urspriingliche Integralgleichungssystem (10)
(mit MﬁjSAS(Aj, Ay,) anstelle von M}'4$(A;, Ay)) beliebig genau approximieren lasst. Bei
obigem Ausdruck handelt es sich um eine Riemannsche Summe des Integralterms (11).
Es gilt offensichtlich

MYSS(A;, Ay)  — M4, Ay).

n1,n2—00
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8.3.2 Bestimmung der Systemmatrix fiir das Modell MSAMS im
zweidimensionalen Fall

Durch Anwendung obiger Uberlegungen auf den Fall des Modells 2D-MSAMS mit mehr-
facher Streuung erhalten wir fiir beliebige 7,k € {1,...,n} mit j # k die Formel

MNISAMS ( )

- X5 Ain/w/ L e [ e o)

m:0 m+1—1 m—1
Hl/(§p( ) = siple) — > spp(som+z—p)) T ¢(eprilen)Clelem)
=1 p=2 p=1

VR

/ g.(x) dw) Ly (Im () N D) dpp, - .. dipy dsy, ... dsy de dw
TYm

fiir die modifizierte erwartete Anzahl von Teilchenpaaren in (A;, Ay) bei Annahme einer
Positronen-Punktquelle im Punkt 2z € C', wobei wir abkiirzend ~,, fiir die Pfadfunktion
: [0, 00] — R? definiert durch

,ygp(w)vmvslw--vsmﬁ@l 77777 Pm,p "

4p(w) — vp(p) v € [0, ]
() & 2p(w) = s1p(0) — (v — 51)p(Pm) LV € [s1,81 + 89
Lp(w) = s1p(0) = Do s1tp(Emaa—t) — (0 =D s)p(er) v € D0 1,00

geschrieben haben. Man beachte, dass wir analog zu den Uberlegungen im vorherigen Ab-
schnitt die Anordnung der Streuzeitpunkte auf dem Pfad umgekehrt haben. Ferner kann
die maximale Léange des sich im Inneren von C' befindenden Teilstiicks eines Pfades mit
genau m Streuereignissen maximal (m + 1)d betragen. Fiir die Zwischenstreuzeiten gilt
s <d (fiir L =1,...,m). Die Verwendung dieser groben Schranken fiir die Gesamtlange
des Teilpfades und die Lénge der Zwischenstreuzeiten ist zuléssig, weil die Streuungsra-
tenfunktion v auferhalb von C' nur den Wert 0 annimmt.

Zur Bestimmung der Systemmatrix-Koeffizienten approximieren wir obige Integralformel
ahnlich wie die des Modells 2D-MSAS durch Riemannsche Summen. Mit der Notation aus
Abschnitt 8.3.1 erhalten wir fiir jeden Pixel v € V und jedes Detektorenpaar (D;, Dy,) eine
diskretisierte Version ]\;[j}/ISAMS(Aj, Ay) der modifizierten erwarteten Anzahl von Teilchen-
paaren in (A;, Ax) bei Annahme einer Positronen-Punktquelle im Pixel v. Mit o = p + v

gilt

Mll)\/[SAMS(Aj’Ak)

ja—1

S (EINDIIDID D DI 3

I=— l)aweRwl s1=1 sm=1q1=1 gm=1

(H Gtk )l )
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m m+1—p s1

U V(gp(w — g, p(w Us, Py > exp (—nil > a(gp(wz) - ump(w))

ri=1

R SRS S U

p=2 rp=1 =

_n_l Z()é(ép(w uslp Zusr%mm " upgptn))
=1
m ’ Sp d
(Z Z Yo (§p(w uslp Z Us, Pamro—r = UryPama— p)
51
+ Z Gu <gp(w — Uy, p(w ) Z 9o < — us, p(w Z Usr Pamya—r up@tn))

d
1Ak <§p(wl) USUO Z Us; Py ngq1> )

wobei wir wieder Faktoren, die in allen Summanden zugleich auftreten, vernachlassigt
haben.

8.3.3 Bestimmung der Systemmatrix fiir das Modell MSAS im dreidimensionalen
Fall

Bei der Aufstellung des linearen Gleichungssystems fiir das statistische Auswertungsver-
fahren im dreidimensionalen Fall haben wir zunéchst die Aufgabe, ein konkretes geome-
trisches Modell fiir den PET-Zylinder aufzustellen. Wir definieren

def d d .
oC ((w, b) — (5 cos w, 5 sinw, b> )w € [0,2x],b € [0, h])
Wir betrachten also einen Zylinder mit Durchmesser d > 0 und Hohe h > 0. Jeder

Punkt x € C hat daher eine eindeutige Darstellung in den drei Koordinaten (a,w,b) €
[0, 4] x [0, 27] x [0, h] beziiglich der Koordinatenfunktion k : [0, 4] x [0,27] x [0,h] — C,

k(a,w,b) dof (acosw,asinw,b).

Analog zu den Ausfiihrungen im zweidimensionalen Fall teilen wir den gekriimmten Teil
der Oberfliche HC = {(k(%,w,b)|w € [0,2n],b € [0,h]} des PET-Zylinders in disjunk-
te, gleichférmige Segmente ein. Diese repréisentieren die einzelnen Detektoren des PET-
Scanners. Da zylinderférmige Scanner {iber mehrere hintereinander angeordnete Detek-
torringe verfiigen, ist die folgende Art der Segmentierung naheliegend: Wir teilen das
Intervall [0,27] genau wie im zweidimensionalen Fall in n und zusétzlich das Intervall
[0, k] in m Abschnitte auf (m,n € N). Dadurch erhalten wir

= 2.2 D

i=1 j=1
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mit den Detektoren (D;;)i=1.. nj=t...m>

D,; ¢ Im((w,b) — <§Cosw,gsinw,b>’w € [M,%»be [M,‘ﬁ>>

17
J 2 n m m

sowie insgesamt m Detektorringe

n

ZA)]‘ d:ef ZDi’j

i=1
mit jeweils n Detektoren. Mithilfe der Ergebnisse aus Abschnitt 8.2 erhalten wir fiir das
Modell MSAS im dreidimensionalen Fall (3D-MSAS) mit Positronen-Punktquelle z € C'

die erwartete Anzahl
M7(A, B)

=y /QteXP<—/uu(:r—w) oo = vp) o). (o - 5)

1p(z — up) du dQ(z, )

e[ [ e (- [ oo )

(= [ e = (=99 vp) 4 v(e — (u= 5o = vp0) o)
C(pl01) 92 (A upr 0 (8))1(z — (u — 8)p — sp1) dA(p1) ds du dQ(z, p)

von Teilchenpaaren in (A, B) zum Zeitpunkt ¢ > 0 mit dy 4, o : [0, u] — R?
def T — _90 9 falls s S [07 %)
A 01 w(s) = u u
r—(u—s)p—(s—35)p1 ,fallss e[y,

(Mittelpunkt des betrachteten gestreuten Pfades), wobei wir wieder maximal ein Streuer-
eignis auf dem zusammengesetzten Pfad zulassen. Zur Erinnerung: mit der Gleichvertei-
lung A auf der Einheitssphire S? haben wir Q = A2 ® A und

2h(arccos (1, ¢)) _ 20(Pp10)
sin (arccos (1, ¢)) sin(¢y, )

Clolpr) =

(mit dem (Streu-)Winkel ¢, ., € [0, 7] zwischen den Vektoren ¢, und ¢). Die im Vergleich
zum zweidimensionalen Fall hohere Komplexitét resultiert zum einen aus dem Auftreten
des zweidimensionalen Integrals iiber S? und zum anderen aus der komplexeren Gestalt der
Detektionsraume. Zur Diskretisierung des Terms miissen wir zunéchst die Gleichverteilung
A auf S? genauer spezifizieren. In [Als1], Kapitel 25 wird gezeigt, dass der Zufallsvektor

To (P,0) oo (cos ® cos O, sin P cos O, sin O)

fiir stochastisch unabhéngige Zufallsgrofen ® gleichverteilt auf [0, 27r] und © mit M-Dichte

d(9) = 3 cos (0)1(_= =)(0) eine Gleichverteilung auf S? besitzt. Fiir eine beliebige messbare

g
Funktion F : S? R erhalten wir daher

/ /%/ 1 cos () F(T'(¢,0)) db do. (12)
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Das zweidimensionale Integral iiber S? zerfillt also in zwei eindimensionale Integrale, die
numerisch einfach zu bestimmen sind. Genau wie in 8.2 zerlegen wir den Detektionsraum
A; ; eines Detektors D; ; in disjunkte Strahlen. Sei k;d(w b) o k(4,w,b). Dann erhalten
wir

A,
= {(z,9) € C° x S*|Erster Schnitt von 0 < a — x — ap und IC liegt in D, ;}
= U U {(z,¢) € C° x S?|Erster Schnitt von 0 < a +— x — ayp

a2 B bel U B

‘m

und OC ist k%(w,b)}

= U U U U {z € C°|Erster Schnitt von
we[ 2R 2miy pe(G=Dh jhywi€Rw wa€[~F,5)
0<a— x—al(w,ws) und OC ist kg(w,b)}

= U U U U Im(kg(w,b) + aT (w1, wz)|a > 0),

6[277(1 1) 27rz)b€[(] Hh ]h)’wleRw w2€[ g %

mit der Menge R,, aus Abschnitt 8.3.1. Zur Erlauterung: Ausgehend vom Detektionspunkt
kg (w, b) (Austrittspunkt des Teilchenpfades) ist die Menge der zuldssigen (in das Aufere
von C' zeigenden) Richtungen gleich

def

Ry = {T(wl,wg)

T
Ro.uz€ [-5.5)}
w1 € Wy € 579

Nach Konstruktion steht die Tangentialebene im Punkt k:%(w, b) € OC an den Zylinder
C senkrecht auf dem Richtungsvektor (cosw,sinw,0) € S?. Unter Beriicksichtigung der
Definition von R, bilden daher die Vektoren

{(coswy,sinwy,0) € S?|w; € Ry}

die Menge der (abhéngig von w) zuldssigen Richtungen, die senkrecht auf der Zylin-
derachse stehen. Diese formen einen Halbkreis vom Radius 1 mit Kurvenmittelpunkt
(cosw, sinw, 0). Dieser Zusammenhang wird von Abbildung 14 veranschaulicht. Sdmtliche
zuldssigen Richtungen in S? erhalten wir anschaulich gesehen, indem wir diesen Halbkreis

um den Vektor (cosw,sinw, 0) rotieren, wodurch als Rotationskorper die Halbkugel

Ry = {T(wl,wg) = (coswy cos Wy, sin wy cos wy, sinwy) € S?|lwy € Ry, wy € [—g, g)}
entsteht. Diese bildet die Menge der abhéngig von k% (w, b) beziehungsweise w zuléssigen
Richtungen. Selbstverstédndlich kénnten wir die umsténdliche Berechnung von R, bei der
Datenauswertung vermeiden und einfach simtliche Richtungen aus S? betrachten. Da-
durch verdoppelt sich zwar der spétere Rechenaufwand bei der Auswertung der Daten
(doppelte Anzahl an Richtungen im diskreten Fall), das Ergebnis wird jedoch durch die
zusatzlichen unzuldssigen Richtungen nicht verfilscht, da die Funktionen p, v und g, au-

fserhalb des PET-Zylinders nur den Wert 0 annehmen.
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Tangentialebene

PET-Zylinder

(cos(w),sin(w),0)

{(cos(w,),sin(w,),0)| w,aus R,}

Abbildung 14: Die Tangentialebene an den PET-Zylinder im Detektionspunkt k%(w,b)

mit dem zugehorigen Richtungsvektor (cosw,sinw,0) und der Menge
{(coswy,sinwy,0) € S?|lw; € R,} der zuldssigen Richtungen, die senk-
recht auf der Zylinderachse stehen.

Fiir die Auswertung bendtigen wir erneut eine obere Schranke fiir die Lange der zu be-
trachtenden Pfade. Fiir einen ungestreuten Pfad kann die Lénge des sich im Inneren eines
PET-Zylinders mit Durchmesser d und Hohe h befindenden Teilpfades héchstens

c = Vd*+ h?

und fiir einen einfach gestreuten Pfad hochstens 2¢ betragen. Analog zu den Uberlegungen
im zweidimensionalen Fall erhalten wir somit mithilfe von (12) die modifizierte erwartete
Anzahl

MSAS
M All ]1’ '52 ]2

_ / . ﬁ m/ / = cosus exp( /Ocoz(kg(w,b)—uT(wl,wg)) du)

</ 9= (ké<wa b) — UT(’LU1,7~U2)) du) La,,, (/@(w,b) - CT<w1,w2>)
0 2 2,72 2
dwg dw1 db dw

AR N

u(k%(w,b)—sT(wl,wQ)) exp( / b (kg (1,) — T (s, w2)) du)

0

5 COS W3 COS Uy

exp(— /0 Ca(kg (w,b) — $T(wy, ws) — uT(vy,vs)) du)

C(T(wy,we)|T (v1,v9)) </08 g- (k%(w, b) — uT (wy,ws)) du
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{(cos(w,),sin(w,),0)| w,aus R,}

(cos(w),sin(w),0) (cos(w),sin(w),0)

S'x{0} s

Abbildung 15: Konstruktion der abhingig von w zulissigen Richtungen R, C S2.

+/chz(k:g(w,b) — ST (wy, ws) — uT(vy, v2)) du)

14 (kg(w,b) — sT(wy, wq) — CT(Ul,U2>> dvy dvy ds dws dwy db dw

12,72

von registrierten Teilchenpaaren im Detektorenpaar (A;, j,, A, j,) bei Annahme der Positronen-
Punktquelle z. Die entsprechende Darstellung durch Pfadintegrale lautet

MSAS
M (All ]17 12 ]2

_— COS W9 eXp
27T(11 ) <J1 Hh ~
(/ka (w,b),w1q,wo

c 27 g 1
R A O T
exp<—/ p(z) dx) exp(—/ u(z) + v(z) dx)
Vi g (w,b),w1 w3 [0,5] ~
b

C( ) T ) [ o(a) do
A/k%(w,b),s,wl,w%vl,vz
1{1}(]Im( k g (w,b),8,w1,w2,v1 vz) N Dig,jg‘) d?)g dUl ds dUJQ dw1 db dw

u(z) + v(x) dx)

k g (w,b),wy,wg
2

gz(ilf) daf) 1{1}(|Im(7k% (w,b),wl,wg) N Di27]’2|) de dw1 db dw

k g (w,b)—sT (w1, w3),v1,v2
2

mit den Pfadfunktionen v, o, ws» Vy.s.01.ws,00.00 : 105 2¢] — R3,

def
Vywrws (V) =y — 0T (wr, wo)

und

def |y — vT'(wy, ws) , falls v € [0, 5]
Vy,sw1wz 01,05 (V) =
y — sT(wy,we) — (v —8)T(vy,v2) , falls v € (s, 2],
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mit y € R?, v, w;y € [0,27], vo,wy € [=5,%] und s € [0,¢] (¢ > 0). Genau wie im zwei-
dimensionalen Fall approximieren wir diesen Integralterm durch Riemannsche Summen.

Dazu setzen wir fiir alle j € Z

u = j—c, w; dof 210 dhdef]h

ny U n3
mit nq,n9,n3 € N, ny = myn fiir ein my € 4N und n3 = maym fiir ein m3 € N. Mit dieser
Notation erhalten wir fiir jedes Voxel v € V und jedes Detektorenpaar (A;, ;,, Ai,.j,)
eine diskretisierte Version M;“SAS(AHJU A, j,) der modifizierten erwarteten Anzahl von
Teilchenpaaren in (4, ;,, Ai, ;,) bei Annahme einer Positronen-Punktquelle im Pixel v. Es

gilt

MMSAS(Aihh ) Ai2 j2)

i1mo—1 Jjimsz—1 n2 -1 c ni
— E E E g exp (_n_ E a(k%(wkl, hi,) — urT(wll,wb)))
k:1 (’Ll 1)m2 k’z (jl 1)m3 llGka l27 4 1 r=1

cos (wy,) <Z G (k?g (Wi, s Pky) — w T (wyy, le)))

1Ai2 J2 (k‘é (wkl’ hk2) - CT(wlm wlz))

i1mo—1 Jjimaz—1 ny N2

A S S S 3 3 3 S

ki1=(i1—1)mgo ka=(j1—1)ms3 lleka lo=— "2 s=1 p1=1py=— n2

COS ’LU COS (W
n1n2 l2) ( pz)

S

C
I/(kg (wkw hkz) - uST(wll ) wl2 exp <_n_ :U’ g wk17 hkz) - UTT(wllﬂ le)))
r=1
exp (_nil Tzl a(k% (wk’m hkz) - UST(wlp wlz) - uT‘T(wm ) wp2))>

C(T(wlu wlz)|T wpuwpz (Z v (k4 wku hk2) - urT<wll7wl2>)

2

+ Z 9o ka wkla hkz) - uST(wh ) wlz) - uTT(wpmwpz)))

2

1A‘ j (k% (wklv hkz) - uST(wluwlz) - CT(wpuwm))?

12,72

27r ch

wobei wir den in beiden Summanden auftretenden Faktor - Vernachlass.1gt haben.

8.3.4 Bestimmung der Systemmatrix fiir das Modell MSAMS im
dreidimensionalen Fall

Unter Verwendung der im vorherigen Abschnitt hergeleiteten Darstellungen der Detek-
tionsrdume und der zweidimensionalen Integrale beziiglich der (Post-Streu-) Richtun-
gen erhalten wir auf dhnliche Weise eine Formel fiir die modifizierte erwartete Anzahl
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MMSAMS(A, oAy o) von Teilchenpaaren in (4, ,, Ay, j,) bei Annahme einer Positronen-
Punktquelle im Punkt z € C' im Modell 3D-MSAMS mit mehrfacher Streuung. Fiir belie-
bige i1,42 € {1,...,n} und ji,j» € {1,...,m} mit (i1, j1) # (i2, j2) gilt

MSAMS
M <A117]17 Z2a.72

27 27 5 k
= | | COS W),
27f(21 1) JUi1-Dh l)h _x _T 0 _z
=0 w 2 2 2 p=0

k+1—p

P (_ /% ) dx) H’/(’fg ; STT(Uk-I—l—rawk-‘rl—r))

li[ (Vs wp) [T (Vp—1, Wp-1)) (/% 9:(x) dl’) Loy (Tm(yx) N Dy o)

dwqy dvg - - - dwg_1 dvg_q dsy - - - dsy dwy, dvg, db dw,

wobei wir abkiirzend 7 fiir die Pfadfunktion i, (w,)k.s1,....s.00, 00 wosswy, © [0, 00 — R3
definiert durch ’

k
k

<w7 b) - UT(Uka wk) U E [07 31]
(w, b) — $1T (v, wy) — (v — 1) T (Vg—1, Wk—1) LU € [s1,51 + S2]

(v) =

ka(w,b) = 30, T (vpa-t, wier) = (v = 300, s0)T (vo, wo) v € [Y1L, s1,09)

geschrieben haben. Die Anordnung der Streuereignisse auf den betrachteten Pfaden haben
wir analog zu den Ausfithrungen im Abschnitt 8.3.2 vorgenommen. Man beachte, dass wir
die Nummerierung der Streuereignisse (aus demselben Grund wie in den vorherigen Ab-
schnitten) entgegengesetzt zur Flugrichtung des betrachteten Teilchens und die Numme-
rierung der (Post-Streu-)Richtungen konsistent mit der Flugrichtung vorgenommen haben.
Unter Verwendung der zuvor eingefiithrten Notation ergibt die Approximation dieser Inte-
gralformel durch Riemannsche Summen fiir jedes Voxel v € V und jedes Detektorenpaar
(Ai,j1» Ay ) eine diskretisierte Version MMS*MS(A; . Ay, ) der modifizierten erwarteten
Anzahl von Teilchenpaaren in (4;, ;,, A;, j,) bei Annahme einer Positronen-Punktquelle
im Pixel v. Diese besitzt die Gestalt

“rMSAMS
Mv (Ail,jl ) Aiz,j2)

or \k i1mo—1 jims—1 n42 Loy n1 ng %_1
=3 () X X X XXy
(nln h=>G1—-1)m2 l2=(j1—1)m R =12 51=1 sp=1pgr_1=1 —_n2
1=(i1 2 l2=(j1 8 pk€Rw, ar=—"¢ 51 k=lpp—1=lg, =—"2

T e S k
E : E : HCOS (qu)HC(T(wpwqu)|T(wpz 1 W)
Po=1 gg=—"2 1=0 1=1
k k+1-1
HV(]C% (wlw hlz) - E usrT(ka+17'r7w(Ik+lfr))
=1 r=1
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ni k
C
€xp (_n_l Z o <k}% (wl17 hlz) - Z uSrT(wkarkrv qu+177‘) - ulT(wpm wqo))
=1 r=1
k Sy -1
C
_n_l Z Z o (kg (wiy, huy) — Z Us, T (W yy s Wayy ) = Un T(Wpy qu+1z)>)
=1 =1 r=1
k Sy -1
<Z Z Gv (/ﬂg (wlm hlz) - Z uSTT(wpk+l—7‘7 qu+17r) - uTlT(wpkazv kaJrl—l))
=1 r=1 =1
ni k
+ Z Gv <k% (wh? hl2) - Z uSrT(kaHfM qu+17r) - ulT(wpm wqo)))
=1 r=1
k
1Ai2,j2 <k3% (wln hlz) - Z usrT(wpk+l—r7 w(Ik'-H—r) - CT(pr, w%)) .
r=1

Man beachte auferdem, dass wir den in sdmtlichen Summanden auftretenden Faktor

2 . .
2rch yernachlissigt haben.
ni n2n3

8.4 Ein alternatives Auswertungsverfahren zur numerischen
Implementierung

Das in den vorherigen Abschnitten Stiick fiir Stiick entwickelte Auswertungsverfahren ist
eine natiirliche Konsequenz aus dem stochastischen pfadbasierten Modell der Photonen-
Diffusion. Das Verfahren ermdglicht eine theoretisch gangbare, praktisch jedoch sehr re-
chenintensive Auswertung von PET-Daten unter Beriicksichtigung der realen Absorptions-
und Streuungsphysik. Wiirde man mithilfe der oben entwickelten Formeln die Koeffizien-
ten (Mv(Aj,Ak))veyake{lw,,n},#k der Systemmatrix bestimmen, so konnte man bei der
Auswertung je nach Datengrundlage beziiglich der Absorption und Streuung die auftre-
tenden physikalischen Effekte in nahezu beliebiger Genauigkeit einkalkulieren. Jedoch
geht die Bestimmung der Koeffizienten mit einer sehr grofen Komplexitét einher. Man
beachte, dass bereits im zweidimensionalen Fall bei einer relativ groben Aufteilung des
PET-Scanners in 128x128 Pixel und bei angenommenen 1282 Detektorenpaaren insgesamt
128 = 2% = 268.435.456 Koeffizienten unter Beriicksichtigung simtlicher méglicher Teil-
chenpfade innerhalb des Scanners berechnet werden miissen. Da die bendtigte Rechenzeit
im medizinischen Alltag eine iiberaus wichtige Rolle spielt, wére es klug, das oben ent-
wickelte Verfahren zu modifizieren und durch eine Rechenzeit einsparende Methode zu
approximieren. Wiinschenswert wére es, fiir die Berechnung eines jeden Koeffizienten der
Systemmatrix anstelle unzdhliger Integrale iiber sdmtliche moglichen Pfade jeweils nur
ein Integral fiir die ungestreuten und ein Integral fiir die gestreuten Teilchen auswerten
Zu missen.

Als Grundlage unserer Uberlegungen betrachten wir das Auswertungsverfahren des auf
einfache Streuung ,gestutzten” Modells 2D-MSAMS aus dem Kapitel 8.3.2. Das heifst, wir
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betrachten nur die ersten beiden Summanden

MI\{SAMS (A],Ak)

/(/ exp - / <>+u<x>dx)(logz<x>dx)

14y (Im(y0) N Dyl) d dw

27y

AQ ) / / / TL —sp(so)) exp(— L () + v(z) da:)
ctelon) [ o daz) Loy (Tm(on) 0 D) deos ds dip oo

Die erste offensichtliche Moglichkeit zur Vereinfachung wiére, die Integralformel fiir die
Koeffizienten (wie in den vorherigen Kapiteln beschrieben) derartig grob durch Riemann-
sche Summen zu approximieren, dass jeder Detektor des diskreten Modells nur noch aus
genau einem Punkt besteht. Dadurch wiirde die Summe iiber die Detektionspunkte (die

L
erste Summe Z] ¢

a der Formel aus dem Kapitel 8.3.2) bei der Berechnung wegfal-
len und zudem fur ungestreute Teilchen nur noch genau ein Pfad fiir die Registrierung
der entsprechenden Koinzidenz moglich sein: die Verbindungsstrecke zwischen den beiden
punktférmigen Detektoren. Nach dem Festlegen des Streupunktes gilt dies genauso fiir die
einfach gestreuten Teilchen, deren Pfade durch den Anfangs-, den End- und den Streu-
punkt eindeutig festgelegt sind. Das Problem bei einer derartig groben Diskretisierung ist
der aus der Missachtung der tatsidchlichen Geometrie des PET-Scanners resultierende In-
formationsverlust, wodurch bei der Auswertung unbrauchbar unscharfe Bilder entstehen
wiirden. Ziel ist es also, geeignete Gewichtsfunktionen fiir die Pfadintegrale zu bestimmen,
mit denen bei der Auswertung mittels punktformiger Detektoren ein wesentlicher Teil der

Informationen beziiglich der Geometrie des urspriinglichen Modells erhalten bleiben.

8.4.1 Modifizierung der Systemmatrix-Koeffizienten

Zur Charakterisierung der zu bewahrenden Informationen betrachten wir zunéchst aus-
schlielich die ungestreuten Teilchen. Im urspriinglichen Modell besitzen die Detektoren

(D;)j=1,...n €ine positive Ausdehnung, wobei an

D, = Im(:c — gp(x)‘x < [QWU - 1)’ 27Tj>)

n n

mit p(z) = (cos(z),sin(x)) € R? erinnert sei. Der PET-Scanner C' ist in unserem Mo-
dell das Bild der Abbildung w — %p(w) mit dem Kreisdurchmesser d > 0, wobei die
Detektoren D; und Dy durch die Winkelbereiche [w;_1,w;) beziehungsweise [wg_1,wy)
mit w; = 277” reprasentiert werden. Sdmtliche Pfade von ungestreuten Teilchenpaaren,
die vom Detektorenpaar (D, D) registriert werden, verlaufen innerhalb der parallelen
Verbindungsfliche der beiden Detektoren, die wir fortan mit R;; bezeichnen. Zu jedem

Punkt x € R;}; existiert eine Schar von linearen Pfaden zwischen D; und Dy, die durch
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den Punkt z laufen. Um so tiefer der Punkt x im Inneren des PET-Scanners liegt, desto
grofer ist die Anzahl der Pfade, die ihn beriihren. Die relative Anzahl dieser Pfade ist
durch die Groke ¢; 1, des entsprechenden Winkelbereichs gegeben, die wiederum von der
Position des Punktes # und von der Breite h;; der Verbindungsfliche R;; abhéingt. Zur
Veranschaulichung der Terme R, ; und ¢, , dient Abbildung 16.

Abbildung 16: Skizze der zu einem Detektorenpaar (D;, Dy) gehérenden Verbindungsfé-
che R;j; mit der Breite hjj, und dem Winkelbereich ¢;j, des Punktes
x € Rj,k-

Es gilt
Phij-1 oS Pk—1,j
2
(Berechnung mithilfe der Erkenntnisse tiber die Geometrie von Kreissehnen) mit den Win-

d
hjr = 2|cos

keln ¢, j—1 und ¢y_1,; zwischen den Vektoren (cos(wy), sin(wy)) und
(cos(w,;_1),sin(w;_1)) beziehungsweise (cos(wg_1),sin(wg_1)) und (cos(w;), sin(w;)), wo-
bei wir vereinbaren, dass wir mit dem Winkel immer den kleineren der beiden méglichen

Winkel zwischen den Vektoren meinen, also etwa
prj—1 = arccos ({(cos(wy),sin(wy)), (cos(w;-1), sin(w;-1)))) <.
Fiir diesen wollen wir abkiirzend
I ((cos(wy), sin(wy,)), (cos(w;_1),sin(w;_1)) bezichungsweise <% (p(wy), p(w;j_1))

schreiben. Mit dieser Notation gilt ferner

d

®j ke = min {<($ - gp(wk—l)a T — 50(%‘)) , <I<fl‘ - gﬂ(wk)»l‘ - gl)( j—l)) }

Diese Grofen reprasentieren das quantitative Verhéltnis der Mengen der Pfade durch
die Punkte x € R,;;. Bei der Berechnung der Koeffizienten ermoglicht uns daher die
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Gewichtsfunktion
def
Wik(T) = Pjka

anstelle der einzelnen Pfadintegrale nur noch das Integral iiber die Flache R, zu betrach-

ten. Nach obigen Voriiberlegungen entspricht die modifizierte erwartete Anzahl

2mg

/<> / exp (— /7 () + () dx> (/7 0.(z) dx) 1oy (m(0) N Dyl) dip dus

der registrierten ungestreuten Teilchenpaare des im Abschnitt 8.3.2 entwickelten Auswer-

tungsverfahrens qualitativ dem Term

(- [ ) ale) + () w) [ alr)g()

d - rhjk d : ,
= exp (—/ / (T a<§p(wj,1) + ap(w + wk2+ wjfl) + bp(%)) db da>
0o Jo
4 rhi d T+ W + Wi Wk + Wi—1
Wik - 9. =p(wj—1) + ap J +bp( ——2L—1)) db da,
[ e (ot - ap () (M5

wobei wir fiir die letzte Gleichheit beriicksichtigt haben, dass die zu integrierenden Funk-

tionen o = p + v und ¢, aukerhalb des Scanners nur den Wert 0 annehmen. Ahnliches
gilt fiir die Pfade der (einfach) gestreuten Teilchenpaare: Abhéngig von der Position des
Streupunktes s und der Lage der Detektoren verlaufen samtliche Pfade von D; nach Dy,
durch eine durch j, k und s eindeutig bestimmte Flache S; ;U Sy 5. Dabei bezeichnen S;
und Sy s die Verbindungsflichen zwischen den Detektoren D; beziehungsweise D) und
dem Punkt s. Abhéngig von der Lage der Detektoren D; und Dy und der Punkte s und z
unterscheiden wir zwei Félle. Zur Veranschaulichung dienen die Abbildungen 17 und 18.

Fiir einen Punkt z € S; ;U S s lésst sich die relative Anzahl der Pfade durch = und s auf
ahnliche Weise wie beim ungestreuten Fall geometrisch bestimmen: Liegt = beispielsweise
in S;, so ist der Teilpfad innerhalb von S, durch die Punkte s und x bereits eindeutig
festgelegt. Lediglich innerhalb von Sy, s gibt es fiir den Pfad noch einen gewissen Spielraum,
nédmlich den von j, k und den Positionen der Punkte s und z eindeutig festgelegten (Streu-)
Winkelbereich [@; k s.2.1, @jk,s2,2] (Fall 1) beziehungsweise [0, ¢,k s,2,1] in die mathematisch
negative und [0, ¢; s s.2] in die mathematisch positive Richtung (Fall 2). Man beachte,
dass der zweite Fall wegen der in der Realitdt meistens sehr kleinen Streuwinkel h&ufiger
auftritt als der erste. Wir definieren fiir beliebige j,k € {1,...,n} mit k > j

qu}k,s,ac,l = d

gt | I(s =z, p(wj1) —s), x € Sps
A(s —z, gp(wp—1) — 5), x € Sj,

5 det | (s —z, 4p(w;) —s), x € Sis
ik,s,x,2
’ I(s —x, dp(wy) —s), =€ Sy

und
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Abbildung 17: Fall 1: Skizze der zum Detektorenpaar (D;, Dy) und dem Streupunkt s
gehorenden Verbindungsfliche S ;U Sy s mit dem zu j, k, s und dem Punkt
x gehorenden minimalen Streuwinkel ¢ ;1 und dem maximalen Streu-
winkel @; 522

d/i2*p(w;) DJ d/i2*p(w,,)

d/2*p(w,)

D,
d/2"p(w,)

Abbildung 18: Fall 2: Verlauft der Pfad R 3 a +— x4+ a(s — x) durch beide Teilflichen S
und Sj s, so ist der minimale Streuwinkel gleich 0 und wir erhalten zwei zu
J, k,s und = gehorende maximale Streuwinkel ¢; 1 51 und @k s 2 2.

Mit dieser Notation kénnen wir mit dem eindeutig bestimmten [ € {7, k} mit x ¢ S
den ersten Fall durch die Eigenschaft max {¢;xs2.1, ®jksz2} > ¢1s und den zweiten Fall
durch max {@; y s.2.1, @jk,sz2} < @1, charakterisieren. Da die verschiedenen Streuwinkel ge-
mak des Streuungsprozesses unterschiedliche Eintrittswahrscheinlichkeiten besitzen, miis-
sen wir bei der Bestimmung einer geeigneten Gewichtsfunktion neben der Geometrie der
Flachen S;¢ und S auch die (Henyey-Greensteinsche) Streufunktion h beriicksichtigen.
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Wir definieren die Gewichtsfunktion

I (ZE) d_ef QZJ:;S’;;Q h’(¢) d(b ) faHS max {¢j,k,s,w,17 (bj,k,s,z,Z} Z ¢l,s
‘,k,S - ik sj‘ z’ j.k,s,x
’ [Pkt p (@) dg + [P0 h(g) de , falls max {jpsm1s Dipsma) < Ous.

Der Wert I, (z) reprisentiert (genau wie w;(x) fiir die ungestreuten Teilchen) die
relative Anzahl der Pfade von D; nach Dy mit Streupunkt s durch den Punkt x. Mit

dieser Notation entspricht die modifizierte erwartete Anzahl

/< ) / / / e - sp(so)) oxp (— L 1 () + v(x) daz)
Cleler) (/m 9-() dx) 1y (JIm(v1) N D) dey ds dp dw

der registrierten (einfach) gestreuten Teilchenpaare des im Abschnitt 8.3.2 entwickelten

Auswertungsverfahrens qualitativ dem Term

[ vts) (- [ o ) () w) [ Tkl d ds

Das alternative Auswertungsverfahren verwendet also Fldchenintegrale anstelle der In-
tegrale iiber die einzelnen Pfade. Jedem Punkt z in der betrachteten Fliche wird ein
Gewicht w;,(x) (im ungestreuten Fall) beziehungsweise [, s(z) (im einfach gestreuten
Fall) zugewiesen, welches der relativen Anzahl der Pfade von D; nach Dj durch den
Punkt = (im ungestreuten Fall) bezichungsweise der relativen Anzahl der (mit der Henyey-
Greensteinschen Streufunktion h(¢) des entsprechenden Streuwinkels ¢ gewichteten) Pfa-
de von D; nach Dy durch den Punkt z und den Streupunkt s entspricht. Wir erhalten die

modifizierte erwartete Anzahl
MMSAMS (D]; Dk)
def exp<_/ wj(z)(p(r) + v(x)) dx)/ wjk(2)g.(z) dx
R; R

. ik
I

+ /C u(s) exp(— /S o Tk pa) + ) dx) /S "

gemessener Teilchenpaare in (D;, Dy) bei Annahme der Positronen-Punktquelle z € C mit

ks (‘T)gz (IL‘) dz ds

der Absorptionsratenfunktion p, der Streuungsratenfunktion v und der von der Positronen-
reichweite abhéngigen Dichte g, des Photonenpaar-Emissionsortes. Der erste Summand
entspricht gerade dem Anteil der ungestreuten Teilchenpaare und der zweite Summand
dem Anteil der gestreuten Teilchenpaare. Man beachte, dass fiir alle j, k und z nach obigen
Ausfiithrungen

MMSAMS( ),(1 )(D],Dk) _ K]kZMMSAMS (0),(1 (A],Ak;)

gilt fiir eine geeignete von j, k und z unabhangige Konstante K. > 0. Daher macht es
qualitativ keinen Unterschied, welche Familie von Koeffizienten wir fiir die Datenauswer-

tung verwenden.
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Bei der numerischen Implemetierung des zweiten Summanden von M2 SAMS’(O)’(I)(D]', Dy,)
miissen zum einen fiir jeden Streupixel s und jedes Detektorenpaar (D;, Dj,) die Fléachen
Sjs und S s berechnet und zum anderen fiir jede Kombination j,k € {1,...,n} (mit
k > j) und Pixel s und = die Winkel ¢; 1 s »1 und ¢; s 5,2 bestimmt werden. Deswegen ist
die Datenauswertung mithilfe der Koeffizienten (M;ASAMS’(O)’(D(D]-,Dk))j,ke{lwn},sev der
Systemmatrix aus numerischer Sicht trotz der Verwendung der Flachenintegrale noch im-
mer aufserordentlich aufwéindig. Dagegen ist jedoch zu erwéhnen, dass die oben genannten
Flachen und Winkel globale Konstanten des betrachteten PET-Scanners darstellen, die
im Vorfeld einmalig berechnet und gespeichert werden kénnen. Ebenso ist zu beachten,
dass beim Flichenintegral der Dichte g, des Photonenpaar-Emissionsortes (bei Annahme
der Positronen-Punktquelle z) lediglich der Triger von g, berticksichtigt werden muss,
welcher bei geeigneter Verteilungsannahme eine sehr kleine Ausdehnung besitzt.

8.4.2 Approximation der modifizierten Systemmatrix-Koeffizienten

An dieser Stelle wollen wir eine Naherung der Koeffizienten ]\;[QISAMS’(O)’(U(D]-,D,C) vor-
stellen, die génzlich auf die Verwendung von Flachenintegralen verzichtet und dennoch
Informationen beziiglich der urspriinglichen Scanner-Geometrie beriicksichtigt. Diese Né&-
herung erhalten wir anschaulich, indem wir die geometrische Ausdehnung § = 22%? (> 0)

der Detektoren gegen 0 gehen lassen. Die Detektoren werden reprasentiert durch die Kreis-

bogenabschnitte
d d
D; = {gp(a)‘a € (wj,l,wj]} = {Qp(wj — a)‘a € [0,5)}
mit w; = 2% fir j=1,...,n. Es gilt
d
D 7= {50ten}

. def
Wir setzen d; =

4p(w;) und erhalten die Menge {d;|j = 1,...,n} der punktférmi-
gen Detektoren. Um die gewlinschte Naherung zu erhalten, betrachten wir nun den Li-
mes lims_o M." SAMS’(O)’(I)(Dj, Dy.), wobei wir aus rechentechnischen Griinden die im Term
Mysars 01 (Dj, Dy) auftretenden (ebenfalls von § abhéngigen) Gewichtsfunktionen w; =
Wjgs und s = Ik s durch Hinzufiigen des Vorfaktors 5i modifizieren. Der globale
Vorfaktor hat keinen Einfluss auf die Qualitdt der Auswertung. Seine Verwendung fiihrt
lediglich zu einer weiteren Umskalierung der Ergebnisse.
Zur Bestimmung des obigen Grenzwertes fithren wir einige Voriiberlegungen durch: Fiir
die Breite h;; = hjjs der parallelen Verbindungsflache R, der Detektoren D; und Dy

gilt offensichtlich

hjnwe 0,
sowie
d h = 1i h
46 ROy T g g ke
= lim lg cosM — COS Ph_1j
6—00 2 2 2
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. 16]cos (w“’j; L) —cos (%52)  cos (1) — cos (P2LL)
= M5y : :
() o

wobei wir bei der vorletzten Gleichheit die Kettenregel der Differentialrechnung verwendet
haben. Sei nun fiir beliebige x = (z1,72),y = (y1,92) € R?

dla,y) & e — )+ (@2 - )
die (messbare) euklidische Abstandsfunktion. Ferner definieren wir
drn(z) = min{d(z,d; 1), d(z,d;)} und &P (x) = max{d(z,d;1), d(z,d;)}.

Fiiralle j € {1,...,n} und z € C gilt aufgrund der Kreisgeometrie d7***(z) = max{d(z,y)
ly € D;}. Da g, auferhalb von C' nur den Wert 0 annimmt, gilt auferdem

/ Lo ()9 () do

//de) [T gz<8+add( d)+bp<arccos<<cijé,_dj)>l>_g>>dbda

€ R? bezeichne) mit der Hohe

(wobei ( d(é ) ) die erste Komponente Vektors (S d)

hj,s,& = tan (¢j7575)d(57dj).

(Lénge der Gegenkathete von ¢, ;s im rechtwinkligen Dreieck

A(s d],8+\/hys6+d(5 d;)? j(sl—dj_f)>

Dabei ist p(arccos ((%} ) — %) ein auf 2=
Veranschaulichung dient Abbildung 19.

d( d B senkrecht stehender Richtungsvektor. Zur

h56

Wie im ungestreuten Fall wollen wir nun den Limes lims_ o = betrachten. Fiir den

Winkel ¢; ;s ergibt sich mithilfe des Kosinussatzes

d(S, dj)2 + d(S, dj_1)2 — 52>
Qd(s,dj_1)d(8,dj)

Gjss = arccos(

Dabei haben wir zur Vereinfachung angenommen, dass d(d;_1,d;) = ¢ gilt. Diese Vereinfa-
chung ist in Anbetracht der spéateren Grenzwertbetrachtung wegen limg_.q M =1

(mit d;_1(6) o 4p(w; — 8)) unproblematisch. Sei ¢;, der zum Punkt d; gehdrende Innen-
winkel des Dreiecks A(s, d;,d;_1). Dann gilt mithilfe des Kosinussatzes

d(S, dj_1)2 == 52 + d(s, dj)2 - 25d(8’ d]) COs QOJ}S'

109



ah,./d(s.d) /ms(«d,-s)/d(s,d.)x)+n/2)

(d-s)/d(s,d,)

Abbildung 19: Veranschaulichung der neu eingefiithrten Notation.

d.(9)

d d(s,d) b

Abbildung 20: Geometrische Interpretation der Grenzwertbetrachtung lims_.g ¢, s.5.

Wir verzichten hier bewusst auf die Abhéngigkeit des Winkels ¢; ; von §, da wir diesen
in unserer Grenzwertbetrachtung als Konstante auffassen wollen. Dadurch bewirken wir,
dass fiir 0 — 0 der Punkt d;_;(d) entlang der Verbindungsstrecke der Punkte d; und d;_;
gegen d; wandert (vergleiche Abbildung 20).
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Es gilt
62 +d(s,d;)? —d(s,dj_1)?
260d(s, d;)
mit der tatsdchlichen Detektorausdehnung oy > 0 und den tatsdichlichen Randpunkten d;_;
und d; des Detektors D;. Mit dieser Notation erhalten wir

2d(8,dj)2 — Qd(S,dj)(SBj’s >
2d(s,d;)\/6% + d(s,d;)? — 2d(s,d;)0 B; 5/

def
Bjs = cosp;s =

Djss = arccos(

Fiir die Hohe h; 4 5 gilt offensichtlich h; s P 0, sowie unter Verwendung obiger Darstel-
lung des Winkels ¢; s

d .
%hj,s,é _ - (1521(1) ghj,s,(s
. d(87 d )
= 1im 2 a5,

\/1 . ( 2d(8,dj)2—2d(57dj)6Bj73 2

d(s, d;) 2d(s,d;)/62+d(s,d;)2—2d(s,d; )0 B; s

—0 0 2d(s,d;)°~2d(s.d;)5B,. (14)
2d(s,d;)/62+d(s,d;)2—2d(s,d; )0 B; «

_ lim d(é’, d]) Qd(S, dj)(51 /1 — B?,s

6-0 0 2d(s,d;)* —2d(s,d;)0 B3

— 2
= \/1- B2,

= sing;j,.

Wir wenden uns nun den Grenzwerten der Gewichtsfunktionen fiir 6 — 0 zu. Im unge-
streuten Fall schrumpft die parallele Verbindungsfliche R, der Detektoren D; und Dy,
auf die Strecke {d; + a(dy — d;)|a € [0,1]}. Fiir sémtliche Punkte = auf dieser Strecke gilt

Wiks(T) = Ojkes = Lid@de)oo) (AT, d5))0j25 + L0.d(@de)) (d(@, d}))Pras-

Die Gewichtsfunktion entspricht also dem Winkel ¢, , s, falls d(x,d;) > d(z,dy), sonst
dem Winkel ¢y, 5 (vergleiche Abbildung 21). Wir haben in (14) gezeigt, dass d%hj7575|510 =
d%d(s, d;)tan (¢;s6)|s=0 = sing;, gilt. Da es sich bei h;4s um eine Verkettung differen-
zierbarer Funktionen handelt, folgt daraus

sin ;i d

d(s,d;)  do tan ((bj’sﬁ)’

a4,

 cos? Gj.s5.0|6=0 dO 3:8,0
d

- %¢j,s,6

Im (einfach) gestreuten Fall schrumpft die Flache S; U Sy s bei Betrachtung des Limes

(15)

5=0

§ — 0 gegen den stiickweise linearen Pfad ;s : [0,2] — R?,

) dj+a(s —dy) va€[0,1]
Yiks(a) = {5+(a—1>(dk_3) ya e (1,2].

111



p((Tm+2w,-0)/2)

Abbildung 21: Geometrische Interpretation der Gewichtsfunktion wjs(x) = @;k0s fur
einen Punkt x auf der Verbindungsstrecke der Punkte d; und dj.

Sei
Giks = A(s—dj,s—dy)

der Streuwinkel des Pfades v; ;.. Fiir alle x € Im(7; ) konnen wir die Gewichtsfunktion
schreiben als

f0¢k,s,5 h(@jps +@)dod ,x € {vrs(y)|y €0,1]}, wp —w; <7
Ligss(x) = fozkj Mjrs — d)dd x € {Vns(W)ly € [0, 1]}, wp —w; > 7
s, o P h(biks + 9o x € {vns(y)ly € (L2}, wp —wy <7
fo‘ﬁf’s"s hojrs —@)do o€ {vjrs(y)|y € (1,2}, wp —w; >m

def

(mit h(—¢) = h(¢) fiir alle ¢ > 0). Die zusétzliche Fallunterscheidung h(¢; s s+ ¢) bezieht
sich auf die beiden Moglichkeiten, dass der Pfad um den Winkel ¢, 5, ; entweder nach links
oder nach rechts gestreut wird. Mithilfe der Differentiationsregel

d 909 ,
5[ e = wig@)g @) (16)
dd J,

und (15) ergibt sich in beiden Féllen

h j,k,s in S
; ’ ) {W ;v € {vks()ly € [0,1]}
0

_1‘7’67575('7:) = h(¢; sin ;¢ (17)
s’ b= % @ € {ks(y)ly € (1,2]}.

Die Vorarbeit fiir die gewiinschte Grenzwertbetrachtung ist nun abgeschlossen. Mithilfe
von (13)-(17) und der Pfadfunktion v, : [0, 1] — R?

Yikla) = dj+ a(dy — d;)
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erhalten wir die Ndiherung

MMSAMS ,(0),(1 (d] ’ dk)

lim MMSAMS ,(0), (1)(D Dkz)
6—0

LU | 7T+1Uk+Wj—5
%E%[exp( // wjk(; a(d (6)—|—a,0< 5 )

Lp(BE 0 g, da>

[ fwnas (540 + ap (T (0
/V exp( //51 a(smj(;d;
sl () - )
LT s g v (55),) < 5)) )
([ [ ;2 w0 (s gy o e (75),) = 5)) o
LT o e (225 ) - 3)) )
g
O L L R R e e D
I R e
R O RO
[ (s a(sm 5)) )
([ e s (s i)
o [ i (0 (s + ) o)

d(d dk) Sln (90153) Sin (90k d +ai—>l dj ) d - d
o /
0

d(d ,dg)

d. L) d
d(djudk)_ a(]+ad<dj7dk)> ‘

/d(dj,dk) sin (%52) sin (¢,
B d

dj—d;
],dj+aW dk - d]
L) a a<dj " “a(a;, dk)> da
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a0 $in (£54) sin ( kd]+ad(?§;d ) (d X a ) .
0 d(dj,dy) —a ? d],dk
d(d;.dy,) SN (%) sin (‘Pjydﬁa%) d—dy
+/M a g < d d],dk ) d“)
d

d(s,d;) ah(gzﬁjk )sm% sin @, J
_ S S S d
+ /Cy(s) exp( /0 d(s, d;)d(s. dk Q(S+ad(s,d] > a

- /d(s’dk) ah(jn,s) SN ©js SN P s ( —° > da
; d(s, d;)d(s, dy)
/d(sd ) ah(pj.s) sin ;. sin Spks > da
) d(s,d;)d(s, dy)
d(s,dr,) ah(¢ & )SIHQOJ sin @y,
,8 s S . d d
+/0 d(s.d;)d(s, dy) <S+a sdk) a) i

! ; sin Yy, 4. ;
= exp (—/ sin (%) <1[071}(a) . LA 1(1,1)(G)M>a(7j’k(a)) da)
0 2 —a 2 a
1 :
([ Dhj sin gy 4, sin ;4
/O sin (—2]>(1[o,;1< )T T lanl)—= ’“)gz(%,k(a)) da

2 .
+ /CV(S) exp(—/o h(@jk.s)sin ;s sin @y, 5 (1[071](a)(1—a)%
d(s,d 2
+1(1,2)(a)(a -1) dEZ’ dk; ) Oé(’Yj,k,s(a)) da) /0 h(¢;k.s)sin ;s sin @y,

(1@ = 55 + 10~ DG )o-Ciauta) dads

der modifizierten erwarteten Anzahl gemessener Teilchenpaare in (Dj, Dy) bei Annahme
der Positronen-Punktquelle z € C', wobei die Existenz des Grenzwertes aus dem Satz von
der majorisierten Konvergenz folgt. Aus demselben Grund darf der Limes limg_o unter die
entsprechenden Integrale gezogen werden. Man beachte beim letzten Gleichheitszeichen,
dass fiir alle a € [0, 1] nach Konstruktion SN ;. (o) = SiNY; 4, gilt. Die Naherungen der
den urspriinglichen deutlich elnfacher Al bestlmmen, da hier anstelle von Flachen- nur
noch eindimensionale Pfadintegrale ausgewertet werden. Dabei sind die Informationen be-
ziglich der tatséchlichen Geometrie des PET-Scanners in den Vorfaktoren der jeweiligen
Integranden codiert. Mit den entsprechend den Ausfithrungen im Kapitel 8.3 diskretisier-
zudem numerisch gangbare Auswertungsmethode fiir PET-Daten.

Bei Beriicksichtigung von mehrfacher Streuung kommen weitere Summanden hinzu, deren
Berechnung die Einbeziehung der Streuwinkel sémtlicher Streuereignisse erfordert. Im Ver-
gleich dazu ist im dreidimensionalen Fall bereits die Bestimmung der auf dreidimensiona-

.....

deutlich komplexer, da wir hier anstelle von Verbindungsﬂachen Verbmdungsvolumina der
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Detektoren (als dreidimensionale Gebilde innerhalb des zylinderférmigen PET-Scanners)
betrachten miissen, deren Geometrie wiederum in die Gewichtsfunktionen und in die Vor-
(MsD_MSAMs,(O),(l) (d

faktoren der Integranden der Naherungen i1z djl,j2))Zec,il,iQE{l,.-.,n},jl,jQG

{1,...;m},(51,51) #(i2.52) eingeht.

8.5 Implementierung und erste Ergebnisse der Datenauswertung

In diesem Abschnitt préasentieren wir erste Ergebnisse einer Bildrekonstruktion basierend
auf dem zuvor entwickelten alternativen Auswertungsverfahren im 2D-Fall bei einfacher
Streuung. Zu diesem Zweck wurden mit einer Monte-Carlo-Simulation des Diffusionsmo-
dells insgesamt 10 Millionen Koinzidenzen fiir einen kreisférmigen PET-Scanner mit Radi-
us 1 und 128 gleichméfig auf dem Rand des Scanners verteilten Detektoren simuliert. In
diesem Modell ist also C' = K(0) der Kreis mit Radius 1 um den Nullpunkt des R?. Die Ko-
effizienten A72SAMS (01 (d;, dy) der Systemmatrix des alternativen Auswertungsverfahrens
wurden in vereinfachter Form (ohne komplette Beriicksichtigung der Scanner-Geometrie)
ebenfalls mithilfe einer Monte-Carlo-Simulation berechnet. Als zu rekonstruierende Quell-
dichte f wéhlten wir die (geeignet normierte) Summe der Indikatorfunktionen dreier sich
tiberlappender Kreise (vergleiche Abbildung 22). Weil wir die Qualitdt unseres Auswer-
tungsverfahrens vor allem im Hinblick auf die Beriicksichtigung von Streuereignissen be-
urteilen mdchten, wahlten wir die nicht-triviale Streuungsratenfunktion

V() = 4 1x, 4(0)\ ko7 (0) ()

Auf dem Kreisring K 9(0)\ Ko 7(0) haben wir also die konstante Streuungsrate 4 und im
Inneren des Kreises K 7(0) die konstante Streuungsrate 0 (keine Streuung). Die streu-
ungsbedingte Lebensdauer eines Teilchenpfades innerhalb des Kreisrings K (0)\ Ko 7(0)
ist Exp(4)-verteilt. Die mittlere Reichweite bis zum Eintritt eines Streuereignisses betragt
dementsprechend %; Als Verteilung fiir den Streuwinkel im Falle eines Streuereignisses
(Streuverteilung) wahlten wir arcsin (X) fiir eine auf dem Intervall [—1, 1] gleichverteilte
Zufallsgrofe X . Dabei handelt es sich um einen reinen Vorwértsstreuer, der ausschliefslich
Streuwinkel zwischen —7 und 7 zulédsst. Ferner platzierten wir den Tréager von f im Inne-
ren des Scanners derart, dass er mit dem Tréger von v iiberlappt (vergleiche Abbildung
22). Die Dampfungsrate liefen wir zunédchst aufser Acht; es gilt also 1 = 0. Abbildung 22
verdeutlicht den geometrischen Aufbau des Untersuchungsmediums im Inneren des simu-
lierten PET-Scanners.

Fiir den Qualitatsvergleich der Auswertungsverfahren rekonstruierten wir die Quelldichte
auf Basis von 10 Millionen simulierten Koinzidenzen mit den herkémmlichen Methoden
der gefilterten Riickprojektion und des MLEM-Verfahrens (vergleiche Abbildung 23 und
die Ausfiihrungen im Abschnitt 2.3) und anschliefend mithilfe der Systemmatrix des von
uns entwickelten statistischen Auswertungsverfahrens (vergleiche Abbildung 24). Das bei
letzterem auftretende lineare Gleichungssystem l6sten wir ndherungsweise mithilfe des
EM-Algorithmus.
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Abbildung 22: Die drei abgebildeten Kreise illustrieren den Trager der Quelldichte f, wo-
bei f im Vergleich zum hellblauen Bereich im orangefarbenen den doppel-
ten und im roten Schnitt der beiden kleineren Kreise den dreifachen Wert
annimmt. Das rechte Bild enthélt zusétzlich eine Darstellung des Trégers
der Streuungsintensitiatsfunktion v, der mit dem Tréiger von f iiberlappt
(dunkler Kreisring).

2 x10*

0

Abbildung 23: Rekonstruktion mithilfe herkommlicher Auswertungsverfahren: Das Bild
oben links ist das FErgebnis der Auswertung mithilfe des MLEM-
Algorithmus fiir eine gesonderte Simulation ohne Streuung. Die {ibrigen
Bilder basieren auf den simulierten Daten beziiglich der oben beschriebe-
nen nicht-trivialen Streuungsratenfunktion v. Das Bild oben rechts zeigt
das Ergebnis der gefilterten Riickprojektion, wohingegen die Bilder unten
das Ergebnis des MLEM-Algorithmus nach 15 beziehungsweise 40 Iteratio-
nen zeigen.

Samtliche rekonstruierten Bilder besitzen eine Auflésung von 129 mal 129 Pixel. Beim
Vergleich der Ergebnisse féllt die bei unserem Verfahren deutlich bessere Rekonstrukti-
on innerhalb des kreisringférmigen Tragers der Streuungsratenfunktion v auf. Beide her-
kémmlichen Methoden liefern im Uberlappungsbereich der Triger von f und v falsche
Ergebnisse, da sie in diesem Bereich praktisch keine Quellen vermuten. Innerhalb des

Trégers von v bleiben die Bilder weitgehend dunkelblau. Dagegen ragt auf den Bildern
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Abbildung 24: Rekonstruktion mithilfe des statistischen Auswertungsverfahrens: Das lin-
ke Bild zeigt das Ergebnis nach 30, das mittlere nach 50 und das rechte
nach 100 EM-Iterationsschritten.

unseres Auswertungsverfahrens die rétliche rekonstruierte Tragerregion von f deutlich
weiter in den kreisringformigen Trager von v hinein. Auflerdem ist aufgrund der generell
besseren Bildschérfe nach 50 EM-Iterationen der Uberlappungsbereich der beiden inneren

Tréagerkreise von f als dunkelrote Flache deutlich zu erkennen.

Obwohl unser Verfahren nach diesen ersten Ergebnissen im Hinblick auf die Beriicksichti-
gung von Streuung offensichtlich einige Vorteile besitzt, bedarf es weiterer Untersuchun-
gen, damit exakte quantitative Aussagen beziiglich der Qualitéit der rekonstruierten Bilder
getroffen werden kénnen. Obige Ergebnisse basieren auf simulierten Daten, die mithilfe
einer Monte-Carlo-Simulation ohne Beriicksichtigung der exakten Scanner-Geometrie er-
stellt wurden. Im Hinblick auf die Verwendung realer Messdaten besitzt die Berticksichti-
gung der exakten Scanner-Geometrie (vergleiche dazu die Ausfiihrungen im Abschnitt 8.4)
und eine realistischere Verteilungsannahme beziiglich des Streuungsprozesses grofsere Rele-
vanz. Die erforderliche Rechenzeit zur Erstellung der 1282 mal 1292 Eintrige umfassenden
Systemmatrix (Anzahl der Detektorpaare mal Anzahl der Pixel) schwankt je nach verwen-
deter Methode zwischen mehreren Minuten (bei Berechnung der M} sams,(0),(1) (d;,dy) wie
in Abschnitt 8.4) und mehreren Stunden (bei Berechnung mithilfe einer Monte-Carlo-
Simulation). Fiir die anschlieflende Losung des linearen Gleichungssystems mithilfe des
EM-Algorithmus werden dagegen nur wenige Sekunden benotigt. Es ist zu erwarten, dass
durch die numerische Optimierung und Parallelisierung der verwendeten Programme zur
Bestimmung der Systemmatrix-Koeffizienten auf Basis der in Abschnitt 8.4 hergeleiteten
Integralformel ein Grofsteil der bendtigten Rechenzeit eingespart werden kann. Aus nu-
merischer Sicht besitzt die Optimierung hinsichtlich der benétigten Rechenzeit neben der
Berticksichtigung der exakten Scanner-Geometrie und Streuungsphysik héchste Prioritét,
da die Systemmatrix aufgrund variierender Absorptions- und Streuungsratenfunktionen

bei jeder Untersuchung stets neu aufgestellt werden muss.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war die Entwicklung einer theoretischen statistischen Grund-
lage fiir zukiinftige Auswertungsverfahren in der PET, deren bedeutendste Weiterentwick-
lung gegeniiber den etablierten Methoden die Beriicksichtigung des Diffusionsprozesses
der Annihilationsphotonen im zugrunde liegenden Systemmodell darstellt.

Dieses Ziel wurde in zwei Arbeitsschritten erreicht. Zuerst entwickelten wir mehrere
stochastische Modelle fiir die sich innerhalb des PET-Scanners abspielende Diffusion
der Annihilationsphotonen. Durch den modularen Aufbau der Diffusionsmodelle kénnen
die verschiedenen Systemvorgaben der PET-Scanner und die physikalischen Effekte der
Photonen-Diffusion in beliebig groffer Genauigkeit beriicksichtigt werden. Die Modelle
eignen sich sowohl fiir den 2D- als auch fiir den 3D-Auswertungsmodus und erméglichen
die Berticksichtigung von sowohl konstanter als auch lokal in ihrer Intensitéat variierender
Absorption und einfacher beziehungsweise mehrfacher Streuung innerhalb des Untersu-
chungsmediums. Zur Validierung der entwickelten Modelle zeigten wir ihre jeweilige Kon-
sistenz mit der Boltzmann-Gleichung der Teilchenphysik.

Danach entwickelten wir die theoretische Grundlage fiir ein statistisches Auswertungsver-
fahren fiir PET-Daten auf Basis der Diffusionsmodelle. Das Verfahren besitzt dieselbe
Vielseitigkeit wie die zu Grunde liegenden stochastischen Modelle und liefert eine System-
matrix, deren Koeffizienten Informationen iiber den vollsténdigen Diffusionsprozess inklu-
sive Absorption und Streuung enthalten. Zur Erleichterung der numerischen Implementie-
rung und zur Reduktion des zu erwartenden Rechenaufwandes bei der Daten-Auswertung
bestimmten wir schlieflich eine mathematische Anndherung der Systemmatrix fiir den
zweidimensionalen Fall mit einfacher Streuung. Diese stellt den bestmdglichen Kompro-
miss zwischen mathematischer Vereinfachung und gleichzeitiger Erhaltung der wesentli-

chen Informationen beziiglich des Diffusionsprozesses und der Scanner-Geometrie dar.

Der néchste erforderliche Schritt zur praktischen Anwendung der Ergebnisse ist offen-
kundig die numerische Implementierung der einzelnen Modelle und der entsprechenden
Auswertungsverfahren. Bisher haben wir lediglich fiir den 2D-Fall mit einfacher Streuung
ein vereinfachtes und damit aus numerischer Sicht relativ einfach zu handhabendes Ver-
fahren entwickelt. An erster Stelle ist deshalb zu klédren, ob auch fiir die komplexeren
Modelle in 3D und mit mehrfacher Streuung eine &hnliche Vereinfachung der jeweiligen
Auswertungsverfahren moglich ist. Da in der Praxis die Dauer der Wartezeit zwischen der
Durchfithrung des PET-Scans und dem Eintreffen der aus den gewonnenen Daten rekon-
struierten Bilder von substanzieller Bedeutung ist, sollten sich weiterfiihrende Untersu-
chungen ebenso mit technischen Aspekten wie der moglichst effizienten Implementierung
und Parallelisierung der entwickelten Verfahren beschéaftigen. Im 3D-Fall entsteht durch
die komplexere Scanner-Geometrie und die auftretenden mehrdimensionalen Integrale ein
im Vergleich zum 2D-Fall wesentlich groferer Rechenaufwand. Ebenso ist zu untersuchen,
wie stark und in welchen Gesichtspunkten sich die Qualitdt der mit unserem Verfahren
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rekonstruierten Bilder von der Qualitdt der mit herkémmlichen Methoden rekonstruierten
Bilder unterscheidet.

Eine grofse Verbesserungsmoglichkeit fiir die Qualitdt der rekonstruierten Bilder ist im
Zuge der numerischen Implementierung des urspriinglichen nicht vereinfachten Auswer-
tungsverfahrens zu erwarten (vergleiche Abschnitt 8.3), bei dem die tatséchliche Scanner-
Geometrie in allen Einzelheiten beriicksichtigt wird. Allerdings stellt angesichts des heu-
tigen Standes der Computertechnik die daraus resultierende beachtliche Erhéhung der
Komplexitét ein ernstzunehmendes Problem dar. Demzufolge wird ein solches Verfahren
in absehbarer Zeit nicht umsetzbar beziechungsweise nicht praktikabel sein.

In dieser Arbeit haben wir uns hauptséchlich mit dem Diffusionsprozess der Annihilati-
onsphotonen, also mit den physikalischen Vorgéngen im Inneren des PET-Scanners be-
schéftigt. Diese sind vor allem bei klinischen Scannern fiir menschliche Patienten von
vorwiegender Bedeutung. Im Vergleich zu den in der Forschung eingesetzten Kleintier-
PET-Scannern weist das Untersuchungsmedium bei klinischen Scannern eine Grofe auf,
bei der die inneren Vorgénge im Vergleich zu &uferen Einflussgroffen wie beispielsweise
der Streuung in den Detektoren eine grokere Relevanz besitzen. Aufere, also vom Diffusi-
onsprozess unabhéngige Einflussgrofen, zu denen neben der Streuung in den Detektoren
auch Schwankungen in der Detektor-Sensitivitat gehoren, konnen bei der Datenauswer-
tung durch die Einfithrung eines Fehlerterms ¢ in das lineare Gleichungssystem m = H f+¢
beriicksichtigt werden.

Des Weiteren konnen Zufallskoinzidenzen (Randoms) in unserem Modell nicht identifi-
ziert werden, weil das statistische Auswertungsverfahren auf dem Diffusionsmodell im
Systemgleichgewicht basiert, der zeitliche Aspekt also keine Rolle spielt. Der durch Zu-
fallskoinzidenzen verursachte Messfehler muss daher ebenfalls durch den Fehlerterm e
ausgedriickt werden.

Das vorgestellte Diffusionsmodell besitzt durch seine umfassende stochastische Beschrei-
bung der physikalischen Vorginge im Inneren des PET-Scanners, insbesondere der Ab-
sorption und der Streuung, trotz dieser Einschrénkungen ein grofes Potenzial im Hinblick

auf zukiinftige praktische Anwendungen.
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Symbolverzeichnis

a
(6773

!
Aj
arccos
arcsin

B

]78
Cc

Summe von p und v

Summe von g und vy

Detektionsraum des Detektors A;

Arkuskosinus

Arkussinus

COS ;.

Maximale Streckenlédnge innerhalb eines (zylinderférmigen)
PET-Scanners

Modell des PET-Scanners als Teilmenge des R? beziehungsweise R3
C = {(acosw,asinw)|a € [0,%],w € [0,2n]} (2D)

bzw. C' = {(acosw,asinw,b)la € [0,4],w € [0,27],b € [0,h]} (3D)
Gewebegruppen als disjukte Teilmengen des PET-Scanners C
Vereinigung der Rédnder der Gewebegruppen (C;)i—1.. &
Topologischer offener Kern von C;

Topologischer Abschluss von C

Kosinus

Durchmesser des (kreisformigen) PET-Scanners (2D)
Diffusionsmaft zum Zeitpunkt ¢ > 0

Stationéres Diffusionsmafs

Diffusionsmafs zum Zeitpunkt ¢ > 0 bei Annahme von k Gewebegruppen
(Modelle MDA, MDAS, MDAMS)

Stationdres Diffusionsmaf bei Annahme von k Gewebegruppen
(Modelle MDA, MDAS, MDAMS)

Menge der zuldssigen Detektorpaare

Dreieck mit den Endpunkten z,y, z

Geometrische Ausdehnung der Detektoren (variabel)

Tatséchliche Ausdehnung der Detektoren

Dirac-Maf im Punkt x

Punktférmiger Detektor des alternativen Auswertungsverfahrens bzw.
tatsdchlicher Detektorrandpunkt (7 =1,...,n)

Menge der Detektoren (2D)

Menge der Detektoren (3D)

Menge der Detektorringe D; = S0 D, ; (3D)

Euklidischer Abstand der Punkte z und y

min {d(x,d;_1),d(z,d;)}

max {d(x,d;_1),d(z,d;)}

gp(w; —9)

Euklidisches Produkt auf R? beziechungsweise R?

Erwartungswert der Zufallsgrofe X

Bedingter Erwartungswert der Zufallsgrofte X unter dem Ereignis A
Exponentialverteilung mit Parameter p

Quelldichte der Positronen

Pfadfunktion

{veV :vN(Kp(z)\K(2,)) # 0}

Maéchtigkeit der Menge G,

Z 103 (y)
weGy |Gyl
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9z

h
H(0,,y)
hy

hj,s,5

14

Im(g)
Ijs()
I (z,0)
Jﬁu,k<x7 9)
Jiu(,0)
Iﬁ,k:<x7 9)
St (x,0)

Kt,u,m,k (CC, 67 60)

ol

IS
—~
kS

S
N

Lj([)f,@)

Lu,m (*1'7 67 60)
M:I:

(M (t))i0
MP

M
MA

Dichte der Verteilung der Photonenpaar-Emissionsorte bei Annahme
der Positronen-Punktquelle z € C

A-Dichte der Streuwinkelverteilung (Streufunktion)

Funktion zur Konstruktion der neuen Richtung infolge eines
Streuereignisses auf der Basis der alten Richtung 6, des Streu-
winkels ¢ und der Hilfsgrofe y

Breite der Verbindungsfliche R;

tan (¢;.)d(s, d;)

Indikatorfunktion des Ereignisses A

Bildmenge der Funktion g

Gewichtsfunktion des alternativen Auswertungsverfahrens im
(einfach) gestreuten Fall

Ji (2, 0) (Modell MSAS)

exp (— [y pw(z — v0) dv), (Modell MDA)

exp (— Otw p(z — vl) dv) (Modell MSA)
exp (— [y p(x — 0v0) dv) (Modell MDA)
exp [ — Ot_u pr(x — v0) + v (z — v0) dv) (Modell MDAS)

exp( fo pu(x —v0) + v(x — vo) dv) (modell MSAS)
vp(x — (t —u —m)0) exp(— g—u—m g (x — v0) dv)
exp (— Jo (@ — (t —u—m)d — vby) dv) (Modell MDAS)

v(cx — (t—u—m exp( fofufm (x — v0) dv)

exp ( e (t —u—m)f — vby) dv) (Modell MSAS)
Koordlnatenfunkmon im 3D-Fall, & : [0, 5] x [0,27] x [0,h] — C,
k(a,w,b) = (acosw,asinw,b)

k(g, w, b)

Kreis mit Radius R > 0 und Mittelpunkt z

Leere Menge

Emissionsrate der Photonen

Gleichverteilung auf S?

Laplace-Verteilung auf der Menge {¢1, ..., ¢n,}

Das Lebesguemafs auf R

Limes fiir n gegen unendlich

Lebensdauer des n-ten @- beziehungsweise ©-Teilchens beziiglich
Absorption (Modelle MA, MASE, MAS und MAMS)

Exp(py j—1(z, 0))-verteilte j-te Teillebensdauer des Pfades
0>u— x4+ uld

Kitwm(z,6,00) (Modell MSAS)

Lebensdauer des n-ten &- beziehungsweise ©-Teilchens beziiglich
Streuung (Dauer bis zum Streuereignis im Modell MAS)
Streuungsprozess des n-ten ¢- beziehungsweise &-Teilchens im
Modell MAMS

Modellparameter

MP des Diffusionsmodells ohne Absorption und Streuung

MP des Diffusionsmodells mit konstanter Absorptionsrate und
ohne Streuung
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MASE MP des Diffusionsmodells mit konstanter Absorptionsrate
und einfacher Streuung am Emissionsort

MAS MP des Diffusionsmodells mit konstanter Absorptionsrate
und konstanter Streuungsrate (einfache Streuung)

MAMS MP des Diffusionsmodells mit konstanter Absorptionsrate
und konstanter Streuungsrate (mehrfache Streuung)

MDA MP des Diffusionsmodells mit treppenférmiger
Absorptionsratenfunktion und ohne Streuung

MDAS MP des Diffusionsmodells mit treppenférmiger
Absorptions- und Streuungsratenfunktion (einfache Streuung)

MDAMS MP des Diffusionsmodells mit treppenférmiger
Absorptions- und Streuungsratenfunktion (mehrfache Streuung)

MSA MP des Diffusionsmodells mit stetiger
Absorptionsratenfunktion und ohne Streuung

MSAS MP des Diffusionsmodells mit stetiger Absorptions-
und Streuungsratenfunktion (einfache Streuung)

MSAMS MP des Diffusionsmodells mit stetiger Absorptions-
und Streuungsratenfunktion (mehrfache Streuung)

! Globale Absorptionsrate, stetige Absorptionsratenfunktion

Lk Treppenformige Absorptionsratenfunktion bei k& Gewebegruppen

. j—1(x, 0) Die auf dem j-ten Teilstiick des Strahles {x + uf| u > 0}
geltende Absorptionrate (bei k& Gewebegruppen)

m(z,0,t) max{j| Sj(x,0) <t}

M}F(A, B) Erwartete Anzahl der vom Detektorpaar (A, B) bis zum

Zeitpunkt ¢ registrierten Teilchenpaare bei Annahme der
Positronen-Punktquelle z € C

MY*(A, B) Erwartete Anzahl der vom Detektorpaar (A, B) registrierten
Teilchenpaare im Systemgleichgewicht bei Annahme der
Positronen-Punktquelle z € C'

M) (A, B) Diskrete Version der erwarteten Anzahl der vom Detektorpaar
(A, B) im Systemgleichgewicht registrierten Teilchenpaare bei
Annahme einer Positronen-Punktquelle im Pixel/Voxel v € V

M*(A, B) Modifizierte erwartete Anzahl der vom Detektorpaar (A, B)
registrierten Teilchenpaare im Systemgleichgewicht bei
Annahme der Positronen-Punktquelle z € C

M%P(A, B) Diskrete Version der modifizierten erwarteten Anzahl der vom
Detektorpaar (A, B) im Systemgleichgewicht registrierten
Teilchenpaare bei Annahme einer Positronen-Punktquelle im
Pixel/Voxel v € V

MY SM/[S’(O)’(l)(Dj, Dy) Modifizierte erwartete Anzahl gemessener Teilchenpaare in
(D;, Dy) bei Annahme der Positronen-Punktquelle z € C
(Alternatives Auswertungsverfahren)

MY SMAS’(O)’(I)(dj, dr)  Néherung der modifizierten erwarteten Anzahl gemessener
Teilchenpaare in (D;, Dy) bei Annahme der Positronen-
Punktquelle z € C' (Alternatives Auswertungsverfahren)

N Menge der natiirlichen Zahlen
Ny Nu {0}
(N(t))e>0 Emissionsprozess
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¢j,s,5

IR AEAITO O
@

S

RT
B

sin

Zufalliges Punktmaf des Modells MP zum Zeitpunkt ¢ > 0
Globale Streuungsrate, stetige Streuungsratenfunktion
Treppenformige Streuungsratenfunktion bei k& Gewebegruppen
Symbol fiir ein skalares Vielfaches von n?

Wahrscheinlichkeitsmafs

Bildmaf P(X € -) der Zufallsvariable X unter dem Mafs P
Bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignis A unter dem Ereignis B
Bedingte Verteilung der Zufallsvariable X unter der
Zufallsvariable Y

Streuverteilung des n-ten @- beziehungsweise &-Teilchens im
Modell MASE

Quellverteilung

Die Kreiszahl

Streuwinkel des n-ten @- bezichungsweise ©-Teilchens (Modelle
MASE und MAS)

Streuwinkel des k-ten Streuereignisses des n-ten

@®- beziehungsweise ©-Teilchens (Modell MAMS)

Winkel zwischen p(w;) und p(wg) (4,k € {1,...,n},j # k)

Der zu den Detektoren D; und Dy und den Punkten s und x
gehorende minimale Streuwinkel

Der zu den Detektoren D; und Dy und den Punkten s und x
gehorende maximale Streuwinkel

Der zum Punkt s gehorende Innenwinkel des Dreiecks

A(S, dj, dj—l)

Der zum Punkt s gehorende Innenwinkel des Dreiecks

A(S’ djv djfl(d))

Streuwinkel des Pfades von d; nach dj mit Streupunkt s
Diskrete Richtungskomponente, ¢; = p(w;) fir [ =1,...,ny (2D)
Der zum Punkt d; gehérende Innenwinkel des Dreiecks

A(S, dj, dj—l)

Produkt

Produktmaf A\? @ U(0,27) (im zweidimensionalen Fall) bzw.
A3 ® A (im dreidimensionalen Fall)

Korper der rationalen Zahlen

Minimale Positronen-Reichweite

Maximale Positronen-Reichweite

Korper der reellen Zahlen

Funktion p : [0,27] — ST C R?, p(#) = (cos (), sin (F))
Richtung im 2D-Fall (hier: © ~ U(0, 27))

Menge der abhéngig von w € [0, 27| zuldssigen Reprasentanten
von Richtungen (2D)

Diskrete Version von R, Ry, = Ry, N {wy,...,wpy,}
{pjl7=1,...,n2} (Menge der Richtungen im diskreten Fall (2D))
Menge der abhéngig von w € [0, 27| zuldssigen Reprasentanten
von Richtungen (3D), R, = {T(wy, ws)|w; € Ry, ws € [—g, %)}
Parallele Verbindungsfliche der Detektoren D; und Dy,
Einheitssphéire des R?

Sinus
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tan

wy

wj,k(x) = Qj ke
(2, y)

Y:I:

n

k-ter Streuzeitpunkt des n-ten @- bezichungsweise ©-Teilchens im
Modell MAMS

k-te Zwischenstreuzeit des n-ten - beziehungsweise ©-Teilchens im
Modell MAMS

Lange der Verbindungsstrecke zwischen z und dem j-ten Schnittpunkt
(von x aus gesehen in Richtung 0) des Strahles {x + uf| v > 0} mit C
Verbindungsflache zwischen dem Detektor D; und dem Punkt s
Summe

Sphéirenabbildung, T'(®,0) = (cos ® cos ©, sin @ cos O, sin O©) € 52
Tangens

Emissionszeit des n-ten @- beziehungsweise ©-Teilchens
Emissionsrichtung des n-ten é- beziehungsweise &-Teilchens
Richtung des n-ten &- beziehungsweise ©-Teilchens nach dem k-ten
Streuereignis

Gleichverteilung (Rechteckverteilung) auf dem Intervall [a,b] C R

% fir | € N (diskrete Ort/Zeit-Komponente (2D))

@-Dichte des Diffusionsmafses zum Zeitpunkt ¢ > 0

(-Dichte des stationdren Diffusionsmaises

@-Dichte der erwarteten Anzahl nicht gestreuter Teilchen zum
Zeitpunkt t (Modelle MAS, MDAS, MSAS)

(Q-Dichte der erwarteten Anzahl gestreuter Teilchen zum Zeitpunkt
t (Modelle MAS, MDAS, MSAS)

@-Dichte der genau n-fach gestreuten Teilchen zum Zeitpunkt ¢
(n € Ny, Modelle MAMS, MDAMS, MSAMS)

Menge der Pixel (2D) bzw. Voxel (3D) des diskretisierten Modells
des PET-Scanners, YV =WnNC

Menge der Pixel (2D) bzw. Voxel (3D)

%l firl=1,...,n9

Der zum Punkt = € R, gehorende Winkelbereich (Gewichtsfunktion
des alternativen Auswertungsverfahrens im ungestreuten Fall)
FEindeutig bestimmter Winkel < 7 zwischen den Vektoren x und y
Emissionsort des n-ten é- beziehungsweise &-Teilchens
Hilfsgrofse zur Konstruktion der der neuen Richtung infolge eines
Streuereignisses fiir das n-te @- beziehungsweise &-Teilchen
(Modelle MASE und MAS)

Hilfsgrofe zur Konstruktion der der neuen Richtung infolge des
k-ten Streuereignisses fiir das n-te ®- beziehungsweise &-Teilchen
(Modell MAMS)

Teilchenprozess des n-ten @- bezichungsweise ©-Teilchens
A-Dichte der Post-Streu-Richtung bei gegebener Pré-Streu-
Richtung 6,

Repréasentant des Pixels bzw. Voxels v

Zahlmafs auf der Menge W

Ring der ganzen Zahlen
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