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Einleitung

»Insofern sich die Satze der Mathematik auf die Wirklichkeit be-
ziehen, sind sie nicht sicher, und insofern sie sicher sind, beziehen

sie sich nicht aul die Wirklichkeit.“

Albert Einstein

Und dennoch: Auch bei wirklichen Problemen ist es nicht selten am Mathe-
matiker, diese zu l6sen. Vor allem ist die Mathematik dann gefragt, wenn das
betrachtete Problem eine so grofle Komplexitat besitzt, daBl es mit einfachen
Methoden nicht mehr zu bewiltigen ist.

Ein Instrument, mit dem man u.a. solchen Problemen beizukommen ver-
sucht, sind die in jlingerer Zeit vielfach diskutierten Monte-Carlo Methoden.
Laienhaft gesprochen geht es dabei um das wiederholte Simulieren einer Si-
tuation, um tiber Mittelung der Simulationsergebnisse das reale Ergebnis zu
approximieren.

Was aber, wenn das Problem so strukturiert ist, dal man das Ergebnis
zwar mit Monte-Carlo Methoden approximieren kénnte, jedoch nicht mit er-
traglichem Aufwand? Was, wenn so viele Simulationen durchgefithrt werden
miiBten, daf die aufgewendeten Ressourcen und zeitlichen Kapazitaten jedwe-
dem Effizienzgedanken entgegenstiinden?

Mit genau diesen Schwierigkeiten setzten sich die fiinf Physiker Nicolas
Metropolis, Arianna und Marschal Rosenbluth sowie Augusta und Edward
Teller (bekannt als ,,Vater der Wasserstoffbombe*) im Jahre 1953 auseinander
(s. [Met]). Das Resultat ihrer Uberlegungen war ein Algorithmus, der 1970 von
W. Hastings mathematisiert und verallgemeinert wurde (s. [Has]), was ihm den
Namen Metropolis-Hastings Algorithmus eintrug.

Diesem Metropolis-Hastings Algorithmus werden wir uns in dieser Arbeit

zuwenden. Nachdem wir im ersten Kapitel das notwendige Werkzeug fiir sei-



Einleitung

ne Untersuchung zur Verfiigung gestellt haben, werden wir ihn in Kapitel 2
vorstellen und einige charakteristische Eigenschaften festhalten. Andere leicht
verstandliche Beschreibungen des Metropolis-Hastings Algorithmus findet man
bei [C/G] und [H/H]. Des weiteren werden wir in diesem zweiten Kapitel erst-
mals auf die Frage nach seiner Giite eingehen. Generell kann die Qualitat eines

solchen Algorithmus an zwei Dingen festgemacht werden:

1. ,Wie genau kann er das richtige Ergebnis approximieren?®
und

2. ,Wie schnell kann er es approximieren?*

Bei der Entwicklung ihres Algorithmus betrachteten Metropolis und sei-
ne Mitarbeiter zundchst herkémmliche Monte-Carlo Methoden, analysierten
sie und merzten ihre Schwéichen aus. Daf} die sehr befriedigende Antwort auf
die erste Frage ,, beliebig genau!* lauten wird, sollte daher nicht verwundern.
Wesentlich interessanter ist die zweite Frage nach der Geschwindigkeit der Ap-
proximation, der in den letzten Jahren grofie Aufmerksamkeit geschenkt wurde
(s. z.B. [Men], [R/T] oder [Tie]).

Die von uns vorgestellten FErgebnisse entstammen einer Veroffentlichung
von Soren Fiig Jarner und Ernst Hansen aus dem Jahre 2000 (s. [J/H]). Wir
werden feststellen, dafl der Metropolis-Hastings Algorithmus unter gewissen
Umsténden exponentiell schnell arbeitet. Diese schnellstmdogliche Approxima-
tion heiflt geometrische Frgodizitdt und ist Gegenstand des dritten Kapitels.

Den Kern dieser Arbeit bildet Kapitel 4, insbesondere der Satz 4.5, der uns
eine dquivalente Formulierung fiir die geometrische Ergodizitét des Algorith-
mus liefern wird.

Letztlich verblaBt alle Theorie bekanntermafien gegentiber der Realitét.
Deswegen und um Skeptikern wie Albert Einstein zu zeigen, daf der konkre-
te Bezug der Mathematik auf die Wirklichkeit doch einen Sinn haben kann,
wollen wir im letzen Kapitel den Metropolis-Hastings Algorithmus in Aktion
erleben, und zwar in Form einer Anwendung auf das vor allem in Wirtschafts-

wissenschaften diskutierte Traveling-Salesman Problem (hierzu [A/K], [B/D],

[B/L]).



Teil 1

Der Metropolis-Hastings
Algorithmus und
Konvergenzraten der

RW-basierten Metropolis-Kette



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem einfithrenden Kapitel wollen wir das notwendige Riistzeug zur Verfii-
gung stellen, das uns helfen wird, den Metropolis-Hastings Algorithmus unter
die Lupe zu nehmen. Dabei werden wir uns lediglich auf die fiir uns relevan-
ten Definitionen und Ergebnisse aus der Theorie der stochastischen Prozesse
und Markov-Ketten beschranken. Fiir eine detaillierte Auseinandersetzung mit
diesem Thema verweisen wir auf [Als2] sowie [M/T].

Im folgenden sei (S,S) ein meBbarer Raum, genannt Zustandsraum. Als

allererstes benotigen wir

Definition 1.1 Ein Markov-Kern P auf (S5,S) ist eine Abbildung
P:Sx8 —10,1] mit folgenden Eigenschaften:

1. P(z,-):S —[0,1] ist ein W-MaB auf (5,8) f.a. z € S.
2. P(-,A): S5 —[0,1]ist S-meBbar f.a. A€ S.

Die genaue Funktionsweise des Metropolis-Hastings Algorithmus werden
wir im anschlieBenden Kapitel vorstellen. An dieser Stelle sei nur kurz und
knapp erwahnt, dafl jener ein Verfahren zur Konstruktion einer zeitlich ho-
mogenen Markov-Kette mit noch naher zu spezifizierenden Eigenschaften dar-

stellt. Darum folgt nun die essentielle

Definition 1.2 Es sei X = (X,),5,
Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, ') mit Werten in (5,S). X heilit zeitlich ho-

mogene Markov-Kette mit Markov-Kern P und Startverteilung v, falls

eine Folge von Zufallsgroflen auf einem

I'(Xo € A) = v(A)
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und

F(Xn+1 €A|X0:'L'0,,Xn:73n)zp(']3n,/4>
fa. A€ S und n > 0 gilt.

Diese Definition ist selbstverstandlich nur dann sinnvoll, wenn die beding-
ten Verteilungen existieren (was z.B fiir den polnischen Raum (Rk,Bk> der
Fall ist, vgl. 53.4 in [Als1]). Eine Markov-Kette zeichnet sich also dadurch aus,
daBl der ndchste Zustand der Kette ausschlielich von ihrem gegenwartigen
abhéangt.

Ein weiterer zentraler Begriff ist der n-Schriti- Ubergangskern P™:

Definition 1.3 Es sei X eine zeitlich homogene Markov-Kette mit Markov-
Kern P. Dann heifit

Po(x,A) =d:(A), xz€S5A€S,
fiir n = 0 bzw.
P"(z,A) = /SP”_I(y,A) P(z,dy), z€S,A€S,

fiir n > 1 n-Schritt-Ubergangskern P". Dabel bezeichnet 8, das Dirac-Maf in

Z.

Zu beachten ist die Identitdt P' = P. Satz 1.3 in [Als2] liefert
I'(Xpgr €A X0, ..., X)) =T (Xpyr € Al X,) = PF(X,, A)

fir A € S,n € Ngund k € Ny. Mit anderen Worten: P*(z, ) ist die Verteilung
der Markov-Kette nach £ Schritten, falls sie sich zum aktuellen Zeitpunkt im
Zustand z befindet.

Nach dieser grundlegenden Definition von Markov-Ketten wollen wir eine
Reihe von Eigenschaften vorstellen, die diese Ketten charakterisieren. In den
anstehenden Definitionen werden diese Eigenschaften stets einem Markov-Kern
zugesprochen. Nun ist aber eine zeitlich homogene Markov-Kette bereits durch
ihre Anfangsverteilung und ihren Markov-Kern vollsténdig beschrieben, so daf
es legitim ist, die Begriffe fiir Markov-Ketten und Markov-Kerne gleichermafen

zu verwenden.
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Definition 1.4 Ein Markov Kern P auf (5,8) heiit p-irreduzibel, wenn f.a.
z € Sund A €S mit p(A) > 0 ein n € N existiert, so dal

P*(z,A) >0

gilt. Dabei bezeichnet ¢ ein nicht-triviales Maf auf (5, S). Ist S diskret und ¢
das Zahlmaf auf S, so heifit P auch einfach irreduzibel.

Es sei angemerkt, daf firr einen p-irreduziblen Markov-Kern P immer auch
ein maximales Irreduzibilitdtsmafl 1) konstruiert werden kann. Das bedeutet,
P ist t-irreduzibel und alle weiteren IrreduzibilitatsmafBe sind absolut 1-stetig
(vgl. 4.2.2 in [M/T]). Im weiteren bezeichne 1 stets dieses maximale Irreduzi-

bilitatsmap.

Definition 1.5 Ein Markov-Kern P heifit rekurrent, falls er y-irreduzibel ist
und f.a. A € § mit ¥ (A) > 0 sowie fa. x € §

Em (Z l{XnEA}) =
n=1

gilt. Dabei bezeichnet £, den Erwartungswert beztiglich P(xz, ). P heifit Harris-
rekurrent, falls P -irreduzibel ist und f.a. + € S und A € S mit ¥ (A) > 0

P(z,{X, € Auo.})=1

gilt.

Harris-Rekurrenz impliziert insbesondere einfache Rekurrenz und wir notie-
ren, dal im Fall eines diskreten Zustandsraumes hiervon auch die Umkehrung

gilt.

Definition 1.6 Eine Menge C' € S heit klein, falls ein n > 1, ein § > 0
sowie ein auf C' konzentriertes Wahrscheinlichkeitsmafl v existieren, so dafl die
Abschatzung

P*(z,-) > 6ov(-) fa.zeC (1.1)
erfullt ist.

Fiir die nichste Definition bendtigen wir den Begriff des d-Zyklus (gegeben
einen Y-irreduziblen Markov-Kern P). Dieser ist ein System {Dy,..., Dy_1}
disjunkter Mengen in § mit folgenden Eigenschaften:
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(i) P(a,Dip1) =1, 2 € D;,i=0,...,d—1 (mod d),
(i) ¢ (UL, Di)") =0
Definition 1.7 Sei P t-irreduzibel. P heift d-periodisch, falls
(i) ein d-Zyklus existiert,
(i) kein d-Zyklus existiert mit d > d.
Falls d = 1, heibt P aperiodisch.

Fiir uns werden nur aperiodische Kerne von Interesse sein. Darum ist es
umso erfreulicher, daf es unter Hinweis auf 5.5.4 in [M/T] ein handliches In-

strument zum Nachweis von Aperiodizitat gibt.

Korollar 1.8 Gegeben einen -irreduziblen Markov-Kern P, ist dieser aperi-
odisch, falls es eine kleine Menge C' € S gibt mit ¢ (C') > 0 und

g9T {n > 1|(1.1) ist fiir n erfulll } = 1.

Wie sich noch zeigen wird, ist das wohl grundlegendste Charakteristikum
der Metropolis-Kette, daB sie eine vorgegebene Verteilung m als stationdre Ver-

teilung besitzt.

Definition 1.9 Ein o-endliches MaB 7 auf einem Zustandsraum (.5,S) mit
der Eigenschaft
w(A):/P(;c,A)w(d:v), A€,
s

heiBt stationdres oder invariantes Maf§ von P. Hat m Gesamtmasse 1, so heilit

7 auch stationdre oder invariante Verteilung von P.

In diesem Zusammenhang werden wir auch auf den Begriff der detaillierten

Gleichgewichtsgleichung stofien.

Definition 1.10 Es sei [ die Dichte eines o-endlichen Mafles und p die Dichte
eines Markov-Kerns P auf (S,S). Man sagt, f und p erfillen die detaillierte

Gleichgewichtsgleichung, wenn

f(z) plz,y) = fly) ply, =)

faa. z,y € 9 gilt.
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Wir sind nun ausreichend prapariert, die Untersuchung des Metropolis-
Hastings Algorithmus in Angriff zu nehmen. Bevor wir jedoch zur Tat schrei-

ten, sollen die folgenden Begriffsbildungen diesen ersten Abschnitt beschliefen:

Definition 1.11 Ist der Markov-Kern P t-irreduzibel und besitzt eine inva-

riante Verteilung 7, so nennt man P positiv.

Definition 1.12 Ist der Markov-Kern P Harris-rekurrent und positiv, so heif3t
P positiv Harris.



Kapitel 2

Der Metropolis-Hastings
Algorithmus

2.1 Einfithrung des Metropolis-Hastings Algo-

rithmus

Wie wir schon im ersten Kapitel berichtet haben, ist der Metropolis-Hastings
Algorithmus ein Verfahren zur Konstruktion einer zeitlich homogenen Markov-
Kette, genannt Metropolis-Kette. Ebendort haben wir auch erwéhnt, dafl diese
Metropolis-Kette eine vorgegebene Verteilung als stationédre Verteilung besitzt.
Nun stellt sich natiirlich die Frage nach der Motivation fir die Entwicklung

einer solchen Kette. Die Antwort liegt im

Satz 2.1 (Ergodensatz) Der Markov-Kern P sei positiv Harris, aperiodisch

und besilze die stationdre Verteilung m. Dann gult

T (1P, ) — ml =0 (2.1)
fiir alle x € S.
Beweis: s. 13.3.3 in [M/T]. O
Dabei bezeichnet || - ||“ die Totalvariation fiir signierte Mafle ¢, definiert

durch
| €1 = 2 sup [£(A)].
AES
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Bemerkung 2.2 Die Konvergenz in (2.1) bezeichnet man auch als Ergodi-
zitdl.

In vielen Anwendungen ist eine Verteilung 7 gegeben, deren explizite Be-
rechnung aufgrund ihrer Komplexitat ein Effizienzproblem darstellt. Wenn es
nun gelingt, eine Markov-Kette mit stationdrer Verteilung 7 zu konstruieren,
lehrt der Ergodensatz, daB die n-Schritt-Ubergangskerne unter bestimmten
Voraussetzungen an P die Verteilung 7 beliebig dicht (gleichmaBig) approxi-
mieren. Tatsdchlich stellt sich gerade im Kontext von Simulationsmethoden
haufig heraus, daB die Approximationen einfacher zu handhaben sind als =
selbst. Fiir ein konkretes Beispiel verweisen wir auf das letzte Kapitel ,,Das
Traveling-Salesman Problem® dieser Arbeit.

Wir sprechen im weiteren von der Zielverteilung = und fordern fiir diese
die Stetigkeit beziiglich eines o-endlichen Mafles p. Die p-Dichte bezeichnen

wir ebenfalls mit 7, d.h.
m(dz) = n(z) p(dr),

und nennen sie Zieldichte. Auflerdem sei ein Markov-Kern () gegeben, der
sogenannte Kandidalen-Kern, den wir genauso als p-stetig voraussetzen mit

Dichte ¢, also
Q(z,dy) = q(z,y) p(dy), =z €S,
Wir haben damit alle Vorbereitungen getroffen, den Metropolis-Hastings

Algorithmus vorstellen zu kénnen:

1. Die Metropolis-Kette X werde in einem beliebigen Punkt verankert, also

Xo =x¢ fiir ein zg € S.

2. Wir betrachten den stochastischen ProzeB Y = (Yn)n21 auf (2, 4, T') mit
Werten in (5, S). Fiir n > 0 besitze Y,,41 bedingt unter X,, die Verteilung
@, d.h.

[V € 1%,) = Q(X,, ).

Hinter dieser Festlegung steckt die folgende Anschauung: Abhéngig vom
gegenwértigen Zustand der Metropolis-Kette X wahlt Y den Kandidaten
fiir den ndchsten Zustand von X geméaf der Verteilung Q(X,,-) aus.

10
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3. Fir n > 0 sei Z,41 bedingt unter X,, und Y, 41 Bernoulli-verteilt mit
P(Zpsr = 1] X0, Vi) = (X, Yoga )

wobel « definiert sei durch

ol y) = IIliIl{:Ei))ZEi:z;’ 1} , falls m(z)q(z,y) >0
1 , falls m(2)q(z,y) =0

Der Nachfolgezustand X, 41 von X, ergibt sich nun zu
Xoy1 =Zp1 Yo + (1 — Zop) X,

Wir wollen nicht versaumen, der Anschauung auch hier gentige zu tun.
Nachdem der Kandidat fiir den Nachfolgezustand von X, durch Y,
vorgeschlagen worden ist, kann dieser Vorschlag vom Algorithmus ak-
zeptiert oder verworfen werden. Man stelle sich etwa einen Miinzwurf
mit Erfolgswahrscheinlichkeit « vor. Ist der Miinzwurf erfolgreich, wird
der vorgeschlagene Zustand akzeptiert, und X springt in denselben. An-
derenfalls verharrt X in seiner gegenwéartigen Position. « wird deswegen

auch Akzeptanzwahrscheinlichkeil genannt.

Es mag tiberfliissig sein zu sagen, da} man die gesamte Metropolis-Kette
durch iterative Wiederholung der Schritte 2. und 3. erhélt.

Es konnte sich einem die Frage aufdrangen, weshalb o gerade so definiert
wurde, wie oben geschehen. Dem weichen wir jedoch an dieser Stelle aus und
verweisen auf die Ausfiihrungen nach Satz 2.4. Auf eine beachtliche Konse-
quenz dieser Definition sei aber schon hier hingewiesen: Die Zielverteilung =
muf} nur bis auf einen Normierungsfaktor bekannt sein.

Bevor wir nun die ersten Resultate fiir die Metropolis-Kette erarbeiten,

bestimmen wir noch ihren Metropolis-Kern. Mit

g(z,y) alz,y) , falls = #y
plz,y) =
0 , falls =z =y

besitzt dieser offenbar die Gestalt

wobel r(z) die Wahrscheinlichkeit ist, mit der die Kette in x verharrt. Fur

einen stetigen Zustandsraum wiére

() = [ (1= ale.y)) gle.y) nldy)

11
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und entsprechend im diskreten Fall

r(z)=1-— Z a(z,y)q(z,y).

yEeS
y#ET

2.2 Eigenschaften des Metropolis-Hastings Al-

gorithmus

Das erste Ergebnis, dem wir uns widmen wollen, ist zugleich das zentrale
und inzwischen schon des ofteren genannte: 7 ist die stationdre Verteilung
der Metropolis-Kette. Dieses zu verifizieren gestaltet sich Dank des folgenden

Lemmas als kein zu grofles Problem.

Lemma 2.3 Die Dichten © und p erfillen die detaillierte Gleichgewichtsglei-
chung

m(x) p(z,y) = 7(y) ply, x) (2.2)
foa. x,yesS.

Beweis:  Hier miissen mehrere Fille unterschieden werden.
Ist # # y und n(z)q¢(z,y) = 0 sowie 7(y) ¢(y,z) > 0, so gilt 7(z)p(z,y) =0
und 7(y) p(y,z) = 7(y) ¢(y, x) min{%,]} = 0. Analog erhilt man die
Behauptung fir 7(z) g(z,y) > 0, 7(y) ¢(y, ) = 0 und verschiedene z, y.
Seien schlieBlich = # y, n(z) ¢(z,y) > 0 und 7 (y)q(y,z) > 0. Dabei sei ohne
Einschrankung 7 (z) ¢(z,y) > 7(y) ¢(y, *) angenommen. Dann erhilt man

") pley) = (o

|
=\

Wir erhalten wie gewiinscht:

Satz 2.4 7 ist die stationdre Verteilung des Metropolis-Kerns P.

Beweis: Sei A € §. Dann gilt

12
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(LP ) & +/

(1- m(dy) +/

wobei in der vierten Zeile der Satz von Fubini sowie Lemma 2.3 angewendet

wurden. O

Riickblickend wenden wir uns noch einmal der Definition der Akzeptanz-
Wahrscheinlichkeit a zu. Wie soeben festgestellt, ist die Giiltigkeit der detail-
lierten Gleichgewichtsgleichung fir 7 und p der entscheidende Punkt im Beweis
zu Satz 2.4. Diese detaillierte Gleichgewichtsgleichung ist i.a. fiir 7 und ¢ nicht
erfilllt. Ware z.B. oBdA

m(x)q(z,y) > 7 (y)aly ),

erzwingt man Gleichheit durch einen Faktor a, so daB

m(z) q(z,y) oz, y) = 7(y) q(y, =) aly, z)

gilt. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist also nichts anderes als die ,,L.osung®
fir den Korrekturfaktor a.

Unsere weiteren Uberlegungen unterwerfen wir ersten Einschrankungen.
Wir ziehen uns auf den Zustandsraum (R¥, B*) zuriick und legen fiir 7 und Q
das Lebesgue-Maf§ A* auf (RF, B¥) zugrunde. Dabei schreiben wir auch einfach
A, wenn der Kontext dies zulat. Aulerdem beschranken wir uns auf Random-
Walk-basierte Metropolis-Algorithmen (kurz: RW-basierte Metropolis-Algorith-
men). Diese Algorithmen arbeiten mit einem Kandidaten-Kern @), der als Zu-
wachsverteilung eines Random-Walk interpretiert werden kann:

Gegeben sei eine Folge u.i.v. ZufallsgroBen (/,),>1, deren Verteilungen eine

13
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A-Dichte der Form f o |- | besitzen, d.h.
P (de) = f(e]) M)

mit der [,-Norm |- |“ auf R*. Der Random-Walk S = (S,,),>0 mit Startpunkt
2 € R wird beschrieben durch

SO =z und Sn = Sn—l + ]na
fur n > 1. Es sei
Q(z,dy) =T'(S) € dy|Sy = z).

Wegen
Q(z,dy) =T(Xo + I, € dy| Xy = z) = T (dy — z),

hat der Kandidaten-Kern @) in diesem Fall A-Dichten der Gestalt

Q(z,dy) = qlz,y) Ndy) = f(ly — «[) Mdy), = €R"
Des weiteren wird gefordert, daBl ¢ abstandhaltend von 0 ist.

Definition 2.5 Eine Dichte f heifit abstandhaltend von 0, falls n; > 0 und
e¢ > 0 existieren, so daf} die Abschiatzung

flz) >ef fa. xz€ B(0,ny)

erfillt ist.

In diesem Sinne bedeutet ,,q abstandhaltend von 0% die Existenz positiver

n, und ¢, derart, daB f.a. z € RF

q(z,y) > ¢, fa. ye€ B(x,n,)

gilt. Man beachte, dafl n, und ¢, unabhéngig von der Wahl von z sind.

Die Reduktion auf Zieldichten m, die positiv und stetig sind, soll unsere
Einschrankungen vorerst abschlieen.

Aufgrund der Positivitdat von m und unter der Beriicksichtigung der Sym-

metrie von ¢ vereinfacht sich die Akzeptanzwahrscheinlichkeit zu

o(z,y) :min{:g;,l}.

14
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Diese Feststellung motiviert die Definition der Akzeptanzregion
Alz) ={y e R¥|n(y) > n(z)}
sowie der Region der potlentiellen Ablehnung

R(z) ={y € R*|n(y) < m(x)}.

Sowohl A(z) als auch R(z) werden spéter noch eine wichtige Rolle spielen.
In diesem nun schon recht umgrenzten Rahmen erhalten wir ein grundle-

gendes Resultat.

Satz 2.6 Der RW-basierte Metropolis-Kern P mit q abstandhaltend von 0 ist
A-irreduzibel und aperiodisch. Aufierdem ist jede nicht leere, beschrinkte Men-
ge C € BF klein.

Beweis: Zunichst sei fiir L > 0 und z € R*
0. L) inf {(y)|y € Bz, 1)}
Ty, l,) = —
sup {ﬂ(y) |y € B(z, L)}
Da 7 positiv und stetig ist, gilt 0 < #(z, L) <1 fa. L > 0.

1. N-Irreduzibilitit: Seien x € R*,n € N und A € B* mit \(A) > 0. Dann
gilt

P"(z,A)
= /---/P(yn_1,A)P(yn_z,dyn_1).--P(yudyz)P(:c,dy])
n—2
> /A/---/p(fc,w) Ep(yyx,ym)p(yn_],zr)»\(dw)---ék(dynq))k(ch)
= [ p"(z,2) Md
[ v 2) M),
mit
n—2
pi(z,2) = /---/p(x,yl) LT Py, yigr) (Y1, 2) Mdy) . .. M(dyn_r ).
=1
Offensichtlich gentigt es
p"(z,2) >0, z¢€ B(z,nn,),

fiir n, > 0 und beliebiges n € N zu zeigen, denn dann kann n so grof vorge-

geben werden, dafl A (A N B(:z:,myq)) > 0 ist. Da ¢ abstandhaltend von 0 ist,
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir n = 3

diirfen wir 1, > 0 und ¢, > 0 so wihlen, daB ¢(z,y) > ¢, f.a. x,y € R* mit
ly — | < 2n, erfiillt ist. Wir definieren

'r'Z-=aL'+i’yu 0<i:<n—1,

]
und
a="0 (:c, 7”7(1)
mit vy = |Z:LI|. Beachte die Giltigkeit von v < n,, da z € B(z,nn,), und

a(u,w) > a > 0 fa. u,w € B(x,nn,). Ferner sei B; = B(r;,v) N B(rj+1,7)
fiir 0 <57 <n—2,s. Abbildung 2.1. Damit ergibt sich

Pz, 2) > /BH---/Bp(l',yl)nl:[p(yi,yi+1)p(yn-1az)»(dyl)---Ndyn-l)

0 =1

n—1
> a"¢gy ()k (B(m,’y) N B(rl,’y))) > 0.
2. Aperiodizitil: s seien x € R¥, y € B(z,n,) mit n, wie oben, und wir
definieren als auf B(z,n,) konzentriertes Wahrscheinlichkeitsmaf}

MBO Blany)
P = B

Dann gilt f.a. A € B*:

P<y7 A)

A%

p(y, Z) »(dz>

a(y, z)q(y, z) A(dz)

NB(z,nq)

0(x,n,) eq AM(A N B(z,1,))
(0 (z,m5) 4 X (B (z,1,))) v(A),

v

ST

A%
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wobel ¢, ebenfalls wie oben gewahlt sei. Hieraus folgt zum einen, dal jede
Kugel B(z,n,) klein, und zum anderen, daB die RW-basierte Metropolis-Kette
aperiodisch ist.

3. Jede beschrinkte, nicht leere Menge ist klein:  Sei C' € B* nicht leer und

beschrénkt. Dann existieren w1, ..., z, € R* derart, daB

-

C C B(xz-,r/q).

=1

Setze B; = C'N B (x;,1,) und es sei [ C {1,...,n} so, daB B; nicht leer ist f.a.
i € [. Dann ist C' = U;c; B; und die B; sind klein f.a. ¢ € I, da B(z;,n,) klein
und jede Teilmenge einer kleinen Menge wieder klein ist. Nach 5.5.5,(ii) und
5.5.7 in [M/T] folgt dann aber schon, dafi C' klein ist. O

Satz 2.6 liefert Erfreuliches im Hinblick auf unser Bestreben, die vorgege-
bene Zieldichte m mit Hilfe des Metropolis-Hastings Algorithmus zu approxi-
mieren. Weil ndmlich Aperiodizitat und A-Irreduzibilitiat die Harris-Positivitat
implizieren, verrat uns der Ergodensatz 2.1 die sehr befriedigende Antwort auf
die in der Einleitung gestellte Frage, wie genau die Zielverteilung approximiert
werden kann: Unter Verwendung des RW-basierten Metropolis-Algorithmus
gelingt dies beliebig genau.

Nichtsdestotrotz werden wir noch einige Arbeit und Miihe in die Untersu-
chung der Konvergenzgeschwindigkeit in (2.1) investieren miissen, ehe wir dem
Algorithmus eine ausgezeichnete Qualitdt bescheinigen kénnen.

Bevor wir jedoch dazu kommen, lassen wir es uns nicht entgehen, noch

einige weitere Eigenschaften des RW-basierten Metropolis-Kerns festzuhalten.

Definition 2.7 Sei P ein Markov-Kern auf (R¥, B¥). P hat gleichmpig straffe

Zuwachsverteilungen, falls f.a. ¢ > 0 ein K > 0 existiert, so daB
P(z,B(z,K))>1—¢

fa. 2 € RF gilt.

Wir halten fest:

Satz 2.8 Der RW-basierte Metropolis-Kern hal gleichmdftg straffe Zuwachs-

verteilungen.
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Beweis: Sei € R* und ¢ > 0. Dann ist klar, daB ein K, > 0 existiert
mit
Q(z,B(z,K;)) > 1 —e¢.
Aufgrund der Struktur von ¢ ist Q(z, B(z, Ky)) = Q(0, B(0, Ky)) f.a. z € R*
und die Wahl von K somit unabhéngig von z, d.h. es gibt ein K" > 0, so da8
fa. z € RF
Q(z, Bz, K)°) < ¢

gilt. Mit solchem K erhalt man

P(z, B(z, K)°)

/B(x,K)C oz, y)q(x,y) Mdy)
Q(z, B(z, K)°)

E.

IN

N

f.a. x € R*. O

Satz 2.6 lehrt, dafl jede nicht leere, beschrankte Menge klein ist. Mit dem

gerade erzielten Ergebnis erhalten wir auch die Umkehrung dieser Aussage.

Lemma 2.9 Es sei P ein Markov-Kern auf (R*, B*) mit gleichmifig straffen

Zuwachsverteilungen. Dann ist jede kleine Menge beschrdnkt.

Beweis: Sei ' € B* klein. Dann existieren n > 1, ein auf C' konzentrier-

tes Wahrscheinlichkeitsmafl v und § > 0, so dafl f.a. z € C

gilt. Damit folgt

1P (2,) = Py, )|l = 2:2; (P (2, A) = dv(A)) = (P"(y, A) — dv(A))]
< 2:;1}; max { P"(z, A) — ov(A), P"(y, A) — év(A)}
< 2(1=9)

f.a. z,y € C. Nehmen wir an, C' wéare unbeschrankt. Da P gleichméfig straf-
fe Zuwachsverteilungen besitzt, gilt dies auch fiir P*, n > 1, wie uns eine
Induktion nach n bestatigen wird.

Wir wollen P*(z, B(z,nK)¢) < ne fa.n € N, e > 0 und ein K > 0

zeigen. Fiir n = 1 ist dies klar wegen P = P' und weil P gleichmiBig straffe
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Zuwachsverteilungen besitzt. Sei nun also die Richtigkeit der Behauptung fiir

ein n > 1 und beliebiges ¢ > 0 angenommen. Es ist
n+1 N\ C . N\ C n
Pz, B(z,(n+ 1)K)°) = /]Rk P(y, B(z,(n+ 1)K)°) P"(x, dy)
- /B( o P By (04 D)) P (2 dy)
+/B( o P Bl (4 DK P, dy)

< eP"(z,B(z,nK))+ P"(z, B(z,nK)")
< e4ne=(n+1e.

Die erste Zeile gilt dabei nach Satz 1.6 in [Als2]. In der vorletzten Ungleichung

geht
P(y, B(z,(n+1)K)°) < P(y, B(y, K)°) <«
wegen B(y, K) C B(z,(n+ 1)K) fa. y € B(z,nK) ein. SchlieBlich wird die
Induktionsannahme in der letzten Zeile benutzt.
Es existiert also ein K > 0 derart, dal P*(z, B(z,K)) > 1 — % und
P*(y, By, K)°) < % fir z,y € C. Da C unbeschrankt ist, kénnen z und y
mit |z —y| > 2K gewihlt werden, und wir erkennen B(z, K) C B(y, K)°.

Dann erhalt man aber

1P (z,-) = Py, )l = 2|P"(z, B(z, K)) = P"(y, B(z, K))|

s

im Widerspruch zu oben Gezeigtem. ¢’ mufl demnach beschrankt sein. O
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Kapitel 3

Geometrische Ergodizitit

3.1 Geometrische Ergodizitit und die geome-

trische Drift-Bedingung

Nachdem wir uns nun ein wenig mit dem RW-basierten Metropolis-Hastings
Algorithmus vertraut gemacht haben, ist es an der Zeit, seine gerade fiir An-
wendungen interessanten Qualitdten zu analysieren. Die Ergodizitat gegen die
Zielverteilung haben wir schon festgestellt. Das wirklich Bemerkenswerte ist
aber die Konvergenzrate, die sich in (2.1) unter bestimmten Voraussetzungen

an w fiir die Metropolis-Kette erzielen 1a8t.

Definition 3.1 Ein ¢-irreduzibler, aperiodischer Markov-Kern P mit stati-
onarer Verteilung 7 heiBt w-f.s. geometrisch ergodisch, falls eine m-f.s. endliche
Funktion V' > 1 sowie Konstanten p < 1 und R < oo existieren, so daf die
Abschétzung

P (z,")—m|lv < RV(z)p" fa.n>1 (3.1)

erfiillt ist. P heilt geometrisch ergodisch, wenn V endlich ist.

Wir definieren hierbei die V-Norm fiir signierte Mafle ;1 durch

[plly = b eal

up
FfISV
u(f) = [ f(@)p(de).

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit notwendigen Bedingungen, die

die Zieldichte erfiillen muf}, damit wir tiberhaupt auf geometrische Ergodizitat
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hoffen diirfen. Der Begriff der geometrischen Drift-Bedingung wird sich dabei
als sehr hilfreich erweisen.

Wir vereinbaren fiir einen Markov-Kern P und eine nicht negative Funktion

/V P(z,dy)

AV(z) = PV(x) = V(&) = [ V(y) Plw,dy) = V(2).

V' die Bezeichnungen

sowie

Definition 3.2 (Geometrische Drift-Bedingung) Es seien P ein Markov-
Kern und C' eine Menge in B*. Man sagt, P hat geometrische Drift nach C,
wenn es Konstanten A < 1, b < oo und eine Funktion V' > 1 mit V(zy) < oo
fiir ein zo € R¥ gibt, so dafB

PV(x) < AV () + blo(x) (3.2)

f.a. z € RF erfiillt ist.

Die geometrische Drift-Bedingung ist tiblicherweise auf allgemeinen Zu-
standsrdumen (9,8) formuliert. Die Einschrinkung auf (RF, B¥) liefert hier
keine neuen Erkenntnisse, sondern ist einfach in dem von uns festgelegten

Rahmen zu verstehen. Dasselbe gilt fiir den néchsten Satz.

Satz 3.3 FEs sei P ein p-irreduzibler, aperiodischer Markov-Kern auf (R¥, B¥)

mil stationdrer Verteilung w. Dann gill:

(i) Falls P geometrische Drift nach einer kleinen Menge C' € B* mit Drift-
Funktion V' hat, so daf§ (3.2) erfillt ist, ist V n-f.s. endlich und P ist

w-f.s. geometrisch ergodisch.

(11) Ist umgekehrt P w-f.s. geometrisch ergodisch, so hat P geometrische Drift
nach einer kleinen Menge C € B*.

Beweis: (i) Es sei die Giiltigkeit von (3.2) vorausgesetzt. Wir definieren

. - b

Dann ist V nicht negativ, ‘N/(Jto) < o0, b < oo und

21



Geometrische Ergodizitét

Damit folgt 7(V) < oo aus dem ,f-Norm Ergodic Theorem*(14.0.1, (iii) = (i),
in [M/T]). Also ist V m-f.s. endlich. Die m-fast sichere geometrische Ergodizitat
von P erhalten wir sofort aus dem ,Geometric Ergodic Theorem® (15.0.1 in
M/T]).

(it) Ist P m-f.s. geometrisch ergodisch, gibt es eine m-f.s. endliche Funktion
V > 1, mit der (3.1) erfiillt ist. Aus 15.4.2, 15.3.3 und 10.4.9 in [M/T] folgt
die Existenz einer Funktion V, so daB fiir 7-fast alle z € R* V(-L) > V(z),
‘N/(J;) < oo und (3.2) fur V und eine kleine Menge C' € B* erfiillt sind. O

Bemerkung 3.4 (a) Falls (3.2) fiir eine kleine Menge C' und eine endliche
Funktion V' > 1 erfiillt ist, liefert Satz 3.3,(ii) die geometrische Ergodizitat
von P.

(b) Es sei (5,8) ein Zustandsraum. Eine Menge C' € S heifit petite, wenn

fia. x € C und B € S gilt, wobei a eine Verteilung auf N und ( ein nicht-
triviales Mafl auf S seien. Offensichtlich ist jede kleine Menge auch petite.
Ist P g-irreduzibel und aperiodisch gilt hiervon auch die Umkehrung (s. 5.5.7
in [M/T]). Diese Tatsache verdient deswegen Erwahnung, weil die von uns

zitierten Ergebnisse in [M/T] fiir petite Mengen formuliert sind.

3.2 Eine erste notwendige Bedingung fiir geo-

metrische Ergodizitit

Wir werden nun zeigen, dafl geometrische Ergodizitdt notwendig exponentiell
leichte Tails von m voraussetzt, d.h m(z) verschwindet exponentiell schnell fiir
|z| = oo. Dieses Resultat erhalten wir in Korollar 3.7. Der Weg dorthin fithrt
iiber zwei Ergebnisse eher technischer Natur.
Fiir eine beliebige Menge A € B* sei die erste Riickkehrzeit von X nach A
durch
74 =min{n > 1| X, € A}

definiert. Des weiteren sei F, wieder der Erwartungswert beziiglich P(z,-) fur

r € RF.

22



Geometrische Ergodizitét

Lemma 3.5 P sei cin Markov-Kern auf (R¥, B¥) mit gleichmdfig straffen Zu-
wachsverteilungen, der die geometrische Drift-Bedingung (3.2) fir eine kleine

Menge C € B* erfillt. Dann existieren p > 0 und R < oo, so dafs
V(z) > exp (p ExTB(O7R)) f.a. x € RF mit |z| > R

gilt.

Beweis: Im Falle z ¢ C gilt aufgrund der Jensenschen Ungleichung und
(3.2) die Abschétzung

(PlogV)(z) <log PV (z) <log(AV(z)) =log A + log V(z).
Aus denselben Griinden folgt fur «z € ¢

(PlogV)(z) < log(AV(z)+b)
= log(AV(z)) + log

= log(/\V(:c))+/

AV (z)

(AV(z

) +b) —log(AV ()
Vb 1
Y

dy

b
< log A+ logV(z) + 1
und wir erhalten

b
Alog V(z) = (PlogV)(z) —log V(z) < log A + 3 Le().

Setzt man nun

. _ log V(z)

Vi(z) mit p = —log A,
p
gilt folglich ;
A‘N/(:v) < -1+ E ]lc(;v)
und damit ,
E.rc < f/(:v) + o le(x) (3.3)
p

unter Verwendung von 11.3.4 in [M/T]. Da C klein ist und P gleichméBig straf-
fe Zuwachsverteilungen besitzt, folgt aus Lemma 2.9 die Beschranktheit von
C. Also gibt es ein R < oo derart, daB C' in B(0, R) enthalten ist. Zusammen
mit (3.3) liefert das die gewiinschte Ungleichung

log V(z)

= V('L‘) 2 Ez‘TC 2 EmTB(OvR)
P
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fa. z € RF mit |z| > R O

Fiir y € R* sei
nly) = { v
er ,y=20
der auf die Lange 1 normierte Vektor in Richtung y, wobei e, = (0,...,0,1)
den k-ten Basisvektor der kanonischen Basis des R* bezeichnet, und ,,-“ sei
das Standardskalarprodukt auf RF. Auferdem erinnern wir daran, daB die
Zuwéchse des Kandidaten RW die Dichte f o |- | besitzen.

Satz 3.6 FEs set P der RW-basierte Metropolis-Kern und es gelte

[, el f(Jal) M) < oo,

Fulls P geometrische Drift nach einer kleinen Menge C' € B hat, so existieren
s> 0 und ¢ >0 mit

V(z) > cexp(slz]), =€ R~

Beweis:  Satz 2.8 lehrt, daBl P gleichméBig straffe Zuwachsverteilungen
besitzt. In Verbindung mit Lemma 3.5 erhalten wir hieraus die Existenz von

p>0und R < oo derart, daBl

V(z) > exp (pEmTB(O’R)) (3.4)

f.a. z € RF mit 2] > R gilt, denn P erfiillt die geometrische Drift-Bedingung
fiir eine kleine Menge C' € B* 1t. Voraussetzung. Sei nun = € R* so gewihlt,

daB V(z) endlich ist, da sonst nichts zu zeigen wére. Fiir |x| < R brauchen wir

1
R

und ¢ = 1

uns ebenfalls nicht weiter zu bemiihen, denn dann wahle sq = .

und erhalte

coexp(solz|) <1 < V().

Wir setzen also |z| > R voraus. Es sei nun (Xi)izo die Metropolis-Kette mit
Startpunkt Xy = =z, und wir bezeichnen die Folge der u.i.v. Zuwichse des
Kandidaten-RW mit (/;);>1.

An dieser Stelle mag uns eine kurze Zusammenfassung des restlichen Bewei-

ses helfen, im folgenden den Uberblick zu wahren. Wir werden einen einseitigen

RW W = (W;)i>o mit Zuwichsen (J;);>1 auf R konstruieren, wobei sich J; als
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unabhangig von X;_q fir ¢« > 1 erweist. Wir werden weiter nachweisen, daf
der ,negierte® RW —W eine positive, endliche Drift besitzt. Mit diesen Er-
gebnissen wird schlieBlich unter Verwendung der 1. Waldschen Gleichung eine
Abschétzung fiir E,7p(o,r) gelingen, die unter Einsatz von (3.4) die Aussage
des Satzes verifiziert.

Wir setzen

Ji=n(Xioh) - Lilgnx_y)yn<oy, @21

Firve Rund ¢ > 1 gilt

M <ol Xim=y) = T(n(y) Ll <v) (3.5)
B D(n(y)-I; <v) , fallsv <0 (3.6)
B 1 Cfallsv >0 '

Nun ist die Verteilung von n(y) - [; unter I' unabhéngig von der Wahl von
y € RF. Sind némlich y, 2z € R* mit n(y) # n(z) und ¢ eine Drehung im R*
mit p(n(y)) = n(z), gilt offensichtlich T% = T'“°% unter Beriicksichtigung der
symmetrischen Gestalt der Dichte f(|-|) von [; und der Lingeninvarianz der
Drehung ¢. Aufgrund der Tatsache, da} die Adjungierte einer orthogonalen

Abbildung gerade ihre Inverse ist, folgern wir

F”(Z)~Ii — Fn(z).apoli — F(p_l(n(z)).li o Fn(y)lz

Mit Blick auf (3.5) und (3.6) erkennen wir sofort die stochastische Unabhéngig-
keit von J; und X;_; fiir ¢ > 1, und erhalten durch Wahl von n(y) = ¢

f(_m7v] f]Rk—l f(|.L|) »\k_l(dl‘l, . ,d.’l,'k_l) »l(de> , 0 < 0

F(JZ'SU):{ )

J; besitzt also fiir 7 > 1 die A'-Dichte

I (dy) = g(y) 1(—oo0)(y) A (dy) (3.7)

o) = [ G ) ) N (o, dea),

Mit diesem Wissen definieren wir den einseitigen RW (I/Vz')z'go auf R wie folgt:

Wo=1Xo|=l|z|] und W,=W,_y+J;, i>1.
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Als entscheidend wird sich die Giltigkeit von W, < | X

Dies ergibt sich induktiv: Fiir 2 = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also 7 > 0 und

f.a. 7 > 0 herausstellen.

die Behauptung gelte fiir 7 — 1. Im Falle der Ablehnung der vorgeschlagenen
Bewegung durch den Algorithmus, also X; = X;_q, gilt It. Definition von W;

und der Induktionsvoraussetzung
Wi < Wisy <Xl = [XG].
Wird die vorgeschlagene Bewegung akzeptiert, also X; = X;_1 + [;, so gilt

IX:| = | Xioi + 1]
[(Xicr + n(Xizr)(n(Xizr) - 1) + (L = n(Xiz) (n(Xiza) - 1))

> | Xicr + (X)) (n(Xiza) - 1)
= [n(Xim) ([ Xiza]| + n(Xiza) - 1)
= || Xizi| +n(Xizh) - I

> | Xic| +n(Xizh) - L

> | X+ i

> Wiaa+Ji=W;,

wobel in der dritten Zeile der Satz von Pythagoras (s.a. im Anhang A.1.1) und
in der letzten die Induktionsvoraussetzung eingehen.

Setze
7r = min{i > 1| W; < R}.
Dann ist
TB(,R) = TR

wegen Wi < |X;|, und darum gilt
E:TB(0,r) 2> FiTr - (3.8)
Fiir € R* und v = F,(—.J;) erhilt man f.a. i > 1
0<7y = —/]RyFJ”X“:””(dy)
= - /]RyF‘h(dy)
_ _/(_0070) /]Rk_lyf(|(z1,...,zk_l,y)|)))\k_1(dzl,...,dzk_l))}\l(dy)

< [ 1l A=) Wedz)

< o0,
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wobel wir in der zweiten Zeile die stochastische Unabhéangigkeit von .J; und
Xo, in der dritten Gleichung (3.7) und in der letzten Zeile die Voraussetzung
des Satzes benutzt haben. Sei nun W,, = |z| — W, fiir n > 0, also

Wo=0 und Wn:—ZJi, n>1,
=1

und F, = U(Wg, ooy W) Fuound (J;)isn sind stochastisch unabhangig, und
Tp ist eine (fn)nzo—Zeit (denn trivialerweise ist 75 eine Stopzeit beziiglich der
Filtration (a(Wo, ..., Wy))n>0), fiir die auBerdem F,7r wegen (3.8) und (3.4)
endlich ist. Die 1. Waldsche Gleichung liefert

E,W;, = vFE,7x.

Daher gilt mit Blick auf (3.8) und wegen W;, < R 1t. Definition von 75

- E.W; - R
E:7B0,r) 2 ExTrR = il —= > il : (3.9)
v v
Wir setzen nun
R
31:£>0 und clzexp(—p—) >0
v v
und erhalten mit (3.4) sowie (3.9) die gewiinschte Ungleichung
V(z) > exp (% (|| — R)) = ¢y exp(sq |z]).
]

Die angekiindigte notwendige Bedingung, die exponentiell leichten Tails

von m, ergibt sich unter diesen Vorbereitungen sehr leicht.

Korollar 3.7 Fs sei P der RW-basierte Metropolis-Kern auf (RF,B*) mil
Zieldichte m, und es gelte

[ Tl e M) < oc.

Falls P geometrisch ergodisch ist, existiert ein s > 0 derart, daf

/]Rk el m(z) A(dz) < oc.
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Beweis: Nach Satz 3.3 hat P geometrische Drift nach einer kleinen Men-
ge C' € B* mit einer 7-f.s. endlichen Drift-Funktion V' > 1. Die Existenz von
s> 0und ¢ > 0 mit

Vie) > cexp(sla]

erhalten wir nun vermoge Satz 3.6. Daher schliefen wir:

o=

/]Rk o m(z) A(dz) < —7(V) < 0.

Vielleicht wirkt es auf den einen oder anderen erniichternd, dafl Korollar 3.7
die Klasse der Zieldichten, die iiberhaupt fiir geometrische Ergodizitit in Frage
kommen, so stark einschrankt. Trotzdem oder gerade deswegen wenden wir uns
im néchsten Kapitel der Suche nach hinreichenden oder sogar dquivalenten
Bedingungen fiir geometrische Frgodizitat zu. Diese Suche wird uns einige
Miihe abverlangen. Als Lohn fiir unsere Arbeit diirfen wir aber ein sehr schénes
und anschauliches Ergebnis erwarten.

Beschlieen wollen wir diesen Abschnitt mit einer dquivalenten Formulie-
rung der geometrischen Drift-Bedingung, die uns spéter noch gute Dienste

erweisen wird.

Lemma 3.8 Es sei P der RW-basierte Metropolis-Kern auf (R*, B*) mit g
abstandhaltend von 0. Die Zieldichte m sei stetig und streng posiliv. Dann gill:
Ezistiert eine stetige Funktion V> 1 mit

P
lim sup Viz)

TP <1 (3.10)

und

sup PV(m) < oo
zert V(T) 7
so isl die geomelrische Drift-Bedingung (3.2) fiir eine kleine Menge C € B*
erfillt, und P ist geomelrisch ergodisch.
Gilt umgekehrt die geometrische Drift-Bedingung fir eine kleine Menge C € B*
und eine endliche Funktion V > 1, so geniigt V' (3.10) und (3.11).

(3.11)

Beweis:  Sei zunachst V' > 1 stetig und geniige (3.10) und (3.11). Beden-
ken wir, da It. Satz 2.6 B(0, R) klein ist, gentigt es, die Existenz von A < 1,
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b < oo und R < oo mit

PV(z) <AV (z) + bl p,r)(z) (3.12)
Zu zeigen.
Wir setzen § = limsup, %S). Wegen V' > 1ist PV(z) > 0fa.z € RF,
und daher gilt ¢ € [0,1) unter Hinweis auf (3.10). Mit
A=1-— 1-¢
2

1

folgt 3 < A < 1 und zusammen mit (3.10) die Existenz eines R € (0,00)

derart, daf}
PV(z) <AV(z) fa. zc RFmit|z|> R.

Also gilt (3.12) f.a. 2 € B(0, R). Setze nun

b= ( sup vng) sup V(2

z€B(0,R) serr V()

Da B(0, R) beschrankt und V stetig ist, folgt in Verbindung mit (3.11) b < oo

und somit

PV(z) <b< A\V(z)+ b]lB(O’R)(.T)

fa.z € B(0,R),da A >0und V > 0. Also gilt (3.12) f.a. € R".
Fiir die umgekehrte Richtung sei nun V' > 1 endlich, und es gelte

PV(z) < AV(z)+ blo(x)

mit A < 1, b < oo und C € B* klein. Da P gleichmiBig straffe Zuwachsver-
teilungen besitzt (s. Satz 2.8), folgt aus Lemma 2.9 die Beschranktheit von C.
Daher existiert ein R > 0 mit C' C B(0, R), und f.a. € R mit |z| > R gilt

PV(z) <AV(z) < V(z).

Vermoge dieser Abschitzung sehen wir sofort die Giiltigkeit von (3.10) ein,
und (3.11) folgern wir schlieBlich mit

<MA+b fa zeR~



Kapitel 4

Geometrische Ergodizitit bei

super-exponentiellen Zieldichten

4.1 Super-exponentielle Zieldichten und die Kon-
turmannigfaltigkeit C(,)

Fassen wir noch einmal kurz zusammen: Mit Hilfe der RW-basierten Metropolis-
Kette gelingt uns eine beliebig genaue Approximation der Zielverteilung. Wir
haben dariiberhinaus festgestellt, dafl wir auf eine geometrisch schnelle Konver-
genz hoffen diirfen, wenn die Zieldichte der Klasse der Dichten mit exponentiell
leichten Tails entstammt.

Wann aber haben wir Gewilheit dariiber, ob geometrische Ergodizitit vor-
liegt oder nicht? Dieser Frage gilt es im folgenden nachzugehen, und die Ker-
naussage dieser Arbeit, der Satz 4.5, wird uns die Antwort prasentieren.

Wir ziehen die Grenzen, innerhalb derer wir uns bewegen, erneut ein wenig

enger und betrachten von nun an nur noch super-exponentielle Zieldichten.

Definition 4.1 Eine Zieldichte 7 auf R* heiBt super-exponentiell, falls sie
iberall positiv und stetig partiell differenzierbar ist und die Grenzwertbedin-

gung
lim n(z)-Viegn(z) = —oc0 (4.1)

erfiillt.

Wir erinnern dabei an die in Kapitel 3 gegebene Definition fiir n(z) als den

auf die Lange 1 normierten Vektor in Richtung z.
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Erfreulicherweise haben super-exponentielle Zieldichten a priori exponen-

tiell leichte Tails wie Satz 4.2 lehrt.
Satz 4.2 Fs sei m eine super-exponentielle Dichte auf R*. Dann existiert fir
beliebige H > 0 und a > 0 ein R > 0, so daf

m(z + an(z))
()

f.a. x € R*¥ mit |x| > R gilt. Insbesondere folgt

< exp(—aH) (4.2)

lim 7(z)=0.
|z| =00

Beweis: Sei H > 0. Fiir a = 0 ist die Aussage klar. Fiir a > 0 liefert
eine Taylor-Entwicklung (s. [For2], S. 58, Bemerkung b))

logm(z 4+ an(z)) —log w(z) = an(z) - Vlogm(z) + o |an(z)|). (4.3)

LaBt man nun |z| — oo laufen, strebt die rechte Seite vermoge (4.1) gegen
—o0, denn der Landau-Term o(|an(z)|) variiert nicht in der Lange von z. Fiir

beliebiges H > 0 folgern wir
an(z)-Viogn(z)+ o|an(z)|) < —aH , (4.4)

falls || > R fiir ein hinreichend grofies R > 0. Wenden wir die Exponential-
funktion auf die linke Seite von (4.3) und die rechte Seite von (4.4) an, ergibt
sich (4.2). Damit erhélt man offensichtlich sofort die letzte Behauptung, wenn
man zu beliebigem ¢ > 0 ein H. > 0 so groBl wahlt, da die Ungleichungskette

0< lim n(z)= lim n(z+n(z)) <exp(—H.) <e

gilt. O

Dreh- und Angelpunkt der weiteren Uberlegungen werden die Konturman-

nigfaltigkeil Cr(y) fiir super-exponentielles 7,

Oﬂ'(.’l}) = {y € Rk | ﬂ-(y) = ’/T(LZ?)},

sowie die schon in Kapitel 2 definierte Akzeptanzregion A(x) und die Region
der potentiellen Ablehnung R(z) sein.
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Fiir hinreichend grofes [z| 1a8t sich mit Hilfe von (4.2) zeigen, dafl Crx)

durch die Einheitssphire S*=! = {y € R*||y| = 1} parametrisiert werden
kann, d.h.

Criey = {r(€)€1€ € 5713

mit einer positiven, stetigen Funktion r auf S*=!. Sei niamlich R so groB, wie
fiir (4.2) gefordert. Dann ist u = inf{r(y)|y € B(0, R)} aufgrund der Posi-
tivitat und Stetigkeit von 7 positiv. Sei nun |z| so groB, daB w(z) < p gilt
(insbesondere muf dann |z| > R sein). Angenommen, es gibe ein z € R* und

a,b€ (0,00), a < b, so daB
an(z), bn(z) € Cry). (4.5)
Wegen bn(z) = a,n(z) + (b — a)n(z) liefert (4.2)

m(bn(z)) < M

clb—a)H

also m(bn(z)) < m(an(z)) im Widerspruch zu (4.5).

Was die Konturmannigfaltigkeit C'y(,) fiir die Anschauung bedeutsam macht,
ist ihre Eigenschaft als ,Trennwand“ von A(z) und R(z). Die Akzeptanzregi-
on ist namlich fiir hinreichend groBes |z| gerade die von Cr(,) eingeschlossene
Menge. Fiir die Begriindung werden wir das Innere von Cr(,) (inklusive des
Randes 8C,r(x)) mit Int Cr ;) und das AuBere mit Ext Cr(z) bezeichnen und
folgende Fallunterscheidung durchfithren:

(i) Ist z € Ext Cr(yy, so existieren y € Cr(py und a > 0 mit z = y + an(y).
Es gilt n(y) = m(z) < p, also insbesondere |y| > R (R wie oben), und damit
m(z) < exp(—aH)w(y) wegen (4.2). D.h. z € R(z), also Ext Cr(z) € R(x), und
dies impliziert A(z) C Int Cra).

(ii) Ist z € Int Cr(py N B(0, R), gilt m(z) < p < m(2). z ist also in A(z) enthal-
ten, und wir schlieflen Int Cr(z) N W C A(x).

(iii) Tm Falle z € Int Cr(n mc ist |z] > R, und es gibt ein @ > 0 mit
z 4 an(z) € Cr(yy. Eine erneute Anwendung von (4.2) liefert

m(z) = 7m(z + an(z)) < exp(—aH) 7(z).

Es folgt z € A(x), also Int Cry N B(0, R)” C A(x).
it) und (7ii) liefern Int C(,y C A(x), und dies zeigt A(x) =Int C(,y mit Blick
(=) g (=)

auf (i) fiir hinreichend grofles |z|.
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4.2 Der Satz 4.5 - Eine dquivalente Bedingung

fiir geometrische Ergodizitit

Der weitere Weg zu Satz 4.5 fithrt {iber zwei Lemmata. Das erste besagt, daf}

die Metropolis-Kette auf kleinen Mengen nicht f.s. in einem Zustand verharrt.

Lemma 4.3 Fs sei P ein p-irreduzibler Markov-Kern mit stationdrer Vertei-

lung w. Dann gilt

sup P(z,{z}) <1
zeC

f.a. kleinen Mengen C € B*.

Beweis:  Als erstes halten wir fest, daf P(z,{z}) < 1 fa. z € R* gilt.
Gébe es namlich einen absorbierenden Zustand z € R* mit P(z,{z}) = 1, so
ware die Irreduzibilitdt von P verletzt. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis
und nehmen sup,. P(z,{z}) = 1 fiir eine kleine Menge C' € B* an. Wegen
P(z,{z}) < 1 f.a. z € R* muB C' dann mindestens abzéhlbar unendlich sein.
Wir wihlen zwei verschiedene Punkte ¢, x5 € C' mit

~\ 1/n
P(xm{'rz}) > <1 - 5) 3 1= 1725

fiir beliebiges ¢ > 0 und erhalten

P™(zy,{z1}) > 1— % und  P*(z9,{21}) <

DN | ™

Dies liefert
[P (21,) = P™(z2,)|| 2 2|P" (21, {21 }) — P (22 {21 })| > 2(1 —¢).  (4.6)

Andererseits existieren 6 > 0, n > 1 und ein auf C' konzentriertes W-Maf} v
mit
P"(z,-) > ov(-), z€C,

da C' klein ist. Wir folgern fiir je zwei verschiedene Punkte x;,2, € C:

[P (z1,-) = P™(22,-)| = 2 sup, (P (21, A) = 0v(A)) = (P (22, A) — 6v(A))]
< 2;;1& max { P"(z1, A) — dv(A), P"(x4, A) — dv(A)}
< 2(1 —9).
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Hiermit erhalt man den gewtinschten Widerspruch, wenn man in (4.6) ¢ = ¢

setzt. O

Das zweite vorbereitende Ergebnis zeigt, dafl die Aussage von Lemma 4.3 im
Falle geometrischer Ergodizitat von P nicht nur auf kleinen Mengen, sondern

sogar m-fast tiberall gilt.

Lemma 4.4 Fs sei P ein p-irreduzibler Markov-Kern mit stationdrer Vertei-

lung m. Falls P geometrisch ergodisch ist, gilt
ess sup P(z,{z}) <1,
wobei ess sup beziglich = gebildel wird.

Beweis: Aufgrund der geometrischen Ergodizitat existieren lt. Satz 3.3
eine 7-f.s endliche Funktion V' > 1, eine kleine Menge C' € B* sowie Konstanten

A <1 und b < oo, so daBl die geometrische Drift-Bedingung
PV(z) < AV(z) + ble(x)

erfillt ist. Lemma 4.3 liefert sup,co Pz, {z}) < 1, und fir € C°mit V(z) <

oo gilt
Viy)
Pz, {x < Pz, {z})+ P(x,d
) £ P+ [ Py
_ PV()
V()

< A

Da V m-f.s. endlich ist, folgt die Behauptung. O

Wir werden nun das Ergebnis erhalten, auf das wir die ganze Zeit hingear-
beitet haben, namlich eine dquivalente Bedingung fiir geometrische Ergodizitat
der RW-basierten Metropolis-Kette. Die Aussage von Satz 4.5 ist dabei weni-
ger von praktischer Relevanz. Vielmehr begriindet sich ihre Bedeutung in ihrer
anschaulichen Gestalt. Sie besagt im wesentlichen, daf die Kette genau dann
geometrisch ergodisch ist, wenn die Wahrscheinlichkeit, mit der sie von jedem
noch so weit vom Ursprung entfernten Punkt in die Akzeptanzregion zuriick-

springt, nach unten durch eine positive Zahl beschrankt ist. Inwiefern dabei
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Bedingung (4.7) der Anschauung dienlich sein kann, werden wir im Anschluf
von Beispiel 4.15 sehen.

Zuvor noch eine Bezeichnung: Es sei
U(z,K) ={U CK|U ist Ungebung von z}.

Satz 4.5 Flir eine super-exponentielle Zieldichte 7 ist der RW-basierte Metro-
polis-Kern P auf (RF, B¥) mit q abstandhaltend von 0 genau dann geomelrisch

ergodisch, wenn

liminf Q(z, A(z)) > 0 (4.7)

|z| =00
gilt. Ferner ist dann die geomelrische Drift-Bedingung (3.2) mit der Drift-
Funktion
V(z) = cw(w)_l/Z
fir ein ¢ > 0 erfillt.

Beweis: Fiir z € R* und § > 0 bezeichne C,r(x)(5) den 4-Schlauch um

Cr(z), d.h.
Cr@)(6) = {y + sn(y) |y € Cra), =0 < s <6}

Der erste Schritt des Beweises wird darin bestehen zu zeigen, dal das Volumen
des Schnittes von Crz)(6) und B(z, K) fiir beliebiges K > 0 in Abhéngigkeit
von § fiir hinreichend grofies |z| beschrénkt ist. Jene Beschranktheit wird ge-
nutzt werden, um mit Hilfe von Lemma 4.4 nachzuweisen, dafl unter Annahme
der Verletzung von (4.7) P nicht geometrisch ergodisch sein kann.

Volj_1 bezeichne das (k — 1)-dimensionale Volumen von Hyperflichen im
R* (s. hierzu im Anhang Definition B.8). Mit Mitteln der Differentialgeometrie

erhalten wir

NE (Cﬂ.(x)((S)) < 24 Volg_y (Cﬂ(m)) . (4.8)

Unser Ziel wird folglich der Nachweis der Beschranktheit von Vol;_, (Cﬂ(m))
sein. Ist dies gelungen, erhalten wir fiir A* (C,r(x)@) N B(z, K)) vermoge (4.8)
sofort eine obere Schranke in Abhangigkeit von ¢ fir jedes K > 0.

Da 7 super-exponentiell ist, existiert ein R > 0 derart, daf
n(y)- Viegm(y) <0, |yl > R. (4.9)
Weil 7 auBerdem tiberall positiv und stetig ist, folgt

p= min{ﬂ(y) |y € B(0, R)} > 0.
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Abbildung 4.1: Cr(;) die durchgezogene, Cr(;)(8) die gestrichelte Linie

Geben wir uns nun |z| so groB vor, daB m(z) < p ist (solches |z| existiert lt.
Satz 4.2), erhalten wir
sup n(y)-Viegn(y) < 0.
YEC ()

F.a. y € B(0, R) gilt namlich 7(y) > p > m(z), und wir schlieBen y ¢ Cr(z)-
y € Cr(s) impliziert also |y| > R, und so gelingt obige Abschétzung mit Blick
auf (4.9).

Fiir y € Cr(zy muB dann insbesondere Va(y) # 0 gelten, d.h. es gibt ein
i € {1,...,k} derart, daB D; w(y) # 0 ist, wobei D; die partielle Ableitung
nach der i-ten Komponente bezeichne (dabei hiangt ¢ natiirlich von y ab).

Fiir festes aber beliebiges y € Cr(z) wéhlen wir nun ein festes j € {1,...,k}
mit D; m(y) # 0. Des weiteren schreiben wir z2 = (z1,...,2j_1, Zj41, ..., 2%) €
R*-! fiir den Vektor, den wir durch Streichen der j-ten Komponente von z €

R* erhalten, und definieren die Funktion
FRF'SR =R, F(3,0) =7(21,- -, 2i21,C, Zig1, - 25) — 7().

Offensichtlich ist F} stetig differenzierbar.

Durch Anwendung dieser Funktion auf unser oben gewéhltes y erhalten wir

F(g,y;)=0 und D, F(y,y;) = Djn(y) #0.
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Der Satz iiber implizite Funktionen liefert nun die Existenz von Umgebungen
Uy € U(g, RF1Y), U, € U(y;, R) sowie einer stetig differenzierbaren Funktion
p: Uy = Uy mit

F(o,p(w)) =0 und ¢(0)=w; fa.wel; xU,,
d.h.
m(wi, .. wimy, o(@), wipr, ..., wy) =a(z) fa.w € Crey N (U x Uy)

(vgl. Satz 2 und Bem. 1, S. 71 in [For2]). AuBerdem gilt iiber die Differen-
zierbarkeit von ¢ hinaus sogar die stetig partielle Differenzierbarkeit. Mit w =
(Wi, Wi, Wity .. wg) € Uy und @ = (wq, ..., wj—1, p(0), w41, .., wk)

ergibt sich die Ableitung von ¢ namlich zu
Vo(w)=—(D; ()™ (Dy7(b),..., Djmy w(), Djyr 7(), ..., Dy w(d))

(s. hierzu ebenfalls die zuvor zitierte Referenz).

Betrachte nun die Abbildung
d:U, - U, x UQ, ‘D(tN) = (tlg---7tj—1;99(t~>,tj+17---,tk>-

® ist stetig differenzierbar, Bild @ = Cr,yN(U; xUs) und die Funktionalmatrix
D® hat die Gestalt

1
1
—| 8¢ ... B¢ B¢ .. d¢
Do = Aty dtj_1  Otj41 Bty ’

wobei Vi die j-te Zeile bildet. Es gilt D& € M(k x (k — 1), R) und Rang
D® =k — 1. ® ist demnach eine Immersion (d.h. eine stetig differenzierbare
Abbildung, deren Funktionalmatrix vollen Rang besitzt, s. im Anhang Defini-
tion B.3), die zudem Uy homdéomorph auf Cry N (Uy x Us) abbildet. Also ist

® eine Karte.
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Fir 1 <1<k sei D®; die (k—1) x (k— 1)-Matrix, die durch Streichen der
[-ten Zeile aus D® entsteht. Fiir die Gramsche Determinante g bzgl. ® gilt 1t.
Satz B.6 im Anhang

k
Z (det D)) (4.10)

Im Falle [ = j folgt det D®; € {0,1}, und fir I # j entwickle man die
Determinante von D®; nach der Zeile, die durch Vi gebildet wird. Dies liefert
in Verbindung mit der stetig partiellen Differenzierbarkeit von ¢ zusammen mit
(4.10) die Stetigkeit von g auf U;. Darum kann o0BdA angenommen werden, daf
g auf Uy beschrankt ist (ansonsten konnte man anstatt U eine etwas kleinere
Umgebung U¥ C Uy von § wihlen, so daB die Inklusionskette U C U C U, fiir
ein Kompaktum U gilt, auf dem dann g beschrinkt wire). Dann gilt fiir das
(k — 1)-dimensionale Volumen von Cr(z) N (U1 x Uyz) unter Beriicksichtigung
von lCW(I)Q(UIXUQ)(CI)(f)) =1 auf U;:

VOlk_l (Cﬂ(x) N (U1 X Ug)) = /Ul \/ﬁ»\k—l(d{)

S Mo»\k_l(U1)

A\

oo,

wobei M? = sup;;, g(1) sei. Rufen wir uns jetzt in Erinnerung, daf Cr(z)
fiir hinreichend grofe |z| die stetige Parametrisierung der (kompakten) Ein-
heitssphére ist, leuchtet uns sofort die Kompaktheit von Cr(,) ein. Deswegen

und Weil obiges Verfahren auf alle y € Cr(,;) angewendet werden kann, findet

man y) € Crie Ul(b) € U(gm, R*1), UQ(L) € U(y](-f), R), stetig partiell differen-
zierbare Funktlonen IO Ul(b) — UQ(L), Abbildungen ) : Ul(b) — Ul(b) X UQ(L)
sowie zugehdrige Gramsche Determinanten ¢ mit 1 < ¢ < m fiir ein m € N,

so daf} "
Crixy € U (Crr(w) N (UI(L) X U2(L)))

und damit

Vol_, (Cw(x)) < Volp_y (6 Crzy N (Ul(‘) X Uéﬁ)))

=1
< f:v()lk—l (Cﬂ.(x) N (Ul(‘) X UZ(L)))
=1
o~ () wk=1 (770
S =1 M » (U )
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< m MM
< o0

gelten. Dabei seien M) = SUPz. /() g(l), M = maxi<,<m M® und U €
{Ul(l), e Ul(m)} derart, daf A*=1(U7) > AF-1 (Ul(")) fa.ce{1,...,m).

Dank (4.8) erreichen wir somit unser erstes Teilziel, namlich
N (Coe(8) N Bz, K)) < 26m M AN=1(U)

fiir beliebiges K > 0. Unter Beriicksichtigung der W*-Stetigkeit von Q folgt
fia. K > 0 und ¢ > 0 die Existenz eines § > 0 mit
lim sup (m, Cr)(6) N B(x, [\")) <e. (4.11)
|| —oc0
Nehmen wir an, die Giiltigkeit von (4.7) wire verletzt, d.h.
lim sup Q(z, A(z)) = lim sup Q(z, R(z)%) = 0. (4.12)
Wir zeigen lim supj,_,. P(z,{z}) =1, was wegen Lemma 4.4 im Widerspruch
zur geometrischen Ergodizitat von P steht.
Sei ¢ > 0 beliebig. Da @) gleichméBig straffe Zuwachsverteilungen besitzt
(vgl. den Beweis zu Satz 2.8), existiert ein K > 0 derart, daf

Q(z,B(z,K)?) < e fa zcR~ (4.13)

Wihle nun § > 0 so, daB (4.11) erfiillt ist. Fiir y € R(z) 0 (Crn)(6)) folgt

wegen (4.2)
m(y)
m(z)

falls |z| hinreichend grof ist. Mit diesen Vorbereitungen ergibt sich

lim sup Pz, {z})

<e, (4.14)

|| =00
= lﬂiﬁljipr(w)%({x})
= limsu —W(y) T
= ey [ (1 W@))q( 9) A(dy)
. (y)
- lﬁ—fip /R(x)nB(rJ«’)ﬂ(Cm(5))C (1 - W(I)) l=y) M)

> (1—¢) ]iﬁj};p@ (m, R(z)N Bz, K)N (C,r(x)((S))c)
= (1—¢) (1 ~liminfQ (#, R(x)" U B(a, K)° U (Criy (8) 0 Bz, K))))
2 (1_5)(1_25)7
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wobei (4.14) in der finften Zeile eingeht, und in der letzten Zeile die Sub-
additivitat von @ sowie (4.11), (4.12) und (4.13) benutzt werden. Weil wir ¢
beliebig vorgegeben haben, folgt das Gewiinschte.

Da g abstandhaltend von 0 und 7 positiv und stetig ist, gentigt es fir die
umgekehrte Richtung wegen Lemma 3.8, die Bedingungen (3.10) und (3.11)
fiir die im Satz angegebene Drift-Funktion V' nachzuweisen. Setze in der Drift-
Funktion ¢ = sup_cp» m Dann ist ¢ > 0, V' > 1 und unter Beriicksichti-
gung von

1 L falls y € A(x)
oloy) = { W falls y € R
() y € R(z)
gilt fa. 2 € R*

PV(x) Vi(y)
V(z) /A(x) :

Viy) m(y)
R(z) V(z)m(x)

q(x,y) Ndy)

(=)
< Q(z, A(z)) +2Q(z, R(z)),

da % <1 fiir y € A(z) und :Ei)) <1 fir y € R(z). Wir folgern

PV (x)
Su
cerr V(7)

< 00

Noch einmal mit (4.2) erhdlt man wie in (4.14), daB % beliebig klein wird,

falls y € R(x) und |z| hinreichend grof} ist. Dann folgt

) PV (x) ) W(J;)l/z
lim sup < lim sup/ q(z,y) Mdy
|| =00 V('I) o]0 JA(z) ﬁ(y)l/Q ( ) ( )
. B W(y) 7T(y>1/2
+h|§|1—§30p R(x) (1 (x) + (2)'/? q(z,y) Mdy)
= limsupQ(z, R(x))

= 1 —liminfQ(z, A(z)),
|| =00
da m(z) in den Tails verschwindet und = (y) > m(z) fir y € A(x) gilt. Vermaoge
Priel <, O

(4.7) erhalten wir wie gewiinscht lim supy, ., Vo)
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4.3 Eine weitere hinreichende Bedingung fiir

geometrische Ergodizitit

Mit Satz 4.5 besitzen wir ein Kriterium, mit dessen Hilfe geometrische Er-
godizitat fiir den Fall super-exponentieller Zieldichten leicht veranschaulicht
werden kann. Nichtsdestotrotz diirfte die Bedingung (4.7) i.a. nicht einfach
nachzuweisen sein. Von praktisch groflerer Relevanz wird sich Satz 4.7 erweisen,
fiir dessen Beweis wir das anschliefende Lemma benotigen. Zuvor vereinbaren
wir noch, daf

o, ={r+Az—2x)|X€]0,1]}

die Strecke zwischen zwei verschiedenen Punkten z,z € RF bezeichnen soll.

AuBerdem definieren wir
m(y) = ~0)
[V (y)|

und bemerken, dafl Df stets die Funktionalmatrix einer Funktion f sei.

Lemma 4.6 Gegeben x,2 € R*, x # z, sei £ = Z=% und

= Jo—
E-m(y)£0 fa.y€oy,.
Dann ist z € Cr(zy.

Beweis: Nehmen wir an, z wire doch in C7(;) enthalten. Wir betrachten

die Funktion
F:[0,]z —z2|] = R, f(t) = n(z — L£).

Eine Anwendung der Kettenregel liefert
J(t) = Dr(h(t)) Dh(t) = —¢ - V(e — t€),

mit A : R — R, h(t) = o — t£&. Wegen f(0) = n(z) = m(2) = f(J]z — 2]) folgt
aus dem Satz von Rolle die Existenz eines s € (0, |z — z|) mit f'(s) = 0, d.h.
£-Vr(x — s€) =0, und wegen |ISTZ| € (0,1) erhalten wir
s
r—sl =124+ ——(2—2) €0y,

|z — 2|

Dies liefert aber den gewtinschten Widerspruch zur Voraussetzung. O
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Abbildung 4.2: Der Kegel ,,W(x)“

Satz 4.7 Sei 7 eine super-exponentielle Zieldichle und es gelte

limsupn(z)-m(z) < 0. (4.15)

|z| =00
Dann ist der RW-basierte Metropolis-Kern P mit g abstandhaltend von 0 geo-

metrisch ergodisch.

Beweis:  Wenn |z| hinreichend gro8 ist, existiert wegen (4.15) ein ¢ > 0
mit
n(z)-m(z) < —e.

Fiir dieses ¢ und beliebiges, aber festes K' > 0 definieren wir den Kegel
W (z) mit Spitze z durch

W(z) = {x a0 <a< K,E€ S, |€—n(x)] < %}
s. Abbildung 4.2. Zuerst zeigen wir die Inklusion
W(z) C A(x) (4.16)

fiir hinreichend grofes |z|. Sei R so groB, daf Cr(,y fiir z € RF mit |z > R, die

Regionen A(z) und R(z) voneinander trennt. Dann geniigt es offensichtlich,

Wi(z)N Cr(z) = 0]
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nachzuweisen, um (4.16) zu verifizieren. Sei ferner R; so grof}, da f.a.y € W(z)
mit |z| > Ry die Ungleichungen

n(y) -m(y) < —e und |n(z) —n(y)| < %
erfilllt sind. Im folgenden sei |z| > R = max{R, R2}. Wir wéhlen z € W(x)

(insbesondere ist dann z # z) und setzen { = Z=2

|z—2|

sowie y = x — af fir
a € [0,|z — z|]. Dann ist y € 0, ,, und weil fir a = |z — z| die Gleichheit von

y und z gilt, ist y € W(x). Es folgt
€ —n(z)] <
aufgrund der Definition von W(z). Wir erhalten

¢-m(y) ¢ =n(z))-m(y) + (n(z) = n(y)) - m(y) + nly) - m(y)

DO | ™

— -~

< &= n(@)l fm(y) + [n(e) = n(y)] Im(y)] + nly) - m(y)
< % + % —¢€
=0

wobel in der zweiten Zeile die Cauchy-Schwarz Ungleichung benutzt wurde. Es
gilt also
£-m(y) <0 fa.y€o,,.

Lt. Lemma 4.6 ist dann z € Cr(z) und (4.16) somit bewiesen.

Nun zeigen wir, daff (4.7) erfillt ist. Wegen Q(z, W(z)) = Q(0, W(0)) f.a.
z € R* aufgrund der Struktur von g, ist Q(x, W (z)) unabhingig von der Wahl
von z, d.h. Q(z,W(z)) = c fiir ein ¢ € [0,1] und alle z € R*. Es gilt sogar
¢ > 0. Weil namlich g abstandhaltend von 0 ist, existieren ¢, > 0 und n, > 0
mit g(z,z) > ¢, f.a. z € B(z,n,). Deswegen gilt

c = /W(x)q(x,z))}\(dz)

v

x,z) N(dz
/W(a:)ﬂB(x,nq) q( ) ( )

> e AW (z) N Blz,n,)).
Wegen (4.16) folgt nun schliefilich
liminf Q(z, A(z)) > iminf Q(z, W(z)) = ¢ > 0,

und damit die Behauptung It. Satz 4.5. O

Wie kraftvoll Satz 4.7 ist, zeigt das wohl bekannteste aller Beispiele:
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Beispiel 4.8 Sei @ = N(0, F;) die k-dimensionale Normalverteilung eines

Zufallsvektors mit unabhéngig standardnormalverteilten Komponenten, d.h.

1 1 &,
m(dz) = CCE exp (—527‘2) A(dz).

Vr(x) ergibt sich zu —m(z) z und 7 ist positiv und stetig partiell differenzierbar

mit

Vr(z)
m(x)

also ist m super-exponentiell. Wegen

n(z) - Vlegm(z) = n(z) - = —[e](nz) - n(z)) = —[z],

-mx:n:p-mz—nm-n:p:—
(@) mia) = n(@) sy = —n(z) n(e) = 1

folgt mit Satz 4.7 die geometrische Ergodizitdt des RW-basierten Metropolis-
Kerns. O

DaB (4.15) in Satz 4.7 tatsdchlich nur ein hinreichendes Kriterium fiir geo-
metrische Ergodizitat liefert, lehrt das folgende

Beispiel 4.9 Gegenstand unserer Betrachtung ist die Zieldichte 7 auf R? mit
m(x,y) ~ h(z, y)e_p(x’y),

wobei die Polynome h und p durch h(z,y) =1+ 2* 4+ y* + 2%y* und p(z,y) =
x? + y? definiert seien. 7 ist super-exponentiell, wie man wie folgt einsieht:

Es gilt

Viegn(z,y) ~ Vlogh(z,y) — Vp(z,y). (4.17)
Mit
1 7
Viogh(z,y) = " (22 + 8z y? 2y + sty)
folgt

222 + 103c8y2 + 2y2
\/m(l + 22+ y? + x8y2)
(VTTE ) + 50y

n('ray>'VIOgh(xay) =

2
(Va7 P + VI gy T+
2 10
< +
[(z,9)]  [(z,y)]
— 0,
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falls |(z,y)| = oo. Ferner ist Vp(z,y) = 2(z,y), also
2

falls |(z,y)| = oo, und so erhalten wir

n(z,y) - Vple,y) = (2% +¢%) = 24/a? + y* — o0,

lim n(z,y)-Viegn(z,y) = —oc0

[(z,y)|—o0

mit (4.17). Positivitat und stetig partielle Differenzierbarkeit von 7 sind offen-
sichtlich.
Wir betrachten nun die Folge ((;,y;))i>1 im R? mit z; = 7 und y; = 1~
Dann gilt
lim sup n(z;,y;) = limsup m = (1,0).
i—00 isoo V124178

Des weiteren berechnet man
.. o . 41 1 1 1
Vr(i,i™t) ~ 2 e+ <—z3 -1+ - — = A i —> 5
und damit

. aimsy (. .4 1IN ] 11\
Vr(i,i™)| ~ 2670 )\/<—z3—z—|—;—i—7> +<z4—i—2<1+i—2+i—6)>.

Wir folgern

) Vr(i,i™?) . (=%, %)
limsup ————= = limsup ——~ = (0,1

A |V (i, i~ A Vs (0.1)
und schlieflen

lim sup n(z;,y;) - m(z;,y;) = (1,0) - (0,1) = 0.

1—$00
(4.15) ist demnach fiir unsere Zieldichte nicht erfillt. Unser Ziel ist zu zei-
gen, daf} der RW-basierte Metropolis-Algorithmus mit ¢ abstandhaltend von

0 dennoch geometrisch ergodisch ist. Dazu wéhlen wir zunéchst zwei Punkte

21,22 € R?, 21 = (21,11), 22 = (22, y2) und betrachten

m(z2) evitui 14 23 + y3 + 25y;
m(z1) 1+ 2?2 +yi + 28y? eTatvs ’

Sei oBdA z; € {(z,y) € R? |z > 0, y > 0}. Setze
A= {(Ivy) € R2 |$ <Z1, Yy < yl} N B(Zlvan);

wobei n, > 0 gemaB Definition 2.5 gewahlt werden soll. (Ist z; nicht aus dem

ersten Quadranten, so definiere A jeweils als das dem Nullpunkt zugewandte
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2
g

y auf-

Kreisviertel von B(zy,1n,).) Es sei darauf hingewiesen, daff W (A) =
grund der Translationsinvarianz von A? unabhéngig von der Wahl von z; ist.
Fiir z9 € A gilt |23] < |z1]. Mit Verweis auf das exponentielle Wachstum des
Ziahlers bzw. das polynomiale Wachstum des Nenners der folgenden Quotienten
in |z;],7 = 1,2, erkennt man sofort die Giiltigkeit von

T3+ eTiHyt

<
L+ad+y;+aly;  14ai+yi+alyl’

falls |z;| hinreichend groB ist. Also folgt

m(22)
m(z1)
d.h. A C A(z;). SchlieBlich halten wir fest, daB fiir z € A und mit ¢, > 0, das

wir ebenfalls gemaf Definition 2.5 wéhlen,

21 f.a. Z92 EA,

Q<Zla Z) 2 €q

gilt, da A C B(z1,1n,). Wir erhalten

Qz1,A(z1)) = /A(zl) q(z1, z) )}\Q(dz)

> /q(zl,z) N*(dz)
A
Mg

> 2l

Z & 1

f.a. z; € R? mit |z;] hinreichend groB. (4.7) in Satz 4.5 liefert nun wie gewiinscht
die geometrische Ergodizitat. O

4.4 Geometrische Ergodizitit fiir spezielle su-

per-exponentielle Zieldichten

Satz 4.10 Es seien my und my super-exponentielle Zieldichten, die die Bedin-
gung (4.15) erfillen. Dann sind die folgenden Dichten ebenfalls super-exponen-
tiell und erfillen (4.15):

(2) T~ T,
(ii) ™~ aym + aymy mil ay,ay > 0,

(iii) m Translation von my, d.h. w(z) = m(x + b) fiir ein b € RE.
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Beweis:  Offenbar sind alle Dichten unter (i) - (iii) positiv und stetig
partiell differenzierbar. Da sich (4.1) und (4.15) durch einfaches Nachrechnen
ergeben, soll hier exemplarisch nur (ii) gezeigt werden.

Es gilt

n(z) - Viog(m(z)) ~ n(z)-Vioglaimi(z) + azma(z))

= nlz a V() n(x) - a:Vma(7)

= n(z) a17T1((x>) + agmy(x) i (( | aym () + agmy(x)
n;v-vwlx n:E-VWZx)

< n(z) m (x) +n(a) my()

= n(z)-Viegmi(z) 4+ n(z) - Vlog my(z),

also folgt (4.1). Wir erhalten weiter

S RO S 1)
" @ ") V) + eV
a;Vmy(x)

. la1 Vi (z) + a;Vmy(z)|
B Vi (z) Vmy(z)
= o) (vt Tmey) 0 (v o)

a;| V()] -
] = ) = 172a
% la1Vri(z) + as Ve (z)| J

und gehen in dieser Rechnung zum lim sup tiber. Wegen inf cgx v;(z) > 0 fur

J = 1,2 folgt wie gewiinscht (4.15). O

Wie einfach mit Hilfe von Satz 4.7 geometrische Ergodizitéat tberprift wer-
den kann, haben wir in Beispiel 4.8 demonstriert. Wir werden Dank dieses Kri-
teriums aber noch mehr gewinnen. Eine Anwendung dieses Satzes wird in Satz
4.14 ein Resultat liefern, das zusammen mit dem gerade erzielten Ergebnis
die geometrische Frgodizitit fiir eine grofle Klasse von Zieldichten sicherstellt.

Dazu treffen wir hier die entsprechenden Vorbereitungen.

Definition 4.11 Eine Funktion f : R* — R heiBt homogen vom Grade d,
d > 1, falls

f(ra) = [ (x)

fa.r >0 und = € R* gilt.
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Im folgenden wird in erster Linie diese dquivalente Darstellung homogener

Funktionen genutzt werden:
flz) = lz|? f o n(z), =z € R*. (4.18)

Lemma 4.12 Fs sei [ eine sletig differenzierbare, homogene Funktion vom

Grade d, d > 1. Dann existieren Konstanten ¢ > 0 und C' > 0, so dafs
cla|t < |V f(a)| < Cla)*, x e RY,

gilt. Falls f(z) #0 faa. x # 0, gilt sogar ¢ > 0.

Beweis: Eine Anwendung der Produkt- und Kettenregel auf (4.18) liefert
fir x #0

Vi) = V(lz|'fon(x))
= (D (|«l")) fon(x)+|z"(Df on(x))
= d |.7:|d_1 n(z) fon(z)+ |T|de(n(T)) Dn(z).

Dabei ist

on; . On 1 Lity
Dn(z) = (a-fj <$)> 1<i<k it Ox; (=)= m (5” - |T|2) .
124Kk

Fiir y € R* ergibt sich somit
Vf(n(z)) Dn(z) -y =

also mit obiger Rechnung

Vi)-y

o™

= dfon(x)n(z) -y + Vf(n(2) - (y — n(x)(y-n(x))  (4.19)

fa. z,y € R* z #£0. Es gilt

Vi(z)] = [Vf(x)] ‘ V/(z) ‘

NIt
Vi)
Vi) Wﬂ@m
sup [V £(z) -yl

ly|=1

IN
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unter Beachtung der linearen Abhéangigkeit von V f(z) und |§j‘8| bei An-

wendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung in der zweiten Zeile. Unter Ver-
wendung der Dreiecks- und Cauchy-Schwarz Ungleichung in Verbindung mit
(4.19) schlieBen wir f.a. y mit |y| =1

w < dIfon(x) (n(x) - y)l + [V F(n(z)) (y = n(z)(y - n(z)))|

< d|fon(@) + [V (@) |y —n(x)(y-n(z))].

AN

E

Nun sind y — n(z)(y - n(z)) und n(z)(y - n(z)) orthogonal (vgl. hierzu die
Ausfithrungen in A.1.1). Der Satz von Pythagoras liefert deshalb

lyI* =1 =y —n(2)(y n(x)]* + |n(z)(y - n(2))]",

also

sup |y — n(z)(y - n(z))] < 1.

ly|=1

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, erhalten wir

|V]|[d(i>| W <d|fon(z)|+ |Vf(n(x))]

< sup

| W=tz

und somit die obere Schranke

C = sup d|f(z)| + sup IV f(2)l.

|z|=1

Wahlt man in (4.19) y = z, verschwindet der zweite Term auf der rechten

Seite. Es folgt

_ —d <
o[ Ei AT
und damit wegen ﬁ =1
Vf(z) z=d|z|*fon(z). (4.20)

Dieses Ergebnis beschert uns unter erneutem Riickgriff auf die Cauchy-Schwarz
Ungleichung die untere Schranke
c=d inf |f(z)]

|z|=1

vermoge der Abschatzung

Vf(@)l|z] 2 [V f(z) - x| = d]z]"|f on(z)].

49



Geometrische Ergodizitdat bei super-exponentiellen Zieldichten

Ist ferner f(z) # 0 f.a. z # 0, so folgt

c=dmin|f(z)| >0

|Z|:1

aus der Stetigkeit von f. O

Es sei Py (]Rk) die Menge der Polynome vom Grade d auf R*. p; bezeichne
die Terme vom Grade ¢ in p € Py (]Rk), i € {0,...,d}. Dann erhalt man eine
Zerlegung

wobei die p; offensichtlich homogen vom Grade ¢ sind.
Des weiteren sei P; die Menge aller Polynome vom Grade d auf R* fiir ein

d € 2N mit der Grenzwerteigenschaft

lim py(z) = oo.
|| =00

Pl enthalte diejenigen Polynome aus P, die iiberall positiv sind und schlieB-

lich sei in Anlehnung an die untere Schranke im Beweis von Lemma 4.12
Ya = d|H|li_Illpd(Z)-
Lemma 4.13 Fir d € 2N gilt

de{PEIPdORk) |’yd>0}.

Beweis:  Wir geben zuniichst v, > 0 vor. Wegen py(z) = |z|? ps o n(z)
und d € 2N folgt dann py(z) — oo, falls |z] — oco.
Gelte umgekehrt limg)oe pg(2) = oo, und wir nehmen 74 < 0 an. Dann

existiert ein z € R*, |z| = 1, mit pa(z) = pson(z) < 0. Setze x5 = sz fiir

s > 0. Dann gilt
pa(zs) = |;vs|dpd on(xs) = stpo n(z) <0 fa.s>0,
und damit limsup,_, . ps(zs) < 0 im Widerspruch zur Voraussetzung,. O

Satz 4.14 FEs seien d,m € 2N, p € Py und h € PF. Fiir jede Zieldichte © auf
R* mit einer Gestalt der Form

(i) m(x) ~ 7P,
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(ii) w(a) ~ h(z)erto),
fiii) () ~ b)),

ist der RW-basierte Metlropolis-Kern mil von q abstandhaltend von 0 geome-

trisch ergodisch.

Beweis:  Als erstes notieren wir die Positivitat und stetig partielle Dif-
ferenzierbarkeit aller Dichten. Wegen p € P, erhdlt man mittels Lemma 4.12

sowie der Definition der unteren Schranke in dessen Beweis
d—1 d—1 '
V()] > V()| = D [Vpi()] >y le|* = >0 Cifa™
=1 =1
fiir geeignete C,...,C4—1. Dies impliziert wegen v4 > 0 insbesondere
|Vp(z)| = oo, falls |z| = cc. (4.21)

Des weiteren gilt

d : .
Vp(:U) n($> _ Zi:] VP%<$> T
Vp(x)] V()| |z]
L Vpale) xS Vo)l o]
- V()| |z]
ol pion(e) = S Clal
- Yim Ci |z
> i |zt = i Cilaf

Calz|* + ) C|z]
wobei wir in der dritten Zeile (4.20) und Lemma 4.12 benutzt haben. Hieraus

folgt

V() -n(z) > Jd > 0,
Cyq
und wir erkennen mit Blick auf (4.21)

lim Vp(z)-n(z) = occ. (4.22)

|z| =00

Ist nun 7(z) ~ e7?(®) folgt

lim n(z)-Viegn(z) = — lim (Vp(z) n(z)) = —oc,
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d.h. 7 ist super-exponentiell. SchlieBlich ist auch (4.15) erfiillt, denn es gilt

limsuprm(e) () = Tmsup S n(a)

1m Supm T)-n\xr = 1m Sllp nlx
(o]0 la|soa | VTP
V()

= limsup — “n(x

wl=oo V()] (=)
Vp(z)

— _liminf : 0.
b W) ") <

Somit folgt die Behauptung aus Satz 4.7.
DaB 7(z) ~ h(z) e ) super-exponentiell ist, folgt aus (4.22) und

lim n(z)-Viegh(z) = v Vi)

|| =00 |00 m h<$>

BT 1 Yty Vhi(z) - x
jel=co |z 3TLo ha()
|0 || Yoy || by o n(x)
= 0’

unter Verwendung von (4.18) und (4.20) in der letzten Zeile, denn

lim n(z)-Viegn(z) = lim n(z)-Viegh(z) — lim n(z)- Vp(z).

Ferner 1st

V(log h(z) — p(x))

limsupm(z) - n(zx) = n(x)-limsup
jal o0 (#) - nlz) @) jajsoe |V (log h(z) — p(2))]
. Vlog h(zx)
< limsupn(z) -
< ) [T iog () - Valo)
. Vp(z)
—liminfn(x) -
L) S logh(o)] + IV a@)]
Wegen (4.21), limpy|se0 n(x) - V1og h(z) = 0 und
1 logh(xz) = 1 et SEMCANNAN
|L‘|11>noov ogh(z) = |ac|lgloo Yoo hi(x) 0

verschwindet dabei in der vorletzten Zeile der lim sup-Term und aus

lim |Viog h(z)| . |Vh(z)|

e )] e @) V@]

folgt
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—liminfn(z) - Vr(e)
W) (FTog he) + Vale)
= —liminfn(z) - Plz) [Viog ()]
=l (=) (|V10gh( )|+ [Vp(z)] (1+ V()| ))
= —liminfn(z) Vi(e) <0

leo 0 [Vp(a)|
wie oben gesehen. Nun kommt wiederum Satz 4.7 zur Anwendung.
Fiir m(x) ~ h(z)7P® folgt schlieBlich mit limyg| 00 n(z) - Viog h(z) = 0,
he€Pr,p€Pyund (4.22)

Jdim n(z)-Viegn(z) = — lim n(z)-V(p(z)logh(x))
- |$1|i£>noo(n($) - Vp(z)) log h(z)
_|x}|igloo(n(:c) Vlogh(z))p(x)

- _ |m}|igloo(n( ) log (hm + ; hz($)>

d-1
— lim (n(z) - Vlogh(z (pd + sz(r))
=0

|z|— o0

= — 00,

d.h. 7 ist super-exponentiell. Mit &hnlichen Uberlegungen wie oben erhilt man
ebenfalls erneut die Gultigkeit von (4.15). Es gilt namlich
V(p(z)logh(z)) =
[V(p(z)log h(z))| ||
o (logh(e)Vp(z)) -2 + (p(a)Vlog h(x)) - a
~ logh(2)[[Vp(z)| |2| + [p(z)[ |V 1og h(2)] ||
log h(2)Vp(e) - 2 + EV log h(w) - 2

log h(z) [Vp(x)| |2| + pﬁ:;; [Vh(z)| ||
log h(z) i, Vpi() - o + BA YL, Vhi(a) - @
log h(2)| S, Vpil)| o] + EEH| 21, Vhi(a)]| |2

log h(x)Vpa(x) - = + 2DV hy,(2) -« — log h(x)s) — 2,

2 okt = e e+ o @ o

_ logh(x)d|e|'paon(z) + FEmla|"hm 0 n(x) — log h(x)si — Hksy

- log h(x) i, [Vpi ()] 2] + E;i; zmw )l

L _logh()yalal! + Hymle|™ — logh(r) c|:c| — Akt Dy fa

log h() Cal|? + %%—me Clogh(e) T Clel ¢ ﬁ% SIS Dl
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mit s; = S50 [Vpi(z)| || und 52 = 771 [Vhi(2)| | 2] sowie passenden C1, ..., Cy
und Dy,..., D, gemaB Lemma 4.12. Damit erhélt man

o Yd + Ym

liminfm(z) n(z) > ——— >0,

|| 0 (=) (>_Cd‘|‘cm

also erneut

im su Vw(x) -n(x) = limsup— V(p(x)logh(:c)) -n(x
P @] ") = L TN () g hap) ")

— pmng Yp(2)logh(z)

- 1|x|—>oof |V(p(:v) log h(:v))| ( ) <0

Es sei angemerkt, dafl u.a. die Normalverteilungen in die Klasse der Zielver-
teilungen in Satz 4.14 fallen. Wir erhalten also ohne weitere Anstrengungen die
geometrische Ergodizitit, die wir bereits in Beispiel 4.8 nachgewiesen hatten.

Zum Abschlufl dieses Kapitels eine unerfreuliche Nachricht: Das folgende
Beispiel zeigt, dafl der RW-basierte Metropolis-Hastings Algorithmus selbst bei
super-exponentiellen Zieldichten keine ,Allzweckwaffe® hinsichtlich geometri-

scher Ergodizitat ist.
Beispiel 4.15 Die Zieldichte m auf R? sei gegeben durch
m(z,y) ~ e—p(ﬂzy)7

mit p(z,y,) = 2? + 2?y* + y*. 7 ist wegen
$2+2$2y2+y2 4$2y2
n(x,y)-Viogn(z,y) = —2 = =2|(z,y)| —
(o) Viog () VT = Ty

super-exponentiell und hat eine Form wie in Satz 4.14,(z). Allerdings ist p & Py,
denn fiir ps(z,y) = 2%y* gilt z.B. fiir die Folge (&)i>1 mit & = (0, k)

Jim pa(&x) = 0.
Wir werden zeigen, daf entlang der Folge (&;)i>1
Jim Q(&, R(&)) =1

gilt, und somit (4.7) in Satz 4.5 verletzt ist. Die RW-basierte Metropolis-Kette

kann demnach nicht geometrisch ergodisch sein.
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Abbildung 4.3: Cr(or) die gestrichelte Linie, C7 ., ) die durchgezogene Linie

Wir betrachten dazu zunéichst die Punkte (z,y,) € Cr(o,s) fiir s > 0, also
alle (z5,ys) € R? mit p(zs,ys) = s?. Diese Punkte erfiillen die Gleichung

s? —a?
y2 = Tr I; fur |z, < s. (4.23)

Wir betrachten Cr ) fiir s = k& + Vk. Fiir YnivE = K — Vk liefert dann
2k3/4

T, g ==
+VE \/14_(]{;_\/%)2

zwei Losungen von (4.23). Sei nun k£ mindestens so grof}, daB A(&;) und R(&)

durch Crg,) voneinander getrennt werden, und wir definieren

2k3/1

|2\/1+(k—\/E)

Dk: (T7U>ER2|T 271/2]{'_@ 3

s. Abbildung 4.3.

Man erkennt sofort |yx| < |y, /| fiir 2, = z,, 7, oder anders ausgedriickt,
Cr(ok) verlauft in der oberen Halbebene unterhalb von Cw(o,k+\/E)' Darum ist
Dy, C R(&), wenn wir beriicksichtigen, dafl y, aufgefaBt als Kurve in 25 mono-

ton fallend im ersten Quadranten und symmetrisch beziiglich der y-Achse ist.
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Geometrische Ergodizitdat bei super-exponentiellen Zieldichten

Mit Dy — (0,k) = {(z,y) — (0,k) : (z,y) € Dy} erhalten wir

Q& R(&k)) = Q& Di)
= [, () = (0.K)) ¥(da, dy)

B /Dk—(O,k)f(Kx’y)D»\2(651‘76@)

= /1 T (dz, dy).
/{(x,y)em%lxlz%,yz—ﬁ} ( ¥)
1+(k—\/§)2

Mit majorisierter Konvergenz und

2k3/4

lim = lim k™4 =0

k—>oo\/1+(k_\/2)2 k—oo

folgt schlieBlich
M Il 2 —
1> lim Q(&, R(&)) > T" (R?) =1

und damit wie angestrebt die Verletzung von (4.7). O

Ehe wir den Teil {iber Konvergenzraten des Metropolis-Hastings Algorith-
mus abschlieBen, mochten wir anhand dieses Beispiels unter Beweis stellen,
welche heuristische Kraft Satz 4.5 entfalten kann. Abbildung 4.3 1aBt schon
erahnen, daff die Konturmannigfaltigkeit Cr() fiir groBer werdendes |z| immer
mehr in die Koordinatenachsen degeneriert, und ausfithrlichere Rechnungen
bestatigen dies. Kénnen wir aufgrund dessen schon vermuten, dafl wir fir diese
Zieldichte keine geometrische Ergodizitat erreichen werden? Die Antwort lautet
ja, und zwar vermaoge (4.7) und der Tatsache, dal der RW-basierte Metropolis-
Kern gleichmaBig straffe Zuwachsverteilungen besitzt, s. Satz 2.8. Diese Eigen-
schaft 1aBt sich namlich wie folgt interpretieren: Die maximale Sprungreichwei-
te der RW-basierten Metropolis-Kette ist durch ein K > 0 beschriankt. LaBt
man nun |z| z.B. entlang der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten grofl wer-
den, entfernt man sich immer weiter von den Koordinatenachsen. Es ist dann
plausibel, daf} die Kette in Anbetracht ihrer begrenzten Sprungfahigkeit die
Akzeptanzregion nicht mehr mit positiver Wahrscheinlichkeit erreichen kann.

In Beispiel 4.15 haben wir zwar |z| entlang der Folge ((0, k))r>1 betrachtet
und nicht entlang der Folge ((k, k))g>1, der Anschanung sollte das aber keinen
Abbruch tun.
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Eine Anwendung des
Metropolis-Hastings
Algorithmus auf das
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Kapitel 5

Das Traveling-Salesman

Problem

Gegenstand des Traveling-Salesman Problem (TSP) ist, die kiirzeste Rund-
reise durch eine gegebene Anzahl von Stddten zu bestimmen, wobei die je-
weiligen Entfernungen zwischen den Orten als bekannt vorausgesetzt werden.
Die Anféange des wissenschaftlichen Interesses am TSP finden sich im Jahre
1937, als es die giinstigste Route fiir Schulbusse zu ermitteln galt. Heute an-
kert die Bedeutung des TSP z.B. in der Logistik i.a., im Transportwesen im
besonderen, aber auch in der Produktionsablaufplanung von Unternehmen bei
Reihenfertigung oder bei der Herstellung elektronischer Gerdte, wenn z.B. der
giinstigste Weg zu bestimmen ist, den ein Pulslaser bei der Bohrung tausender

kleinster Locher in eine Leiterplatine zuriicklegen mufl (s. [B/D], S. 386f.).

5.1 Formalismen

Um das Problem mathematisch handhaben zu kénnen, bedarf es zunéchst

einiger formaler Vereinbarungen.

Definition 5.1 Ein Optimierungsproblem ist gegeben durch ein Paar (L, f),
bestehend aus dem Raum L aller Losungen des Problems und einer Kosten-
funktion f: L — R.

Fiir den Fall eines Minimierungsproblems ist z,,, € L eine global-optimale

Lésung des Problems, falls

flrop) < f(z) fa.z €L,
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Das Traveling-Salesman Problem

und im Falle eines Maximierungsproblems ist z,,; € L eine global-optimale

Lésunyg, falls
flzope) > flz) fa.z el

gilt. fopr = f(zopt) bezeichnet die optimalen Kosten, und L,y ist die Menge

der global-optimalen Losungen.

Wir betrachten im folgenden ein TSP, in dem es n > 3 Stddte durch eine
Rundreise zu verbinden gilt. Die als bekannt vorausgesetzten Entfernungen

zwischen den einzelnen Stadten werden in der sogenannten Entfernungsmatrix

festgehalten, mit
d;; = Lénge der Strecke von Stadt ¢ zu Stadt j

fure,j € {1,...,n}. Es sei darauf hingewiesen, da§ D symmetrisch ist, falls der
Hinweg von einer Stadt 7 zu einer Stadt j genauso lang ist wie der Riickweg.

Fiir m € N bezeichne Perm i (m) die Menge aller zyklischen Permutatio-
nen auf {1,...,m}, also die Menge der Permutationen p = (p(1),...,p(m))
auf {1,...,m}, fir die

pE) £k le{l,....om—1}, und p™(k)=k

fa. k € {1,...,m} gilt, wobei p'(k) fiir [ > 0 den I-ten Nachfolger und fiir
[ < 0 den [-ten Vorgénger von k bezeichnet. Auferdem sei p°(k) = k und

p(k) = p' (k).
Nun kann das TSP wie folgt beschrieben werden:

Definition 5.2 (n-Stédte Traveling-Salesman Problem) Das n-Stddte
Traveling-Salesman Problem mit Entfernungsmatrix D ist ein Minimierungs-

problem mit einem Paar (L, f), wobei der Losungsraum L durch
L = Perm,yy(n)

und die Kostenfunktion f durch

n

f:L=R, f(p) =" dipg

=1

gegeben sind.
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Die Kosten einer Tour p bestehen also aus ihrer Gesamtlinge. Fir den
Losungsraum gilt |L| = (n — 1)!, denn n Stadte lassen sich auf n! Arten per-
mutieren. Aufgrund der Zyklizitat liefern aber je n Permutationen dieselbe
zyklische Permutation, so daf %‘ = (n — 1)! verschiedene zyklische Permuta-

tionen existieren.

Bemerkung 5.3 Man beachte, dafl bei dieser Definition des TSP die Touren
gerichtet sind. Ist D symmetrisch, gilt dann insbesondere |L,,| > 2.

Als ndchstes benétigen wir einen ,mathematischen Mechanismus®, der be-

schreibt, wie aus einer gegebenen Tour weitere generiert werden.

Definition 5.4 Sei ein Optimierungsproblem gegeben durch (L, f) mit einem
endlichen Losungsraum L. Eine Nachbarschaftsstruktur A ist eine Abbildung

N:L—P(),

wobei P die Potenzmenge bezeichne. Fiir ¢ € L heifit

Nachbarschaft der Losung i unter NV

Beispiel 5.5 (2-Wechsel) Wir betrachten das Paar (L, f) fiir das TSP. Der
2-Wechsel N, generiert fiir eine gegebene Losung p; € L eine Nachbarschaft,
indem er je zwei verschiedene Kanten (=Strecken) nach einem bestimmten

Schema vertauscht. Das Vorgehen beschreibt der folgende Algorithmus (s.a.
Abbildung 5.1):

o gegeben eine Tour p; € L, wahle in dieser Tour zwei Stidte a,b €

{1,...,n} so, daB b nicht der direkte Nachfolger von «a ist
o die erste Kante setzt an a an, die zweite Kante endet in b

e neuer Nachfolger von a wird der urspriingliche Vorganger von b, d.h. die

erste Kante wird so verlegt, daB sie von a nach p;'(b) verliuft

e neuer Vorgianger von b wird der urspriingliche Nachfolger von a, d.h. die

zweite Kante wird so verlegt, dafl sie von p;(a) nach b verlauft

60



Das Traveling-Salesman Problem

P P;

Abbildung 5.1: Der 2-Wechsel N,

e in der so erhaltenen neuen Tour p; kehrt sich die Tourrichtung zwischen

pj(a) und ‘pj_l(b) um, ansonsten bleibt sie erhalten

Seien p; € L, a,b € {1,...,n} mit p;(a) # b und m(a,b) € {2,...,n — 1}
derart, daf}
P a) = b

erfiillt ist. Dann gilt fiir die Nachbarschaft L; von p; unter N,:

Li =A{p; € L|p; erfiillt (1) — (4)},

1

(1) (

(2)  pi(pi(a)) =b=p ,

3)  pi(pia)) =pi7 (a) fir r€{2,...,m(a,b) - 1},
(4)  pl(a) =pi(a) fir 7 € {m(a,b),...,n}.

Uns interessiert die GroBle der Nachbarschaft ;. L; enthalt alle Touren,
die sich durch Vertauschen von zwei verschiedenen Kanten ergeben. (n — 1)
Kanten verbinden n Stédte zu einer Rundreise. Einfache Kombinatorik liefert
dann (n—1)(n—2) Moglichkeiten, diese zwei verschiedenen Kanten zu wahlen.
Also gilt

|Lil =(n—1)(n —2) fa. p; € L.
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Des weiteren wird sich fiir spatere Irreduzibilitatsiiberlegungen die Tatsache
als wichtig erweisen, daB jede beliebige Tour p; € L aus einer gegebenen Route
pi € L mit hochstens n — 2 2-Wechseln generiert werden kann. Um das zu
erreichen, geht man folgendermaflen vor:

Setze als erstes

a =min{n € {1,...,n =2} pi(n) # pi(n)},

d.h. in einem ersten Schritt betrachtet man die erste Kante, die in den Touren
pi und p; verschieden ist. Man verlegt in der Tour p; diese Kante nun so, daf
sie mit der entsprechenden Kante in p; iibereinstimmt. Damit ist aber auch
schon b determiniert, denn angenommen, die zu verlegende Kante verlauft in
p; von a nach ¢, so ist It. Definition des 2-Wechsels b = p;(¢). Mit a und b ist
der 2-Wechsel festgelegt und tiberfithrt p; in eine Tour p;,. In diesem ersten
Schritt werden durch den 2-Wechsel also zwei Kanten so vertauscht, dafi die
erste Kante in Richtung der ,Zieltour® p; verlegt wird.
Dieses Verfahren wird nun iterativ zunachst mit p;, statt p;, dann mit p;, statt
pi, usw. so lange fortgesetzt, bis p; schlieBlich in p; iiberfithrt worden ist.
Im ungiinstigsten Fall miissen wir n — 2 Iterationen durchlaufen, denn dann
haben wir n — 1 Kanten in die ,richtige Richtung® verlegt. Da eine Rundrei-
se durch n — 1 Kanten determiniert ist, sind wir also nach spatestens n — 2
Schritten am Ziel.

Zusammenfassend 148t sich festhalten:
Es gibt ein k € {0,...,n — 2} und eine Folge py,...,p,, p, # m,,, fiir
ve{0,....,k— 1}, mit

p, =pi und p, = p;.

Dabei erhélt man p;, ., aus p;, vermoge eines 2-Wechsel angewendet auf a,b €

v+1

{1,...,n}, wobei a und b gegeben sind durch

a=M(r) und b= PIU(PI,,H(M(V)))

M(v) =min{n € {1,...,n =2} | p, (1) # pr4. ()}

Bemerkung 5.6 Eine weitere Eigenschaft des 2-Wechsels ist die Symmetrie

in der Nachbarschaft zweier verschiedener Touren, d.h

pi€ Liwpi€l;. (5.1)
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5.2 Der Metropolis-Hastings Algorithmus als

Optimalverfahren

Nun ist es an der Zeit, den Metropolis-Hastings Algorithmus ins Spiel zu brin-
gen. Wieder sei das TSP durch (L, f) beschrieben, und wie gewohnt bezeichne
m. : [ — [0,1] die Zieldichte, hier definiert durch

o (121

T.(pi) = , 5.2
" e (129) "

wobei die Konstante ¢ > 0 Kontrollvariable genannt wird.
Fiir eine Losung p; € L sei der Kandidaten-Kern Q(p;,-) die Gleichverteilung
auf der Nachbarschaft von p; unter A5, d.h.

1
n—1)(n—2)
Die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit a, ist gegeben durch

a.(p;,p;) = min Lc(pj) }
c(PzaPJ) {T{'c( Z) 1
1

q(pi,p;) = ( 1z.(pj), p; €L

_ , falls f(p;) < f(p:)

exU@)=1®) | falls f(p;) > f(p:)
fir p;,p; € L. Wir weisen darauf hin, daBi sowohl 7, als auch a, von der
Kontrollvariablen ¢ abhdngen, () aber unabhéngig davon ist.

Lt. Kapitel 2 besitzt der Metropolis-Kern P.(p;,-) die Gestalt

Pe(pi; {p;}) = 0 i(f;(f’f %) L —gpa(pi) + | 1= ZL ac(pi; pi) a(pi, p;)

Pj#P;
GemafB Lemma 2.3 und Satz 2.4 ist 7. die stationdre Verteilung von P..

AuBlerdem diurfen wir die Aperiodizitat von P. voraussetzen. Ist namlich

pi € L, gilt

Pe(piA{pi}) = 1— Y acpi,pi)a(pi,p;)
pj€L
Pj#P;

p;EL

= > (1 —ac(pip;)) alpi, py)

pJEL
5 1 — ec(f(p)=£(p))

pjE€L; (n_ ])(77—2) ’
Fpg)>1(ps)
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also
Pe(pi;{pi}) = 0= f(p;) < f(pi) fa.p; € Li.
Angenommen, es gébe ein pj, € L; mit f(p;,) < f(pi), so wéare wegen p; € L;,
It. (5.1)
1 — ec(f(ig)=F(pr)

P p‘ov{p'o} >
(Pin 1P }) g& (n—1)(n—2)
1) > (p5,)
1 — e%(f(pjo)_f(pi))
(n — 1)(n — 2)

also P, aperiodisch. Das bedeutet, P. kann nur dann nicht aperiodisch sein,

>0,

wenn f.a. p; € L die Touren p; in den jeweiligen Nachbarschaften L; dieselben
Kosten verursachten wie p; selbst. Ruft man sich nun das oben vorgestellte
Verfahren in Erinnerung, mittels dessen man aus einer gegebenen Tour jede
andere Tour durch 2-Wechsel generieren kann, sieht man sofort ein, daf§ P,
nur dann nicht aperiodisch sein kann, falls alle Touren dieselben Kosten ver-
ursachten. Dieser Trivialfall soll im folgenden ausgeschlossen werden.

Wir werden nun zeigen, dafl P. positiv rekurrent ist. Da L endlich ist,
gentigt es, die Irreduzibilitit von P. nachzuweisen (s. Satz 10.7 in [Als2]).
Dazu seien zunéchst p;, p; € L mit p; # p;. Es gibt ein k € {1,...,n — 2} und
eine Folge pyy,...,py, € L mit py = pi, p, = pj und p, #p,,,, 0 <v < k-1,
wobei man py, | aus p;, vermoge N; gemiB dem oben vorgestellten Verfahren

erhalt. Dann ist
k=1

Pi(pi,Api}) = I Pepr.Aprs})

v=0

1 k—1

(n—1)(n—2) yl;[OO‘C(plmPlVH) > 0.

Fiir den Fall p; = p; beachten wir, dafl jede Nachbarschaft aus mindestens zwei

verschiedenen Elementen besteht (da n > 3). Mit py € L;, pr # p;, und unter
Beachtung von p; € Lj 1t. (5.1) erhdlt man
P(piApi}) = Pe(pis {pi}) Polpe, {pi})

1 :
= (n—1)2(n — 2)2 min{a.(pi, p;), @e(pe, pi)} > 0.

Also ist P. irreduzibel und damit positiv rekurrent. Der Ergodensatz fiir ape-

riodische, positiv rekurrente Markov-Ketten (Satz 11.1 in [Als2]) liefert nun

; ko )y — — .
Jim [P (pis) =7l =0, pi € L. (5.3)
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Zusammen mit dieser Ergodizitat liefert der folgende einfache, in der Aus-
sage aber sehr bedeutende Satz, dal die Anwendung des Metropolis-Hastings
Algorithmus auf dieses Problem ,im Prinzip“ nicht nur eine Simulation, son-
dern asymptotisch sogar ein Optimalverfahren ist (im Gegensatz zu einem Op-

timalverfahren garantiert eine Simulation nicht das Auffinden einer optimalen

Losung, vgl. [B/D], Tab. 5.1, S. 111).

Satz 5.7 Gegeben seien ein Oplimierungsproblem durch das Paar (L, f) mil
endlichem Lésungsraum |L| und eine Nachbarschaftsstruktur N'. Ferner sei m.
definiert wie in (5.2). Dann gill
1
limnm.(z) = —— 15, (z
(#) = T @

fa. x € L.

Beweis:  Wir fiihren den Beweis oBdA fiir ein Minimierungsproblem.

X a 1, a=10
limexp <—> =
c0 & 07 a < O

(=)
exp (—
limm.(z) = lim p( c )

cl0 el S 1 exp (_ f(}/))

Cc

exp (L22=12))

[

Wegen

folgt

= lgfgl > yer €Xp (fopc—c (y))

) 1
- liiTOl >yel exXp (fopc—cf(y)) 12,,(2)
exp (fopt— (T))

[

cl0 ZyEL exp (fop%(y)

L - ()
)

In Verbindung mit (5.3) liefert dieses Ergebnis

lim lim P*(z, Lop) = lcif(rJMrC(Lopt) =1, z¢€l.

cl0 k—oo
Dies bedeutet nichts anderes, als dafl die Metropolis-Kette nach ,unendlich
vielen® Schritten mit Wahrscheinlichkeit 1 in der Menge der global-optimalen

Losungen landet.

65



Das Traveling-Salesman Problem

Selbstverstandlich macht es aus praktischer Sicht keinen Sinn, eine ,un-
endlich lange® Kette zu konstruieren. Einen Ausweg bietet das Prinzip des
Quasi-Gleichgewichts. Dieses 1Bt eine geringe Abweichung der k-Schritt-Uber-
gangskerne von der Zielverteilung 7. zu, d.h. wir geben uns ein ¢ > 0 vor und

suchen nach einem & € N mit
| PE(x,-) — m|| <e. (5.4)

Wir haben nun zwar einen endlichen Zustandsraum zugrunde liegen und nicht
den R*, aber die spezielle Gestalt von 7, in Verbindung mit den Ergebnissen
iber Konvergenzraten in Teil I dieser Arbeit lassen dennoch hoffen, dafl dieses
k verhaltnisméaBig klein und die Metropolis-Kette dementsprechend kurz ist.

Diese Hoffnung wird allerdings enttduscht. Aarts und Korst haben gezeigt,
daB dieses Verfahren i.a. wesentlich aufwendiger ist als die explizite Enume-
ration des gesamten Losungsraumes L (genauer: k = O (n”gn_l), wohingegen
ja |[L] = (n = 1)L, s. [A/K], S. 52ff.). Als Optimalverfahren erweist sich der
Metropolis-Hastings Algorithmus somit als vollig ungeeignet.

Demgegentiber 148t er sich fiir Zwecke der Simulation hervorragend einset-

zen, wie wir am Beispiel des Simulated Annealing sehen werden.

5.3 Simulated Annealing

Die Aufgabe besteht darin, das TSP praktisch handhabbar zu machen, d.h.
eine Simulation basierend auf dem Metropolis-Hastings Algorithmus zu ent-
wickeln, die ein Ergebnis moglichst dicht an einer optimalen Loésung liefert.
Das hier vorgestellte Verfahren wird als Simulated Annealing bezeichnet. Die
Idee dabei ist, mit einer vollig willkiirlich gewédhlten Tour zu beginnen und die-
se sukzessive nach einem noch genauer zu erlauternden Schema zu verkiirzen.
Die Simulation soll schliefllich abbrechen, wenn bei diesem sukzessiven Voran-
schreiten nach einer bestimmten Anzahl mehrerer aufeinanderfolgender Schrit-
te keine kostengunstigere Tour gefunden wird.

Das oben angesprochene ,,Schema® ist ein sogenannter Kihlplan:

Ein Kihlplan spezifiziert

1. eine endliche, streng monoton fallende Folge (¢;)o<j<r von Kontrollpa-

rametern, d.h.
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(a) einen Startwert ¢y des Kontrollparameters,

(b) eine streng monoton fallende Abbildung h, die die Antitonie der
Folge (¢;j) beschreibt, also jeweils den Wert ¢;11 = h(c;) liefert,

(¢) einen Endwert cg des Kontrollparameters, wobei R durch ein Stop-

kriterium festgelegt wird,

2. eine endliche Anzahl k; von Iterationen des Metropolis-Hastings Algo-
rithmus fiir jeden Wert ¢;, 0 < 7 < R, des Kontrollparameters.

Ausgangspunkt fiir die Entwicklung eines Kiihlplans fiir das TSP ist das Quasi-
Gleichgewicht (5.4) bei gegebenem ¢ > 0. Fir moglichst jeden Wert ¢; soll
eine Metropolis-Kette der Lange k; derart generiert werden, daB (5.4) erfiillt
ist. Der Gedanke hinter der monoton fallenden Folge (¢;) ist, daB fiir einen
sehr kleinen Endwert cp der Wert X}, den die zugehorige Metropolis-Kette
nach der kg-ten Iteration des Metropolis-Hastings Algorithmus annimmt, It.
Satz 5.7 mit ,hoher* Wahrscheinlichkeit in der Menge der global-optimalen
Losungen liegt, wenn die Kette lang genug ist. Das sukzessive Voranschreiten
der Simulation wird durch Ubergabe des Endwertes X k; der j-ten generierten
Metropolis-Kette als Startwert an die (5 + 1)-te Kette erreicht. Bei der Wahl
des Startwertes ¢y ist darauf zu achten, daf alle Touren am Ende der ,0-ten*
Metropolis-Kette mit méglichst gleicher Wahrscheinlichkeit aufgesucht werden,
um nicht schon von vornherein die Simulation in eine gewisse Richtung zu
treiben. Dazu muf} ¢y sehr grofl gewdhlt werden. Die Begriindung dafir liefern
wir weiter unten.

Die Entwicklung geeigneter Kithlplane fiir das TSP ist Gegenstand zahlrei-
cher Arbeiten (vgl. hierzu [L/A], S. 59ff.). Um den Rahmen des Ganzen nicht
zu sprengen, wird im folgenden ein sehr einfacher, auf Plausibilitdtsargumen-
ten beruhender Kiihlplan vorgestellt, der in vielen Anwendungen seinen festen
Platz gefunden hat (s. hierzu und fiir theoretischere Beispiele ebenfalls [L/A],
S. 59f. oder [A/K], S. 571T.).

Kiihlplan fir das TSP

1. Die Folge der Kontrollparameter (c;)o<j<r

(a) Der Startwert cg

Nachdem eine ,,Starttour® véllig willkiirlich bestimmt worden ist, sollte ¢y so
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gewahlt werden, dal im ersten Schritt der Simulation in der Nachbarschaft
der Starttour jede Tour mit gleicher Wahrscheinlichkeit aufgesucht wird, da-

mit nicht schon zu Beginn bestimmte Losungen diskriminiert werden. Es gilt

) 1
clg& Te(pi) = m 1.(pi), pi € L.

Mit anderen Worten: Fiir sehr grofle ¢ bewertet . alle Touren mit der glei-
chen Wahrscheinlichkeit, also unabhéangig von ihren Kosten. Wéhle ¢y daher
so grof}, daB auch fiir die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit o, die Kosten nahezu
irrelevant sind, d.h. so, dafl der Akzeptanz-Quotient x,(p;), definiert durch

Anzahl akzeptierter Bewegungen

Xeo (Pi) = Anzahl vorgeschlagener Bewegungen | ’

fir (fast) alle p; nahe bei 1 liegt. Es soll z.B. x,(pi) > 0,8 gelten. In der Pra-
xis wird u.a. vorgeschlagen, folgendermafien vorzugehen: Man gibt sich einen
bestimmten Wert fiir ¢o vor, etwa ¢g = 100, und generiert [-mal zwei Touren
pq und py, wobei [ beispielsweise den Wert n habe. Danach wird iiberprift, ob
fiir dieses ¢y die vorgeschlagenen Bewegungen von p, nach p, hinreichend oft

angenommen werden, also ob etwa

Anzahl akzeptierter Bewegungen von p, nach p, > 0.8
l — 9
gilt. Ist dies nicht der Fall, wird der Wert von ¢q verdoppelt und die Prozedur

wiederholt.

(b) Die streng monoton fallende Funktion h

Bei Festlegung der Funktion A sieht man sich einem Zwiespalt gegeniiber: Man
weif} 1t. Satz 5.7, daB die Metropolis-Kette mit umso héherer Wahrscheinlich-
keit eine global-optimale Losung liefert, je kleiner ¢; ist. Also liegt es nahe, h so
zu wihlen, daB die Folge (¢;) schnell klein wird, um maglichst wenige Ketten
generieren zu miissen. Andererseits wissen wir: Je grofler der Abstand zwischen
c¢; und c¢; 44 ist, desto groBer ist der Abstand zwischen 7., und 7., . Es ist plau-
sibel, dafl dann die (j+1)-te Kette linger werden muf, um Quasi-Gleichgewicht
herzustellen. Da die Kette eine bestimmte Lange nicht iiberschreiten soll (s.
unter 2.), kénnte es daher passieren, daf kein Gleichgewicht hergestellt wiirde
und das Ergebnis der Simulation schliefllich eine Losung wire, die weit von ei-

ner global-optimalen entfernt ist. Dieser Umstand spricht dafiir, (¢;) langsam
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klein werden zu lassen. Mit Verweis auf obige Quellen entscheidet man sich

iiblicherweise fiir diese Alternative. Wir definieren h durch
h(¢;) = ¢jp1 = Be;

fiir ein festes 8 € [0.8,0.99].
(¢) Der Endwert cg

Ein charakteristisches Merkmal einer Simulation ist, daB sie irgendwann anhalt
(im Gegensatz zu einigen Optimalverfahren, vgl. die Ausfithrungen oben zum
Metropolis-Algorithmus als Optimalverfahren fiir das TSP). Also muB die Fol-
ge (¢;) und damit die Generierung von Metropolis-Ketten irgendwann abge-
brochen werden. Wir legen fest, dafi die Simulation abgebrochen werden soll,
wenn sich der Wert der Kostenfunktion fiir die Tour, die das letzte Glied der
entsprechenden Metropolis-Kette liefert, m-mal hintereinander nicht andert.

D.h. wir wéhlen R so, dafl zum ersten Mal

f(pR=m+1) = f(PR=m42) = ... = f(pR)

gilt, wobei p, die Tour ist, die X}, liefert. Fiir den Endwert cg gilt dann
cr = .

2. Die Linge der Metropolis-Kette

Das einfachste wére, eine feste Lange ky;, fiir alle zu erzeugenden Metropolis-
Ketten festzulegen, also unabhingig vom jeweiligen Durchlauf. Ein anderer
Ansatzpunkt ist das intuitive Argument, dafl nach einer Mehrzahl akzeptierter
Bewegungen das Quasi-Gleichgewicht (5.4) angenommen werden mufl. Also soll
die Kette abgebrochen werden, wenn mindestens n Bewegungen fiir ein n € N

akzeptiert wurden. Wegen
li ci\Pis ] =
lim o, (pis p) = 0

fur pi, pr € L, p; # pr, wirde die Kettenldnge k; bei diesem Vorgehen irgend-
wann viel zu grofl werden. Darum miissen wir fiir jede Generierung k; durch
eine Konstante K beschranken. Als Vorschldage fiir den Wert von K werden
u.a. die Stadteanzahl n genannt, oder auch ein Vielfaches der Grofie der Nach-

barschaften, also K' = u(n — 1)(n — 2) fir ein g € N (s. [L/A], S. 61).
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al. Durchlauf 120, Durchlauf Ergebristour

Abbildung 5.2: Simulation des ,,Bundesliga-Problems*®

5.4 Das ,,Bundesliga-Problem*

Ein Beispiel soll die Funktionsweise einer solchen Simulation fiir das TSP ver-
anschaulichen. Die Aufgabe besteht darin, die 16 Stadte der FuBlball-Bundes-
ligavereine der Saison 2001/02, Stuttgart, Gelsenkirchen, Leverkusen, Bre-
men, Wolfsburg, Miinchen, Koln, Rostock, Hamburg, Monchengladbach, Ber-
lin, Freiburg, Dortmund, Nirnberg, Cottbus und Kaiserslautern, durch eine
Rundreise zu verbinden. Die jeweiligen Entfernungen zwischen den Stadten
wurden der Internet-Seite ,,Falk.de* entnommen.

Ein in C++ verfaiter Programmcode, der gemaf obigem Kiihlplan ent-
wickelt wurde, findet sich im Anhang. Fiir § wurde der Wert 0,95, fiir n der
Wert 3 gewahlt, K wurde auf (n — 1)(n — 2) festgelegt, und die Simulation
bricht ab, wenn sich der Wert der Kostenfunktion in 2n aufeinanderfolgenden

Durchldufen nicht mehr verandert.
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Das Ergebnis der Anwendung dieses Programms auf die , Bundesliga- Auf-
gabe® zeigt Abbildung 5.2: Die willkiirlich gewahlte Starttour ist ein Wirr-
warr aus Verbindungen mit einer Gesamtlange von 7050 km. Nach dem ersten
Durchlauf erhédlt man eine mit 7051 km sogar noch langere Tour. Nach 40
bzw. 80 Durchlaufen wird eine ,Entwirrung® immer deutlicher. Die Lange die-
ser Touren betragt 5736 km bzw. 3784 km. Nach dem 120. Durchlauf ergibt
sich eine Rundreise, die sich mit 3001 km von der Ergebnistour mit 2973 km
kaum noch unterscheidet, die schlieBlich nach 165 Durchlaufen errechnet wor-
den ist. Mehrere Wiederholungen der Simulation bestatigen diese endgiiltige
Streckenldnge. Zum Vergleich: Um mit Sicherheit eine optimale Lésung zu
erhalten, hatten bei vollstdndiger Enumeration des gesamten Lésungsraumes

1,308 - 10'? Losungen miteinander verglichen werden miissen.
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Anhang A

Ergianzungen

A.1 Erginzungen zu Kapitel 3

A.1.1 Erganzung zu Satz 3.6

Auf den ersten Blick mag es nicht offensichtlich sein, weshalb in der Induktion
im Beweis zu Satz 3.6 der Satz des Pythagoras zum Tragen kommt, wenn man

die Orthogonalitat von
Xioq + n(XZ_l)(n(XZ_l) . [Z) und I; — n(XZ_1>(n(X2_1) . [Z)

nicht erkennt. Diese erhdlt man wie folgt:

Fiir ein @ > 0 und z € RF soll
an(Xi1)+z=1, (A.1)

gelten, und n(X;_1) und z seien orthogonal, d.h. n(X;_;1)-z = 0. Nach skalarer
Multiplikation mit n(X,_;) auf beiden Seiten von (A.1) erhalt man

a = n(Xi_l) . [Z
und damit, daB z = I; — n(X;_1)(n(Xi1) - ;) und n(X;_), also auch
X, + n(XZ_l)(n(XZ_l) . [Z) und [; — n(XZ_1>(n(X2_1) . [Z)

orthogonal sind.
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A.2 Erginzungen zu Kapitel 5

A.2.1 C++4 - Code fiir die ,,Bundesliga-Aufgabe*

Es folgt der Programm-Code fiir das Traveling-Salesman Problem:

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<time.h>
#include<math.h>

#tdefine n 16

int Kosten(int D[n][n], int pi[nl);
double calculate_cO(int D[n][n]);

void main(void)
{
const int K=(n-1)*(n-2);
const double Beta=0.95;
double ¢, diff, zufall;
int D[n] [n]={0},pi[n]={0},pj[n]={0},dummy[n]={0%};
int a, b, i=0, j=0, k=0, 1=0, test=0;
int akzept, chainlen, zahler=0, counter=0, m;
char f;

randomize() ;

[ 3ok ok ks ok sk ok ok ok ok ok ok ok s ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok k ok ok
* *
* Erstellen der Entfernungsmatrix *
* *
ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok s ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok /

for (i=0; i<n; i++) D[i][i]=0;
printf("Simuliere TSP fir Jd Stadte.\n\n\n",n);
printf("Ist das TSP in diesem Fall ein ? \n");
printf("symmetrisches Problem (j/n) 7 ");
scanf ("%1s" ,&f);
printf("\nBitte geben Sie die Entfernung ein von ...\n\n");
if (¢c == ’£’)
{
for(i=0; i<n; i++)
{
for (j=0; j<n; j++)
{
if (1 '= j)
{



Anhang

printf("... Stadt %d nach Stadt %d: ",i,j);
scanf ("%d",&D[i][j]1);
¥
}
printf ("\n");
}
}
else
{ for (i=0; i<n-1; i++)
{
for (j=i+1; j<n; j++)
{
printf("... Stadt %d nach Stadt %d: ",i,j);
scanf ("%d",&D[i][j]1);
D[j]1[il=D[il[j];
}
printf("\n");
}
}

for (i=0; i<n; i++)

{
for (j=0; j<n; j++) printf("%5d4",D[i]1[j1);
printf("\n");

}

printf ("\n");

[k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k
* *
* Generiere c_0 *
* *
Kok ok ok ok ok ok kR ok ok ok ok

c=calculate_c0(D);

[k ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ko ok ok ok k
* *
* Generiere Startldsung *
* *
sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ko sk ok ok ok k

randomize();
pi[0]=random(n);
for (i=1; i<n; i++)
{

do

{

l=random(n);
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test=1;
for (j=0; j<i; j++) if (pil[j] == 1) test=0;
}
while (test == 0);
pilil=1;
}

printf("\nKosten der Startldsung: %7d\n",Kosten(D,pi));

[ ok sk ok ok sk okok skokok skokok s okok ok ko ok ok ok ok ok ok
* *
* Der Simulated-Annealing Algorithmus *
* *
ok okok s okok ok okok ok ok kokkokok sk okok okok ok ok okok okok ok ok ok /

do
{
akzept=0; chainlen=0;
do
{
[ K ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kK
* *

* Generiere Kanten *
* *
sk s ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ko k ok /

test=0; chainlen++;

do
{
test=1;
a=random(n); b=random(n);
if (b-a == || a-b == n-1) test=0;
}
while (test == 0);
[ Rk ok ok ok ok ko ok ok ok
* *
* N2-Wechsel *
* *
Kkkkkkkkkkkkk /

if (a <= b-2)
{
for (k=0; k<=a; k++) pjlkl=pilk];
for (k=b; k<=n-1; k++) pj[k]l=pilk];
pjla+1]l=pilb-1]; pjlb-1]=pila+1];
if (a < b-2) for (k=1; k<=b-a-3; k++) pjla+i+k]=pi[b-1-k];
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if (b <= a)
{
for (k=0; k<=n-a+b-2; k++)
if (k > b-1) pj[(a+1+k)¥%n]l=pi[n+b-1-k];
else pjl(a+1+k)¥n]l=pil[b-1-k];
for (k=b; k<=a; k++) pjlkl=pilk];
}

[ F ok ook ok ok skok sk okok ko ok okok ok o okok ok ok
* *
* Der Metropolis-Algorithmus *
* *
ok kokok okok ok ok ok ok okok sk okok sk okok ok kokok ok /

diff=Kosten(D,pi)-Kosten(D,pj);
zufall=random(10000)/10000.0;
if (diff > 0)

{

++akzept;

for (k=0; k<n; k++) dummy[k]=pj[k];
}
else if (exp(diff/c)>zufall)
{

++akzept;

for (k=0; k<n; k++) dummy[k]=pj[k];
}

+
while (akzept <= 3 && chainlen <= X);

if (Kosten(D,dummy)==Kosten(D,pi)) ++counter;
else counter=0;
if (zahler % 40 == 0)
{
printf("%3d. Durchlauf:",zahler);
for (k=0; k<n; k++)
{
printf ("%3d4",dummy [k]);
printf ("Costs:%5d\n",Kosten(D,dummy)) ;
}
¥
for (k=0; k<n; k++) pil[k]=dummy [k];
c=Beta*c;
zahler++;
}
while (counter < 2#n);
printf("Kosten der Ergebnistour: %6d\n",Kosten(D,pi));
printf("In %d Schritten.\n\n",zahler);
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¥

double calculate_cO (int D[n][n])
{
int pa[n]={0},pb[n]={0};
int test=0,k,1,h=0,i,j,v;
double ¢=100.0,costdiff=0,alph=0,x=0, z=0;

randomize() ;
do
{
z=0; x=0; c*=2;
for (h=1; h<=n; h++)
{
pal0]l=random(n) ;
pb[0]=random(n) ;
for (i=1; i<m; i++)
{
do
{
l=random(n) ;
k=random(n) ;
test=1;
for (j=0; j<i; j++) if (paljl==1 || pbl[jl==k) test=0;
}
while (test == 0);
palil=1; pbl[il=k;
}
alph=random(10000)/10000.0;
costdiff=Kosten(D,pa) - Kosten(D,pb);
if (costdiff >= 0) ++z;
else if (exp(costdiff/c) > alph) ++z;
x=z/n;
¥
}
while (x < 0.8);
return c;

¥

int Kosten (int D[n][n],int piln])
{

int sum=0,i=0;

for (i=0; i<n-1; i++) sum+=D[pi[il] [pili+1]1];
sum+=D [pi[n-1]] [pi[0]];
return sum;

}
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Begriffe der

Differentialgeometrie

B.1 Untermannigfaltigkeiten und Gramsche De-
terminante

Definition B.1 Eine Teilmenge M C RF heilt m-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit der Klasse C*, a > 1, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene

Umgebung W C R* und a-mal stetig differenzierbare Funktionen
fioeois foem : WS R
gibt, so daB
(i) MOW ={z e W[fi(z)=...= fr-m(z) =0},
(ii) Rang “Y==dizal (4) = k — m.

Dabei bezeichnet

oh ... 2h
dr dry
Ofrve o fom) _
0(zy,...,x)
afk—'m .. ka—m,
dr dry
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Bedingung (u7) 1afit sich auch so formulieren:
Die Gradienten V fi, ...,V fi—p sind im Punkt a linear unabhéngig.
Untermannigfaltigkeiten der Klasse C' nennt man auch einfach Untermannig-

faltigkeiten.

Beispiel B.2 (Hyperflichen) Die (k—1)-dimensionalen Untermannigfaltig-
keiten des R* bezeichnet man als Hyperflichen. Sie werden lokal definiert als
Nullstellengebilde einer Funktion mit nicht verschwindendem Gradienten. Ein

Beispiel ist die Konturmannigfaltigkeit Cr(,), falls || hinreichend gro8 ist. Mit
fly) = n(y) — m(z) gilt namlich

und V f(y) = Vn(y) # 0 f.a. y € Cr(y) wie im Beweis zu Satz 4.5 gesehen.

Definition B.3 Sei U C R™ offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung
® : U — R* heiBt Immersion, falls

Rang D®(t) =m fa.teU.

Definition B.4 Sei M C R* eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit der
Klasse C®. Ferner sei V' C M relativ M offen und U C R™ sei offen. Eine
Immersion ® : U — R* heiBt Karte von M, falls sie U homdomorph auf V'
abbildet.

Definition B.5 (Gramsche Determinante) Sei M C R* eine m-dimensio-

nale Untermannigfaltigkeit und
¢:U—-V (UCR™V C M offene Teilmengen)

eine Karte von M. Die Matrix
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1 <1,7 < m, heilt Mafitensor. Die Determinante
g =det&

heiBt Gramsche Determinante von M beziiglich der Karte & : U — V.

Satz B.6 Sei ® : U — V C M eine Karte fiir die m-dimensionale Unterman-

nigfaltigkeit M C R* und g die zugehérige Gramsche Determinante. Dann

a(®i1v'--a®i ) :
g = Z (det m _
11 <l a(tl, e
Insbesondere ist g stels positiv.

qgilt:

Beweis: Zum Beweis s. [For3], Korollar 2, S. 137. O

B.2 Volumen von Untermannigfaltigkeiten

Um das Volumen einer Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit zu berechnen,
bedarf es zunédchst der Definition des Integrals iber Untermannigfaltigkeiten.
Dazu sei M wieder eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und f: M —
R eine Funktion. Aus Grinden der ZweckmaBigkeit wollen wir das Integral
nicht in seiner allgemeinsten Form definieren, sondern voraussetzen, dal} es

eine Karte

¢:U—-VCM (UCR™offen)

von M gibt, so daB f|ar—v = 0 gilt (fiir eine ausfithrlichere Auseinandersetzung

mit der Definition des Integrals s. [For3], S. 138ff.).

Definition B.7 Es sei g die Gramsche Determinante beziiglich ®. Dann heift
[ integrierbar iber M, falls die Funktion

t—= J(®(1)) g()

iiber U integrierbar ist, und man setzt

[ @) S(dw) = [ p(@(0)/g(t) N ().

Man nennt S(dm) das m-dimensionale Flichenelement.

81



Anhang

Man kann zeigen, dafl diese Definition von der Wahl der Karte unabhéangig
ist (s. hierzu ebenfalls [For3], S. 138).
Nun steht der Definition des Volumens von Untermannigfaltigkeiten nichts

mehr im Wege:

Definition B.8 Gegeben eine Teilmenge A C M, heilit A integrierbare Teil-

menge von M, falls 14 iiber M integrierbar ist, und man setzt

Volm(A) = /M 14(x) S(dx).

Vol,,(A) heiBt m-dimensionales Volumen oder m-dimensionaler Flicheninhall
von A. Eine Funktion f: M — R heifit dber A integrierbar, falls f1, itber M

integrierbar ist, und man definiert

[ F@)Stdz) = [ F@)1a(2) S(dr).

Damit 148t sich also auch schreiben:

Vol,y(A) = /A ds.
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