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Einleitung

In der klassischen Theorie der Galton-Watson-Prozesse (GWP) basieren asymp-

totische Verteilungsaussagen zumeist auf der Analyse der zugeh�origen erzeugenden

Funktionen (☞ [Als3], [AH], [AN], [Har], [Jag]). Eine solche Sichtweise hat den Vor-

teil, da� sich die rekursive Struktur und gewisse Unabh�angigkeitseigenschaften des

betrachteten Prozesses, der zumeist mit (Zn)n�0 bezeichnet wird, in g�unstiger Weise

in brauchbare Eigenschaften dieser analytischen Transformierten �ubersetzen lassen.

Insbesondere durch geeignete Taylor-Entwicklungen 1. oder 2. Ordnung dieser ana-

lytischen Werkzeuge gelangt man dann relativ schnell zu den gew�unschten Aussa-

gen, wobei der technische Anspruch in akzeptablen Grenzen bleibt. Ferner erlaubt

eine Modi�kation dieses analytisch gepr�agten Zugangs auch die Untersuchung ge-

wisser Verallgemeinerungen von Galton-Watson-Prozessen; als Beispiel k�onnen hier

Galton-Watson-Prozesse mit Immigration genannt werden (☞ [Als3], Kapitel II).

Andererseits verhindert diese Reduktion auf analytische und wenig intuitive Ar-

gumente ein tieferes Verst�andnis des betrachteten Prozesses: Man erkennt zwar, wie

sich GWP asymptotisch verhalten, aber nicht warum, da die so gef�uhrten Beweise

kaum eine probabilistische Interpretation zulassen.

Hier setzt nun die vorliegende Arbeit an und stellt verschiedene konzeptionelle Be-

weismethoden f�ur weitestgehend wohlbekannte Grenzwerts�atze vor. Dazu halte man

sich vor Augen, da� GWP ja gerade das Langzeitverhalten einer nicht n�aher spezi-

�zierten Population unter stark idealisierten Bedingungen beschreiben. Daher neh-

men wir in dieser Arbeit einen eher genealogisch orientierten Standpunkt ein, d.h.

wir st�utzen unsere Untersuchungen gr�o�tenteils auf die Betrachtung des resultie-

renden Populationsstammbaums T: Dies impliziert, da� wir { im Gegensatz zum

zumeist verwendeten Standardmodell { die Individuen der Population formal unter-

scheiden und auch auf Verwandtschafts- und Abstammungsbeziehungen zwischen
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2 Einleitung

diesen zur�uckgreifen.

Ziel dieser Arbeit ist es somit nicht, bekannte Grenzwerts�atze zu versch�arfen

oder gar neue asymptotische Aussagen zu gewinnen, sondern solche Beweise bekann-

ter Konvergenzs�atze vorzustellen, die ein tieferes und anschaulicheres Verst�andnis

erm�oglichen und eine intuitive Interpretation gestatten.

Dazu f�uhren wir im ersten Kapitel den zu untersuchenden Galton-Watson-Proze�

formal ein und stellen einige im Rahmen sp�aterer Untersuchungen ben�otigte elemen-

tare Eigenschaften vor, wobei wir wie im Rest der Arbeit gewisse Trivialf�alle a priori

ausschlie�en und uns auf die o.a. Werke st�utzen.

Im zweiten Kapitel werden wir den oben erw�ahnten Populationsstammbaum T;

den sogenannten Galton-Watson-Baum (GWB), exakt de�nieren, diesen selbst als

Zufallsvariable mit einem gewissen Wertebereich T au�assen und einige grundlegen-

de Eigenschaften diskutieren, die im weiteren Verlauf von Bedeutung sind.

Das dritte und umfangreichste Kapitel dieser Arbeit widmet sich einer von R. Ly-

ons, R. Pemantle und Y. Peres (☞ [LP], Chapter 10; [LPP]) entwickelten Methode

zum Beweis klassischer Grenzwerts�atze. Neben den beiden ersten, vorbereitenden

Kapiteln st�utzen wir uns wesentlich auf zwei noch einzuf�uhrende Hilfsmittel, na-

mentlich die bereits zu Beginn erw�ahnten GWP mit Immigration (GWPI) und so-

genannte gr�o�enverzerrte GWB mit R�uckgrat. Pr�aziser formuliert, konstruieren wir

einen unendlichen zuf�alligen Baum bT (den wir ebenfalls als T-wertige Zufallsvaria-

ble au�assen), in dem ein zuf�alliger Pfad, das R�uckgrat, besonders ausgezeichnet ist.

Unsere Untersuchung beruht dann auf einem Ma�vergleich zwischen den Verteilun-

gen von T und bT ; wobei wir die Generationsgr�o�en dieses gr�o�enverzerrten Baumes

mit einem geeigneten GWPI assoziieren und so asymptotische Verteilungsaussagen

f�ur diesen Proze�, die wir zu Beginn des Kapitels beweisen, zu Rate ziehen k�onnen.

Das vierte Kapitel befa�t sich mit neuen Beweisen klassischer bedingter Grenz-

werts�atze. Das dazu angewandte Verfahren wurde von J. Geiger (☞ [Gei1]) ent-

wickelt und basiert auf folgender �Uberlegung: Da wir in diesem Kapitel die Vertei-

lungen von Zn gegeben Zn > 0 untersuchen, existiert bei festem n f�ur jedes k � n ein

eindeutig bestimmtes
"
kleinstes\ Individuum in Generation k; das Nachfahren in Ge-

neration n hat. Indem wir den bedingten GWB entlang dieser
"
Ahnenlinie\ zerlegen

(dies wird von J. Geiger tre�end als
"
Zers�agen\ bezeichnet), erhalten wir rekursiv

eine Folge zuf�alliger B�aume (T n)n�0; so da� einerseits T n f�ur jedes n eine Kopie
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von T gegeben Zn > 0 bildet und andererseits die Folge (T n)n�0 eine geeignete

Abh�angigkeitsstruktur besitzt, die uns die Analyse erheblich erleichtert.

Im f�unften Kapitel liefern wir einen weiteren probabilistischen Beweis f�ur den so-

genannten exponentiellen Grenzwertsatz von Yaglom. Der vorgestellte Beweisansatz

stammt ebenfalls von J. Geiger (☞ [Gei2]) und basiert auf der folgenden Zerlegung

von Zn auf fZn > 0g : Besitzt der letzte gemeinsame Vorfahr aller Individuen der

n-ten Generation Sn Kinder, die selbst Nachfahren in Generation n haben, und be-

zeichnen wir diese Anzahl von Nachfahren mit Yn;1; : : : ; Yn;Sn; so giltZn =
PSn

j=1 Yn;j:

F�ur eine geeignete Reskalierung dieser Summe weisen wir Konvergenz gegen die Ex-

ponentialverteilung mit Parameter 1 in einer ad�aquaten, noch einzuf�uhrenden Metrik

nach.

F�ur die Vergabe dieser Diplomarbeit und die umfassende Betreuung w�ahrend der

Entstehungsphase m�ochte ich Herrn Prof. Dr. G. Alsmeyer meinen Dank ausspre-

chen. Au�erdem danke ich all denen, die mich auf die eine oder andere Weise bei

der Erstellung dieser Arbeit unterst�utzt haben.



4



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem einf�uhrenden Kapitel, das zun�achst den gew�ohnlichen Galton-Watson-

Proze� vorstellt und elementare, sp�atere ben�otigte Eigenschaften dieses Prozesses

zusammenfa�t, folgen wir im wesentlichen den Darstellungen in [Als3], [AN] und

[Jag], wobei wir auf die Angabe von Beweisen weitestgehend verzichten. F�ur einen

tieferen Einblick in die klassische Theorie der Galton-Watson-Prozesse weisen wir

zudem auf die Standardwerke [AH] und [Har] hin.

Zum Einstieg geben wir eine verbale Beschreibung des zu modellierenden Sach-

verhaltes und gehen von einer nicht genauer bestimmten Population mit den folgen-

den Eigenschaften aus:

� Zum Zeitpunkt n = 0 besteht die Population aus einem Individuum, dem

sogenannten Urahnen.

� Jedes Mitglied der Population hat die deterministische Lebensdauer von einer

Zeiteinheit und generiert am Ende seines Lebens eine zuf�allige, endliche Anzahl

von Nachkommen gem�a� der Reproduktionsverteilung (pj)j�0 (die nicht vom

speziell betrachteten Individuum abh�angt).

� Die Individuen reproduzieren unabh�angig voneinander. Ferner ist die Repro-

duktion eines Individuums unabh�angig von der Gr�o�e seiner Generation bzw.

der vorangegangener Generationen.

Bezeichnet unter diesen Annahmen Zn f�ur n � 0 die Gr�o�e der n-ten Generation,

so nennen wir (Zn)n�0 einen einfachen Galton-Watson-Proze� oder Galton-Watson-

5



6 1 Grundlagen

Verzweigungsprozess. Als n�achstes geben wir die entsprechende formale De�nition

an.

1.0.1. De�nition. Es sei (pj)j�0 eine W-Verteilung auf (N0;P(N0)): Dann ver-

stehen wir unter einem Galton-Watson-Proze� (GWP) (Zn)n�0 mit Reproduktions-

verteilung (pj)j�0 eine diskrete Markov-Kette mit Zustandsraum N0; Z0 = 1 und

�Ubergangsmatrix P = (pij)i;j�0 der Form

pij = p�j
(i); (1.0.1)

wobei (p�j
(i))j�0 die i-fache Faltung von (pj)j�0 angibt, im Fall i = 0 also das Dirac-

Ma� in 0. � :=
P

j�1 jpj wird als Reproduktionsmittel bezeichnet, entsprechend hei�t

�2 :=
P

j�1 j
2pj � �2 Reproduktionsvarianz. (Zn)n�0 hei�t superkritisch, falls � > 1;

kritisch, falls � = 1 und subkritisch im Fall � < 1:

1.0.2. Bemerkungen. (a) Wie aus Gleichung (1.0.1) ersichtlich, bilden Galton-

Watson-Prozesse zeitlich homogene Markov-Ketten.

(b) F�ur k; l � 0 folgt aus Gleichung (1.0.1) die Implikation

Zk = 0 =) Zk+l = 0 P -f.s.; (1.0.2)

d.h. 0 ist ein absorbierender Zustand f�ur (Zn)n�0:

Um die weitere Untersuchung von Galton-Watson-Prozessen zu vereinfachen,

stellen wir nun das wohl einfachste Modell zur Konstruktion von Galton-Watson-

Prozessen vor: das sogenannte Standardmodell. Dabei orientieren wir uns sehr an

den zu Beginn des Kapitels genannten Quellen und schicken zun�achst die folgende

Vorbemerkung voraus:

1.0.3. Bemerkung. Im weiteren Verlauf der Arbeit sei (
;A; P ) ein fest gew�ahlter

Wahrscheinlichkeitsraum, den wir als hinreichend gro� voraussetzen, um f�ur alle

auftretenden Zufallsvariablen als De�nitionsbereich dienen zu k�onnen.
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Bezeichnet dann (Lnk)n;k�0 eine Familie unabh�angiger Zufallsgr�o�en auf (
;A; P )

mit derselben Verteilung (pj)j�0; so setzen wir

Z0 := 1 und Zn :=

Zn�1X
k=1

Lnk (n � 1); (1.0.3)

wobei wie �ublich leere Summen als 0 zu interpretieren sind.

Da� diese De�nition uns weiterhilft, best�atigt das folgende Lemma (☞ [Jag],

S. 19):

1.0.4. Lemma. Ist (Zn)n�0 in einem Standardmodell, d.h. durch Beziehung (1.0.3)

gegeben, so bildet (Zn)n�0 einen GWP mit Reproduktionsverteilung (pj)j�0:

Das wohl wichtigste Hilfsmittel in der klassischen Theorie der Galton-Watson-

Prozesse bilden die sogenannten erzeugenden Funktionen (e.F.), gegeben durch

fn(s) := EsZn =
X
k�0

P (Zn = k)sk (n � 0; s 2 [0; 1]):

Setzen wir f := f1; so folgt (☞ [AN], S. 4; [Als3], S. 5f):

1.0.5. Satz. F�ur n � 1 gelten die folgenden Aussagen:

(a) f ist konvex und monoton wachsend auf [0; 1]:

(b) fn(1) = 1; fn(0) = P (Zn = 0):

(c) fn = f Æ : : : Æ f| {z }
n mal

:

(d) EZn = f 0n(1) = f 0(1)n = (
P

k�1 kpk)
n = �n:

(e) VarZn =

8><
>:
n�2; falls � = 1;

�2�n�1(�n�1)

��1
; falls � 6= 1:

Als n�achstes stellen wir einige Resultate bez�uglich der sogenannten Aussterbe-

wahrscheinlichkeit q; gegeben durch

q = P
�
Zn �!

n!1

0
�
= lim

n!1

P (Zn = 0);



8 1 Grundlagen

zusammen. Dazu beachte man die Isotonie der Folge (fZn = 0g)n�1:

Um dabei Trivialf�alle auszuschlie�en, tre�en wir die folgende

1.0.6. Generalvoraussetzung. Von nun an werden wir stets unterstellen, da� die

zugrundeliegende Reproduktionsverteilung (pj)j�0 die Ungleichung

0 < p0 � p0 + p1 < 1 (1.0.4)

sowie

� =
X
j�1

jpj <1

erf�ullt.

Zur Rechtfertigung dieser Einschr�ankung notieren wir zun�achst, da� p0 = 0

o�enbar q = 0 impliziert. Andererseits liefert die Markov-Ungleichung

P (Zn > 0) = P (Zn � 1) � EZn = �n; (1.0.5)

so da� sich sofort die Implikation

p0 + p1 = 1; 0 < p0 < 1 =) � < 1 =) q = 1

ergibt.

F�ur den Fall, da� unsere Generalvoraussetzung 1.0.6 erf�ullt ist, halten wir fest

(☞ [Als3], S. 6�; [AN], S. 4�):

1.0.7. Satz. (a) q ist der kleinste Fixpunkt von f in [0; 1]:

(b) fs 2 [0; 1] : f(s) = sg = fq; 1g; d.h. f hat im Intervall [0; 1] genau die

Fixpunkte q und 1:

(c) � � 1 =) q = 1:

(d) � > 1 =) p0 < q < 1:

(e) P
�
Zn �!

n!1

1

�
= 1� q: Speziell gilt P (Zn = k) �!

n!1

0 f�ur jedes k � 1:
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1.0.8. Bemerkung. Ein Blick auf Satz 1.0.7(e) zeigt, da� die durch (Zn)n�0 be-

schriebene Population f.s. entweder ausstirbt oder explodiert. Dieses Ph�anomen wird

auch als Explosions-Extinktions-Prinzip bezeichnet (☞ [Als3], S. 6f).

Sp�ater werden wir auch die bedingten Verteilungen P (Zn 2 �jZn > 0) untersu-

chen. Dabei stellen sich die folgenden Hilfsresultate als n�utzlich heraus (☞ [Gei1]):

1.0.9. Lemma. (a) F�ur jedes n � 0 gilt die Ungleichung

(1� p0)
n
� P (Zn > 0) � �n:

(b) Die Folge (cn)n�0; gegeben durch

cn :=
P (Zn > 0)

P (Zn+1 > 0)
(n � 0); (1.0.6)

ist monoton fallend. Im Fall � � 1 gilt

lim
n!1

cn = ��1;

insbesondere also

c0 = (1� p0)
�1
� cn � ��1 (n � 0):

(c) Im Fall � � 1 folgt f�ur n; k � 0 die Absch�atzung

P (Zn+k > 0) � �kP (Zn > 0):

Beweis. (a) F�ur die erste Ungleichung f�uhren wir eine Induktion nach n: Da

der Fall n = 0 trivial ist, nehmen wir gleich an, da� die Behauptung f�ur ein

beliebiges, aber festes n � 0 bewiesen sei. Das f�uhrt uns zu

P (Zn+1 > 0) =
X

k�1:P (Zn=k)>0

P (Zn+1 > 0jZn = k)P (Zn = k)

=
X

k�1:P (Zn=k)>0

(1� P (Zn+1 = 0jZn = k))P (Zn = k)

=
X
k�1

�
1� pk0

�
P (Zn = k)
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� (1� p0)P (Zn > 0)

� (1� p0)
n+1;

wobei wir im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung benutzt haben.

Die zweite Ungleichung ist gerade Beziehung (1.0.5).

(b) Es sei n � 0: Die Konvexit�at von f liefert f�ur 0 < x � y < 1 die Ungleichung

f(1)� f(x)

1� x
�
f(1)� f(y)

1� y

(☞ Lemma VI.1.1(d) in [Els]) und damit wegen f(1) = 1; P (Zk = 0) �

P (Zk+1 = 0) und P (Zk+1 = 0) = fk+1(0) = f(fk(0)) = f(P (Zk = 0)) f�ur

k � 0

cn =
1� P (Zn = 0)

f(1)� f(P (Zn = 0))
�

1� P (Zn+1 = 0)

f(1)� f(P (Zn+1 = 0))
= cn+1:

Setzen wir nun � � 1 voraus, so haben wir P (Zn = 0) �!
n!1

q = 1 und folglich

cn =
1� P (Zn = 0)

f(1)� f(P (Zn = 0))
�!
n!1

f 0(1)�1 = ��1:

Daraus folgt (b).

(c) Unter Verwendung von (b) sehen wir

k�1Y
i=0

cn+i � ��k und somit

P (Zn+k > 0) = P (Zn > 0)

k�1Y
i=0

c�1n+i � �kP (Zn > 0):

Wie in Satz 1.0.5 gesehen, wird der Erwartungswert von Zn f�ur n � 0 durch

EZn = (EZ1)
n = �n gegeben. Ist unsere Generalvoraussetzung 1.0.6 erf�ullt, so folgt

0 < � <1; und es ist naheliegend, die normierte Folge (Wn)n�0; gegeben durch

Wn := ��nZn (n � 0);

zu untersuchen. Tats�achlich ergibt sich bei G�ultigkeit von Generalvoraussetzung 1.0.6

(☞ [AN], Theorem I.6.1; [Als3], Satz I.5.1):
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1.0.10. Satz. Auf (
;A; P ) existiert eine nichtnegative Zufallsgr�o�eW mit EW � 1

und

lim
n!1

Wn =W P -f.s.

Genauer gilt: Ist (Zn)n�0 in einem Standardmodell gegeben, S0 := f;;
g sowie

Sn := �(fLjk : 1 � j � n; k � 1g) f�ur n � 1; so bildet (Wn)n�0 ein nichtnegatives

Martingal bzgl. (Sn)n�0 mit EW0 = 1 und ist somit f.s. konvergent.

Es stellt sich die Frage, ob �n tats�achlich die
"
richtige\ Normierung f�ur Zn bildet.

Dazu notieren wir die folgende Bemerkung:

1.0.11. Bemerkung. Im Fall � � 1 gilt gem�a� Satz 1.0.7 limn!1Zn = 0 f.s. Da

jedes Zn f.s. N0-wertig ist, folgt o�enbar W = 0 P -f.s. Daher ist eine weitere Unter-

suchung der Folge (Wn)n�0 nur im superkritischen Fall interessant. Diese nehmen wir

in Abschnitt 3.3 in Angri� und untersuchen, unter welchen Bedingungen tats�achlich

�n die
"
richtige\ Normierung f�ur Zn bildet, d.h. wann

P (W > 0) = P

�
Zn 6!

n!1

0

�
= 1� q

gilt. Eine vollst�andige Antwort werden wir in Satz 3.3.3 geben, der auf Kesten und

Stigum zur�uckgeht (☞ [KeSt]).
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Kapitel 2

Galton-Watson-B�aume

2.1 Das Standardmodell mit Markierung

2.1.1 Das Modell

Das im vorangegangenen Kapitel vorgestellte Standardmodell wird aufgrund seiner

Handlichkeit in der klassischen Theorie der GWP, die sich im wesentlichen auf die

Untersuchung von erzeugenden Funktion st�utzt, bevorzugt verwendet.

Ein grundlegender Nachteil des Standardmodells liegt aber in der Tatsache, da�

die in derselben Generation lebenden Individuen lediglich gez�ahlt werden, nicht aber

formal unterscheidbar sind. So ist das Standardmodell lax gesprochen zu
"
klein\, um

die Stammb�aume der verschiedenen Individuen zu analysieren oder Verwandtschafts-

und Abstammungsbeziehungen zwischen den im Zeitablauf realisierten Individuen

untersuchen zu k�onnen. Um dies zu erm�oglichen, erh�alt jedes Individuum im nachfol-

gend einzuf�uhrenden Standardmodell mit Markierung (☞ [Als3], S. 2f.) eine Markie-

rung, die nicht nur die Funktion eines Namens �ubernimmt und somit das Individuum

eindeutig identi�zierbar macht, sondern auch erkennen l�a�t, welche verwandtschaftli-

chen Beziehungen zu anderen Individuen der Population bestehen. Dabei verwenden

wir das in [LP], Chapter 10 und [R�os3] benutzte Markierungsverfahren (☞ [Als3]

f�ur ein leicht modi�ziertes Vorgehen), setzen N0 := f(;)g und legen eine Familie(
Lv : v 2

[
n�0

N
n

)

unabh�angiger Zufallsgr�o�en mit derselben Verteilung (pj)j�0 zugrunde. Sodann set-

13



14 2 Galton-Watson-B�aume

zen wir Z0 := 1; T0 := f(;)g;

T1 :=
�
(i) : 1 � i � L(;)

	
und f�ur n � 2

Tn :=
�
(i1; : : : ; in) 2 N

n : (i1; : : : ; in�1) 2 Tn�1; in � L(i0;::: ;in�1)

	
(2.1.1)

sowie f�ur n � 1

Zn := jTnj =
X

v2Tn�1

Lv: (2.1.2)

Bevor wir die dabei vorzunehmende Markierung erl�autern, halten wir fest:

2.1.1. Bemerkung. Da die in (2.1.2) vorgenommene De�nition von Zn wiederum

als Summe Zn�1 unabh�angiger Zufallsgr�o�en mit Verteilung (pj)j�0; die ferner un-

abh�angig von Zn�1 sind, vorgenommen wurde, bildet (Zn)n�0 wiederum einen GWP

mit Reproduktionsverteilung (pj)j�0: Liegt (Zn)n�0 in der obigen Form vor, so sagen

wir, (Zn)n�0 sei in einem Standardmodell mit Markierung gegeben.

Die schon angek�undigte Markierung wird dabei wie folgt vorgenommen: In der

0-ten Generation haben wir nur den Urahnen, den wir mit (;) bezeichnen. Die 1. Ge-

neration besteht de�nitionsgem�a� aus den Z1 = L(;) Nachfahren dieses Individuums,

welche wir (im Fall L(;) > 0) willk�urlich ordnen und mit (1); : : : ; (L(;)) bezeichnen.

Ist (j) ein Mitglied der 1. Generation mit L(j) > 0 Kindern, so werden diese wiederum

willk�urlich geordnet und mit (j; 1); : : : ; (j; L(j)) markiert. Eine Fortf�uhrung dieses

Vorgehens versieht jedes Individuum der n-ten Generation (n � 1) mit einer Markie-

rung (i1; : : : ; in) 2 N
n; wobei (i1; : : : ; in�1) die Markierung dessen

"
Mutter\ angibt.

Abbildung 2.1 veranschaulicht den soeben beschriebenen Markierungsvorgang, wo-

bei die Individuen gleicher Generation in naheliegender Weise angeordnet werden.

F�ur n � 0 gilt somit Tn � N
n; und die Gesamtheit aller m�oglichen Markierungen

ist gegeben durch

N :=
[
n�0

N
n: (2.1.3)
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T0

T1

T3

T2

(1) (2)

(1; 1; 1)

(2; 2)

(3)

(2; 3)

(3; 1)

(3; 1; 2)(2; 2; 2)

(2; 1)

(1; 1; 2) (3; 1; 1)

(;)

(1; 1) (1; 2)

(2; 2; 1)(1; 2; 1)

Abbildung 2.1: Die ersten Generationen eines Galton-Watson-Prozesses. Dabei den-

ken wir uns die Individuen innerhalb einer Generation in der obigen,

naheliegenden Weise von links nach rechts angeordnet.

2.1.2 Verwandtschaftsbeziehungen und eine Ordnung auf N

Ist v 2 Nn f�ur ein n � 0; so setzen wir `(v) := n und bezeichnen `(v) als L�ange oder

Generation des Vektors v; speziell gilt also `((;)) = 0: Ferner setzen wir f�ur v 2 N

(v; (;)) := ((;); v) := v:

Bevor wir die im vorigen Unterabschnitt vage angedeuteten Verwandtschaftsbe-

ziehungen pr�azise de�nieren k�onnen, sind die folgenden Vorbemerkungen erforder-

lich: Im folgenden werden wir f�ur j 2 N stets (j) mit j sowie f�ur n;m � 1 stets Nn
�

N
m mit Nn+m identi�zieren; sind etwa v = (i1; : : : ; in) 2 N

n; w = (j1; : : : ; jm) 2

N
m; so werden wir nicht zwischen den Vektoren (v; w) = ((i1; : : : ; in); (j1; : : : ; jm)) 2

N
n
�N

m und (i1; : : : ; in; j1; : : : ; jm) 2 N
n+m unterscheiden.

Gilt speziell n = m; aber v 6= w; so setzen wir

�(v; w) := minf1 � j � n : vj 6= wjg:

Damit l�a�t sich die in Aussicht gestellte De�nition in Angri� nehmen:
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2.1.2. De�nition. Es seien v; w 2 N :

(a) Besitzt w die Darstellung w = (v; x) f�ur ein x 2 N ; so nennen wir v einen Vor-

fahren von w bzw. w einen Nachkommen oder Nachfahren von v und schreiben

v � w bzw. w � v:

(b) Gilt in (a) speziell x 2 N; so bezeichnen wir v als Mutter von w bzw. w als

Kind von v:

(c) Wir de�nieren im Fall v 6= w

v < w :()

8><
>:
`(v) < `(w); falls `(v) 6= `(w);

v�(v;w) < w�(v;w); falls `(v) = `(w)

sowie allgemein

v � w :() v = w oder v < w:

Insbesondere gilt f�ur jedes v 2 N also (;) � v und (;) � v:

2.1.3. Bemerkung. Die in (c) eingef�uhrte Relation
"
�\ bildet o�enbar eine Ord-

nung auf N ; und je zwei v; w 2 N sind vergleichbar. Daher besitzt jede endliche

Teilmenge N � N ein Minimum und ein Maximum in N:

Zur Interpretation der Relation
"
�\ ist folgendes zu sagen:

"
v � w\ bedeutet

anschaulich, da� v vor w geboren wurde und somit
"
�alter\ als w ist. In Abbildung

2.1 sind die Individuen innerhalb einer Generation o�enkundig der Gr�o�e nach an-

geordnet, wobei links mit dem kleinsten Individuum begonnen worden ist.

O�enbar besteht kein Bezeichnungskonikt mit der gew�ohnlichen Ordnung auf N:

Um in dieser Arbeit Grenzwerts�atze f�ur GWP zu beweisen, greifen wir auf das

soeben vorgestellte Standardmodell mit Markierung zur�uck, allerdings mit der fol-

genden Sichtweise: Wir interessieren uns nicht nur f�ur den GWP (Zn)n�0; sondern

m�ochten gerne die Menge

T :=
[
n�0

Tn
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aller im Zeitablauf realisierten Individuen als Zufallsvariable au�assen. Dazu stellen

wir im folgenden Abschnitt einen geeigneten Me�raum (T;T) vor, der als Wertebe-

reich f�ur T in Frage kommt, wobei wir uns im wesentlichen auf das in [LP], Chapter

10 skizzierte Vorgehen berufen.

2.2 B�aume

2.2.1. De�nition. Eine Teilmenge t � N hei�t Baum, falls sie den folgenden Be-

dingungen gen�ugt:

(i) (;) 2 t;

(ii) (i1; : : : ; in) 2 t =) (i1; : : : ; ik) 2 t f�ur jedes k 2 f1; : : : ; ng;

(iii) (i1; : : : ; in; in+1) 2 t =) (i1; : : : ; in; l) 2 t f�ur jedes l 2 f1; : : : ; in+1g:

Erf�ullt t ferner die Bedingung

(iv) zn(t) := jt \Nn
j <1 f�ur jedes n � 0;

so hei�t t lokal endlich.

Die Elemente von t nennen wir Individuen; das Individuum (;) wird auch als

Wurzel von t bezeichnet.

Wir besch�aftigen uns im folgenden nur mit lokal endlichen B�aumen und setzen

T := ft � N : t ist ein lokal endlicher Baumg

sowie f�ur t 2 T

H(t) := supfn � 0 : zn(t) > 0g 2 N0 [ f1g:

Dabei weisen wir auf die Implikation

zn(t) = 0) zm(t) = 0

hin, die f�ur alle t 2 T und m � n � 0 g�ultig ist, und interpretieren H(t) als die

H�ohe des Baumes t.
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2.2.2. Bezeichnungen. F�ur t 2 T und n � 0 setzen wir abk�urzend

tn := t \Nn = fv 2 t : `(v) = ng;

tjn :=

n[
k=0

tk = fv 2 t : `(v) � ng

[t]n :=
�
t0 2 T : t0

jn = tjn
	
:

tn bezeichnen wir als die n-te Generation von t; so da� zn(t) = jtnj die Gr�o�e der

n-ten Generation von t angibt.

Die oben konstruierte Menge T wird uns in den n�achsten Kapiteln als Werte-

bereich verschiedener Abbildungen dienen. Um aus diesen Abbildungen Zufallsva-

riablen, d.h. me�bare Abbildungen zu machen, verscha�en wir uns zun�achst eine

geeignete �-Algebra auf T: Einen ersten Schritt in diese Richtung gibt uns das fol-

gende Lemma, das uns eine Topologie auf T vermittelt:

2.2.3. Lemma. (a) Die Abbildung d : T� T! [0;1); gegeben durch

d(t; t0) :=
1

1 + sup
n
n � 0 : tjn = t0

jn

o (t; t0 2 T);

ist eine Metrik auf T:1

(b) (T; d) ist separabel. Genauer gilt:

T
� := ft 2 T : H(t) <1g = ft 2 T : t ist endlichg

ist abz�ahlbar und liegt dicht in T:

Beweis. (a) Hier ist o�enbar nur die Dreiecksungleichung f�ur paarweise verschie-

dene t; t0; t00 2 T zu veri�zieren. Sie ergibt sich aber mittels der Ungleichung

sup
�
n : tjn = t00

jn

	
� min

�
sup

�
n : tjn = t0

jn

	
; sup

�
n : t0

jn = t00
jn

		
;

denn diese Ungleichung liefert uns

d(t; t00) �

�
1 + min

�
sup

�
n : tjn = t0

jn

	
; sup

�
n : t0

jn = t00
jn

		��1
� d(t; t0) + d(t0; t00):

1Dabei ist die �ubliche Konvention 1

1
:= 0 zu ber�ucksichtigen.
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(b) Mit Tn := ft 2 T : H(t) = ng = ft 2 T : zn(t) > 0; zn+1(t) = 0g f�ur n � 0 gilt

T
� =

[
n�0

Tn:

Um die Abz�ahlbarkeit von T� einzusehen, zeigen wir, da� jedes Tn abz�ahlbar

ist: Setzen wir f�ur n � 0 und i � 1

Pi (N
n) := fA � N

n : jAj = ig ;

so haben wir f�ur t 2 Tn o�enbar die Inklusion

t =

n[
k=0

tk 2

n[
k=0

[
i�1

Pi

�
N
k
�
:

Folglich ist

Tn �

n[
k=0

[
i�1

Pi

�
N
k
�

und daher o�enkundig abz�ahlbar.

Seien nun t 2 T und 0 < " < 1 vorgegeben. W�ahlt man n =
�
1�"
"

�
; wobei f�ur

x 2 R wie �ublich dxe := minfm 2 Z : m � xg gesetzt sei, so gilt tjn 2 T
� und

d(t; tjn) �
1

1 + n
� ";

so da� T� tats�achlich dicht in T liegt.

2.2.4. Bemerkung. Der soeben konstruierte metrische Raum (T; d) ist vollst�andig.

Auf den Beweis verzichten wir jedoch, da diese Eigenschaft f�ur unsere Untersuchun-

gen keine Rolle spielen wird.

Bevor wir wie angek�undigt T mit einer �-Algebra ausstatten, stellen wir noch

einige Vor�uberlegungen an:
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2.2.5. Bemerkungen. (a) Da die Abbildung d nur Werte in f0g[f1=k : k � 1g

annimmt, erhalten wir mit B(s; Æ) := fs0 2 T : d(s; s0) < Æg f�ur s 2 T und

Æ > 0 die Identit�at

fB(t; ") : t 2 T; " > 0g = fB(t; 1=k) : t 2 T; k � 1g = f[t]k : t 2 T; k � 1g ;

denn f�ur t; t0 2 T und k � 1 haben wir die �Aquivalenzen

t0 2 B(t; 1=k)() 1 + sup
�
n : tjn = t0

jn

	
> k () tjk = t0

jk () t0 2 [t]k:

(b) Es seien t; t0 2 T und l � k � 1: Dann gilt

[t]l \ [t0]k =
�
s 2 T : sjl = tjl; sjk = t0

jk

	
=

8><
>:
[t]l; falls tjk = t0

jk;

;; falls tjk 6= t0
jk;

(2.2.1)

d.h.

E := f;;Tg [ f[t]k : t 2 T; k � 1g (2.2.2)

bildet ein \-stabiles System von Teilmengen von T:

Damit de�nieren wir nun

T := �(E) = � (f[t]k : t 2 T; k � 1g) (2.2.3)

und werden grunds�atzlich diese �-Algebra auf T zugrundelegen. Als einfache Folge-

rung halten wir fest:

2.2.6. Bemerkung. Da sich in einem separablen metrischen Raum jede nichtleere

o�ene Teilmenge als abz�ahlbare Vereinigung (nicht notwendig disjunkter) o�ener

Kugeln darstellen l�a�t (☞ Theorem II.6.23 samt Beweis in [HS]), stimmt T mit

der Borelschen �-Algebra �uber T �uberein: Bezeichnet O das System der o�enen

Teilmengen von T; gilt also T = �(O): Wir haben jedoch T via Beziehung (2.2.3)

de�niert, um f�ur sp�atere Rechnungen einen handlichen, \-stabilen Erzeuger von T

zur Hand zu haben.
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2.3 Eigenschaften von Galton-Watson-B�aumen

Im folgenden setzen wir stets voraus, da� die Folge (Tn)n�0 gem�a� Beziehung (2.1.1)

gegeben ist. Wie zu Beginn dieses Kapitels angek�undigt, m�ochten wir im weiteren

Verlauf

T =
[
n�0

Tn (2.3.1)

untersuchen. O�enbar liefert uns dies eine T-wertige Abbildung.

2.3.1. De�nition. Ist (Zn)n�0 ein in einem Standardmodell gegebener GWP mit

Reproduktionsverteilung (pj)j�0; so hei�t die Abbildung T gem�a� Beziehung (2.3.1)

Galton-Watson-Baum mit Reproduktionsverteilung (pj)j�0:

Bevor wir T im folgenden Lemma als A-T-me�bar identi�zieren, notieren wir,

da� f�ur n � 0

Zn = jTnj = zn Æ T

gilt, wobei an die De�nition von zn im Rahmen von De�nition 2.2.1 erinnert sei.

Um diese faktorisierte Darstellung von Zn f�ur n � 0 ausnutzen zu k�onnen, ben�oti-

gen wir neben der A-T-Me�barkeit von T auch die Me�barkeit von zn bez�uglich T

und P(N0) :

2.3.2. Lemma. (a) T ist A-T-me�bar.

(b) F�ur jedes n � 0 ist die Abbildung zn T-P(N0)-me�bar.

Beweis. (a) Es ist lediglich T�1(E) � A zu zeigen. Dazu sei A 2 E ; o.B.d.A.

A = [t]k f�ur ein t 2 T und ein k � 1: Dann folgt aber

T�1(A) =
�
! 2 
 : Tjk(!) = tjk

	
=

k\
i=1

f! 2 
 : Ti(w) = tig

2 �(fLv : `(v) � k � 1g) � A;

also tats�achlich die gew�unschte Me�barkeit der Abbildung T .
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(b) F�ur k � 1 erhalten wir

z�1n (fkg) = ft 2 T : zn(t) = kg =
[

t2Tn:jtnj=k

[t]n 2 T;

da eine abz�ahlbare Vereinigung vorliegt. Daraus folgt die Behauptung.

Damit ist folgende Bezeichnungsweise sinnvoll:

2.3.3. De�nition. Wir setzen Q := P T und bezeichnen dieses Bildma� als das

Galton-Watson-Ma� auf (T;T):

Mit dieser De�nition gilt beispielsweise

P (Zn 2 �) = P (zn Æ T 2 �) = Q(zn 2 �) (n � 0):

Wir betrachten nun die Individuen der ersten Generation, d.h. die Menge T1: Die

vorgenommene Konstruktion von Galton-Watson-B�a�umen legt die Vermutung nahe,

da� sich die Individuen der ersten Generation unabh�angig fortpanzen. Da T1 aber

selbst eine zuf�allige Menge ist, mu� dazu sichergestellt werden, da� diese Individuen

�uberhaupt realisiert werden, d.h. Elemente von T1 sind. Bevor wir dieses anschaulich

evidente Ergebnis formulieren k�onnen, ben�otigen wir die folgende Nomenklatur:

2.3.4. Bezeichnungen. Es seien t 2 T und � 2 t: Dann hei�t

t� := f�0 2 t : �0 � �g

der in � verwurzelte Teilbaum von t: Dieser enth�alt alle Individuen in t; die von �

abstammen (einschlie�lich � selbst); um aus dieser Teilmenge von t wiederum einen

Baum gem�a� De�nition 2.2.1 zu machen, de�nieren wir den Shiftoperator �� : t
�
! T

zu � durch

��(�; w) := w (w 2 N );

speziell also ��(�) := (;); so da� ��
�
t�
�
= fw : (�; w) 2 tg den Bedingungen aus

De�nition 2.2.1 gen�ugt. Im Prinzip wird der in � verwurzelte Teilbaum also derart

verschoben, da� er (;) als Wurzel besitzt.
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Ist speziell � = i f�ur ein i 2 N; so setzen wir zur Abk�urzung

t(i) := �i
�
ti
�
= fw : (i; w) 2 tg :

Durch eine �ahnliche Argumentation wie im Beweis von Lemma 2.3.2(a) erh�alt

man im Fall � 2 T die A-T-Me�barkeit der Abbildung �� Æ T
�; und in der Tat

l�a�t sich die oben ausgesprochene Vermutung hinsichtlich der Unabh�angigkeit der

Teilb�aume formal best�atigen:

2.3.5. Satz. (a) Ist pk > 0 f�ur ein k � 1; so sind { gegeben Z1 = k { die von den

Individuen der ersten Generation generierten (geshifteten) Teilb�aume T (i) =

�i Æ T
i; 1 � i � k; stochastisch unabh�angig mit Verteilung Q:

(b) Analog gilt f�ur n � 2: Ist P (Zn = k) > 0; so sind { gegeben Zn = k { die

von den Individuen der n-ten Generation erzeugten (geshifteten) Teilb�aume

stochastisch unabh�angig mit derselben Verteilung Q:

Beweis. Um den Schreibaufwand in ertr�aglichen Grenzen zu halten, beweisen wir

nur (a) und verzichten auf den analogen, aber hinsichtlich der Notation aufwendigen

Beweis zu (b): Dazu seien A1; : : : ; Ak 2 E : Nehmen wir o.B.d.A. A1; : : : ; Ak 6= ;

an, so existiert eine Familie
�
B

(i)
v

�
v2N ;1�i�k

von Teilmengen von N0; so da� die

Gleichungskette

kY
i=1

Q(Ai) =

kY
i=1

Y
v2N

P
�
Lv 2 B

(i)
v

�

= p�1k

kY
i=1

Y
v2N

P
�
L(i;v) 2 B

(i)
v

�
P (L(;) = k)

= p�1k P

 
fZ1 = kg \

k\
i=1

\
v2N

�
L(i;v) 2 B

(i)
v

	!

=
P (Z1 = k; T (i) 2 Ai f�ur 1 � i � k)

P (Z1 = k)

= P (T (i) 2 Ai f�ur 1 � i � kjZ1 = k)

g�ultig ist, wobei wir die Tatsache benutzt haben, da� die Familie (Lv)v2N unabh�angig

und identisch verteilt ist. Man beachte ferner die Abz�ahlbarkeit von N : Setzt man
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nun Ai = T f�ur geeignete i 2 f1; : : : ; kg; so folgt zun�achst die Verteilungsaussage

und damit im Hinblick auf die obige Rechnung und unter Hinweis auf Satz 23.3 in

[Als1] auch die Unabh�angigkeit, da E \-stabil ist.



Kapitel 3

Die Beweismethode von R. Lyons,

R. Pemantle und Y. Peres

In diesem Kapitel beweisen wir klassische Grenzwerts�atze f�ur Galton-Watson-Prozesse

mit den von R. Lyons, R. Pemantle und Y. Peres in [LP], Chapter 10 und [LPP]

entwickelten Methoden. Diese beiden Quellen bilden daher die Grundlage f�ur unsere

Darstellung.

Im Gegensatz zur klassischen Theorie kommen wir bei unserer Analyse im we-

sentlichen ohne die Untersuchung von erzeugenden Funktionen aus. Stattdessen

greifen wir zu zwei anderen methodischen Hilfsmitteln: den sogenannten gr�o�en-

verzerrten Galton-Watson-B�aumen und den sogenannten Galton-Watson-Prozessen

mit Immigration, denen wir uns daher in den beiden folgenden Abschnitten zuwen-

den.

3.1 Gr�o�enverzerrte Galton-Watson-B�aume

Ein fundamentales methodisches Werkzeug f�ur unsere weiteren Untersuchungen bil-

den die sogenannten gr�o�enverzerrten Galton-Watson-B�aume mit R�uckgrat, die wir

im folgenden konstruieren. Dabei handelt es sich um zuf�allige unendliche, aber lo-

kal endliche B�aume bT ; in denen ein zuf�alliger absteigender Pfad V; das sogenannte

R�uckgrat, besonders ausgezeichnet ist.

25
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Zum Beweis klassischer Grenzwerts�atze werden wir sp�ater die Verteilung dieses

Hilfsbaums bT mit dem Galton-Watson-Ma� Q vergleichen.

3.1.1 Gr�o�enverzerrte Verteilungen und gr�o�enverzerrte Zu-

fallsgr�o�en

Einen zenralen Grundbaustein zur oben angek�undigten Konstruktion unserer Hilfs-

b�aume bilden gr�o�enverzerrte Zufallsgr�o�en, die wir daher zun�achst formal einf�uhren:

3.1.1. De�nition. (a) Es sei � eine Verteilung auf ([0;1);B[0;1)) mit positivem,

endlichem Erwartungswert  :=
R
[0;1)

x �(dx): Dann hei�t b�; de�niert durch
b�(A) := �1

Z
A

x �(dx) (A 2 B[0;1)); (3.1.1)

die zu � geh�orige gr�o�enverzerrte (engl. size-biased) Verteilung auf [0;1) oder

Gr�o�enverzerrung von �:

(b) Ist X eine nichtnegative Zufallsgr�o�e mit Verteilung � und positivem, endli-

chem Erwartungswert, so hei�t die Zufallsgr�o�e bX eine zu X geh�orige gr�o�en-

verzerrte Zufallsgr�o�e bzw. eine Gr�o�enverzerrung von X; falls bX die Vertei-

lung b� besitzt.

3.1.2. Bemerkungen. (a) Wir werden haupts�achlich Gr�o�enverzerrungen von

Verteilungen auf (N0;P(N0)) betrachten. Ist � = (�k)k�0 eine solche, so gilt

o�enbar b� = (b�k)k�0 mit
b�k = �1k�k (k � 0);

wenn  gem�a� De�nition 3.1.1 gew�ahlt ist.

(b) In der Situation von De�nition 3.1.1(b) ist P
bX durch PX dominiert mit PX-Dichte

dP
bX

dPX
(x) =

x

EX
:
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Somit haben wir f�ur jedes Borel-me�bare ' : [0;1)! [0;1) die f�ur uns sehr

wichtige Rechenregel

E'( bX) =

Z
[0;1)

'(x)P
bX(dx)

=

Z
[0;1)

'(x)(EX)�1xPX(dx)

=
EX'(X)

EX
:

Ferner notieren wir, da� bX P -f.s. positiv ist.

(c) Ist in (b) PX selbst durch das Lebesgue-Ma� �� dominiert mit Dichte g; so gilt

o�enbar f�ur A 2 B[0;1)

P
bX(A) = (EX)�1

Z
A

xPX(dx) = (EX)�1
Z
A

xg(x)��(dx);

d.h. P
bX hat die ��-Dichte bg; gegeben durch

bg(x) = (EX)�1xg(x) (x � 0):

3.1.2 Konstruktion und Eigenschaften gr�o�enverzerrter

Galton-Watson-B�aume

Wir m�ochten nun das Konzept der Gr�o�enverzerrung nichtnegativer Zufallsgr�o�en in

geeigneter Weise auf unseren Galton-Watson-Baum T �ubertragen und eine Gr�o�en-

verzerrung bT von T konstruieren. Sp�ater werden wir im Zusammenhang mit dem zu

beweisenden Satz von Kesten und Stigum (Satz 3.3.3) der Frage nachgehen, ob bzw.

unter welchen Bedingungen { in Analogie zu Lemma 3.1.2(b) { die mit bQ bezeichne-

te Verteilung von bT durch das Galton-Watson-Ma� Q dominiert wird. Ist dies nicht

der Fall, so sind die beiden Ma�e notwendig zueinander singul�ar (☞ Lemma 3.3.2

und Satz 3.3.3 samt Beweis).

Zun�achst schreiten wir jedoch zur angek�undigten Konstruktion.
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3.1.3. Konstruktion. Auf (
;A; P ) sei
��bLn; Cn

��
n�0

eine Folge unabh�angiger

Zufallsvektoren, die ferner unabh�angig von (Lv)v2N sei. F�ur n � 0 gelte

P
�bLn 2 �� = (bpj)j�0 = ���1jpj�j�0

sowie im Fall pk > 0 f�ur k � m � 1

P

�
Cn = m

����bLn = k

�
=

1

k
;

d.h. gegeben bLn = k sei Cn Laplace-verteilt auf f1; : : : ; kg; und bLn besitze die

gr�o�enverzerrte Reproduktionsverteilung (bpj)j�0:1
Damit wird der gr�o�enverzerrte Galton-Watson-Baum bT =

S
n�0

bTn mit R�uck-

grat V = (Vn)n�0 wie folgt de�niert: Wir setzen bT0 := f(;)g; V0 := (;) und induktiv

f�ur n � 0 bTn+1 := An+1 [ Bn+1

mit

An+1 :=
n
(w; i) 2 Nn+1 : w 2 bTn n fVng; i � Lw

o
und

Bn+1 :=
n
(Vn; k) : 1 � k � bLno ;

sowie

Vn+1 := (Vn; Cn) 2 Bn+1:

In Worten l�a�t sich die obige Konstruktion wie folgt beschreiben: Wir starten

wieder mit (;) als einzigem Individuum in der 0-ten Generation, welches zugleich die

0-te Komponente V0 des R�uckgrats bildet. Dieses Individuum bekommt eine zuf�alli-

ge Anzahl bL0 � 1 von Nachfahren. Aus diesen Nachkommen wird zuf�allig gem�a�

einer entsprechenden Laplace-Verteilung (verm�oge C0) die erste Komponente V1 des

R�uckgrats ausgew�ahlt. Dieses Individuum V1 reproduziert sich gem�a� der gr�o�enver-

zerrten Reproduktionsverteilung (bpj)j�0 und generiert bL1 Nachfahren, w�ahrend die

restlichen Individuen der ersten Generation bT1 unabh�angig Nachfahren gem�a� der

Reproduktionsverteilung (pj)j�0 hervorbringen. So fortfahrend, wird Vn+1 zuf�allig

1Die Existenz solcher Zufallsvektoren
�bLn; Cn

�
ist o�enbar durch den Satz von Ionescu Tulcea

(☞ Satz 54.4 in [Als1]) gesichert.
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GW

bL0 = 4; C0 = 3

bL1 = 3; C1 = 1

bL3 = 3; C3 = 2

bL2 = 2; C2 = 2

V0 = (;)

V1 = (3)

V4 = (3; 1; 2; 2)

V2 = (3; 1)

V3 = (3; 1; 2)

GW
GW

GW

GW

GW

Abbildung 3.1: Ausschnitt aus einem gr�o�enverzerrten Galton-Watson-Baum

aus den bLn Kindern von Vn gew�ahlt und produziert Nachfahren gem�a� (bpj)j�0; alle
Individuen, die keine Komponente von V bilden, erzeugen Kinder wie im gew�ohn-

lichen Galton-Watson-Baum. Insgesamt erhalten wir somit einen zuf�alligen BaumbT ; in dem eine absteigende Folge von Knoten (Vn)n�0; das R�uckgrat, besonders aus-

gezeichnet ist. Der Terminus
"
absteigend\ bedeutet hier nat�urlich, da� in jeder

Generation genau ein Individuum ausgew�ahlt wird. Abbildung 3.1 veranschaulicht

unsere Konstruktion, wobei die R�uckgratkomponenten als Quadrate dargestellt sind

und die mitGW gekennzeichneten Teilb�aume (verschobene) gew�ohnliche GWB dar-

stellen.

Wegen P
�bLn = 0

�
= 0 f�ur n � 0 gilt o�enbar jbT j = 1 f.s., d.h. die durchbT beschriebene Population stirbt im Gegensatz zum gew�ohnlichen Galton-Watson-

Proze� mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht aus.2

Die obige Konstruktion liefert uns eine Abbildung

(bT ; V ) : 
! T�V

mit

V :=
[
n�0

Vn;

2Verm�oge Satz 1.0.7 gilt o�enkundig P (jT j =1) = P (Zn 6! 0) = 1� q < 1:
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wobei wir

V0 :=
�
(vj)j�0 : vj 2 N

j und vj+1 � vj f�ur j � 0
	

sowie f�ur n � 1

Vn :=
�
(v0; : : : ; vn; 0; 0; : : : ) : vj 2 N

j f�ur 1 � j � n und vj+1 � vj f�ur 0 � j < n
	

gesetzt haben.

Tats�achlich nimmt die Abbildung V nur Werte in V0 an. Die oben vorgenomme-

ne, zun�achst k�unstlich erscheinende Vergr�o�erung des Bildbereichs erweist sich aber

bald als n�utzlich, um ein Gegenst�uck zu Lemma 2.2.3 erbringen zu k�onnen. Analog

zu unserem Vorgehen bei der Konstruktion von Galton-Watson-B�aumen besteht un-

sere n�achste Aufgabe n�amlich in der Bereitstellung einer geeigneten �-Algebra auf

dem Produktraum T�V; so da� (bT ; V ) zu einer me�baren Abbildung wird. Diesem

Zweck dient das folgende Lemma:

3.1.4. Lemma. (a) Die Abbildung d0 : V�V! [0;1); gegeben durch

d0 ((vn)n�0; (wn)n�0) :=
1

1 + supfn � 0 : vm = wm f�ur alle m � ng
;

ist eine Metrik auf V:

(b) (V; d0) ist separabel. Genauer ist V� := VnV0 eine abz�ahlbare dichte Teilmenge

von V:

Beweis. Da der Beweis analog zum Beweis von Lemma 2.2.3 verl�auft, verzichten

wir auf die Angabe.

In Analogie zur Konstruktion von T setzen wir nun f�ur v 2 V und " > 0

B0(v; ") := fw 2 V : d0(v; w) < "g

und damit

V := � (fB0(v; ") : v 2 V; " > 0g) :

Die gute Nachricht lautet dann:
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3.1.5. Lemma. Die Abbildung (bT ; V ) ist A-T
V-me�bar.

Beweis. Unter R�uckgri� auf Satz 19.3 in [Als1] reicht es zu zeigen, da�

(i) bT A-T-me�bar und
(ii) V A-V-me�bar ist.

Der Nachweis von (i) erfolgt dabei wie der Beweis von Lemma 2.3.2: Gegeben t 2 T

und k � 1; erhalten wir

bT�1([t]k) = n! 2 
 : bTjk(!) = tjk

o
2 �

��bLn; Cn

�
0�n�k�1

; (Lv)v2N :`(v)�k�1

�
� A

und daraus die gew�unschte Me�barkeit von bT :
�Ahnlich gehen wir im Beweis von (ii) vor: Gegeben v = (vn)n�0 2 V; 0 < " < 1

und l := 1 +
�
1�"
"

�
; ergeben sich f�ur ! 2 
 die �Aquivalenzen

V (!) 2 B0(v; ") () sup fn : Vm(!) = vm f�ur alle m � ng >
1� "

"
() Vm(!) = vm f�ur alle m � l

() Vl(!) = vl

und weiter

V �1 (B0(v; ")) = f! 2 
 : Vl(!) = vlg 2 �

��bLn; Cn

�
0�n�l�1

�
� A;

also das Verlangte.

Nachdem wir (bT ; V ) alsA-T
V-me�bar erkannt haben, setzen wir zur Abk�urzung
bQ� := P ( bT ;V )

und bQ := P
bT :

Die hier vorgestellten Techniken st�utzen sich massiv auf den Zusammenhang

zwischen den W-Ma�en Q und bQ: Den Grundstein legt dabei das folgende, eminent
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wichtige Lemma. Vorab ben�otigen wir jedoch noch folgende abk�urzende Bezeich-

nung:

F�ur t 2 T und % 2 tn setzen wir

[t; %]n := f(t0; (vn)n�0) 2 T�V : t0 2 [t]n; vn = %g : (3.1.2)

Diese Menge besteht also aus allen Tupeln (t0; (vn)n�0) 2 T � V; so da� der Baum

t0 in den ersten n Generationen mit t �ubereinstimmt und der Pfad (vn)n�0 durch %

verl�auft.

Damit k�onnen wir das in Aussicht gestellte wichtige Resultat formulieren, wobei

vor allem (b) und (c) von Bedeutung sind.

3.1.6. Vergleichslemma. Setzen wir wn(t) := ��nzn(t) f�ur t 2 T und n � 0; so

gelten die folgenden Identit�aten:

(a)

Q ([t]n+1) = pz1(t)

z1(t)Y
j=1

Q ([t(j)]n) (3.1.3)

f�ur alle t 2 T und n � 0:

(b)

bQ� ([t; %n]n) = ��nQ ([t]n) (3.1.4)

f�ur alle t 2 T; n � 0 und %n 2 tn:

(c)

bQ ([t]n) = wn(t)Q ([t]n) (3.1.5)

f�ur alle t 2 T und n � 0:

(d) Setzen wir bZn := zn Æ bT f�ur n � 0; so bildet bZn eine Gr�o�enverzerrung von

Zn; d.h. f�ur k � 1 gilt

P ( bZn = k) =
kP (Zn = k)

�n
=
kP (Zn = k)

EZn

: (3.1.6)
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Beweis. (a) Setzen wir abk�urzend k := z1(t) und nehmen o.B.d.A. k � 1 an

(sonst stimmen o�enbar beide Seiten mit p0 �uberein, wenn man leere Produkte

als 1 interpretiert), so gilt o�enbar

fT 2 [t]n+1g = fZ1 = kg \

k\
i=1

fT (i) 2 [t(i)]ng;

o.B.d.A. pk > 0 voraussetzend3, erhalten wir unter Benutzung von Satz 2.3.5

Q ([t]n+1) = pkP (T (j) 2 [t(j)]n f�ur 1 � j � kjZ1 = k)

= pk

kY
j=1

P (T (j) 2 [t(j)]njZ1 = k)

= pk

kY
j=1

Q([t(j)]n):

(b) Wir veri�zieren die Behauptung per Induktion nach n: F�ur n = 0 impliziert

T0 = bT0 = f(;)g o�enbar %0 = (;) und somit f�ur jedes t 2 T

bQ� ([t; %0]0) = bQ� ([t; (;)]0) = 1 = Q ([t]0) :

Die Behauptung sei nun f�ur ein beliebiges, aber festes n � 0; alle t 2 T

und %n 2 tn bewiesen. F�ur den Induktionsschritt ben�otigen wir die folgende

Zwischenrechnung:

Gegeben t 2 T mit k = z1(t) � 1 und %n+1 2 tn+1; existiert o�enkundig ein

eindeutig bestimmtes i 2 f1; : : : ; kg mit %n+1 2 t
(i); und es gilt

bQ� ([t; %n+1]n+1) = ��1pk bQ� ([t(i); �i(%n+1)]n)
Y
j 6=i

Q ([t(j)]n)) : (3.1.7)

Zur Begr�undung ziehen wir folgendes Analogon zu Satz 2.3.5 heran: O�enbar

k�onnen wir wiederum o.B.d.A. pk > 0 annehmen. Dann gilt

P
��bL0; C0

�
= (k; i)

�
= ��1kpk �

1

k
> 0;

3Sonst verschwinden o�enbar beide Seiten.
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und gegeben
�bL0; C0

�
= (k; i) sind die Abbildungen

�bT (i); �(i) Æ V � undbT (j); j 2 f1; : : : ; kg n fig me�bar und stochastisch unabh�angig mit Vertei-

lungen bQ� bzw. Q: Damit folgt f�ur

A :=
n�bT (i); �(i) Æ V � 2 [t(i); �(i)(%n+1)]

o
\

\
j 6=i

fT (j) 2 [t(j)]ng

wie verlangt

bQ� ([t; %n+1]n+1) = P (f(bL0; C0) = (k; i)g \ A)

= P ((bL0; C0) = (k; i)) � P
�
A
��� �bL0; C0

�
= (k; i)

�
= ��1pk bQ�

�
[t(i); �(i)(%n+1)]n

�Y
j 6=i

Q ([t(j)]n)) :

Dabei haben wir von der konstruktionsbedingten Tatsache Gebrauch gemacht,

da� sich der gr�o�enverzerrte Galton-Watson-Baum
"
au�erhalb\ des R�uckgrats

genauso verh�alt wie ein gew�ohnlicher Galton-Watson-Baum (und unabh�angig

von der Fortpanzung der R�uckgratkomponenten (Vn)n�0):

Kombinieren wir dies in (?) mit der Induktionsvoraussetzung sowie mit (a),

folgt wie verlangt

bQ� ([t; %n+1]n+1) = ��1pk bQ�

�
[t(i); �(i)(%n+1)]n

�Y
j 6=i

Q ([t(j)]n))

(?)
= ��1pk�

�nQ([t(i)]n)
Y
j 6=i

Q ([t(j)]n))

(a)
= ��(n+1)Q([t]n+1):

(c) Unter Benutzung von (b) erhalten wir

bQ([t]n) = P
�bT 2 [t]n

�
=

X
�2tn

P
�bT 2 [t]n; Vn = �

�

=
X
�2tn

bQ�([t; �]n)

(b)
=

X
�2tn

��nQ([t]n)

= wn(t)Q([t]n):
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(d) Mit (c) folgt f�ur k � 1

P ( bZn = k) =
X

t2Tn:zn(t)=k

bQ([t]n)
(c)
=

X
t2Tn:zn(t)=k

wn(t)Q([t]n)

=
X

t2Tn:zn(t)=k

Q([t]n) �
k

�n

=
kP (Zn = k)

�n
:

3.1.7. Bemerkungen. (a) Das soeben bewiesene Lemma zeigt f�ur n � 1 ins-

besondere, da� { gegeben Bn :=
nbTn = f�1; : : : ; �pg

o
f�ur ein p � 1 { die

R�uckgrat-Komponente Vn eine Laplace-Verteilung auf f�1; : : : ; �pg besitzt.4

Dies ist zum einen anschaulich evident, da in (b) der Term bQ� ([t; %n]n) nicht

von %n abh�angt, zum anderen l�a�t sich diese Aussage durch eine formale Rech-

nung unter Verwendung der Teile (b) und (c) des obigen Vergleichslemmas

best�atigen. Da wir diese Aussage aber nicht explizit ben�otigen, verzichten wir

auf die Rechnung.

(b) Zu Beginn dieses Abschnitts hatten wir die Frage aufgeworfen, wann bQ durch

das Galton-Watson-Ma�Q dominiert wird. Immerhin zeigt das Vergleichslem-

ma f�ur n � 1 und t 2 T

bQ([t]n) = wn(t)Q([t]n) =

Z
[t]n

wn(s)Q(ds);

da wn auf [t]n konstant ist. Bei dieser Feststellung belassen wir es aber zun�achst

und kommen f�ur den Beweis des Satzes von Kesten und Stigum (☞ Satz 3.3.3)

auf diesen Sachverhalt zur�uck.

Bei der Untersuchung superkritischer und subkritischer GWP kommen wir mit

unseren bisherigen Werkzeugen allein nicht aus. Deshalb erweitern wir unser Re-

pertoire an Hilfsmitteln im n�achsten Abschnitt um Galton-Watson-Prozesse mit

Immigration.

4Dabei unterstellen wir nat�urlich P (B) > 0:
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3.2 Galton-Watson-Prozesse mit Immigration

In diesem Abschnitt stellen wir eine hilfreiche Erweiterung von Galton-Watson-

Prozessen vor, die Immigration gestattet. Bemerkenswert ist dabei die Tatsache,

da� wir die resultierenden Galton-Watson-Prozesse mit Immigration (GWPI) nicht

prim�ar als Verallgemeinerung von GWP betrachten, sondern umgekehrt Aussagen

�uber GWPI f�ur Beweise klassischer Konvergenzs�atze f�ur GWP nutzen. Dabei sei an

dieser Stelle darauf hingewiesen, da� zum Beweis dieser Hilfsaussagen keine tieie-

genden Ergebnisse �uber GWP erforderlich sind. Die beiden hier vorgestellten asymp-

totischen Resultate k�onnen mit Standardmethoden der Wahrscheinlichkeitstheorie

bewiesen werden, so da� wir uns zu keiner Zeit der Gefahr eines
"
Ringschlusses\ aus-

setzen.

3.2.1 Modellbeschreibung und eine n�utzliche Verteilungsi-

dentit�at

Wir beginnen mit der formalen De�nition von Galton-Watson-Prozessen mit Immi-

gration.

3.2.1. De�nition. Gegeben sei eine unabh�angige Folge (Yn)n�1 identisch verteilter

Zufallsgr�o�en mit Werten in N0 und Verteilung (p0j)j�0; die ferner unabh�angig von

(Lnk)n;k�1 gew�ahlt sei. Wir setzen �0 := 0 sowie f�ur n � 1

�n := Yn +

�n�1X
i=1

Lni: (3.2.1)

Dann hei�t (�n)n�0 Galton-Watson-Proze� mit Immigration (GWPI) mit Repro-

duktionsverteilung (pj)j�0; Immigration (Yn)n�1 und Immigrationsverteilung (p0j)j�0:

(�n)n�0 wird wiederum als superkritisch (kritisch, subkritisch) bezeichnet, falls � >

(=; <) 1 ist.

Diese Namensgebung l�a�t sich durch folgende Interpretation rechtfertigen: Wir

starten mit �0 = 0 Individuen in Generation 0. In jeder der folgenden Generatio-

nen immigriert eine zuf�allige Anzahl von Individuen in unsere Population; dieser
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Einwanderungsvorgang wird durch die Folge (Yn)n�1 beschrieben. Anschlie�end er-

zeugen die Immigranten unabh�angig wie die anderen Individuen (und unabh�angig

von diesen) Nachfahren gem�a� der Reproduktionsverteilung (pj)j�0.

3.2.2. Bemerkungen. (a) Unsere De�nition 3.2.1 weicht leicht von der in der

Literatur �ublichen De�nition von GWPI ab (☞ [Als3], Kapitel II und [Jag],

Chapter 3). Dort enth�alt bereits die 0-te Generation eine zufallsabh�angige

Anzahl von Immigranten gem�a� der Verteilung (p0j)j�0:

Satz 3.2.3 erkl�art, warum wir gerade diesen Ansatz w�ahlen.

(b) Im Verlauf dieses Abschnittes greifen wir noch auf eine andere Darstellung von

GWPI zur�uck: Bezeichnet

((� i;kn )n�0)i;k�1

eine Familie unabh�angiger GWP mit Reproduktionsverteilung (pj)j�0; die un-

abh�angig von (Yn)n�1 ist, und setzen wir e�0 := 0 sowie f�ur n � 1

e�n :=

nX
k=1

e�n;k :=

nX
k=1

YkX
i=1

�
i;k
n�k (3.2.2)

(☞ [AH], S. 50�), so folgt

(�n)n�0
d
= (e�n)n�0;

d.h. (�n)n�0 und (e�n)n�0 besitzen dieselbe Verteilung. Zur Begr�undung ist

lediglich eine geeignete, jedoch etwas umst�andliche Umindizierung der Zufalls-

gr�o�en (Lnk)n;k�1 vorzunehmen.

Daher werden wir sp�ater gelegentlich annehmen, da� �n in der Form (3.2.2)

vorliegt. Die Interpretation von (3.2.2) ist die folgende: F�ur k 2 f1; : : : ; ng

l�ost jeder der Yk Immigranten einen neuen GWP ((� i;kn )n�0) aus, und

e�n;k =

YkX
i=1

�
i;k
n�k

beschreibt die Anzahl der Individuen in Generation n; die von Immigranten

der Generation k abstammen.
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(c) Im Fall p00 < 1 ist der Zustand 0 o�enbar nicht absorbierend f�ur (�n)n�0

(☞ Bemerkung 1.0.2(b)).

Das Fundament f�ur die sp�atere Verwendung von GWPI zur Herleitung asymp-

totischer Resultate f�ur gew�ohnliche Galton-Watson-Prozesse bildet der folgende Satz,

der die entscheidende Verbindung zwischen GWPI und gr�o�enverzerrten Galton-

Watson-B�aumen (und somit via Vergleichslemma 3.1.6 zwischen GWPI und gew�ohn-

lichen GWP) herstellt:

3.2.3. Satz. Gegeben sei ein GWPI (�n)n�0 mit Immigration Yn := bLn � 1 f�ur

n � 1: Dann gilt

P (�n)n�0 = bQ(zn�1)n�0 = P
( bZn�1)

n�0 :

Beweis. O�enbar gilt bQz0�1 = Æ0 = P�0 und f�ur n � 0; (k0; : : : ; kn+1) 2 N
n+2
0 unter

Beachtung der stochastischen Unabh�angigkeit von Yn+1; (Ln+1;k)k�1 und (�0; : : : ;�n)

P (�0 = k0; : : : ;�n = kn;�n+1 = kn+1)

= P

 
�0 = k0; : : : ;�n = kn; Yn+1 +

knX
i=1

Ln+1;i = kn+1

!

= P

 
Yn+1 +

knX
i=1

Ln+1;i = kn+1

!
� P (�0 = k0; : : : ;�n = kn)

= P (�0 = k0; : : : ;�n = kn) �

kn+1X
l=0

P

 bLn+1 = l + 1;

knX
i=1

Ln+1;i = kn+1 � l

!

= P (�0 = k0; : : : ;�n = kn) �

kn+1X
l=0

(l + 1)pl+1�
�1p

�(kn)
kn+1�l

sowie andererseits mit �(k0; : : : ; kn) := ft 2 Tn : z0(t) = 1+k0; : : : ; zn(t) = 1+kng

bQ
 
n+1\
i=1

fzi � 1 = kig

!

=
X

t2�(k0;::: ;kn)

X
�2tn

P

 bT 2 [t]n; Vn = �; bLn + X
w2tn;w 6=�

Lw = 1 + kn+1

!

(?)
=

X
t2�(k0;::: ;kn)

X
�2tn

bQ� ([t; �]n) � P

 bLn + X
w2tn;w 6=�

Lw = 1 + kn+1

!
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=

0
@ X

t2�(k0;::: ;kn)

bQ ([t]n)

1
A �

 
kn+1X
l=0

(l + 1)pl+1�
�1p

�(kn)

kn+1�l

!

= bQ
 

n\
i=1

fzi � 1 = kig

!
�

 
kn+1X
l=0

(l + 1)pl+1�
�1p

�(kn)

kn+1�l

!
:

Dabei ist f�ur (?) zu beachten, da� die Abbildungen
�bTn; Vn� und

�bLn; (Lw)w2Nn

�
(bei festem n) o�enbar stochastisch unabh�angig sind.

Diese beiden Rechnungen zeigen induktiv die Identit�at

P (�0 = l0; : : : ;�m = lm) = bQ
 

m\
i=1

fzi � 1 = lig

!

f�ur alle m � 0 und (l0; : : : ; lm) 2 N
m+1.

Setzen wir noch

Pn((k0; : : : ; kn); �) := P (�n+1 2 �j�0 = k0; : : : ;�n = kn)

f�ur n � 0; so folgt unter Beachtung der Konvention 0
0
:= 0 nun

Pn((k0; : : : ; kn); �) = bQ
 
zn+1 2 �

��� n\
i=1

fzi � 1 = kig

!
;

so da� der Satz von Ionescu Tulcea (Satz 54.4 in [Als1])

P (�n)n�0 = Æ0 

O
n�0

Pn = bQ(zn�1)n�0 = P
(bZn�1)

n�0

zeigt.

3.2.4. Bemerkung. Da bZn � 1 f�ur n � 0 gerade die M�achtigkeit von bTn n fVng
angibt, liefert Satz 3.2.3 die folgende anschauliche Interpretation gr�o�enverzerrter

GWB mit R�uckgrat: Nehmen wir an, da� die Familie (Lnk)n;k�1 unabh�angig von

(bLn)n�0 und (Lv)v2N ist, so haben wir in der Situation von Satz 3.2.3 f�ur n � 0 die

Verteilungsidentit�at5

bZn+1 � 1
d
= �n+1 = bLn+1 � 1 +

�nX
i=1

Ln+1;i
d
= bLn � 1 +

bZn�1X
i=1

Lni;

5Man beachte hierzu auch die stochastische Unabh�angigkeit von bZn und (bLn; bLn+1):
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d.h. wir k�onnen bLn � 1; die um eins verringerte Anzahl der Nachfahren von Vn;

als Immigration interpretieren.6 Entsprechend l�a�t sich bZn � 1 als Gr�o�e der n-ten

Generation eines geeigneten GWPI au�assen.

Dieser Zusammenhang ist insofern hilfreich, da wir zwei f�ur uns sp�ater wichtige

Resultate hinsichtlich des asymptotischen Verhalten von GWPI in diesem Abschnitt

bereitstellen k�onnen. Dabei k�ummern wir uns zun�achst um den superkritischen Fall.

3.2.2 Superkritische GWPI

Wir ben�otigen als erstes die folgende Hilfsaussage, die auf dem Lemma von Borel-

Cantelli basiert:

3.2.5. Lemma. Gegeben eine unabh�angige Folge (Xn)n�0 identisch verteilter, nicht-

negativer Zufallsgr�o�en mit � := EX0 2 [0;1]; gelten die folgenden Aussagen:

(a) lim sup
n!1

Xn

n
= 0 f.s., falls � <1:

(b) lim sup
n!1

Xn

n
=1 f.s., falls � =1:

(c)
P
n�1

eXncn <1 f.s. f�ur alle c 2 (0; 1); falls � <1.

(d)
P
n�1

eXncn =1 f.s. f�ur alle c 2 (0; 1); falls � =1.

Beweis. Eine Anwendung von Ungleichung (A.12) auf S. 115 in [Als1] auf X0="

liefert f�ur " > 0 X
n�1

P

�
Xn

n
> "

�
=

X
n�1

P

�
X0

"
> n

�

�
EX0

"

�

X
n�0

P

�
X0

"
> n

�

=
X
n�0

P

�
Xn

n
> "

�
:

6In Abbildung 3.1 entspricht bLn�1 gerade der Anzahl der runden Knoten in Generation n+1:
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Im Fall � = EX0 < 1 liefert das Borel-Cantelli-Lemma nun P
�
Xn

n
> " u.o.

�
= 0

f�ur jedes " > 0; im Fall � =1 dagegen P
�
Xn

n
> " u.o.

�
= 1 f�ur jedes " > 0. Daraus

folgen (a) und (b).

(c) F�ur A :=
n
! 2 
 : limn!1

Xn(!)

n
= 0
o

gilt P (A) = 1 gem�a� Teil (a). F�ur

! 2 A; 0 < " < � log c und alle hinreichend gro�en n erhalten wir aber

Xn(!) � n"; also

eXn(!)cn � en("+log c) = (e"+log c| {z }
<1

)
n
:

Dies liefert die f.s. Konvergenz der Reihe.

(d) Analog gilt im Fall � =1 gem�a� (b) P (B) = 1 f�ur

B :=

�
! 2 
 : lim sup

n!1

Xn(!)

n
=1

�
:

Ist nun ! 2 B; so k�onnen wir nach eventuellem �Ubergang zu einer geeigneten

Teilfolge limn!1

Xn(!)

n
= 1 annehmen. F�ur alle hinreichend gro�en n gilt

daher Xn(!) � �n log c; also eXn(!)cn � 1; was die f.s. Divergenz der Reihe

best�atigt.

Bevor wir das von uns sp�ater ben�otigte Ergebnis �uber superkritische GWPI

vorstellen k�onnen, ist noch eine Verallgemeinerung des wohlbekannten Martingal-

Konvergenzsatzes (☞ Satz 17.2 in [Als2]) erforderlich, die Teil (a) des anschlie�enden

Lemmas bildet:

3.2.6. Lemma. (a) Es seien (Mn)n�0 eine Folge (nicht notwendig integrierba-

rer)7 nichtnegativer Zufallsgr�o�en auf (
;A; P ) mit lim inf
n!1

Mn <1 f.s. sowie

(Gn)n�0 eine Filtration von (
;A); die den folgenden Bedingungen gen�ugt:

(i) G 0n := �(M0; : : : ;Mn) � Gn (n � 0);

(ii) E(Mn+1jGn) �Mn f.s. (n � 0);

(iii) sup
n�0

E(MnjG0) <1 f.s.

Dann konvergiert (Mn)n�0 f.s. gegen eine endliche Zufallsgr�o�e M1:

7Daher bildet die Folge (Mn)n�0 i.a. kein Martingal, so da� eine direkte Anwendung des

Martingal-Konvergenzsatzes nicht in Frage kommt.
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(b) Es seien L;M nichtnegative Zufallsgr�o�en sowie N eine Zufallsvariable. Sind

L und (M;N) stochastisch unabh�angig sowie l := EL endlich, so gilt

E(L �M jN) = l � E(M jN) P -f.s.

Beweis. (a) Eine Kopie der Beweise von Satz 15.3. sowie von Lemma 16.1. in

[Als2] liefert f�ur jede bzgl. (G 0n)n�0 (und somit auch bzgl. (Gn)n�0) vorhersag-

bare Folge H = (Hn)n�0 beschr�ankter, nichtnegativer Zufallsgr�o�en und

M (a) :=
�
(Mn � a)+

�
n�0

(a 2 R)

die Ungleichung

E
��
H �M (a)

�
n+1

��Gn� � �H �M (a)
�
n

P -f.s.,

da die Abbildung x 7! (x�a)+ monoton wachsend ist. Daraufhin f�uhrt uns eine

Kopie des Beweises der �Uberquerungsungleichung 17.1. in [Als2] f�ur beliebige

b > a zur Ungleichung

(b� a)E (Un(a; b)jG0) � E
�
(Mn � a)+

��G0�� E
�
(M0 � a)+

��G0� P -f.s.;

(3.2.3)

dabei gibt Un(a; b) f�ur n � 0 die Anzahl der aufsteigenden �Uberquerungen

von (Mk)k�0 des Intervalls (a; b) bis zum Zeitpunkt n an. Nennen wir die

Gesamtzahl der aufsteigenden �Uberquerungen von (Mk)k�0 dieses Intervalls

U1(a; b); so gilt Un(a; b) " U1(a; b) (n!1) und somit aufgrund monotoner

Konvergenz (☞ Satz 51.3 in [Als1]) supn�0E (Un(a; b)jG0) = E(U1(a; b)jG0):

Das ergibt verm�oge Absch�atzung (3.2.3) und Bedingung (iii)

(b� a)E(U1(a; b)jG0) � sup
n�0

E
�
(Mn � a)+

��G0� � jaj+ sup
n�0

E(MnjG0) <1

P -f.s., also

U1(a; b) <1 P -f.s.

Der Beweis des Martingalkonvergenzsatzes 17.2. in [Als2] liefert nun

P

�
lim inf
n!1

Mn < lim sup
n!1

Mn

�
= 0;

so da� (Mn)n�0 f.s. konvergiert. Aufgrund der Voraussetzung lim inf
n!1

Mn <1

f.s. folgt die Behauptung.
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(b) Unter Verwendung von Satz 51.6(a) und (b) in [Als1] ergibt sich P -f.s.

E(L �M jN) = E
�
E(L �M jM;N)

��N� = E
�
M �E(LjN;M)

��N� = l �E(M jN):

Nach diesen Vorarbeiten l�a�t sich jetzt das Hauptergebnis dieses Unterabschnitts

beweisen (☞ Theorem II.6.1 oder Corollary II.6.2 in [AH]):

3.2.7. Satz. Es sei (�n)n�0 ein superkritischer GWPI mit Immigration (Yn)n�0:

(a) Ist � := E log+ Y1 < 1; so konvergiert (�n=�
n)n�0 fast sicher gegen eine

endliche Zufallsgr�o�e �1:

(b) Ist dagegen � := E log+ Y1 =1; so gilt f�ur jedes c 2 (0;1)

lim sup
n!1

�n=c
n =1 P -f.s.

Beweis. (a) Setzen wir G := �((Yk)k�1); so ergibt sich unter Verwendung des

Satzes von der monotonen Konvergenz und von Lemma 3.2.6(b)

E
�
�n

��G� = Yn +
X
l�0

E

 
1f�n�1=lg

lX
i=1

Lni

����G
!

= Yn +
X
l�0

(l�)E
�
1f�n�1=lgjG

�
= Yn + �E (�n�1jG) P -f.s.;

denn f�ur jedes l � 0 ist
Pl

i=1 Lni unabh�angig von (1f�n�1=lg; (Yk)k�1) mit

Erwartungswert l�: Bei Beachtung von �0 = 0 folgt daraus induktiv

E(�n=�
n
jG) =

nX
k=1

Yk=�
k P -f.s.

Wenden wir nun Lemma 3.2.5 auf die Folge
�
log+ Yn

�
n�1

an, so impliziert

� <1 X
k�1

Yk=�
k
�

X
k�1

elog
+ Yk=�k <1 P -f.s.
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Somit liefert das Lemma von Fatou f�ur bedingte Erwartungswerte (Theorem

7.1.2 in [CT])

E
�
lim inf
n!1

�n=�
n
��G� � lim inf

n!1

E
�
�n=�

n
��G� =X

k�1

Yk=�
k <1 P -f.s.

und damit

lim inf
n!1

�n=�
n <1 P -f.s.

Wir m�ussen nun nur noch veri�zieren, da� die Folge (�n=�
n)n�0 f.s. konver-

giert. Dazu setzen wir f�ur n � 0

Gn := � ((Yk)k�1;�0; : : : ;�n) � �(�0; : : : ;�n)

und erhalten f�ur jedes n � 0

E

�
�n+1=�

n+1

����Gn
�

= Yn+1=�
n+1 + ��n�1E

 
�nX
i=1

Ln+1;i

����Gn
!

� ��n�1
X
l�0

E

 
1f�n=lg

lX
i=1

Ln+1;i

����Gn
!

= ��n�1
X
l�0

1f�n=lg

lX
i=1

ELn+1;i| {z }
=�

= �n=�
n P -f.s.

Durch Anwendung von Lemma 3.2.6(a) erhalten wir nun die Behauptung, da

sup
n�0

E(�n=�
n
jG0) = sup

n�0

E(�n=�
n
jG) =

X
k�1

Yk=�
k <1 P -f.s.

(b) Im Fall � =1 liefert Lemma 3.2.5 unmittelbar

lim sup
n!1

1

n
log+ Yn =1 P -f.s.

und damit f�ur jedes c > 0

lim sup
n!1

c�1 exp

�
1

n
logYn

�
= lim sup

n!1

c�1Y 1=n
n =1 P -f.s.;

also wegen �n � Yn wie gew�unscht

lim sup
n!1

�n=c
n
� lim sup

n!1

Yn=c
n = lim sup

n!1

�
c�1Y 1=n

n

�n
=1 P -f.s.
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3.2.3 Subkritische GWPI

In Analogie zum vorigen Unterabschnitt stellen wir nun ein sp�ater hilfreiches Konver-

genzresultat �uber subkritische GWPI vor. Dazu verwenden wir das folgende Lemma,

das eine Verallgemeinerung des Borel-Cantelli-Lemmas beinhaltet:

3.2.8. Lemma. Es seien (ln)n�1 eine Folge nichtnegativer, ganzer Zahlen, (An;l)n;l�1

eine Familie stochastisch unabh�angiger Ereignisse und Bn :=
Sln

l=1An;l f�ur n � 1;

wobei diese Vereinigung im Fall ln = 0 als leere Menge zu interpretieren ist. Dann

haben wir die Implikation

P

�
lim sup
n!1

Bn

�
= 0 =)

X
n�1

lnX
l=1

P (An;l) <1:

Beweis. W�are die besagte Reihe divergent, so folgte (☞ Beweis von Lemma 33.4

in [Als1]) aus der Unabh�angigkeit der Ereignisse (An;l)n;l�1 der Widerspruch

1 = P
�
lim inf
n!1

Bc
n

�

= lim
n!1

P

 \
k�n

lk\
l=1

Ac
k;l

!

= lim
n!1

Y
k�n

lkY
l=1

(1� P (Ak;l))

= lim
n!1

exp

 X
k�n

lkX
l=1

log (1� P (Ak;l))

!

� lim
n!1

exp

 
�

X
k�n

lkX
l=1

P (Ak;l)

!
= 0:

Dabei haben wir die Stetigkeit von P sowie die (bei Beachtung der Konvention

log 0 := �1) f�ur x 2 [0; 1] g�ultige Ungleichung log x � x� 1 verwendet.

Damit zeigen wir nun (vgl. auch Theorem II.6.4 in [AH]):
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3.2.9. Satz. F�ur einen subkritischen GWPI (�n)n�0 mit Immigration (Yn)n�0 gel-

ten die folgenden Aussagen:

(a) Ist � = E log+ Y1 <1; so konvergiert (�n)n�0 in Verteilung gegen eine endli-

che Zufallsgr�o�e �1:

(b) Im Fall � = 1 konvergiert (�n)n�0 dagegen in Wahrscheinlichkeit gegen un-

endlich, d.h. f�ur jedes k � 1 gilt

lim
n!1

P (�n � k) = 0:

Beweis. Wir benutzen die Darstellung

�n
d
= e�n =

nX
k=1

e�n;k =

nX
k=1

YkX
i=1

�
i;k
n�k

gem�a� (3.2.2). Bezeichnen wir hierbei f�ur n � 1 die e.F. von �n; Y1 und �1;1n mit

hn; g bzw. fn;
8 so erhalten wir f�ur s 2 [0; 1] unter Benutzung der bestehenden

Unabh�angigkeitsbeziehungen, von Lemma I.2.1 in [Als3] sowie der identischen Ver-

teilung der Folge (Yk)k�1

hn(s) = Es
e�n

= Es
P

n

k=1

PY
k

i=1 �
i;k

n�k

=

nY
k=1

Es
PY

k

i=1 �
i;k

n�k

=

nY
k=1

g Æ fn�k

=

nY
k=1

g Æ fk�1

=

nY
k=1

Es
PY

k

i=1 �
i;k

k�1

= Es
P

n

k=1
e�2k�1;k ;

8Aufgrund der Verteilungsidentit�at �i;kn
d

= Zn besitzt jedes �i;k
n

die in Kapitel 1 de�nierte e.F.

fn:
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so da� der Eindeutigkeitssatz f�ur e.F. bzw. Laplace-Transformierte (☞ Satz 42.4 in

[Als1]) f�ur n � 1

�n
d
=

nX
k=1

e�2k�1;k =: Sn

zeigt. O�enbar ist die Folge (Sn)n�1 monoton wachsend und daher konvergent mit

Limes

�1 :=
X
k�1

e�2k�1;k:

Da die Zuw�achse

Xk := e�2k�1;k =

YkX
i=1

�
i;k
k�1 =

X
l�1

1fYk=lg

lX
i=1

�
i;k
k�1

o�enbar stochastisch unabh�angig sind, erhalten wir mit dem Lemma von Borel-

Cantelli unter Beachtung von P (Xk 2 N0) = 1 f�ur jedes k die Implikationen

X
k�1

P (Xk � 1) <1 =) P

�
lim sup
k!1

fXk � 1g

�
= 0 =) P (�1 <1) = 1

und

X
k�1

P (Xk � 1) =1 =) P

�
lim sup
k!1

fXk � 1g

�
= 1 =) P (�1 <1) = 0;

folglich

P (�1 <1) 2 f0; 1g: (3.2.4)

(a) Es sei nun � <1 vorausgesetzt. Dann zeigt eine elementare Rechnung

E(�1jG) =
X
k�1

X
l�1

1
fYk = lg| {z }

2G

E

 
lX

i=1

�
i;k
k�1

����G
!

| {z }
=l�k�1

=
X
k�1

Yk�
k�1 P -f.s.;

wobei G weiterhin die von (Yk)k�1 erzeugte �-Algebra bezeichne. Nun kommt

erneut Lemma 3.2.5 ins Spiel: Angewandt auf die Folge (log+ Yn)n�1 und

c = � 2 (0; 1) garantiert es wegen � < 1 die f.s. Konvergenz der ReiheP
k�1 �

kelog
+ Yk ; so da�

X
k�1

Yk�
k�1 = E(�1jG) <1 P -f.s.
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erf�ullt ist. Daher gilt

P (�1 <1) = 1;

so da� wir insgesamt

�n
d
= Sn

d
�! �1 (n!1)

und damit das Verlangte erhalten, da �1 wie gesehen f.s. endlich ist.

(b) F�ur den Nachweis dieser Aussage setzen wir � = 1 voraus und zeigen im

folgenden P (�1 = 1) = 1: Dazu nehmen wir P (�1 = 1) < 1; also gem�a�

(3.2.4)

P (�1 =1) = P

 X
k�1

YkX
i=1

�
i;k
k�1 =1

!
= 0

an, so da� f�ur Dk := f
PYk

i=1 �
i;k
k�1 � 1g

P

�
lim sup
k!1

Dk

�
= P

�
lim sup
k!1

Dk

����G
�
= 0 P -f.s.

gilt. Da G und
��
� i;kn
�
n�0

�
i;k�1

stochastisch unabh�angig sind, erhalten wir

P

�
lim sup
k!1

Dk

����Yi = yi; i � 1

�
= P

 
lim sup
k!1

(
ykX
i=1

�
i;k
k�1 � 1

)!

= P

�
lim sup
k!1

Bk

�
= 0

f�ur P (Yk)k�1-f.a. (yk)k�1; wobei wir abk�urzend Bk :=
Syk

i=1

n
�
i;k
k�1 � 1

o
| {z }

=:Ak;i

gesetzt

haben. Die Familie (Ak;i)k;i�1 erf�ullt o�enbar die Voraussetzungen des voran-

gegangenen Lemmas (mit (lk)k�1 = (yk)k�1); woraus wir mit diesem

X
k�1

ykX
i=1

P (Ak;i) =
X
k�1

ykX
i=1

P (Zk�1 � 1) =
X
k�1

ykP (Zk�1 � 1) <1

f�ur P (Yk)k�1-f.a. (yk)k�1; also

X
k�1

YkP (Zk�1 � 1) <1 P -f.s.
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schlie�en k�onnen. Beachten wir f�ur k � 1 noch die einfache Ungleichung

elog
+ Yk � 1 + Yk sowie die Absch�atzung P (Zk�1 � 1) � (1� p0)

k�1 (☞ Lem-

ma 1.0.9), so ergibt sich wegen 0 < p0 < 1 (☞ Generalvoraussetzung 1.0.6)X
k�1

elog
+ Yk(1� p0)

k <1

und folglich im Hinblick auf Lemma 3.2.5(d) (mit c = 1�p0) der Widerspruch

� = E log+ Y1 <1:

Deshalb gilt P (�1 =1) = 1 und somit f�ur jedes k � 1 unter Ber�ucksichtigung

der Monotonie der Folge (Sn)n�1 und der Stetigkeit von P

1 = P

 [
n�1

fSn > kg

!
= lim

n!1

P (Sn > k) = 1� lim
n!1

P (�n � k):

Dies best�atigt unsere Behauptung.

Wir haben nun alle notwendigen Vorbereitungen f�ur die Untersuchung von GWP

erledigt und widmen uns im n�achsten Abschnitt dem superkritischen Fall (� > 1).

3.3 Superkritische Galton-Watson-Prozesse

Wir haben bereits in Kapitel 1 erw�ahnt, da� f�ur jeden superkritischen GWP (Zn)n�0

die Folge (Wn)n�0; gegeben durch Wn = ��nZn f�ur n � 0; f.s. gegen eine endliche

Zufallsgr�o�e W mit EW � EW0 = 1 konvergiert, und zugleich die Frage aufgewor-

fen, unter welchen Bedingungen W nicht f.s. verschwindet, d.h. die Folge (�n)n�0

eine geeignete Normierungsfolge f�ur (Zn)n�0 bildet. Eine vollst�andige Antwort auf

diese Frage werden wir in diesem Abschnitt liefern (☞ Satz 3.3.3). Dabei nehmen

wir gem�a� Bemerkung 2.1.1 o.B.d.A. an, da� Zn in der Form Zn = zn Æ T f�ur

einen Galton-Watson-Baum T gegeben ist; au�erdem halten wir weiterhin an un-

serer Generalvoraussetzung 1.0.6 fest und erinnern an die Tatsache, da� im super-

kritischen Fall die Aussterbewahrscheinlichkeit q die Ungleichung 0 < q < 1 erf�ullt

(☞ Satz 1.0.7).
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Sodann beinhaltet der folgende Satz ein erstes Ergebnis im Hinblick auf die zu

diskutierende Fragestellung:

3.3.1. Satz. F�ur jeden Galton-Watson-Proze� (Zn)n�0 gilt

P (W = 0) 2 fq; 1g:

Mit anderen Worten:

Entweder ist W = 0 P -f.s. oder W > 0 P -f.s. auf fZn 6! 0g = fZn !1g.

Beweis. In diesem Beweis greifen wir auf die erzeugende Funktion von Z1 zur�uck,

die wir in Kapitel 1 vorgestellt haben. Da bei G�ultigkeit von Generalvorausset-

zung 1.0.6 q und 1 die einzigen Fixpunkte von f in [0; 1] sind (☞ Satz 1.0.7), gen�ugt

es zu zeigen, da� P (W = 0) ein solcher Fixpunkt ist. Dazu verwenden wir Satz 2.3.5:

O�enbar haben wir f�ur n � 0 die Zerlegung

Zn+1 =

Z1X
i=1

zn Æ T (i)| {z }
=:Zn(i)

;

wobei weiterhin T (i) = fw 2 N : (i; w) 2 Tg den i-ten geshifteten Teilbaum von T

bezeichne, und somit f�ur jedes n � 0

Zn+1=�
n+1 = ��1

Z1X
i=1

Zn(i)=�
n| {z }

=:Wn(i)

:

Da die linke Seite f.s. gegen W konvergiert, k�onnen wir n ! 1 gehen lassen und

erhalten

lim
n!1

��1
Z1X
i=1

Wn(i) =W P -f.s.:

Bei vorgegebenem k � 1 mit pk > 0 steht uns aber verm�oge Satz 2.3.5 die Identit�at

P (Wn)n�0 = P
�
(Wn(i))n�0 2 �jZ1 = k

�
zur Verf�ugung, speziell also

P
�
(Wn(i))n�0 konvergiert jZ1 = k

�
= 1
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f�ur jedes i 2 f1; : : : ; kg: Bezeichnen wir die (unter P (�jZ1 = k)) fast sicheren

Grenzwerte mit W (i); so sind diese gegeben Z1 = k ebenfalls stochastisch un-

abh�angig mit derselben Verteilung wie W; denn Satz 2.3.5 impliziert, da� die Folgen

(Wn(1))n�0; : : : ; (Wn(k))n�0 gegeben Z1 = k stochastisch unabh�angig sind.

Insgesamt sehen wir damit

P (W = 0) =
X

k�0: pk>0

pkP (W = 0jZ1 = k)

=
X

k�0: pk>0

pkP

 
lim
n!1

��1
kX
i=1

Wn(i) = 0

����Z1 = k

!

=
X

k�0: pk>0

pkP

 
kX
i=1

W (i) = 0

����Z1 = k

!

=
X
k�0

pkP (W = 0)k

= f(P (W = 0));

so da� P (W = 0) tats�achlich einen Fixpunkt von f in [0; 1] bildet.

In Bemerkung 3.1.7(b) mu�ten wir die Frage, wann die Verteilung bQ des gr�o�en-

verzerrten GWB durch das Galton-Watson-Ma� Q dominiert wird, zur�uckstellen.

Das folgende, sehr allgemein formulierte Lemma ebnet nun den Weg, um auch die-

sen Sachverhalt in Satz 3.3.3 aufdecken zu k�onnen:

3.3.2. Lemma. Es seien (
�;F) ein me�barer Raum, �; � Wahrscheinlichkeits-

ma�e auf (
�;F) sowie (Fn)n�0 eine Filtration von (
�;F) mit �([n�0Fn) = F :

F�ur �n := �jFn und �n := �jFn gelte �n � �n mit d�n
d�n

= Xn f�ur n � 0:

Dann folgt mit X := lim supn!1
Xn :

(a) � besitzt die folgende Zerlegung in einen absolut �-stetigen und einen �-singul�aren

Summanden:

�(A) =

Z
A

X d� + � (A \ fX =1g) (A 2 F): (3.3.1)
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(b) Die folgenden Aussagen sind �aquivalent:

(i) �� �

(ii) X <1 �-f.s.

(iii)
R

�
X d� = �(
�) = 1:

(c) Dual dazu sind �aquivalent:

(iv) � ? �

(v) X =1 �-f.s.

(vi)
R

�
X d� = 0:

Beweis. (a) Wir zeigen als erstes, da� (Xn)n�0 ein Martingal bzgl. (Fn)n�0 und

� bildet: Jedes Xn ist o�enkundig Fn-me�bar sowie �-integrierbar wegen 1 =

�(
�) =
R
Xn d�: Seien nun n � 0 und A 2 Fn � Fn+1: Dann ergibt sichZ

A

Xn+1 d� = �n+1(A) = �n(A) =

Z
A

Xn d�; (3.3.2)

daXn Fn-me�bar ist, bildet somit tats�achlichXn eine Version von E(Xn+1jFn);

so da� wir (Xn)n�0 als nichtnegatives Martingal erkannt haben. Der Martingal-

Konvergenzsatz (Satz 17.2 in [Als2]) liefert daher

X = lim
n!1

Xn <1 �-f.s.

Um nun Beziehung (3.3.1) nachzuweisen, nehmen wir zun�achst � � � mit
d�
d�

= Y an. Dann ist Y �-integrierbar sowie Xn eine Version von E(Y jFn)

bzgl. �; wie eine zu (3.3.2) analoge Rechnung zeigt, so da� Satz 18.3 in [Als2]

Xn
L1
�! X (n!1)

liefert. Ist nun B 2 Fn f�ur ein n � 0; so folgt f�ur alle m � nZ
B

Y d� =

Z
B

Xm d� �!
m!1

Z
B

X d� � 1;

d.h.

�(B) =

Z
B

Y d� =

Z
B

X d�:
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Da
S

n�0Fn ein \-stabiler Erzeuger von F ist, schlie�en wir verm�oge Satz 3.8

in [Als1] f�ur alle A 2 F

�(A) =

Z
A

X d�: (3.3.3)

Beziehung (3.3.1) folgt, da � (A \ fX =1g) � �(X = 1) = 0; also auch

� (A \ fX =1g) = 0:

F�ur den allgemeinen Fall setzen wir % := �+�
2

und %n := %jFn : Dann gilt

�; � � %; und wir k�onnen das soeben Bewiesene auf Un :=
d�n
d%n

und Vn :=
d�n
d%n

anwenden. Dazu setzen wir U := lim supn!1
Un sowie V := lim supn!1

Vn.

F�ur jedes n � 1 und B 2 Fn giltZ
B

(Un + Vn) d% = �(B) + �(B) = 2%(B) =

Z
B

2 d%;

also

%(Un + Vn = 2) = 1: (3.3.4)

Die gleiche Argumentation wie oben liefert Un ! U und Vn ! V %-f.s. f�ur

n!1; in Verbindung mit Gleichung (3.3.4) zeigt dies %(U = V = 0) = 0; so

da� U=V %-f.s. wohlde�niert ist. Weiter folgt damit unter Hinweis auf Korollar

13.5 in [Als1]

U

V
=

limn!1 Un

limn!1 Vn
= lim

n!1

Un

Vn
= lim

n!1

d�n=d%n

d�n=d%n
= lim

n!1

Xn = X %-f.s.

Ferner erhalten wir f�ur A 2 F in Analogie zu (3.3.3)

�(A) =

Z
A

U d% und �(A) =

Z
A

V d%

und daher letztlich

�(A) =

Z
A

U d%

=

Z
A

U1fV 6=0g d% +

Z
A

U1fV=0g d%

=

Z
A

XV d%+

Z
A

U1fV=0g d%

=

Z
A

X d� +

Z
A

U1fX=1g d%
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=

Z
A

X d� + � (A \ fX =1g) ;

also (a).

Damit k�onnen wir nun zum Beweis von (b) und (c) schreiten:

(b)
"
(i)) (ii)\: Ist � absolut stetig bzgl. �; so ist wegen �(X =1) = 0 die Menge

fX =1g auch eine �-Nullmenge.

"
(ii)) (iii)\: Gilt �(X =1) = 0; so liefert (a) 1 = �(
�) =

R

�
X d�.

"
(iii)) (i)\: Ist (iii) erf�ullt, so zeigt (a)

1 = �(
�) =

Z

�
X d�| {z }
=1

+�(X =1)

und folglich �(X = 1) = 0: Das ergibt mit (a) �(A) =
R
A
X d� f�ur A 2 F ;

d.h. �� �.

(c)
"
(iv)) (v)\: Sind � und � singul�ar, so existiert ein A 2 F mit �(Ac) = �(A) =

0: Unter Benutzung von (a) erhalten wir

1 = �(A) =

Z
A

X d�| {z }
=0

+� (A \ fX =1g) = � (A \ fX =1g) ;

also �(X =1) = 1:

"
(v)) (vi)\: Im Fall �(X =1) = 1 folgt verm�oge (a)

�(
�) = 1 = �(X =1)| {z }
=1

+

Z

�
X d�;

also
R

�
X d� = 0:

"
(vi)) (iv)\: Wegen

R
fX<1g

X d� = 0 ergibt sich mit (a)

�(X <1) = �(;) = 0 = �(X =1)

und damit die Singularit�at von � und �:
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Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts, einer erstmalig im Jahre

1966 von H. Kesten und B. Stigum (in der allgemeineren Situation mehrdimensio-

naler GWP) bewiesenen Charakterisierung des asymptotischen Verhaltens der Folge

(Wn)n�0 (☞ [KeSt]). F�ur einen auf die spezielle Situation gew�ohnlicher GWP zu-

geschnittenen Beweis mittels erzeugender Funktionen sei auf [Jag], Theorem (2.7.1)

hingewiesen; ein anderer Zugang �ndet sich in [AH], Theorem II.2.1.

F�ur den Beweis des Satzes verwenden wir die Teile (b) und (c) des soeben bewie-

senen Lemmas, Aussage (a) diente uns lediglich als Hilfsmittel zum Beweis dieser

beiden Teile.

3.3.3. Satz. (Kesten, Stigum) Es seien (Zn)n�0 ein superkritischer GWP und

W = limn!1Wn: Dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

(i) P (W = 0) = q

(ii) EW = 1

(iii) EZ1 log
+Z1 =

P
k�1

pkk log k <1:

Beweis. F�ur n � 0 setzen wir En := f[t]n : t 2 Tg [ f;;Tg und Fn := �(En): Zum

Beweis des Satzes wenden wir das vorangegangene Lemma auf 
� = T; F = T;

� = bQ und � = Q an. Dazu weisen wir zun�achst nach, da� die Folge (Fn)n�0

wirklich eine Filtration von (T;T) bildet: O�enbar gilt wegen E0 = f;;Tg

[
n�0

En = E ;

wobei wir an Beziehung (2.2.2) erinnern, und somit Fk � T f�ur jedes k � 0 sowie

�
�S

n�0Fn

�
= T:

F�ur n � 0 ist noch En � Fn+1 zu zeigen; diese Inklusion ergibt sich aber mittels

der Darstellung

[t�]n =
[

t2T\[t�]n:H(t)�n+1

[t]n+1 � Fn+1

(abz�ahlbare Vereinigung) f�ur jedes t� 2 T. Insgesamt haben wir also (Fn)n�0 als

Filtration von (T;T) erkannt.
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Betrachten wir jetzt f�ur n � 1 das durch

�n(B) :=

Z
B

wn(s)Q(ds)

de�nierte Wahrscheinlichkeitsma� �n auf (T;T) (man beachte die einfache Identit�at

�n(T) =
R
T
zn(s)=�

nQ(ds) = ��nE(zn Æ T ) = 1), so liefert uns Vergleichslem-

ma 3.1.6(c) f�ur A = [t]n 2 En

bQ(A) = wn(t)Q([t]n)

=

Z
[t]n

wn(t)Q(dt
0)

=

Z
A

wn(t
0)Q(dt0)

= �n(A);

denn f�ur t0 2 [t]n gilt o�enbar wn(t
0) = wn(t):

Somit stimmen die W-Ma�e �n und bQ auf En �uberein. Um diese Gleichheit auf Fn

auszudehnen, haben wir gem�a� Satz 3.8 in [Als1] nur noch die \-Stabilit�at von En

zu veri�zieren; diese Eigenschaft l�a�t sich jedoch unmittelbar aus Gleichung (2.2.1)

ablesen.

Insgesamt erhalten wir bQjFn
� QjFn

mit
dbQjFn

dQjFn

= wn:

Dazu ist anzumerken, da� f�ur k � 1

z�1n (fkg) = ft 2 T : zn(t) = kg =
[

t2Tn: jtnj=k

[t]n 2 Fn

gilt (abz�ahlbare Vereinigung) und somit zn; daher auch wn Fn-me�bar ist f�ur jedes

n.

F�ur den restlichen Beweis setzen wir w := lim supn!1
wn; so da� W = w Æ T

gilt. Da { wie oben nachgepr�uft { alle Voraussetzungen f�ur Lemma 3.3.2 erf�ullt sind,

ergibt sich mit den Teilen (b) und (c) desselben die entscheidende Dichotomie: Wir

haben einerseits die �AquivalenzenZ
T

w dQ = 1() bQ� Q() w <1 bQ-f.s. (3.3.5)
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und andererseits die �Aquivalenzen

w = 0 Q-f.s. () bQ ? Q() w =1 bQ-f.s. (3.3.6)

Diese Dichotomie wird uns helfen, da sie die Verteilung von w unter Q mit der

unter bQ in Verbindung bringt, zu deren Untersuchung wir im folgenden Satz 3.2.7

heranziehen k�onnen:

"
(iii)) (ii)\: Die Integrierbarkeit von Z1 log

+ Z1 impliziert o�enkundig

E log+(bL1 � 1) = ��1EZ1 log
+(Z1 � 1) <1

(☞ Bemerkung 3.1.2(b)). Bezeichnet nun (�n)n�0 einen GWPI mit Immigration

Yn = bLn � 1 f�ur n � 1 und Reproduktionsverteilung (pk)k�0; so zeigt Satz 3.2.7

�1 := lim
n!1

��n�n <1 P -f.s.

Da die Wahrscheinlichkeitsma�e P (�n=�
n)n�0 und bQ(wn��

�n)n�0 gem�a� Satz 3.2.3

�ubereinstimmen, gilt verm�oge limn!1 ��n = 0 o�enbar auch

bQ(w <1) = bQ�lim sup
n!1

�
wn � ��n

�
<1

�
= 1:

Also erhalten wir mit Beziehung (3.3.5)

1 =

Z
T

w dQ =

Z



w Æ T dP = EW

und somit (ii).

"
(ii) ) (i)\: Im Fall EW = 1 folgt notwendigerweise P (W = 0) < 1; also unter

R�uckgri� auf Satz 3.3.1 wie gew�unscht P (W = 0) = q:

"
(i) ) (iii)\: F�ur die noch fehlende Implikation nehmen wir EZ1 log

+ Z1 = 1 an.

Mit einer analogen Argumentation wie im Beweisteil
"
(iii)) (ii)\ folgt dann unter

Verwendung von Satz 3.2.7 und Satz 3.2.3

bQ(w =1) = 1;

also unter Ber�ucksichtigung von Beziehung (3.3.6)

Q(w = 0) = 1;

im Widerspruch zu Z
T

w dQ = EW = 1:

Damit ist der Satz von Kesten und Stigum vollst�andig bewiesen.
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3.3.4. Bemerkungen. (a) Bedingung (iii) wird in der Literatur oft als Z logZ-

Bedingung bezeichnet (☞ [Als3]). Sie ist h�au�g ausschlaggebend f�ur das asymp-

totische Verhalten von Galton-Watson-Prozessen (vgl. etwa Satz I.8.1, Satz

I.8.3 oder Satz I.11.1 in [Als3]) und wird uns in Satz 3.4.2 erneut begegnen.

(b) In der Situation des vorangegangenen Satzes sind die Aussagen (i) { (iii) ferner

�aquivalent zu den folgenden Bedingungen:

(iv) lim
n!1

EjWn �W j = 0; d.h. Wn
L1
�! W (n!1):

(v) (Wn)n�0 ist gleichgradig integrierbar.

(vi) E sup
n�1

Wn <1:

Dabei ist der Beweis der Implikationen
"
(vi) ) (v) ) (iv) ) (ii)\ o�enbar

unproblematisch. Da sich unser Beweis von Satz 3.3.3 aber nicht ohne weiteres

auf die noch fehlende Implikation
"
(iii)) (vi)\ ausdehnen l�a�t, belassen wir

es bei dieser Bemerkung und verweisen auf [Als3], Abschnitt I.6.

(c) Ein Blick auf Satz 3.3.3 rechtfertigt die Frage, ob es { weiterhin � > 1 und

p0 > 0 vorausgesetzt { auch im Fall, da� die Z logZ-Bedingung verletzt ist,

eine geeignete Normierungsfolge (kn)n�0 reeller Zahlen gibt, so da� die Folge

(k�1n Zn)n�0 f.s. konvergiert und einen nicht-degenerierten Limes W � besitzt.

In der Tat l�a�t sich diese Frage positiv beantworten, wobei die Folge (kn)n�0

derart gew�ahlt werden kann, da� die Bedingung kn+1=kn ! � f�ur n ! 1

erf�ullt ist. Dies bildet die Aussage des Satzes von Heyde und Seneta (☞ Satz

I.6.1 in [Als3]). Wir verzichten jedoch auf einen eigenen Beweis und gehen im

folgenden Abschnitt zur Untersuchung subkritischer GWP �uber.

3.4 Subkritische Galton-Watson-Prozesse

Im subkritischen Fall (� < 1) gibt die Absch�atzung

P (Zn > 0) � EZn = �n �!
n!1

0
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einen ersten Anhaltspunkt f�ur die Konvergenzgeschwindigkeit von P (Zn > 0) gegen

0; wie wir bereits in Lemma 1.0.9 gesehen haben. Damit dr�angt sich die Frage auf,

ob bzw. unter welchen Bedingungen �n die richtige Konvergenzrate f�ur P (Xn > 0)

angibt, und es ist naheliegend, die Folgen (xn)n�0 und (an)n�0 mit

xn := ��nP (Zn > 0) 2 (0; 1] (n � 0)

und

an := E(ZnjZn > 0) = x�1n (n � 0)

zu untersuchen. Dabei werden wir u.a. sehen, da� die Folge (xn)n�0 stets konvergiert

(mit Limes x 2 [0; 1]): Dieser Grenzwert x wird { bei Festhalten an Generalvoraus-

setzung 1.0.6 { genau dann positiv sein, wenn Z1 log
+Z1 integrierbar ist, d.h. die

Z logZ-Bedingung ist wie in Satz 3.3.3 richtungsweisend.

�Ahnlich zum Vorgehen bei superkritischen Prozessen kombinieren wir ein Ergeb-

nis �uber GWPI mit einem allgemeinen Lemma (�uber gr�o�enverzerrte Verteilungen),

das wir daher zun�achst angeben:

3.4.1. Lemma. Es sei (Xn)n�0 eine Folge von f.s. N-wertigen Zufallsgr�o�en mit

Verteilungen Pn; endlichen Erwartungswerten �n :=
P

k�1 kPn(fkg) sowie einer

zugeh�origen Folge gr�o�enverzerrter Zufallsgr�o�en ( bXn)n�0:

(a) Ist die Folge (P
bXn)n�0 stra�, so folgt M := sup

n�0

�n <1:

(b) Gilt dagegen bXn
P
�! 1; d.h. lim

n!1

P ( bXn � K) = 0 f�ur jedes K � 1; so ist

lim
n!1

�n =1:

Beweis. (a) Die Stra�heit der Folge (P
bXn)n�0 garantiert die Existenz einer gan-

zen Zahl N � 1; so da�

inf
n�0

P ( bXn 2 f1; : : : ; Ng) = inf
n�0

��1n

NX
k=1

kPn(fkg) � 1=2

und damit

sup
n�0

�n

� NX
k=1

kPn(fkg)| {z }
�N

�
�1

� 2; ergo sup
n�0

�n � 2N <1:
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(b) F�ur den Beweis des zweiten Teils nehmen wir �n 6! 1 an, so da� wir nach evtl.

�Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge gleich M < 1 voraussetzen k�onnen.

Da f�ur jedes K � 1

lim
n!1

P ( bXn � K) = lim
n!1

��1n|{z}
�M�1>0

KX
k=1

kPn(fkg) = 0

gilt, erhalten wir

P (Xn � K) �

KX
k=1

kPn(fkg) �!
n!1

0:

Ist nun L � 1 beliebig vorgegeben, existiert daher ein n0 � 1 mit der Eigen-

schaft

inf
n�n0

P (Xn > L) � 1=2:

Bei Verwendung von Ungleichung (A.12) auf S. 115 in [Als1] liefert uns das

f�ur n � n0

�n �
X
l�1

P (Xn > l) �

LX
l=1

P (Xn > L) � L=2;

im Widerspruch zu unserer Annahme, da� die Folge (�n)n�0 beschr�ankt ist.

Das zeigt unsere Behauptung.

Damit l�a�t sich nun der folgende Satz beweisen, der das zu Beginn des Abschnitts

gestellte Problem, die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge (P (Zn > 0))n�0 zu er-

mitteln, l�ost. F�ur eine rein analytische Argumentation verweisen wir auf [Als3], Satz

I.8.1 und [AH], Theorem III.1.7.

3.4.2. Satz. F�ur jeden GWP (Zn)n�0 mit positivem, endlichem Reproduktionsmittel

� ist die Folge (xn)n�0 mit xn = P (Zn > 0)=�n f�ur n � 0 monoton fallend (und

somit konvergent).

Mit an = E(ZnjZn > 0) f�ur n � 0 sind im Fall � < 1 ferner die folgenden

Aussagen �aquivalent:

(i) x := lim
n!1

xn > 0

(ii) sup
n�0

an <1

(iii) EZ1 log
+ Z1 <1:
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Beweis. Wir nehmen wieder an, da� Zn in der Form Zn = zn Æ T mit einem GWB

T vorliegt, und schreiben f�ur n � 0; u 2 T1 abk�urzend �n := P (Zn 2 �jZn > 0) und

Zn(u) = zn Æ T (u): Auf fZn > 0g setzen wir im Fall n � 1 weiter

�n := inf fu 2 T1 : Zn�1(u) > 0g| {z }
6=; auf fZn>0g

und dann

Hn := zn�1 Æ ��n Æ T
�n
� 1fZn>0g;

so da� �n das kleinste Individuum in der ersten Generation bezeichnet, das Nachfah-

ren in Generation n hat, w�ahrend Hn die Anzahl der Nachfahren desselben angibt.

Eine einfache Rechnung liefert f�ur n; k � 1

P (Hn = k) =
X
l�1

P (�n = l; Zn > 0;Hn = k)

=
X
l�1

P (Z1 � l; Zn�1(m) = 0 f�ur m < l; Zn�1(l) = k)

=
X
l�1

X
j�l:pj>0

pjP (Zn�1(m) = 0 f�ur m < l; Zn�1(l) = kjZ1 = j)

(�)
=

X
l�1

X
j�l:pj>0

pjP (Zn�1 = k)P (Zn�1 = 0)l�1

= P (Zn�1 = k)
X
l�1

P (Z1 � l)P (Zn�1 = 0)l�1;

wobei in (�) erneut Satz 2.3.5 eingegangen ist. Aus dieser Rechnung folgt nun

P (Zn > 0) =
X
m�1

P (Hn = m)

= P (Zn�1 > 0)
X
l�1

P (Z1 � l)P (Zn�1 = 0)l�1

und daraus f�ur k � 1 durch Division

P (Hn = kjZn > 0) = P (Hn = k)=P (Zn > 0)

= P (Zn�1 = k)=P (Zn�1 > 0)

= P (Zn�1 = kjZn�1 > 0);

d.h. die bedingte Verteilung von Hn gegeben Zn > 0 wird f�ur n � 1 gerade durch

�n�1 gegeben.
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Wegen Hn � Zn erhalten wir f�ur n; k � 1

�n(fk; k + 1; : : :g) = P (Zn � kjZn > 0)

� P (Hn � kjZn > 0)

= P (Zn�1 � kjZn�1 > 0)

= �n�1(fk; k + 1; : : : g)

und daraus mit Hilfe von Formel (A.9) auf S.115 in [Als1]

E(ZnjZn > 0) =
X
k�1

�n(fk; k + 1; : : : g)

�

X
k�1

�n�1(fk; k + 1; : : : g)

= E(Zn�1jZn�1 > 0);

so da� wir die Folge (an)n�0 als monoton wachsend erkannt haben. Mittels der

Darstellung

xn = ��nP (Zn > 0) = ��n
EZn

E(ZnjZn > 0)
=

1

E(ZnjZn > 0)
=

1

an

ergibt sich einerseits, da� (xn)n�0 monoton fallend ist und andererseits verm�oge

x = lim
n!1

xn = inf
n�0

xn =
1

supn�0 an

die behauptete �Aquivalenz von (i) und (ii).

F�ur den restlichen Beweis setzen wir � < 1 voraus und bringen die Folge ( bZn)n�0

ins Spiel, wobei an bZn = zn Æ bT erinnert sei. Bezeichnet b�n f�ur n � 0 die Gr�o�enver-

zerrung von �n; so erhalten wir f�ur k � 0 via Vergleichslemma 3.1.6(d)

P ( bZn = k) = ��nkP (Zn = k)

=
kP (Zn = k)=P (Zn > 0)

an

=
k�n(fkg)

E(ZnjZn > 0)

= b�n(fkg);
d.h. die Ma�identit�at

b�n = P (bZn 2 �) = P (1 + �n 2 �) (3.4.1)
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f�ur jedes n � 0 gem�a� Satz 3.2.3, wenn (�m)m�0 weiterhin einen GWPI mit Immi-

gration Ym = bLm � 1 f�ur m � 1 bezeichnet. Damit nehmen wir nun den Beweisteil

"
(ii)) (iii)\ in Angri�: Ist die Folge (an)n�0 beschr�ankt, so liefert uns Lemma 3.4.1(b)

unmittelbar, da� ( bZn)n�0 nicht nach Wahrscheinlichkeit gegen unendlich konvergie-

ren kann. Im Hinblick auf Gleichung (3.4.1) folgt dasselbe auch f�ur den GWPI

(�n)n�0; so da� Satz 3.2.9(b) in Verbindung mit Bemerkung 3.1.2(b)

� = E log+ Y1 = E log+(bL1 � 1) = ��1EZ1 log
+(Z1 � 1) <1 (3.4.2)

und damit o�enbar auch EZ1 log
+ Z1 < 1; d.h. (iii) impliziert. F�ur die noch zu

erledigende Implikation

"
(iii)) (ii)\ argumentieren wir wie folgt: Mit Z1 log

+ Z1 ist o�enkundig auch log
+ Y1

integrierbar, wie ein Blick auf (3.4.2) zeigt. F�ur den zugeh�origen GWPI (�n)n�0

besagt Satz 3.2.9(a) nun, da� (�n)n�0 in Verteilung gegen eine endliche Zufallsgr�o�e

konvergiert. Damit gilt dasselbe auch f�ur (�n + 1)n�0 und wegen Gleichung (3.4.1)

auch f�ur ( bZn)n�0: In Verbindung mit Satz 43.3 in [Als1] sichert uns dies die Stra�heit

der Folge (P
bZn)n�0 = (b�n)n�0: Unter erneutem R�uckgri� auf Lemma 3.4.1 k�onnen

wir daraus

sup
n�0

E(ZnjZn > 0) = sup
n�0

Z
N

x �n(dx) <1

schlie�en und unseren Beweis beenden.

3.4.3. Bemerkung. (☞ [Als3], S. 40) F�ur den Aussterbezeitpunkt

� := inffj � 0 : Zj = 0g

(mit der Konvention inf ; :=1) besagt Teil (i) gerade

P (� > n) ' x�n (n!1):

Wie bereits in Kapitel 1 gesehen, gilt im Fall � < 1

lim
n!1

Zn = 0 P -f.s.

Deshalb gehen wir nun der Frage nach, ob �n; die bedingte Verteilung von Zn ge-

geben Zn > 0; f�ur n ! 1 schwach konvergiert. In der Tat ist sogar die folgende

st�arkere Aussage g�ultig:
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3.4.4. Satz. Im Fall � < 1 konvergiert die Folge (�n)n�0 im folgenden Sinn:

Bezeichnet f�ur Wahrscheinlichkeitsma�e �; �0 auf (N0;P(N0))

k �� �0 k:= sup
A�N0

j�(A)� �0(A)j

die Totalvariation von � und �0; so gilt

X
n�1

k �n � �n�1 k<1:

Beweis. Im Beweis von Satz 3.4.2 haben wir gesehen, da� die bedingte Verteilung

von Hn gegeben Zn > 0 f�ur n � 1 gerade durch �n�1 gegeben wird. Daher impliziert

die sogenannte Kopplungsungleichung (☞ [Als2], S. 75) f�ur n � 1 die Absch�atzung

k�n � �n�1k = kP (Zn 2 �jZn > 0)� P (Hn 2 �jZn > 0)k

� P (Hn 6= ZnjZn > 0):

Da das Ereignis fHn 6= Zng =
P

m�1f�n = m;Hn 6= Zng mit dem Ereignis

X
k�m�1

(
Z1 = k;

m�1X
u=1

Zn�1(u) = 0; Zn�1(m) > 0;

kX
u=m+1

Zn�1(u) > 0

)

�ubereinstimmt (wobei wir an die Notation aus dem Beweis von Satz 3.4.2 erinnern),

zeigt eine erneute Anwendung von Satz 2.3.5

k�n � �n�1k � P (Hn 6= ZnjZn > 0)

= cn�1
X

k�m�1

pkP (Zn�1 = 0)m�1(1� P (Zn�1 = 0)k�m)

mit cn�1 = P (Zn�1 > 0)=P (Zn > 0): Wegen lim
n!1

cn = ��1 > 1 (☞ Lemma 1.0.9)

gilt Æ := sup
n�1

cn�1 <1 und damit unter Verwendung der Bezeichnung

�(k) := minfn � 1 : P (Zn > 0) < 1=kg (k � 1)9

9Man beachte, da� diese De�nition wegen lim
n!1

P (Zn > 0) = 1� q = 0 sinnvoll ist.
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durch geeignete Umordnung

X
n�1

k�n � �n�1k � Æ
X
n;k�1

kX
m=1

pkP (Zn = 0)m�1(1� P (Zn = 0)k�m)

= Æ
X
k�1

�(k)�1X
n=1

kX
m=1

pkP (Zn = 0)m�1(1� P (Zn = 0)k�m)

+Æ
X
k�1

X
n��(k)

kX
m=1

pkP (Zn = 0)m�1(1� P (Zn = 0)k�m)

= Æ(I1 + I2):

Hier gilt einerseits genauer

I1 =
X
k�1

�(k)�1X
n=1

kX
m=1

pkP (Zn = 0)m�1(1� P (Zn = 0)k�m)

�

X
k�1

�(k)�1X
n=1

kX
m=1

pkP (Zn = 0)m�1

�

X
k�1

pk

�(k)�1X
n=1

1

P (Zn > 0)

�

X
k�1

pk

�(k)�1X
n=1

��(k)�1�n
1

P (Z�(k)�1 > 0)| {z }
�k

�

X
k�1

kpk
X
n�0

�n

=
�

1� �
<1;

wobei die gem�a� Lemma 1.0.9(c) f�ur n � �(k)� 1 g�ultige Ungleichung

P (Z�(k)�1 > 0) � ��(k)�1�nP (Zn > 0)

eingegangen ist. Eine �ahnliche Rechnung unter Verwendung der f�ur x 2 [0; 1] und

j � 0 erf�ullten Absch�atzung

1� (1� x)j � jx; (3.4.3)



66 3 Die Beweismethode von R. Lyons, R. Pemantle und Y. Peres

die man leicht durch Di�erentiation �uberpr�uft, zeigt andererseits

I2 =
X
k�1

X
n��(k)

kX
m=1

pkP (Zn = 0)m�1(1� P (Zn = 0)k�m)

�

X
k�1

X
n��(k)

kX
m=1

pk(1� P (Zn = 0)k�m)

�

X
k�1

X
n��(k)

pkP (Zn > 0)

kX
m=1

(k �m)

�

X
k�1

pkk
2
X

n��(k)

P (Zn > 0)

�

X
k�1

pkk
2
X
n�0

�n P (Z�(k) > 0)| {z }
�1=k

�
�

1� �
<1:

Insgesamt haben wir alsoX
n�1

k�n � �n�1k � Æ(I1 + I2) <1

veri�ziert.

Die soeben bewiesene Konvergenzaussage erzwingt bereits die gew�unschte schwa-

che Konvergenz, wie das folgende Korollar lehrt (☞ Corollary I.8.1 in [AN], Corollary

III.1.3 in [AH] oder Satz I.8.2 in [Als3] f�ur einen klassischen Beweis):

3.4.5. Korollar. In der Situation von Satz 3.4.4 existiert f�ur jedes k � 1

bk := lim
n!1

P (Zn = kjZn > 0);

und es gilt
P

k�1 bk = 1; d.h. die Folge (bk)k�1 de�niert eine Wahrscheinlichkeits-

verteilung auf (N;P(N)): Insbesondere erhalten wir

�n
w
�! (bk)k�1 (n!1):

Beweis. Da jedes �n auf (N;P(N)) konzentriert ist, impliziert der vorangegangene

Satz in Verbindung mit der gem�a� Lemma 29.5 in [Als1] g�ultigen Darstellung

2k�n � �n�1k =
X
l�1

j�n(flg)� �n�1(flg)j
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die Konvergenz der Reihe

X
n�1

X
l�1

j�n(flg)� �n�1(flg)j:

Speziell existiert f�ur jedes k � 1

bk = �0(fkg) + lim
n!1

nX
m=1

(�m � �m�1)(fkg) = lim
n!1

�n(fkg);

und f�ur den Limes bk erhalten wir

X
k�1

bk =
X
k�1

�0(fkg) +
X
k�1

X
n�1

(�n � �n�1)(fkg)

(?)
= 1 +

X
n�1

X
k�1

(�n � �n�1)(fkg)

= 1 +
X
n�1

�
�n(N)� �n�1(N)

�
= 1;

wobei wir in (?) aufgrund der weiter oben best�atigten absoluten Konvergenz die

Summationsreihenfolge vertauschen d�urfen.

Die behauptete Verteilungskonvergenz ergibt sich nun aus dem Lemma von

Sche��e (Lemma 7.3 in [Schm]).

3.4.6. Bemerkungen. (a) Vereinbaren wir 1
0
:=1; so gilt in der Situation von

Korollar 3.4.5

X
k�1

kbk =
1

x
� 1; (3.4.4)

d.h. der Erwartungswert von (bk)k�1 wird gerade durch 1
x
gegeben, wobei wei-

terhin x = lim
n!1

��nP (Zn > 0) gesetzt sei. Insbesondere steht uns im Hinblick

auf Satz 3.4.2 die �Aquivalenz

X
k�1

kbk <1() EZ1 log
+ Z1 <1

zur Verf�ugung. Auf den Beweis von Gleichung (3.4.4) verzichten wir aber und

verweisen auf [Als3], Satz I.8.2.
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(b) Man beachte, da� wir f�ur die Beweise von Satz 3.4.4 und Korollar 3.4.5 lediglich

die Voraussetzung � < 1 ben�otigt haben und keine Bedingungen an h�ohere

Momente stellen mu�ten. Dies ist insofern erw�ahnenswert, da Korollar 3.4.5

urspr�unglich nur unter der einschr�ankenden Annahme VarZ1 < 1 gezeigt

werden konnte (☞ [Yag] oder [Har], Theorem I.9.1).

3.5 Kritische Galton-Watson-Prozesse

Wie in Kapitel 1 gesehen, gilt auch im Fall � = 1 (kritischer Fall)

lim
n!1

P (Zn > 0) = 0:

Hier ist es jedoch weniger einfach als im subkritischen Fall, die richtige Konvergenz-

geschwindigkeit zu erahnen, denn o�enbar ist die einfache Absch�atzung

P (Zn > 0) � �n = 1

wertlos. Dennoch k�onnen wir im Fall endlicher Reproduktionsvarianz �2 die Kon-

vergenzrate ermitteln. Genauer werden wir

P (Zn > 0) '
2

n�2
(n!1) (3.5.1)

erhalten.

Unsere Untersuchung kritischer Galton-Watson-Prozesse basiert auf folgender

Zerlegung von bZn = zn Æ bT :
Bei festem (j; n) 2 N2

�
:= f(k; l) 2 N2 : k � lg und � 2 bTj setzen wir

bZ�
n�j := zn�j Æ �� Æ bT �

und erinnern an die in Unterabschnitt 2.1.2 eingef�uhrte Notation. Sodann de�nieren

wir

Sn;j :=
X

�2 bTj : ��Vj�1; � 6=Vj
bZ�
n�j =

bZVj�1
n�j+1 �

bZVj
n�j

und

Rn;j :=
X

�2 bTj : ��Vj�1; �>Vj
bZ�
n�j:
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Damit gibt Sn;j die Anzahl der Nachfahren von Vj�1 in bTn an, die keine Nachfahren
von Vj sind; Rn;j beschreibt gerade die Anzahl der Nachfahren von Vj�1 in bTn; deren
(eindeutig bestimmter) Vorfahr in Generation j sich im gr�o�enverzerrten Galton-

Watson-Baum bT rechts von Vj be�ndet, d.h. gr�o�er als Vj ist.bZn besitzt nun o�enbar die Darstellung

bZn = 1 + bZV0
n � bZVn

n = 1 +

nX
j=1

Sn;j (3.5.2)

(Teleskop-Summe), und es gilt Rn;j � Sn;j f�ur (j; n) 2 N
2
�
:

Setzen wir f�ur (j; n) 2 N2
�
noch

An;j := fRn;j = Sn;jg;

so h�alt das folgende Lemma weitere f�ur uns wesentliche Eigenschaften der soeben

eingef�uhrten Zufallsgr�o�en fest:

3.5.1. Lemma. (a) Bei festem n � 1 sind die Zufallsvektoren

(Rn;1; Sn;1); : : : ; (Rn;n; Sn;n)

stochastisch unabh�angig, speziell auch die Ereignisse An;1; : : : ; An;n:

(b) Es gilt ERn;j = �2=2 2 (0;1] ((j; n) 2 N2
�
):

(c) P (An;j) =
P (Zn�j+1>0)

P (Zn�j>0)
= c�1n�j ((j; n) 2 N2

�
):

(d) Bei festgehaltenem j � 1 gilt

lim
n!1

E
�
Rn;j1An;j

�
= �2=2

und im Fall �2 <1

lim
n!1

E
�
Rn;j1Ac

n;j

�
= 0:

Beweis. (a) Es seien (a1; b1); : : : ; (an; bn) 2 N
2
�
: F�ur 1 � j � n schreiben wir

abk�urzend

Mj := f� 2 bTj : � � Vj�1; � < Vjg

und

Nj := f� 2 bTj : � � Vj�1; � > Vjg;
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so da� Mj bzw. Nj alle Kinder von Vj�1 enth�alt, die kleiner bzw. gr�o�er als

Vj sind und sich folglich im gr�o�enverzerrten GWB links bzw. rechts von Vj

be�nden.

Auf dem Ereignis Dn :=
Tn�1

i=0 f
bLi = ki; Ci = mig gilt einerseits

Vj = (m0; : : : ; mj�1) 2 N
j (1 � j � n);

andererseits ergibt sich in Analogie zu Satz 2.3.5 aus unserer Konstruktion

gr�o�enverzerrter Galton-Watson-B�aume, da� bei festem n die Zufallsgr�o�en

bZ�
n�j (1 � j � n; � 2Mj [Nj)

(im Fall P (Dn) =
Qn�1

i=0 pki > 0) gegeben Dn stochastisch unabh�angig sind

und dieselbe Verteilung �n�j := PZn�j besitzen. Da f�ur jedes j o�enbar

fRn;j = aj; Sn;j = bjg =

8<
:
X
�2Mj

bZ�
n�j = bj � aj;

X
�2Nj

bZ�
n�j = aj

9=
;

gilt, folgt

P

 
n\
j=1

fRn;j = aj; Sn;j = bjg

!

=
X
(N2

�
)n

n�1Y
i=0

pki

nY
j=1

�
�(mj�1�1)

n�j (fbj � ajg) � �
�(kj�1�mj�1)

n�j (fajg);

dabei erstreckt sich die Summation
P

(N2
�
)n �uber alle Tupel

((m0; k0); : : : ; (mn�1; kn�1)) 2 (N2
�
))n:

Andererseits folgt f�ur 1 � j � n durch geeignete Summation

P (Rn;j = aj; Sn;j = bj)

=
X
(N2

�
)n

n�1Y
i=0

pki�
�(mj�1�1)

n�j (fbj � ajg) � �
�(kj�1�mj�1)

n�j (fajg) (3.5.3)

=
X

1�mj�1�kj�1

pkj�1�
�(mj�1�1)

n�j (fbj � ajg) � �
�(kj�1�mj�1)

n�j (fajg)

und daraus durch Umordnung in der resultierenden Summe

nY
j=1

P (Rn;j = aj; Sn;j = bj) = P

 
n\
j=1

fRn;j = aj; Sn;j = bjg

!
;

also die gew�unschte Unabh�angigkeitsaussage.
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(b) Aus Gleichung (3.5.3) folgt

ERn;j =
X
l�1

lP (Rn;j = l)

=
X
l�1

l
X
k�1

kX
m=1

pk�
�(k�m)
n�j (flg)

=
X
k�1

pk

kX
m=1

X
l�1

l�
�(k�m)
n�j (flg)

=
X
k�1

pk

kX
m=1

(k �m)EZn�j| {z }
=1

=
X
k�1

pk
k(k � 1)

2

=
�2

2
:

(c) Auch hier ergibt sich aus Gleichung (3.5.3)

P (An;j) = P (Rn;j = Sn;j)

=
X

(m;k)2N2
�

pk�
�(m�1)
n�j (f0g)

=
X
k�1

pk

kX
m=1

P (Zn�j = 0)m�1

=
1

P (Zn�j > 0)

X
k�1

pk
�
1� P (Zn�j = 0)k

�

=
1

P (Zn�j > 0)

X
k�1: pk>0

pkP (Zn�j+1 > 0jZ1 = k)

=
P (Zn�j+1 > 0)

P (Zn�j > 0)
:

(d) Der besagte Erwartungswert besitzt gem�a� Gleichung (3.5.3) die Darstellung

E
�
Rn;j1An;j

�
=

X
l�1

lP (Rn;j = l; Rn;j = Sn;j)

=
X
l�1

l
X

(m;k)2N2
�

pk�
�(m�1)
n�j (f0g) � �

�(k�m)
n�j (flg)
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=
X

(m;k)2N2
�

pkP (Zn�j = 0)m�1
X
l�1

l�
�(k�m)
n�j (flg)

=
X
k�1

kX
m=1

pkP (Zn�j = 0)m�1(k �m):

Hier k�onnen wir wegen P (Zn = 0) " 1 f�ur n ! 1 den Satz von der monoto-

nen Konvergenz anwenden und erhalten unter Hinweis auf die in (b) gef�uhrte

Rechnung

E
�
Rn;j1An;j

�
"

X
k�1

kX
m=1

pk(k �m) =
�2

2
f�ur n!1:

Im Fall �2 <1 folgt mit (b) sofort

E
�
Rn;j1Ac

n;j

�
=
�2

2
� E

�
Rn;j1An;j

�
�!
n!1

0:

3.5.2. Bemerkungen. (a) Durch ein �ahnliches Vorgehen wie im Beweis von Lem-

ma 3.5.1(b) erh�alt man ESn;j = �2: Auf die Rechnung verzichten wir aber, da

wir diese Aussage nicht ben�otigen.

(b) Wie im vorangegangenen Beweis gesehen, h�angen die Terme E
�
Rn;j1An;j

�
;

P (An;j) bzw. E
�
Rn;j1Ac

n;j

�
von (n; j) nur �uber n� j ab. Deshalb sind die im

folgenden verwendeten Schreibweisen

�n�j := E
�
Rn;j1An;j

�
;

n�j := P (An;j)

und

Æn�j := E
�
Rn;j1Ac

n;j

�
sinnvoll, und Lemma 3.5.1 sichert

lim
i!1

�i = �2=2; lim
i!1

i = 1

sowie unter der Voraussetzung �2 <1

lim
i!1

Æi = 0:
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Bevor wir die Asymptotik (3.5.1) best�atigen k�onnen, notieren wir den folgenden,

sehr einfachen Sachverhalt:

3.5.3. Lemma. Es sei (bn)n�1 eine konvergente Folge nichtnegativer reeller Zahlen

mit Limes b 2 [0;1]: Dann gilt

lim
n!1

1

n

n�1X
k=0

bk = b;

d.h. die Folge der C�esaro-Mittel von (bn)n�1 konvergiert ebenfalls gegen b.

Beweis. F�ur den Beweis im Fall b < 1 verweisen wir auf Satz 27.1 in [Heu] und

nehmen gleich b = 1 an. Dann existiert zu vorgegebenem K > 0 ein n0 � 1 mit

der Eigenschaft infn�n0 bn � 2K; was f�ur alle n � 2n0

1

n

n�1X
k=0

bk �
1

n

n�1X
k=n0

bk �
n� n0

n| {z }
�1=2

2K � K

impliziert.

Damit sind wir jetzt in der Lage, f�ur das folgende, im Fall �2 < 1 erstmals

von Kesten, Ney und Spitzer im Jahre 1966 (☞ [KNS]) in dieser Allgemeinheit

bewiesene Resultat einen probabilistischen Beweis zu f�uhren, geben an dieser Stelle

aber den Hinweis, da� dieses Ergebnis unter der Zusatzvorausssetzung EZ3
1 < 1

(bzw. f 000(1) <1) erstmalig 1938 von Kolmogorov bewiesen wurde (☞ [Har], S. 21).

3.5.4. Satz. Im Fall � = 1 und �2 2 (0;1] gilt

lim
n!1

nP (Zn > 0) =
2

�2
;

wobei wie �ublich 2
1
:= 0 vereinbart sei.



74 3 Die Beweismethode von R. Lyons, R. Pemantle und Y. Peres

Beweis. Bei vorgegebenem n � 1 setzen wir Rn := 1 +
Pn

j=1Rn;j: Da Rn;j die

Anzahl der Individuen in bTn angibt, die gr�o�er als Vn sind und von Vj�1; nicht aber

von Vj abstammen, bezeichnet Rn gerade die Anzahl der Individuen in bTn; die nicht
kleiner als Vn sind.

10 De�nieren wir

An := fVn = min bTng;
so folgt wegen Rn;j � Sn;j f�ur jedes j � n o�enbar

An = fRn = bZng =

n\
j=1

fRn;j = Sn;jg =

n\
j=1

An;j (3.5.4)

und via Lemma 3.5.1 (Teleskop-Produkt)

P (An) =

nY
j=1

P (An;j) =
P (Zn > 0)

P (Z0 > 0)
= P (Zn > 0): (3.5.5)

Die f�ur k � 1 g�ultige Rechnung

P (f bZn = kg \ An) = P ( bZn = k; Vn = min bTn)
=

X
t2Tn: zn(t)=k

bQ� ([t; min tn]n)

(?)
=

X
t2Tn: zn(t)=k

Q([t]n)

= P (Zn = k);

f�ur die wir in (?) einmal mehr Vergleichslemma 3.1.6 benutzt haben, impliziert somit

die Verteilungsidentit�at

P ( bZn 2 �jAn) = P (Zn 2 �jZn > 0) = �n: (3.5.6)

Diese Darstellung erweist sich als hilfreich, da sie uns die Konstruktion geeigneter

Zufallsgr�o�en R�

n erleichtert, die die Verteilung �n besitzen und somit Kopien von

Zn gegeben Zn > 0 bilden: Bei festem n � 1 seien dazu R0

n;1; : : : ; R
0

n;n stochastisch

unabh�angige Zufallsgr�o�en auf (
;A; P ) mit

P (R0

n;j 2 �) = P (Rn;j 2 �jAn;j) = P (Sn;j 2 �jAn;j) (3.5.7)

10
Rn � 1 gibt also die Zahl aller Individuen in bTn an, die sich rechts von Vn be�nden.
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f�ur j � n; wobei wir auf P (An;j) = n�j > 0 hinweisen. Dabei sei der Vektor

(R0

n;1; : : : ; R
0

n;n) ferner stochastisch unabh�angig von ((Rn;1; Sn;1); : : : ; (Rn;n; Sn;n))

gew�ahlt. De�nieren wir nun

R�

n;j := Rn;j1An;j
+R0

n;j1Ac

n;j
(3.5.8)

sowie

R�

n := 1 +

nX
j=1

R�

n;j; (3.5.9)

so sind verm�oge Lemma 3.5.1 auch die Zufallsgr�o�en R�

n;1; : : : ; R
�

n;n stochastisch

unabh�angig, und es gilt f�ur k � 1 und j � n aufgrund der getro�enen Unabh�angig-

keitsannahmen zun�achst

P (R�

n;j = k) = P (fRn;j = kg \ An;j) + P (fR0

n;j = kg \ Ac
n;j)

= P (fSn;j = kg \ An;j) + P (Ac
n;j)P (R

0

n;j = k)

=
�
P (An;j) + P (Ac

n;j)
�
� P (Sn;j = kjAn;j)

= P (Sn;j = kjAn;j)

und damit im Hinblick auf (3.5.2) und (3.5.4) weiter

P (R�

n = k) =
X

k1;::: ;kn�0:

k1+:::+kn=k�1

P

 
n\
j=1

fR�

n;j = kjg

!

=
X

k1;::: ;kn�0:

k1+:::+kn=k�1

nY
j=1

P (R�

n;j = kj)

=
X

k1;::: ;kn�0:

k1+:::+kn=k�1

nY
j=1

P (Sn;j = kjjAn;j)

=
1

P (An)

X
k1;::: ;kn�0:

k1+:::+kn=k�1

P

 
An \

n\
j=1

fSn;j = kjg

!

=
1

P (An)
P (An \ f

bZn = kg)

= P (bZn = kjAn):

Das garantiert unter Hinweis auf Gleichung (3.5.6) wie angek�undigt

P (R�

n 2 �) = �n = P (Zn 2 �jZn > 0); (3.5.10)
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so da� R�

n tats�achlich eine Kopie von Zn gegeben Zn > 0 bildet.

Sei nun zun�achst �2 < 1 vorausgesetzt. Dann gilt nach De�nition der Zufalls-

gr�o�en R�

n;j sowie mit Blick auf Lemma 3.5.3, Lemma 3.5.1 und die im Anschlu� an

dieses gemachten Bemerkungen

1

n
jERn � ER�

nj �
1

n
EjRn �R�

nj

�
1

n

nX
j=1

EjRn;j �R�

n;jj

�
1

n

nX
j=1

Z
Ac

n;j

�
Rn;j +R�

n;j

�
dP

=

Z
Ac

n;j

�
Rn;j +R0

n;j

�
dP

=
1

n

nX
j=1

�
Æn�j + P (Ac

n;j)ER
0

n;j

�
(3.5.11)

�
1

n

nX
j=1

�
Æn�j +

1� n�j

n�j
ERn;j

�

=
1

n

n�1X
j=0

�
Æj + �2

1� j

2j

�

�!
n!1

lim
i!1

�
Æi + �2

1� i

2i

�
= 0;

wobei neben der Unabh�angigkeit von R0

n;j und 1Ac

n;j
die Absch�atzung

ER0

n;j � P (An;j)
�1ERn;j =

�2

2n�j

zu beachten ist. Damit folgt jetzt

jER�

n=n� �2=2j � jER�

n � ERnj=n+ jERn=n� �2=2j

= o(1) +

����1=n+ 1=n

nX
j=1

ERn;j

| {z }
=�2=2

��2=2

����
= o(1);

wobei wie �ublich o(1) eine geeignete Nullfolge bezeichne. Daraus erhalten wir mit

Gleichung (3.5.10) aber

1

nP (Zn > 0)
=
E(ZnjZn > 0)

n
=
ER�

n

n
�!
n!1

�2

2
2 (0;1)
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und sind am Ziel.

F�ur den noch zu erledigenden Fall �2 =1 notieren wir unter Hinweis auf (3.5.8)

und (3.5.9)

R�

n �

nX
j=1

Rn;j1An;j

und folgern unter erneuter Benutzung von Lemma 3.5.3

1

nP (Zn > 0)
=
ER�

n

n
�

1

n

nX
j=1

E
�
Rn;j1An;j

�
=

1

n

n�1X
j=0

�j �!
n!1

�2

2
=1;

was unseren Beweis abschlie�t.

3.5.5. Bemerkung. Die im obigen Beweis gef�uhrte Rechnung (3.5.11) zeigt im Fall

endlicher Reproduktionsvarianz �2 insbesondere

Rn

n
�
R�

n

n

L1
�! 0 (n!1)

und somit via Satz 50.8 in [Als1]

Rn

n
�
R�

n

n

P
�! 0 (n!1):

Diese Tatsache werden wir im Beweis von Satz 3.5.9 verwenden, denn in Verbindung

mit dem Satz von Slutsky (Satz 36.12 in [Als1]) garantiert sie uns, da� Verteilungs-

konvergenz vonRn=n und Verteilungskonvergenz vonR
�

n=n �aquivalente Bedingungen

sind (wobei die Grenzverteilungen notwendig �ubereinstimmen).

In Kapitel 1 haben wir gesehen, da� Zn im Fall � = 1 f�ur n ! 1 f.s. gegen 0

konvergiert, so da� es naheliegend ist, nach der schwachen Konvergenz der bedingten

Verteilung von Zn gegeben Zn > 0 zu fragen. In Satz 3.5.4 haben wir aber im Fall

endlicher Reproduktionsvarianz die Aussage

E(ZnjZn > 0) '
n�2

2
(n!1)

getro�en, d.h. die Folge (E(ZnjZn > 0))n�0 w�achst linear. Somit ist es vern�unftig,

Zn mit dem Faktor n�1 zu
"
reskalieren\ und die Folge (�n)n�0 mit

�n := P (Zn=n 2 �jZn > 0) (n � 0)
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auf schwache Konvergenz zu untersuchen. Bevor wir jedoch eine positive Antwort

geben k�onnen, ist noch einige Vorarbeit in Gestalt der drei folgenden Lemmata

zu leisten. Das erste dieser Hilfsergebnisse beleuchtet dabei den Zusammenhang

zwischen Rn und bZn : Lax gesprochen, erh�alt man Rn durch Stauchung von bZn mit

einem auf (0; 1) gleichverteilten Faktor (☞ auch Bemerkung 3.1.7(a)).

3.5.6. Lemma. Gegeben eine beliebige von ( bZn)n�0 unabh�angige, R(0; 1)-verteilte

Zufallsgr�o�e U; haben wir f�ur jedes n � 1 die Verteilungsidentit�at

Rn
d
= dU � bZne;

wobei f�ur x 2 R wie �ublich dxe := minfn 2 Z : n � xg gesetzt sei.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 3.5.4 gesehen, gibt Rn � 1 die Anzahl der Indivi-

duen in bTn an, die sich rechts von Vn be�nden; insbesondere gilt Rn �
bZn:

Ordnen wir f�ur t 2 T mit zn(t) = p (p � 1) die Individuen in tn in der Form

� (1)n (t) < : : : < � (p)n (t)

und ziehen erneut Vergleichslemma 3.1.6 zu Rate, so folgt f�ur k � 1

P (Rn = k) =
X
m�k

P ( bZn = m;Rn = k)

=
X
m�k

X
t2Tn: zn(t)=m

bQ�

��
t; � (m�k+1)

n (t)
�
n

�
=

X
m�k

X
t2Tn: zn(t)=m

Q([t]n)

=
X
m�k

P (Zn = m)

=
X
m�k

P ( bZn = m) � P

�
k � 1

m
< U �

k

m

�
| {z }

=1=m

= P (k � 1 < U � bZn � k)

= P (dU � bZne = k):

Da sowohl Rn als auch dU � bZne f.s. auf N konzentriert sind, ist unser Lemma

bewiesen.
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Das folgende Lemma beschreibt, inwiefern die Begri�ichkeiten
"
Verteilungskon-

vergenz\ und
"
Gr�o�enverzerrung\ miteinander vertr�aglich sind.

3.5.7. Lemma. Es seien (Xn)n�0 eine Folge nichtnegativer Zufallsgr�o�en mit end-

lichen, positiven Erwartungswerten (�n)n�0 sowie ( bXn)n�0 eine Folge zugeh�origer

gr�o�enverzerrter Zufallsgr�o�en. Es gelte

Xn
d
�! X0 (n!1):

Ist die Folge ( bXn)n�0 ebenfalls verteilungskonvergent mit endlichem Limes, so gilt

bereits bXn
d
�! bX0 (n!1):

Beweis. F�ur n � 0 setzen wir zur Abk�urzung Pn := PXn; so da� bPn = P
bXn gilt

und bPn w
�! bP0 (n!1)

zu zeigen ist. Die schwache Konvergenz der Folgen (Pn)n�0 bzw. ( bPn)n�0 impliziert
verm�oge Satz 43.3 in [Als1] deren Stra�heit und weiter durch eine Adaptation des

Beweises von Lemma 3.4.111

M := sup
n�0

�n <1: (3.5.12)

Im folgenden gen�ugt es,
"
bPn v

�! bP0\ f�ur n ! 1; d.h. die vage Konvergenz

nachzupr�ufen, denn im Hinblick auf Satz 43.8 in [Als1] und die Stra�heit der Folge

( bPn)n�0 ist dann bereits die schwache Konvergenz, d.h.
"
bPn w

�! bP0\ f�ur n ! 1

sichergestellt.

Zum Nachweis der vagen Konvergenz sei g : R! R eine beliebige stetige Funk-

tion mit kompaktem Tr�ager. Dann haben wir

lim
n!1

Eg( bXn) = Eg( bX0)

11Die Tatsache, da� die Zufallsgr�o�en Xn nicht notwendig N-wertig sind, bereitet dabei o�enbar

keine Schwierigkeiten.
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zu zeigen, wobei wir nach evtl. Zerlegung von g in Positiv- und Negativteil o.B.d.A.

g � 0 annehmen d�urfen und

lim
n!1

EXng(Xn)

�n
=
EX0g(X0)

�0

zu best�atigen haben. Im ersten Schritt veri�zieren wir dazu die Konvergenz des

Z�ahlers: O�enbar ist die Abbildung x 7! xg(x) stetig und beschr�ankt, so da� die

Verteilungskonvergenz der Folge (Xn)n�0 tats�achlich

lim
n!1

EXng(Xn) = EX0g(X0)

liefert. Damit ist nur noch die Konvergenz der Erwartungswerte, d.h. limn!1 �n =

�0 zu begr�unden. Dies werden wir via Satz 50.5 in [Als1] erledigen, indem wir noch

die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge (Xn)n�0 nachweisen. Dabei hilft uns die

Stra�heit von ( bPn)n�0 weiter, denn sie liefert uns zu vorgegebenem " > 0 ein L > 0

mit

sup
n�0

bPn((L;1)) = sup
n�0

EXn1fXn>Lg

�n
�

"

M

und daher bei Beachtung von (3.5.12)

sup
n�0

EXn1fXn>Lg � ";

woraus ersichtlich die geforderte gleichgradige Integrierbarkeit folgt.

Ein wichtiges Ingrediens unserer Konvergenzuntersuchung in Satz 3.5.9 bildet

die in Teil (a) des folgenden Lemmas angegebene, von der sogenannten Ged�achtnis-

losigkeit (☞ [Als1], Satz 31.6) unabh�angige Charakterisierung der Familie der Ex-

ponentialverteilungen, die von eigenst�andigem Interesse ist. Da wir in Abschnitt 5.2

von einer �ahnlichen Charakterisierung Gebrauch machen werden, geben wir diese

in Teil (b) an. F�ur eine detaillierte Diskussion einschlie�lich analoger Aussagen f�ur

mehrdimensionale Verteilungen weisen wir auf [PK] bzw. [KoSt] hin.

3.5.8. Lemma. Gegeben sei eine nichtnegative Zufallsgr�o�e X mit endlichem, po-

sitivem Erwartungswert � und einer zugeh�origen gr�o�enverzerrten Zufallsgr�o�e bX.

Ferner seien X1; X2 stochastisch unabh�angige Kopien von X sowie U eine R(0; 1)-

verteilte Zufallsgr�o�e.



3.5. Kritische Galton-Watson-Prozesse 81

(a) Sind U und bX stochastisch unabh�angig, so sind die folgenden Aussagen �aqui-

valent:

(i) X
d
= U bX:

(ii) X ist exponentialverteilt.

(b) Sind U und (X1; X2) stochastisch unabh�angig, so sind �aquivalent:

(i) X erf�ullt die
"
Fixpunktgleichung\

X
d
= U(X1 +X2): (3.5.13)

(ii) X ist exponentialverteilt.

Beweis. (a) Wir bestimmen zun�achst die Laplace-Transformierte '? von U bX :

F�ur s > 0 ergibt sich bei Ber�ucksichtigung der Unabh�angigkeit von U und bX;
Bemerkung 3.1.2(b), des Transformationssatzes sowie des Satzes von Fubini

'?(s) = Ee�sU
bX

=

Z
R

Z
(0;1)

e�sux ��(du)P
bX(dx)

= ��1
Z
R

Z 1

0

xe�sux duPX(dx)

= (s�)�1
Z
R

(1� e�sx)PX(dx)

= (s�)�1(1� '(s));

wenn ' die Laplace-Transformierte von X bezeichnet (beachte, da� X und

U bX f.s. nichtnegativ sind). Aufgrund der trivialen Gleichung '?(0) = 1 = '(0)

liefert der Eindeutigkeitssatz f�ur Laplace-Transformierte (Satz 42.4 in [Als1])

in Kombination mit der obigen Rechnung

X
d
= U bX () '?(s) = '(s) 8s > 0

() (s�)�1(1� '(s)) = '(s) 8s > 0

() '(s) =
1=�

s+ 1=�
8s > 0

() PX = Exp(1=�);
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wobei in der letzten Zeile neben dem Eindeutigkeitssatz auch die wohlbe-

kannte Tatsache eingegangen ist, da� die Laplace-Transformierte der Exp(�)-

Verteilung f�ur � > 0 durch s 7! �

s+�
gegeben ist (☞ [Als1], S. 282).

(b)
"
(i)) (ii)\: In Analogie zum Beweis von Teil (a) bestimmen wir zun�achst

die Laplace-Transformierte  von U(X1 +X2); wobei auf die Nichtnegativit�at

dieser Zufallsgr�o�e hingewiesen sei. Da X1+X2 o�enbar die (stetige) Laplace-

Transformierte '2 besitzt, zeigt sich f�ur s > 0 durch eine �ahnliche Rechnung

wie in (a)

 (s) =

Z
(0;1)

Z
R

e�sux PX1+X2(dx)��(du) =

Z 1

0

'2(us) du =
1

s

Z s

0

'2(u) du;

(3.5.14)

bei G�ultigkeit von (3.5.13) impliziert dies

'(s) =  (s) =
1

s

Z s

0

'2(u) du 8s > 0: (3.5.15)

Da ' auf (0;1) di�erenzierbar ist (☞ [Als1], Satz 42.1), folgt

'0(s) =
d

ds

�
1

s

Z s

0

'2(u) du

�
= �

1

s2

Z s

0

'2(u) du+
1

s
'2(s) 8s > 0;

kombinieren wir dies mit Gleichung (3.5.15), so gen�ugt ' der Di�erentialglei-

chung

s'0(s) + '(s) = '2(s) 8s > 0: (3.5.16)

Betrachten wir nun die auf (0;1) strikt positive Funktion 	 := 1�'
'
;12 so folgt

aus (3.5.16)

	0(s)

	(s)
=

�'0(s)

'(s)� '2(s)
=

�'0(s)

�s'0(s)
=

1

s
8s > 0: (3.5.17)

Verm�oge Satz II.11.2 in [For2] erhalten wir daraus f�ur 	 eine Darstellung der

Form 	(s) = as f�ur alle s > 0 und ein geeignetes a > 0; so da� ' die Gestalt

'(s) =
1

1 + 	(s)
=

1

1 + as
=

1=a

s+ 1=a
8s > 0

12Man beachte, da� X wegen EX > 0 nicht f.s. verschwindet und somit '(s) < 1 f�ur jedes s > 0

gilt.
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besitzt. Unter Hinweis auf den Beweis von (a) folgt die Behauptung, wobei die

Beziehung a = ��1 besteht.

"
(ii)) (i)\: Diese Aussage l�a�t sich ebenfalls durch Bestimmung der Laplace-

Transformierten von U(X1+X2) best�atigen; um aber den Zusammenhang mit

Teil (a) zu verdeutlichen, geben wir eine alternative Begr�undung: Gem�a� Satz

31.3 in [Als1] ist X1 +X2 �(2; 1=�)-verteilt, hat also die Lebesgue-Dichte

h�(x) := (1=�)2xe�x=�1(0;1)(x) =
xg�(x)

�
;

wenn g� die Lebesgue-Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter 1=�

bezeichnet. Unter Beachtung von EX = � zeigt Bemerkung 3.1.2(c) nun

X1 +X2
d
= bX;

so da� X1 + X2 ebenfalls eine Gr�o�enverzerrung von X bildet. Verm�oge (a)

sowie der Unabh�angigkeit von U und X1 +X2 folgt nun (i).

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, das angek�undigte, auf A.M.

Yaglom (☞ [Yag]) zur�uckgehende Konvergenzresultat anzugeben (☞ Satz I.9.1 in

[Als3] f�ur einen analytischen Beweis):

3.5.9. Satz. Gegeben einen kritischen Galton-Watson-Proze� (Zn)n�0 mit Repro-

duktionsvarianz �2 <1; gilt f�ur t � 0

lim
n!1

P (Zn=n � tjZn > 0) = 1� exp(�2t=�2);

d.h. die Folge (�n)n�1 konvergiert schwach gegen die Exponentialverteilung mit Pa-

rameter 2=�2:

Beweis. Zun�achst sichert uns die Voraussetzung �2 <1 wegen limn!1ER�

n=n =

�2=2 (☞ Beweis von Satz 3.5.4) und E bZn = EZ2
n=EZn = 1 + n�2 (☞ Satz 1.0.5)

C := sup
n�1

ER�

n

n
<1; sup

n�1

ERn

n
= 1 +

�2

2
<1 und sup

n�1

E bZn

n
= 1 + �2 <1:
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Weiter liefert die Markov-Ungleichung f�ur K > 0

sup
n�1

P (Rn=n � K) �
1 + �2=2

K
�!
K!1

0

und damit die Stra�heit der Folge (P (Rn=n 2 �))n�1 sowie analog die Stra�heit von

(P ( bZn=n 2 �))n�1 und (�n)n�1 = (P (R�

n=n 2 �))n�1; da wir die Verteilungsidentit�at

P (R�

n 2 �) = P (Zn 2 �jZn > 0) f�ur n � 1 im Beweis von Satz 3.5.4 erkannt haben.

Weil o�enbar auch jede Teilfolge dieser Folgen stra� ist, existieren gem�a� Satz 44.4

in [Als1] eine streng monoton wachsende Folge nat�urlicher Zahlen (nk)k�1 sowie

(o.B.d.A. auf (
;A; P ) de�nierte) Zufallsgr�o�en A;B mit

Rnk=nk
d
�! A; (3.5.18)

R�

nk
=nk = Rnk=nk + (R�

nk
� Rnk)=nk| {z }

P
�!0

d
�! A (3.5.19)

und

bZnk=nk
d
�! B (3.5.20)

f�ur k ! 1; wobei wir auf Bemerkung 3.5.5 hinweisen. Ferner gilt f�ur s > 0; n � 1

aufgrund von Gleichung (3.5.10)

P ( bZn=n � s) =
EZn1fZn=n�sg

EZn

=
E(Zn1fZn=n�sgjZn > 0)

E(ZnjZn > 0)

=
E
�
1fR�n=n�sgR

�

n=n
�

ER�

n=n
;

so da� bZn=n eine Gr�o�enverzerrung von R�

n=n bildet. Dies liefert f�ur K > 0; n � 1

insbesondere

E
�
1fR�n=n>KgR

�

n=n
�
� C � P (bZn=n > K);

also im Hinblick auf die Stra�heit von (P (bZn=n 2 �))n�1 die gleichgradige Integrier-

barkeit der Folge
�
R�

nk
=nk
�
k�1

; welche verm�oge Satz 50.5 in [Als1]

EA = lim
k!1

ER�

nk
=nk = �2=2 2 (0;1)
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impliziert. Nun k�onnen wir Lemma 3.5.7 (mit X0 = A;Xk = R�

nk
=nk und bXk =bZnk=nk f�ur k � 1) anwenden und schlie�en B

d
= bA f�ur jede auf (
;A; P ) de�nierte

Gr�o�enverzerrung bA von A und somit aufgrund von Beziehung (3.5.18)

bZnk=nk
d
�! bA (k!1):

Bezeichnet im folgenden U eine von bA und ( bZn)n�1 unabh�angige Zufallsgr�o�e mit

P (U 2 �) = R(0; 1); so folgt unter Hinweis auf Satz 36.11 in [Als1]

U � bZnk=nk
d
�! U � bA (k !1):

Wegen

0 � dU � bZne=n� U � bZn=n � 1=n �!
n!1

0

zeigt Satz 36.12 in [Als1] in Verbindung mit Lemma 3.5.6

Rnk=nk
d
= U � bZnk=nk + dU � bZnke=nk � U � bZnk=nk| {z }

d
�!0

d
�! U � bA:

Somit sind im Hinblick auf (3.5.18) die Zufallsgr�o�en A und U � bA identisch verteilt,

so da� A { wie in Lemma 3.5.8(a) gesehen { exponentialverteilt sein mu�, wobei sich

der Parameter gerade zu (EA)�1 = 2=�2 ergibt.

Liegt nun irgendeine verteilungskonvergente Teilfolge
�
R�

mk
=mk

�
k�1

von (R�

n=n)n�1

vor, so liefert eine Wiederholung der obigen Argumentation f�ur eine geeignete weitere

Teilfolge
�
R�

mk
l

=mkl

�
l�1

R�

mk
l

=mkl

d
�! A (l!1)

und folglich aus Eindeutigkeitsgr�unden schon

R�

mk
=mk

d
�! A (k!1):

Somit besitzt jede verteilungskonvergente Teilfolge von (R�

n=n)n�1 denselben Limes,

n�amlich Exp(2=�2). Da die Folge (�n)n�1 = (P (R�

n=n 2 �))n�1 stra� ist, impliziert

Korollar 44.5 in [Als1] nun

�n
w
�! Exp(2=�2) (n!1)

und damit unsere Behauptung.
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3.5.10. Bemerkung. (a) Zur probabilistischen Interpretation des obigen Bewei-

ses l�a�t sich folgendes anmerken: Die mit A bezeichnete exponentialverteilte

Grenzvariable gen�ugt der Verteilungsidentit�at

A
d
= U bA d

= U(A1 + A2);

wenn A1; A2 voneinander und von U unabh�angige Kopien von A sind (☞ Lem-

ma 3.5.8): Schreiben wir bZn in der Form

bZn = 1 + Ln +Rn;

wobei Ln die Anzahl der Individuen links von Vn in bTn angibt, so l�a�t sich A1

als (Verteilungs-)Grenzwert von Ln=n und A2 als (Verteilungs-)Grenzwert von

Rn=n au�assen.

(b) Die Konvergenzaussage aus Satz 3.5.9 besitzt folgende Erg�anzung f�ur den Fall

unendlicher Reproduktionsvarianz:

Ist �2 =1; so gilt ceteris paribus f�ur alle t � 0

P (Zn=n � tjZn > 0) �!
n!1

0;

d.h. gegeben Zn > 0 konvergiert Zn=n nach Wahrscheinlichkeit gegen unend-

lich. Da sich der Beweis von Satz 3.5.9 aber nicht ohne weiteres auf diese

Situation �ubertragen l�a�t, verweisen wir auf [Sla].



Kapitel 4

Die Beweismethode von J. Geiger

In diesem Kapitel wird ein anderer methodischer Zugang zu klassischen bedingten

Grenzwertaussagen f�ur kritische und subkritische GWP vorgestellt. Dieser Ansatz

wurde von J. Geiger entwickelt, dessen Darstellung in [Gei1] wir daher als Grundlage

f�ur unsere Ausf�uhrungen heranziehen, und basiert auf der zentralen Idee, rekursiv

eine Folge zuf�alliger B�aume (T n)n�0 zu konstruieren, die einerseits der Bedingung

P (T n
2 �) = P (T 2 �jzn Æ T > 0) (n � 0)

gen�ugt, andererseits aber eine geeignete Abh�angigkeitsstruktur besitzt, die wir uns

beim Grenz�ubergang n ! 1 f�ur die angestrebten Konvergenzaussagen zunutze

machen k�onnen. Die Tatsache, da� in der klassischen Theorie der Galton-Watson-

Prozesse bedingte Grenzwerts�atze fast ausschlie�lich im Fall � � 1 (d.h. q = 1 bei

Beachtung von Generalvoraussetzung 1.0.6) eine Rolle spielen, f�uhrt zur folgenden

inhaltlichen Eingrenzung unserer Darstellung: Da die Folge (P (Zn > 0))n�0 im Fall

� > 1 den Limes 1 � q > 0 besitzt, ist das Bedingen von Zn unter fZn > 0g nur

von marginalem Interesse, so da� wir uns auf kritische und subkritische GWP kon-

zentrieren, obwohl die Konstruktion der Folge (T n)n�0 auch im Fall � > 1 m�oglich

ist.

Es sei also f�ur den Rest dieses Kapitels

0 < � � 1

vorausgesetzt.

87
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4.1 Eine n�utzliche Folge zuf�alliger B�aume

Wie bereits erw�ahnt, m�ochten wir in diesem Kapitel im Fall � � 1 die bedingte

Verteilung von T gegeben zn Æ T f�ur n ! 1 untersuchen. Dazu schicken wir als

erstes die folgende Warnung voraus: Im gew�ohnlichen GWP (Zn)n�0 und somit im

gew�ohnlichen GWB T panzen sich die realisierten Individuen unabh�anig voneinan-

der und zeitlich homogen fort. Von dieser Tatsache haben wir bisher { insbesondere

in Gestalt von Satz 2.3.5 { erheblichen Gebrauch gemacht, aber diese dem Proze�

(Zn)n�0 immanente Unabh�angigkeitseigenschaft geht beim Bedingen unter Zn > 0

o�enbar ebenso wie die zeitliche Homogenit�at verloren: Besteht etwa die Genera-

tion n � 1 aus k Individuen, wobei die ersten k � 1 Individuen keine Nachfahren

hervorbringen, so mu� das k-te Individuum o�enbar mindestens einen Nachfahren

generieren, um die Bedingung Zn > 0 zu erf�ullen. Insbesondere ist zun�achst kein

Analogon zu Satz 2.3.5 in Sicht.

Erfolgreich ist nun aber folgender Ansatz: Wir bedingen nicht nur unter Zn > 0;

sondern interessieren uns auch f�ur das kleinste Individuum in der ersten Generation

T1; das Nachkommen in Generation n hat. Dieses haben wir bereits im Beweis von

Satz 3.4.2 ber�ucksichtigt und mit �n bezeichnet.

In der Tat bringt das folgende Lemma den Stein ins Rollen, wobei wir f�ur n � 0

zur Abk�urzung

Qn := P (T 2 �jZn > 0)

und

Q0

n := P (T 2 �jZn = 0) (:= Æf(;)g im Fall n = 0)

de�nieren sowie an cn = P (Zn > 0)=P (Zn+1 > 0) erinnern. Anschaulich wird der

auf Mindesth�ohe n bedingte GWB im Individuum �n "
zers�agt\.

4.1.1. Lemma. Gegeben n � 0 und k � j � 1 mit pk > 0; gelten die folgenden

Aussagen (wobei wir im Fall n = 0 nur j = 1 zulassen):

(a)

P (�n+1 = j; Z1 = kjZn+1 > 0) = cnpkP (Zn = 0)j�1: (4.1.1)
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(b) Gegeben f�n+1 = j; Z1 = kg; sind die von den Individuen der ersten Gene-

ration erzeugten Teilb�aume T (1); : : : ; T (k) stochastisch unabh�angig mit den

Verteilungen

P (T (i) 2 �j�n+1 = j; Z1 = k) =

8>>>>><
>>>>>:

Q0

n; falls 1 � i � j � 1;

Qn; falls i = j;

Q; falls j + 1 � i � k.

(c) Ist t 2 T mit z1(t) = k sowie l � 1; so gilt ferner

P (T 2 [t]ljZ1 = k; �n+1 = j) = Qn([t(j)]l�1)

j�1Y
i=1

Q0

n([t(i)]l�1)

kY
i=j+1

Q([t(i)]l�1):

(4.1.2)

Beweis. (a) ergibt sich unter Verwendung von Satz 2.3.5 und der Notation aus

dem Beweis von Satz 3.4.2 aus der Identit�at

P (Z1 = k; �n+1 = j; Zn+1 > 0) = pkP (Zn(i) = 0 f�ur i < j; Zn(j) > 0jZ1 = k)

= pkP (Zn = 0)j�1P (Zn > 0)

und anschlie�ender Division durch P (Zn+1 > 0):

(b) Wir notieren zun�achst, da� mit pk o�enbar auch

P (Z1 = k; �n+1 = j) = pkP (Zn = 0)j�1P (Zn > 0) > 0

ist (wobei n = 0 o�enbar j = 1 impliziert). Mit Bn := z�1n (f0g) f�ur n � 0 folgt

f�ur beliebige, aber feste A1; : : : ; Ak 2 T zun�achst

k\
i=1

fT (i) 2 Aig \ fZ1 = k; �n+1 = jg

= fZ1 = k; T (j) 2 Aj \B
c
ng \

j�1\
i=1

fT (i) 2 Ai \ Bng

\

k\
i=j+1

fT (i) 2 Aig
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und dann mit Satz 2.3.5 und Teil (a)

P

 
k\
i=1

fT (i) 2 Aig \ fZ1 = k; �n+1 = jg

!

= pkP (T 2 Aj \ B
c
n) �

j�1Y
i=1

P (T 2 Ai \Bn) �

kY
i=j+1

P (T 2 Ai);

also nach Division durch pkP (Zn > 0)P (Zn = 0)j�1 (nur im Fall j = 1; falls

n = 0)

P

 
k\
i=1

fT (i) 2 Aig

����Z1 = k; �n+1 = j

!
= Qn(Aj) �

j�1Y
i=1

Q0

n(Ai) �

kY
i=j+1

Q(Ai):

(4.1.3)

Setzen wir nun Ai = T f�ur geeignete i 2 f1; : : : ; kg; so folgt aus (4.1.3)

zun�achst die Verteilungsaussage und damit auch die Unabh�angigkeit.

(c) Setzen wir Ai := [t(i)]l�1 f�ur 1 � i � k; so erhalten wir

fT 2 [t]lg = fZ1 = kg \

k\
i=1

fT (i) 2 Aig

und die Behauptung durch Wiederholung der Rechnung aus Beweisteil (b).

Wir haben also gesehen, da� durch Bedingen unter (Z1; �n+1) die Teilb�aume von

T wieder unabh�angig werden. Dabei generieren die Individuen links von �n+1 einen

unter Aussterben bis zum Zeitpunkt n bedingten GWB, �n+1 bildet die Wurzel

eines auf Mindesth�ohe n bedingten GWB, w�ahrend die Individuen rechts von �n+1

die Urahnen unbedingter GWB sind.

Lemma 4.1.1 legt nun folgende Konstruktion nahe, wobei nat�urlich der Tatsache,

da� die Teilb�aume nach Bedingen verschiedene Verteilungen besitzen, Rechenschaft

zu leisten ist:
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4.1.2. Konstruktion. Gegeben seien unabh�angige, auf (
;A; P ) de�nierte Fami-

lien ((Mn; Nn))n�1; (T
n;i)n;i�0 und (eT n;i)n�0;i�1 unabh�angiger Zufallsvariablen mit

folgenden Verteilungen:

(i) F�ur n; i � 0 sei T n;i eine Kopie von T; d.h. ein gew�ohnlicher GWB mit Repro-

duktionsverteilung (pj)j�0 und Verteilung P (T n;i
2 �) = Q:

(ii) F�ur n � 0; i � 1 besitze eT n;i die Verteilung

Q0

n =

8><
>:
P (T 2 �jZn = 0); falls n � 1;

Æf(;)g; falls n = 0;

d.h. eT n;i beschreibe im Fall n � 1 die Entwicklung eines GWP, der bis zum

Zeitpunkt n ausgestorben ist.

(iii) F�ur n � 1 und 1 � j � k <1 gelte

P (Mn = j; Nn = k) = cn�1pkP (Zn�1 = 0)j�1;

d.h. (Mn; Nn) besitze f�ur n � 1 die bedingte Verteilung von (�n; Z1) gegeben

Zn > 0:

Sodann de�nieren wir induktiv eine Folge zuf�alliger B�aume (T n)n�0: Wir setzen

T
0 := T 0;0;

so da� T 0 einen gew�ohnlichen GWB bildet. Nehmen wir f�ur n � 1 nun T n�1 als

konstruiert an, so bezeichne T n den o�enkundig eindeutig bestimmten zuf�alligen,

lokal endlichen Baum mit den folgenden Eigenschaften:

� z1 Æ T
n = Nn;

� T
n besitzt die folgenden Teilb�aume:

T
n(i) =

8>>>>><
>>>>>:

eT n�1;i; falls 1 � i �Mn � 1;

T
n�1; falls i =Mn;

T n�1;i�Mn; falls Mn < i � Nn:
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GW(3)

GW(2)

GW(1)

T0

GW
GW

GW

GW

GW

M4 = 2; N4 = 3

M3 = 2; N3 = 4

M2 = 3; N2 = 5

M1 = 1; N1 = 2

(;)

GW

T 4

0

T 4

2

T 4

3

T 4

4

T 4

1

(M4)

GW(1)

(M4;M3)

(M4;M3;M2)

(M4;M3;M2;M1)

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung von T
4. Hier bezeichnet GW einen

gew�ohnlichen GWB sowieGW(i) einen auf Aussterben bis zum Zeit-

punkt i bedingten GWB, und f�ur 0 � i � 3 l�a�t sich T i mit dem in

(M4; : : : ;Mi+1) verwurzelten Teilbaum von T 4 identi�zieren.

Verbal l�a�t sich die soeben vorgenommene Konstruktion wie folgt beschreiben:

Wir beginnen mit einem gew�ohnlichen GWB T
0: Zum Zeitpunkt n � 1 geschieht

dann induktiv folgendes: Anhand des Zufallsvektors (Mn; Nn) wird zum einen die

Gr�o�e der ersten Generation des lokal endlichen Baumes T n

"
ausgew�urfelt\, ande-

rerseits wird unter diesen Nn Individuen eines besonders ausgezeichnet, n�amlich das

Individuum Mn: Dieses gr�undet nun seinerseits einen Stammbaum, der (nach ge-

eigneter Umbenennung der Individuen) mit T n�1 �ubereinstimmt. Analog generieren

die Individuen i f�ur i < Mn einen eigenen Stammbaum, der nach Shiften mit eT n�1;i;

einem unter Aussterben bis zum Zeitpunkt n � 1 bedingten GWB �ubereinstimmt;

f�ur i > Mn generieren sie einen gew�ohnlichen, unbedingten GWB.

Daneben ist noch eine andere Sichtweise von Interesse: Nehmen wir T n�1 als kon-

struiert an, so bekommt der Urahn von T n�1 Nn�1 Geschwister, davonMn�1 zu sei-

ner Linken undNn�Mn zu seiner Rechten (man beachte, da� wir f�ur den Moment die

zeitliche Abfolge der Generationen umkehren), die ihrerseits unabh�angige Verzwei-
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gungsb�aume gr�unden.1 Diese Nn Individuen bilden somit die erste Generation von

T
n; und dabei istMn das kleinste Individuum in dieser, das Nachfahren in T n

n hat.2

Daher ist es sinnvoll zu sagen, T n sei entlang der
"
Ahnenlinie\ des kleinsten Indivi-

duums in T n
n aufgebaut worden; dieses ergibt sich induktiv zu (Mn; : : : ;M1) 2 N

n:

Ferner weisen wir auf die grundlegende Asymmetrie bez�uglich dieser Ahnenli-

nie hin, denn links be�nden sich auf Aussterben bedingte, rechts aber unbedingte

Teilb�aume.

Wie auch die obige Abbildung 4.1 best�atigt, bildet f�ur 0 � k � n der Baum T
k

einen Teilbaum von T n; der von

(Mn;Mn�1; : : : ;Mk+1)| {z }
:=(;); falls k=n

2 T
n
n�k � N

n�k

gegr�undet wird. Ferner bildet genau dieses Individuum (Mn;Mn�1; : : : ;Mk+1) (bei

festem n) das kleinste Individuum in T n
n�k; der (n� k)-ten Generation von T n; das

einen Nachfahren in T n
n besitzt. Dies werden wir sp�ater im Rahmen von Satz 4.3.3

bei der Untersuchung des gr�o�ten gemeinsamen Vorfahren aller Individuen in T n
n

verwenden.

O�enbar liefert uns T n f�ur jedes n � 0 eine Abbildung mit Werten in T: Im

folgenden Lemma identi�zieren wir zum einen T n f�ur jedes n als A-T-me�bare Ab-

bildung, zum anderen zeigt sich, da� T n nicht nur Mindesth�ohe n besitzt, sondern

tats�achlich eine Kopie von T gegeben Zn > 0 ist.

4.1.3. Lemma. Es sei n � 0.

(a) Die Abbildung T n ist A-T-me�bar.

(b) Es gilt P (T n
2 �) = P (T 2 �jZn > 0) = Qn:

Beweis. (a) Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n: Da T
0 einen

gew�ohnlichen Galton-Watson-Baum bildet, ist f�ur n = 0 nichts zu zeigen. Neh-

men wir f�ur n � 1 jetzt T n�1 als me�bar an, so gilt f�ur t 2 T mit k := z1(t)

1Links auf Aussterben bis zur Generation n� 1 bedingte, rechts unbedingte.
2Denn induktiv folgt H(T m) � m f�ur m � 1:
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und l � 1

fT
n
2 [t]lg =

kX
j=1

fMn = j; Nn = kg \

k\
i=1

fT
n(i) 2 [t(i)]l�1g 2 A; (4.1.4)

denn gem�a� Konstruktion 4.1.2 gilt T n(j) = T
n�1 auf fMn = jg; und laut

Induktionsvoraussetzung ist neben (Mn; Nn); (eT n�1;i)i�1 und (T n�1;i)i�1 auch

T
n�1

A-T- me�bar. Da E = f[t]l : t 2 T; l � 1g [ f;;Tg gem�a� (2.2.2) einen

(sogar \-stabilen) Erzeuger von T bildet, folgt die Behauptung.

(b) Wiederum f�uhren wir eine Induktion nach n; wobei der Induktionsanfang tri-

vial ist. Es sei also gleich n � 1 und die Behauptung f�ur T n�1 bewiesen. F�ur

den Induktionsschritt notieren wir zun�achst, da� T n�1 konstruktionsgem�a� of-

fenbar stochastisch unabh�angig von (Mn; Nn); (eT n�1;i)i�1 und (T n�1;i)i�1 ist.

Daher ergibt sich f�ur t 2 T mit zn(t) > 0; k := z1(t) sowie l � 1 und 1 � j � k

(wobei im Fall n � 1 = 0 wieder nur j = 1 zugelassen sei) unter Verwendung

des Beweises von (a)

P

 
fMn = j; Nn = kg \

k\
i=1

fT
n(i) 2 [t(i)]l�1g

!

= cn�1pkP (Zn�1 = 0)j�1P T
n�1

([t(j)]l�1)

j�1Y
i=1

Q0

n�1([t(i)]l�1)

kY
i=j+1

Q([t(i)]l�1)

(�)
= cn�1pkP (Zn�1 = 0)j�1Qn�1([t(j)]l�1)

j�1Y
i=1

Q0

n�1([t(i)]l�1)

kY
i=j+1

Q([t(i)]l�1)

(�)
= P (�n = j; Z1 = kjZn > 0) � P (T 2 [t]lj�n = j; Z1 = k)

= P (T 2 [t]l; �n = jjZn > 0); (4.1.5)

da z1(t) = k und zn(t) > 0. Hier ist in (�) die Induktionsvoraussetzung sowie

in (�) (4.1.1) und (4.1.2) eingegangen. Dies ist die Behauptung im Fall n = 1

(und somit j = 1). Im Fall n > 1 folgt aus (4.1.5) durch Summation �uber j

unter Hinweis auf Gleichung (4.1.4) wie gew�unscht

P (T n
2 [t]l) = P (T 2 [t]ljZn > 0);

und im noch zu erledigenden Fall zn(t) = 0 gilt wegen H ÆT
n
� n o�enkundig

P (T n
2 [t]l) = 0 = P (T 2 [t]ljZn > 0);



4.1. Eine n�utzliche Folge zuf�alliger B�aume 95

so da� die Wahrscheinlichkeitsma�e P (T n
2 �) und Qn auf E �ubereinstimmen.

Da E \-stabil ist, folgt daraus die Behauptung.

F�ur unsere weiteren Untersuchungen setzen wir eZ0 := 1 sowie f�ur n � 0; i � 1

Zn;i := zn Æ T
n;i;

�n+1 := Nn+1 �Mn+1 (4.1.6)

und eZn+1 := eZn +

�n+1X
i=1

Zn;i:

Dann bilden (�n)n�1; (Zn;i)n�0; i�1 unabh�angige Familien unabh�angiger Zufallsgr�o�en,

wobei f�ur jedes (n; i) 2 N0 �N

Zn;i
d
= Zn (4.1.7)

gilt und �n+1 die Anzahl der Individuen rechts von (Mn+1) in T
n+1
1 ; der ersten

Generation von T n+1; angibt.

Wie sich im folgenden Lemma herausstellt, k�onnen wir die bedingten Verteilun-

gen von Zn gegeben Zn > 0 mittels eZn explizit simulieren:

4.1.4. Lemma. F�ur jedes n � 0 besteht die Verteilungsidentit�at

�n = P (Zn 2 �jZn > 0) = P
eZn:

Beweis. Wir zeigen per Induktion nach n die Identit�at

eZn = zn Æ T
n:

Diese impliziert dann f�ur k � 1 via Lemma 4.1.3(b) sofort

P (eZn = k) =
X

t2Tn: zn(t)=k

P (T n
2 [t]n)

=
X

t2Tn: zn(t)=k

P (T 2 [t]njZn > 0)

= P (Zn = kjZn > 0);
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also das Verlangte.

F�ur n = 0 gilt o�enbar eZ0 = 1 = z0ÆT
0: Nehmen wir nun an, da� die Behauptung

f�ur ein beliebiges, aber festes n � 0 bewiesen sei, so erhalten wir

eZn+1 = eZn +

�n+1X
i=1

Zn;i

(?)
= zn Æ T

n +

Nn+1�Mn+1X
i=1

zn Æ T
n;i (??)= zn+1 Æ T

n+1;

wobei wir in (?) von der Induktionsvoraussetzung sowie in (??) von der konstrukti-

onsbedingten Tatsache Gebrauch gemacht haben, da� die Elemente der Generation

n + 1 von T n+1 entweder (verschobene) Elemente der Generation n von T n oder

(verschobene) Elemente der Generation n eines Galton-Watson-Baums T n;i sind

(1 � i � �n+1):

4.1.5. Bemerkungen. (a) Die vorgenommene Konstruktion erweist sich als sehr

n�utzlich, da f�ur n � 0 die bedingten Verteilungen �n explizit durch die Zufalls-

gr�o�en eZn simuliert werden k�onnen. Ein erheblicher Teil der folgenden Beweise

wird daher in elementare Rechnungen in Bezug auf ( eZn)n�0 m�unden, so da�

wir auf die Konstruktion der Baumfolge (T n)n�0 kaum noch zur�uckgreifen

m�ussen.

(b) Da die Zufallsgr�o�en eZn und
P�n+1

i=1 Zn;i o�enbar stochastisch unabh�angig sind,

zeigt Lemma 4.1.4 in Verbindung mit Gleichung (4.1.7), da� sich �n+1; die

bedingte Verteilung von Zn+1 gegeben Zn+1 > 0; als Faltung von �n mit der

Verteilung einer zuf�alligen Summe unabh�angiger Kopien von Zn au�assen l�a�t.

Induktiv folgt aus (4.1.6) f�ur n � 0

eZn = 1 +

nX
j=1

�jX
i=1

Zj�i;i;

so da� �n eine Darstellung der Form

�n = P

�
1 +

nX
j=1

�j 2 �

�

besitzt, wobei die �j unabh�angige Zufallssummen unabh�angiger Kopien von

Zj�1 sind.
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(c) O�enbar ist die Folge ( eZn)n�0 monoton wachsend. Daraus ergibt sich unmit-

telbar die Monotonie der Folge

(E eZn)n�0 = (E(ZnjZn > 0))n�0 =

�
�n

P (Zn > 0)

�
n�0

(☞ Satz 3.4.2).

Weitere elementare, sp�ater ben�otigte Eigenschaften der soeben eingef�uhrten Zu-

fallsgr�o�en h�alt das folgende Lemma fest:

4.1.6. Lemma. F�ur n � 1 gelten die folgenden Aussagen:

(a) P (�n = k) = cn�1
P

j�k+1

pjP (Zn�1 = 0)j�(k+1) (k � 0):

(b) Bezeichnet �1 eine auf (
;A; P ) de�nierte Zufallsgr�o�e mit

P (�1 = k) = ��1
X
j�k+1

pj (k � 0);

so gilt �m
d
�! �1 f�ur m!1; d.h.

lim
m!1

P (�m = k) = P (�1 = k) (k � 0):

Au�erdem ist f�ur jedes k � 0 die Absch�atzung

P (�n = k) � c0P (�1 = k)

erf�ullt.

(c) lim
m!1

E�m = E�1 =
X
j�2

pj
j(j � 1)

2�
� 1:

Im Fall � = 1 gilt ferner E�1 = �2=2:

(d) E( eZn �
eZn�1) = �n�1E�n:
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Beweis. (a) O�enkundig gilt f�ur k � 0

P (�n = k) =
X
j�k+1

P (Mn = j � k;Nn = j)

= cn�1
X
j�k+1

pjP (Zn�1 = 0)j�k�1:

(b)� � 1 impliziert P (Zm = 0) " 1 f�ur m!1; wegen limm!1 cm = ��1 liefert

der Satz von der monotonen Konvergenz also

P (�m = k) = cm�1
X
j�k+1

pjP (Zm�1 = 0)j�(k+1)
�!
m!1

��1
X
j�k+1

pj:

Das Lemma von Sche��e (Lemma (7.3) in [Schm]) garantiert uns nun die Verteilungs-

konvergenz, und da die Folge (cn)n�0 gem�a� Lemma 1.0.9 monoton fallend ist, ist

die zweite Aussage evident.

(c) Wiederum impliziert der Satz von der monotonen Konvergenz

E�m = cm�1
X
k�0

k
X
j�k+1

pjP (Zm�1 = 0)j�(k+1)

�!
m!1

��1
X
k�0

k
X
j�k+1

pj

= ��1
X
j�1

pj

j�1X
k=0

k

=
X
j�2

pj
j(j � 1)

2�
;

und im Fall � = 1 stimmt der letzte Term o�enbar mit �2=2 �uberein.

(d) Eine einfache Zerlegung zeigt

E( eZn �
eZn�1) = E

X
l�1

1f�n=lg

lX
i=1

Zn�1;i

=
X
l�1

P (�n = l)

lX
i=1

EZn�1;i| {z }
=l�n�1

= �n�1E�n;

wobei wir den Satz von der monotonen Konvergenz sowie die Unabh�angigkeit von

�n und (Zn�1;i)i�1 verwendet haben.
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4.1.7. Bemerkungen. (i) Wegen

X
k�0

��1
X
j�k+1

pj = ��1
X
k�0

P (Z1 > k) = 1

(☞ Formel (A.9) auf S. 115 in [Als1]), liegt in Teil (b) des soeben bewiesenen

Lemmas tats�achlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (N0;P(N0)) vor.

(ii) Die Folge ((Mn; Nn))n�1 ist ebenfalls verteilungskonvergent: F�ur 1 � j � k

gilt

lim
n!1

P (Mn = j; Nn = k) = ��1pk = P (C0 = j; bL0 = k);

ergo

(Mn; Nn)
d
�! (C0; bL0) (n!1);

so da� ein enger asymptotischer Zusammenhang zu den in Kapitel 3 ausf�uhrlich

untersuchten gr�o�enverzerrten GWB besteht.

Au�erdem bildet o�enbar �1 eine Kopie von bL0 � C0; d.h.

�1

d
= bL0 � C0;

so da� wir �1 als Anzahl der Individuen in bT1 interpretieren k�onnen, welche

sich zur Rechten der R�uckgratkomponente V1 be�nden.

(iii) Unter der Voraussetzung 0 < p0 < 1 l�a�t sich durch ein zu Konstruktion 4.1.2

�ahnliches Verfahren eine Folge ( �T n)n�0 mit

P ( �T n
2 �) = P (T 2 �jHÆT = n) = P (T 2 �jznÆT > 0; zn+1ÆT = 0) (n � 0)

gewinnen. J. Geiger und G. Kersting (☞ [GK]) beweisen auf diesem Wege

Grenzwerts�atze f�ur die Folge ( �Zn)n�0; gegeben durch

�Zn := zn Æ �T n (n � 0):

Anschaulich bildet �T n einen auf H�ohe n bedingten GWB, und �Zn gibt die

Gr�o�e der letzten (nicht leeren) Generation an.
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4.2 Subkritische Galton-Watson-Prozesse

Nach den Vorarbeiten in Abschnitt 4.1 k�onnen wir nun neue Beweise f�ur bereits in

Abschnitt 3.4 hergeleitete Aussagen �uber subkritische GWP angeben.

Unser erstes Ergebnis bildet dabei eine Versch�arfung von Satz 3.4.4.

4.2.1. Satz. Im Fall � < 1 gilt

P ( eZ1 <1) = 1:

Beweis. Aufgrund der Monotonie der Folge ( eZn)n�0 und der Tatsache, da� jedeseZn f.s. N0-wertig ist, gen�ugt es unter R�uckgri� auf das Lemma von Borel-Cantelli,

X
n�0

P ( eZn+1 > eZn) <1

nachzuweisen. Beachten wir in Anlehnung an den Beweis von Satz 3.4.4 die f�ur

x 2 [0; 1] und j � 1 g�ultige Ungleichung

1� (1� x)j � (jx) ^ 1

sowie die Unabh�angigkeit der auftretenden Zufallsgr�o�en, so erhalten wir

P ( eZn+1 > eZn) = P

 
�n+1X
i=1

Zn;i > 0

!

=
X
k�1

P

 
�n+1 = k;

kX
i=1

Zn;i > 0

!

=
X
k�1

P (�n+1 = k)

 
1� P

 
kX
i=1

Zn;i = 0

!!

=
X
k�1

P (�n+1 = k)(1� P (Zn = 0)k)

�

X
k�1

P (�n+1 = k)(1 ^ (kP (Zn > 0))):

Schreiben wir A := f(n; k) 2 N2 : P (Zn > 0) < 1=kg und B := N2
n A; so erhalten

wir die Absch�atzung X
n�1

P (eZn+1 > eZn) � I1 + I2
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mit

I1 :=
X

(n;k)2A

P (�n+1 = k)kP (Zn > 0) und I2 :=
X

(n;k)2B

P (�n+1 = k):

Um zun�achst I1 <1 nachzuweisen, verwenden wir f�ur k � 1 wieder die Notation

�(k) = inf

�
l � 1 : P (Zl > 0) <

1

k

�

und schlie�en wegen P (�n+1 = k) � c0P (�1 = k) (☞ Lemma 4.1.6(b)) und

P (Zn+�(k) > 0) � �nP (Z�(k) > 0) (☞ Lemma 1.0.9(c)) durch Umordnen

I1 =
X
k�1

X
n��(k)

P (�n+1 = k)kP (Zn > 0)

� c0
X
k�1

P (�1 = k)k
X
n�0

P (Zn+�(k) > 0)| {z }
��nP (Z�(k)>0)

� c0
X
k�1

P (�1 = k) kP (Z�(k) > 0)| {z }
�1

X
n�0

�n

�
c0

1� �

X
k�1

P (�1 = k) <1:

Zur Untersuchung von I2 setzen wir �(n) :=
j

1
P (Zn>0)

k
f�ur n � 1 und erhalten

mittels geeigneter Umordnungen

I2 =
X

(n;k)2B

P (�n+1 = k)

� c0
X
n�1

X
k��(n)

X
j�k+1

pjP (Zn = 0)j�k�1

= c0
X
n�1

X
j��(n)+1

pj

j�1X
k=�(n)

P (Zn = 0)j�k�1

| {z }
�

1
1�P (Zn=0)

� c0
X
n�1

X
j��(n)+1

pj

P (Zn > 0)

(?)

� c0
X
j�1

�(j)�1X
n=1

pj

P (Zn > 0)

(??)

� c0
X
j�1

�(j)�1X
n=1

pj

P (Z�(j)�1 > 0)
��(j)�1�n
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� c0
X
j�1

pj
1

P (Z�(j)�1 > 0)| {z }
�j

X
n�0

�n

�
c0

1� �

X
j�1

jpj

=
�c0

1� �
<1:

Dabei ist zur Begr�undung von (?) die Implikation

j > �(n) =)
1

P (Zn > 0)
< j =) P (Zn > 0) >

1

j
=) n < �(j)

zu beachten. Ferner gilt gem�a� Lemma 1.0.9 f�ur n � �(j)� 1 die Ungleichung

P (Z�(j)�1 > 0) � P (Zn > 0)��(j)�1�n;

die (??) rechtfertigt.

Insgesamt haben wir also

X
n�0

P (eZn+1 > eZn) � 1 + I1 + I2 <1

gezeigt.

4.2.2. Bemerkung. Der Beweis von Satz 4.2.1 vereinfacht sich erheblich, wenn wir

die quadratische Integrierbarkeit von Z1; d.h.
P

k�1 k
2pk < 1 voraussetzen. Dann

gilt n�amlich gem�a� Lemma 4.1.6(c)

lim
n!1

E�n = E�1 <1;

so da� wir insbesondere C = supn�1E�n < 1 und weiter mit Lemma 4.1.6, der

Darstellung eZ1 = lim
n!1

eZn = 1 +
X
n�1

( eZn �
eZn�1)

und dem Satz von der monotonen Konvergenz

E eZ1 = 1 +
X
n�1

E( eZn �
eZn�1) = 1 +

X
n�1

�n�1E�n � 1 +
C

1� �
<1

erhalten, was die f.s. Endlichkeit von eZ1 impliziert.
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Die Best�atigung, da� Satz 4.2.1 in der Tat eine Versch�arfung von Satz 3.4.4

darstellt, bildet den Inhalt der folgenden

4.2.3. Bemerkung. Mit Satz 4.2.1 ergibt sich sehr leicht erneut Satz 3.4.4, weil

unter R�uckgri� auf die dort benutzte Kopplungsungleichung

X
n�1

k �n � �n�1 k�
X
n�1

P ( eZn 6= eZn�1) =
X
n�1

P ( eZn > eZn�1) <1

folgt.

Als n�achstes streben wir einen alternativen Beweis von Satz 3.4.2 an. Dazu

ben�otigen wir u.a. das folgende

4.2.4. Lemma. (a) Gegeben eine monoton wachsende Folge (#n)n�0 positiver re-

eller Zahlen mit Limes # � 1; gilt die �Aquivalenz

# <1()

X
n�0

#n+1 � #n

#n
<1:

(b) F�ur 0 � y � 1 und j � 1 ist die Ungleichung

j � 1

2

j�1X
k=0

yk �

j�1X
k=0

kyk

erf�ullt.

Beweis. (a) Unter Verwendung der Monotonie der Folge (#n)n�0 und der Unglei-

chung logx � x� 1 f�ur x > 0 erhalten wir f�ur n � 0

log#n+1 � log#n = log
#n+1

#n
�
#n+1

#n
� 1 =

#n+1 � #n

#n
�
#n+1 � #n

#0

und damit bei Beachtung der Konvention log1 := limx!1 logx = 1 durch

Summation �uber n

log#� log#0 =
X
n�0

(log#n+1 � log#n) �
X
n�0

#n+1 � #n

#n
�
#� #0

#0
:

Dies zeigt o�enkundig die Behauptung.
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(b) Wir halten y 2 [0; 1] fest und f�uhren eine Induktion nach j: F�ur j = 1 ist

o�enbar nichts zu zeigen, so da� wir gleich zum Induktionsschritt �ubergehen

k�onnen. Dazu nehmen wir an, da� die Behauptung f�ur ein beliebiges, aber

festes j � 1 bewiesen sei. Zu zeigen ist nun die Ungleichung

j

2

jX
k=0

yk �

jX
k=0

kyk;

welche aber durch die Rechnung

j

2

jX
k=0

yk =
j � 1

2

j�1X
k=0

yk +
1

2

j�1X
k=0

yk +
j

2
yj

(�)

�

j�1X
k=0

kyk +
1

2

j�1X
k=0

yk +
j

2
yj

�

j�1X
k=0

kyk +
j

2
yj +

j

2
yj

=

jX
k=0

kyk

best�atigt wird, wobei in (�) die Induktionsvoraussetzung eingegangen ist.

Das n�achste Hilfsresultat bestimmt die Asymptotik der Folge (�(j))j�1; wobei

an �(j) = minfn � 1 : P (Zn > 0) < 1=jg erinnert sei.

4.2.5. Lemma. Es existieren Konstanten ; � 2 (0;1); derart da� f�ur jedes j � 2

 log j � �(j) � � log j: (4.2.1)

Beweis. F�ur n � 0 haben wir in Lemma 1.0.9 die Ungleichung

(1� p0)
n
� P (Zn > 0) � �n

aufgestellt. Setzen wir f�ur j � 1 und 0 < Æ < 1

�Æ(j) := minfn � 1 : Æn < 1=jg = 1 +

�
�
log j

log Æ

�
2 N;
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so impliziert obige Ungleichung ersichtlich

�1�p0(j) � �(j) � ��(j)

und damit f�ur j � 2 und geeignete ; � 2 (0;1)

 log j � 1+

�
�

log j

log(1� p0)

�
= �1�p0(j) � �(j) � ��(j) = 1+

�
�
log j

log�

�
� � log j:

Damit k�onnen wir jetzt Satz 3.4.2 neu beweisen, wobei wir uns allerdings nur

um die folgende
"
abgespeckte\ Version k�ummern:

4.2.6. Satz. Gegeben einen GWP (Zn)n�0 mit Reproduktionsmittel � < 1; sind die

folgenden Aussagen �aquivalent:

(i) sup
n�0

E(ZnjZn > 0) = sup
n�0

E eZn <1

(ii) EZ1 log
+Z1 <1:

Beweis. Aufgrund der Identit�at E eZ1 = supn�0E
eZn; die sich durch Anwendung des

Satzes von der monotonen Konvergenz best�atigen l�a�t, gen�ugt es, die �Aquivalenz

E eZ1 <1() EZ1 log
+ Z1 <1 (4.2.2)

nachzuweisen. Dazu wenden wir Lemma 4.2.4 auf #n = E eZn und # = E eZ1 an und

erhalten wegen E( eZn+1 �
eZn) = EZnE�n+1 (☞ Lemma 4.1.6(d)) sowie E eZn =

E(ZnjZn > 0) die �Aquivalenz

E eZ1 <1()

X
n�0

E( eZn+1 �
eZn)

E eZn

=
X
n�0

E�n+1P (Zn > 0) <1: (4.2.3)

F�ur den Nachweis von (4.2.2) setzen wir zun�achst EZ1 log
+ Z1 =

P
j�1

pjj log j < 1

voraus und erhalten f�ur n � 0 unter Hinweis auf Lemma 4.1.6

E�n+1 = cn
X
k�1

k
X
j�k

pj+1P (Zn = 0)j�k

� c0
X
j�1

pj+1

jX
k=1

kP (Zn = 0)j�k
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= c0
X
j�1

pj+1

j�1X
k=0

(j � k)P (Zn = 0)k

� c0
X
j�1

jpj+1

j�1X
k=0

P (Zn = 0)k

= c0
X
j�1

jpj+1

P (Zn > 0)
(1� P (Zn = 0)j)

und damit weiterX
n�0

P (Zn > 0)E�n+1 � c0
X
n�0

X
j�1

jpj+1(1� P (Zn = 0)j)

= c0
X
j�1

jpj+1

�(j)�1X
n=0

(1� P (Zn = 0)j)

| {z }
=:I�1

+c0
X
j�1

jpj+1

X
n��(j)

(1� P (Zn = 0)j)

| {z }
=:I�2

:

Zuerst wird mit Ungleichung (3.4.3) und Lemma 1.0.9(c) gezeigt, da� I�2 endlich

ist:

I�2 =
X
j�1

jpj+1

X
n��(j)

(1� P (Zn = 0)j)

�

X
j�1

jpj+1

X
n��(j)

jP (Zn > 0)

=
X
j�1

j2pj+1

X
n�0

P (Zn+�(j) > 0)

�

X
j�1

jpj+1 jP (Z�(j) > 0)| {z }
�1

X
n�0

�n

�
1

1� �

X
j�1

(j + 1)pj+1

�
�

1� �
<1:

Die Endlichkeit von I�1 ergibt sich mittels der Absch�atzung

I�1 =
X
j�1

jpj+1

�(j)�1X
n=0

(1� P (Zn = 0)j)

�

X
j�1

jpj+1�(j)
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(?)

� p2 +
X
j�2

jpj+1
� log j

� p2 + �EZ1 log
+Z1 <1;

wobei wir f�ur (?) Lemma 4.2.4 herangezogen und �(1) = 1 benutzt haben. Insgesamt

haben wir damit also

X
n�0

P (Zn > 0)E�n � c0(I
�

1 + I�2 ) <1

und dadurch unter Hinweis auf �Aquivalenz (4.2.3) E eZ1 <1 nachgewiesen.

F�ur die umgekehrte Implikation nehmen wir E eZ1 <1 an. Eine analoge Rech-

nung unter Verwendung von Lemma 1.0.9 und Lemma 4.2.4(b) zeigt

E�n+1 = cn
X
k�1

k
X
j�k

pj+1P (Zn = 0)j�k

� ��1
X
j�1

pj+1

jX
k=1

kP (Zn = 0)j�k

= ��1
X
j�1

pj+1

 
j

j�1X
k=0

P (Zn = 0)k �

j�1X
k=0

kP (Zn = 0)k

!

� ��1
X
j�1

pj+1

�
j �

j � 1

2

� j�1X
k=0

P (Zn = 0)k

= (2�)�1
X
j�1

pj+1(j + 1)

�
1� P (Zn = 0)j

P (Zn > 0)

�
:

Weiter f�uhren uns die �Aquivalenz (4.2.3) und Lemma 4.2.5 zu

1 >
X
n�0

P (Zn > 0)E�n+1

� (2�)�1
X
n�0

X
j�1

pj+1(j + 1)
�
1� P (Zn = 0)j

�

� (2�)�1
X
j�1

pj+1(j + 1)

�(j)�1X
n=0

�
1� P (Zn = 0)j

�

� (2�)�1
X
j�1

pj+1(j + 1)�(j)

0
B@1� max

0�n��(j)�1
(P (Zn = 0)| {z }

�1�1=j

)j

1
CA
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�


2�

X
j�2

pj+1(j + 1) log j

 
1�

�
1�

1

j

�j
!

�
0

2�

X
j�2

pj+1(j + 1) log(j + 1);

wobei 0 2 (0;1) eine geeignete Konstante bezeichnet. F�ur die letzte Ungleichung

beachte man, da� die Folge
�
1� (1� 1=j)

j
�
j�1

streng positiv ist mit positivem

Limes 1� e�1 und da� o�enbar log j ' log(j + 1) f�ur j !1 gilt.

Die obige Absch�atzung liefert uns wegen 0

2�
> 0 nun

X
j�3

pjj log j <1

und damit die verlangte Integrierbarkeit von Z1 log
+Z1:

4.3 Kritische Galton-Watson-Prozesse

Mit der in Abschnitt 4.1 geleisteten Vorarbeit folgt nun viel einfacher als in Ab-

schnitt 3.5 (☞ Satz 3.5.4)

4.3.1. Satz. Gegeben einen kritischen GWP (Zn)n�0 mit (m�oglicherweise unendli-

cher) Reproduktionsvarianz �2; gilt bei Beachtung der �ublichen Konventionen

lim
n!1

nP (Zn > 0) =
2

�2
2 [0;1):

Beweis. Greifen wir erneut auf Lemma 4.1.6 zur�uck, so erhalten wir wegen � = 1

1

P (Zn > 0)
= E(ZnjZn > 0)

= E eZn

= 1 +

nX
k=1

E( eZk �
eZk�1)

= 1 +

nX
k=1

E�k;
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so da� Lemma 4.1.6(c) und Lemma 3.5.3 nun

lim
n!1

1

nP (Zn > 0)
= lim

n!1

 
1

n
+

1

n

nX
k=1

E�k

!
=
�2

2
2 (0;1]

und folglich die Behauptung liefern.

Wie bereits im Anschlu� an Konstruktion 4.1.2 angek�undigt, interessieren wir

uns nun { gegeben Zn > 0 { f�ur den letzten gemeinsamen Vorfahren aller Individuen

in Generation n: Bevor wir eine exakte De�nition geben, schicken wir das folgende

Lemma voraus (☞ [Bau], S. 242):

4.3.2. Lemma. Es seien n � 1 und �1; : : : ; �n; �1; : : : ; �n 2 [0; 1]: Dann gilt die

Ungleichung �����
nY

k=1

�k �

nY
k=1

�k

����� �
nX

k=1

j�k � �kj:

Beweis. Mit k :=

nY
j=k

�j; Æk :=

kY
j=1

�j f�ur k = 1; : : : ; n sowie n+1 := Æ0 := 1 ergibt

sich �����
nY

k=1

�k �

nY
k=1

�k

����� = j1Æ0 � n+1Ænj =

�����
nX
i=1

(iÆi�1 � i+1Æi)

�����
=

�����
nX
i=1

(�i � �i)i+1Æi�1

����� �
nX
i=1

j�i � �ij:

Es seien zun�achst n � 0 und t 2 T mit zn(t) > 0: Dann setzen wir

�n(t) := max
�
v 2 tjn : � � v 8� 2 tn

	
und erinnern an die Notation aus Abschnitt 2.1, so da� �n(t) o�enbar den letz-

ten gemeinsamen Vorfahren aller Individuen in der n-ten Generation von t angibt.

Bezeichnet weiter (Zn)n�0 einen gew�ohnlichen GWP mit zugeh�origem GWB T; so

setzen wir auf fZn > 0g

�n := �n Æ T und Gn := `(�n)
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sowie e�n := �n Æ T
n und eGn := `(e�n);

so da� Gn bzw. eGn die Generation angibt, in der der letzte gemeinsame Vorfahr aller

Individuen der n-ten Generation von T bzw. T n lebt bzw. gelebt hat. Lemma 4.1.3

liefert unmittelbar

P (Gn 2 �jZn > 0) = P ( eGn 2 �);

und eGn=n ist P -f.s. [0; 1]-wertig. Wie das folgende, auf A.M. Zubkov (☞ [Zub])

zur�uckgehende Ergebnis zeigt, ist diese Gr�o�e im Fall � = 1 und �2 < 1 sogar

asymptotisch R(0; 1)-verteilt:

4.3.3. Satz. Gegeben einen kritischen GWP (Zn)n�0 mit endlicher Reproduktions-

varianz �2; gilt

P (Gn=n 2 �jZn > 0) = P ( eGn=n 2 �)
w
�! R(0; 1) (n!1);

d.h. f�ur 0 � u � 1 besteht die Konvergenzaussage

lim
n!1

P (Gn � nujZn > 0) = u:

Beweis. Wir halten zun�achst n � 0 fest. Wie im Anschlu� an Konstruktion 4.1.2

gesehen, ist f�ur 0 � k � n das kleinste Individuum in der (n � k)-ten Generati-

on von T
n mit Nachfahren in T

n
n durch (Mn;Mn�1; : : : ;Mk+1) gegeben und hat

konstruktionsgem�a� eZk = zk Æ T
k Nachfahren in Generation n: Speziell liefert dies

unter Hinweis auf die im Anschlu� an Konstruktion 4.1.2 getro�ene Konvention

(Mn; : : : ;Mn+1) := (;)

e�n 2

�
(Mn; : : : ;Mn�k+1) : 0 � k � n

	
und f�ur 0 � k � n die �Aquivalenz

eZk = eZn () (Mn; : : : ;Mn�k+1) ist Vorfahr aller Individuen in T n
n ;

also mit Blick auf die Monotonie der Folge ( eZn)n�0 die �Aquivalenzen

eGn = n� k () `(e�n) = n� k

() e�n = (Mn; : : : ;Mk+1)
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() (Mn; : : : ;Mk+1) ist Vorfahr aller Individuen in T n
n ;

(Mn; : : : ;Mk+1;Mk) jedoch nicht

() eZk = eZn und eZk�1 < eZn

() �n := minf0 � l � n : eZl = eZng = k:

Daher gilt eGn = n� �n und somit f�ur 0 < u < 1

P

�
Gn

n
� u

����Zn > 0

�
= P

�
n� �n

n
� u

�
: (4.3.1)

Wir untersuchen nun zun�achst die Verteilung von �n f�ur n ! 1 : Da die Folge

( eZn)n�0 nichtnegative, unabh�angige Zuw�achse besitzt, ergibt sich f�ur 0 � k � n

P (�n � k) = P ( eZk = eZn)

= P

� n�1\
l=k

f eZl+1 �
eZl = 0g

�
(4.3.2)

=

n�1Y
l=k

�
1� P (eZl+1 > eZl)

�
:

F�uhren wir als n�achstes f�ur l � 0 die Z�ahlvariablen Jl+1 :=
P�l+1

i=1 1fZl;i>0g ein, so

gilt o�enbar f eZl+1 > eZlg = fJl+1 > 0g und weiter die Absch�atzung

P (Jl+1 = 1) � P ( eZl+1 > eZl) �
X
k�1

kP (Jl+1 = k) = EJl+1: (4.3.3)

Genauer sehen wir unter Verwendung der Unabh�angigkeit von (�n)n�1 und (Zn;i)n;i�1

P (Jl+1 = 1) =
X
m�1

P

�
�l+1 = m;

mX
i=1

1fZl;i>0g = 1

�

=
X
m�1

P (�l+1 = m)P

� mX
i=1

1fZl;i>0g = 1

�

=
X
m�1

P (�l+1 = m)

mX
i=1

P (Zl;i > 0; Zl;j = 0 f�ur j 6= i)

=
X
m�1

P (�l+1 = m)mP (Zl > 0)P (Zl = 0)m�1

und daher mit Hilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz und Lemma 4.1.6

P (Jl+1 = 1)

P (Zl > 0)
=
X
m�1

P (�l+1 = m)mP (Zl = 0)m�1 �!
l!1

�2

2
<1; (4.3.4)
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denn f�ur jedes m � 1 gilt

lim
l!1

P (�l+1 = m)mP (Zl = 0)m�1 = mP (�1 = m):

Zudem erinnern wir anE�1 =
P

m�1mP (�1 = m) = �2

2
<1 und die Absch�atzung

0 � P (�l+1 = m)mP (Zl = 0)m�1 � c0P (�1 = m)m;

die uns die Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz gestattet.

Andererseits steht uns via Lemma 4.1.6 und monotoner Konvergenz die Asym-

ptotik

P (Zl > 0)�1EJl+1 = P (Zl > 0)�1
X
m�1

E

 
1f�l+1=mg

mX
i=1

1fZl;i>0g

!

=
X
m�1

P (�l+1 = m)m

= E�l+1

�!
l!1

E�1 =
�2

2
(4.3.5)

zur Verf�ugung, so da� uns insgesamt die Ungleichung

lP (Zl > 0)| {z }
�!

2

�2

P (Jl+1 = 1)

P (Zl > 0)| {z }
�!

�2

2

� lP ( eZl+1 > eZl) � lP (Zl > 0)| {z }
�!

2

�2

EJl+1

P (Zl > 0)| {z }
�!

�2

2

unter Beachtung von �2 < 1 und R�uckgri� auf Satz 4.3.1 sowie die Beziehungen

(4.3.3), (4.3.4) und (4.3.5) zu

lim
l!1

l P ( eZl+1 > eZl)| {z }
=:%l

= 1 (4.3.6)

f�uhrt.

Gegeben u 2 (0; 1); gilt mit kn := bunc ferner (Teleskop-Produkt)

Pn :=

n�1Y
l=kn

�
1�

1

l

�
=
kn � 1

n� 1
�!
n!1

u

und

lim
n!1

n� kn

kn
=

1

u
� 1 =

1� u

u

(man beachte die Ungleichung un� 1 � kn � un). Daher existiert zu vorgegebenem

" > 0 ein n0 � 1 mit
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(i) supn�n0 jPn � uj � "
2
;

(ii) supn�n0
n�kn
kn

�
1
u

und

(iii) supl�kn0 j1� l%lj �
u"
2

(man beachte Beziehung (4.3.6)).

Verm�oge (4.3.2) und Lemma 4.3.2 folgt daraus f�ur n � n0

jP (�n � nu)� uj = jP (�n � kn)� uj

�

�����
n�1Y
l=kn

(1� %l)� Pn

�����+ jPn � uj

�

n�1X
l=kn

����1� %l �

�
1�

1

l

�����+ "

2

�
1

kn

n�1X
l=kn

j1� l%lj

| {z }
�(n�kn)

u"

2

+
"

2

�
n� kn

kn| {z }
�

1
u

�
u"

2
+
"

2
� ";

so da� �n
n
asymptotisch R(0; 1)-verteilt ist. Bezeichnet U eine R(0; 1)-verteilte Zu-

fallsgr�o�e, gilt also �n
n

d
�! U und folglich

eGn

n
= 1�

�n

n

d
�! 1� U

d
= U (n!1)

bei Beachtung des Satzes von Slutsky (Satz 36.12 in [Als1]). Damit ist unsere Be-

hauptung vollst�andig bewiesen.

Wir notieren noch die anschlie�ende einfache Folgerung, die wir im nachfolgenden

{ und letzten { Kapitel ben�otigen:

Setzen wir f�ur n � 0 in der Situation von Satz 4.3.3

Xn := n�Gn � 1;

so beschreibt o�enbar 1+Xn den Abstand der Individuen in Generation n von ihrem

letzten gemeinsamen Vorfahren, und wir k�onnen festhalten:
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4.3.4. Korollar. In der Situation von Satz 4.3.3 gilt

P (Xn=n 2 �jZn > 0)
w
�! R(0; 1) (n!1):

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus der Rechnung

P

�
Xn

n
� t

����Zn > 0

�
= P

�
�n � 1

n
� t

�
�!
n!1

t

f�ur t 2 [0; 1]; denn wie im Beweis von Satz 4.3.3 gesehen, gilt �n
n

d
�! U und folglich

auch
�n

n
�

1

n

d
�! U (n!1);

wobei U weiterhin uniform auf (0; 1) verteilt sei.

Um die asymptotische Untersuchung kritischer GWP im Rahmen der in diesem

Kapitel zugrundegelegten Sichtweise abzurunden, stellt sich die Frage nach einem

alternativen Beweis von Satz 3.5.9, d.h. der Konvergenzaussage

P (Zn=n 2 �jZn > 0)
w
�! Exp(2=�2) (n!1)

im Fall � = 1 und �2 <1:

Da sich hier aber kein unmittelbar brauchbarer Ansatz aufdr�angt, schlie�en wir

dieses Kapitel ab und liefern im n�achsten Kapitel einen probabilistischen Beweis

nach. Dabei trennen wir uns von unserer momentanen Sichtweise und gelangen �uber

einen anderen methodischen Zugang zum Ziel. Zwar greift dieser Zugang auf die hier

entscheidende Konstruktion der Folge (T n)n�0 nicht mehr zur�uck, benutzt aber eini-

ge Resultate aus diesem Kapitel, beispielsweise das soeben bewiesene Korollar 4.3.4.



Kapitel 5

Ein probabilistischer Beweis des

Satzes von Yaglom

Wie am Ende des vorigen Kapitels angek�undigt, liefern wir in diesem Kapitel eine

alternative Herleitung von Satz 3.5.9, also der Konvergenzaussage

P (Zn=n 2 �jZn > 0)
w
�! Exp(2=�2) (n!1);

sofern � = 1 und �2 < 1: Dabei orientieren wir uns an der Darstellung in [Gei2]

und stellen f�ur eine geeignete Normierung Z�

n von Zn gegeben Zn > 0 eine Rekursi-

onsgleichung auf, mit deren Hilfe wir nachweisen, da� die Verteilung von Z�

n in der

sogenannten Mallow-Metrik gegen die Exponentialverteilung mit Parameter 1 kon-

vergiert. Wichtige Ingredienzen bilden Satz 4.3.1, Korollar 4.3.4 sowie Lemma 3.5.8.

5.1 Eine Rekursionsgleichung

F�ur den Rest dieser Arbeit gehen wir von einem kritischen GWP (Zn)n�0 mit endli-

cher Reproduktionsvarianz �2 aus. Ferner unterstellen wir, da� Zn f�ur n � 0 in der

Form Zn = zn Æ T mit einem GWB T vorliegt, und erinnern zun�achst an unsere im

vorigen Abschnitt (auf fZn > 0g) eingef�uhrten Bezeichnungen

�n = max
�
v 2 Tjn : � � v 8� 2 Tn

	
= max

�
v 2 Tjn : Z

v
n�`(v) = Zn

	
;

115
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wobei wir f�ur k � 0 abk�urzend Zv
k = zk Æ �v Æ T

v geschrieben haben, sowie

Gn = `(�n) und Xn := n�Gn � 1:

Weiter setzen wir

Sn := 1fZn=1g + 1fZn�2g

Z
�n
1X

m=1

1n
Z
(�n;m)

Xn
>0
o;

diese Gr�o�e gibt o�enbar im Fall Zn � 2 die Anzahl der Kinder von �n an, die

ihrerseits Nachfahren in Generation n haben. Denken wir uns im Fall Zn � 2 die

Elemente der Menge
n
m : Z

(�n;m)
Xn

> 0
o
in der Form d1 < d2 < : : : < dSn geordnet,

so setzen wir

Yn;j := Z
(�n;dj)

Xn
(1 � j � Sn):

Yn;j z�ahlt also, wieviele Individuen das j-te Kind von �n; welches Nachfahren in

Generation n hat, tats�achlich zur n-ten Generation beisteuert.

Abschlie�end vereinbaren wir Yn;1 := Sn = 1; falls Zn = 1 bzw. der Vollst�andig-

keit halber Yn;1 := Sn = 0 und Xn := �2; falls Zn = 0:

Dann haben wir f�ur n � 1 auf fZn > 0g o�enbar die �Aquivalenzen

Gn < n() Sn � 2() Zn � 2() Xn � 0 (5.1.1)

und

Gn = n() Sn = 1() Zn = 1() Xn = �1: (5.1.2)

Au�erdem besitzt Zn die Zerlegung

Zn =

SnX
j=1

Yn;j; (5.1.3)

von der wir im folgenden Gebrauch machen.

Eine erste Beobachtung bez�uglich der Zufallsgr�o�en Yn;j h�alt dabei das folgende

Lemma fest:

5.1.1. Lemma. Es seien n � 1 und 0 � m � n�1 sowie k � 2 mit P (Z1 � k) > 0:

Dann sind die Zufallsgr�o�en Yn;1; : : : ; Yn;k gegeben fSn = k;Xn = mg stochastisch

unabh�angig und identisch verteilt mit

P (Yn;1 2 �jSn = k;Xn = m) = P (Zm 2 �jZm > 0) = �m:
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Beweis. Wir setzen Dk;m := fSn = k;Xn = mg und erledigen zun�achst den Fall

m � 1: Indem wir dazu in nunmehr vertrauter Weise zweimalig Satz 2.3.5 anwenden,

erhalten wir aus Symmetriegr�unden

P (Dk;m) =
X
l�1

P (Sn = k;Gn = n�m� 1; Zn�m�1 = l)

=
X
l�1

P (Zn�m�1 = l)lP (Zm+1 = 0)l�1

�

X
d�k

pd

�
d

k

�
P (Zm = 0)d�kP (Zm > 0)k;

und der letzte Term verschwindet wegen P (Z1 � k) =
P

d�k pd > 0 o�enkundig

nicht. Durch eine analoge Rechnung folgt f�ur l1; : : : ; lk � 0 mit Aj := fYn;j = ljg

f�ur 1 � j � k

P

 
k\

j=1

Aj \Dk;m

!
=

X
l�1

P (Zn�m�1 = l)lP (Zm+1 = 0)l�1

�

X
d�k

pd

�
d

k

�
P (Zm = 0)d�k

kY
j=1

P (Zm = lj):

K�urzen liefert nun

P

 
k\

j=1

fYn;j = ljg

����Sn = k;Xn = m

!
=

kY
j=1

P (Zm = ljjZm > 0);

so da� die Behauptung sich dann durch geeignete Summationen ergibt.

Im Fall m = 0 gilt o�ensichtlich

Dk;0 = fSn = k;Gn = n� 1g � fYn;1 = : : : = Yn;k = 1g

und somit

P

 
k\

j=1

fYn;j = 1g

����Dk;0

!
= 1 =

kY
j=1

P (Z0 = 1jZ0 > 0);

was diesen Beweis abschlie�t.

F�ur unsere weiteren Untersuchungen seien ((S�n; X
�

n))n�1 eine Folge von Zufalls-

vektoren mit

P ((S�n; X
�

n) 2 �) = P ((Sn; Xn=n) 2 �jZn > 0) (n � 1) (5.1.4)
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sowie (Z�

n)n�0 eine Folge von Zufallsgr�o�en mit

P (Z�

n 2 �) = P (Zn=an 2 �jZn > 0) (n � 0); (5.1.5)

wobei wir an an = E(ZnjZn > 0) = P (Zn > 0)
�1

f�ur n � 0 erinnern. Insbesondere

gilt also EZ�

n = 1 f�ur n � 0: Ferner seien a�1 := Z�

�1;1 := Z�

�1;2 := : : : := 1 sowie

(Z�

i;j)i�0;j�1 eine Familie bei festem i stochastisch unabh�angiger Zufallsgr�o�en mit

Z�

i;j

d
= Z�

i (i � 0; j � 1);

die ferner unabh�angig von ((S�n; X
�

n))n�1 seien. Wir halten bereits jetzt fest, da�

die Z�

i;j generell nicht unabh�angig zu sein brauchen. Tats�achlich kommt es { bei

variablem i { sp�ater wesentlich darauf an, geeignete Kopplungen zu konstruieren.

Mit diesen Bezeichnungen ist die folgende Rekursionsgleichung erf�ullt:

5.1.2. Satz. F�ur jedes n � 1 gelten die folgenden Aussagen:

(a)

Z�

n

d
=
anX�

n

an

S�nX
j=1

Z�

nX�
n;j
; (5.1.6)

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite wegen P (nX�

n 2 f�1; � � � ; n� 1g) =

1 sinnvoll ist.

(b)

E

�
anX�

n

an
S�n

�
= 1: (5.1.7)

Beweis. (a) F�ur t 2 R; k � 2 und 0 � m � n � 1 mit P (Z1 � k) > 0 erhalten

wir unter Verwendung von Lemma 5.1.1

P (Sn = k;Xn = m;Zn � tan)

= P

 
Sn = k;Xn = m;

kX
j=1

Yn;j � tan

!

= P (Sn = k;Xn = m) � P

 
kX

j=1

Yn;j � tan

����Sn = k;Xn = m

!

= P (Sn = k;Xn = m) � P

 
kX

j=1

amZ
�

m;j � tan

!
;
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denn o�enbar bilden auch die Zufallsgr�o�en amZ
�

m;j (1 � j � k) unabh�angige

Kopien von Zm gegeben Zm > 0: Ein Blick auf Gleichung (5.1.4) zeigt zudem,

da� diese Identit�at auch im Fall
P

d�k pd = P (Z1 � k) = 0 richtig bleibt.

Kombinieren wir dies mit (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3) und den Eigenschaften der

soeben eingef�uhrten Zufallsgr�o�en (beachte Yn;1 = a�1 = Z�

�1;1 = 1), so folgt

f�ur jedes reelle t wegen an = P (Zn > 0)�1

P (Z�

n � t) = anP (Zn 2 (0; tan])

= anP (Sn = 1; Xn = �1; Yn;1 � tan)

+an
X
k�2

n�1X
m=0

P

�
Sn = k;Xn = m;

kX
j=1

Yn;j � tan

�

= P

�
S�n = 1; X�

n = �
1

n
;
a�1

an
Z�

�1;1 � t

�

+
X
k�2

n�1X
m=0

P
�
S�n = k;X�

n =
m

n

�
� P

 
am

an

kX
j=1

Z�

m;j � t

!

= P

 
anX�

n

an

S�nX
j=1

Z�

nX�
n;j
� t

!
;

also das Gew�unschte.

(b) Da die Zufallsgr�o�en (Z�

i;j)i��1;j�1 unabh�angig von (S�n; X
�

n) sind, ergibt sich

unter Verwendung von (a) aufgrund monotoner Konvergenz

1 = EZ�

n

(a)
= E

 
anX�

n

an

S�nX
j=1

Z�

nX�
n;j

!

=

n�1X
m=�1

am

an

X
k�1

P (S�n = k;X�

n = m=n)

kX
j=1

EZ�

m;j

| {z }
=k

=
X
k�1

n�1X
m=�1

k
am

an
P (S�n = k;X�

n = m=n)

= E

�
S�n
anX�

n

an

�
:
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Die in Satz 5.1.2 aufgestellte Rekursionsgleichung ist uns noch zu unhandlich.

Insbesondere st�ort uns, da� die Summationsgrenze S�n i.a. weder deterministisch vor-

gegeben noch beschr�ankt ist. F�ur den Rest dieses Abschnitts machen wir uns daher

zum Ziel, zu einer einfacheren und dennoch aussagekr�aftigen Gleichung �uberzuge-

hen.

Diesem Vorhaben dienen auch die beiden folgenden Lemmata.

5.1.3. Lemma. (a) Die Folge
�
a
nX

�
n

an

�
n�1

ist asymptotisch R(0; 1)-verteilt.

(b) lim
n!1

E
�
a
nX

�
n

an

�p
= 1

p+1
f�ur jedes p 2 [1;1):

Beweis. (a) Wir verwenden die Darstellung

anX�
n

an
=
anX�

n

nX�

n

�
n

an
�X�

n: (5.1.8)

Dazu ist folgendes anzumerken: Aufgrund von Korollar 4.3.3 ist X�

n asymp-

totisch R(0; 1)-verteilt. Deshalb k�onnen wir gem�a� Satz 36.9 in [Als1] o.B.d.A.

annehmen, da� die Folge (X�

n)n�1 P -f.s. gegen eine auf (
;A; P ) de�nierte,

R(0; 1)-verteilte Zufallsgr�o�e U� konvergiert. Somit gilt f�ur P -f.a. ! 2 


lim
n!1

nX�

n(!) =1

und daher gem�a� Satz 4.3.1 wegen an = P (Zn > 0)�1

anX�
n
(!)

nX�

n(!)
�!
n!1

lim
j!1

1

jP (Zj > 0)
=
�2

2
2 (0;1):

Insbesondere ist der Ausdruck (5.1.8) f�ur P -f.a. ! 2 
 und alle hinreichend

gro�en n wohlde�niert. Da ferner gem�a� Satz 4.3.1

lim
n!1

n

an
= lim

n!1

nP (Zn > 0) =
2

�2
2 (0;1)

gilt und fast sichere Konvergenz Verteilungskonvergenz impliziert, liefert der

Satz von Slutsky (Satz 36.12 in [Als1])

anX�
n

an
=
anX�

n

nX�

n

�
n

an
�X�

n

d
�!

�2

2
�
2

�2
� U� = U� (n!1):

Man beachte, da� hierbei unsere einschr�ankende Voraussetzung �2 < 1 we-

sentlich eingegangen ist.
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(b) Wegen nX�

n � n liefert die Monotonie der Folge (an)n��1 (☞ Satz 3.4.2) die

Absch�atzung 0 �
a
nX

�
n

an
� 1; so da� die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge��

a
nX

�
n

an

�p�
n�1

gesichert ist. Nun erzwingt eine Kombination von Teil (a) mit

Korollar 50.6 in [Als1] aber die Konvergenzaussage

lim
n!1

E

�
anX�

n

an

�p

= EUp
�
=

Z 1

0

up du =
1

p+ 1
:

Das folgende Resultat ben�otigen wir sp�ater nicht mehr explizit. Da es aber unser

weiteres Vorgehen motiviert und zudem von eigenst�andigem Interesse ist, f�uhren wir

dennoch einen Beweis. Anschaulich besagt es, da� der letzte gemeinsame Vorfahr

aller Individuen in Generation n auf fZn > 0g asymptotisch genau zwei Kinder mit

Nachfahren in Generation n besitzt:

5.1.4. Satz. Es gilt

lim
n!1

P (S�n = 2) = 1;

d.h. die Folge (S�n)n�1 ist verteilungskonvergent mit Limes 2.

Beweis. Zun�achst liefern Satz 4.3.3, Beziehung (5.1.2) und das Portmanteau-Theorem

(Satz 36.13 in [Als1])

P (S�n = 1) = P (Sn = 1jZn > 0) = P (Gn=n = 1jZn > 0) �!
n!1

R(0; 1)(f1g) = 0:

Wegen
a
nX

�
n

an
� 1 f�ur n � 1 folgt weiter

0 � E

�
S�n1fS�n=1g

anX�
n

an

�
� P (S�n = 1) �!

n!1

0; (5.1.9)

also unter R�uckgri� auf Gleichung (5.1.7)

E

�
S�n1fS�n�2g

anX�
n

an

�
= 1� E

�
S�n1fS�n=1g

anX�
n

an

�
�!
n!1

1:
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Ferner notieren wir die einfache Absch�atzung

1 � E

�
S�n1fS�n�2g

anX�
n

an

�

� 2E

�
1fS�

n
=2g

anX�
n

an

�
+ 3E

�
1fS�

n
�3g

anX�
n

an

�
(5.1.10)

= 3E

�
1fS�

n
�2g

anX�
n

an

�
� E

�
1fS�

n
=2g

anX�
n

an

�
;

hier gilt verm�oge Lemma 5.1.3(b) (mit p = 1) und Absch�atzung (5.1.9)

3E

�
1fS�

n
�2g

anX�
n

an

�
= 3E

�
anX�

n

an

�
� 3E

�
1fS�

n
=1g

anX�
n

an

�
�!
n!1

3

2
;

also im Hinblick auf (5.1.10) und Lemma 5.1.3(b)

lim
n!1

E

�
1fS�n=2g

anX�
n

an

�
=

1

2
:

Diese Aussage f�uhrt uns in Verbindung mit Lemma 5.1.3(b) zur Absch�atzung

0 � E

�
1fS�n 6=2g

anX�
n

an

�
= E

�
anX�

n

an

�
� E

�
1fS�n=2g

anX�
n

an

�
�!
n!1

0;

d.h. die Folge
�
1fS�

n
6=2g

a
nX

�
n

an

�
n�1

konvergiert in L1 gegen 0. Via Satz 50.8 in [Als1]

erhalten wir daraus

1fS�
n
6=2g

anX�
n

an

P
�! 0 (n!1): (5.1.11)

Nehmen wir nun � := lim infn!1 P (S
�

n = 2) < 1 an, so folgt f�ur 0 < " < 1� �

P

�
1fS�n 6=2g

anX�
n

an
> "

�
= P

�
S�n 6= 2;

anX�
n

an
> "

�

� P (S�n 6= 2) + P

�
anX�

n

an
> "

�
� 1

= P (S�n 6= 2)� P

�
anX�

n

an
� "

�

und weiter aufgrund von

lim
n!1

P

�
anX�

n

an
� "

�
= R(0; 1)((0; "]) = "

(☞ Lemma 5.1.3(a)) letztlich

lim sup
n!1

P

�
1fS�

n
6=2g

anX�
n

an
> "

�
� lim sup

n!1

�
P (S�n 6= 2)� P

�
anX�

n

an
� "

��
= (1� �)� " > 0;
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im Widerspruch zu Beziehung (5.1.11). Daher ist � = 1 und unsere Behauptung

richtig.

Im Hinblick auf Satz 5.1.4 ist es jetzt naheliegend, neben der Folge (Z�

n)n�1 die

Folge ( �Zn)n�1; de�niert durch

�Zn :=
anX�

n

an

2X
j=1

Z�

nX�
n
;j (n � 1); (5.1.12)

in unsere Untersuchung einzubeziehen. Im Prinzip wird die zuf�allige Summations-

grenze in Gleichung (5.1.6) also gestutzt, wobei wir jedoch auf die Tatsache hinwei-

sen, da� S�n auch den Wert 1 annehmen kann.

Zudem erm�oglicht Satz 5.1.4 die folgende heuristische Interpretation des zu be-

weisenden exponentiellen Grenzwertsatzes: Nehmen wir f�ur den Moment an, da�

Z�

n in Verteilung gegen eine (nichtnegative) Zufallsgr�o�e A konvergiert, so haben

wir gem�a� Korollar 4.3.4, Lemma 5.1.3 und Satz 5.1.4 f�ur geeignete, unabh�angige

Kopien A1; A2; : : : von A die Konvergenzen

Z�

n;j

d
�! Aj

d
= A (j � 1);

S�n
d
�! 2;

X�

n

d
�! U�

sowie
anX�

n

an

d
�! U�

f�ur n!1; wenn U� weiterhin die R(0; 1)-Verteilung besitzt. Setzen wir weiter vor-

aus, da� all diese Konvergenzen sogar f.s. g�ultig sind (☞ Beweis von Lemma 5.1.3), so

konvergiert nX�

n f.s. gegen 1; und der Grenz�ubergang n!1 in Gleichung (5.1.6)

zeigt wegen 1fS�n=2g ! 1 f.s. und

anX�
n

an

S�nX
j=1

Z�

nX�
n;j

=
anX�

n

an

X
k�1

1fS�
n
=kg

kX
j=1

Z�

nX�
n;j
;

da� der Limes A der Fixpunktgleichung

A
d
= U�(A1 + A2)
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gen�ugt, wobei U�; A1 und A2 stochastisch unabh�angig sind. Der Limes l�a�t sich al-

so au�assen als Kontraktion der Summe zweier identisch verteilter, unabh�angiger

Zufallsgr�o�en mit einem unabh�angigen, auf (0; 1) gleichverteilten Faktor U�: Dabei

ist der Faktor U� auf die Tatsache zur�uckzuf�uhren, da� der Abstand zum letzten

gemeinsamen Vorfahren aller Individuen in Generation n asymptotisch uniform ver-

teilt ist (☞ Korollar 4.3.4), w�ahrend die Gr�o�en Ai (i = 1; 2) gerade dem Limes der

ad�aquat reskalierten Nachkommenschaft derjenigen Kinder von �n entsprechen, die

Nachfahren zur Generation n beitragen. Asymptotisch hat �n { gegeben Zn > 0 {

genau zwei solche Kinder (☞ Satz 5.1.4).

Wie aus Lemma 3.5.8 ersichtlich, besitzt A somit die Dirac-Verteilung in 0 oder

eine Exponentialverteilung, wobei man wegen EZ�

n = 1 die Ho�nung haben darf,

da� A exponentialverteilt mit Erwartungswert 1 ist.

Im n�achsten Abschnitt werden wir aber unabh�angig von dieser a priori erfolgten

Motivation beweisen, da� die Folge (Z�

n)n�0 in Verteilung gegen die Exponentialver-

teilung mit Parameter 1 konvergiert.

5.2 Konvergenznachweis

Als n�achstes m�ochten wir die Folge (Z�

n)n�0 auf Verteilungskonvergenz untersuchen.

Da eine Untersuchung der Verteilungsfunktionen oder Fourier-Transformierten auf

punktweise Konvergenz hier wenig erfolgversprechend scheint, weisen wir stattdessen

nach, da� die Verteilung von Z�

n f�ur n!1 in einer geeigneten, noch vorzustellenden

Metrik gegen die Exponentialverteilung mit Mittelwert 1 konvergiert.

Daher f�uhren wir in Anlehnung an [Als3], Abschnitt IV.4, zun�achst die Metrik

ein, die uns zum Ziel bringt, und setzen f�ur p � 1

Mp :=

�
� : � W-Ma� auf (R;B) mit

Z
R

jxjp �(dx) <1

�
:

Sind ferner �; � 2Mp und (X; Y ) ein auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum

de�nierter Zufallsvektor mit der Eigenschaft, da� X die Verteilung � und Y die

Verteilung � besitzt, so nennen wir den Vektor (X; Y ) eine (�; �)-Kopplung und

schreiben kurz (X; Y ) � (�; �):
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Sodann k�onnen wir die angek�undigte Metrik auf Mp einf�uhren, wobei wir uns

auf den f�ur uns relevanten Fall p = 2 beschr�anken:

5.2.1. De�nition. Die Abbildung d2 :M2 �M2 ! [0;1); de�niert durch

d2(�; �) := inf
(X;Y )�(�;�)

�
E(X � Y )2

�1=2
(�; � 2M2); (5.2.1)

hei�t Mallow-Metrik auf M2:
1

Der Abbildung d2 (bzw. den analog aufMp f�ur p � 1 de�nierten Abbildungen dp)

kommt insbesondere bei der Untersuchung stochastischer Fixpunktgleichungen eine

hohe Bedeutung zu (☞ [R�os1], [R�os3]), nicht zuletzt im Rahmen der asymptotischen

Laufzeitanalyse von Algorithmen (☞ [Als3], Kapitel IV; [R�os2], [RR]). F�ur weitere

Anwendungen der Mallow-Metriken weisen wir zudem auf [BF] und [Maj] hin.

5.2.2. Bemerkungen. (a) Sind �; � 2 M2 und (X; Y ) eine (�; �)-Kopplung, so

gilt tats�achlich

E(X � Y )2 = EX2 + EY 2
� 2EXY <1;

da die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung jEXY j � EjXY j <1 impliziert.

(b) Wegen
R
R
s2 Exp(1)(ds) =

R
1

0
s2e�s ds = 2; wie man durch zweifache partielle

Integration nachweist, gilt Exp(1) 2M2:

(c) Unsere Voraussetzung �2 < 1 sichert P (Z�

n 2 �) 2 M2 und P
�
�Zn 2 �

�
2 M2

f�ur jedes n � 1 (☞ Lemma 5.2.4 samt Beweis).

Bevor wir das besagte Lemma angeben, erinnern wir an den folgenden Sachver-

halt: Gegeben eine Zufallsgr�o�e Y mit Verteilungsfunktion F; so hei�t die (me�bare)

Abbildung F�1 : (0; 1)! R;

F�1(y) := inffx 2 R : F (x) � yg (0 < y < 1);

die Pseudo-Inverse von F . Ist F stetig, streng monoton wachsend und somit inver-

tierbar, so stimmt die Pseudo-Inverse von F o�enbar mit der gew�ohnlichen Inversen

1Da� diese Bezeichnung sinnvoll ist, wird Lemma 5.2.3 rechtfertigen.
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�uberein. F�ur jede R(0; 1)-verteilte Zufallsgr�o�e U gilt gem�a� Lemma 36.8 in [Als1]

ferner die Verteilungsidentit�at

Y 0 := F�1(U)
d
= Y ; (5.2.2)

ein solches Y 0 bezeichnen wir daher auch als Kopie von Y .

Die Aussage (5.2.2) wird von Teil (b) des folgenden Lemmas in der von uns

ben�otigten Form versch�arft:

5.2.3. Lemma. (a) Die Abbildung d2 ist eine Metrik auf M2:

(b) Zu vorgegebenen �; � 2 M2 existiert eine (�; �)-Kopplung (X0; Y0) mit der

Eigenschaft

d22(�; �) = E(X0 � Y0)
2;

d.h. das In�mum in der de�nierenden Gleichung (5.2.1) wird angenommen.

Genauer gilt: Bezeichnen F und G die Verteilungsfunktionen von � bzw. �

sowie U eine auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum de�nierte,R(0; 1)-

verteilte Zufallsgr�o�e, so besteht die Identit�at

d22(�; �) = E
�
F�1(U)�G�1(U)

�2
=

Z
(0;1)

�
F�1(u)�G�1(u)

�2
��(du):

(5.2.3)

(c) Ist (�n)n�0 eine Folge in M2; so sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

(i) lim
n!1

d2(�n; �0) = 0

(ii) �n
w
�! �0 (n!1) und lim

n!1

R
R
x2 �n(dx) =

R
R
x2 �0(dx):

Beweis. Wir verzichten auf eine eigene Ausf�uhrung der Details und verweisen statt-

dessen auf [Als3], Kapitel IV, Abschnitt 4.

Lemma 5.2.3 hat uns die T�ur zum Nachweis der Verteilungskonvergenz von

(Z�

n)n�1 bereits ein St�uck weit ge�o�net, denn Teil (c) besagt ja gerade, da� Konver-

genz in der Mallow-Metrik gegen die Exponentialverteilung mit Mittelwert 1 eine
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hinreichende Bedingung f�ur die Verteilungskonvergenz gegen selbige darstellt. Dar-

aufhin setzen wir f�ur n � 0

bn := d22
�
PZ�

n;Exp(1)
�

(5.2.4)

sowie b�1 := b0 und haben zu zeigen, da� (bn)n��1 eine Nullfolge bildet. Einige erste

Schritte in diese Richtung gliedern wir in das folgende Lemma aus:

5.2.4. Lemma. Mit der soeben eingef�uhrten Bezeichnung gilt

lim
n!1

d22

�
P

�Zn ; PZ�
n

�
= 0 (5.2.5)

sowie

L := sup
n�0

bn <1 und M := sup
n�0

d22

�
P

�Zn ;Exp(1)
�
<1: (5.2.6)

Beweis. Zun�achst weisen wir

lim
n!1

EZ�2
n = lim

n!1

E �Z2
n = lim

n!1

E
�
Z�

n
�Zn

�
= 2

nach, wozu wir f�ur n � 0 als erstes die Identit�aten EZ�

n = 1; a�1n = P (Zn > 0) und

EZ2
n = 1 + n�2 (☞ Satz 1.0.5(e)) notieren. Daraus folgt

EZ�2
n = a�2n E(Z2

njZn > 0) = P (Zn > 0)(1 + n�2) �!
n!1

2;

wobei wir von Satz 4.3.1 sowie der Tatsache lim
n!1

P (Zn > 0) = 0 Gebrauch gemacht

haben.

Wegen a�1 = Z�

�1;1 = Z�

�1;2 = 1 und an " 1 ergibt sich o�enbar E
�
�Z2
n1fX�

n
=�1=ng

�
=

o(1) und weiter unter Verwendung der o.a. Identit�aten

E
�
�Z2
n1fX�

n�0g

�
=

n�1X
m=0

P (X�

n = m=n) (am=an)
2E
�
Z�

m;1 + Z�

m;2

�2
= 2(In + Jn)

(5.2.7)

mit

In :=

n�1X
m=0

P (X�

n = m=n) (am=an)
2EZ�

m;1 � EZ
�

m;2
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und

Jn : =

n�1X
m=0

P (X�

n = m=n) (am=an)
2EZ�

m
2

=

n�1X
m=0

P (X�

n = m=n) (am=an)
2P (Zm > 0)(1 + �2m):

Genauer gilt hier

In =

n�1X
m=0

P (X�

n = m=n) (am=an)
2 = E

�
anX�

n

an

�2

� 1fX�
n
�0g �!

n!1

1

3

gem�a� Lemma 5.1.3. Um nun limn!1E �Z2
n = 2 einzusehen, haben wir im Hinblick

auf (5.2.7) nur noch limn!1 Jn = 2=3 zu veri�zieren: Zu vorgegebenem " > 0

existiert { wie oben begr�undet { ein n0 � 1 mit

sup
n�n0

jP (Zn > 0)(1 + n�2)� 2j � ":

Dies liefert f�ur n > n0 wegen an " 1

Jn � o(1) +

n�1X
m=n0

P (X�

n = m=n) (am=an)
2(2 + ")

und folglich mit Lemma 5.1.3(b)

lim sup
n!1

Jn � (2 + ") lim
n!1

E

�
anX�

n

an

�2

=
2 + "

3

f�ur jedes " > 0; d.h. lim supn!1
Jn � 2=3: Da sich analog lim infn!1 Jn � 2=3

best�atigen l�a�t, folgt die zweite asymptotische (Hilfs-)Aussage.

Unter Verwendung des bisher Gezeigten, Beziehung (5.1.1) und an " 1 folgt nun

E
�
�ZnZ

�

n

�
� E

�
1fX�

n
�0g

�ZnZ
�

n

�
= E

�
1fS�

n
�2g

�ZnZ
�

n

�
� E

�
1fS�n�2g

�Zn

�2
(5.2.8)

= E �Z2
n + o(1)

�!
n!1

2;
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denn auf fS�n � 2g gilt Z�

n �
�Zn: Weiter ergibt sich unter Verwendung der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung

2 � lim inf
n!1

E
�
�ZnZ

�

n

�
� lim sup

n!1

E
�
�ZnZ

�

n

�
� lim sup

n!1

�
E �Z2

n � EZ
�2
n

�1=2
= 2;

also

lim
n!1

E
�
�ZnZ

�

n

�
= 2:

Nach diesen vorbereitenden Rechnungen resultiert nun laut De�nition der Mallow-

Metrik unmittelbar

d22

�
PZ�n; P

�Zn
�
� E

�
Z�

n �
�Zn

�2
= EZ�2

n + E �Z2
n � 2E

�
�ZnZ

�

n

�
�!
n!1

0:

Bezeichnet au�erdem hier und im folgenden A eine auf (
;A; P ) de�nierte Zufalls-

gr�o�e mit P (A 2 �) = Exp(1); so erhalten wir aufgrund der Nichtnegativit�at von

A und Z�

n mit Bemerkung 5.2.2(b) und C := supmEZ
�2
m < 1 laut De�nition der

Mallow-Metrik

bn � E (Z�

n � A)
2
� EA2 + EZ�2

n � 2 + C <1 (n � 1);

also die Endlichkeit von L: Die Endlichkeit von M ergibt sich schlie�lich durch eine

analoge Argumentation.

Mit Lemma 5.2.4 im R�ucken zeigen wir nun

5.2.5. Satz. Es gilt

lim
n!1

d2
�
PZ�n;Exp(1)

�
= 0;

speziell also

Z�

n

d
�! Exp(1) (n!1):

Beweis. Bisher haben wir �uber die Zufallsvariablen (Z�

i;j)i�0;j�1; A und (X�

n)n�1 nur

wenig vorausgesetzt. Die Idee dieses Beweises besteht nun darin, die Analyse durch

"
explizite\ Kopien mit starker

"
Kopplung\ voranzubringen: Dazu seien U0; U1; U2

auf (
;A; P ) de�nierte, stochastisch unabh�angige, R(0; 1)-verteilte Zufallsgr�o�en.
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Beachten wir unsere Ausf�uhrungen vor Lemma 5.2.3, bezeichnen f�ur n � 0 die

Verteilungsfunktionen von Z�

n; X
�

n+1; U0 bzw. A mit F �

n ; 	
�

n+1; G bzw. H und setzen

Z 0

n;j := F ��1
n (Uj)

d
= Z�

n;

Aj := H�1(Uj)
d
= A

sowie

X 0

n+1 := 	��1
n+1(U0)

d
= X�

n+1

f�ur n � 0; j 2 f1; 2g; so gilt wegen G(s) = s1(0;1)(s) + 1[1;1)(s) o�enbar G
�1(U0) =

U0 f.s. und daher im Hinblick auf Lemma 5.2.3(b)

bn = d22
�
PZ�

n;Exp(1)
�
= E

�
Z 0

n;j � Aj

�2
(j = 1; 2): (5.2.9)

Ferner gilt nach Konstruktion der obigen Kopien wegen X�

n

d
�! U0 (☞ Lem-

ma 5.1.3(a)) und Satz 36.9 in [Als1] samt Beweis

X 0

n

f:s:
�! U0 (n!1)

sowie in Analogie zum Beweis von Lemma 5.1.3(a)

anX0
n

an
=
anX0

n

nX 0

n

�
n

an
�X 0

n

f:s:
�!

�2

2
�
2

�2
� U0 = U0 (n!1): (5.2.10)

Da die Folge

��
a
nX

0
n

an

�2�
n�1

laut Lemma 5.1.3 gleichgradig integrierbar ist, folgt

mit Satz 50.8 in [Als1] unmittelbar

Æn := E

�
anX0

n

an
� U0

�2

�!
n!1

0: (5.2.11)

Aufgrund der Dreiecksungleichung f�ur d2 und Lemma 5.2.6 erhalten wir

p
bn = d2

�
PZ�n;Exp(1)

�
� o(1) + d2

�
P

�Zn;Exp(1)
�

und somit wegen M = supn d
2
2

�
P

�Zn;Exp(1)
�
<1 auch

0 � bn � o(1) + d22

�
P

�Zn ;Exp(1)
�
: (5.2.12)

Beachten wir die Tatsache, da� bei festem n � 1 einerseits die Zufallsgr�o�en Z 0

n;1;

Z 0

n;2 undX
0

n sowie andererseits U0; A1; A2 nach Konstruktion stochastisch unabh�angig
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sind, so liefern ein Blick auf Gleichung (5.1.12) und eine Anwendung von Lem-

ma 3.5.8(b) die Verteilungsaussagen

�Zn
d
=
anX0

n

an

2X
j=1

Z 0

nX0
n;j

und PU0(A1+A2) = PA = Exp(1)

f�ur n � 1 und damit unter Verwendung von (5.2.12) und der De�nition der Mallow-

Metrik weiter

bn � o(1) + d22

�
P

�Zn ;Exp(1)
�

� o(1) + E

 
anX0

n

an

2X
j=1

Z 0

nX0
n
;j � U0

2X
j=1

Aj

!2

(5.2.13)

= o(1) + E

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n;1
� U0A1

�2

+ E

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n;2
� U0A2

�2

+2E

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n
;1 � U0A1

�
�

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n
;2 � U0A2

�
:

F�ur den Term in der letzten Zeile gilt dabei nach Wahl der obigen Kopien wegen

EAj = EZ 0

n;j = 1; Beziehung (5.2.11) und der Unabh�angigkeit der gleichverteilten

Zufallsgr�o�en U0; U1; U2

2E

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n
;1 � U0A1

�
�

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n
;2 � U0A2

�

= 2E
�
U2
0A1A2

�
+ 2E

 �
anX0

n

an

�2

Z 0

nX0
n
;1Z

0

nX0
n
;2

!

�2E

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n;1
U0A2

�
� 2E

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n;2
U0A1

�

= 2EU2
0 � (EA1)

2 + 2

n�1X
m=�1

P (X 0

n = m=n)(am=an)
2
�EZ 0

m;1 � EZ
0

m;2

�2

n�1X
m=�1

(am=an)E
�
1fX0

n=m=ngU0

�
� EZ 0

m;1 � EA2

�2

n�1X
m=�1

(am=an)E
�
1fX0

n
=m=ngU0

�
� EZ 0

m;2 � EA1

= 2EU2
0 + 2E

�
anX0

n

an

�2

� 4E

�
anX0

n

an
U0

�

= 2E

�
anX0

n

an
� U0

�2

= 2Æn = o(1):
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Aus Symmetriegr�unden reduziert sich Absch�atzung (5.2.13) also zu

bn � o(1) + 2E

�
anX0

n

an
Z 0

nX0
n;1
� U0A1

�2

= o(1) + 2E

�
anX0

n

an

�
Z 0

nX0
n;1
� A1

�
+ A1

�
anX0

n

an
� U0

��2

(5.2.14)

= o(1) + 2E

�
anX0

n

an

�
Z 0

nX0
n
;1 � A1

��2

+ 2E

�
A1

�
anX0

n

an
� U0

��2

+4E

�
anX0

n

an

�
Z 0

nX0
n;1
� A1

�
A1

�
anX0

n

an
� U0

��
:

Dabei schlie�en wir wegen EA2
1 = 2 (☞ Bemerkung 5.2.2(b)) aus der Unabh�angigkeit

von U0 und U1 genauer

E

�
A1

�
anX0

n

an
� U0

��2

= EA2
1 � E

�
anX0

n

an
� U0

�2

= 2Æn = o(1) (5.2.15)

sowie daraus unter Ber�ucksichtigung von Lemma 5.2.4 mit L = supk�1 bk < 1

verm�oge der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

E

�
anX0

n

an

�
Z 0

nX0
n
;1 � A1

�
A1

�
anX0

n

an
� U0

��

�

 
E

�
A1

�
anX0

n

an
� U0

��2
!1=2

�

 
E

�
anX0

n

an

�
Z 0

nX0
n
;1 � A1

��2
!1=2

(5.2.16)

� (2ÆnL)
1=2 = o(1);

denn

E

�
anX0

n

an

�
Z 0

nX0
n
;1 � A1

��2

�

n�1X
m=�1

P (X 0

n = m=n)E(Z 0

m;1 � A1)
2| {z }

=bm�L

� L

n�1X
m=�1

P (X 0

n = m=n) = L:

Ergo erhalten wir aus (5.2.14), (5.2.15) und (5.2.16)

bn � o(1) + 2E

�
anX0

n

an

�
Z 0

nX0
n
;1 � A1

��2

= o(1) + 2

n�1X
m=�1

P (X 0

n = m=n)(am=an)
2
� E(Z 0

m;1 � A1)
2 (5.2.17)

= o(1) + 2

n�1X
m=�1

P (X 0

n = m=n)(am=an)
2bm:
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Ist nun " > 0 beliebig vorgegeben, so existiert nach De�nition von b ein n0 � 1 mit

der Eigenschaft supn�n0 bn � b + ": Aufgrund der einfachen Absch�atzung

n0�1X
m=�1

P (X 0

n = m=n)(am=an)
2bm � a2n0�1 � P (Zn > 0)2 � max

1�i�n0�1
bi �!

n!1

0;

f�ur die a�1n = P (Zn > 0) = o(1) zu beachten ist, versch�arft sich folglich (5.2.17) f�ur

n > n0 zu

bn � o(1) + 2

n�1X
m=n0

P (X 0

n = m=n)(am=an)
2bm

� o(1) + 2(b + ")

n�1X
m=�1

P (X 0

n = m=n)(am=an)
2 (5.2.18)

= o(1) + 2(b + ")E

�
anX0

n

an

�2

:

Da der Term in der letzten Zeile gem�a� Lemma 5.1.3 (oder alternativ aufgrund von

Aussage (5.2.10) und majorisierter Konvergenz) den Limes

2(b+ ")EU2
0 = 2(b+ ")

Z 1

0

u2 du =
2(b+ ")

3

besitzt, impliziert (5.2.18)

b = lim sup
n!1

bn � 2(b + ")=3;

also b � 2b=3 durch Grenz�ubergang " # 0: Somit haben wir b = 0 erkannt, weil b

gem�a� Lemma 5.2.6 endlich ist. Insgesamt haben wir also

lim
n!1

bn = lim
n!1

d22
�
PZ�

n;Exp(1)
�
= 0

nachgewiesen, und f�ur die behauptete Verteilungskonvergenz bedarf es nur noch

eines Hinweises auf Lemma 5.2.3(c).

Als einfache Folgerung erhalten wir abschlie�end wie angestrebt einen Beweis

von Satz 3.5.9:
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5.2.6. Satz. Bezeichnet (Zn)n�0 einen kritischen GWP mit Reproduktionsvarianz

�2 <1; so ist Zn=n gegeben Zn > 0 asymptotisch exponentialverteilt mit Mittelwert

�2=2; d.h. f�ur jedes t 2 R gilt

lim
n!1

P (Zn=n � tjZn > 0) =
�
1� exp

�
�2t=�2

��
1(0;1)(t):

Beweis. Wie in Satz 5.2.5 gesehen, gilt

Z�

n

d
�! A (n!1);

wenn A weiterhin eine Exp(1)-verteilte Zufallsgr�a�e bezeichnet. Daraufhin folgt mit

lim
n!1

an=n = �2=2 (☞ Satz 4.3.1) und dem Satz von Slutsky (Satz 36.12 in [Als1])

an

n
� Z�

n

d
�!

�2

2
� A (n!1):

Gem�a� Satz 31.4 in [Als1] ist die Zufallsgr�o�e auf der rechten Seite wiederum expo-

nentialverteilt, aber mit dem Parameter 2=�2: Dies impliziert schlie�lich

P (Zn=n � tjZn > 0) = P (anZ
�

n=n � t) �!
n!1

�
1� exp

�
�2t=�2

��
1(0;1)(t)

f�ur jedes reelle t; da die Abbildung auf der rechten Seite mit der Verteilungsfunktion

der Exp(2=�2)-Verteilung �ubereinstimmt und eine stetige Funktion von t bildet. Das

zeigt die behauptete Verteilungskonvergenz.



Abbildungsverzeichnis

2.1 Die ersten Generationen eines Galton-Watson-Prozesses . . . . . . . . 15

3.1 Ausschnitt aus einem gr�o�enverzerrten Galton-Watson-Baum . . . . . 29

4.1 Schematische Darstellung von T 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

135



136



Verzeichnis ausgew�ahlter Symbole

I. Allgemeine Grundlagen

o(1) geeignete Nullfolge

an ' bn limn!1 an=bn = 1

dxe kleinste ganze Zahl � x

bxc gr�o�te ganze Zahl � x

x ^ y Minimum von x und y

x+ Postivteil von x; Maximum von x und 0

N
2
�

Menge der (j; k) 2 N2 mit j � k

F�1 Pseudo-Inverse der Verteilungsfunktion F

X
d
= Y X besitzt dieselbe Verteilung wie Y

�� � � ist �-stetig

� ? � � und � sind zueinander singul�ar

k�� �k Totalvariation der W-Ma�e � und �

(X; Y ) � (�; �) X besitzt Verteilung �; Y Verteilung �

b� Gr�o�enverzerrung des W-Ma�es �

Mp Menge der p-fach integrierbaren W-Ma�e auf (R;B)

dp Mallow-Metrik auf Mp

f:s:
�! f.s. konvergent
P
�! konvergent in Wahrscheinlichkeit
d
�! verteilungskonvergent
w
�! schwach konvergent
v
�! vag konvergent
L1
�! L1-konvergent

Æx Dirac-Ma� in x

137



Exp(�) Exponentialverteilung mit Parameter � 2 (0;1)

R(0; 1) Rechteckverteilung auf dem Intervall (0; 1)

�(�; �) Gammaverteilung mit Parametern �; � 2 (0;1)

�� Lebesgue-Ma� auf (R;B)

II. Galton-Watson-Prozesse

(Zn)n�0; (�
i;k
n )n�0 Galton-Watson-Proze�, wobei i; k � 1

(pj)j�0 Reproduktionsverteilung eines GWP

�n Verteilung von Zn

�; �2 Reproduktionsmittel bzw. Reproduktionsvarianz

f; fn erzeugende Funktion von Z1 bzw. Zn

q Aussterbewahrscheinlichkeit

�(k) kleinste nat�urliche Zahl l mit P (Zl > 0) < 1=k

Wn Zn=�
n; Normierung von Zn

W f.s. Limes von (Wn)n�0

cn P (Zn > 0)=P (Zn+1 > 0)

�n Verteilung von Zn gegeben Zn > 0

�n Verteilung von Zn=n gegeben Zn > 0

an E(ZnjZn > 0) = �n=P (Zn > 0)

xn a�1n

(�n)n�0; (e�n)n�0 Galton-Watson-Proze� mit Immigration

III. B�aume und Galton-Watson-B�aume

(;) Baumwurzel

N = f(;)g [
S

n�1N
n Menge der m�oglichen Markierungen

`(v) L�ange und Generation des Individuums v

v < w v ist kleiner bzw. �alter als w

v � w v ist Vorfahr von w

T =
S

n�0 Tn Galton-Watson-Baum

T Wertebereich von T; Menge der lokal endlichen B�aume t

T �-Algebra auf T
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E =
S

n�0 En \-stabiler Erzeuger von T

Q Verteilung von T

Qn Verteilung von T gegeben Zn > 0

Q0

n Verteilung von T gegeben Zn = 0

tn n-te Generation von t

tjn die ersten n Generationen von t

zn(t) jtnj; Gr�o�e der n-ten Generation von t

[t]n Menge der B�aume, die in den ersten n Generationen

mit t �ubereinstimmen

H(t) H�ohe von t

Tn Menge der B�aume mit H�ohe n

t� Individuen in t; die von � abstammen

�� zu � 2 N geh�origer Shiftoperator

t(i) �i(t
i); i-ter geshifteter Teilbaum von t

Zn�1(i) Anzahl der Nachfahren von i 2 T1 in Tn

�n kleinstes Individuum in T1 mit Nachfahren in Tn

Hn = Zn�1(�n) Anzahl der Nachfahren von �n in Tn

T n;i Kopie von T

Zn;i = zn Æ T
n;i Kopie von Zn

T
n Kopie von T gegeben Zn > 0eZn = zn Æ T

n Kopie von Zn gegeben Zn > 0

�n(t) letzter gemeinsamer Vorfahr aller Individuen in tn

�n = �n Æ T letzter gemeinsamer Vorfahr aller Individuen in Tn

Gn = `(�n) Generation von �n

Xn -1+ Abstand der Individuen in Tn zu �n

Sn Anzahl der Kinder von �n mit Nachfahren

in Generation n

Z�

n; Z
�

n;j Kopie von Zn=an gegeben Zn > 0

(S�n; X
�

n) Kopie von (Sn; Xn=n) gegeben Zn > 0

IV. Gr�o�enverzerrte Galton-Watson-B�aume

(bT ; (Vn)n�0) gr�o�enverzerrter Galton-Watson-Baum mit R�uckgrat
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V Wertebereich von V = (Vn)n�0

V �-Algebra auf VbQ� Verteilung von (bT ; V )bQ Verteilung von bT
[t; %]n Menge der Paare (t0; (vn)n�0) 2 T�V

mit t0 2 [t]n und vn = %bZn jbTnj; zugleich Gr�o�enverzerrung von ZnbZ�
n Anzahl der Nachfahren von � in bTn+`(�)
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Abk�urzungsverzeichnis

e.F. erzeugende Funktion

f.a. fast alle

f.s. fast sicher

GWB Galton-Watson-Baum

GWP Galton-Watson-Proze�

GWPI Galton-Watson-Proze� mit Immigration

o.B.d.A. ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit

u.i.v. unabh�angig und identisch verteilt

u.o. unendlich oft
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