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Einleitung

Ein zentrales Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie stellt die Theorie der
stochastischen Prozesse dar. Stochastische Prozesse dienen iiblicherweise der
Beschreibung zeitdynamischer zufallsabhangiger Vorgange, bei denen die bis-
herige Realisierung Riickschliisse auf den weiteren Prozessverlauf zulasst. So
kann beispielsweise der Kursverlauf an Borsen notierter Wertpapiere als ein in
die Zukunft reichender Prozess angesehen werden, der gewissen Unsicherhei-
ten unterliegt, also zufallsabhangig ist, und bei dem der zu einem bestimmten
Zeitpunkt bekannte Kursverlauf oder der Borsentrend im Ganzen dem Be-
obachter Informationen liefert, die Einfluss auf seine weitere Einschatzung
des Kursverlaufs ausiiben. Gelingt es, ein geeignetes mathematisches Modell
zu finden, welches den Kursverlauf eines Finanzderivats moglichst realitats-
nah beschreibt, besteht nahe liegend eine zentrale Aufgabe darin, verniinftige
Aussagen dartiber zu treffen, wann man ein solches Derivat ausiibt respektive
wann man einen konkreten Prozess bestmoglich beendet. Diese Aufgabenstel-
lung fallt in das Gebiet des optimalen Stoppens und stellt auch jenen Punkt

dar, an dem die vorliegende Arbeit ansetzt.

Ein geeignetes Vorgehen besteht in einer Reihe von Problemen darin, eine
optimale Strategie fiir das Stoppen des Prozesses zu erraten und die intui-
tiv gewonnene Stoppzeit mathematisch als optimal zu beweisen. In dieser
Arbeit wird ein etwas anderer, aber nicht minder Erfolg versprechender Weg
gewdhlt. Das hier vorgeschlagene, auf M. Beibel und R. Lerche zurtickgehende

Verfahren (vgl. [Bei]) benutzt im Gegensatz zu den herkdmmlichen Metho-
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den als wesentliches Element, dass eine Zerlegung gesucht wird, tiber die in
allgemeinerem Kontext Optimalitatsaussagen gemacht werden kénnen und
die die optimale Austiibungsstrategie gleich mitliefert. Um der eingangs be-
schriebenen Problemstellung ein mathematisches Geriist zu verleihen, muss
zunachst einmal prazisiert werden, aus welchen Bestandteilen unser Modell

bestehen soll:

(a) einer Teilmenge L C R, die die Zeitachse symbolisiert,
(b) einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) mit einer Filtration (F¢)ser,
(c) einem Preisprozess (X;)ser, der beziiglich (F;)er, adaptiert ist, und

(d) einem Auszahlungsprozess (1) der Option.

Legt man obige Beschreibung des mathematischen Modells zu Grunde, so
lautet unser Ziel, eine Strategie 7 zu finden, die die erwartete diskontier-
te Auszahlung E(e™"71,) maximiert. Dabei wird die Strategie 7 durch eine
Stoppzeit charakterisiert, was leicht einzusehen ist, da die Person, die die
Entscheidung tiber die Ausiibung treffen soll, nur auf Informationen zurtick-
greifen kann, die der Gegenwart oder Vergangenheit entstammen. Der Infor-
mationsverlauf wird dabei durch die Filtration beschrieben, beziiglich der der

betrachtete Prozess adaptiert ist.

Falls die betrachteten Preisprozesse Brownsche Bewegungen oder Funktionen
Brownscher Bewegungen sind, wird sich die Zerlegungsmethode in derartigen
Situationen, d.h. bei Prozessen mit exponentieller Abzinsung, als tiberaus er-
folgreich herausstellen. Die Unterstellung eines kontinuierlichen Zeitparame-
ters und die Modellierung zufallsabhangiger Preisverlaufe durch Funktionen
Brownscher Bewegungen sind in den Anwendungen der Finanzmathematik
weit, verbreitet (s. a. [Irle], S. 116 und 127).

Im ersten Kapitel sollen die fur die vorliegende Arbeit notwendigen Kennt-
nisse aus der Theorie stochastischer Prozesse bereitgestellt werden. Von her-

ausgehobener Bedeutung sind dabei die Begriffe Stoppzeiten, Martingale und
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Brownsche Bewegung. Schliellich wird im zweiten Kapitel das Kernstiick der
vorliegenden Arbeit, die bereits mehrfach erwédhnte Zerlegungsmethode, dar-
gestellt. Da diese Methode nicht immer ausreicht, die betrachteten Stopppro-
bleme vollstandig zu 16sen, werden im zweiten Abschnitt die Resultate aus
dem Bereich der stochastischen Integration bereitgestellt, die notig sind, um

diese Liicke zu schlieflen.

In den nachfolgenden Kapiteln geht es in erster Linie darum, den bisher
schuldig gebliebenen Nachweis zu bringen, dass sich die zuvor eingefiihrte
Methode erfolgreich auf allerhand konkrete Beispiele, insbesondere aus dem
Bereich der Finanzmathematik, anwenden lasst. So wird im dritten Kapitel
ausfithrlich das klassische Beispiel einer Amerikanischen Put Option mit un-
endlichem Zeithorizont behandelt, wahrend bereits im vierten Kapitel allge-
meinere Aussagen tiber Funktionen Brownscher Bewegungen hergeleitet und
bewiesen werden. Im letzten Abschnitt des vierten Kapitels soll schliefllich
wieder einem konkreten Prozess erhohte Aufmerksamkeit gewidmet werden,
und am Ende erhalten wir eine optimale Stoppzeit fiir eine bertihmte kombi-

nierte Option, dem so genannten Strangle oder Straddle.

Besondere Beachtung verdient das letzte Kapitel, in dem eine elegante Losung
des klassischen W, /(7 + 1)-Problems (vgl. [Shel]) gegeben wird. Obwohl bei
diesem Problem keine exponentielle Abzinsung vorliegt, stellt sich die An-
wendung der Methode als iiberaus fruchtbar heraus, und es konnen sogar

etwas allgemeinere Aussagen als die klassischen bewiesen werden.

Ich mo6chte mich herzlich bei Herrn Professor Dr. G. Alsmeyer fir die gu-
te Betreuung dieser Arbeit bedanken. Fr hat mein Interesse fiir das Thema
geweckt, und seine wertvollen Hinweise haben mir iiber manche Hiirde hin-

weggeholfen.






Kapitel 1
Kontinuierliche Prozesse

In diesem Kapitel werden jene Resultate uiber die Theorie der stochastischen
Prozesse und aus dem Bereich der Martingaltheorie vorgestellt, die fiir die
vorliegende Arbeit von besonderem Interesse sind.

Weitestgehend wird bei der Darstellung der Resultate den Werken von
[Als1], [Irle], [Rev] und [Stee] gefolgt, wobei Beweise nur dann vorgestellt
werden, wenn sie fir das Verstandnis des vorliegenden Textes hilfreich sind.

Andernfalls wird auf die erwahnten Quellen verwiesen.

1.1 Stoppzeiten und Martingale

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, sind einige Kenntnisse iiber die Theo-
rie stochastischer Prozesse notwendig. Wir legen einen Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A,P) zu Grunde und nennen eine Familie X, = (X;)ier mit
L C R* von Abbildungen in einen messbaren Raum (X', B) einen stochasti-
schen Prozess. In der vorliegenden Arbeit werden nur reellwertige Prozesse
mit kontinuierlichem Zeitparameter und unendlichem Zeithorizont betrach-
tet, d.h. es gilt (X, B) = (R, B) und L = [0; 00).

Fur den weiteren Verlauf sind jene Prozesse besonders wichtig, bei denen
eine Menge Qy C Q existiert mit der Eigenschaft, dass P(€)y) = 1 gilt und
fir alle w € €y die auf [0; 00) definierte Funktion ¢ — X;(w) stetig ist.
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Zum Zwecke einer einfacheren Sprechweise ist es moglich, (2,4, P) als
Wahrscheinlichkeitsraum zu Grunde zu legen. Die letzte Eigenschaft bedeutet
dann, dass sdmtliche Pfade von (X});>¢ stetig sind. Wenn im Folgenden kiir-
zer von stetigen Prozessen gesprochen wird, sind gerade Prozesse mit dieser
Eigenschaft gemeint.

Eine isotone Familie (A¢)¢>o von Unter-o-Algebren von A, also eine Fa-
milie, die der Bedingung A, C A; fiir alle s < ¢ geniigt, nennt man auch
Filtration. Folgender Begriff erweist sich in diesem Zusammenhang als sinn-

voll.

1.1 Definition Eine stochastischer Prozess (X;);>¢ heiflt adaptiert beziiglich
(A¢)i>0. falls X; fiir alle ¢ > 0 Ap-messbar ist.

Diese Begriffsbildung erlaubt eine einfache Interpretation: Die o-Algebra A
beschreibt die Gesamtheit aller beobachtbaren Ereignisse, wahrend A; zu-
mindest all jene Ereignisse umfasst, die durch das Verhalten des Prozesses X
bis zum Zeitpunkt ¢ bestimmt sind. Die Isotonie der Familie (A;);>¢ bedeutet,
dass zu einem spateren Zeitpunkt nicht weniger Informationen vorliegen, die

Gesamtheit der beobachtbaren Ereignisse demnach im Zeitablauf zunimmt.

A :za(UAt>

Dabei bezeichne

die von der Gesamtheit aller A; erzeugte o-Algebra.

Jeder stochastische Prozess X ist adaptiert beziiglich der durch
G = 0((Xs)0§.s§t)

definierten kanonischen Filtration G von X, die gerade die durch den Prozess-
verlauf beobachtbaren Ereignisse enthélt und auch in vielen Anwendungen
zu Grunde gelegt wird. Im néchsten Abschnitt wird man sehen, dass fur
die in dieser Arbeit zu Grunde gelegte Filtration noch ein kleine technische
Anderung vorgenommen werden muss.

Ein weiterer Begriff, der sowohl in der Theorie der stochastischen Prozes-

se im Allgemeinen als auch in der vorliegenden Arbeit von grundséatzlicher
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Bedeutung ist, ist der Begriff der Stoppzeit. In vielen Fallen ist es so, dass
sich der Beobachter eines Prozesses dafiir interessiert, wann erstmalig ein

bestimmtes Ereignis eintritt. Eine derartige Zufallszeit hat die Form
(1.1) T4 =inf{t >0: X, € A}

mit einer messbaren Menge A. Dass der Beobachter in seiner Entscheidung
iiber den Zeitpunkt des Stoppens eines Prozesses nur auf die zum gegenwarti-
gen Zeitpunkt verfiigharen Informationen zuriickgreifen kann, ist wesentliche

Eigenschaft einer Stoppzeit.

1.2 Definition Es seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ay)¢>o
eine isotone Familie von Unter-o-Algebren von A. Dann heifit eine Abbildung
7:Q — RU{oo} Stoppzeit beziiglich (Ag)i>o, falls

{TSt}GAt

fiir alle £ > 0 gilt. Ist (A¢)¢>0 die kanonische Filtration von (X;)¢>0, so nennt

man 7 Stoppzeit beziiglich (Xt)i>o.

In (1.1) ist eine heuristische Zufallszeit angegeben worden; es ist allerdings
noch sicherzustellen, dass es sich dabei in der Tat um eine Stoppzeit handelt,
d.h. es muss die A;-Messbarkeit der Menge {74 < t} gepriift werden. An-
ders als im diskreten Fall kann diese Forderung bei zeitstetigen Prozessen zu
Problemen fiihren; wir werden aber sehen, dass dies nicht der Fall ist, wenn
die betrachteten Prozesse stetige Pfade besitzen. Unter dieser Voraussetzung
stellt man zunachst leicht die Gultigkeit der Beziehung

{ra<t}= |J {X. edleA

reQr<t

fest. Die folgende Eigenschaft der betrachteten Filtration erweist sich als

auBerst hilfreich.

1.3 Definition Eine Filtration A heifit rechtsseitig stetig, falls
A=A
s>t

fir alle t gilt.
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Zu einer beliebigen Filtration A ist die Filtration AT, definiert durch A} :=
Nyt As, rechtsseitig stetig.

1.4 Lemma Sei A eine rechtsseitig stetige Filtration. Dann sind fiir 7 : 0 —

R U{oo} dquivalent:
(i) {r <t} e A, fiir alle t.
(ii) {r <t} € A fiir alle t.

Bewers. Vgl. [Irle], S. 118/119. O

Es sei sodann das gewiinschte Resultat prasentiert.

1.5 Satz A bezeichne eine rechtsseitig stetige Filtration und X einen steti-
gen adaptierten Prozess. Falls A eine offene oder abgeschlossene Menge ist,
so gilt:

T4 Ist eine Stoppzeit.

Bewers. In [Irle], S. 119/120. 0

Falls eine Stoppzeit 7 und ein beziiglich einer Filtration (A¢);>o adaptier-
ter Prozess (X})i>0 gegeben sind, so definieren wir durch X7 := Xj,, den so
genannten gestoppten Prozess X7. Durch A, :== {A € A : An{r <t} €
Ay fiir alle t € [0; 00]} wird eine o-Algebra definiert, die man auch o-Algebra
der T-Vergangenheit nennt. Es erweist sich als wichtige Figenschaft, dass der
gestoppte Prozess X7 nun auch A,-messbar ist. Die nachfolgenden Begriffe

zeigen, dass dies nicht immer der Fall ist.

1.6 Definition Ein stochastischer Prozess (X;):>o heifit progressiv messbar

oder progressiv beziiglich (A¢)¢o, falls die Abbildung
X :[0:t] x Q2 = (R, B)

fir alle ¢ > 0 (B([0;¢]) @ A¢)-messbar ist.



1.1 Stoppzeiten und Martingale 9

Wir erhalten das fiir unsere Zwecke zufrieden stellende Resultat:

1.7 Lemma Es seien A = (A;):>0 eine Filtration, X = (X;)i>o ein stochas-
tischer Prozess, der beziiglich (A)i>o adaptiert sei, und 7 eine Stoppzeit.

Dann gilt:

(a) Sind die Pfade von X rechtsseitig oder linksseitig stetig, so ist X pro-

gressiv messbar beziiglich A.

(b) Ist X progressiv messbar beziiglich A, so ist X™ A,-messbar auf der
Menge {7 < co}.

(c) Ist X progressiv messbar beziiglich A, so ist XT progressiv messbar

beztiglich A

BEWEIS. Vgl. S. 44 ff. in [Rev]. O

Viele Aussagen iiber Stoppzeiten stehen in sehr engem Zusammenhang mit
dem anschliefenden Begriff, der in dieser Arbeit eine fundamentale Rolle

einnimmt.

1.8 Definition (X;);>o heilt Martingal beziiglich (Ay)>o. falls X; Ai-messbar
ist und folgende Eigenschaften besitzt:

(a) E(|X:]) < oo fiir alle t > 0.
(b) E(X:| As) = X, fast sicher fiir alle 0 < s <t < 0.

Kann in (b) das Gleichheitszeichen noch durch ein > (<) ersetzt werden, so

spricht man von einem Sub(Super-)martingal.

Einen Prozess, der ein Martingal bildet und zudem fast sicher pfadstetig ist,
nennt man stetiges Martingal. Die Bezeichnungen sind entsprechend, falls

samtliche Pfade von (X;)¢>o rechtsseitig stetig oder linksseitig stetig sind.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei noch eines der wichtigsten Resultate
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iitber Martingale angefiithrt, wobei das anschliefende Korollar fiir uns von

besonderem Interesse ist.

1.9 Satz (Optional-Sampling-Theorem.) Seien (M;);>( ein stetiges Mar-
tingal beziiglich einer Filtration (A;)i>o und 7 eine Stoppzeit. Dann bildet
auch der gestoppte Prozess

Xt = My

ein stetiges Martingal beziiglich (A¢)>o.

BEWEIS. Vgl. [Stee], S. 51/52. 0

Als einfache Konsequenz sei noch notiert, dass das Optional-Sampling-Theo-

rem unmittelbar EM. ; = E M, fiir beliebiges t > 0 liefert.

Das bereits angekiindigte Korollar ist eine einfache Anwendung des Lemmas
von Fatou (vgl. [Als1], S. 37), das uns zusammen mit Satz 1.9 eine sehr niitz-
liche Aussage liefert. Dabei sei fiir eine Stoppzeit 7 auf der Menge {7 = co}

noch X, = X gesetzt.

1.10 Korollar Sei (X;);>( ein positives Supermartingal. Dann gilt mit X, =
0 fiir jede Stoppzeit T
EX. < EX,.

BeEwEis. Da X positiv und ein Supermartingal ist, gilt

EX, = E(linlhleTAn)

n—oo

< liminf F (X)) < EX)

n—oo

mit dem Lemma von Fatou. a

Eine etwas allgemeinere Aussage beinhaltet das folgende Korollar.

1.11 Korollar Bezeichnen (X;)i>o ein nichtnegatives, rechtsseitig stetiges

Supermartingal und o, T beliebige Stoppzeiten, so gilt mit X, = 0

(1.2) X, > E(X; | A,) P-fast sicher.
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BEWEIS. Vergleiche Theorem 3.3, S. 70 in [Rev]. a

1.12 Bemerkung Durch beidseitiges Bilden des Erwartungswertes in (1.2)
erhilt man unmittelbar F(X,) > FE(X,). Dabei ist der Spezialfall 7 = 0

gerade die Aussage von Korollar 1.10.

1.2 Die Brownsche Bewegung

Im letzen Abschnitt haben wir einige allgemeine Aussagen tiber beliebige ste-
tige Prozesse bereitgestellt. Von nun an werden wir uns mit einem konkreten
Prozess, der Brownschen Bewegung, beschaftigen, die ohne Zweifel als der
wichtigste stetige Prozess bezeichnet werden darf. Im verbleibenden Teil die-
ser Arbeit werden fast ausnahmslos Brownsche Bewegungen oder Funktionen

der Brownschen Bewegung betrachtet.

1.13 Definition Sei 7" > 0 oder T' = oo. Ein zeitstetiger stochastischer
Prozess (By)o<t<r heifit Brownsche Bewegung mit Drift i € R und Volatilitdt
o > 0, falls er folgende Eigenschaften besitzt:

1. BO :0

2. Fir alle 0 < s < t < T haben die Zuwéchse B; — B, eine N (0,¢ — s)-
Verteilung.

3. (Bi)i>0 besitzt unabhéangige Zuwéchse, d.h. fiir jede endliche Wahl 0 <
tl <t2 < e <tn <TSin BtUBt'Z_Btl""?Btn_Btn
unabhangig.

_, stochastisch

4. By(w) ist stetig in ¢ fiir alle Elemente w € N¢ wobei N eine geeignete

P-Nullmenge bezeichne.

Fiir 1 = 0 und 02 = 1 heiBt (By)o<i<r Standard Brownsche Bewegung. Dieser

Prozess wird im Folgenden mit (W})o<;<7 bezeichnet. Der fiir 2 > 0 durch

St = x exp(o Wy + put)
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definierte stochastische Prozess (S;)o<t<r heiit geometrische Brownsche Be-

wegung mit Drift p, Volatilitdt o und Startwert x.

Man beachte, dass auf Grund der Definition die Pfade einer Brownschen
Bewegung auf (€2, A, P) in der Tat fast sicher stetig sind und dass auch die

Prozesse (—W})o<t<r und (ﬁv@)oéKbaT, definiert durch
Wt =02 Wy

mit b > 0, Standard Brownsche Bewegungen sind. An spéaterer Stelle werden

diese Feststellungen fiir uns von Nutzen sein.

2.5¢

1.5}

0.5¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 1.1: Pfad einer geometrischen Brownschen Bewegung

Im Anschluss werden zwei einfache Martingaleigenschaften bei Brownschen
Bewegungen bewiesen, wobei vor allem die zweite noch des Ofteren benutzt

wird.

1.14 Lemma (a) Eine Brownsche Bewegung ohne Drift bildet ein stetiges

Martingal.

(b) Eine geometrische Brownsche Bewegung S; = x exp(oW; + ut) bildet

genau dann ein stetiges Martingal, wenn u = —o?/2 gilt.
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BEWEIS. (a) (By)i>o bezeichne wie iiblich eine Brownsche Bewegung, die

beziiglich einer Filtration (A;):>o adaptiert sei. Fir p =0 und ¢ > s gilt:
E(Bt | As) - E(Bt - Bs + BS | AS)
= B+ E(B;— B, | Ay)
— B,+ B(B, - B,)

= B..
(b) Mit obigen Voraussetzungen, wobei hier p = —%2 gewahlt werde, erhalt
man
E(SL‘ 60Wt70'2t/2 | As) _ xE(eaWSGU(Wths)fUQt/Q | As)

_ xeaW5—02t/2E(ea(VVt—VVs) |As)
- eaWS—JQt/QE(eU(W/t—VVS)>

_ oWs—02s/2
= xe 7 /,

wobei als Letztes der Erwartungswert der Log-Normalverteilung berechnet
wurde und zu beachten ist, dass o(W; — W) eine N(0, o%(t — s))-Verteilung
besitzt. O

Eine wichtige Eigenschaft fiir weitere Untersuchungen stellt bekanntlich die
rechtsseitige Stetigkeit der betrachteten Filtration dar (vgl. Satz 1.5). Dass
dies in der vorliegenden Arbeit ohne Einschriankung angenommen werden

kann, zeigt das folgende Resultat.

1.15 Satz Es sei (W;);>o eine Standard Brownsche Bewegung beziiglich ei-
ner Filtration (A;)i>o. Dann gilt:

(Wi)e>o Ist Standard Brownsche Bewegung beziiglich (A;)i>o.

BeEwEIs. Vgl. [Irle], S. 132/133. 0

Die hier benotigten Stoppzeiten haben folgende oder d&hnliche Form:

r=inf{t > 0| f(B;) > a} oder 7=inf{t >0]|f(B;) =a}
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mit einer stetigen, reellwertigen Funktion f. Gemafl Satz 1.5 liegen damit in

der Tat Stoppzeiten vor.

Abschliefend sei noch die Filtration angegeben, die in der vorliegenden Ar-
beit stets zu Grunde gelegt wird, wenn es sich bei den betrachteten Prozessen

um Brownsche Bewegungen handelt.

1.16 Satz Es seien (W;)i>o eine Standard Brownsche Bewegung und (Gy)>o
die kanonische Filtration. Ferner sei N = {A € A | P(A) = 0}. Dann ist
(Wi)i>o0 eine Standard Brownsche Bewegung beziiglich der durch

ft :ZO'(gtUN)

definierten Filtration (F;)i>o0, und (Fi)i>o ist rechtsseitig stetig.

BeEweis. Vgl. [Irle], S. 136. 0

Die eben definierte Filtration (F;)i>0 := (0(Gr UN))i>0 wird auch als Stan-
dardfiltration bezeichnet.

Nachdem nun die wesentlichen Resultate prasentiert wurden, die das Martin-
galverhalten von Funktionen Brownscher Bewegungen beschreiben, und auch
der Begriff der Stoppzeit in diesem Zusammenhang hinreichend geklart ist,
wollen wir an dieser Stelle noch das Pfadverhalten Brownscher Bewegungen
genauer untersuchen. Das folgende Resultat besagt, dass sich samtliche Pfa-
de einer Standard Brownschen Bewegung mit Wahrscheinlichkeit 1 schliefSlich
zwischen den Graphen von f(t) = ++/2tInlnt entwickeln. Auf Grund dieses
Terms tragt es auch den Namen Gesetz vom iterierten Logarithmus fir die

Brownsche Bewegung.

1.17 Satz Sei (W})i>o eine Standard Brownsche Bewegung. Dann gilt

lim sup Wiw)

t—oo V2tInlnt
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und W)
lim inftiw = —1
t=oo  /2¢Inlnt

P-fast sicher.

BEWEIS. Vgl. [Géns], S. 319 ff. 0

Ein weiteres wichtiges Resultat in diesem Zusammenhang ist das Reflexi-

onsprinzip fir die Standard Brownsche Bewegunyg.

1.18 Satz Sei 7 eine Stoppzeit beziiglich der Standardfiltration, gegeben

(Wi)t>0, dann ist auch der durch

W, { W, falls t <1

W, —W,—=W,), fallst>r

definierte, an T gespiegelte Prozess (Wt)tzo eine Standard Brownsche Bewe-

gung.

BEWEIS. Siche [Irle], S. 145 oder [Rogl], S. 25. O

Im Falle der fast sicher endlichen Stoppzeit 7, = inf{t > 0| W; = a} liefert
der letzte Satz fiir den gespiegelten Prozess W die Identitit fWJt = 2a— W, fir
t > 7,, d.h. der Prozess (W;)>o wird bei Erreichen der horizontalen Geraden
der Hohe a an dieser reflektiert. Wir bemerken schon hier, dass die beiden
letzten Resultate fiir uns vor allem bei der Berechnung einiger Wahrschein-

lichkeiten von Bedeutung sind.






Kapitel 2

Losung optimaler

Stoppprobleme

In diesem Kapitel wird das Kernstiick der vorliegenden Arbeit vorgestellt. Da-
bei handelt es sich um eine Zerlegungsmethode, die auf einigen sehr effizienten
Martingaliiberlegungen basiert und mit der sich zahlreiche Stoppprobleme in
stetiger Zeit sehr elegant 1osen lassen. Die wesentlichen Uberlegungen ent-
stammen einer Arbeit von M. Beibel und H. R. Lerche (vgl. [Bei]).

2.1 Eine Zerlegungsmethode

Grundlegend beruht die Methode auf einer geeigneten multiplikativen Zerle-
gung des Ausgangsprozesses und dem Ubergang zu einem Aquivalenten Wahr-
scheinlichkeitsmaf. Genauer liefert eine derartige Zerlegung des Prozesses un-
mittelbar eine optimale Stoppzeit, wobei der Nachweis der Optimalitat tiber
das dquivalente Wahrscheinlichkeitsmafl gebracht wird. Um dieses Stoppver-

fahren gebiihrend zu beschreiben, wollen wir zunachst ein wenig ausholen.

In verschiedenen Arbeiten iiber Bayes-Tests (so z.B. in [Wood], S. 523 ff.)
wird folgendes Argument benutzt: Das Bayes-Risiko R(7) habe fiir alle Stopp-
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zeiten 7 mit R(7) < oo die Form
21) R(r) = By(LL).

wobei L einen bestimmten stochastischen Prozess bezeichne und ¢ eine posi-
tive Funktion mit eindeutig bestimmtem Minimum. Dieses Minimum werde

in einem Punkt ¢* angenommen, sodass offenkundig die Abschatzung
R(1) = Eg(L;) = g(a”)

gilt. Durchlauft der Prozess L den Punkt «* fast sicher, so ist des Weiteren
unmittelbar einzusehen, dass die Stoppzeit 7 = inf{t > 0 | L, = a*} das
Bayes-Risiko minimiert.

Falls jedoch L ein zeitdiskreter Prozess ist, so wird er im Allgemeinen den
Punkt a* nicht exakt treffen; man wird daher gezwungen sein, den Prozess
in einer Umgebung von a* zu stoppen. Der konkrete Fall g(z) = |z| und
L, = X;1 4+ --- 4+ X,,, wobei die X; geometrisch verteilt sind, ist von Y.
S. Chow, H. Robbins und D. Siegmund als .,Park-Problem" bezeichnet und
genauer untersucht worden (vgl. [Chow], S. 45 und 60). M. Woodroofe, R.
Lerche und R. Keener haben fiir die allgemeine Situation entsprechend den
Begriff ,verallgemeinerte Park-Probleme* eingefiihrt und sie unter minimalen
Voraussetzungen an die Funktion ¢ und die gemeinsame Verteilung der X;
gelost (vgl. [Wood], S. 523 ff.).

Im zeitstetigen Fall ist die Losung - bei entsprechendem Pfadverhalten von
L - trivial, sofern eine Darstellung der Form (2.1) gegeben ist. Da dies bei
den hier betrachteten Stoppproblemen nicht unmittelbar der Fall ist, erweist
es sich als auBlerst fruchtbare Idee, die obige Technik mit derjenigen von L.
A. Shepp und A. N. Shiryaev (vgl. [She2]) zu kombinieren. Das konkrete Vor-

gehen soll im Folgenden erlautert werden.

Da die in der vorliegenden Arbeit auftretenden Prozesse in der Regel ein
Modell fiir den Wert eines bestimmten Finanzgutes darstellen und diese aus

dem Blickwinkel eines Investors betrachtet werden, stellt sich demnach eher
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die Aufgabe, den zu erwartenden mazimalen Wert des Prozesses zu finden.
Wenn wir einen Prozess Z = (Z;);>0 in Abhangigkeit eines Startwertes

betrachten, lautet unser Stoppproblem, die Funktion
(2.2) V() :=sup E (Z;1{;<oc})

zu berechnen, wobei das Supremum tber alle Stoppzeiten gebildet wird. Der
Fall 7 = oo bedeutet folglich, dass der Wert des betrachteten Finanzgutes
verféllt. Es wird sich herausstellen, dass man (2.2) bei einer geeigneten Zerle-
gung des Ausgangsprozesses Z mit nur wenig Miihe in ein ,,verallgemeinertes

Park-Problem* transformieren kann.

Im Folgenden existiere fiir den Prozess (Z;)¢>o stets eine Zerlegung der Form
(23) Zt = 9<Xt) Mt-

Dabei seien ¢ eine Funktion mit einem eindeutig bestimmten und positiven
Maximum in einem Punkt z*, (X;);>0 ein beliebiger stetiger reellwertiger sto-
chastischer Prozess, adaptiert beztiglich einer Filtration (A)i>o, und (M;)i>o

ein positives und stetiges Martingal. Die Stoppzeit
(2.4) 7:=inf{t >0: X; = z"}.

ist schon aus rein heuristischen Uberlegungen von besonderem Interesse, 7

stehe fiir eine beliebige Stoppzeit beziiglich der zu Grunde gelegten Filtration.

Wir beginnen die mathematische Betrachtung mit einer sehr einfachen, aber
grundlegenden Feststellung, wobei noch erwahnt sei, dass es natiirlich keine
Einschrankung bedeutet, fiir die nachfolgenden Resultate My = 1 zu setzen
(und den eigentlichen Startwert der Funktion g zuzuschreiben). Um im an-
schliefenden Kapitel eine elegantere Notation zur Hand zu haben, soll hier

aber auf diese Festlegung verzichtet werden.

2.1 Lemma Fiir eine beliebige Stoppzeit T gilt

(2'5) E(ZT1{7<OO}) < g(x*)E(Mrl{T«m}) < g(:L‘*)EMo,



20 Losung optimaler Stoppprobleme

und fiir T = 7 erhalt man die Identitét
(2.6) E(Z:lpcoay) = 9(2") E(Mz15<cy)-
BEWEIS. Wegen 7; = g(X;) M, fiir alle t > 0 erhdlt man unmittelbar
Zrliressy = 9(X)Milircocy
und damit
E<Z7'1{T<OO}) = E(g(XT)MTl{T<OO})

< g(x*)E(MTl{Tva})'

Dabei liegt fiir 7 = 7 in der letzten Zeile Gleichheit vor, womit die erste
Ungleichung in (2.5) und die Gleichung (2.6) gezeigt sind. Da M ein positives

Supermartigal bildet, erhalt man die Ungleichung
E<MT1{T<OO}> S EMO

aus Korollar 1.10. O

Eine nahe liegende Konsequenz aus Lemma 2.1 ist von enormer Bedeutung

fiir das weitere Vorgehen.

2.2 Korollar Falls T P-fast sicher endlich ist und

(2.7) E(Mz1zco0y) = E Mo

gilt, so ist T gemdal Lemma 2.1 optimal. O

An dieser Stelle fithren wir ein neues Wahrscheinlichkeitsmafl () ein, da wir
auf diese Weise eine in konkreten Fillen leicht nachzuweisende hinreichende
Bedingung fiir unsere spateren Optimierungsprobleme erhalten. Zuvor sei
noch in Erinnerung gerufen, dass zwei Wahrscheinlichkeitsmafle aquivalent

heifen, falls sie dieselben Nullmengen besitzen. Wir definieren

Q(A) = (EMO)l/Mth
= (EMy) " E(My); A€ A,.
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Dabei ist @ natiirlich ein zu P dquivalentes und auch wohldefiniertes Wahr-
scheinlichkeitsmaf, da (M;):>( ein positives Martingal beziiglich (A):>o bil-
det und damit des Weiteren EM; = E M, fir alle t > 0 gilt.

Eine Legitimation spaterer Rechenschritte liefert das anschlieSende Resultat.

2.3 Satz Sei f eine nichtnegative, messbare numerische Funktion auf (€2, .A),
v sei das Mal mit der p-Dichte f, d.h.

v(A) = / fdu; A€ A,
A
dann gilt fiir jede nichtnegative, messbare numerische Funktion g auf (€2, A)

(2.8) /fdu:/fgdu.

FEine A-messbare numerische Funktion g ist genau dann (quasi-) v-integrierbar,

wenn gf (quasi-) p-integrierbar ist, wobei weiter (2.8) gilt.

BeEwEis. In [Als]], S. 53. O

Mit Hilfe des voranstehenden Satzes erhalten wir schliefllich die zentrale Aus-

sage dieses Abschnitts.
2.4 Satz (a) Es gilt die Identitat
EMy Q(F < 00) = E(Mzl{rcn)),
d.h. Q(T < o0) =1 liefert die gewiinschte Beziehung (2.7).
(b) Q(T < oc0) = 1 impliziert
sup E(Z 1 reoy) = BE(Zz15c00)),
wobei P(T < oo) < 1 mdglich ist.

BEWEIS. (a) Da offenkundig {7 < oo} € A; gilt, liefert die Definition des

Wahrscheinlichkeitsmafles () in Verbindung mit Lemma 1.7 die Identitat

QT <o) = /{A< }dQ

= (EM,) " / M dP,
{T<}
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was Beweisteil (a) abschlieft.

(b) Sei 7 eine beliebige Stoppzeit. Dann gilt mit {7 < oo} € A,

E(ZT]-{T<OO}) = E(g(XT>MT]-{T<OO}>
- / 9(X,)M, dP
{r<0}

= EM, / 9(X;)dQ < EMy g(z").
{r<oc}

Falls Q(T < oo) = 1 gilt, so kann das Ungleichheitszeichen in der letzten

Zeile fir 7 = 7 durch ein Gleichheitszeichen ersetzt werden. |

An dieser Stelle wollen wir kurz auf die einleitenden Bemerkungen einge-
hen. Das Wahrscheinlichkeitsmafl () wurde natiirlich gerade so gewahlt, dass
es die in Aussicht gestellte Transformation des Stoppproblems (2.2) in ein

wverallgemeinertes Park-Problem™ ermoglicht. Die konkrete Beziehung

E (Z:1reny) = EMy Eq (9(X)1(reoc))

ist aus obigem Beweis ersichtlich und liefert schlieflich in Ubereinstimmung
mit unseren anfinglichen Uberlegungen die optimale Stoppzeit und das hin-

reichende Optimalitatskriterium.

Wegen der Bedeutung fiir den weiteren Text wollen wir das bemerkenswerte

Resultat noch einmal formulieren:

7 stellt die optimale Stoppzeit fiir unser Ausgangsproblem (2.2) dar,

sofern 7 Q-fast sicher endlich ist. In diesem Fall gilt
sup (ZTI{T<OO}) = EMyg(z").

Auf Grund der Voraussetzung an die Funktion ¢ ist 7 eindeutig

bestimmt.

Da die betrachteten Prozesse in der Regel Brownsche Bewegungen sind, wird

der bekannte Satz von Girsanov haufiges Hilfsmittel zum Nachweis der hin-
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reichenden Optimalitdtsbedingung Q(7 < oo) = 1 sein. Fiir die vorliegende

Arbeit benotigen wir ihn nur in der einfachsten Form.

2.5 Satz (Satz von Girsanov.) Sei (B;);> eine Brownsche Bewegung mit
Volatilitdt o und Drift u. Des Weiteren sei ji € R und T' > 0. Wir definieren

. £2 2

fi = p 0= p

Ly = Br — T).
T exp< o2 T 902 >

Dann wird durch Q(A) := E(Lrl4) ein zu P dquivalentes Wahrscheinlich-
keitsmap definiert, derart dass (Bt)te[O;T] eine Brownsche Bewegung mit Vo-

latilitdt o und Drift i beziiglich () ist.

BEWEIS. Siehe S. 151 ff. in [Irle]. O

Damit sind bereits die wesentlichen Uberlegungen zu der hier verwendeten
Zerlegungsmethode gemacht, wobei wir nicht darauf verzichten wollen, weni-

ge abschliefende Bemerkungen hinzuzufiigen.

Falls wir an Stelle von 7 die Stoppzeit
™ i=inf{t > 0] X, > 2"}

betrachten, so ist festzustellen, dass 7 = 7 gilt, falls der Prozess X einen
Startwert Xg = o < 2* besitzt und fast sicher pfadstetig ist. Da es sich bei
den betrachteten Prozessen um Brownsche Bewegungen oder stetige Funktio-
nen Brownscher Bewegungen handelt und tiberdies ) ein zu P dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaf3 ist, bereitet diese Forderung keine Probleme, und
folglich erweisen sich die zuvor angestellten Uberlegungen fiir unser Aus-
gangsproblem (2.2) in dieser Situation als tiberaus fruchtbar. Insbesondere
ist in diesem Fall weiterhin Q(7* < oo) = 1 geméf} Satz 2.4 die hinreichende

Optimalitatsbedingung, und es gilt fiir x < z* die Identitat
V() :=sup E (Z;1{r<o0}) = g(z*) E M.

Hingegen konnten fir Xy = z > z* die Stoppzeiten 7 und 7* unterschied-

licher nicht sein. Auf die Optimalitat von 7 darf in dieser Situation nicht
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gehofft werden, da die Bedingung Q(7 < oo) = 1 nicht mehr erfiillt und
bereits Zy > Z- gelten wird. Auch fiir 7* finden die obigen Uberlegungen
zur Zerlegungsmethode wegen 7% = 0 hier keinen Nutzen. Wir werden aber
sehen, dass mittels einiger Resultate aus dem Bereich der stochastischen Inte-
gration in Anlehnung an das auf A. N. Kolmogorov zuriickgehende ,,Principle
of Smooth Fit* (vgl. [She2]) nachgewiesen werden kann, dass in der Region

x > z* in der Tat
V*(z) :=sup £ (Z71{7<oo}) = 7

gilt, sodass sofortiges Ausiiben ratsam ist. Folglich wird die Stoppzeit 7* un-

ser Stoppproblem (2.2) vollstdndig 16sen.

Die Uberlegungen sind natiirlich entsprechend, falls die Stoppzeit 7 :=
inf{t > 0| X; < a*} betrachtet wird.

2.2 Der Ito-Kalkul

Wie bereits erwahnt, reicht die zuvor beschriebene Methode nicht immer aus,
die betrachteten Stoppprobleme vollstandig zu losen. Die zum SchlieSen die-
ser Liicke notwendigen Resultate aus dem Bereich der stochastischen Integra-
tion sollen im Folgenden bereitgestellt werden, wobei wir bei der Darstellung
dem Werk von J. M. Steele (vgl. [Stee]) folgen. Der an einer detaillierte-
ren Darstellung interessierte Leser sei zudem auf die Werke [Irle], [Rev] und
[Rog2] verwiesen, die einen fiir unsere Zwecke guten Einblick in die stochas-

tische Integration liefern.

In diesem Abschnitt bezeichne T eine positive reelle Zahl, eine Funktion
f Q2 x[0,T] = R nennen wir messbar, falls sie Fr @ B([0;T])-messbar
ist, und adaptiert, falls sie beziiglich (F;)o<i<r adaptiert ist. Fiir den Rest
dieses Abschnitts werden wir zwei Klassen von Funktionen unterscheiden:

H? = H?[0,T] bezeichne die Menge aller messbaren, adaptierten Funktio-
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nen, die der Bedingung

(2.9) E </0T Pw.t) dt> < o

geniigen. Damit ist H? ein abgeschlossener linearer Unterraum von L*(P &
A). Mit £2 = £?[0,T] werden wir die Menge aller messbaren, adaptierten

Funktionen mit

(2.10) P (/OT fA(w, t)dt < oo> =1

bezeichnen. Offenkundig gilt H? C £2. Ferner ist jede Funktion f der Form
f(w,t) = g(B(w)) mit einer stetigen Funktion g Element von £?, da die
Abbildung t — ¢(Bi(w)) auf dem Intervall [0,7] auf Grund der Pfadste-
tigkeit der Brownschen Bewegung beschrankt ist. Der Grund fiir die frithe
Einfiihrung und Unterscheidung dieser beiden Klassen liegt darin, dass die
hier betrachteten Funktionen der Bedingung (2.10) oder sogar der Bedingung
(2.9) geniligen und entsprechende Aussagen fiir diese Funktionen existieren,
die fiir uns von groflem Nutzen sind. So ist die nachfolgende Aussage eine

sehr wichtige Folgerung aus der so genannten [to-Isometrie auf H>.

2.6 Satz Fiir jedes f € H?> und 0 < s < t gilt

E ((/:f(w,u)qu>2 |.7-'8> :E</:f2(w,u)du|]:s>.

BeEwEIS. Vgl. [Stee], S. 82. 0

Von grundlegender Bedeutung ist die Tatsache, dass das Ito-Integral tiber

eine Funktion aus H? ein stetiges Martingal bildet.

2.7 Satz Fiir jede Funktion f € H?[0,T] existiert ein Prozess (Xi)ie[o.1);
derart dass X ein stetiges Martingal beziiglich der Standardfiltration F bildet

" P <Xt(w) - /0 t flw, ) qu> =1

gilt.
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BEWEIS. In [Stee], S. 83 ff. O

Damit sind bereits in Zusammenhang mit der Ito-Integration die fiir uns
wichtigen Aussagen iiber Funktionen aus H? gemacht. Da aber schon steti-
ge Funktionen existieren, fiir die Bedingung (2.9) nicht erfiillt ist, erscheint
eine Erweiterung des stochastischen Integrals unumganglich. Der Begriff der
Lokalisierungsfolge ist in diesem Zusammenhang von fundamentaler Bedeu-

tung.

2.8 Definition Eine monoton wachsende Folge (v,),,>1 von Stoppzeiten heifit
H?[0, T]- Lokalisierungsfolge fir f, falls die folgenden beiden Bedingungen er-
fullt sind:

(i) fa(w.t) := flw. )<,y € H[0,T] fiir alle n.

(ii) P (U@l{w SV, = T}) =1.

Jedes Element f € £2[0,T] besitzt eine Lokalisierungsfolge, denn die Folge

(2.11) 7,, = inf {3 : / fAw,t)dt >n oder s> T}
0

erfiilllt gerade die oben geforderten Bedingungen. Auch der nachfolgende Be-

griff steht in untrennbarem Zusammenhang mit dem Raum £2.

2.9 Definition Ein beziiglich einer Filtration (F;):>o adaptierter Prozess
(My)¢>0 heifit lokales Martingal, falls eine monoton wachsende Folge (73)>1
von Stoppzeiten existiert mit 7, — oo fast sicher fur £ — oo, derart dass der

Prozess
MY = Mins, — My

fir jedes k£ ein Martingal beziiglich (F):>o bildet.
Selbstverstandlich werden die Begriffe lokales Sub- und lokales Supermar-
tingal entsprechend definiert. Die Bedeutung der Menge £? erschlieft sich

spatestens aus der folgenden Aussage, die sicherstellt, dass jedes [to-Integral

iiber eine Funktion aus £? ein lokales Martingal bildet.
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2.10 Satz Fiir jede Funktion f € £2[0,T] existiert ein stetiges lokales Mar-

tingal (X)o<t<7, derart dass

t
P <Xt(w) _ / Flw,u) qu) 1
0
gilt. Dabei kann die Lokalisierungsfolge wie in (2.11) gewéhlt werden.

BEWEIS. Vgl. [Stee], S. 104. O

Einige einfache, aber nicht minder niitzliche Zusammenhange zwischen den
neuen und herkommlichen Begriffen sollen im Folgenden zusammengestellt

werden.

2.11 Lemma (a) Sei (X;)i>o ein lokales Martingal und 7 eine Stoppzeit.

Dann ist auch der gestoppte Prozess (Xia-)i>o ein lokales Martingal.

(b) Falls (Xi)e>o ein stetiges lokales Martingal ist und C' eine Konstante
mit | X;| < C fiir allet > 0, dann ist (X;)¢>0 ein Martingal.

(¢) Jedes nichtnegative lokale Martingal (X;)o<i<r mit E|X,| < oo ist ein

Supermartingal. Falls tiberdies
EXT = EXO

gilt, so ist (X;)o<i<r ein Martingal.

BEWEIS. Siche [Stee], S. 105 ff. O

Kommen wir zum letzten und wichtigsten Teil dieses Abschnitts, der Tto-
Formel. Wir geben sie nur in allgemeiner Form und fiir eindimensionale Pro-

zesse an. Dazu fiihren wir zunachst folgenden Begriff ein:

2.12 Definition (X;)o<<r heifit Standardprozess, falls er eine Darstellung

der Form

t t
(2.12) Xy =xo + / a(w, s)ds + / b(w, s) dWj
0 0
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fir alle 0 <t < T besitzt, wobei a, b adaptierte, messbare Prozesse sind, die

den Bedingungen

P</0T|a(w,3)|ds<oo> ~1 und P</OT|b(w,s)|2ds<oo> —1

gentgen.

AuBerst bedeutend ist die Tatsache, dass jede Funktion eines Standardpro-
zesses, die gewissen Differenzierbarkeitsbedingungen gentigt, erneut ein Stan-
dardprozess ist und eine Integraldarstellung besitzt, die explizit angegeben

werden kann:

2.13 Satz (It6-Formel) Sei f € C'?(R* xR) und (X;)o<i<r ein Standard-

prozess mit xq = 0, dann gilt

‘o
Ft X)) :f(0,0)+/0 0—{(.9,)(5)618

Lor 1 [tof .
| Yo xydx.+= | SLis, X3 (w, s) ds.
i 8x(s' )d 2/0 (9302(8' 0% (w, s) ds

BeEwEIs. Vgl. [Stee], S. 112 ff. und S. 126. O

Der Prozess f(t,X;) kann auch als stochastische Differentialgleichung ge-
schrieben werden. Im spateren Text werden wir vornehmlich folgende Kurz-

schreibweise benutzen:
1
df(t, Xf) = ft(t7 Xf) dt + .f:)?(t7 Xf) de + §frr(t7 Xf)bQ('a t) dt

Abschlielend soll noch eine Verallgemeinerung der It6-Formel auf zwei Stan-

dardprozesse angegeben werden.

2.14 Satz Seien f € C**(RxR) und (X;)o<i<7, (Yi)o<t<r Standardprozesse

mit den Integraldarstellungen

t t
Xt:/ a(w, s) ds+/ b(w,s) dW,
0 0
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und

¢ ¢
Y}:/O a(w,s)d5+/0 Bw,s) dWs.

Dann gilt:

t t
FXnY) = £(0.0)+ / O (x.,.v)ydx, + / o x.v,)dy,

ox oy
L res
2 ), 0z

t of
+ /0axgy(Xs,Ys)b(w,s)ﬁ(w,s)ds

1 [tof
+ 5/0 @(XS,K)BQ(w,S)d.S.

(X37 Y@)bz(w7 8) ds

BEWEIS. Vgl. [Stee], S. 112 ff. und S. 126. O

Falls man f(z,y) = zy wahlt, so erhédlt man als Spezialfall die so genannte

Produktregel der stochastischen Integration:

t t t
XY, — XoYy = / Y. dX, + / X, dY, + / b(w, s)B(w, s) ds.
0 0 0






Kapitel 3

Optimales Stoppen bei
perpetuierten Amerikanischen

Put Optionen

In diesem Kapitel wird eine Amerikanische Put Option mit unendlichem Zeit-
horizont vorgestellt und unter Verwendung der in Abschnitt 2.1 beschrie-
benen Martingaliiberlegungen untersucht. Wesentliches Resultat wird eine
Stoppzeit sein, die den erwarteten diskontierten Gewinn des Investors ma-
ximiert. Abschlieflend soll die optimale Ausiibungsstrategie auf eine fiir den

Optionsinhaber interessante Eigenschaft untersucht werden.

3.1 Das Modell und die Problemstellung

Die Amerikanische Put Option ist ein Finanzderivat, das den Kaufer berech-
tigt, innerhalb oder am Ende einer festgelegten Laufzeit T eine bestimmte
Anzahl an Aktien zu einem fixierten Ausiibungspreis verkaufen zu kénnen
oder aber das Optionsrecht verfallen zu lassen. Die Put Option wird auf ei-
nem Finanzmarkt gehandelt, der sich in der Realitat als auflerst komplex und
facettenreich darstellt. Wir werden daher gezwungen sein, in unserem Modell

einige Restriktionen in Kauf zu nehmen.
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Fiir den zu Grunde gelegten Finanzmarkt treffen wir folgende kurz zusam-

mengefasste Annahmen:
e Der Handel mit Finanzgiitern verlauft kontinuierlich.

e Bei dem Kauf oder Verkauf von Finanzgiitern entstehen keine Trans-

aktionskosten oder Steuern.

e Der Marktzinssatz fiir risikolose Kapitalaufname und -anlage ist iden-

tisch, konstant und kurzfristig ermittelbar.

e Dividenden oder sonstige Ertrage werden auf die Wertpapiere nicht

ausgeschiittet.

Da der ibliche Fall eines endlichen Zeithorizonts deutlich schwieriger zu
handhaben ist, da die Entscheidung des Investors, die Option zu einem be-
stimmten Zeitpunkt auszuiiben, wesentlich von der verbleibenden Restlauf-
zeit T — t abhéngt (s.a. [Shi2], S. 751), betrachten wir des Weiteren aus-

schlieBlich Finanztitel mit unendlicher Laufzeit.

Von nun an wollen wir uns mit der stochastischen Behandlung des unterstell-
ten Finanzmarktes und speziell der Amerikanischen Put Option beschéftigen.
Wie iiblich bezeichne fiir den Rest des Kapitels (€2, A, P) einen Wahrschein-
lichkeitsraum, auf dem eine Standard Brownsche Bewegung (W;);>o gegeben
sei. Der Kursverlauf einer Aktie kann nur dann sinnvoll modelliert werden,
wenn sichergestellt ist, dass der zu Grunde gelegte Prozess stets positiv ist.
Daher bietet es sich an, eine geometrische Brownsche Bewegung (.S;);>0 mit
Startwert 2z > 0 als Modell fiir den Aktienkursverlauf zu wahlen, d.h. fiir alle

t > 0 sei
St = xexp(oW;+ ut).

Haufig schreiben wir die Drift p einer geometrischen Brownschen Bewegung
in der Form ji—0?/2. i heifit dann Trend von (S;);>o. Falls kein Trend exis-

tiert, also i = 0 gilt, bildet der Prozess bekanntlich ein Martingal (vgl. Lem-
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ma 1.14). Dem Teilnehmer auf unserem Finanzmarkt bieten sich ausschliefi-
lich die Moglichkeiten, in eine risikolose, festverzinsliche Vermdogensanlage,
auch als Bond bezeichnet, zu investieren oder alternativ die risikobehaftete
Anlage in Form einer Amerikanischen Put Option zu wahlen. Die Kursent-

wicklung des Bonds werde durch den exponentiellen Preisprozess (R;):>o,
R, == Rye"

determiniert, wobei Ry > 0 den Anfangswert und r > 0 die Verzinsungsrate
bedeuten. Da der Kaufer einer Put Option nur dann von seinem Optionsrecht
Gebrauch macht, wenn der gegenwértige Aktienkurs kleiner ist als der vorher
vereinbarte Ausiibungspreis, erhdlt man ¢ (S;) := (K — S;)™ als so genann-
ten inneren Wert der Option zum Zeitpunkt ¢ und damit die abdiskontierte

Auszahlungsfunktion
fw) = e(Si(w)) = e (K = Sy(w))™

wobei wir nicht darauf verzichten wollen, die wesentlichen Bezeichnungen

noch einmal zusammenzufassen:

e Der Prozess (S;)i>0 beschreibt - wie bereits erwihnt - den Kursverlauf
der im Put gehandelten Aktie.

o K > 0 steht fiir den vor Abschluss des Kontraktes vereinbarten Aus-
iibungspreis (engl. strike price) der Put Option.

e ¢ " diskontiert den inneren Wert (K —.S;)* der Option auf den einheit-
lichen Bezugszeitpunkt ¢ = 0; r» > 0 stellt also die konstante Zinsrate

der festverzinslichen, risikolosen Vermogensanlage dar.

Der Kaufer der Option wird daran interessiert sein, eine Stoppzeit zu finden,
die die erwartete diskontierte Auszahlung F f, maximiert. Folglich ist das
Stoppproblem

(3.1) V() :=sup E(e”" (K = S;) " 1{rcooy)

T
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in Abhangigkeit vom Startwert xz der Aktie zu losen, wobei das Supremum
iiber alle Stoppzeiten gebildet wird. Der Fall 7 = co bedeutet dabei natirlich
Nichtausiiben der Option und somit Verfall des Optionswertes. Bei Unterstel-
lung von Arbitragefreiheit kann man diesen Wert auch als fairen Preis des

Kontraktes ansehen.

3.2 Die optimale Stoppzeit

In diesem Abschnitt werden wir das Stoppproblem (3.1) vollstdndig 16sen.
Wir geben die Funktion V* und eine optimale Stoppzeit 7* explizit an und
untersuchen im zweiten Teil, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Option bei
Verfolgen der Strategie 7 ausgeubt wird. Es soll ohne Umwege das zentrale
Resultat dieses Kapitels angegeben werden, wobei zuvor erwahnt sei, dass
ein entsprechender Beweis fiir # = 1 und 2* < 1 in [Bei], S. 95 ff. zu finden
ist (s. a. [Shi2], S. 753 und S. 761 ff.).

3.1 Satz Seien r > 0 und

. . 2

[ [/ 2r
3.2 = | =-= — — = —
(3:2) 7 (02 2) + \/(02 2> + o2

. g

3.3 = K——

(3:3) ! v+1
K\

3.4 cCr = | —— .

(3:4) K (7-!—1)

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Stoppzeit 7*, die das Stoppproblem
V*(z) =sup E(e™"(K — S;) 17<n0))
lost, und zwar
™ =inf{t>0:5 <"}

Es gilt V*(z) = V(z), wobei V' durch

C*x™7, x>ux*

Vi(z):=
K-z x<uz*

gegeben ist.
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Man beachte, dass z* unabhangig von z ist und - wie zu erwarten - in dem
Intervall (0; K) liegt.

Abbildung 3.1: Losung der Put Option

BEWEIS. Fiir den ersten Teil des Beweises schreiben wir wieder kiirzer p =
i — o?/2. Durch
Mt = e_rtSt_’Y

wird ein positiver und stetiger stochastischer Prozess (M;);>o mit Startwert
My = z~7 definiert. Uberdies bildet (My)¢>o ein Martingal beziiglich der
Standardfiltration (F;)¢>0, denn mit

M, = 2 Ve Tte(m1o)Wet (=)t
— g e(m)Wi=(yptr)t
2
(yo) t

— el W=

hat man gerade eine Darstellung gemafl Lemma 1.14. Man beachte, dass ~y

die positive Losung der quadratischen Gleichung @ —yp—1r =0 ist, was

das letzte Gleichheitszeichen begriindet. Ferner hat man folgende einfache
Zerlegung;:
Zt = 6771([( - St)+ = S;/(K - St>+Mt-
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In Konsistenz zu den einleitenden Uberlegungen setzen wir

Damit ist klar, dass wir einfacher schreiben konnen:
V¥z) = supE(e™(K — S:) l{rcae})
= Sup E(g(ST>MT1{T<OO})

Die Funktion ¢ erfiillt die an sie gestellten Forderungen, wie eine einfache

Untersuchung zeigt.

3.2 Lemma FEs gilt

max g(y) = g(z*) = C".
y€(0;00)

Dabei ist z* eindeutig bestimmt.
BEWwWEIS. Sei 0 < y < K. Dann ist g stetig differenzierbar, und es gilt
Jy) = WK —y)+y(-1)
= ¢y (K —y) 1]

= YKy ' —y-1].

Aus y > 0 folgt

0+l

= - -
p x*:KL
v+1

Eine einfache Rechnung zeigt ¢g(z*) = C*. Da ¢ nur auf (0; K) postiv ist und

lim g(y) = lim g(y) =0

y—0 y—K

gilt, erhédlt man zusammen mit g = 0 fiir y > K die behauptete Aussage. O
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Die abschlieBenden Uberlegungen wollen wir hier ein wenig ausfiithrlicher dar-
stellen. So erhélt man aus Lemma 2.1 zum einen die Gultigkeit der Unglei-

chung

E(e (K - ST)+]-{T<00}) < C*g7

fiir beliebiges 7 und zum anderen die Identitat
E( o (K S )]—{T*<oc}) = C*E(MT*1{7*<OO})

fir 7 = 7*. Gemaf Satz 2.4 geniigt es, Q(7* < oo) = 1 zu zeigen, um die
gewlinschte Beziehung F (MT*1{7*<OO}) = 277 und schliellich die Optimali-
tat von 7* zu erhalten. Dabei bezeichnet () das Wahrscheinlichkeitsmafl auf

Feo 1= (Ui Ft), das durch
/Mt dpP

= .%’EMtlA) AeF

fir alle 0 < t < oo gegeben ist. Wir benutzen den Satz von Girsanov

(vgl. Satz 2.5) und bemerken dazu, dass M hier die Darstellung M; =

o 2
925t hesitzt mit einer Standard Brownschen Bewegung W. Da-

xiﬂy ef(VU)Wt*
mit ist unmittelbar einzusehen, dass W unter dem zu P aquivalenten Wahr-
scheinlichkeitsmafl @) eine Brownsche Bewegung mit Drift —yo ist. Wir for-

mulieren den letzten Beweisschritt als eigenstandiges Resultat.

3.3 Lemma FEs gilt Q(7* < o0) = 1.

BEWEIS. Da wir mit (3.2) und g = i — 0?/2 die Darstellung v = p/0? +
\/12/o* 4 2r /o? erhalten, gilt unmittelbar

—yo® + =
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Da der Prozess W, := Wi+ (o)t unter @ eine Standard Brownsche Bewegung
ist, folgt
Q(t" <o0) = Q <min5t < x*)

t>0

= Q <I{l>i(1)fl[0Wt +pt] <lnz* —1In a:)
— inloW, 4 (—~o2 N
= Q <rt112151[0Wt + (=yo” + p)t] <In ” > =1.

Dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen wegen —vyo? + u < 0. a

Fir z > 2* ist dabei die Bedingung Q(7* < oo) = 1 in der Tat hinrei-
chend fiir die Optimalitiat von 7%, da der Prozess oW + (—yo? + p)t Q-fast
sicher pfadstetig ist mit Startwert 0 und somit den Wert In % < 0 fast sicher
durchlauft. Somit gilt fiir x > x* die Identitat

sup E(e™"(K = S;) 1ljrcay) = g(z*) EMy = C*277.

Damit ist der Teil des Beweises abgeschlossen, bei dem die Uberlegungen
zu unserer Zerlegungsmethode Anwendung finden. Fiir x < z* werden wir

mittels einiger Resultate aus der stochastischen Integration die Identitat
V¥ (x) =sup E(e7(K — S;) 1) = V()

explizit nachrechen, die wegen V (z) = K —x (= Z) und 7% = 0 unmittelbar
die Optimalitdt von 7" und damit die behauptete Aussage impliziert.
Zunachst ist die Giltigkeit der Ungleichung

V() < sup Ble ™ (K = ) Lyeny) = V()

leicht einzusehen. Zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung V(z) > V*(z)
setzen wir f(t,z) := e™"V () fiir & < z*. f ist zweimal stetig partiell differen-
zierbar, sodass wir mit der It6-Formel (vgl. Satz 2.13) unter Beriicksichtigung

der bekannten stochastischen Differentialgleichung

dSt:St(ﬂdt-l—Uth), S():$
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erhalten:
(3.5)  df(t,S)) = e | —rV(S) + aSV'(S;) + %QSEV”(St) dt
+ e oSV (S;) dW,.
Gemafl Satz 2.10 bildet
(3.6) My = e "o S V' (Sy) AW,
ein stetiges lokales Martingal. Unter Berticksichtigung von
V(S) =K -5 &5 <z
zeigt eine einfache, aber erst spater durchgefithrte Rechnung
(3.7) —rV(Sy) + @S V' (Sy) + U;SEV”(St) <0,
sodass aus (3.5), (3.6) und (3.7) auf die Ungleichung
e "V (Sy) <V (So) + M,
geschlossen werden kann, die wir noch einmal in der Form
(3.8) V(z) > e "V (S;) — M,

notieren. Da (M;)>¢ ein lokales Martingal bildet, nehmen wir im Folgenden
T, als Lokalisierungsfolge und 7 als beliebige Stoppzeit an, sodass wir aus

(3.8) unmittelbar folgern konnen:

V()

Y

E (e_r(ﬂl/w)V(STn/\'r)) - EMTn/\T
- F (efr(TnAT)V(STnAT))
> E (e "MV (S a0 Lir<oo)) -

Unter Verwendung des Lemmas von Fatou erhalten wir damit die Abschét-

zung

V() > liminfE(6771(7—"/\7—)‘/(57'”/\7')1{T<OO})

n—o0

> K <lim inf e_T(T"/\T)V(STn/\T)1{T<oo}>

n—oo

= E (6_7TTV<ST)1{T<OO}) .
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fiir alle Stoppzeiten 7. Geht man auf beiden Seiten zum Supremum iiber, so

erhalt man die gewiinschte Aussage

V() > sup E (e7 V(S ) lr<oey) = V()

T

und somit insgesamt V(x) = V*(z) fiir alle z € RT. 0

Wir wollen noch die Giiltigkeit der wichtigen Ungleichung (3.7) begriinden.
Wir setzen also x < x* und wollen folglich zeigen, dass in diesem Fall die

Ungleichung
—r(K —2)— iz <0

gilt. Fir i > r ist diese Ungleichung trivial. Falls » > [ gilt, so ist obige
Ungleichung genau dann erfillt, wenn = < % ist. Wegen z < 2* = K #
reicht es zu zeigen, dass

r
T~ _

y+1 = r—j

gilt, d.h. es muss vy +r > 0 nachgewiesen werden. Da v Losung der quadra-
tischen Gleichung 72"2—2 — <,& — "2—2) — 1 = 0 ist, ist diese Ungleichung also
auch im Fall » > [i erfillt.

Da wir in unserem Stoppproblem (3.1) das Supremum iiber alle Stoppzei-
ten gebildet haben, ist es durchaus moglich, dass die Option bei Verfolgen
der Strategie 7* mit positiver Wahrscheinlichkeit nicht ausgeiibt wird. Der
folgende Satz gibt eine vollstandige Antwort, wann dies der Fall ist oder wann
der Optionsinhaber sicher optiert (s. a. [Shi2], S. 753 ff.).

3.4 Satz Es gilt

™)

1, falls i1 <% oder x < x*
P(t" < o0) = |20 gt
(&)<, falls fp>% und x> 2"

BEWEIS. Dass die Stoppzeit 7 = inf{t > 0|S; < a*} fiir 2 < 2* fast sicher
endlich ist, folgt sofort aus 7* = 0 P-fast sicher. Auch im Fall ;o < 0 (und
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x> x*) ist die Aussage wegen
x*
P(t" <) =P <rg51(awt + pt) <1In . > 1

unmittelbar einzusehen. Damit ist also nur noch der letzte Teil der behaup-
teten Aussage zu verifizieren, was zwar mit ein wenig Mithen verbunden ist,
aber auch Resultate von eigenstandigem Interesse generiert. Wir definieren
zunéchst das laufende Mazimum einer Brownschen Bewegung (By):>¢ durch

Bf := sup B,

0<s<t

und formulieren folgende bemerkenswerte Feststellung:

3.5 Lemma Sei (W,);>o eine Standard Brownsche Bewegung und (W[ )i>o
das laufende Maximum von (W);>q. Fir allet > 0,y > 0, und x > 0 gilt die
Identitat

PWe>a, Wy <a—y)=PW;>x+y).

Bewels. Fiir 7, := inf{t > 0| W, = 2z} erhalten wir zunédchst die Mengen-
gleichheit
(Wi z oy ={n <t}

(fI/IZ)tzo bezeichne die in Satz 1.18 definierte Standard Brownsche Bewegung
mit der Stoppzeit 7 = 7,. Ferner sei 7, = inf{t > 0|Wt = x}. Dann gilt

T, = T, und somit

PW! >z Wy <z —y)

(
(1o < t,2W,, — Wy <z —y)
(1. <t, Wy >z +y)

(

Wt>$+y)a

wobei in der letzten Zeile die einfache Inklusion {W; > =z + y} C {W;} > x}

ausgenutzt wurde. a
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Es ergeben sich aus diesem Lemma einige interessante wie iiberraschende
Konsequenzen (vgl. [Stee], S. 68 ff.), fiir unsere Zwecke ist vor allem das
folgende Resultat von Bedeutung (s. [Irle], S. 161 ff. fiir o = 1).

3.6 Satz Sei (B;)i>o eine Brownsche Bewegung mit Volatilitdt o > 0 und
Drift ;o € R. Dann gilt fiir z > x

. x — pt 2z 1‘—22—,ut>
P(B, <z B <z)=a et (LT
(Be< o B <2) (0\/5) ( oVt

BEWEIS. Es bezeichne in diesem Beweis (W;);> eine Brownsche Bewegung

mit Volatilitat o beztglich P. @ bezeichne das Wahrscheinlichkeitsmafl defi-

niert durch )

dQ Iz P
apln = e <§Wt Ta02) T
Nach dem Satz von Girsanov (vgl. Satz 2.5) ist dann (W;)s¢[o; eine Brown-

sche Bewegung mit Volatilitat o und Drift p beziiglich Q). Daher gilt

P(B; <z, B} < z)
=QW <z, W] <=2)

(3.9) = / L;dP
(W<, Wp<z}

mit der Fi-messbaren Menge {W; < z, W/ < z}. Eine Anwendung von Lem-

ma 3.5 ergibt

P(W, < 2, W} < 2)

W pW, <z)— P(W, < o, W} > 2)

Y p(w, < x) = P(W, > 22 — z)

o) e (7)

Dabei begriindet (a) eine einfache Mengengleichheit, (b) ist gerade die An-

wendung von Lemma 3.5 und in (c) haben wir davon Gebrauch gemacht,

dass W;/a+/t beziiglich P N(0, 1)-verteilt ist.
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An dieser Stelle soll das bedingte Wahrscheinlichkeitsmafl P(W; € - | W} < z)

betrachtet werden, das die Verteilungsfunktion

1, T >z
Py <)o () —1+ @ ()] o <

besitzt. Differenzieren liefert die Dichte

PW, <z |W} <z)=

0 .
h(y) = %P(Wtﬁﬂwt < 2)

0, y>z
(VIPWE <2)7 o () -0 (22)] v <=

Damit kann nun (3.9) berechnet werden. Es gilt

/ LdP = P(W?" < 2) / LdP(-|W? < 2).
(Wi<a, W<z}

(Wi <z}
Mit 2
H H
F(y) = Vsea(y) exp <§J — T‘zt>
folgt
/ LydP
Wiz, W*<7}
/f PWr < 2)dP(W; € -|W} < 2)
/f P(W} < z)h(y) dy

[ e () e () sty
(3 Jt)z

:/;awm[

(£




44 Die Amerikanische Put Option

Wegen —(y —22)% + 2yut — p*t* = —(y — 22z — put)? +4zpt fir alle 2 gilt damit

/ LidP = / exp <7(U ,u2) > dy —
(Wi <a,Wy<z} —oo V27to 2to
S | (y — 2z —pt)?  dzut
exp (- d
/oo rto ¥ < 2t 2 T o2 ) W
x — pt 2z LL‘—2Z—,LLt>
- @ — € o2 @ e ,
( oVt ) ( o/t

was in Verbindung mit (3.9) den Beweis abschlieft. O

3.7 Korollar Fiir ;1 < 0 gilt

2
P (sup(aWt + ut) < x> =1—exp <L2$> :

£>0 o
Ist p1 > 0, so gilt P (sup,q(oW; 4 pt) < x) = 0.

BEWEIS. Im vorstehenden Satz setzen wir 2 = 2 und bemerken die Giiltigkeit

der Identitat

{B; <z}={B; <z, B} <uz}.

Damit erhalten wir auf Grund der Stetigkeit des unbestimmten Integrals

P (Sup(aWt + pt) < :L‘) = lim P(B;} < x)

>0 t—00

= lim P(B; <z, B} <)

t—00

. T — ut 2u —x — ut
= 1 | ——— ) -7 | ———
te 2 ()~ (5

<2ux>
= l—exp|—)-
o

Die zweite Aussage ist trivial. a

Damit kénnen wir nun die gewiinschte Aussage beweisen. Seien also wieder
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™ =inf{t > 0] S; <z*}, p > 0 und = > z*. Dann gilt
P(t*=00) = P (inf Sp > T*)

>0

= P (inf [oWi + pt] > In x—)
>0 T

T

= P (sup[—aWt — pt] < In —*> :

£>0 T

Wir benutzen nun das vorstehende Korollar und die Tatsache, dass mit
(Wi)is0 auch (—=W;)i>o eine Standard Brownsche Bewegung ist, fiir die wei-

tere Rechnung

P(r*=c) = P <sup[0Wt + (=p)t] < In %)

>0
<2(—u) 1n%>
= 1—exp — L
o
¥ T*
Mit P(7* < o0) = 1 — P(7* = oo) erhilt man unmittelbar die eingangs
behauptete Aussage. O

Falls man an Stelle einer Put Option eine Call Option betrachtet, so &n-
dert sich der innere Wert der Option: Da der Investor nur dann von seinem
Recht Gebrauch macht, den Call auszuiiben, wenn der Aktienkurs iiber dem
Ausiibungspreis liegt, erhélt man als neue Zielfunktion

V¥(z) :=sup E(e™"(S; — K) 1 cooy).

T

Die oben benutzte Beweismethode funktioniert hier vollig analog. Daher soll
an dieser Stelle nur das Resultat angegeben werden. Zudem sei erwahnt,
dass sich bei den alternativen Beweisverfahren die Herleitung einer optimalen
Stoppzeit bei einem Call als geringfiigig schwieriger erweist, da die Funktion
Y(y) == (y — K)* (also der innere Wert des Calls) unbeschrankt ist (vgl.
[Shi2], S. 764).
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3.8 Satz Seien r > 0 und

* — 7_17_1
o= 4 (222) .
(%)

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Stoppzeit 7*, die das Stoppproblem
V*(z) =sup E(e7"(S; — K)*1{<n0))

lost, und zwar
™ =inf{t > 0|S; > z*}.

Es gilt V*(x) = V(x), wobei V' durch

C* fy’ < r*
V(z) = e Esd
r— K, z>ax*

gegeben ist. Des Weiteren gilt

v

w3, )3,

oder © > r*
P(1" < o0) =

und z < x*

—~
8 s
~—
|
L
= ™=
A



Kapitel 4

Optimales Stoppen bei

beschrankten Funktionen

Ziel ist es, in diesem Kapitel einen allgemeineren Losungsansatz zu wahlen,
der es uns erméglicht, Stoppprobleme der Form (3.1) fiir etwas kompliziertere
Funktionen ¢ zu l6sen (vgl. [Bei], S. 98-102). Wir betrachten den Prozess
Z = (Zt)t>0, gegeben durch

ARES e‘”wz (Bt>

mit einer reellwertigen messbaren Funktion 1, und dem Startwert ,(0).
B = (B})i>0 beschreibe eine Brownsche Bewegung mit Drift 1 € R und Vo-
latilitat o > 0, r sei eine positive Konstante. Im letzten Kapitel haben wir
den konkreten Prozess Z mit 1,(B;) = (K — zePt)T ausfiihrlich untersucht.
In diesem Kapitel wollen wir den Prozess Z bei moglichst minimalen For-
derungen an 1), auf Optimalitatsaussagen uiberpriifen, wobei im letzten Teil

erneut eine spezielle Funktion ¢, naher betrachtet wird.

4.1 Einseitige Schranken

Im letzten Kapitel haben wir bereits gesehen, wie fruchtbar sich eine Zer-
legung Z; := g(X;)M; des Ausgangsprozesses (Z;);>o in Hinblick auf Opti-

malitdtsuntersuchungen gestaltet. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels leiten
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wir eine optimale Ausiibungsstrategie her fiir den Fall, dass die Funktion ¢

einseitig nach oben beschrankt ist.

9 ]
0'5\ /
21 1 2 3 Y
1
-0.5
0.5
-1
15 8 -6 2 2 > 7 Y
Abbildung 4.1: Graph von ¢ mit Abbildung 4.2: Graph von ¢ mit
Yo(y) =a+y Vuly) = (K —xe?)”

4.1.1 Die optimale Stoppzeit

Das in diesem Abschnitt behandelte etwas allgemeinere Stoppproblem lautet

folglich, die Funktion
V¥ (2) = sup E(e”" "y (Br)lr<oc})

zu berechnen. Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen. Seien

1 w? o 2r
(4'1) o :_E‘F g-{—;
und

T p* o 2r
(4.2) =-S5

Dann sind «; und as offenkundig gerade die Losungen der quadratischen

Gleichung

(4.3) WTUV—FOW—T:O.

Die Abschétzung 4/ Z—j + j—g > | 4| liefert die einfache, aber wichtige Bezie-

hung

(44> Qg < 0< 1.
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Wir betrachten im Folgenden die durch

1 o
Mt( ) —e 7tealBt

und

2 _ .
Mt( ) = e rteath

definierten positiven Prozesse Mt(i),i = 1,2, mit den Startwerten Mél) =
MéQ) = 1. Auch hier erhélt man unter Verwendung von Lemma 1.14 und der

Rechnung

Mt(i) — o TteaiBr

— e(aia)Wt-l—(ozi,u—r)t

2
(15)’) e(aiU)Wt—%t

die gewiinschte Aussage, dass die Prozesse Mt@J = 1, 2 stetige Martingale
bilden. Auf diese Weise erhalten wir die Zerlegungen 7; = gi(Bt)Mt(i), 1=1,2

des Ausgangsprozesses mit den Funktionen

9i(y) == e~y (y),
und wir konnen das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.

4.1 Satz Sei C := (', = sup,ep 91(y). Falls 0 < C; < oo und Cy = g1(y1)
fiir ein y; > 0 gilt, so folgt

Es existiert eine optimale Stoppzeit 7%, die gegeben ist durch
™ =inf{t >0: By >y }.

BEWEIS. Bezeichnet Q") das WahrscheinlichkeitsmaB auf F, = o (Utzo .7-})
mit der Standardfiltration F, das fur alle 0 <t < oo durch

QW(A) := / MV ap;,  AeF
A
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gegeben ist, so folgt aus Satz 2.4, dass Q(1)<’T* < 00) = 1 die Optimalitét von

7* und weiter
sup E (Z: 1<) = 1 (1) = Ci

impliziert. Der Nachweis benutzt nahezu dieselben Argumente wie Lemma

3.3, wir geben ihn dennoch aus Vollstandigkeitsgriinden an.

4.2 Lemma FEs gilt QU (7" < o0) = 1.

(0410)2t

BEWEIS. Mit M) = e(1@Wi==5¢ ynd dem Satz von Girsanov (Satz 2.5)

folgt, dass W Brownsche Bewegung mit Volatilitat o und Drift ;o > 0 unter
QW ist, d.h. der Prozess

(4.5) VV; =W, — ayot

bildet eine Standard Brownsche Bewegung unter Q). Unter Beriicksichti-
gung von (4.1) gilt weiter

2 A
a102+u202\/ﬂ—4+—2>0,
o o

sodass Ausnutzen der Beziehung (4.5) die Identitét
QW (t* <o0) = QW <r§1>aoth > y1>
= Q(l) (rgd(jx(awt + /Lt) > y1>

= QY (rgg)X(UWt + (no® + p)t > y1>

liefert. Die positive Drift des Prozesses oW, + (10 4 p)t unter QW) liefert
schlieBllich die behauptete Aussage. a

Falls wir die Funktion g2(y) = e~ *2"1),.(y) anstelle von g; betrachten und ent-
sprechend Mt(l) und QM durch Mt@) = e7te2 B und QP (A) == [, Mt@) dP
mit A € F; ersetzen, so erhalt man mit nahezu identischen Argumenten das

folgende Resultat.
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4.3 Satz Sei Cy := Cs, := sup,ep 92(y). Falls 0 < Cy < 0o und Cy = g»(32)
fiir ein y < 0 gilt, so folgt
Es existiert eine optimale Stoppzeit 7%, die gegeben ist durch

" =inf{t >0: By < y}.

Die Vermutung, dass nur eine der letzten beiden Situationen vorliegen kann
oder genauer, dass nur eine der moglichen Zerlegungen des Prozesses Opti-

malitatsaussagen zulasst, soll noch mathematisch prazisiert werden.

4.4 Bemerkung Die Voraussetzungen der Satze 4.1 und 4.3 schlielen sich

gegenseitig aus.

BEwEIs. Fiir den Beweis macht es keinen Unterschied, 1, durch ¢ zu erset-

zen. Sei also die erste Voraussetzung von Satz 4.1 erfiillt, d.h. gelte

0<Cr=supgi(y) < o0
yeR

mit g1(y) = e *¥(y) und C; = g1(y1) fiir ein y; > 0. Diese Vorausset-
zung impliziert unmittelbar die einfache, aber mehrfach benotigte Tatsache
P(y1) > 0. Wegen an < 0 < ay gilt dann fir alle y < 0 mit ¢ (y) > 0 die
folgende Ungleichungskette

(4.6) ™ MWp(yr) Z €T Vih(y) > €T ep(y).

y1 > 0 und as < 0 < o liefern des Weiteren e=2¥14)(y;) > e~ ¥ (y; ), was
in Verbindung mit (4.6) sofort

e I(yn) > €T y(y) i alle y < 0 mit (y) > 0

ergibt. Wegen ¢ (y;) > 0 gilt diese Ungleichung natiirlich auch fiir alle y < 0

mit ¢(y) < 0. Insgesamt erhélt man demnach
e~ Mh(yy) > e h(y) fiir alle y < 0,

was aber direkt bedeutet, dass sup,cp e”*2%%(y) nicht angenommen werden
kann fir ein y5 < 0. Die noch offenen Implikationen kénnen entsprechend

gezeigt werden. O
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4.1.2 Das Modell von Bachelier

In diesem Abschnitt werden wir eine einfache und zugleich klassische Anwen-
dung der letzten Ergebnisse prasentieren. Zunachst stellen wir eine elemen-

tare Feststellung vorweg.

4.5 Korollar Falls v, stetig differenzierbar ist, so geniigt ein méglicher Ex-

tremwert von g; der Gleichung

0
oy 1 (W) = e

BEWEIS. Die notwendige Bedingung ¢/(y) = 0 und die elementare Rechnung

(e™u(y)) = e (Pu(y) — aihu(y)) =0

LAC)
= < =
()
& L)
o Yy —
o be(y) = v
liefern unmittelbar die Behauptung. a

In dem im Jahre 1900 veroffentlichten Modell von Bachelier (1870 - 1946) wird
der Kursverlauf des betrachteten Finanzgutes durch die Funktion ¢, (B;) :=
x + By beschrieben, wobei z = 1,.(0) den Startwert des Finanzgutes bezeich-

net.

Da die Brownsche Bewegung (B;);>o mit positiver Wahrscheinlichkeit nega-
tive Werte annimmt, ist dieses Modell fiir eine Ubertragung auf die meisten
Finanzgiiter eher ungeeignet, sodass wir uns im Weiteren auf die Darstel-
lung der mathematischen Resultate beschranken. Wir betrachten sofort den
allgemeinen Fall x € R und werden sehen, dass mit den vorangegangenen
Uberlegungen schnell eine Stoppzeit angegeben werden kann, die den FErwar-

tungswert der diskontierten Auszahlung
fi(w) == e " (z + Bi(w))

maximiert.
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4.6 Satz FEs existiert eine Stoppzeit 7%, die in dem Sinne optimal ist, dass

sie das Stoppproblem
V¥(2) :==sup B (¢ (2 + B;)lr<oo})
lost. Dabei ist 7 eindeutig bestimmt und besitzt die Form
T :1nf{t20|:17+Bt2 —}
a1
Des Weiteren gilt V*(x) = V(x) mit

aq 1

Vi) = Lemw=l " falls = < Oi
x falls © >

2 |~

101-1 2 3

Abbildung 4.3: Losung des Modells von Bachelier

BEWEIS. Wegen 1,.(y) = x + y ist die Funktion ¢;(y) = e~ (z + y) stetig
differenzierbar, und man erhalt gemafl Korollar 4.5

1
=01 =Yy =——1=

0
2 In(z -
n(z+y) p— o

dy

g1 besitzt die einzige Nullstelle —x, ferner gilt

g>0& y>—x
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und lim, o g(y) = 0. Da y; die einzig mogliche Extremstelle ist, folgt, dass

g in y; das eindeutig bestimmte Maximum annimmt mit Funktionswert

1 rap—1

g9(y) = —e" 7 > 0.

o
Fuar z < a% ist y; > 0, und Satz 4.1 liefert schliellich die Optimalitat von
™=inf{t>0| B >L -2} und V*(2) = Ler ! fiir 2 < L.

a1 5] al

Im zweiten Teil des Beweises werden wir die Identitat

V() =sup E (e7"(z + B:)ljr<oey) = V()

fur o > o% mittels einiger Resultate aus dem Bereich der stochastischen Inte-
gration explizit nachrechnen, aus der wegen V (z) = z und 7 = 0 unmittelbar

die behauptete Aussage folgt. Die Ungleichung
V(@) =sup E (e7(x + B:)l{reney) > V(2)

ist evident, sodass nur die umgekehrte Ungleichung V(z) > V*(z) zu zeigen
bleibt. Dazu betrachten wir die Funktion f(¢,z) := e "V (x). Anwendung
der Ito-Formel (vgl. Satz 2.13) liefert

(47) df(t, Xt) == —T‘eirtV(Xt) dt + 6771tV,(Xt) dXt
1
+§€7MVH(XI§)O'2 dt.

Unter Beriicksichtigung der stochastischen Differentialgleichung
dX; = odW; + pdt, Xo==x
erhalten wir somit
(4.8) df(t, X;) = e |=rV(Xy) +pV'(Xy) + %2V"(Xt) dt
+oe "V (Xy) dW.
Gemaf Satz 2.7 bildet der durch

M, == oe " dW,
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definierte Prozess (M;);>¢ ein stetiges Martingal, und unter Beriicksichtigung

von

1
V(Xf) — Xf <:>Xt 2 I

651

erhalten wir die Ungleichung

Damit folgt aus (4.7) und (4.8)
eV (Xy) < V(Xo) + My
und unter Verwendung von Xy =z
V(z) > e V(X)) — M.
Mit EM.,,, = 0 liefert das Lemma von Fatou fur jede Stoppzeit 7

Vi) > liminfE(e_T(TAn)V(XT/\n»

n— oo

> E(hminfe—““")V(XTw1{T<oo}>

n—oo

= F (efrTV(XT)l{TQX)}) .

Wenn man auf beiden Seiten zum Supremum tbergeht, erhalt man die ge-

wiinschte Aussage

V(z) >sup E (e7V(X:)l{rcoy) = V(2),

T

und damit die Identitit V*(z) = V() fir alle z € R. 0

Die Ahnlichkeit des Modells von Bachelier zu der in Kapitel 3 ausfithrlich
behandelten Put Option ist offenkundig. Daher sei noch erwahnt:

4.7 Bemerkung Es lasst sich einfach feststellen, dass auch das Ergebnis

aus Kapitel 3 ein Spezialfall dieses Kapitels ist.
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BEWEIS. Wir betrachten die Funktionen ,(y) = (K — ze¥)* und
g2(y) = e (K — we’)™.

Aus Korollar 4.5 folgt, dass ein moglicher Extremwert y; der Bedingung
% In(¢,(y)) = as geniigen muss, die sich nach einigen elementaren Rechen-

schritten zu
(05] K

z(az — 1)

vereinfacht. Bei ndherer Betrachtung der Funktion gy ist klar, dass sie an

Y2 = In

der Stelle y, in der Tat ein Maximum besitzt mit zugehorigem positivem
Funktionswert

K\ K
Cumat) = (325) o [x- |

Oég-l a2—1>

OéQK T2 as K
—_— x J—
g — 1 g — 1

—az+1
= (—042)_02 ( K > CCGQ.

1—0[2

Wegen 9y, < 0 unter der Voraussetzung z > cf‘;—f‘l

unter Beachtung von ay = —v gerade die dort gezeigte Identitat V*(z) =

I y+1
Y A - O
v <7+1> ro

erhalt man mit Satz 4.3

4.2 Zweiseitige Schranken

Nach der ausfiihrlichen Behandlung einer Zerlegung Z; = g(X;)M; des Aus-
gangsprozesses in ein Martingal M und eine einseitig nach oben beschrankte
Funktion ¢ soll nun der Fall betrachtet werden, dass ¢g in beide Richtungen

nach oben beschrankt ist.

4.2.1 Die optimale Stoppzeit

In gewisser Analogie zu Abschnitt 4.1 stellt sich das Problem,

V*(z) =sup E(e™" ") (Br)l{r<s0})
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zu berechnen, wobei die Funktion v, hier folgenden echten Ungleichungen

genuge:

(4.9) sup(e” Wb, (y)) > sup(e” i), (y)) > 0
y<0 y>0

(4.10) sup(e” 1, (y)) > sup(e™ Y9, (y)) > 0.
y>0 y<0

Zwei Beispiele fiir Funktionen, die diese Bedingungen erfiillen, sind 1, (y) =
r+y? und die im letzten Teil dieses Abschnitts ausfiihrlich behandelte Funk-

tion ¢, (y) = max{(L — ze¥)", (ze? — K)*} fur oq > 1.

9p
1,

0.\5¢

-6 4 -2 2 4 6

Abbildung 4.4: Graph von g mit ¢,(y) = = + y*

Dass damit tatsachlich eine neue Situation gegeben ist, zeigt die anschlieSen-

de Bemerkung.

4.8 Bemerkung Die Bedingungen (4.9), (4.10) und die Voraussetzungen
der Satze 4.1 und 4.3 in Abschnitt 4.1 schlieflen sich gegenseitig aus.

BEWEIS. Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.1 erfiillt, d.h es gelte

0 < Cy :=sup(e” ¥, (y)) < o0
yeR
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und

Cy = e ", (yy) fiir ein y; > 0.

Dann ist offensichtlich die erste Ungleichung in (4.9) verletzt. Véllig analog

ist (4.10) nicht mit den Voraussetzungen in Satz 4.3 vereinbar. O

Damit scheinen die Uberlegungen aus Abschnitt 4.1 fiir diese Problemstellung
zunachst ungeeignet; es stellt sich jedoch heraus, dass die dort eingefiihrten
Martingale Mt(l) und Mt(2) auch hier ihren Nutzen finden. Grundlegende Idee
ist namlich, die bereits angesprochenen Martingale miteinander zu kombinie-

ren. Dazu bezeichne (M;);>¢ den durch
M; = th(l) +(1— p)Mt(Z)

definierten stochastischen Prozess, wobei p € (0;1) geeignet gewéhlt sei. Da-
mit ist klar, dass M ein positives und stetiges Martingal bildet mit Startwert
MO — 1

Fiir den Ausgangsprozess (Z);>o mit Z; = e "), (B;) existiert somit die
gewiinschte Zerlegung Z; = g(X;)M;, wobei die Funktion g durch

b (y)
pecy + (1 — p)eazy

gp(y) =

gegeben ist. Zunachst miissen wir die Funktion g, genauer untersuchen; denn
bisher ist noch nichts iiber einen geeigneten Wert fiir p ausgesagt.

Der nachstehende Satz besagt, dass die Voraussetzungen an 1), sicherstellen,
dass ein Wert p* € (0;1) existiert mit der Eigenschaft, dass die Funktion
gy~ sowohl auf [0; 00) als auch auf (—oo; 0] ihr Maximum annimmt und dass
diese Werte iibereinstimmen (oder dass g,+ in beide Richtungen nach oben

unbeschrankt ist).

4.9 Satz Sind (4.9) und (4.10) erfiillt, so existiert ein Wert p* € (0;1) mit

SUp gy (y) = sup gp+(v).
y>0 y<0
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9p

7.5

N
N
~
N

Abbildung 4.5: Graph von g, mit ¢, (y) = y* (p=1/2 und p = 1/3)

BEWEIS. Wir setzen kiirzer ) = 1,. Wegen (4.9) existieren Werte y; > 0 und
Yo < 0mit 1(y1), ¥ (y2) > 0, damit sind die Mengen A; := {y > 0 | ¢(y) > 0}
und Ay := {y < 0| ¢(y) > 0} beide nichtleer. Da der Nenner von g, stets

positiv ist, gilt

P
sup g,(y) = sup g,(y) = | inf >
y>0 p< ) yEA; p( ) <’-UEA1 gp(y>

U T
sup g,(y) = sup g,(y) = <1nf —> _
y<0 yEAs y)

yeds gp(
Leicht erhélt man fiir alle p € (0;1) aus (4.9) und (4.10) die folgenden Un-
gleichungen:

und

0 < sup g,(y) = sup i)
yEAL

yeds pe¥ + (1 — plen2y

e”"ip(y)
sup
yed, P+ (1 — p)e(az—m)y
1

< —sup(e*ih(y)) < oo
P y>0
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und
Y(y)
0 < su 7 =
P gly) = S e (1= ple

— SUP 67021}1&(@/)

ye, peli=e2)v 4 (1 — p)
1

< sup(e” "9 (y)) < oo

I —py<o

Falls man ein festes y mit ¢(y) > 0 betrachtet, ist die Funktion

pealy + (1 _ p)e&"zy
b(y)

linear, d.h. wir konnen abkiirzend schreiben

pecny + (1 _ p)eazy

(y) G

wobei a, = ealz(;ye)agy und b, = f/(”; die zugehorigen reellen Konstanten

bezeichnen.

4.10 Lemma Die Funktionen

a1yl 1 — QY2
mq(p) == inf pet? + (1= ple
yeA; P(y)
und
i peoélyl + (1 _ p)eﬂ’zyQ
S

sind konkav mit Definitionsbereich (0;1) und Werten in (0;00), my ist auf

(0;1) streng monoton wachsend, my streng monoton fallend.

BEWEIS. Seien p1, ps € (0;1). Dann gilt fiir alle 0 < A <1

mi(Apy+ (1= A)p2) = inf (a,(Aps + (1= A)p2) +0,)

1nf (/\aypl + (1 = Nayps + Ab, + (1 = \)by)

lllf (Aaypr +by)) + inf (1 —A)(ayp: +0,))
yeAs

/\ml(p ) ( A)m1(pz),

v



4.2 Zweiseitige Schranken 61

was die Konkavitat von m; beweist. Wegen s < 0 < a7 erhalt man leicht
yeA =a,>0 und ye A =a,<0,

was sofort die behaupteten Monotonieeigenschaften liefert. a

Als Nachstes sei eine Randuntersuchung vorgenommen; die gewiinschten Ab-

schitzungen liefern dann wiederum die Voraussetzungen (4.9) und (4.10).

1 1
limmq(p) = lim = <0
p—1 1() p—1 Supyzogp(y) SupyZO(eialyw(y))
1 1
lim ms(p) = lim = < o0
p—0 2< ) p—=08up, < gp(y) Sllpyﬁ()(eiazy%“y))
sowie
— 1
immq(p) =
=0 ¢ SUp,>o(e™2Y1(y))
1
li ) = ’
pling(p) Supygo(efa””/’(y))

wobei die iibliche Konvention é = 0 getroffen werde.
Da nach (4.10) sup,5 (=29 (y)) > sup,<o(e™**2(y)) > 0 gilt, folgt unmit-
telbar

lim(my(p) — ma(p)) < 0.

p—0

Genauso sieht man mit (4.9)

lim(mq (p) — ma(p)) > 0.

p—1
Das beweist die Existenz eines Wertes p* € (0; 1) mit mq(p*) — ma(p*) = 0

bzw. sup,~q 9+ (¥) = sup, <o gp* (¥)- O
Im letzten Satz ist p* im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Das andert

sich, wenn die Funktion g, ihr Maximum auf [0; c0) annimmt.

4.11 Lemma Die Existenz eines Punktes 7 > 0 mit der Figenschaft

efoaz?wx () = sup(e “"Y.(y))
y=0

ist hinreichend fiir die Findeutigkeit von p*.
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BEWEIS. Angenommen, es existieren 0 < p* < p** < 1 mit der Eigenschaft

my(p*) —ma(p*) = 0 =mq(p™) — ma(p™),

dann folgt (da m; monoton wachsend und my monoton fallend ist)

0 > mq(p*) —ma(p™) = ma(p*) — ma(p™) = 0,

was sofort
my(p*) — mi(p™) = ma(p*) — ma(p™) =0

impliziert. Damit erhalt man unmittelbar
(4.11)  mq(p*) = my(p™) und ma(p*) = ma(p™) mit p* < p™*.

Im Folgenden betrachten wir nur noch die Funktion my, von der wir bereits
wissen, dass sie monoton wachsend und konkav ist. Dann muss m; wegen der
Eigenschaft (4.11) aber schon konstant sein auf dem Intervall (p*; 1), d.h. es
gilt

mi(p) = mq(p™) fur alle p € (p*; 1).
Damit ist der Wert von my (p**) bereits bekannt (vgl. Beweis von Satz 4.9);
man erhalt

(4.12) my(p™) = }}Ei m(p) = supyzo(e_my@bx(y))‘

Andererseits gilt

®k Q1Y 1 — p**)eQ2y
() = ng PO (L= pT)e
yeA1 1/)35(@/>
- p**ealgj + (1 o p**)eagﬂ
- bu(9)
_ p**ealg _|_ (1 _ p**>ea11j B 1

b (9) ey, ()]
wobei das Ungleichheitszeichen mit ay < 0 < a7 und § > 0 begriindet werden
kann. Daraus folgt nach Voraussetzung

1

4.13 mi(p™) < )
( ) 1( ) SUPy>o eimyd’w(y)
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Den gewiinschten Widerspruch liefern jetzt (4.12) und (4.13). O

Damit ist das notige Riistzeug bereitgestellt, um das zentrale Resultat dieses

Abschnitts angeben zu kénnen.

4.12 Satz Seip* € (0; 1) so gewdhlt, dass sup,>q g, (y) = sup,<o g+ () gilt,
und sei C* = C das eindeutig bestimmte Supremum von g,-. Falls Punkte

y1 > 0 und yo < 0 existieren mit gy« (y1) = C* = g+ (y2), dann gilt
V*(z)=C".
Es existiert eine optimale Stoppzeit 7, und zwar
" =inf{t >0: By =1y oder B; =ys.}.

BEwWEIS. Sei M; := p*Mt(l) + (1 - p*)Mt(Q). Gemafl Satz 2.4 genugt es,
Q(7* < 00) = 1 zu zeigen, wobei () das Wahrscheinlichkeitsmafl auf F, =
o (UtZO .E) mit der Standardfiltration F bezeichnet, das durch

Q(A) ::/AMth; AeF

gegeben ist. Fiir die beiden nachfolgenden Aussagen bezeichne W eine Stan-
dard Brownsche Bewegung unter P und © eine von 1% unabhangige Zufalls-

variable mit

PO =wmo)=p"=1—- PO =w0).

4.13 Lemma Unter @) besitzt (W}),>o die gleiche Verteilung wie (Wﬁ—@t)tzo

unter P.

BEWEIS. Es gentigt, die Identitat fiir die eindimensionalen Randverteilungen

Wiizo auf Grund des Satzes von Kolmogorov zunichst

nachzuweisen, da Q(
durch die endlichdimensionalen, wegen der stochastischen Unabhangigkeit
und Stationéritat der Zuwéchse von (W;)i>o schlieBlich sogar durch die ein-

dimensionalen Randverteilungen eindeutig bestimmt ist.
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Fir A € F; erhalten wir

QW, e A)=FEp [(p*Mt(l) + (1 - p*>Mt(2))]‘{VVt€A}i|
(alﬂ)Qt

= / [p*6“1”W*2 +(1 —p*)ethm?’)Zt] dP.
{WieA}

t

Sei f, . die Dichte einer N'(u, 0?)-Verteilung. Dann folgt unter Verwendung

des Transformationssatzes (vgl. [Als1], S. 57)

(a10)2

ano 2
Q(Wt c A) — / |:p*€a10y——2 t+ (1 _p*)eagay——( 22) t:| fO,t(Z/) dy
A

. g (@10)?, o oy e2a)?, 1 2
= pret?VT et 4 (1 — p*)e® T 2 } e 2t dy.
A [ V2mt

2

Mit der Identitit oy — @2 — &

5 4= = —5:(y — ayot)? und entsprechend fir

a5 vereinfacht sich der Ausdruck zu

1 1 5 ; N
Q(Wt € A) = / [p*e—g(y—oqat) + (1 _ p*)e—ﬁ(y—agat) ] dy
A V2t

- /A 0 Fosote() + (1= ) fonota ()] .

Andererseits gilt

P(Wt + @f S A) - EP |:1{Wt+@1‘€.4}:|
= P(@ = ala)EPl{Wt+alateA} + P(@ = OéQO')Epl

= A[p*fmat,t(y) + (1 - p*)fazat.t<y)] dyv

{Wi+asoteA}

was den Beweis abschlief3t. O

4.14 Korollar Es gilt Q(7* < c0) = 1.

BeEwELs. Wegen 7 =inf{t > 0|B; =y, V B; =y} mit 33 > 0 und y, < 0
und der Pfadstetigkeit der Brownschen Bewegung B mit Startwert By = 0

konnen wir zunachst

Q(T*>T) = QoW+ ut € (yasy1) V t € [0;T7])
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festhalten. Die in Lemma 4.13 gefundene Identitat liefert

Q(Wte <y2;“t;y2_“t) VtE[O;T]>

o

:P(Wt+®t€<y2 e “>Vte[o;T]
g

o

sodass die vorangegangenen Uberlegungen zusammen mit PO = oo) =

p* =1— P(© = ayo) ergeben:

Q(r*>T) = p* P(oﬁ/\t + (c10® + )t € (yosy1) V€ [0;T]) +
(1= p*) P(eW; + (az0® + i)t € (y2331) ¥ ¢ € [05T]).

Grenziibergang T" — oo liefert auf Grund des Pfadverhaltens einer Brown-

schen Bewegung die Behauptung. a

Natirlich liefert das Pfadverhalten einer Brownschen Bewegung ebenso, dass
7 auch beziiglich des Originalmafies P fast sicher endlich ist (vgl. Satz 1.17).
Allerdings wollen wir schon hier auf eine unerfreuliche Eigenschaft der Lo-
sung hinweisen, bevor wir uns ausfiithrlicher mit einer konkreten Anwendung

beschaftigen.

4.15 Bemerkung Im Allgemeinen sind die Werte p*,7; und gy, nicht ex-
plizit bestimmbar. Selbst in der Situation, dass v, die Symmetrieeigenschaft
. (y) = ¥.(—y) fir alle y besitzt und die Brownsche Bewegung B Drift Null
hat, kann im Allgemeinen nur der Wert p* explizit angegeben werden. In
diesem Fall gilt ap = —ay = —\/W, p* =1/2 und ys = —y;, wobei y; der
Gleichung g/ (y) = 0 geniigt, sofern 1, stetig differenzierbar ist. y; ist also

Losung der Differentialgleichung
VL) (E + ) = ) (e = )

mit = /2r/o>.
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4.2.2 Strangle und Straddle

Eine Amerikanischer Straddle ist eine Kombination einer Amerikanischen
Call Option und einer Amerikanischen Put Option auf dasselbe Wertpapier
mit identischem Ausiibungspreis K. Bei einem Strangle hingegen unterschei-
den sich die Austibungspreise L der Put Option und K der Call Option, wobei
L < K angenommen werden kann. Die Kursentwicklung des zu Grunde lie-
genden Wertpapiers wird - wie iiblich - durch eine geometrische Brownsche

Bewegung
o2
Sy = x exp (UWt + (i — 7)15)
modelliert. Fir weitere Detaills tiber das betrachtete Finanzderivat verwei-
sen wir auf die entsprechende Literatur, die wesentlichen Eigenschaften des

zu Grunde gelegten Finanzmarktes konnen aus Abschnitt 3.1 iibernommen

werden.

Die zuvor bereitgestellten Resultate erweisen sich fur die Berechnung ei-
ner optimalen Stoppzeit eines Amerikanischen Strangle (Straddle) als sehr
fruchtbar. Wir legen zunéchst den Startwert der geometrischen Brownschen
Bewegung auf Sy = 1 fest. Dies ist nur eine voriibergehende technische Ver-
einfachung, die keine Einschrankung der Allgemeinheit bedeutet, wie wir an
spaterer Stelle sehen werden. Der Auszahlungsprozess eines Strangle (Stradd-

le) wird dann durch die Funktion

L—e¥Y, falls y<InL
V(y) =14 0, falls nL <y <InK
e — K, falls y>InK

beschrieben, sodass wir daran interessiert sind, den Wert
V(1) :==sup E(e™""(B:) 1 {r<oc})

zu berechnen. «; und «y seien wie in (4.1) und (4.2) mit p = — 02—2 d.h.

. . 2
B o1 2r o1
a = <02 2> + \/02 + <02 2>
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. . 2
B i 1 2r it 1
a2 = (02 2> + \/02 <02 2> ’

Wir treffen im Folgenden die Annahmen, dass die Verzinsungsrate grofler als
der Aktientrend sei (r > i) und dass In L < 0 = By < In K gelte. Die zweite

und

Forderung resultiert aus der voriibergehenden Festlegung Sy = 1 und erklart
sich spatestens mit der Erweiterung der Option auf einen beliebigen Start-
wert. Auch die erste Annahme bedeutet keine wirkliche Einschrankung, denn
fiir i > r bildet der einen Call beschreibenden Prozess Z; = e™" (K —S;)" ein
Submartingal, sodass ausschliefiliche Investition in den Call bei langstmogli-

cher Aufrechterhaltung der Beobachtung die ,,optimale Strategie” darstellt.

4.16 Lemma Fs gilt ay < 0 < 1 < a3, und die Funktion 1) geniigt den
Ungleichungen (4.9) und (4.10).

BEWEIS. In der ersten Aussage ist nur noch «; > 1 zu beweisen. Das folgt

jedoch aus der Voraussetzung r > ji:

2
Il
QN| —_
|
=>
+
w| Q.
+
Q
e
qw
_|_
/l\\
=>
_|_
1\9| Q,
N———
o

r>p 1 . O
> S| K +

I

C&|

|

=

+

v |

+
= o

S,

+

t[\J

|

q[\)

=

+
IR
N——

[\

o
1 a2 o?

= S |\—-pt+—=—+p+—==
o 2

Wegen a; > 1 gilt schlieflich

oo = supe (L —e’)=supe(y)
y<0 y<0
> supe (e — K) =supe “"i(y) > 0,
y>0 y>0

was Ungleichung (4.9) beweist. (4.10) sieht man analog fiir a < 0. O
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4.17 Lemma Sei das folgende Gleichungssystem gegeben mit In L < 0 und

In K > 0.
et — K L —e¥?

precivL 4 (1 — p*>ea2y1 - preyz 4 (1 — *)eazyz

eY1 p*alealyl ( * azeazyl

)

et — K preaiv _|_( *)6a2y1

—eY2 p*alealzﬂ ( *)a Q2y2
")

L —ev2 precivz 4 (1 —p

ea2y2

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Losung (y1,y2, p*) mit yo < In L,

y1 > In K, und 0 < p* < 1.

9p

0.6+

710 °5 5 10 Y

Abbildung 4.6: Graph von gy« mit 9, (y) = max{(L —e¥)*, (e — K)*}

BEWEIS. In der vorliegenden Situation ist die Funktion g von der Form

max {(L —e")*, (e — K)T}
pey 4 (1 — p)eazy

9(y) =

wobei die Funktion ¢ (y) = max{(L — e¥)*, (e — K)*} offenkundig positiv
und stetig differenzierbar ist. Wir zeigen sukzessive, dass jede Gleichung eine

eindeutig bestimmte Losung besitzt.

(a) Differenzieren zeigt sup, o e~ (y) = e=*ep(y) fiir § = In ;5 +In K,

wobei natiirlich y > 0 gilt wegen der Voraussetzungen or; > 1 und In K >
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0. Damit existiert nach Bemerkung 4.11 ein eindeutig bestimmtes p* mit
SUP, >0 p+(y) = C* = sup,< gp=(y), was gerade die eindeutige Losung der
Gleichung

et — K L —e¥?

preaivt + (1 — p*)ev2yr - precuyz 4 (1 — p*)ezye

liefert.

(b) Wegen a; > 1 gilt fiir jedes 0 < p < 1 lim,, g,(y) = 0. Fiir 0 <
y < InK ist ¢(y) = 0. Fir y > In K hingegen gilt ¢(y) > 0 und somit
auch g,(y) > 0. Das bedeutet, dass die Funktion g, fiir jedes 0 < p < 1 ihr
Maximum in einem Punkt y € (In K; 0o) annimmt. Notwendigerweise muss
dann g/, (y) = 0 gelten. Auf (In K; 00) ist diese Gleichung dquivalent zu
eV pare? 4 (1 —p)age*??
ev — K pe@y + (1 — p)ea2y

Da die Funktion =~ auf (In K; co) streng monoton wachsend ist, wéihrend

. . Ve Y4 (1— oy .. .o . .
die Funktion 2 ”L:awigkz ;(:j;, streng monoton fallt, existiert hochstens eine

Losung von g/, (y) = 0.

(c) Mit fast identischen Uberlegungen wie unter (b) sicht man, dass die

Gleichung
—eY B palealy + (1 — p>a2ea2y
L—ev  pery 4 (1 — p)eozy
genau eine Losung in (—oo;In L) besitzt. O

4.18 Korollar Bezeichne C* also den gemeinsamen Wert von
et — K L —e”
prectvl 4 (1 — p*)eczw - precivz 4 (1 — p*)eazyz’
Dann folgt fiir 1(y) = max{(L — e¥)*, (¢¥ — K)"} aus Satz 4.12, dass

V(1) = sup B(e (B, L) = C°

gilt und dass die Stoppzeit
2

2
T*:inf{tZO:aWt+(ﬂ—%)t:yl oder aWH—(ﬂ—%)t:yg}

in diesem Sinne optimal ist. O
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Abschlielend soll noch eine Verallgemeinerung auf einen beliebigen Startwert
Sp = x untersucht werden. Dazu seien L und K beliebige Konstanten mit

K > L > 0. Wir betrachten einen Startwert x im okonomisch sinnvollen

Bereich z € (Z K ) und die zugehorige Auszahlungsfunktion

@x(y) '= max {E —ze”,0,ze? — [A(} .
Mit L/z =: L < 1 und K /z =: K > 1 erhalten wir die Identitit
max{x <Z/x—ey> ,0,x<ey—f(/m>} =2 max{L —¢’,0,¢’ — K},

aus der unmittelbar die Beziehung ¢, (y) = x4(y) folgt. Die Berechnung
der optimalen Stoppzeit einer beliebigen Strangle Option kann demnach pro-

blemlos auf die zuvor gemachten Aussagen zuriickgefithrt werden.



Kapitel 5

Das W;/(7 + 1)- Problem

Die folgenden Uberlegungen beschiftigen sich vornehmlich mit der klassi-
schen Frage, ob eine Stoppzeit 7% gefunden werden kann, die den Erwartungs-
wert E(W, /(7 + 1)) maximiert. Diese Frage gewinnt nicht zuletzt deswegen
an Bedeutung, da sie als stetiges Analogon zu einer Reihe von Problemen in

diskreter Zeit angesehen werden kann.

In Form eines Ausblicks sei exemplarisch eine Folge X, X5, ... von Zufalls-
groflen gegeben, wobei es dem Beobachter moglich sein soll, beliebig vie-
le dieser Versuche zu verfolgen. Entscheidet er sich fiir einen Zeitpunkt n,
in dem er die Beobachtung abbricht, so stehe ihm der gewichtete Gewinn
(X1 4+ -+ X,,)/n zu. Eine interessante wie nahe liegende Frage ist es, ob
eine Stoppstrategie existiert, die den zu erwartetenden Gewinn maximiert.
L.A. Shepp hat fir den Fall, dass die X; stochastisch unabhéngig sind mit
EX; =0 und EX? = 0% < oo, sehr interessante Aussagen bewiesen, wobei
er die entsprechenden zeitstetigen Resultate zur Approximation genutzt hat
(vgl. [Shel], S. 993 ff.).

Wir beschranken uns im weiteren Text auf die Darstellung der Resultate
in stetiger Zeit, wobei es uns moglich ist, eine optimale Stoppzeit und den er-

warteten Gewinn in einer etwas allgemeineren Situation explizit anzugeben.



72 Das W./(7 + 1)- Problem

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) sei eine Standard Brownsche
Bewegung (W;)i>o gegeben. 7 bezeichne eine Stoppzeit beziiglich der Stan-
dardfiltration (F;)i>0, @, b seien reelle Zahlen mit —oo < z < oo und b > 0.

Die erwartete Auszahlung im Zeitpunkt 7 sei gegeben durch
(5.1) V(z,b,7):=FE((z+W,)/(b+ 7)),

wobei die rechte Seite gleich Null gesetzt werden soll fiir 7 = oco. Damit liegt
in der Tat eine Situation vor, die unser urspringliches Problem als Spezialfall

enthalt. Unser Ziel ist es folglich,

(5.2) V(z,b) :=supV(z,b, 1)

T

zu berechnen, wobei das Supremum iiber alle Stoppzeiten gebildet wird. Wir

stellen das zentrale Resultat dieses Kapitels vor.

5.1 Satz Fiir b > 0 existiert eine Stoppzeit 7%, die in dem Sinne optimal ist,
dass

V(z,b) =V (x,b, ")
gilt. 7" ist dabei eindeutig bestimmt und besitzt die Form
T =inf {t > 0]z + W, >a" (b+1t)"/?},
wobei x* die eindeutige reelle Losung der Gleichung
a* = (1- (2%)°) /00 exp (uz™ — u?/2) du
0
ist. Des Weiteren gilt fur b > 0 und —oo < o < 00

(1= (2)?) [,” exp (uz — u?b/2) du, =z < z*b'/?

J}/b~ $>$*b1/2

V(z,b) = {

5.2 Bemerkung o In der letzten Zeile ist der Fall b = 0 zugelassen, d.h.
es gilt V(z,0) = oo fiir > 0 und damit insbesondere sup. E(W. /1) =

Q.

e Fiir b > 0 gilt V(x,b) > /b genau dann, wenn z < 2*b'/2,
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\%
2

15

05¢

05 x 1 15 2

Abbildung 5.1: Losung des (z + W;)/(t + 1)-Problems

e ¥ ist unabhangig von b und z, und es gilt x* ~ 0, 8399.

Bevor wir einen vollstandigen Beweis dieses Satzes angeben, wollen wir uns
mit einer Situation beschaftigen, die obige Situation weiter verallgemeinert

und daher von eigenstandigem Interesse ist.

5.1 Optimales Stoppen bei parabolischen

Schranken

Es bezeichne (X;)i>o eine Brownsche Bewegung mit Startwert o, d.h. fir

alle 0 <t < oo gelte
(53) Xt =20+ Wi’

mit einer Standard Brownschen Bewegung (W;):>o. In diesem Abschnitt be-
trachten wir die Funktion
(5.4) V(0. 1. . 7) = E [(T + 1) <L>] ,

Vil

wobei h zunachst irgendeine Funktion und [ eine reelle Zahl bezeichne und

die rechte Seite gleich Null gesetzt werden soll fiir 7 = oo. Unser Ziel ist es,
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eine Stoppzeit zu finden, die obigen Wert (5.4) maximiert. Der nachstehende

Satz gibt - unter geeigneten Voraussetzungen an i und - die Funktion
(55> Vh(‘TOalvﬂ) = Sup‘/h<x0717677_>

und die optimale Stoppzeit 7 explizit an (vgl. [Bei], S. 102-104 fiir den Fall

zo < z¥).
5.3 Satz Sei 3 >0 und H : R — R* die durch
o0 u2
(5.6) x r—>/ Ty dy
0

gegebene Funktion. Des Weiteren bezeichne h eine messbare reellwertige
Funktion mit der Figenschaft
h(z)  h(z*)
5.7 = =: C%;
>0 R HGE) T H)

dabei sei z* eindeutig bestimmt und 0 < C* < oo.

Dann gilt fiir xq < z*

X
—— )| = H(zy) C*
\/T*+1>:| (i0)

und fiir zy > x*, sofern h iiberdies auf [0; co) positiv, monoton wachsend und

Vi(zo,1,8) = E {(T* +1)%n (

konkav ist,

A~

Vi(zo, 1, 8) = h(xo),
wobei 7% die Stoppzeit der Form
T :inf{t > 0| X; zz*\/t-l-—l}
bezeichnet und eindeutig bestimmt ist.

Wir wollen dem Beweis von Satz 5.3 zunachst eine wichtige Hilfsaussage

voranstellen.

5.4 Lemma Der durch

(5:8) M= (t+ 1) H(zo) ™' H (%ﬁ 1>

definierte stochastische Prozess (M;):>o bildet ein positives Martingal mit
EMO =1.
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BEwWEIS. Wegen X; = xo + W; ist EMy = 1 evident, und so bleibt nur

die Martingaleigenschaft von (M;)¢>o zu priifen. Die einfache Substitution

v=1u+t+1 liefert
H (\/Xt > N / VT 2 gy
t+1 0
o0 u2
= / euXe— {5 (Vt+ 1u)* Vi + 1du
0

T T T
= (t—i—l)ﬁ/ Xt te ™ 2871
0

sodass wir gleichwertig mit (5.8) schreiben kénnen
M [T xR w2 a5
= _ - uXi— %t~ 26—
. t — .
(5.9) H () / e e Tu”  du
0
Mit dem Satz von Fubini erhalten wir
o u2 2
E(M;|F,) = H(xz)'E (/ e Xt te ™ 207 gy | .7:5>
0
o w2 W2
= H(zy)™? / E (e’“X*—7*|fS) e~ 2w du = M,,
0

wobei wir fir die letzte Zeile davon Gebrauch gemacht haben, dass der Pro-
1L2 . . .
VA <6“X’f—7t> ein Martingal bildet. O
£>0
Das vorangegangene Lemma stellt eine wesentliche Grundlage fir die ge-

suchte Zerlegung des Ausgangsprozesses dar:

BEWEIS VON SATZ 5.3. Fiir den Prozess Z, := (t + 1)7°h (X;/V/t +1)
kann unter Verwendung von Lemma 5.4 die gewiinschte Zerlegung der Form

(2.3) angegeben werden. Hier erhalten wir die Abschétzung

()

X @)

\/tt_1> W H(mo)it;lMt < H(z0)C* M,
+ H(7%)

bei der in (1) die Definition von (M;);>¢ in (5.8) und in (2) die Definition
von C* in (5.7) eingeflossen ist. Mit der Festlegung M., = 0 impliziert dies

(t+1)""n (
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fir alle Stoppzeiten 7 (vgl. Korollar 1.10):

(5.10) F [(T +1)%h (\/%ﬂ < H(zo) C* EM, < H(zg) C*.

Auf der Menge {7* < oo} gilt offenbar h (%) JH (%) = C*, was

unmittelbar die Identitat
X

(5.11) (7" +1)"h (ﬁ

) = H(zy) C* M,

auf dieser Menge sicherstellt.

Um die Optimalitat von 7 nachzuweisen, geniigt es also zu zeigen:
(i) 7* ist fast sicher endlich und
(ii) M, besitzt den Erwartungswert 1.

Die erste Eigenschaft ist eine unmittelbare Folgerung aus dem Gesetz vom

iterierten Logarithmus fiir die Brownsche Bewegung (vgl. Satz 1.17):

5.5 Lemma Es gilt P(7* < c0) = 1.
BEWEIS. Zunachst kann festgehalten werden:

P(t" <o0) = P(EItZO|XtZ;L‘* t+1<oo>

> P<sup i >x*>.
0<t<oo Vt+1

Das Gesetz vom iterierten Logarithmus liefert

I A fast sich
im sup = oo fast sicher,
t—oo \/t + ]_
was unmittelbar die Behauptung impliziert. a

Um die Gleichung EM,« = 1 nachzuweisen, kann die aquivalente Charak-
terisierung Q(7* < oo) = 1 (vgl. Satz 2.4) herangezogen werden, wobei @
das Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf o = o (Us>0 .7:3) bezeichnet, das durch

Q(A) = /AMth; AeF
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gegeben ist. p bezeichne das Wahrscheinlichkeitsmaf auf R* mit der Lebesgue-

Dichte H(a:o)_le““*%uw_l. Dann erhalten wir
QA) = / M, dP
A

(5.9) -1 R T P R
=" H(zg) e TemTu dudP
aJo

o0 u2
= / / e =Tl dpdP
AJo

fur alle 0 <t < 0o und A € F;, und wir kénnen formulieren:

5.6 Lemma Bezeichnet W = (/Wt>t20 eine Standard Brownsche Bewegung

unter P und © eine von W unabhéngige Zufallsvariable mit P® = p, so gilt

Q(Xt)tzo — p($0+wt+®f)t20.

BEWwEIS. Wie bereits im Beweis zu Lemma 4.13 angemerkt, geniigt es, die
Identitat fur die eindimensionalen Randverteilungen zu beweisen. Wegen
Xy = xg+ W, fur alle t > 0 und zy € R ist weiter unmittelbar einzuse-

hen, dass es ausreicht, die Identitat

Q(Wt)tzo — P(WtJr@t)tzo

nachzuweisen (da dann bereits die zugehorigen Verteilungsfunktionen iiber-
einstimmen). Da der Fall t = 0 evident ist, sei im Folgenden ¢ > 0. Abkiirzend

soll von nun an
2
o(0) = Hla)™ 7% o2

die Dichte von P® bezeichnen. Mit der Transformationsformel fiir Lebesgue-

Integrale (vgl. [Alsl], S. 59) und einer einfachen Substitution erhalten wir die

Identitat
1 v
dv = —qgl|—) dv,
/A/tg(v) v /Atg(t> v,

d.h. %g (%) ist Dichte von P®*. Da ﬁ/\t und ©¢ nach Voraussetzung stochas-

tisch unabhéngig sind, besitzt PVt — pWi 4 POt die Dichte

| uta =01 3a(F) do
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wobei fy; die Dichte einer NV (0, ¢)-Verteilung bezeichnet.

Andererseits gilt wegen Q"' (A f{WteA} foo awi—e 5" dpdP und dem Trans-
formationssatz ([Als1], S. 07).

Q" (A / / p(du) PV (d).

Da g eine Lebesgue-Dichte von p und PV (dx) = fo(x)dx ist, erhalten wir

Q" (A / / w) fou(x) du da.

Wegen fo.() = (2mt)~2 exp <—§> und uz — —t— £ = —(I;"t)Q erhilt man

Q‘Vt( 27Tt 7% // -5 Ut )duda:

Die Substitution v = ut liefert die gewiinschte Beziehung

OV (A / / foulz (%) dv dP,

was den Beweis abschlief3t. O

unmittelbar

5.7 Korollar Beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafies () ist die Stoppzeit

7* fast sicher endlich.

BeEweEeis. Mit Lemma 5.6 und identischen Bezeichnungen konnen wir zu-

nichst festhalten, dass
Q<x0+Wt <:1:*\/t-l—1> :P<x0+/ﬂ7t+@t<x*\/t+1>

gilt. Da © eine positive Zufallsvariable ist, erhalten wir die Ungleichung

P<x0+/l/l7t-|-@t<x*\/t+1 Vte[O;T])
§P<m0+ﬁ/\t<m*\/t+1 Vte[O;T])

SUo—i'W\f
=P <zt Vtel|0:T]].
(m el ]>
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Das Gesetz vom iterierten Logarithmus fiir die Brownsche Bewegung liefert

lim sup ot W\t

t—o0 \/t + 1

Damit gilt Q (mo +Wy<a*t+1 Vitelo; T]) — 0 fiir T — oo und somit
Q" < 00) = 1. a

= oo fast sicher.

Gemafl Satz 2.4 ist damit sichergestellt, dass die Identitat EM,« = 1 gilt
respektive dass 7° = inf{t > 0| zo+W; > z* v/t + 1} optimal ist fiir zy < z*.
Unter dieser Voraussetzung gilt
X

z = H(zq)C".
)| = e

Den noch offenen Teil von Satz 5.3 beweisen wir mittels einiger Resultate

sng [(T +1) "h <

aus dem Bereich der stochastischen Integration. Fir zq > z* und Y; =

(t +1)7Y2(zo + W) zeigen wir die Identitt
Vh(mo, 1,8) =sup E ((T + 1)_ﬁh(YT)) = h(xy),
die zusammen mit 7* = 0 den Beweis abschliet. Die Ungleichung

V(0,1 8) = sup E ((r+1)7h(Y2) > h(zo)

ist evident, sodass nur die umgekehrte Ungleichung Vj, (0, 1. 3) < h(zo) zu
zeigen bleibt. Aus der Produktregel der stochastischen Integration (vgl. Satz
2.14) erhilt man zunéchst folgende stochastische Differentialgleichung fiir Y:

1
v, = —(t+ D732 (o + W) dt + (t+ 1) Y2 dW,
1
(5.12) = -5+ 7Y, dt 4 (¢4 1)V dw,.

Wir setzen f(t,z0) = (t + 1) h(zo) fiir zg > z* und konnen aus der Tto-
Formel (vgl. Satz 2.13) auf die stochastische Differentialgleichung
df (t,Y:) = —B(t+1) P h(Y) dt + (t+1) KW (V;) dY; +
1
5(t + 1) PR(Y,) dt
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schlieflen. In Verbindung mit (5.12) erhalten wir

1
df(tY) = S+ 177N () dW;

1 1
(5.13) + (t+ 1) P =B, + 5h”(Y,f) — §Yth’(Yt) ] dt.
Der durch

1 ,
(5.14) My o= S(t+ 1) PY20 (V) dW,

definierte Prozess (M;)i>o bildet gemafl Satz 2.10 ein stetiges lokales Mar-
tingal. Auf Grund der Voraussetzung an h ist der Integrand in (5.13) stets

nichtpositiv, sodass aus (5.13) und (5.14) gefolgert werden kann:
F(1.Y) < £(0,Y) + M,

Sei 7, eine Lokalisierungsfolge. Unter Berticksichtigung von Yy = z( erhalten

wir schliellich fiir jede Stoppzeit 7
h(l’o) Z ((T N Tﬂ) + 1)_ﬁh<YT/\Tn) - MT/\Tn'

Beidseitiges Bilden des Erwartungswertes und anschliefende Anwendung des

Lemmas von Fatou liefert

h(zg) > liminf £ (((t A7)+ 1)*’6h(YT/\Tn))
n—oo

> K (hm inf((7 A 71,) + 1)_Bh(Yr/wn)>

n—oo

= E((r+1)7"nY,)).

Wenn wir nun auf beiden Seiten zum Supremum iibergehen, so erhalten wir

die gewtinschte Aussage

h(wo) > sup (7 + 1) 1Y) = Vi(wo, 1, 3),

T

und der Beweis von Satz 5.3 ist somit abgeschlossen. a
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5.2 Beweis von Satz 5.1

Wir wiederholen zunéchst die zu Beginn des Kapitels formulierte Aussage,

bevor wir den Beweis vorstellen.

5.1 Satz Fur b > 0 existiert eine Stoppzeit 7, die in dem Sinne optimal ist,

dass

V(z,b) =V (x,b,7")

gilt. 7* st daber eindeutig bestimmt und besitzt die Form
™ =inf{t > 0|+ W, >a" (b+1t)"/?},

wober x* die eindeutige reelle Losung der Gleichung

" = (1 - (2%)°) / exp (uz* —u?/2) du
0
ist. Des Weiteren gilt fir b > 0 und —oo < x < 00

Vieb) = (1= (z*)?) [," exp (uz — u?b/2) du, =z < z*b'/?
(#.5) = z/b, x> r*bt/?

BEWEIS. Satz 5.3 wird sich als auflerst nutzlich erweisen, einen vollstandigen
Beweis von Satz 5.1 zu erbringen. Um ihn auf die vorliegende Situation an-
wenden zu kénnen, muss zunéchst die in (5.2) eingefithrte Funktion V (z, b)

genauer untersucht werden. Offenkundig wird durch
(5.15) W, =072 W),

eine Standard Brownsche Bewegung definiert. Fiir eine beliebige Stoppzeit
7 beziiglich W ist des Weiteren 7 := 7/b wegen {7 < t} € o((Wys)o<s<t) =
U(<Ws>0§s§t) offenbar eine Stoppzeit beziiglich W. Eine einfache Rechnung
zeigt die Identitat

E((z+W:)/(b+7)) = E((z+Wy)/(b+b7))
— 2 <(;rb_1/2 FWH)/(1+ %)) ,
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die auch in der Form V(z,b,7) = b2y (xb_1/2, 1,?) geschrieben werden
kann. Geht man auf beiden Seiten zum Supremum iiber, so erhdlt man die

Beziehung
(5.16) V(w,b) =012V (272 1).

Mit Blick auf Satz 5.3 ist intuitiv klar, dass sich dieser Ausdruck als duflerst
nitzlich erweisen wird. Die genaue Begriundung geben wir im Folgenden. Von

nun an soll mit H ausschlieflich die Funktion
o0 u,2
(5.17) x +—>/ "2 du
0

bezeichnet werden, also gerade die in (5.6) definierte Funktion fiir § = 1/2.
Wenn wir im Fall h(z) = = fiir alle 2 kiirzer V an Stelle von Vj, schreiben, so

erhalten wir als spezielle Aussage von Satz 5.3:

5.8 Korollar Fiir = 1/2 und h(z) = z gilt

~ H C* < z*
v<xo,1>={ e

To, To > T
wobei C* = «* /H (z*) und H gemaf} (5.17) gegeben sind. 0

Dass damit in der Tat bereits die Aussage von Satz 5.1 gegeben ist, zeigen

die folgenden abschlieBenden Uberlegungen. Wegen

6—1:2/2 /OO 6u;v—u2/2 du — /OC 6—(1?—11,)2/2 du
0 0

T
Z=r—u —52
= / e~ 12 dy
—00

erhalt man unmittelbar die Identitat
Hix) = ™12 / 12 .

Aus dieser Darstellung ist sofort die stetige Differenzierbarkeit von H mit

der Ableitung

(5.18) H'(z) = zH(z)+1
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abzulesen. Da somit auch die Funktion = +— z/H(z) stetig differenzierbar

und des Weiteren nur auf Rt positiv ist mit

. Xz
BT R

nimmt sie ihr Maximum auf R™ an, welches notwendigerweise der Bedingung
(x/H(x)) = 0 geniigt. Ein moglicher Extremwert ist folglich Losung der
Gleichung

H(z)—xH'(z) =0,

die sich gemaf (5.18) zu (1 —2?) H(z) —x = 0 vereinfacht und eine eindeutige
Lésung 2* besitzt. Unter Beriicksichtigung von C* = z*/H (2*) und der eben

gefundenen Beziehung * = (1 — (2*)?) H(x*) erhalten wir
H(z0) C* = (1 = (%)) H(x0)-
Insgesamt erhalt man gemafl Korollar 5.8

V('TO*, b= { (1= (")) H(zo) . o <a?

o, ro > x*

Ersetzt man nun z, durch zb~2, so folgt unter Beriicksichtigung der in
(5.16) gefundenen Beziehung V (z,b) = b~ */2V (zb~1/2,1) und der einfachen
Rechnung

[ee] u2
H(zb™'?) = / e gy,
0

)
v=ub~1/2 < 02
o bl/Z P de
0

das Resultat aus Satz 5.1. O






Abbildungsverzeichnis

1.1

3.1

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

5.1

Pfad einer geometrischen Brownschen Bewegung ................... 12
Losung der Put Option ........ ... i 33
Graph von g mit ¥, (y) =T+ Y oo 48
Graph von g mit ¢, (y) = (K —ze?)" ... 48
Losung des Modells von Bachelier ... ... ..o ... ... 53
Graph von g mit 1, (y) = T+ Y2 oo or 57
Graph von g, mit ¢, (y) =y* (p=1/2und p=1/3) .............. 59
Graph von g, mit ¥, (y) = max{(L —e¥)", (e — K)T} ........... 68

Losung des (x + W;)/(t+ 1)-Problems ............................. 73






Verzeichnis ausgewahlter

Symbole

R-l—

I2(P@ )

7_[2

£2

Korper der reellen Zahlen
positive reelle Zahlen
Borelsche o-Algebra tiber R
Lebesgue-Maf auf (R, B)

Vektorraum der reellen, quadratisch (P ® N)-integrierbaren

Funktionen

Menge {f | fo fory 2. 1) Adt) Pldw) < o0 |
Menge {f | P <f[0;T] A (w, t) AN(dt) < oo) = 1}
o-Algebra A oder Filtration (A:)i>o

o-Algebra der 7-Vergangenheit
={A€ A, :U(UtZOAt) |An{r <t}e A Vie[0;00]}

von der Borelschen o-Algebra auf [0; ¢] und A; erzeugte

Produkt-o-Algebra
Standardfiltration (F;)>o

stochastischer Prozess (X;)i>o



88 Symbolverzeichnis

w Standard Brownsche Bewegung (W;)>o

B Brownsche Bewegung (B;)s>o mit Drift 1 € R und Volatilitét
o>0

S geometrische Brownsche Bewegung (S;);>¢ mit Drift p = ji—
0?/2 € R und Volatilitat o > 0

E(X|F) bedingter Erwartungswert der Zufallsgrofie X unter der Unter-
o-Algebra F

N (p,0?) Normalverteilung mit Mittelwert x4 und Varianz o2

S0 Dichte der N (p, 0?)-Verteilung

T Stoppzeit inf{t > 0| X; = z*}

T* Stoppzeit inf{t > 0| X; > (<) 2*}



Literaturverzeichnis

[Als1]

[Als2]

[Bei]

[Chow]

[Géns]

[Irle]

[Jacg]

[Nov]

[Rev]

Alsmeyer, G. Wahrscheinlichkeitstheorie. Skripten zur mathemati-
schen Statistik, Nr. 30. Universitat Miinster (2000)

Alsmeyer, G. Stochastische Prozesse. Skripten zur mathematischen

Statistik, Nr. 33. Universitdt Miinster (2000)

Beibel, M. / Lerche, H. R. A new look at optimal stopping pro-
blems related to mathematical finance. Statistica Sinica 7, 93-108

(1997)

Chow, Y.S. / Robbins, H. / Siegmund, D. Great Expectations.
Houghton Mifflin Comp., Boston (1971)

Ganssler, P. / Stute, W. Wahrscheinlichkeitstheorie. Springer-
Verlag, Berlin Heidelberg New York (1977)

Irle, A. Finanzmathematik. Teubner, Stuttgart (1998)

Jaeger, M. FEine Verallgemeinerung der Ito-Formel und ihre An-
wendung auf ausgewahlte Stopprobleme der Finanzmathematik. Di-
plomarbeiten der WWU Miinster (2002)

Novikov, A. On stopping times for a Wiener process. Theory of
Probability and its Applications 16, 449-456 (1971)

Revuz, D. / Yor, M. Continuous Martingales and Brownian Mo-
tion. Third Edition. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York
(1999)



90

Literaturverzeichnis

[Rog1]

[Rog2]

[Schm]

[Shel]

[She2]

[She3]

[Shil]

[Shi2]

[Stee]

Rogers, L.C.G. / Williams, D. Diffusions, Markov Processes and
Martingales. Volume One: Foundations. Second Edition. John Wiley
& Son’s, Chichester (1994)

Rogers, L.C.G. / Williams, D. Diffusions, Markov Processes and
Martingales. Volume Two: 1t6 Calculus. John Wiley & Son’s, Chi-
chester (1987)

Schmitz, N. Vorlesungen tiber Wahrscheinlichkeitstheorie. Teubner,
Stuttgart (1996)

Shepp, L. A. Ezplicit solutions to some problems of optimal stop-
ping. The Annals of Mathematical Statistics 40, 993-1010 (1969)

Shepp, L. A. / Shiryaev, A. N. The Russian option: Reduced
regret. The Annals of Applied Probability 3, 631-640 (1993)

Shepp, L. A. A first passage time problem for a Wiener process.
The Annals of Mathematical Statistics 38, 1912-1914 (1967)

Shiryaev, A. N. On optimum methods in quickest detection pro-
blems. Theory of Probability and its Applications 8, 22-46 (1963)

Shiryaev, A. N. FEssentials of Stochastic Finance. World Scientific,
Singapore (1999)

Steele, J. M. Stochastic Calculus and Financial Applications. Sprin-
ger-Verlag, New York (2001)

[Wood] Woodroofe, M. / Lerche, R. / Keener, R. A generalized parking

problem. Statistical Decision Theory and related Topics V, 523-532
Springer-Verlag, Berlin (1993)



Miinster, 10. September 2003
Ich versichere hiermit, die vorliegende Arbeit selbstandig verfasst und dabei

keine anderen Hilfsmittel als die angegebenen verwendet zu haben.



