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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit werden wir uns mit zufilligen logistischen Transformationen

beschiftigen. Eine Abbildung
v f(z) = Ca(l—a),

die wir nur auf dem Intervall [0, 1] betrachten werden, heifit logistische Trans-
formation. Dabei ist die Konstante C € [0,4] gewéhlt, damit der Bildraum
wieder dem Intervall [0,1] entspricht. Durch Iteration dieser Abbildung f
bei fest gewédhltem C' entsteht ein bereits intensiv untersuchtes dynamisches
System (s. Devaney [12], Graczyk und Swiatek [14]), das hdufig zur Model-
lierung von Populationsentwicklungen benutzt wird (s. z.B. May [18], Kle-
baner [16]). Die logistischen Transformationen bieten dabei die Moglichkeit,
viele Faktoren zu beriicksichtigen, die die Entwicklung der Population be-
einflussen. Betrachtet man einzelne Generationen, so hingt die Grofle P41
der (n + 1)-ten Generation durch die der betrachteten Population eigenen
Geburts- und Sterberate natiirlich von der Gréfie der n-ten Generation ab.
Geht man weiter davon aus, dass es durch duflere Einfliisse wie Nahrungsan-
gebot, Lebensraumgrofe etc. eine obere Schranke L fiir die Populationsgrofie
gibt, und beriicksichtigt man Rivalitdt und Konkurrenzkampf unter den In-

dividuen, beeinflusst durch deren Anzahl, erhilt man als weiteren Faktor
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

L — P,. Allgemeine Umwelteinfliisse wie das Nahrungsangebot, die Anzahl
natiirlicher Feinde, das Klima u. A. kénnen schlieflich durch einen kon-
stanten Faktor C wiedergegeben werden, wobei die oben erwédhnte Geburts-
und Sterberate auch in dieser Konstante enthalten ist. Bei Division durch L

erhélt man folglich fiir die relative Grofle X,,4+1 der (n + 1)-ten Generation:
Xy = CXp(1— X,).

Da nun aber davon auszugehen ist, dass in vielen Féllen die Umweltein-
fliisse im Laufe der Zeit variieren kénnen (Populationsschwankungen bei
den natiirlichen Feinden, Verdnderungen im Nahrungsangebot, wechselnde
klimatische Bedingungen, usw.), ist es sinnvoll, den Faktor C nicht bei jeder
Generation gleich zu wéhlen. Dies driickt man in einer Folge unabhéngiger,
identisch verteilter Zufallsgrofien (C),),en aus, die nun an die Stelle des zuvor

konstanten Faktors C treten:
Xnt1 = CpX,(1—-X,).

Die Verteilung dieser Zufallsgréfien beinhaltet dann Informationen iiber mog-
liche Schwankungen der Umwelteinfliisse bzw. deren Wahrscheinlichkeiten.

Auch Beziehungen der Form
C
Poy1 = (C+1)P, — ZPT%

heiflen logistische Gleichung, die man erhilt, wenn man die Wachstumsrate
einer Population betrachtet (s. Sandefur [23], S.125f). Dazu gehort auch das

Verhulst-Populationsmodell, das auf der Gleichung

Pn+1 = DPn +rpn(1 _pn)

aufbaut. Das sich dadurch ergebende dynamische System ist ein klassischer
Untersuchungsgegenstand der Fraktaltheorie (s. Peitgen und Richter [22]
oder Peitgen, Jiirgens und Saupe [21]).



Die zufilligen logistischen Transformationen finden auch dort Anwen-
dung, wo bei Versuchen, die auf einem Modell nicht-zufélliger logistischer
Transformationen beruhenden, die Konstante C' nicht exakt gemessen wer-
den kann. Dabei liegen die Messwerte um die Konstante C' gestreut, und man
modelliert diese Situation durch eine geeignete Verteilung auf einer Umge-
bung (C' —¢,C + ¢) des theoretisch vorliegenden Wertes, z. B. durch eine
Gleichverteilung oder eine Normalverteilung mit entsprechend kleiner Vari-
anz und Mittelwert C'. Andererseits lassen sich durch Betrachtung des Falls
einer Gleichverteilung auf einem solchen Intervall (C' —¢,C + ¢) fiir € — 0
moglicherweise Erkenntnisse iiber den deterministischen Fall gewinnen. Die-
ser Frage wird von Kifer [17] in Verbindung mit Misiurewicz-Abbildungen

nachgegangen.

Bei der Untersuchung zufélliger logistischer Transformationen wollen wir
nun wie folgt vorgehen: In Kapitel 2 richten wir das Hauptaugenmerk auf das
Langzeitverhalten der durch Iteration der Transformationen entstehenden
Markov-Kette und insbesondere auf eine mogliche Stabilitdt im Sinne der
Stationaritdt. Dafiir werden wir notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Existenz stationérer Verteilungen untersuchen, u.a. mit Hilfe von
Okkupationsmaflen, die im gleichen Zuge definiert werden. Im Laufe dieses

Kapitels kommen wir dann zu folgenden Ergebnissen:

1. Besitzt die Markov-Kette eine invariante Verteilung 7 mit 7({0}) = 0,
so miissen fiir die Faktoren C,, n € N, schon folgende Bedingungen

erfiillt sein:

EllgC,l <
und ElgC, = —/ lg(1 —z) m(dz) > 0.
(0,1)
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2. Gilt fiir ebendiese Faktoren C,, n € N,

ElgC, > 0

sowie E|lg(4 —C,)| < oo,
so existiert eine invariante Verteilung 7 mit «({0}) = 0.

3. Konvergiert eine Teilfolge der Okkupationsmafle schwach gegen ein

Maf3 7, ist dieses invariant.

In Kapitel 3 folgt eine Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Ket-
te (Xn)nen,. Dazu wird eine Fallunterscheidung in Abhéngigkeit von der

Verteilung der C,, n € N vorgenommen:

1. Falls Elg C; < 0 erfiillt ist (subkritischer Fall), so gilt

n—oo

X, — 0 P—-fs.

Hat zusitzlich Cy endliche Varianz Var(lgCy) = 02 < oo, ergibt sich

lg X,, —
gi;w 4, N(0,1).

no

2. Im kritischen Fall Elg C = 0 konvergiert die Kette (X, )nen, in Wahr-
scheinlichkeit gegen 0, im Allgémeinen aber nicht fast sicher, da eine
von der Verteilung der C,, n € N, abhéingige Menge A existiert, so

dass bei beliebigem x € A
P, (Xn > 3 unendlich oft) =1

fiir ein geeignetes 3 € (0, 1) gilt, falls zusétzlich P(C; = 1) < 1 giiltig
ist. Dabei ist A = () im Fall P(Cy = 0) > 0, fiir P(Cy € (0,4)) =1
gilt A = (0,1), und fiir P(C; =4) > 0ist A = (0,1) — A hochstens
abzéhlbar.

3. Im superkritischen Fall existiert eine von der Dirac-Verteilung g ver-

schiedene invariante Verteilung, falls E |1g(4 — C})| < oo gilt.



Diese beiden Kapitel sind an den Artikel von K.B. Athreya und J.J. Dai
[4] angelehnt, ebenso das letzte Beispiel in Kapitel 4, wobei in das dritte
Kapitel noch Ergebnisse aus dem Artikel von K.B. Athreya und H.-J. Schuh
[7] eingehen.

Kapitel 4 beschéftigt sich ausschliefSlich mit dem superkritischen Fall und
der Frage der Eindeutigkeit der invarianten Verteilung. Ein Ergebnis von
Athreya und Dai [5] liefert Voraussetzungen an die Cp,, n € N, unter denen
die Markov-Kette mehr als eine invariante Verteilung besitzt, die nicht die
Dirac-Verteilung in 0 ist. Untersuchungen von Dai [11], Bhattacharya und
Rao [9] sowie von Bhattacharya und Majumdar [8] zeigen die Eindeutigkeit
einer solchen Verteilung, wiederum unter geeigneten Voraussetzungen an die
Cn, n e N.

Im Anhang findet sich eine kurze Zusammenstellung wichtiger Ergebnis-

se zur Harris-Rekurrenz.
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Kapitel 2

Existenz stationirer

Verteilungen

Wie schon in der Einleitung angedeutet, wollen wir uns in diesem Kapitel mit
stationéren Verteilungen der durch Iteration zufélliger logistischer Transfor-
mationen entstehenden Markov-Kette beschéftigen, wobei wir immer von
folgender Situation ausgehen wollen:

Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem eine Folge (C, )nen
von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsgrofien mit Werten in [0, 4] ge-
geben sei. Dann definieren wir eine weitere Folge (X, )nen, von Zufallsgrofien
auf (2, A, P) mit Werten in [0, 1] durch

PXo. A — [0,1]
(2.1)
Xn+1 = Crp1Xn(1—Xy)
fiir alle n > 0, und erhalten eine Folge iterierter zufdlliger logistischer Trans-
formationen, die eine Markov-Kette mit Zustandsraum [0, 1] und mit dem

Ubergangskern P, gegeben durch
P(z,A) = E14(Ciz(1 - z))

fir alle z € [0,1] und alle A C [0, 1], bildet.

7



8 KAPITEL 2. EXISTENZ STATIONARER VERTEILUNGEN
2.1 Invariante Verteilungen der Markov-Kette

Im Folgenden begeben wir uns auf die Suche nach invarianten Verteilungen
der Markov-Kette (X, )nen,. Dabei heiit ein o-endliches Mafl 7w stationdres

oder invariantes Maf, falls fiir alle A C [0, 1]

TP(A) = /[071} P(z, A) w(dz) = w(A)

gilt. Ist m sogar ein Wahrscheinlichkeitsmafl, nennt man es stationdre oder
invariante Verteilung fiir (Xp)nen,. Die Markov-Kette X = (X,)nen, ist

stationdr unter P, falls fiir jedes n € Ny folgende Gleichung erfiillt ist:

pX™ = pX (2.2)

s

wobei X(") = (Xntk)k>0 definiert ist (s. z.B. [1] oder [2]).
Da wir unsere Aufmerksamkeit im weiteren Verlauf nur auf solche inva-

rianten Mafle 7 lenken wollen, die endlich sind, d.h. 7 ([0, 1]) < oo, erhalten

wir durch
. 1
() = m (")
eine invariante Verteilung, denn es gilt fiir alle n € Ny
. 1
() = m (")
il
= —— P*(z,-) m(dx)
71—([07 1]) [0,1]

[ g, (o)
= [P o0

_ / Pz, ) #(dx).
0.1

Es geniigt demnach die Beschéiftigung mit invarianten Verteilungen, wo-
durch auch Eindeutigkeitsaussagen moglich werden, die sich im Fall eines
invarianten Mafes auf Eindeutigkeit bis auf multiplikative Konstanten be-

schrinken miissten. Wir suchen also Wahrscheinlichkeitsmafle 7, auf die

pX = 7 = PX =7
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zutrifft. Die definierende Gleichung (2.1) der Markov-Kette (X, )nen, legt
nun nahe, dass die Verteilung der C),, n € N, eine wichtige Rolle beim Finden
notwendiger und hinreichender Bedingungen fiir die Existenz stationérer

Verteilungen spielt.

Lemma 2.1. Jede stationdre Verteilung der Markov-Kette (Xp)nen, ist im
Punkt 1 masselos. Des Weiteren ist die Dirac-Verteilung &g invariant und die

einzige solche Verteilung, falls Cy nicht f.s. positiv ist, also P(C' = 0) > 0.

Beweis. Nach Gleichung (2.1) gilt fiir alle n > 0

Xn—i—l = Cn—i—an(l _Xn)7

insbesondere X1 = C1Xo(1 — Xp).
Da weiter C,41 fiir alle n > 0 unabhéngig von X, ..., X, ist, erhalten wir
P*({0}) = P(X;=0)
= P(C1Xo(1 — Xo) =0)
= P(Xo=0)+P(Xo=1)+P(Xy € (0,1)) P(C; =0)
= PY({0}) + P*({1}) + P¥((0,1)) P(C, = 0)

Ist nun 7 eine invariante Verteilung der Kette, gilt also 7 = PX0 = PX» f.a,

n € N, so muss sie der Gleichung

m({0}) = w({0}) + 7 ({1}) + = ((0,1)) P(Ch) (2.3)

und entsprechend

7({1}) = 0
sowie 7((0,1))P(C; =0) = 0

geniigen. Falls P(Cy = 0) positiv ist, muss 7((0,1)) verschwinden, d.h.
7((0,1]) = 0 und 7({0}) = 1 — 0 = 1. In diesem Fall ist 7 demnach
gleich der Dirac-Verteilung im Punkt 0. Diese ist offensichtlich eine invari-

ante Verteilung fiir (X, )nen,- O
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Der degenerierte Fall m1 = §p ist hier nicht weiter von Interesse, und
so werden wir uns im Folgenden solchen Verteilungen 7 zuwenden, fiir die
7((0,1)) € (0,1] gilt. Wie gerade gesehen, miissen wir dazu C; > 0 f.s. vor-

aussetzen.

Lemma 2.2. Ist 7 eine invariante Verteilung mit 7T((0, 1)) € (0,1), so gibt

es eine weitere invariante Verteilung & mit 7((0,1)) = 1.

Beweis. Gibt es ein invariantes 7w mit W((O, 1)) € (0,1), kann es auch so

ausgedriickt werden:

7 = x({0}) 6 + (1 - w({o})) 7 (2.4)

mit einem Wahrscheinlichkeitsma$l 7 mit 7((0,1)) = 1. Dieses Maf ist als

Linearkombination von 7 und dp wieder invariant:

7 —m({0}) o
1—n({0})
TP —7({0}) &P
1—m({0})
T 7({0}) do
= Iox(oy

= #P,

wobei die Invarianz von 7 und dg sowie die Linearitdt der Integration im

Maf} ausgenutzt wurden. O

2.2 Notwendige Bedingungen

Wie in dem vorhergehenden Lemma wollen wir auch im nun folgenden er-
sten Theorem von einer gegebenen invarianten Verteilung ausgehen, um
Aufschliisse iiber notwendige Bedingungen fiir die Existenz invarianter Ver-
teilungen zu gewinnen. Die dortigen Ergebnisse werden die Voriiberlegung

bestétigen, dass hier die Verteilung der Faktoren (C),)nen entscheidend ist.
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Theorem 2.3. Es sei 7 eine invariante Verteilung fir die durch (2.1) de-

finderte Markov-Kette (Xp)nen, mit w({0}) = 0. Dann gilt fir alle i > 1:
1. E |lg Cl| < o0,
2. E lg C; > 0,

3. ElgC; = — [

©.1) lg(1 — x) w(dx).

Beweis. X habe die Verteilung 7. Dann besitzt diese auch X; wegen der
Invarianz von 7. Durch Anwendung des natiirlichen Logarithmuses auf die

geméB (2.1) bestehende Beziehung X7 = C7Xo(1 — Xj) ergibt sich nun:
lg X; = 1lgC1 +1g Xo +1g (1 — Xo). (2.5)

Um die Punkte 1.-3. in der Allgemeinheit des Theorems zu zeigen, bedarf es
einer langlichen Argumentation mit Hilfe eines Stutzungsverfahrens. Setzt
man allerdings zusétzlich die Existenz des Erwartungswertes von lg X vor-
aus, vermag man die Aussagen 1.-3. schneller (und auf intuitiv versténdliche
Weise) zu erreichen. Schauen wir uns diesen Spezialfall einmal genauer an:

Nach der Definition der Kette (X, )nen, sind die Zufallsgrofien Cp,, n € N,

identisch verteilt, und es reicht, C'; zu betrachten. Wegen
E|lg (Cilpg(Ch))| = E (1g (011[1,4](01))>
< lgd < x
hat im Fall E|lg Xy| < oo Folgendes Giiltigkeit:

oo > E|lgXo| +E lg (Ci1p,4(Ch))
= E\nglHE!lg (011[1,4](01))‘

= E ‘ lg X7 —1g (C11[1,4](Cl)) ‘

Dabei ergibt sich die erste Gleichung aus der Verteilungsgleichheit von X
und X; und die zweite geht auf die Ungleichungen Ig (011[1,4](01)) > 0 und
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lg X <0, da Xy [0, 1]-wertig ist, zuriick. Da Cy nur Werte in [0, 4] annimmt,
kann man mit Gleichung (2.5) schlieBen:
0o > Ellg X1 —lg (Cilpg(Ch))]

= BE[lgXo +1g(1 — Xo) +1gC1 —1g (C1111,4(C1))]

E|lg Xo +1g(1 — Xo) +1g (C11jp1)(C1))|

E|[lg Xo| + E[1g(1 - Xo)| + E|lg (C11}0,1)(C1)) |

Dies impliziert die Existenz der Erwartungswerte von lg(1 — Xo) und 1g C.

Nun gilt:
Engo = Engl
= E(ng0+lg(1—Xo)+lgC'1)
= ElgXo+Elg(l—Xo)+EIlgC
& 0 = Elg(l—Xy)+EIlgC

& ElgC = E(-1Ig(1-Xp)) = E|lg(1 — Xo)]

Da —1g(1—Xp) > 0 fiir Xy € [0,1) gilt und der Punkt 1 gemaf (2.3) fiir

die invariante Verteilung masselos ist, folgt
ElgC = E(—1g(1— X))
= / (—1lg(l —2)) m(dx) > 0.
(0,1)

Kiimmern wir uns jetzt um den allgemeinen Fall, in dem nichts iiber
E|lg Xo| bekannt ist. Doch vor der Beschéftigung mit dem oben schon an-
gekiindigten Stutzungsargument seien hier noch zwei Bezeichnungen und
eine spéter niitzliche Ungleichung festgehalten.

Fiir eine reelle Funktion f : Q@ — R, w +— f(w) sind der Positivteil f*

und der Negativteil f~ durch

fH(w) = max{f(w),0},
fT(w) = max{—f(w),O}
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erklért, und es gilt

frfr >0,
f=f-f,
fl =+

Des Weiteren schreibt man h&ufig a V b fiir das Maximum zweier reeller
Zahlen a, b und entsprechend a A b fiir das Minimum. Es gilt zudem fiir alle
a, b, ke RZO

[(aAk)—(bAK)| < |a—b], (2.6)
wie nachstehende Fallunterscheidung zeigt:
1. Fir a < k,b < k gilt: |(a Ak)— (b/\k)} = |a—1bl,
2. fira<k<b: ’(a/\kj)—(b/\k‘)} = la—k| = k—a < b—a = |a—10|,
3. fiir a > k > b gilt (2.6) nach 2. wegen der Symmetrie in a und b,

4. fira>kb>kist: [(aAk)—(bAK) = |k—kl =0 < |a—1b]

Zur weiteren Vorbereitung des Beweises definieren wir vier Zufallsgréfien:

n = 1gCi

Yo == —1gXo

Y1 = —lgXy

Z = —1g(1—Xo)+ (1gCh)”
= —lg(l—Xo)+n".

Wegen X, X1 € [0,1] sind Yp, Y7 und —1g(1 — Xo) nicht-negativ, wihrend
dies auf n~ definitionsgeméf zutrifft. Folglich ist auch Z eine nicht-negative

Zufallsgrofle.
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Ausgehend von Gleichung (2.5) erhélt man:

Vi = lg X,

= lg Xo+1g(1 — Xo) + (1gC1)* — (1gC1)~

= Yo (—lg(1—Xo)) +n" —n~ (2.7)

= Yo+n" -2

= Z =Y -Yy+n" P—fs

Die abschlieende Folgerung ist richtig, da nach Voraussetzung 77({0}) =0
und geméB (2.3) 7({1}) = 0 = P(C; = 0) gilt und die Zufallsgréfien nur
fir Xo € {0,1}, X; = 0 und C; = 0 unendlich sind. Diese Zufallsgroie

Y1 — Yy + 1™, die fast sicher Z entspricht, wird nun durch eine natiirliche

Zahl gestutzt. Fiir jedes k € N sei
Zy = (V1 Ak)— (YoNE)+nt. (2.8)

Da Cy [0, 4]-wertig und daher nt = Ig (011[174](01)) ist, ergibt sich unter

Beachtung der Nicht-Negativitdt der betrachteten Zufallsgrofien

Eln*| = En* < 1g4 <oo,
E[Yi Akl = E(YiAK)
= E(-lgX; Ak)
— E(-lgXoAk)
— E(YAK)

= E|YoAk|l < k < oo
Damit kann E |Zj| abgeschétzt werden:

E|Zy| = BE|(YiAk) = (YoAk)+nT]
< E(|Y1 Ak + Yo AR+ n7))

< 2k+1g4d < oo,
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d.h. der Erwartungswert von Z, existiert und ist gleich
EZ, = EViAnk)—E(YoAk)+EnT = En™. (2.9)

Anhand einer viergliedrigen Fallunterscheidung kann man leicht verdeutli-
chen, dass (Zk)ren eine Folge fast sicher nicht-negativer Zufallsgrofien dar-

stellt:
1. Auf {Y7 >k, Yy > k} gilt:
Zy = (GAK)— (Yo AR+t
= k—k+nt >0,
2. auf {Y1 >k, Yy < k}:
Zk = k—Yb+U+
>0t >0,
3. auf {Y7 < k,Yp > k} gilt nach (2.7):
Zy = Yi—k+n"
> Vi -Yo+n"
=7Z >0 P-fs,
4. auf {Y7 < k, Yy < k} gilt ebenfalls mit (2.7):
Zy = Yi-Yo+n"

= 7Z >0 P—-fs.

Auflerdem wissen wir

P( lim Zj — Z)

k—o0

P( lim ((Ymk)—(YOAk)Jrnﬂ:Yl—YO+n+=Z) =1,

k—o00
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da nach Voraussetzung P(Xy = 0) = P(X; = 0) = ({0}) = 0 und somit
P(Yo = —1g Xy = 0) = P(Y1 = —1g X; = 00) = 0 gilt. Zur Abschiitzung
des Erwartungswertes von Z kann infolgedessen das Lemma von Fatou ver-

wendet werden:

E|Z| = EZ

= E lim Z,

k—o00

= E liminf Z,,

k—o00

< liminf E Z;,

k—o0

= liminf EnT = Ent < oo,

k—o0
wobei bei der Ungleichung das Lemma von Fatou und bei der vorletzten
Gleichheit die Beziehung (2.9) benutzt wurde. Wie in (2.7) gezeigt, ist Z

fast sicher gleich Y; — Yy + 0™, woraus durch

© > EZ+En"

= E|Z|+E|[n"|
> E|Z -]
= E|Y1 - Yol

die Integrierbarkeit von Y; — Yy geschlossen wird. Zudem sind die nicht-
negativen Zufallsgrofien = und —lg(1 — Xg) integrierbar, da sie durch
7Z = —1g(1 — Xo) + n~ majorisiert werden. Damit ist Behauptung 1. gezeigt,

denn es gilt:

EllgCi| = E|lgC|
= EMmt+n)

= En" +En-
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Da fiir alle £ € N nach (2.6) Zj, durch

0 < Zr = Yink)—(YVoNk)+n"

IN

(Vi nk)— (Yo AR)| +nt

A

V1 —Yo|+nt

abgeschéitzt werden kann, also eine integrierbare Majorante besitzt, folgt

mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz:

Ent = lim En*

k—o0

= lim E Z,

k—o0

= Elim Z, = EZ

k00
= E(-lg(1—Xo)+n")
= —Elg(l- Xo)+En~
& ElgC, = Ent —En~
= —Elg(1 - Xo)
= —/ lg(1 — z) m(dx)
[0,1]

= —/ lg(1 — z) w(dx)
(0,1)

unter Verwendung von (2.9) bei der zweiten Gleichung. Die letzte Gleichung
ist giiltig, da 7({0}) = m({1}) = 0 vorausgesetzt wurde. Auf (0,1) ist
—lg(1 — x) positiv, d.h.

ElgC, = —/ lg(1 —x) w(dz) > 0,
(0,1)

was den Beweis der Behauptungen 2. und 3. abschlief3t. O
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2.3 Okkupationsmafle

Die im vorigen Abschnitt bewiesenen Bedingungen sind also notwendig fiir
die Existenz einer invarianten Verteilung. Was aber sind hinreichende Bedin-
gungen, mit deren Hilfe man entsprechende Verteilungen finden kann? Das
im n#chsten Abschnitt vorgestellte Verfahren setzt die Feller-Eigenschaft,
eine Glattheitseigenschaft der Kette, und die Definition der sogenannten
Okkupationsmafe voraus. (Die Feller-Eigenschaft geht dabei im Beweis von
Lemma 2.6 ein.) Anhand des Konvergenzverhaltens dieser Mafle konnen wei-
tere Aussagen iiber mogliche invariante Verteilungen getroffen bzw. solche

bestimmt werden.

Definition 2.4. Ein Ubergangskern P(-,-) bzw. die zugehorige Markov-
Kette (Xp)nen, mit Zustandsraum S besitzt die Feller-Eigenschaft, wenn
fiir jede Folge (2, )nen C S mit Grenzwert x € S und jede beschrénkte, ste-
tige Funktion A auf dem Zustandsraum S, der eine Borel-Untermenge eines

vollsténdigen separablen metrischen Raumes sei, gilt:

n—oo
Es sei (zp)nen eine Folge in [0, 1], die fir n — oo gegen = € [0, 1] kon-
vergiere. Des Weiteren sei h : [0, 1] — R beschrinkt und stetig. Dann erhélt
man fiir die durch (2.1) definierte Markov-Kette mit Hilfe majorisierter Kon-

vergenz und der Stetigkeit der Funktion h dieses:

lim B (h(X1) | Xo =2a) = lim E (h(Cran(l — 22)) | Xo = 20)

n—oo n—oo

= E lim (h(Clxn(l — mn)) ‘Xo = {En)

= E (h(Cla:(l — 1)) ‘Xo = x)

= E (h(X1) | Xo =2)
Die von uns betrachtete Markov-Kette ist also Fellersch. In anderen Worten:
P(x,,-) — P(x,-) fiir alle Folgen (z,)peny C S mit z, — 2 € [0,1] fiir

n — oo, d.h. P(y, -) ist schwach stetig in y. Nun definieren wir weiter:
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Definition 2.5. Fiir eine Markov-Kette (X, )nen, sind die Okkupationsma-
Be (,un (z, ))n ¢ fir beliebiges « aus dem Zustandsraum S der Kette gegeben
durch

n—1

i, A) = 57 B, 4)
7= (2.10)

fir alle A C S.

Dabei iibertragen sich die definierenden Eigenschaften eines Wahrschein-

lichkeitsmaBes von den P/, j € {0,...,n — 1} auf die p,(z,-), n € N:

1 n—1 4 1 n—1
,U/n(x7®) = n Pj(x7®) = n ZO = 0,
Jj=0 J=0
1 n—1 4 1 n—1
pn(z,8) = ;ZPJ(J},S/) = - 1 =1
Jj=0 Jj=0
n—1
k>1 7=0 k>1
n—1

I
3 |-
e
®
&

fiir alle Folgen (Ap)nen paarweise disjunkter Teilmengen in S bei Anwen-
dung majorisierter Konvergenz in der vorletzten Gleichung. Die Okkupati-
onsmafle p,(x, -) geben also nach der Definition fiir jede Menge A C S den er-
warteten Anteil der ersten n Schritte an, der in die Menge A fillt, wenn man
vom Anfangspunkt Xy = = ausgeht, und entsprechend nehmen sie nur Werte
aus dem Einheitsintervall an. Da die durch (2.1) bestimmte Markov-Kette
(Xn)nen, (wie oben nachvollzogen) iiber die Feller-Eigenschaft verfiigt, wol-

len wir fiir sie die Okkupationsmafle einfithren. Im Folgenden bezeichne
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= {pn(z,-)|z € [0,1],n € N} die Familie der zu (X, ),en, gehorigen Ok-
kupationsmafle. Da der Zustandsraum dieser Mafle kompakt ist, ist die Fami-
lie M sowie jede Teilfamilie My := {pn(z,-)|n € N}, z € [0, 1], straff, und auf
Grund der Normiertheit die Familien M und M,, z € [0, 1], auch gleichmifig
beschrinkt. Dies ist dquivalent dazu, dass diese Familien schwach relativ fol-
genkompakt sind, d.h. dass jede Folge in M oder M, x € [0, 1], eine schwach
konvergente Teilfolge besitzt (vgl. [3], Satz 44.4). Somit existiert zu jedem
x € [0,1] eine Teilfolge (ng)keny von (n)nen, so dass die Mafle y,, (x,-) fir
k — oo schwach gegen ein Maf3 7, konvergieren, das dann notwendigerweise

ein Wahrscheinlichkeitsma8 ist (s. [3], Bem. 36.2(a)).

2.4 Hinreichende Bedingungen

Lemma 2.6. Sei (X,,)nen, eine Feller-Kette mit den Okkupationsmafien

(“”(m"))keN und einer schwach konvergenten Teilfolge (pn, (x, -))neN mit

Grenzmaf$ 7, fir ein Element x des Zustandsraumes der Kette. Dann ist w,

eine invariante Verteilung der Markov-Kette (X )nen, -

Beweis. Es seien (unk (x und 7, wie im Lemma gefordert. Dann gilt:

:'))keN

ne—1
1

Py, ) pny (2, dy) = > Pi(x,dy)
/ )

(nk >
= i / (z, dy)

ng

i ™ )
ng =0
1 &
= — PI(x, -
> P

J=1
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1 nE—1 1 . 0

= =3 P(z,)+— (P*(z,) — Pz, "))
ng = Nk

= () + ;k (B (2,-) — Bz, ))

"o () +0

Weiterhin ist der Ubergangskern P(y, -) schwach stetig in y, da er die Feller-
Eigenschaft besitzt, und es gilt wegen der schwachen Konvergenz der p,, (2, -)

gegen T,

Zusammen ergibt sich:

mo(s) = Jim P(y,-) tin, (2, dy)
— [ B maldy).

d.h. 7, ist eine invariante Verteilung der Kette (X,,)nen,- ]

Korollar 2.7. Sei E lgCy < 0. Dann gilt:

1. &g ist das einzige invariante Wahrscheinlichkeitsmaf.

2. Fir jedes x € [0,1] konvergieren die Okkupationsmafle (finz)neN

schwach gegen 6.

3. Die empirischen Mafle (V)nen, definiert durch

konwvergieren schwach in Wahrscheinlichkeit gegen &g fir jede Start-
verteilung von Xy, d.h. fiir jede stetige und beschrinkte Funktion f
auf R und jedes € > 0 gilt:

nlLIroloP<‘/den—/fd50‘ > 5> — 0.
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Beweis. 1. Wie in Theorem 2.3 gezeigt muss fiir jede invariante Vertei-
lung 7 mit 7({0}) = 0 schon ElgC; > 0 gelten. Ist Letzteres nicht
erfiillt, ist also Elg C7 < 0, so tragt jede invariante Verteilung positive
Masse in 0. In Lemma 2.1 haben wir bereits gesehen, dass die Dirac-
Verteilung in 0 eine invariante Verteilung ist. Nehmen wir an, 7 sei ei-
ne invariante Verteilung mit ({0}) € (0,1). Dann findet man geméf
Lemma 2.2 eine weitere invariante Verteilung 7, die 7((0,1)) = 1
und somit 7?({0}) = 0 erfiillt, was im Widerspruch zur Voraussetzung
Elg C; < 0 steht. Demzufolge ist dg die einzige invariante Verteilung

der Kette (Xp,)nen,, wenn Elg C1 < 0 gilt.

2. Nach Lemma 2.6 und den zugehorigen Vorbemerkungen wissen wir,

dass (pn(z, '))neN fiir jeden Wert 2 € [0, 1] eine Teilfolge (i, (z, '))keN
enthélt, die schwach gegen eine invariante Verteilung 7, konvergiert.
Dies bedeutet aber, dass jede Teilfolge (g, (z, '))leN von (pn(z, '))neN

bei beliebigem = € [0,1] eine Teilfolge (i, (z,)) umfasst, die

keN

schwach gegen ein invariantes 7, konvergiert. Geméf 1. gilt aber immer
Ty = dp, d.h. alle konvergenten Teilfolgen haben denselben Grenzwert.

Daher folgt auch ju,(x,-) —— dg fiir n — oo (s. [3], Kor. 44.5).

3. Es sei f stetig und beschrinkt und € > 0. Dann gilt:

P<)/fdvn—/fd50( > 5>

=P(y/fu>(;§§a@wm>—ifmﬂ;za)
giE(/ﬂ@(igé&AMQ>—iﬂm

—i/ﬂ@(n_
i

Y Px; e dx)) - éf(O)
_ i/f(x)< ‘ PJ(XO,dx)) —éf(O)

—_

S|

S w.

S|~
<
Il
o
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zl/ﬂmum%ﬂm—lﬂm
neoo /f 50 dx)—*f( )

wobei fiir die dritte Zeile folgende Uberlegung verwendet wurde:

Es sei M die Menge aller Funktionen f, fiir die

</f ( Zéx dx)) :/f(x)G:ZéPX eda;>

gilt. Fiir jede messbare Menge A gilt:

E(/lmm(iézd@wm))::E(iﬁflaxw)

j=0

n—1

(2 s ean)

j=0
d.h. die elementaren Funktionen liegen in M. Mit dem Satz von der
majorisierten Konvergenz erhélt man fiir jede aufsteigende Folge nicht-

negativer messbarer Funktionen (f,)nen

wobei in der ersten und in der letzten Gleichung ausgenutzt wurde,
dass die Folge (fy)nen aufsteigend ist. Jede solche Folge ist demnach
in M enthalten. Wegen der Linearitét der Integration und des Erwar-

tungswertes liegt fiir beliebige f,g € M auch deren Differenz f — g
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in M. Dies bedeutet, dass M alle messbaren numerischen Funktio-
nen, insbesondere also alle stetigen und beschrdnkten Funktionen auf

R umfasst. O

In Theorem 2.3 haben wir notwendige Bedingungen fiir die Existenz ei-
ner invarianten Verteilung gefunden und hétten natiirlich gerne, dass diese
schon hinreichende sind. Doch fiir diese Umkehrung des Theorems brau-
chen wir (auch unter Zuhilfenahme der Okkupationsmafle) eine zusétzliche

Voraussetzung, worauf das folgende Theorem néher eingeht:

Theorem 2.8. Seien ElgC; > 0 und E ‘ lg(4 — Cl)‘ < 00. Dann existiert
eine invariante Verteilung = mit w({0}) = 0 fiir die durch Gleichung (2.1)
definierte Markov-Kette (Xp)nen,-

Beweis. Da jede Grenzverteilung einer schwach konvergenten Teilfolge von
(pn (, ))n cn it beliebigem z € [0, 1] nach Lemma 2.6 invariant ist, geniigt
es zu zeigen, dass mindestens eine der Grenzverteilungen von dy verschieden
ist. Denn laut Lemma 2.2 gibt es zu jeder invarianten Verteilung 7 mit
7({0}) € (0,1) eine solche Verteilung 7 mit 7 ({0}) = 0.

Angenommen, jede (schwach) konvergente Teilfolge von (pun(z, ))n N
konvergiere gegen dyg. Dann ist (wie im Beweis von Korollar 2.7,2.) auch
(,un(a:, ))n cn Schwach konvergent mit Grenzverteilung do. Wir werden zei-
gen, dass dies Elg C'1 < 0 im Widerspruch zur Voraussetzung impliziert.

Durch Anwendung des natiirlichen Logarithmus auf die Gleichung (2.1)

erhilt man

lg X1 = lgChy1 +1lg X, +1g(1 - X,,)) faan>0

= lgXpp1—1gX, = 1gCh1 +1g(1 - X,) P—fs

und folglich
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n+1 n+1
Z (1gXJ - ngjfl) = Z (lgC] + lg(l - Xjfl))
j=1 j=1
- (2.11)
:ZIgC +Zlg1— P—fs.
Fiir jedes j > 1 gilt die Abschétzung X; = C;X;_1(1 — X—1) < i , WoTraus

sich vermoge der Stetigkeit des Logarithmus’ Folgendes schlieflen lésst:
( ) < (1-X;) € [0,1]

= (-

Z) < lg(1-X;) <0
‘lg<1 %)) > |lg(1—Xj)‘.

Laut Voraussetzung ist

oo > E|lg4—Cj)|
C:

- E’lgﬁl—l—lg(l—zj)‘

—lg4—|—E‘lg(1—%)‘

> —lgd4+E|lg(l - X;)|,

v

d.h. fiir alle j > 1 existiert der Erwartungswert von lg(1 — X;). Vermoge
der Bildung des Erwartungswertes in Gleichung (2.11) unter der Bedingung
Xg = x bekommen wir

n+1

E, (lg X, 1 —lgXo) = E, (Z (lg X; — 1ng—1))

=1
-
(ZlgC’ +Zlg 1-X )

= (n+1)E,1gCy + Z E,lg(1 — X;),
§=0

und daraus folgt

1 < ,
E, (1g Xpe1 —lg Xp) = ElgCy 4+ —— le(1 — y) P (z,d
7 B (lg Xni1 —1g Xo) g 1+n+1;/g( y) P (z,dy),
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was wiederum Folgendes impliziert:

1 < .
B, (lge X, ., —1gXy) = E1 lo(1— o) [ —— " Pi(a,
7 B (Ig Xni1 — 12 Xo) g01+/g( y)<n+1j§ (x dy)>

= ElgC + /lg(l —Y) pns1(z, dy).

(2.12)

Nun gilt fiir 7, := {n%rl Z?;l |1g (1 - %)‘ > a}:

1 n+1 C.
lim sup / ‘lg<1——j>’dP
4= neNg J1, ™ +1 ]; 4

1 n+1 C
= lim su ‘l (1——J>‘dP
aaoon@\?owrl;/ln g 1

C.
= lim sup/ ’lg(l——j>’dP =0
a=09 neNy J1, 4

wegen

E‘@(u%)’ < B|lgd- ;)| < oo,

d.h. die Familie (%H Z?ill ‘ lg (1 — %) DneNo ist gleichgradig integrierbar.
Mit Hilfe der Beziehung lg(1 — X;) < ’1g(1 - %)’ fiir alle 7 > 1 folgt
die gleichgradige Integrierbarkeit der Familie (n%rl Z;L:o lg(1 — Xj))n eNo®
Konvergieren nun die Okkupationsmafe (,u,n(ac, ))n oy Schwach gegen do, gilt
(nach [3], Satz 50.5)

i [lg(1~ ) s (ody) = [ 161~ 9) dold) = 0.

n—oo

Die rechte Seite der Gleichung (2.12) strebt demnach fiir n — oo gegen
Elg C1, wihrend fiir die linke Seite Folgendes zutrifft:

1 1 1
E;(lgXpt1 —1gXo) = —— ElgXpp1 — —— 1
n+1 m(g n+1 g 0) n+1 z 18 Ant1 n+1 g
< - 1
= Tar gz

Nn—00

50
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und daher

BlgCr = lim (ElgCr+ [lg(l—0) pmn(nidy))

n—oo

, 1
= lim (— Ew(ngn_H—ngo))
<0

Da dies der Voraussetzung ElgC; > 0 widerspricht, muss es, wie zu Be-
ginn des Beweises aufgezeigt, eine invariante Verteilung 7 der Markov-Kette

(Xn)nen, geben, fiir die 7 ({0}) = 0 gilt. O
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Kapitel 3

Konvergenzverhalten der

Markov-Kette

In diesem Kapitel soll das Konvergenzverhalten von (X,)nen, fiir n — oo
untersucht werden. Wie die vorhergehenden Betrachtungen in Kapitel 2 zei-
gen, ist es von hoher Bedeutung fiir das Verhalten der Kette, welchen Wert

Elg C annimmt. Dabei sind die drei Fille
1. ElgC; <0,
2. ElgC; =0,
3. ElgC; >0

von Interesse, die als subkritisch (1. Fall), kritisch (2. Fall) und superkritisch
(3. Fall) bezeichnet werden. Geméf} dieser Fallunterscheidung gliedert sich
das Kapitel in drei Abschnitte, deren erster sich mit dem subkritischen Fall

befasst. Dort wird gezeigt, dass die X,,, n € Ny, fast sicher gegen 0 konvergie-

lg X —np

— in Verteilung gegen die Standard-Normalverteilung

ren, wahrend
strebt. Im kritischen Fall lidsst sich festhalten, dass statt der starken fast
sicheren Konvergenz (im subkritischen Fall) die schwéchere Konvergenz in

Wahrscheinlichkeit vorliegt. Im superkritischen Fall gibt es eine von §q ver-

29
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schiedene invariante Verteilung, falls zusétzlich E |1g(4 — Cj)| < oo erfiillt

ist.

3.1 Der subkritische Fall

Theorem 3.1. Ist ElgC; < 0, so ist X, = O(A") fast sicher fir n — oo
und fiir jedes A < 1 mit1g\ > Elg Cy, insbesondere X,, — 0 P —f.s.

Beweis. Da fiir jedes n > 0 die ZufallsgroBen X,, und 1 — X,, [0, 1]-wertig
sind, gilt
0 < X, = Can—l<1 - Xn—l) < CpXna

fiir alle n > 1. Durch Iteration erhalten wir:

0 < X,

IN

Can—l

S Cncnlean

IN

IN

. C1 X0

c;.
1

<
I

Weiter gilt:

(j]i[lcj)i _ exp<§n:i1gcj).

j=1
Nun sind die Cy,, n € N, und damit auch die lg C),, unabhéngig und identisch

verteilt, so dass der Satz von Etemadi anwendbar ist und
1 n—oo
— E lgC; — ElgC; P—fs.
n

liefert, d.h.

<H0j> "% exp (ElgC1) € (0,1) P—fs.
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Fiir jedes A € (0,1) mit lgA > Elg C gilt

A = exp(lg)) > exp(Elg(h)

und daher:
Xn < I[-1 G
AT A7
< ‘ H?:1 Cj ‘
(exp(ElgCh))"
.

Damit haben wir aber die Behauptung bewiesen:

0< X, < ]G, <00 =0 P-fs. O
j=1

Dieses Konvergenzverhalten lésst sich genauer fassen:

Theorem 3.2. Sind ElgCy < 0 und E(1gC1)? < oo, so gilt fiir jeden An-
fangspunkt Xo = x > 0:

leXn Znp 4 o)1)

no?

wobei p fiir Elg C1 und o? fiir Var(IgCy) steht.

Beweis. Im Beweis des Theorems 2.8 (Gleichung (2.11)) wurde bereits ge-

zeigt, dass

i
L

lg X, —lg Xy = (1ng+l_1ng)

i{ng

J
n—1

=) 1gCi+> 1g(1-X;) P—fs.
=1

J J=0

gilt, woraus leicht

(noQ)_% (g X, — np)
n n—1
= (no?)7? (Z lgCj—np+ Y lg(l - X;) + ngo) P —fs.
j=1 J=0
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folgt. Da (lg Cp)nen eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufalls-
groflen ist, geniigt sie dem zentralen Grenzwertsatz, d.h.
1
(no?) 2<ZlgC’ —ny) 4, N(0,1).
j=1

1

Weiter konvergiert (TLO'Q) 2 lg Xy = (naz)_% lg x fiir jeden Anfangspunkt
Xo =1z > 0 gegen 0, falls n — oo.

Wie im vorangehenden Theorem 3.1 gesehen, ist X,, = O(\") fast sicher
fiir jedes A < 1 mit lg A > Elg C;. Zudem gilt fiir x € (—1, 1) beliebig

=1
lg(1—z) = ZE (3.1)

Geht  — 0, ist dementsprechend wegen

‘ lg(1—2)

lg(1 —x) = O(x), d.h. 1g(1 — X;) = O(N) fast sicher fiir j — oo und je-
des gem#fl Theorem 3.1 gewihlte A\. Damit erhalten wir, dass die Folge

( \/717 Z?:_ol lg(1-X ]))n Ny fast sicher punktweise gegen 0 konvergiert, ins-
besondere gilt also:
) ‘ P
n—oo
= lim — /thg )dP = 0
1 = L1
= d lg(l-X;) =50
no? -
7=0
1 n—1
= Ig(1—X;) —> 0,
no?
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wobei die erste Folgerung nach dem Satz von Riesz und die zweite nach Satz

50.8 aus [3] gilt. Mit dem Satz von Slutsky folgt dann die Behauptung;:

g Xn — np a4, N(0,1). 0

no?

Die Argumentation des obigen Beweises kann ohne viel Miihe an den Fall
angepasst werden, dass die Verteilung von lg C'y im Anziehungsbereich einer
stabilen Verteilung liegt. Dabei heift eine Verteilung G stabile Verteilung
oder einfach stabil, wenn fiir jede Folge unabhéngiger, identisch G-verteilter
Zufallsgrofien (Zy,)nen, und fiir jedes n > 1 Konstanten a, > 0 und b,

existieren, so dass

T4+ 20 L anZo + by

Weiter sagt man, dass eine Verteilung ) im Anziehungsbereich der stabi-
len Verteilung G liegt, wenn es Konstanten o, > 0 und u, gibt, so dass
bei einer Folge (X,,)nen unabhéngiger gemifl @ verteilter Zufallsgrofien die

normalisierten Partialsummen

1 n
Sp = — Z X — Hn
In =1
in Verteilung gegen G konvergieren (s. z.B. [3], Abschnitt 49).

Theorem 3.3. Liegt die Verteilung von 1g C1 im Anziehungsbereich einer
stabilen Verteilung G, so gilt bei beliebigem Anfangswert Xg = x € (0,1) fiir

geeignete reelle Folgen (an)nen, (bn)nen:

lg Xn —ap i} G
by, '

Beweis. Wie im Beweis des vorigen Theorems 3.2 gesehen, gelten

n n—1
lg X, —1gXo = Y 1gCj+ Y 1g(1—X;), n>1,
j=1 §=0 (3.2)

lg(1-X;) = ON) P—fs., falls j — oo,
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fiir jedes A < 1 mit lgA > Elg (. Liegt nun 1gC; im Anziehungsbereich

einer stabilen Verteilung G, gibt es Folgen (an)nen, (bn)nen mit

Wegen (3.2) iibertrégt sich dieses Grenzwertverhalten des Random Walks
(X°7-118Cj), o auf die Folge (lg X, —1g Xo),, » d-he

ngn_(ng0+an) i) G
b, ’

womit das Theorem bewiesen ist. O

3.2 Der kritische Fall

Theorem 3.4. Im kritischen FallElg C = 0 konvergiert die Folge (X, )nen,

in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

Zum Beweis des Theorems wird eine zweite, gestutzte Markov-Kette
(Y )nen, konstruiert, zu deren (Konvergenz-)Verhalten drei Lemmata auf-
gestellt werden, vermoge derer das Theorem bewiesen wird.

Zuniichst seien die Funktionen fo und g¢ fiir jedes C' € [0,4] und = €
[0, 1] durch die Gleichungen

fo(z) = Cx(1 —x),
gol(z) = min{%,Cm(l—x)}

definiert, weshalb offensichtlich 0 < go(z) < fo(x) < 1 fiir alle x, C gilt. Da

die Funktion z(1—z) auf dem Intervall [0, 1] monoton wachsend mit Werten

in [0, 3] ist, ist auch go mit beliebigem C' € [0,4] monoton wachsend auf
diesem Intervall mit Werten darin. Nun sei (Cy,)nen wie in der Definition
der Markov-Kette (X,)nen, eine Folge unabhingiger, identisch verteilter
ZufallsgroBen mit Werten in [0, 4]. Dann lisst sich eben diese Markov-Kette
durch

Xn+l = an+1 (Xn) f.a.n Z 0
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darstellen. Analog dazu sei eine zweite Markov-Kette (Y}, )nen, durch

Yn+1 = gCn+1(Yn)

definiert.

Bevor wir uns den angekiindigten Lemmata zuwenden, sei noch auf eine
abkiirzende Schreibweise hingewiesen: Im Folgenden steht X, , fiir X, mit
Anfangswert X = x und entsprechend Y, , fiir ¥;, mit ¥y = 2. Nun zu den

Behauptungen:
Lemma 3.5. Sind Xg =Yy =z < % und 0 < g < %, so gilt fiir allen € N

P(Xpz>¢e) < P(Ya2 >e).

)

Lemma 3.6. Y, , ist fir jede Realisierung von (C;)ien und jedes n € N

monoton wachsend in x auf dem Intervall [0, 3].
Lemma 3.7. Y, 1 konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0.
’2

Die Beweise dieser drei Lemmata erfolgen im Anschluss an den des Theo-
rems. Wir wollen zunéchst von der Richtigkeit dieser Behauptungen ausge-
hen und sie fiir den Beweis der Aussage des Theorems, also der Konvergenz

der X, gegen 0 in Wahrscheinlichkeit, benutzen.

Beweis des Theorems. Da die Zufallsgréfien lg C;, i € N, identisch verteilt

sind, erhalten wir aus der Voraussetzung an C}

0= Elg01
= ElgC;

= Elg Ci]-[O,l)(Ci) +Elg Ci1[1,4](0i) f.a.i €N,

d.h. fiir jedes ¢ € N verschwindet 1g C; entweder fast sicher oder lg C; nimmt

sowohl positive als auch negative Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit an.
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Dies liefert

o :

P(C; < 2)
P(C; < 1)
P

(IgC; <0)>0 i€N.

v

Unter Beriicksichtigung der Beziehung

C.
X, = C;Xi1(1-X;) < ZZ fa. ieN (3.3)
ergibt sich fiir jeden Startpunkt Xy = x € [0, 1] folgende Rechnung:

P(HnZl:XWEg%) > P,(3n>1:C,<?2)
=1-P,(Vn>1:C,>2)

= 1-[[Pa(Cn>2)

neN

=1-JJa-9)

neN

Aus diesem Grund geniigt es zu zeigen, dass P(X,, , > ¢) "% 0 fiir jedes € €
0, 1) und jedes z € [0, ] gilt. Denn ist = € (%, 1], so tritt die Kette fast sicher
2 J 218 2
irgendwann in das Intervall [0, %] ein, und wir wihlen den Ersteintrittspunkt
x’ als neuen Startpunkt der Kette (X )nen, = (Xntt)nen,, wobei t den

Zeitpunkt des Ersteintritts bezeichne. Dann gilt

lim P(X,,>¢) = lim P(X, ., >e¢),

n
n—oo n—oo

falls einer der Grenzwerte existiert. Seien also z € [0,1], € € (0, 3] gewdhlt.

Sodann erhilt man mit Hilfe der Lemmata 3.5 - 3.7:

P(Xn,;t > 5) < P(Yn,x > 5)
< P(Yn,% >¢)
N—00
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wobei die erste Ungleichung nach Lemma 3.5, die zweite nach Lemma 3.6
und die Konvergenz nach Lemma 3.7 gilt. Damit ist X, , L0 fiwr beliebiges

z € [0, 1] bewiesen. O
Es bleiben noch die Beweise der drei Lemmata zu erbringen.

Beweis von Lemma 3.5. Wir zeigen induktiv, dass fiir 0 < z < % die Impli-

kationen

Xna <

)

8
v

Xn,a,

Xnax >

)

N = DN =

gelten.
Fiir die Anfangspunkte Xy = Yy = z erhalten wir

Xie = fo,(x) > goy(z) = Yig

und daher
1 1
= go(z) = fo,(z)
= Yl,a: - Xla:
bzw.
1 1
Xl,x > 5 = fCl(l‘) > 5
1
= gcl(x) = 5
1
= Yl,l‘ — 5,

der Induktionsanfang fiir n = 1 ist somit erfiillt. Seien die Folgerungen (3.4)
fir jedes n < k mit einem k£ € N als Induktionsvoraussetzung gegeben.
Insbesondere gilt demnach fiir X3, , < % die Ungleichung % > Yie > X,

woraus

Crot1Yio(1=Yie) > Crp1Xpa(l —Xpo) = Xig1o
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wegen der Monotonie von fo(z) auf [0,1] fiir jedes C' € [0,4] folgt. Mit

Y. < % fiir alle [ € N bekommen wir nun

1

> Y
5 = k+1,x

= 9Cri1 (Yk,tc)
!
= min {57 Ck+1Yk,x(1 - Yk,z)}

1
Z min {57 Xk-‘rl,l’}

Es gilt also Yi41, > Xpqi1e, falls Xpyq, < % ist, bzw. Yiy1,. = %, falls

Xiy1z = % Es sei Xp, > % Dann ist nach Induktonsvoraussetzung

Yix = 3. Somit gilt mit (3.3):

. 1
Yit1, = min {57 Crs1Yiz(1 — Yk,x)}

1 C
= min{f, kH}
2" 4

1
> min {57 Xk-‘rl,l‘}'

Es gilt also wieder Y11, > Xji1,4, falls Xpqq, < % ist, bzw. Y41, = %,
falls Xp11, > % Damit ist der Induktionsschritt von k£ nach k + 1 nachge-

wiesen. Somit gilt fiir beliebige x,e € (0, %] und jedes n € N:

1 1
e < Xn,x < 5 = ¢ < Xn,x < Yn,x < 57
1 1
e < 5 < Xn,a: = Xn,x > Yn,ac = 5 > g,
also auch Xnz =2 € = Y, > ¢

und folglich P(Xne > ¢) < P(Yoz > ).

)

Im Fall Xg =Yy =0 ist fiir jedesn € N

P(Xn,OZE) =0 < P(YnOZE)a

was den Beweis des Lemmas abschlief3t.
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Beweis von Lemma 3.6. Da gc fiir alle C € [0,4] auf [0,1] eine monoton

wachsende Funktion ist und Y;, < % fiir alle n € N erfiillt ist, gilt:

0 <z < 2 < % = Yz = go(x) < 901(53/) = Y.
Seien Y, , <Y, v fiir alle n < k mit einem beliebigen £ € N. Dann ergibt
sich

Yitie = 900 Yaz) < 900 Vi) = Yigprar
Diese Induktion zeigt, dass Y, , <Y, , fiir jede natiirliche Zahl n zutrifft.

Das bedeutet aber, dass Y, , fiir jedes n € N und jede Realisierung der

(Ci)ien eine auf dem Intervall [0, 3] in 2 monoton wachsende Funktion ist.

O

Beweis von Lemma 3.7. Es kann 0.B.d.A. Yy =z € [0, %] angenomimen wer-
den, denn ist Yo =z € (%, 1], ergibt sich Yy, » = Y,, (1) fiir allen > 1, wobei

jedoch 1 —z € [0, 3] gilt. Fiir die durch
!
Yaet = 90,0 (Y) = min{Z, CrnYa(l=Ya)}, n >0,

definierte Markov-Kette (Y;,)nen, gilt fiir jede beliebige Folge (yn)nen, im
Zustandsraum [0, 1] mit y,, — yo fiir n — oo und jede stetige, beschrénkte

Funktion h auf [0, ]:
. 1 n—oo . 1
min {5, Cuyn(1 = yn) | "= min {3, Cryo(1 - v0) }
und daher
. 1 n—oo . 1
p(min {2, Gt~ }) " n(min (A o1~ )},
womit wir Folgendes erhalten:

E(h(Y1)|Yo=y,) = E
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Also ist auch die Kette (Y;,)nen, Fellersch mit kompaktem Zustandsraum

[0, %] und wir erhalten die Okkupationsmafle dieser Kette durch

n—1
ple) = 3 P e)
7=0
1 n—1
=Y P(Yj e |Yo=1)
=0

Y 17e
sup #n(:z:, [07,] ) =0<e¢ fae>0, z€]|0,1]
n>1
die Familie (u) (z, ), o straff und auf Grund der Normiertheit gleichméfig
beschrénkt. Nach dem schon zuvor erwéhnten Satz 44.4 aus [3] ist sie schwach
folgenkompakt. Zu jedem Startpunkt x € [0, 1] existiert also eine schwach
gegen ein W-Mafl 7, konvergente Teilfolge (u{k (x, ))k ey Wobei my dann,

wie in Lemma 2.6 gezeigt, invariant ist.

Fiir jede invariante Verteilung 7 der Kette (Yy,)nen, gilt:

7({0}) = P(Y1=0)

{0}) +7({1}) +((0,1)) P(C1 = 0)

Es muss also immer 7({1}) = 0 gelten sowie 7((0,1)) = 0 in dem Fall,
dass P(C7 = 0) > 0 ist. In diesem Fall ist folglich dyp die einzige invariante
Verteilung von (Y;,)nen,. Dass dp tatséchlich invariant ist, zeigt folgende
Uberlegung: Sei PY0 = §y. Es muss auch PY* die Dirac-Verteilung in 0 sein,

da gilt:
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P(Y; =0) = P(min{%,C’lYo(l —YO)} - 0)
= P(C1Yo(1-Yp) = 0)
= P(Yy) + P(Yo=1)+P(Yp € (0,1)) P(C; =0)
= 60({0}) +do({1}) + d0((0,1)) P(C1 =0)
= 1.

Wir behaupten nun, dass die OkkupationsmaBe p) (z,-), n € N, z € [0, 3],
schwach gegen dp konvergieren, was wir durch einen Widerspruchsbeweis
belegen wollen.

Nehmen wir also an, die (ug (z, ))n cny konvergieren nicht gegen dp. Dann
gibt es eine invariante Verteilung 7 mit 77({0}) # 1. Gemafl Lemma 2.2 gibt
es dann auch eine invariante Verteilung, die im Punkt 0 keine Masse trigt.
Wir kénnen also 0.B.d.A. 77({0}) = 0 annehmen. Y sei nun wie 7 verteilt.

Aus der Definition der Kette (Y;,)nen, leitet sich

Yy

IN

C1Yo(1 - Yo) (3.5)

und daher 1gY; < 1gCi +1gYs +1g(1 — Yp), (3.6)

also (IgCh)” + (—1g(1-Yp)) < (IgC)t +1lgYo—lgy; P —fs.
(3.7)

her. Ahnlich wie bei Theorem 2.3 verwenden wir jetzt Stutzungen dieser
Zufallsvariablen, um zu Elg Ct > 0 im Widerspruch zur Voraussetzung zu

gelangen. Dazu definieren wir

n = lgCy

o= gV

o= —lgYy

Z = —lg(1-Yo)+7~

Zr = M Ak)— (Yonk)+7%, keN.
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Da Yy und Yy im Intervall [0, 1] liegen, sind die ZufallsgréBen Yy und Y;
positiv. Aus dem gleichen Grund ist —lg(1 — Yp) nicht-negativ, weshalb
Gleiches fiir die Zufallsgrofe Z gilt. Ungleichung (3.7) lasst sich dadurch

umformulieren zu

~

0< Z < igt—Yo+Y5. (3.8)

Auf Grund der identischen Verteilung von Yy und Y7 sind auch YO und Yl
identisch verteilte Zufallsgroflen mit positiven Werten, deren Stutzungen
Yo Ak und Yi A k fiir beliebiges £ € N beschriankt sind. Des Weiteren ist

C1 <4, was wegen
0 < (IgC)" = 1pqlgCr < 1g4

Beschriinktheit von 7t = (IgC1)" bedeutet. Aus diesen Griinden existieren
die folgenden Erwartungswerte:
E(lgC)™ = Eat < oo
EYoAk) = EViAk) < oo.
Daraus ergibt sich
oo > Eft
= E(Y1Ak)—EMoANk)+Eq"
= E((Yink)— (Yonk)+7T)
= EZk7

wobei die Existenz des Erwartungswert von Z;, wegen folgender Abschitzung

gegeben ist:

E|Zy| = E|YiAk)— (YoAk)+7T|

IN

EYiAk|+E[YoAk|+ERT

< 0Q.

Weiter kénnen wir beziiglich 7, Folgendes festhalten:
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1. Auf {Y; >k, Yy > k} ist

3. auf {Y; < k, Yy > k} ergibt sich nach (3.8):

Zi

= Yi—k+9T > Z >0

4. und auf {Y; < k, Yy < k} ebenfalls mit (3.8):

A~

Zy = Yi—-Yo+qt > Z > 0.

Da dies fiir jedes k € N gilt, zeigen 1.-4., dass jedes 7y, eine nicht-negative

Zufallsgrofe ist. Nach deren Konstruktion konvergiert Z;, fiir k — oo fast

sicher gegen Vi — Yy + A", womit man

0o > 2E7T =
!
i
sowie 00 :
>

EZ,+EnT VkeN, also auch
1i’££fEZk+Eﬁ+

E (liminf Z;) +E7*

E|Y; - Yo +4%|+Eqt

E[Y: - Yo+t — it
E[Y) - Yol

E (Y1 —Yy+7")

EZ

bei Verwendung von (3.9) in der ersten Gleichung, des Lemmas von Fatou

in der ersten Ungleichung und von (3.8) in der letzten Ungleichung erhélt.

Da nach Definition die Zufallsgrofen Z = —lg(1 — Yy) + 7, —lg(1 — o)
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und 7~ nicht-negativ sind, folgt aus der Existenz des Erwartungswertes E A

schon

E(-lg(1-Yy)) = E|-1g(1 —Yp)| < oo,
En~ = E[)7] < oo,
Elfl = Eqt +Ef~ < oo,

Efp = Eft —Eqj~.

Unter Ausnutzung der Integrierbarkeit von |Y1 — YO| +#7T folgt mit dem Satz

von der majorisierten Konvergenz und (3.8):

EfT = lim EZ,

k—o0
= Ekhgozk
- E(WVi—Yo+7")
> EZ
= E(-lgl-Yy)+49)
— E(-lg(1-Yy)) +Eq~
& E(-lg(1-Y)) < Efqt—En~-
= Eﬁ

= ElgCi.
Nun soll laut Annahme 7({0}) = P(Yy = 0) = 0 gelten, was jedoch
P(Yyp>0) = P(—1g(1-Y)>0) > 0
zur Folge hat. Entsprechend ist
ElgCy > E(-lg(1-Yp)) > 0

im Widerspruch zur Voraussetzung Elg C; = 0. Die Annahme muss dem-

nach falsch gewesen sein, d.h. alle schwach konvergenten Teilfolgen von
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{pY (z,-)|n € N,z € [0, 5]} haben &y als GrenzmaB. Wir kénnen also schlie-
Ben, dass die Okkupationsmafle schwach gegen §y konvergieren. Fiir jedes

e > 0 bedeutet dies aber

Durch die Markov-Eigenschaft gilt fiir jedes j > 1 unter Verwendung von

Lemma 3.6:
P(Yogsje =€) = P(Yaoy,, =€)
< P(Ynol Zé‘) < 4
2
Wir haben also Lemma 3.7 bewiesen. O

Nun stellt sich die Frage, ob nicht wie im subkritischen Fall fast siche-
re Konvergenz der Kette gegen 0 vorliegt. Dass dies im Allgemeinen nicht
zutrifft, wird Theorem 3.9 zeigen. Bevor wir jedoch darauf eingehen, be-

trachten wir die Folge (U, )nen,, definiert durch
U, = —lgX,

fir alle n > 0, die wir spater zum Beweis von Theorem 3.9 bené6tigen. Das
folgende Theorem beschiftigt sich mit der Existenz einer Menge, auf der die

U,, n € Ny fast sicher endlich sind:

Theorem 3.8. Es sei
A= {zxe(0,1): P,(In>1:X,=0)=0}.
Dann gilt:

1. A=0, falls P(C, =0) > 0.
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2. A=(0,1), falls P(Cy € (0,4)) = 1.
3. A:=(0,1) — A ist hochstens abzihlbar, falls P(Cy =4) > 0.
4. Fiir jedes x € A gilt
Px(ﬂnzl:XnEA) = 1,
d.h. A ist eine absorbierende Menge der Markov-Kette (Xp)nen, -
Beweis. Da im Fall P(C; = 0) > 0 fiir jedes z € (0, 1)

P,(3n>1: X,=0) > P,(X;=0)

= P(C;=0) > 0

gilt, muss A die leere Menge sein. Damit ist 1. nachgewiesen. Fiir die weiteren
Betrachtungen sei nun P(C} = 0) = 0 vorausgesetzt. Wir setzen wieder
fo(z) = Cx(1 — z) fiir € [0,1], C € [0,4]. Die Gleichung fo(xz) = 1 hat
keine Losung im Intervall [0, 1], falls C' < 4 ist, bzw. die eindeutige Losung

T = % fiir C' = 4. Daher sind fiir jedes n > 2 die Ereignisse

Ay = {Xn =0, X1 #0},
A;L = {Xn,1 = 1},

1
A;: = {an2 = 5) Cn1= 4}

fast sicher gleich unter jedem P,. Wegen der Unabhéngigkeit von C,,—1 und
X,,—2 folgt daraus fiir alle n > 2, z € (0,1):

Py (4n) = Pu(47)
. (3.10)
= Pu(Xu2=5) P(Coor = 4).

Definieren wir A; := {X; = 0, Xy # 0}, erhalten wir auflerdem fiir jeden

Anfangswert = € (0,1)

P.(A1) = P,(X1=0, Xo#0)
(3.11)
— P(C; =0) = 0.
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Ist nun P(C; = 4) = 0, so gilt fiir alle z € (0,1)

Po(J4n) = PuBn=1: X, =0) = 0.
n>1

Folglich gilt A = (0, 1), womit 2. gezeigt ist.
Nun sei P(C; =4) > 0. Dann liegt 4 in der Menge

B = {z€(0,1): P(Cy =x) >0},

die hochstens abzahlbar sein kann, da C; eine Zufallsgrofle ist, d.h. sie ist

von der Gestalt

B = {al, ag, }

Fiir n > 1 definieren wir nun mit Hilfe der Elemente a1, a9, ... von B die
Menge
. . 1
A, = {x €(0,1): Fin,esin>1: fo 0.0 fq (z)= 5}

Es ist fo,(z) = a;z(1 — x) fiir jedes a; € B ein Polynom vom Grad 2, und
allgemeiner ist fo, o...0 fq, (z) fiir jedes n € N und alle iy, ...,i, € B ein

Polynom vom Grad 2", denn es gilt unter der Induktionsvoraussetzung

grad (faiH 0...0 fa, (x)) _ ogn-l

Folgendes

grad (fa,, 00 fu, (2))
= grad (ainfain_l 0...0 fa; (z)(1 - fai, 0.0 fay, (x)))
= 2grad (f“iwl 0...0 fa, (;1:))
— 9,

da die reellen Zahlen einen Integritétsring bilden. Folglich kann jede Glei-

chung der Form

1

fas, o...ofail(:r) =5
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hochstens 2™ Losungen besitzen, was zusammen mit der Abzéhlbarkeit von
B die Abzéhlbarkeit der A,,, n € N, wie auch von
A=A, U {1}
= n 5
n>1
impliziert. Unter erneuter Verwendung von (3.10) sehen wir, dass fiir die

Giiltigkeit von

schon x = % erfiillt sein muss. Ebenso ist auf Grund der Unabhéngigkeit der

Ch, n € N, die Existenz geeigneter Indizes i1, ...i,_o € N mit

1

fai, , 0.0 fa () = 3

eine notwendige Voraussetzung fiir P, (A!)) > 0 bei beliebigem n > 3. Anders
formuliert besagt die notwendige Bedingung, dass x ein Element von A,_o
sein muss. Bei Beachtung von (3.11) gilt fiir alle € (0, 1) diese Implikation:
Px<UAn> >0 = z € A.
n>1
Liegt andererseits z in A, gilt x = %, oder es gibt ein n € N und geeignete
i1y..,%n € N, so dass

1

faino...ofail(a;) = 3

gilt. In letzterem Fall erhélt man mit Hilfe der Beziehung (3.10) und der
Definition der Menge B = {a1, a2, ...}, dass ein m > 2 existiert mit der

Eigenschaft
P,(An) > 0,

und somit Px< U An> > 0.

n>1
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Wir haben demnach die Aquivalenz
reAN & Px<UAn> > 0
n>1
gezeigt, was wiederum dquivalent zu x ¢ A ist, denn

Pw<UAn) > 0

n>1
& P,(3n>1: X,=0) >0

& o ¢ A

Folglich ist A = (0,1) — A und damit die dritte Behauptung bewiesen.
Behauptung 4. folgt direkt aus der Definition der Menge A und der Markov-
Eigenschaft der Kette (X, )nen,- O

Mit diesem Riistzeug konnen wir uns nun an das bereits angekiindigte

Theorem wagen:

Theorem 3.9. Es sei A wie in Theorem 3.8. Unter den Voraussetzungen
ElgCi =0 und P(C1 = 1) < 1 gibt es ein Niveau 3 € (0,1), so dass fir alle
reA

P, (Xn > ( unendlich oft) =1

gilt.
Beweis. Die Voraussetzungen P(C7 = 1) < 1 und Elg C} = 0 implizieren

PO £ 4,
P(Cy € (0,1)) = P(gCy <0) > 0, (3.12)
P(Cl S (1,4]) = P(lg(3’1 > O) > 0.

Weiter kann die Verteilung von C) keine Dirac-Verteilung in einem Punkt

a # 1 sein, denn sonst wire

ElgCy = lga # 0. (3.13)
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Wie in Theorem 3.8, 4. gesehen, ist die Menge A absorbierend. Deshalb

geniigt es, die Existenz eines 3 € (0, 1) mit der Eigenschaft
PEn>1:X,>p8) =1 (3.14)
fiir alle z € A zu zeigen. Aus (3.12) folgt, dass es ein p < 1 gibt mit
a = P(Ci<p) > 0.

Ist nun p* < ¢ fiir ein k£ > 1 und ein € > 0, erhalten wir mit der im Beweis

zu Theorem 3.1 hergeleiteten Ungleichung

=1

fir alle n > 1, der Markov-Eigenschaft und der Unabhéngigkeit der C),, n €
N, die Abschitzung

inf P(X.<e) > P C; < > o,
iy P 2 p([[ose) 2 o

Dabher ist aber
P,(3n>1:X,€[0,]) = 1,

weshalb (3.14) nur fiir alle x € AN (0, ) mit einem kleinen € > 0 nachge-

wiesen werden muss. Umformuliert fiir die Zufallsgrofien
U, = —lgX,
heifit dies, dass wir die Existenz einer Konstante K € (0, 00) zeigen, fiir die
P,(3n>1:U,<K) =1 (3.15)

bei beliebigem = € AN (0, e) mit hinreichend kleinem ¢ > 0 gilt. Dabei sind
nach der Definition von A die U,, n € N, wohldefiniert unter P, fiir jedes
x € A. Durch Anwendung des natiirlichen Logarithmus auf die Gleichung

(2.1) und Ausnutzung der Definition von U, sowie der Definition

D, = —-1gC, fa.n>1
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ergibt sich fiir alle n > 0:

lg Xn+1 = lg CnJrl + lg Xn + lg(l - Xn)
(3.16)
& Unpr = Dpy1+Un +1g (1= exp(=Uy)).

Weiter gelte

K > 1+1g4,

T := inf{(n>1:U, < K},

Zy = lgUpar f.a.n >0,
wobei wir inf ) = oo setzen. Da C; eine [0, 4]-wertige ZufallsgroBe ist, gilt
lg Cy < lg4 fast sicher. Mit Hilfe der Stoppzeit 7" und der Bezichung (3.16)

kénnen wir die Zufallsgroen (Up, )nen, und damit auch (Z,)nen, abschétzen:

U, > K, fallsn<T,

Ur = Up-1 —1gCr —lg (1 — exp(=Ur-1))
> K —1gCp —lg (1 — exp(—Up_1))
> K—lgCr
> K—-1g4 > 1
= Zn > lg(K —1g4) > lgl = 0.

im Folgenden werden wir zeigen, dass ein hinreichend grofies K € (0, 00)
existiert, so dass (Zy)nen, ein Supermartingal bildet. Daraus erhdlt man
die fast sichere Endlichkeit der Zufallszeit T', woraus Gleichung (3.15) und
damit auch die Behauptung folgen. Den Existenzbeweis eines solchen K
heben wir uns fiir den Schluss auf und nehmen zunéchst an, dass (Z,)nen,
fiir ein geeignetes K ein Supermartingal ist. Wie oben gezeigt ist dieses dann
ein nicht-negatives Supermartingal, das nach dem Martingalkonvergenzsatz

P,-fast sicher fiir jedes x € A gegen ein

Jo = lim Z,

n—oo

0 > Zs > lg(K —1g4)
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konvergiert. Wir definieren nun die Ereignisse

By = { lim Z,, = Z existiert} ,

n—00
By = {T:oo},

By = { lim D, = — lim lgC, existiert}.
n—oo

n—o0

Fiir jedes z € A gilt demnach P,(B;) = 1, und auf dem Ereignis B; N By

ist Z,, = Uy, fiir alle n > 0, und es gilt

lim U, =: Ux € [K —1g4,00).

n—oo

Dann muss nach (3.16) auch

lim D, = — lim lgC,
n—oo n—oo
existieren, d.h.
BiNBy C Bs.

Da aber die Cp, n € N, wie in (3.13) gesehen, nicht-degenerierte Zufalls-
groflen sind, ist die Menge, auf der sie bzw. ihr Logarithmus einen Limes

besitzen, eine Nullmenge. es gilt also
P,(B3) = 0
bei beliebigem Startwert z. Zusammen ergibt sich
Py(B2) = Py(BiNBy) < Py(Bs) = 0

fir alle x € A. Fiir alle z € A muss folglich T' = inf{n > 1: U,, < K} P,-fast
sicher endlich sein, woraus (3.15) folgt. Damit bleibt nur noch der Nachweis
der Existenz eines solchen K € (0, 00), fiir das (Zy,)nen, €in Supermartingal
bildet, zu erbringen.

Da (X, )nen, eine Markov-Kette ist, gilt Gleiches auch fiir

(Zn)néNo = (lg(i lg X”/\T))nENo'
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Daher reicht es, zu zeigen, dass fiir ein hinreichend grofies K € (0,00) und

jedes u > K —1g4 mit exp(—u) € A
E (Zn41|Zy =1gu) < lgu (3.17)

erfiillt ist. Die Bedingung exp(—u) € A ergibt sich daraus, dass wir u als
Realisierung von U, r = — lg X,,nr auffassen, und dieses nur auf der Menge
A wohldefiniert ist. Betrachten wir den Fall u € [K —1g4, K). Geméf} der

Definition von 7" muss dann 7' < n sein, woraus die Implikation
Zn = lgUpar = lIgu = Zp41 = lgu
hervorgeht. Im Fall u > K gelangen wir mit (3.16) zu
h(u) = E(Zpt1| Zn =1gu) —1gu
=E (lg (u+ D—lg (1 — exp(—u)) — lgu) — lgu)

)

mit einer wie Dy = —1g C verteilten Zufallsgréfie D und

a(u) = —lg (1 —exp(—u)).

Fiir den Erwartungswert der Zufallsgréfie D gilt nach Definition und Vor-
aussetzung

ED = —ElgC; = 0,

hu) = E <lg <1+D+u“(“)> _ D>

u

wodurch wir

erhalten. Nun haben wir h(u) gerade so definiert, dass die Ungleichung (3.17)

genau dann erfiillt ist, wenn fiir grofle u
h(u) < 0 (3.18)
gilt. Nach (3.12) konnen wir ein L > 0 so wihlen, dass

P(D<L) > 0.
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Fiir grofe u ist exp(—u) € (0,1), und wir kénnen a(u) gemifl Gleichung

(3.1) in eine Potenzreihe entwickeln:

a(u) = —lg (1 —exp(—u)) = Z; exp(—ju).

j>1

Weiter gilt fiir jedes k > 1

1 U—00
uF a(u) = Zf_ uk exp(—u) — 0,
izt (3.19)
1
d.h. a(u) = O<ﬁ)’ falls u — oo.
Auf dhnliche Weise erhélt man

lg(l4+¢) = — Z 1 (—e)’
z1! (3.20)

= 5—§+0(€2)

fiir ¢ — 0. Damit kénnen wir folgende Abschitzungen vornehmen:

hiu) := E <<lg (1 n DJFJL(“)) - lj) 1{D>L}>

IN
&3]

IA
=
0q
N
—_
+
s}
SIS
S—
N—
[
Ba
S
V
h
=
N———

IN
—
/N
—
+
=
—
~—
N—

fiir u — oo mit (3.19) und (3.20). Dabei geht die erste Ungleichung auf die

Beziehung

1+y < exp(y) faa.y >0

zuriick, wihrend sich die zweite aus exp(%) < 1 ergibt. Im Fall D < L
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berechnen wir

D+ a(u D
ho(u) : = E lg 1+u()) - u> 1{D§L})

fiir u — oo, wobei die vorletzte Gleichung gem$ (3.19) gilt. Da P(D < L)

nach Wahl von L positiv ist und

P(D=0) = P(IgCy =0)

nach Voraussetzung gilt, ist der Erwartungswert E (D2 1(p< L}) positiv. Da-
mit erhalten wir:

limsup u? h(u) = limsup u® (hi(u) + ha(u))

n—o0 n—~o0

1
< -3 E(D? 1(p<sy) < 0.

Dies impliziert, dass es ein hinreichend grofies uy gibt, so dass h(u) < 0 fiir

alle u > ug gilt. D.h. (3.18) ist erfiillt. Wahlen wir
K > up+1+1g4,
so ist auch (3.17) erfiillt und der Beweis damit abgeschlossen. O

Die beiden Theoreme 3.8 und 3.9 legen also nahe, dass im kritischen Fall
die Markov-Kette (X, )nen, zwar in Wahrscheinlichkeit, aber im Allgemei-
nen nicht fast sicher gegen 0 konvergiert, da es eine Ausnahmemenge A gibt,
die nicht unbedingt eine Nullmenge ist und auf der ein positives Niveau fast

sicher unendlich oft iiberschritten wird.
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Bemerkung 3.10. K.B. Athreya und H.-J. Schuh haben weiter Folgendes
gezeigt: Setzt man v := sup {z € [0,4] : P(C; < z) < 1} fiir das Supre-
mum des Tragers der Verteilung von C7, kann man zeigen, dass unter den

Voraussetzungen ElgC; = 0 und P(C; = 1) < 1 fur alle z € A gilt:
1. Im Fall 1 < v <2 ist

1
P$<limsup anl—f) = 1.

n—o0 f)/

2. Fiir 2 < v <4 gilt

1
Pz<limsup Xn21—7> = 1.

n—00 Yy

Gibt es ein d > 1, so dass fiir jedes € > 0
. 1
1nf{P(a—€<Cl<a+5)‘f§a§d} >0
Y
gilt, oder gilt fiir jedes € > 0
inf{P(a—5<Cl<a+£)‘1§a§’y} > 0,
so ist fiir alle x € A

Pm(limsup X, = 1) = 1.
n—oo 4
3. Hat das dynamische System (f}(z))nen fiir 7 > 3 einen periodischen
Orbit mit grofitem Wert L, gilt
Pz<limsup X, > L) = 1.
n—oo
Bemerkung 3.11. Mit Hilfe von Theorem 3.9 kann man zeigen, dass im

kritischen Fall die empirischen Maf}e V;, fast sicher schwach gegen d fiir jede

Anfangsverteilung von X konvergieren.
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3.3 Der superkritische Fall

In Kapitel 2 haben wir bereits gesehen, dass im superkritischen Fall eine
invariante Verteilung der Markov-Kette existiert, die im Punkt 0 verschwin-
det, wenn E|lg(4 — C})| < oo gilt. Dies ist allerdings unter vielfiltigsten
Voraussetzungen an die Verteilung der C,, n € N erfiillt, so dass hier kei-
ne weiteren allgemeinen Aussagen iiber das Konvergenzverhalten der Kette
getroffen werden koénnen. Das folgende Kapitel geht auf ein paar Beispiele
solcher Voraussetzngen an die C,, n € N und die Eindeutigkeit invarianter

Verteilungen néher ein.
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Kapitel 4

Die Eindeutigkeitsfrage

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Frage der Eindeutigkeit moglicher
invarianter Verteilungen im superkritischen Fall befassen, die nicht der Dirac-
Verteilung entsprechen. (In Kapitel 2 wurde bereits gezeigt, dass im sub-
kritischen und im kritischen Fall keine solche Verteilung vorliegen kann.)
Wir werden im Folgenden sehen, dass unter gewissen Voraussetzungen an
die Verteilung der C,, n € N mehrere invariante Verteilungen existieren
konnen, die von der Dirac-Verteilung dy verschieden sind. Die in diesem
Kapitel aufgefithrten Ergebnisse liefern Beispiele sowohl fiir eine Situation,
in der es mindestens zwei unterschiedliche nicht-triviale invariante Vertei-
lungen gibt, als auch fiir solche Situationen, in denen es genau eine vom
Dirac-Maf} §g verschiedene gibt. Beginnen wollen wir mit der Situation der

Nicht-Eindeutigkeit.

4.1 Nicht-Eindeutigkeit der invarianten Verteilung

Das in diesem Abschnitt vorgestellte Beispiel folgt dem Artikel von K.B.
Athreya und J.J. Dai [5], in dem eine Situation, in der verschiedene nicht-
triviale invariante Verteilungen der Markov-Kette (X,,)nen, existieren, durch

eine geschickte Wahl der Verteilung der Zufallsfaktoren (C),)nen geschaffen

59
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wird. Dabei greift man auf folgende Konstruktion zuriick:
Es sei pg = 3,67... die einzige im Intervall (3,4) liegende Losung der
Gleichung g(x) = 23(4 — ) — 16 = 0. Fiir u € (3, o) setzen wir

b =

1
"
1
A= -
a

dh.be (#—10, %), a € (%, “%1). Durch die Wahl von p erhalten wir:

(n—2)% >0

e p?—4p+4 >0

& — = 1 0
1 +1 >
2
o
& - — 1
b= <
1
& 1-E <p = =
4 %
o
& =1-b -
a < 1
Mo
1 bel:=1—=— ~|. 4.2
also a, [ 4,4] (4.2)

Wir setzen wieder

fe(x) == cx(l—2x) fa.ze€l0,1], ce€[0,4],

d.h. X, = fo,(Xn-1) fa.neN
Im Folgenden sei die Verteilung von Cy durch
P(Cie-) = nox+(1—n)d, (4.3)

fiir ein n € (0,1) gegeben. Auf Grund von u € (3, o) sind g, A > 1 und
4 — Cy € [2,2.5], wodurch sich dann ElgCy > 0 und E|lg(4 — C1)| < o
ergibt. Bei dieser Wahl der Verteilung von Cj werden in unseren Betrach-

tungen héufig die Funktionen f) und f, auftreten, weshalb hier ein paar
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Voriiberlegungen festgehalten werden sollen. Es gilt:

1
fala) = fo(b) = Xab = 5@() = b,
1
f#(a) = fu(b) = pab = gab = a.
Da fy und f, streng monoton wachsend auf dem Intervall [0, %), streng
monoton fallend auf (1, 1] und maximal im Punkt 1 sowie symmetrisch zum

Punkt % sind, gilt weiter:

{a,b} = {z€[0,1]: fa(z) = b}

(4.4)
= {x €[0,1] : fu(z) = a}.
Man bemerke zudem
1
il 4.5
a> 3 (4.5)
1
= a* > 1 (4.6)
A 1
2 - = 4.
= L < (4.7)
1 1
= falz) < f/\(§) =, <@ (4.8)
fir alle z € [0, 1], sowie fir alle € I und alle p € (3, 1)
u3(4 M) > 16 (4.9)
3
Loy
& 1 (1 4) > 1 (4.10)
2
Loy 1 _
& 1 (1 4) > P b (4.11)
2
[ [ [
= fulz) = fu<1) = Z(l—z) > b (4.12)

Nun sei 71 ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf [0, 1] mit

Trl({a}) = 1_777
m({0}) = n.
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Ist X gemiB 7 verteilt, ergibt sich mit (4.4) und (4.8):
P*1({a}) = P(C1Xo(1 - Xo) = a)

= P(C1 =) P(fa(Xo) = a) + P(C1 = p) P(fu(Xo) = a)
= 0+ (1—n) P(Xo € {a,b})
=1-9
= m({d})

und PX1({b}) = P(C1 =) P(£\(Xo) =b) +P(C1 = p) P(f.(Xo) =b)
= 1 P(Xo € {a,b}) + (1 — 1) P(fu(X0) =)
= 0+ (1—n) P(fu(Xo) =)
=7
= m ({b}),

wobei in der vorletzten Zeile

P(fu(Xo) =b) = P(Xo(1—Xp)=1b") = 0

einging. Beide Rechnungen zusammen zeigen, dass m; eine invariante Vertei-
lung der Markov-Kette (X, )nen, ist. Wie das néchste Theorem zeigen wird,
ist dies fiir hinreichend kleine 7 nicht die einzige invariante Verteilung, doch
zum Beweis dieses Theorems werden zwei weitere Ergebnisse bendtigt, die

daher voran gestellt werden.

Lemma 4.1. Es gilt fir I =[1 -4, 5], c€ {\ u}:

feI) C L.

Beweis. Bei beliebigem x € I gelangt man zur Abschéitzung

filx) = Az(l —x)
1
= H_lx(l—x)

< pz(l-a) = fu()

) -

IN
'-E\I:
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Da nach Konstruktion i + % =1 gilt, ist ;Tl)\ < i, also pA > 4. Das liefert

wiederum fiir alle z € I:

fu(z) >

Y

falz)
-
-

_HK
T

>
—_

[

>
Damit kommt man direkt zu folgendem

Korollar 4.2. Die Menge I ist fir die Markov-Kette (X,)nen, bei nach
(4.3) verteilten Faktoren C,, absorbierend, d.h. fir alle x € I gilt:

P,(X1€l) = 1.
Beweis. Es sei x € I. Dann erhélt man:
P,(X1€l) = P(C, = )\)P(f,\(x) € I) +P(C, = /L)P(fu(.f) € I)
=n+(1-n =1 O
Im Folgenden sei p € (3, ug) fest gewéhlt.
Lemma 4.3. Es sei
lg ﬁ, falls 0 < |z —a| < &1,
h(z) = lg g, falls 0 < |z — | < ey,
0, sonst,
wobei 0 < g1 < %b derart gewdhlt sei, dass
(a—ej,a+e)U(b—e,b+e1) C 1.
Dann gibt es Konstanten 0 < g3 < &1 und 0 < 7,9,n < 0o, fir die
p(x) == Eyh(X1) — h(x)

den nachstehenden Ungleichungen geniigt:
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1. p(x) < =0 fir allex € (a —e3,a+e3)U(b—e3,b+¢€3),
2. p(x) < v firalexel.

Beweis. In (4.2) haben wir bereits gesehen, dass die Punkte a und b im

Inneren der Menge I liegen, weshalb die Wahl eines €1 € (0, aT*b) mit

(a—e,a+e) C 1,

(b—e1,b+e) C I

moglich ist. Die Stetigkeit von f\ und f, auf [0,1] und (4.4) implizieren,

dass man ein ey € (0,e1) findet, fiir das
re(a—eg,at+er)U(b—ea,b+ea) = |falz) =0, [fulz)—al <er
gilt. Fiir solche x bekommen wir

p(r) = Ezh(X1) = h(z)

= P(C1 = A) h(fa(z)) + P(Cy = p) h(fu(z)) — h(z)

1 1 1
- lo ——M 1—n)l —1
ey T T T e
| — al |z — al
= lg ——M— 1—-nlg——"—
e T
| — al 1 —n)e | — al

= plg— 1"
" RE) - )
Auf Grund der Definition (4.1) gilt

[fu(2) = fula)l

(1 —2) —a| = |z -0,

(1 —2)—b] = |z—adl,
was h(z) = h(1 — ) zur Folge hat. Daraus ergibt sich aber

o@) = E,h(X1) - h(x)
= Bih(X1) = h(1—2)
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lim p(z) = lim ¢(z)
1 1
= g+ (1 =n)lg ———.
£3(a)] | fu(a)]
Die Ableitungen sind fiir alle = € [0, 1]
, | 2z-1 ’
R@| = |7
2z -1
und }f;(x)} = ’ 5 ,
. / , 2a — 1
speziell (@) = |fA0)] = ’ ’ > 0,

wd (@) = |f0)] = \%‘1

=2—pul = p-2 > 1.

Dabei folgt die erste Ungleichung aus a > % und die zweite aus p > 3. Daher
ist zum Einen der Term lg @l ( 1 endlich und zum Anderen lg(u — 2) positiv.
A

Setzen wir die frithere Rechnung fort, erhalten wir:

. 1 1
p e(x) = mle ey + L= nle ey

= nlg| == |~ (1 —n)lg(u—2)

= n(lg(Qaa_l)Jrlg(u—?)) —lg(p —2)
= n(lg <1;2bb) +1g(p — 2)) —lg(n—2)
= (lg (M ;)Jrlg(u 2)) —lg(p—2)
= nlg(p—1)-lg(p—-2) <0

e n< m <1

Demnach finden wir zu jedem n € (O, EEZ:?%) Konstanten § > 0 und e3 €
(0,e2), so dass fiir alle x € (a—e3, a+e3) U (b—e3, b+e3) folgende Ungleichung
gilt:

p(z) = Egh(X1) —h(z) < =4,

womit 1. bewiesen ist.
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Wenden wir uns dem Beweis von 2. zu. In (4.8) und (4.12) haben wir be-
reits gesehen, dass die Gleichungen fy(z) = a und f,(x) = b keine Losungen

im Intervall I besitzen. Wir definieren nun
J = In{|lx—a|l>es}n{|x—0b| >e3}, (4.13)

was offensichtlich eine kompakte Menge ist. Zusammen mit (4.4) bedeutet

dies aber, dass die Infima
o _
inf | fi(z) —al,
i _
inf | fa(z) - 0],
o _
inf [ fu(z) —al,
inf | fu(e) ~b)
streng positiv sind. Es liegen also alle
| file) = jl, i€ {u A}, jefab}, x el
im Intervall (0, 1], weshalb fiir alle z € J

0 < E,h(X;)

<n(le 1 +lg 1 )
- infoey [fa(z) —al = 7 infzes|fr(z) - 0|

1 1
1— 1 1 =:
+1=n)( 8 s @) —a] T ginfer\fu(ﬂf)—H)
1
0 <h < — =
= ({IZ) = 1g53 Co,

= c—c <px) = E,h(X1)—h(x) <

gilt. Auf I — J ist p(x) nach Wahl von e3 negativ, also auf ganz I von oben

durch ¢ beschriankt, was den Beweis von Lemma 4.3 abschlief3t. ]

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir das oben angekiindigte Theorem in

Angriff nehmen:
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Theorem 4.4. Die Markov-Kette (X,)nen, besitzt in der durch die Glei-
chungen (4.1) und (4.3) gegebenen Situation fiir hinreichend kleine n zwei

invariante Vertellungen mg, w1, fir die

m((0,1)) = m((0,1) = 1,

T # T
giiltig ist.
Beweis. Es wurde schon nachgepriift, dass
m = (1-=1n)ba+nd

eine invariante Verteilung dieser Markov-Kette definiert, wobei a,b € (0,1)
geméB (4.1) gewihlt sind. Daher bleibt zu zeigen, dass es eine invariante
Verteilung 7y # w1 mit m((0,1)) = 1 gibt.

Nach Lemma 4.1 ist I eine absorbierende Menge, weshalb
P,(X,€lIVn>1) =1 (4.14)

fir jeden Startpunkt x € I zutrifft. Betrachten wir nun die Okkupations-
mafe {pn(z,-) : © € I,n > 1}, so erhalten wir, dass jeder vage Grenzwert v
einer konvergenten Teilfolge wegen der Beziehung (4.13) und der Kompakt-
heit von I ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf I ist. Zudem ist v nach Lemma
2.6 eine invariante Verteilung. Mit Hilfe von Lemma 4.3 werden wir nun
zeigen, dass es mindestens ein vages Grenzmafl v mit v(J) > 0 gibt, wo-
bei J wie in (4.13) definiert ist. Bei beliebigem z € I kénnen wir folgende

Rechnung vornehmen:

% E. h(Xy) — h(z) = =3 Eq (h(X;) = h(X;1))
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n

1 n
D B (X5 0)1px,en) + > Be (9(X5-0)1x, 60))
j=1 j=1

1
n
< 'Yme(J) - 5:un,x(<]c)
= (v+9) Hn,x(J) -9,

wobei die zweite Gleichung auf die Markov-Eigenschaft und die Unglei-
chung auf Lemma 4.3 zuriickgeht. Hétte jede vag konvergente Teilfolge
der Okkupationsmafle einen Grenzwert v mit v(J) = 0, so miisste bereits

limy, o0 ftn,(J) = 0 zutreffen. Es gélte also

lim l(Em h(Xy) —h(z)) < =6 < 0,

n—oo n

wiahrend gleichzeitig wegen der Nicht-Negativitidt von h

lim L (B, h(X,) = h(z)) = lim ~ By h(X,) — lim &)

n—oo m n—oo n, n—oo N

— lim LB, A(X))

n—oo n,

>0

stimmen miisste. Dieser Widerspruch belegt, dass es einen vagen Grenzwert
mo einer Teilfolge der Okkupationsmafie mit mo(J) > 0, mo(I) = 1 gibt, der

eine invariante Verteilung von (X, )nen, und offenkundig # m; ist, da

ﬂl({a,b}) = 1,
7'['1(J) = 0

Da I in (0,1) enthalten ist, ist das Theorem hiermit bewiesen. O

4.2 Beispiele fiir die Eindeutigkeit

Das erste Beispiel in diesem Abschnitt stellt das Ergebnis des Artikels [11]
von J.J. Dai dar. Dieses basiert auf folgender Ausgangslage:

Fiir beliebige a,b € [0,4], 1 <a<2<b<dgilt 1 -1 1-%¢(0,1).
Hier seien zwei solche reelle Zahlen a und b nun so gewahlt, dass zusétzlich

1 b 1
1—-=- < 1—--= — 4.1
a ~ 4<2 ( 5)
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erfiillt ist. Im Folgenden sei die Verteilung von C; durch P(C) € [a,b]) = 1

gegeben. Dann kénnen wir fiir alle ¢ € [a,b] und alle z € I := [1 — 1, 2] zwei

Abschétzungen vornehmen: Einerseits gilt

S

c
cx(l—z) < - < —
(-2 <Ss 2,
und andererseits unter Ausnutzung der Monotonie-Eigenschaften der Funk-

tion f.(z) := cx(1 — x) sowie der Voraussetzung (4.15)
cx(l—xz) > azx(l—x)
IND D b
> ami B e
2 amin{(1-2) 7 50 -3))

11
> a(1--)-
a’/ a

1
=1--.
a

Beide Abschitzungen zusammen demonstrieren, dass unter diesen Bedin-
gungen die Funktion f. das Intervall I in sich selbst abbildet. Also ist dieses

Intervall absorbierend, denn fiir alle z € I ergibt sich
P,(Xyel) = Pm(VnZ 1:X, € I) = 1.

Da I nun kompakt und absorbierend ist, ist jeder Grenzwert einer vag kon-
vergenten Teilfolge von {pu,(x,-) : n > 1,z € I} (nach Lemma 2.6) eine
invariante Verteilung der Markov-Kette. Nach diesen Vorbereitungen und

Uberlegungen nun zum Hauptergebnis:

Theorem 4.5. Es seien die folgenden zwei Bedingungen erfillt:

1. Es seien a € (1,2) und b € (2,4) wie oben so gewdhlt, dass sie der
Gleichung (4.15) geniigen. Dafiir sei weiter P(Cy € [a,b]) = 1 gegeben.

2. Fiir positive Konstanten r,e mit (r—e,r+¢) C (1,3) gebe es ein § > 0,

so0 dass fir jedes B € B|(,_. 1. die Ungleichung
P(C, € B) > dA(B)

mit dem Lebesgue-Maf$ X erfiillt sei.
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Dann gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl ©m auf I und zwei Konstanten
K € (0,00), p € (0,1), fir die

sup sup |P"(z,B) —w(B)| < Kp"
z€l BEB;

gilt.

Da die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten P"(z,-) ebenso wie 7
Wahrscheinlichkeitsmafle sind, stimmt die Abschétzung des Theorems auch,
wenn man das Supremum iiber alle B € Byj ;) bildet. Dies bedeutet nichts
Anderes, als dass fiir jedes © € I eine Konvergenz in Totalvariation der
P"(x,-), n € N und somit auch der py, 5, n € N gegen 7 vorliegt. Dadurch ist
7 aber eine invariante Verteilung (Konvergenz in Totalvariation impliziert
schwache Konvergenz) und eindeutig (unter den invarianten Verteilungen

mit in I enthaltenem Triger). Nun gilt

a—1

1= 24 g

b—4

by

o Q|

Zu beliebigem x € (0,1) kénnen dann jedoch 1 < ay < 2 < by < 4 mit
1-— i <1 - Y% so gewihlt werden, dass das Intervall I, := [1 — a%, %] den
Punkt x umfasst. Entsprechend existiert ein invariantes m,, gegen das die
Py und die pn(y, -) fiir jedes y € I, in Totalvariation konvergieren. Gibt es
also ein solches Intervall I, das den Voraussetzungen des Theorems geniigt,
so erhalten wir eine eindeutige invariante Verteilung 7 mit 7r((0, 1)) =1
Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Aussage des Theorems in
einem bereits bekannten Lemma enthalten ist. Dazu wird das betreffende

Lemma sogleich angefiithrt und die Verbindung zum obigen Theorem wird

in einem zweiten Theorem (bzw. dessen Beweis) hergestellt.

Lemma 4.6. Es sei (Yy,)nen, eine Markov-Kette mit Zustandsraum S C R.

Weiter gebe es eine natiirliche Zahl n und reelle Zahlen ¢, d, e € (0,1) mit
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d < e, (dye) C I, fir die die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir
alle z € S folgende Gestalt haben

P"(z,-) = cR(d,e)+ (1 —c)v,,

mit der Gleichverteilung R(d,e) auf (d,e) und einer Verteilung v, auf S.
Dann ezistieren Konstanten K € (0,00) und p € (0,1) und ein Wahrschein-

lichkeitsmafl o, so dass

sup sup |P"(z, B) —m(B)| < Kp"
z€S BeB|S

15t.
Auf den Beweis des Lemmas soll hier nicht weiter eingegangen werden,

er kann aber (in verallgemeinerter Form) z.B. im Buch von Bhattacharya

und Waymire (1990, S. 214-215) nachgelesen werden.

Theorem 4.7. Sind die Voraussetzungen des Theorems 4.5 erfiillt, gilt Glei-

ches fiir die des Lemmas 4.6.

Beweis. Es seien die Voraussetzungen des Theorems 4.5 gegeben. Fiir x € T

und das r aus Voraussetzung 2. sei die Zahlenfolge (zy,)nen, rekursiv durch
zi = reio1(1—zi—q), i>1

definiert. Im weiteren Verlauf des Beweises werden wir zeigen, dass es fiir
u:=1-— % und zu beliebigem €7 > 0 ein M € N gibt, so dass bei jedem
Startpunkt xg €

Ty € [u—e1,u+ e (4.16)

zutrifft. Mit Hilfe von Gleichung (4.16) kann dann Theorem 4.7 bewiesen
werden.

Zunichst halten wir dieses fest:

Tip1 —u = rz(l —z;) — (1 - %)
= (xz — (1 — 1))(1 — rT;) (4.17)

r

= (z; —u)(1 —ray).
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In Abhingigkeit vom Wert von r ergeben sich nun die zwei Félle 1 < r < 2v/2
und 2v2 < r < 3.
Es sei zunichst 1 < r < 2¢/2. Dann kénnen wir folgende Abschiitzungen

fiir alle 4 > 1 tédtigen:

r
v = rriq(l—w1) < 1
2
”
= re; —1 < Z_l
= 11 —rz;| = max{l —ra;, rz; — 1}
1\ 2
< max{l—r(l—f),——l}
al’ 4
=a<l,

denn es gilt:
Lova)y—1 =1
4
1 1
1—r(1——) < 1—(1—f)
a a
L e (1 1)
a 27°)
Dabei wurde bei der zweiten Ungleichung mit Startwert x¢ € I die Invarianz
von I, bei der dritten die Voraussetung r < 2v/2 und bei der vierten r > 1

ausgenutzt. Wenn m > 1 ist, gelangt man durch iterierte Anwendung von

Gleichung (4.17) zu

|Tm — ul

m—1
oy —u| [T 11— rail
=1

< |zy —u| ™7,

d.h. (4.16) gilt im Fall » € (1,2v/2).

Betrachten wir nun den Fall r € [21/2,3). Dann gilt fiir 2; < 3
Tiy1 = rai(l — ;)
> 2\@%(1 - %)
= \/51.%
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und folglich

Ty, > (\/§)M1J70
M, 1 1
> (V2 (1—f) > =
> (V2) =) = 3
lg(2 — 2
falls M, > —2 lg(2—3)
lg 2

Wiéhlt man ein derartiges M; € N, findet man zu jedem zg € [ ein i €
{1,..., M}, sodass x; > % Mit den Monotonie-Eigenschaften der Funktion

fr(z) = rz(1 — z) ergibt sich weiter fiir i > 1 und z; > 1:

iy = rei—1(1—ai-1)
r 3
< - < 2
— 4 4
Ti4+1 = 7“.%'2'(1—.%'2')

2\@1‘@(1 - (L‘Z)

223 (1-3)
!

v

v

also ist J := [3, %] ein invariantes Intervall fiir (z,)nen,, und fiir jedes zq € I

ist xpr, > % Bei beliebigem z; € J gilt weiterhin

re; —1 > g—l > 0,

weshalb sich unter Ausnutzung der Ungleichung zwischen arithmetischem

und geometrischem Mittel diese Rechnung ergibt:

V(e — D) (rzi —1) < [(rz; — 1) + (rzigr — 1)]
rlai +rai(l—a;)] — 1

ra;[1+7r(1—a;)] — 1

IN

1 2
—\rT; r—rx; —
50+ 1+ )| -1

(14+7)? -1

DO RN RN RN RN =

42-1 =1

N
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Definieren wir ( := [%(1 +7)% — 1]2 < 1, so lésst sich
|T‘{L‘Z' — 1| |T‘{Ei+1 — 1| < ﬁ <1

abschétzen, woraus sich mit Hilfe von Gleichung (4.17)

[@ire —ul = |2 —ul[1 = ra;] |1 — rai|
S |$Z - U| ﬁa
m—1
Tiyom —ul = |z —u| [] (11— raip,l 1 = reipo;l)
j=0

< xg—ulp™ fam>1

schlieffen lidsst. Eine grobe Abschitzung zeigt

V2 -1
RV

Nun sei €1 > 0 beliebig und (davon abhéngig) m € N folgendermafien

|z; — ul

gewihlt:
Vv2-1
L 7l
lg 3 lg 3

Daraus ergibt sich

|z —ul /™ < €.

Das bedeutet, dass

’$M1+2m| € |u — 61,U—|—€1|

bei jedem Startpunkt z¢ € I gilt, d.h. (4.16) ist auch im zweiten Fall erfiillt.

Nehmen wir nun an, dass die Voraussetzungen des Theorems 4.5 erfiillt
sind, insbesondere gibt es zu Konstanten r,e mit (r —e,r +¢) C (1,3)
ein 6 > 0, so dass P(C, € B) > 6\(B) fiir jedes B € Bj_. ;4. und
das Lebesgue-Mafi A gilt. Hier sei noch einmal daran erinnert, dass wir

u=1-— % definiert haben, was sich zu r = ) umstellen lasst und in

__u
u(l—u

die nachfolgenden Abschiitzungen eingehen wird. Da r € (1, 3) liegt, konnen
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wir ein €; > 0 so klein wéhlen, dass

A = inf{y(l—y):y € [u—€1,u—|—€1]} > 0,

‘y(lu—y)_r = g

fir alle y € [u—e1,u+e1] und das € aus den Voraussetzungen des Theorems
4.5 gilt. Unter Ausnutzung von 4.16 erhalten wir jetzt, dass es ein M € N
gibt, so dass bei beliebigem Startpunkt xg €

€1 €1
—.u )

Ty € [U_Q

erfiillt ist. Die Stetigkeit von fo in C impliziert die Existenz eines 9 > 0,

fir das

€1

| Xn —zym| < oX

also Xy € [u—er,u+el]
giiltig ist, falls Xo = zp und |Cy, — r| < g fur alle m € {0,..., M — 1}. Fiir
Ny = inf{PXO(XME[u—sl,u+51]) :X()EI}

folgt daraus Ay > P(CO,...,CM_1 € (r—eq,r +52)) >0.Bei Xpy =y €

[u—e€1,u + 1] setzen wir 7 := ﬁ, wofiir dann
Tyl —y) = u,
€
ly—rl < 5
2

gilt. Daher hat die Verteilung von C); eine Dichte, die auf dem Intervall
(v = 5,7+ 5) Werte > 0 annimmt. Wegen A; < y(1 —y) < 1 besitzt die
bedingte Verteilung von X 41 gegeben Xj; = y eine Dichte, die grofler oder
gleich ﬁ > ¢ ist auf dem Intervall (u— 5%, u+ 5%;). Da weiter P(Xy €
[u—e1,u+ 81]) > A, hat die Verteilung von Xj,;4;1 eine Dichte, die auf

(u— 5x;,u+ 35;) mindestens den Wert Azd annnimmt. Dies bedeutet aber

gerade, dass der M + 1-Schritt-Ubergangskern, wie in den Voraussetzungen
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von Lemma 4.6 gefordert, als Linearkombination der Gleichverteilung auf
diesem Intervall und einer geeigneten anderen Verteilung dargestellt werden

kann, womit Lemma 4.7 bewiesen ist. O

Nach diesem doch eher rechenlastigen Resultat von J.J. Dai [11] soll nun
noch auf eine Vorgehensweise eingegangen werden, die sich das Vorhanden-
sein von Fixpunkten und zyklischer Verhaltensweisen der logistischen Trans-
formationen unter Verwendung eines Theorems von Dubins und Freedman
[13] beim Beweis der Eindeutigkeit zu Nutze macht. Hierbei werden wir die
Ergebnisse der Artikel von Bhattacharya und Rao [9] bzw. Bhattacharya und
Majumdar [8] vorstellen, ohne jedoch ausfiihrlich auf einfache Rechnungen
einzugehen.

Wir sagen, dass die von uns betrachtete Kette der zufilligen logistischen
Transformationen die Splitting-Bedingung erfiillt, wenn es einen Anfangs-
punkt zg € [0,1], ein N € N und § > 0 gibt, so dass gilt:

P,(Vze[0,1]: Xng <z0) > 6,
(4.18)

Px(Vx €[0,1]: Xno Z:L‘o) > 4,

wobei Xy, wieder das N-te Glied X bei gegebenem Startwert Xo =
x bezeichnet. Das Theorem von Dubins und Freedman (s. [13]) besagt,
dass eine die Splitting-Bedingung erfiillende Markov-Kette eine eindeuti-
ge invariante Verteilung 7 besitzt. Zudem konvergiert dann die n-Schritt-
Ubergangswahrscheinlichkeit folgendermafen:

sup | P"(z, (—o00,y] N [0,1]) — 7 ((—o00,y] N [0,1]) | < (1 — )"/~
z€[0,1], yeR

(4.19)

mit [n/N]:=max{k e N: k < £}

Um uns diese Erkenntnisse zu Nutze machen zu kénnen, wollen wir die
Transformationen auf Fixpunkte untersuchen, die beim Finden des in der

Splitting-Bedingung geforderten z behilflich sein werden.
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Da fiir jedes p € [0, 4] die Gleichung f,,(0) = 0 giiltig ist, erhalten wir 0
als einen Fixpunkt jeder der logistischen Transformationen. Bei allen ande-

ren x € (0,1] ergibt sich

fu(fﬁ):l‘
1

& 1-—- ==z,
I

wobei diese Aquivalenz auch bestehen bleibt, wenn man das Gleichheits-
zeichen durch < oder > ersetzt. Fiir jeden Wert von p gibt es also noch
héchstens einen weiteren Fixpunkt ¢, := 1 — i Falls p € [0,1] ist aller-
dings ¢, < 0, weshalb 0 der einzige Fixpunkt bleibt. Wie oben gesehen, gilt

fu(z) <z fiir alle z € (0,1], was

n—oo

fule) — 0

fiir alle x € [0, 1] zur Folge hat, d.h. 0 ist ein anziehender Fixpunkt. Denn
(s. [23], S. 127) ein Fixpunkt a ist anziehend oder stabil, wenn es ein € > 0

gibt, so dass fiir jedes = € (a —e€,a +¢)

lim f)(z) = a
n—oo

gilt, und er ist abstofiend oder instabil, wenn es ein € > 0 gibt, so dass man

zu jedem x € (a —e,a+¢) — {a} ein n € N findet mit
‘fﬁ(x)—a‘ > e.

Fir p € (1,4] ist ¢, € [0,1], d.h. die Transformationen f, besitzen zwei
Fixpunkte. Wie in Proposition 5.3 in [12] gezeigt, ist ¢, im Fall 1 € (1, 3] ein
anziehender und 0 ein abstoflender Fixpunkt. Liegt pu hingegen im Intervall
(3,1+ V5], gilt

| fi@)—a| = p—2 > 1,

d.h. g, ist ein abstofender Fixpunkt (s. [23], S. ). In diesem Fall gibt es
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jedoch zwei Punkte

Ve+l—yvp-=3
= 4/ 1
Pu [ 2% )

+1+vu—3
= Vi1 Y 2/” , (4.20)
1 7
igpﬂ<qu<r#<z,

die einen stabilen zwei-periodischen Orbit bilden, d.h.

fu(pu) = Ty,
fp,(ru) = p,w

und anziehende Fixpunkte des dynamischen Systems (Xop)nen, C (Xn)nen,
sind (s. [23], S. 172-181, 201-202). Da fiir 2 < p < 1+ /5 immer f, (&) > 1
gilt und die Transformationen monoton fallen auf [, 1], ist das Intervall I :=

2, 4] invariant unter f,, es gilt also f,(I) C I. Uber den Fall i € (14/5, 4]

treffen wir hier keine weiteren Aussagen.

Im Folgenden sei
P(Cie:) = 76+ (1—7) 05 (4.21)

mit g, A € [0,4] und einem 7 € (0,1). Das erste Theorem stellt fiir diese

Situation ein Ergebnis von Bhattacharya und Rao [9] dar.

Theorem 4.8. Gilt 0 < pu < A < 1, so ist §y die einzige invariante
Verteilung der durch (2.1) und (4.21) definierten Markov-Kette. Liegt einer
der Fille

1.1 < p < XA < 2
2.2 < p < XA <3,
3.2 < p <3< A< 1445

vor, besitzt die Kette eine eindeutig bestimmte, von dy verschiedene invari-

ante Verteilung.
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Beweis. Sind p und A\ Elemente des Einheitsintervalls, erhalten wir fiir den

Erwartungswert von lg C Folgendes:
ElgC; = ylgu+(1—7v)1gx < 0,

weshalb es, wie in Korollar 2.7 gesehen, genau eine invariante Verteilung,

die Dirac-Verteilung in 0, gibt. Fiir 1 < p < A < 2 gilt

0 < qu < qx <

N

Die Funktionen f,, und f) sind daher monoton wachsend auf dem Intervall

[qu, @] und lassen dieses invariant, denn fiir alle x € [g,,q)], 0 € {i, A} gilt

@ = fulgn) < folz) < falan) = o

Da g, und gy anziehende Fixpunkte fiir f, bzw. f) sind, ist die Splitting-
Bedingung fiir jedes zg € [qu, ¢y erfiillt. Somit gibt es nach dem Theorem
von Dubins und Freedman (s. [13]) genau eine invariante Verteilung 7 mit
einem in [g,, )] enthaltenen Tréger. Die Stabilitét der Fixpunkte liefert aber
ebenfalls

PJC(EI ne€Ny: X, € [qu,q,\]) =1

fiir jeden Startpunkt z € (0,1), so dass 7 die einzige invariante Verteilung
# 0¢ der Markov-Kette (X, )nen, ist.
Fiir 2 < p < A < 3 liegen ¢ — p und ¢, im Intervall [%, %], und dieses ist

wegen

s < n(3) < h < n(3) =2 tawe[l 2] 0efny)

invariant unter den Abbildungen f,, fy, falls 1o € [%(3(1 A7 A} gilt.
Auch hier erhélt man mit einer Vorgehensweise wie der obigen mit Hilfe der
Stabilitdt der Fixpunkte, dass es genau eine stationdre Verteilung gibt, die
im Punkt 0 kleiner als 1 ist.

SchlieBlich ergibt sich fiir den Fall 2 < 1 < 3 < A < 141/5, wobei wieder

W E [% (%(1 — %))_1 , )\} sei, dass g, einen anziehenden Fixpunkt von f,, und
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7 einen solchen von f{ darstellt. Daraus folgt die Giiltigkeit der Splitting-
Bedingung auf [g,, )] fiir alle € (g, 7)) fiir hinreichend groBes gerades
N € N. Mit der Stabilitidt von g, und ry erhélt man wieder die Existenz

einer eindeutig bestimmten invarianten Verteilung auf (0, 1). O

Bemerkung 4.9. In ihrem Artikel [9] haben Bhattacharya und Rao zudem
den Trager der invarianten Verteilung 7w genauer untersucht und sind zu fol-
genden Ergebnissen gekommen: Im Fall 1. ist m atomlos, d.h. die zugehérige

Verteilungsfunktion ist stetig. Gilt

1 1 1 1

NOW S e (4.22)

ist der Tréger von 7 eine Cantorsche Teilmenge von [g,, ¢y]. Falls iiberdies

gilt, ist der Tréger eine Lebesgue-Nullmenge. Wenn (4.22) nicht zutrifft,

dafiir aber

~1

1< a-22 B
W

K

(2= p)?

gilt, entspricht der Tréger dem Intervall [g,, ¢x]. Im Fall 3. ist die stationére

A<

Verteilung atomlos, und ihr Triger ist im Intervall [%, %] enthalten.

Der Artikel von Bhattacharya und Majumdar [8] folgt einer &hnlichen

Systematik, beschéftigt sich jedoch nur mit dem Fall

3 < pu <A< 1445

EE!

in dem die Punkte p, und r, bzw. py und r) jeweils einen zwei-periodischen
Orbit bilden. Die Transformationen fi und [} besitzen dann genau die Fix-

punkte {0,py, ¢u, 7u} bzw. {0,px, ¢r, 72 }. Anhand der Formeln (4.20) kommt
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man mit leichten, aber ldnglichen Rechnungen zu

0
- < < =
2_p9<Q9<7’0_47
d
7p9 < 07
dd@ (4.23)
@7’9 > 0,

q6, — 46, > 0

fiir alle 6, 61, 02 € (3, 1+ \/a, 01 < 5. Dies impliziert

Pu > D

T < Tx.

Wir definieren I := [}, 4]. Dieses Intervall ist invariant unter den Abbildun-

gen fu, fx, denn es gilt fiir alle x € I, 6 € {u, A\}:

% < qu) < fo(z) < fx(%) -2

wobei die letzte Ungleichung fiir jedes x € [0, 1] giiltig ist. Nun findet man
zu beliebigem Startwert z € (0, 1) eine natiirliche Zahl M, so dass Xy, in
I liegt, wie die folgenden Uberlegungen zeigen: Es sei z ¢ I. Wir wiithlen
0.B.d.A. 7 € (0,1 — %), da erstens entweder z oder 1 — z im Intervall (0, 1)
Al

—2,3) schon 1 —z € (3,2] C I gilt.

enthalten ist und zweitens fiir x € [1 3,9

Fiir 0 € {p, \} kann man dann folgendermafien abschétzen:

fo(x) = 60z(1 —x)

> px(l—z)
> gaz > 1,5z

Durch Iteration erhalten wir

fo(x) > (1,5)"x.

Unter Beachtung der Aquivalenzbeziehung

—_

—1g(2x)

1.5)"2 > - &
1,5z = lg(1,5)

\V)
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und der oben gezeigten Invarianz des Intervalls I ergibt sich, dass sich die

Kette mit Anfangswert x nach M, := min {n >1: n> _18;1‘?1(725:;)} immer in

I befindet. Es ist also P, (EI neN: X, € I) = 1, weshalb es im Folgenden
reicht, die Markov-Kette mit einem auf I eingeschriinkten Zustandsraum zu
betrachten. Kann man jetzt zwei Intervalle Iy, Io C I wéahlen, so dass pjy,

pu in Iy und 7y, ry in I liegen, und so dass fiir 6 € {u, A}

fo(l1) C Iy

foll2) C I

gilt, findet man mit Hilfe der Stabilitét der Fixpunkte p,, und r, bzw. p) und
r)\ von fg bzw. f/% eine eindeutige von g verschiedene invariante Verteilung
7 der Markov-Kette (X, )nen,. Die Stabilitét sorgt dafiir, dass sich unsere
Markov-Kette fast sicher nach endlich vielen Schritten in I; U Is aufhilt.
Nun geniigt die Kette (X2, )nen, mit eingeschranktem Zustandsraum I; der
Splitting-Bedingung (4.18) mit beliebigem zg € [py, p,|, hinreichend groBem
N € N und
0 := min {ny, (1-— 'y)N}

mit dem v aus (4.21). Also besitzt sie eine eindeutige invariante Verteilung
m auf I;. Eine analoge Vorgehensweise liefert eine eindeutige invariante
Verteilung 7o auf I fiir die Kette (Xap)nen, mit Zustandsraum Ip. Aus

(4.19) folgt nun fur alle M > 1

2M
1 T+
sup |2 Y (P"(x, (—o0,y]N (11 U I2))> — 22 ((—o00,y) N (I U I))
seruny| 2M —1 2
yeR n=
< (11—,
insbesondere gilt also fiir jedes x € I1 U I
1 n
- me(xv') I 7T1+7T2.
n 2
m=1

7 ist demnach eine eindeutige invariante Verteilung der Markov-Kette bei

eingeschranktem Zustandsraum [; U I5. Da dieser aber fast sicher in endlich
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vielen Schritten von der Markov-Kette erreicht wird, ist m schon eindeutig

fiir die Kette mit dem Einheitsintervall als Zustandsraum.

Bemerkung 4.10. In dem Artikel von Bhattacharya und Majumdar wer-

den die Intervalle

Il - [p)\ap,u]u

I = [7';“ TA]

gewihlt, doch leider gilt nicht f,(I2) C I, fa(I2) C I1, denn es ist

fu(ry) < falry) = pas

Ix(rp) > fulrp) = pu

Da wir keine passenden Intervalle oder einen Beweis fiir oder gegen die
Existenz solcher Intervalle bzw. keine Veroffentlichungen zu diesem Problem
gefunden haben, scheint die Frage, ob es geeignete Intervalle geben kann,

noch offen zu sein.

Bemerkung 4.11. Fiir das System nicht-zufalliger logistischer Transforma-
tionen, erzeugt durch fp(z) = 0z(1 — x), lasst sich eine Zahlenfolge (¢, )nen
finden, so dass das System mit Parameter ¢, < 6 < ¢,41 einen anziehenden
2"-Zyklus besitzt (s. [23], S. 203). Moglicherweise gibt es in solchen Féllen
Intervalle, auf die obige Vorgehensweise in dhnlicher Form angewendet wer-

den kann.

Als Letztes wollen wir den Fall betrachten, dass die Kette (X,)nen,
¢-irreduzibel ist (Definition s. Anhang). Dabei wird das folgende Beispiel
zeigen, dass die Verteilung der C,, n € N so gewihlt werden kann, dass

unsere Markov-Kette (p-irreduzibel ist:

Beispiel 4.12. Die Verteilung der (Cy,)nen, also der Faktoren in unserer
Markov-Kette (X,,)nen, sei die Dirac-Verteilung im Punkt 2, und weiter

sei ¢ = ¢1. Dann wissen wir, dass im Fall p(A) = 5%(/1) > (0 mit einer
2
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Menge A C (0,1) der Punkt % in dieser Menge enthalten sein und zudem
©(A) = 1 gelten muss. Daher reicht es, sich bei den folgenden Betrachtungen
auf die Behandlung von Mengen der Form (3 — ¢, 3 + §) mit €,6 € (0, 3)
zu beschrinken. Die Erwartungswerte von lg Cy bzw. |1g(4 — C1)| berechnen

sich hier zu

ElgCy = 1g2 > 0,

Ellg(4-C1)| = [1g2] > 0.

Der erste der beiden Erwartungswerte zeigt gerade, dass hier der superkri-
tische Fall vorliegt, wohingegen der zweite geméfl Theorem 2.8 die Existenz
einer invarianten Verteilung 7 sichert, was im nachfolgenden Theorem eine
nicht zu vernachléssigende Rolle spielen wird.

Da die C,, n € N, Dirac-verteilt in 2 sind, kénnen wir jedes X,,, n € Ny
(zumindest fast sicher) mittels der Funktion f5 : [0,1] — [0,1],  +— 2z(1—x)
ausdriicken:

X)) = X, P—fs.

Nun ist fiir diese Funktion bekannt, dass bei beliebigem Startpunkt x € (0, 1)
die Folge ihrer Iterationen ( fg(x))neN gegen 1 — % = % strebt. Fiir die

Ersteintrittszeit bedeutet dies bei beliebigen x € (0,1),&,6 > 0:

PI<T<;—€,;+(5> <oo)
:Pw<EInEN:Xne (;—5,;—1—5))

=1>0.

Bei dieser Wahl der (C),)nen ist also (Xp,)nen, eine d1-irreduzible Markov-
2

Kette.

Theorem 4.13. Die Verteilung von Cy sei so gewdhlt, dass (Xp)nen, ©-

irreduzibel fiir ein geeignetes o-endliches Maf$ ¢ auf (0,1) ist. Weiter seien
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ElgCi > 0 und E|lg(4 — C1)| < oco. Dann existiert eine eindeutige inva-
riante Verteilung m mit w((0,1)) = 1, so dass fir fast alle z € (0,1) die

Okkupationsmafe (un(x, )) in Totalvariation gegen w konvergieren.

neN

Beweis. Wie im Beispiel vorhin gesehen, kann die Verteilung von C entspre-
chend gewihlt werden, und die Existenz von m wurde bereits in Theorem 2.8
gezeigt. Aus der Theorie der Harris-rekurrenten Markov-Ketten ist bekannt
(s. z.B. [6], [19], [20]), dass fiir eine @-irreduzible Markov-Kette, die ein inva-
riantes Maf zulésst, letzteres bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig
ist. Zudem kann der Zustandsraum in eine maximale Harris-Menge H und
eine m-Nullmenge N zerlegt werden (s. Theorem A.3). Auf H konvergieren
die Okkupationsmafe in Totalvariation gegen 7 (s. Theoreme A.4 und A.5).
Da jedes invariante Mafl der Kette (X,)nen, ein Wahrscheinlichkeitsmafl

sein muss, ist dieses somit eindeutig bestimmt. O

Bemerkung 4.14. Die Konvergenz der Okkupationsmafle in Totalvariation
gegen 7 bedeutet, dass m den Césaro-Limes (in Totalvariation) der P"(x, -),

n € Ny, fiir fast alle € (0, 1) bildet. Um die stirkere Aussage
IP" (@, ) —w || =0

zu erhalten, bedarf es einer Aperiodizitidtsbedingung an die Kette (X,,)nen,

(s. Theorem A.4, [20] oder [10]).
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Anhang A

Harris-Rekurrenz

Dieser Anhang beschéftigt sich mit der Harris-Rekurrenz, die am Ende von
Kapitel 4 schon verwendet wurde. Hier sollen in kurzer Form einige wichtige
Ergebnisse der zugehorigen Theorie angefiihrt werden. Dies geschieht in An-
lehnung an [19], wo sdmtliche Ergebnisse weitaus ausfiihrlicher nachgelesen
werden kénnen.

Im Folgenden sei X = (X,,)nen, eine Markov-Kette mit Zustandsraum
S und zugehoriger o-Algebra S.

Die Markov-Kette (X, )nen, heit -irreduzibel, wenn es ein o-endliches

MaB ¢ auf S gibt, so dass fiir jedes A € S mit ¢(A) > 0 und jedes z € S
P,(7(A) <o) > 0

gilt, wobei
7(A) = inf{n >0 : X, € A}
die Ersteintrittszeit in die Menge A bezeichnet. Gilt sogar

P,(T(4) <o0) = 1,

so ist die Markov-Kette Harris-rekurrent.
Nach dieser Definition kann eine Markov-Kette mehrere verschiedene

IrreduzibilitatsmafBe besitzen. Unter diesen befindet sich immer ein Wahr-

87
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scheinlichkeitsmaf}, dass gewisse Maximalitétseigenschaften aufweist (vgl. [19],

Proposition 4.2.2):

Proposition A.1. Ist X = (X, )nen, @-irreduzibel fir ein o-endliches Mafs
©, gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl ¥ auf S mit den folgenden FEigen-
schaften:

1. X ist ¢-irreduzibel.

2. Fiir ein belicbiges Mafi ¢ ist X genau dann ¢’ -irreduzibel, wenn ¢’

durch v dominiert wird.
3. Ist (A) =0, gilt Y ({y : Py(1(A) < 00) > 0}) = 0.

4. Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ 1) ist dquivalent zu v, definiert durch

W) = [ Py, 4) ¢dy)
2

n>0

fiir alle A € S, mit einem Irreduzibilititsmaf ¢'.

Wir nennen ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit den Eigenschaften 1.-4. ein
mazximales Irreduzibilititsmaf. Im Folgenden bezeichnen wir Markov-Ketten
als y-irreduzibel, wenn sie @-irreduzibel fiir ein geeignetes Mafl ¢ sind und

1) ein maximales Irreduzibilitdtsmaf ist. Weiter schreiben wir
St = {AeS:¢(A) >0}

fir die Mengen mit positivem -Maf. Dabei sichert die Aquivalenz maxi-
maler IrreduzibilitdtsmaBe (Eigenschaft 4. in Prop. A) die Eindeutigkeit von
ST. Eine 1-irreduzible Markov-Kette heifit rekurrent, falls

Z P*"(z,A) = o

n>1
fir alle z € S und alle A € S gilt, und sie heiflt transient, wenn ihr Zu-

standsraum transient ist, d.h. wenn es eine abzdhlbare Uberdeckung des
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Zustandsraumes durch Mengen A;, ¢ > 1, und eine Schranke M > 0 mit der

Eigenschaft
d Pz, A) < M faxeA

n>1

gibt. Es gilt (s. [19], Theorem 8.2.5):

Theorem A.2. Jede y-irreduzible Markov-Kette ist entweder rekurrent oder

transient.

Weiter heifit eine Menge maximale Harris-Menge, wenn sie eine maxi-
male absorbierende Menge ist, so dass X bei Einschrinkung auf diese Menge
Harris-rekurrent ist. Dazu gibt es folgenden Zerlegungssatz (s. [19], Theorem

9.1.5 und Proposition 8.3.7):

Theorem A.3. Fulls X y-irreduzibel und rekurrent ist, konnen wir den

Zustandsraum der Kette zerlegen:
S = HUN,
wobei H # 0 eine maximale Harris-Menge und N eine 1-Nullmenge ist.

Ein o-endliches Maf3 m heifit stationdres oder invariantes Majs, falls fiir

alle Ae S

r P(A) = /S Pz, A) n(dz) = m(A)

gilt. Ist m ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, heifit es stationdre oder invariante
Verteilung. Dazu gibt folgende Ergebnisse (s. [19], Theoreme 13.3.3, 13.3.4,
17.0.1):

Theorem A.4. Fiir eine aperiodische Harris-rekurrente Markov-Kette X

mit invarianter Verteilung m gilt fiir jede Anfangsverteilung A

IPA(Xn €)= = 0.
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Theorem A.5. Ist X eine Harris-rekurrente Markov-Kette mit invarianter

Verteilung m und Periode d > 1, gilt fiir jede Anfangsverteilung A

[ frte -

Ist X jedoch nur t-irreduzibel mit Periode d > 1 und einer invarianten

Verteilung w, dann gibt es eine w-Nullmenge N, so dass fiir jede Anfangs-

verteilung A mit A\(N) = 0 gilt:

|55 [t ian -

Theorem A.6. Fir jede Harris-rekurrente Markov-Kette X, die eine inva-

n—oo
= 0.

riante Verteitlung besitzt, gilt
1 n
Jim ;g(Xk) = E. (9(Xp)) = /g dr

fast sicher fir jede Funktion g auf S mit [ |g| dm < co.

Aus diesen Theoremen ergibt sich, dass fiir eine Harris-rekurrente Kette
mit einer invariante Verteilung Letztere eindeutig bestimmt ist. Unter gewis-
sen Ergodizitdtsbedingungen an die Kette und einer Beschrankheitsbedingung
an die Funktion g erhélt man den zentralen Grenzwertsatz und das Gesetz

vom iterierten Logarithmus fiir die Funktion g:

JL? 5 (sl - [oar) - v,
lim inf S Zn:(g(Xk)—/g d7r> - 1 P-fs,
lim sup ; Zn:(g(Xk)—/g d7r> =1 P—fs.,

wobei 7, eine von g abhéingige Konstante ist, die sich durch die Beschrinkheits-

bedingung an g ergibt.
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