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1 FEinleitung

1 Einleitung

Schon seit der Antike, insbesondere nach Begriindung der Naturphilosophie, fragten sich
die Menschen wodurch die vier Elemente: Feuer, Erde, Wasser und Luft entstehen und
unter welchen Bedingungen sich diese ineinander umformen. Dies ist auch heute noch
ein aktueller Forschungsschwerpunk der statistischen Physik, bei der die sogenannten
Phaseniibergénge von Atomen und Molekiilen untersucht werden. Die Modelle der sta-
tistischen Physik sind durch sind durch die Anzahl der Freiheitsgrade s bestimmt, was
im Allgemeinen bei der nummerischen Berechnung Probleme bereiten kann. Durch die
Einfiihrung von Pfadintegralen lésst sich dieses Problem 16sen. Dies wird im weiteren
Verlauf dieser Arbeit deutlich.

2 Begriffe aus der statistischen Physik

2.1 Statistisches Ensemble

Zur Beschreibung eines isolierten Systems mit s Freiheitsgraden werden zum einen ge-
neralisierte Koordinate

(j‘: <q17q27"'7QS) (21)

und die zugehorigen generalisierten Impulse:

ﬁ: (p17p27~--7ps)- (22)

Zusammen spannen sie den sogenannten Phasenraum auf. Jeder Mikrozustand des Sys-
tems entspricht dann einem bestimmten Phasenpunkt 7 = (¢, p) des Phasenraums. Die
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Menge aller Punkte, die das Systems im Laufe der Zeit passiert, wird Phasentrajektorie
genannt. Fiir ein konservatives System, das nicht explizit Zeitabhéngig ist, ist die Pha-
sentrajektorie eine geschlossene Kurve, da die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen, die
dieses System beschreiben Differentialgleichungen 1. Ordnung und somit eindeutig 16s-
bar sind. In einem solchen Fall entspricht die Hamiltonfunktion der Energie des Systems.
Damit ist die Fléche, die von der Trajektorie umschlossen wird eine (2s—1)-dimensionale
Energiehyperfliche. Wird diese Fliche in Volumenelemte unterteilt, lisst sich mithilfe
der Dichteverteilungsfunktion p(q,p,t) die Haufigkeit angeben, wie oft das System ein
bestimmtes Volumenelement passiert. Werden diese Volumenelemente verkontinuierlicht
und wird die Verteilunsfunktion durch die gesamte Anzahl von Zusténden dividiert, 1asst
sich die Wahrscheinlichkeit angeben, mit der ein bestimmtes Volumenelement passiert
wird:

1
5= —p(q.P.1). 2.3
p Zp(q,p,) (2.3)

Dabei definiert Z = [ ... [ d®qd®pp)q, p,t) die Zustandssumme. Von einer kanonischen
Zustandssumme spricht man, wenn das isolierte System zusétzlich an ein Warmebad
angeschlossen wird.

In der Quantenstatistik wird der statistische Operator p eingefiihrt. Er ist gegeben durch:

~—

_ﬂﬁ

P:Z

(2.4)

Die Zustandssumme Z berechnet sich aus Sp(e‘ﬂﬁ)

2.2 Phaseniibergange

Der Begriff Phase beschreibt in der Thermodynamik einen moglichen makroskopischen
Zustand eines Materials bzw. eines Systems im thermischen Gleichgewicht. Der Zu-
stand selbst hingt von den dufseren Bedingungen ab. Diese Unterschiede spiegeln sich
beispielsweise in den Aggregatzustdnden oder die in dieser Arbeit behandelte Magneti-
sierung (Paramagnet, Ferromagnet, Antiferromagnet). Die duferen Parameter, wie die
Temperatur T', der Druck p oder das Magnetfeld B bewirken in den sogenannten kriti-
schen Bereichen einen Phaseniibergang.

Experimente zeigen, dass es verschiedene Typen von Phaseniibergiangen gibt. Der Phy-
siker Ehrenfest beschloss im Jahr 1933 den Phaseniibergingen eine Ordnung zuzuschrei-
ben. Dabei besagt ein Phaseniibergang n—ter Ordnung nur, dass die n — 1-te Ableitung
eines thermodynamischen Potentials nach ihren natiirlichen Variablen verschwindet.
Ein wichtiger Begriff, der im Zusammenhang der Phaseniibergdnge erwahnt werden muss
ist eine Ordnungsparameter. Dieser gibt Aussagen iiber die Ordnungen im System. Am
Beispiel der freien Energie F' = UpS lasst sich das leicht veranschaulichen. Dabei ist U
die innere Energie und S die Entropie des Systems. Im Gleichgewicht muss die freie Ener-
gie ein Minimum annehmen. Giinstig wére also eine kleine innere Energie, was mit einer
hohen Ordnung der Teilchen im System korreliert (z.B. die Ausrichtung der Spins paral-
lel zu einem duferen Magnetfeld). Andererseits wire auch eine moglichst hohe Entropie
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giinstig, was mit einer hohen Unordnung einhergeht. Dies erfordert einen Kompromiss,
der von der Temperatur abhingt. Hohe Temperaturen bewirken eine hohe Unordnung
und niedrige Temperaturen bewirken eine hohe Ordnung. Dadurch wird die Phase mit
niedrigerer Temperatur durch einen héheren Ordnungszustand ausgezeichnet.

2.3 Kritische Exponenten

Das Veralten von Phaseniibergingen 2.Ordnung lisst sich durch eine ganz bestimmte
Zahl charakterisieren. Diese Zahl nennt man kritischen Exponenten. Grofen wie die
Wairmekapazitiat oder die magnetische Suszeptibilitit lassen sich dadurch sehr leicht
ausdriicken. Wir fithren dazu die dimensionslose Grofe e ein:

T-Tc

€= T (2.5)

Te entspricht der kritischen Temperatur. Die Wiarmekapazitéit ist damit durch:
Cy~ (=)™ T <T¢ (2.6)
und
Cy ~ ()¢ T>1Te (2.7)
gegeben. Die Magnetische Suszeptibilitdt ergibt sich dann aus:
X~ (=)™ T <Te (2.8)
und

X~ (=)™ T>Te. (2.9)

2.4 Ising-Modell

Ising-Modell beschriebt die Wechselwirkung der Spins in einem Gitter mit einem dufseren
Magnetfeld und mit den benachbarten Spins S;. An jedem der N Gitterpunkte liegt
also ein permanentes magnetisches Moment p; = p.S;. Der Hamiltonoperator des Ising-
Modells lautet dann:

1,5 i

mit der Kopplunskonstante .J;; der benachbarten Spins. Dieser Operator wird im weiteren
Verlauf bei der Berechnung der Zustandsumme wichtig sein.
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3 Pfadintegrale

Pfadintegrale beschreiben eine alternative Formulierung der Quantenmechanik, bei der
beim Ubergang von einem Ort 2’ zu einem ander z {iber alle méglichen Wege integriert
wird. Abbildung 1 zeigt das Prinzip graphisch.

Ort 4

/
A

P

to=t' 1 t2 3 .. tn=t Zeit

Abbildung 1: Graphische Darstellung von Pfadintegralen

Das Pfadintegral berechnet sich aus der der Integraltion der Wirkung S:

z= [Doe(35(6) (3.1)

Z wird auch als das erzeugende Funktional bezeichnet. S(¢) ist die Wirkung des Feldes
¢. Man kann sie durch Integrations der Lagrangedichte berechnen.

S(¢) = /dx3£(x,t). (3.2)

Die Ableitungen der Funktionale nach einem externen Feld werden als Green’sche Funk-
tion G bezeichnet. n definiert die ordnung des Phaseniibergangs.

Mithilfe der Wickrotation, bei der man zu komplexe Zeiten tibergeht (¢ — i7) lisst sich
die Lagrangefunktion durch die Hamiltonfunktion ersetzen. Damit steht diese im Expo-
nenten des Funktionals dhnlich wie bei der Zustandsumme Z der kanonischen Gesamt-
heit. Es besteht also ein Zusammenhang zwischen Pfadintegralen und der statistischen
Physik. Es muss lediglich eine Substitution von it — ¢/ stattfindet. Diese sind durch
das Plancksche Wirkungsquantum verbunden. Der Einfachheit halber wird diese zu 1
gesetzt.
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4 lIsing-Modell und Pfadintegrale

Die kanonische Zustandssumme ist gegeben durch:
Z e PHWsiky — Z o2y Kijsisj+32; Hiss (4.1)
{si} {si}

es wird die Annahme gemacht, dass an allen Gitterpunkten das selbe Magnetfeld H; =
H. Die Magnetisierung des i-ten Gitterpunktes ergibt sich aus dem erzeugenden Funk-
tional:

1 0Z[H]
< 5 >= 4.2
ITZ0) 6H, |, (42)
Die Nettomagnetisierung M des gesamten Gitters ist definiert als:
1
M=— N S<s>= ZG(I (7). (4.3)

Die Suszeptibilitat berechnet sich aus:

oM 1 1 8*Z[H 1 §Z[H 11
=S v |z, s ) [~ s
OH N Z[0) 6H;6Hj | Z[0] 0H; |-, N pr
(4.4)
4.1 Berechnung der Zustandsumme
Zur Berechnung der Zustandssumme wird folgendes Integral benotigt:
1
/exp [—Ex + sx] = K exp [a’s”] . (4.5)
Sei V;; eine positiv definite Matrix. Dann ist:
1
/Hf\ilexp [—in\/;-;lxj + sixi] = K exp [s;Vi;s] . (4.6)

Damit haben wir die gekoppelten Spins auf der rechten Seite entkoppelt und stattdessen
mit der Integrationsvariablen x; verbunden.

Mithilfe der Hamiltionfunktion des Ising-Modells,der Abkiirzung K;; = 3J;; und Glei-
chung 4.6 berechnet sich die Zustandssumme zu

Z[H] = / Hd; exp [~1/42:5 ;] S exp [(zi + H)s (47)
1)

Der rechte Teil des zweiten Summanden:

Z exp(Hs;) = (4.8)
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liefert nur eine Konstante und wird im weiteren Verlauf ignoriert. Der andere linke teil
liefert:

Z exp(x;s;) = exp [Z In(cosh xl)] : (4.9)
(s} i

Um eine Analogie zur freien Feldtheorie herstellen zu konnen, wird die Koordinaten-
transformation z — x — H durchgefiihrt. Das Funktion ergibt sich dann aus:

Z|H] = exp [-H;K;'H;] - (4.10)

./Dx exp [— Z ;K95 + Incosh 2K + Hap;

Das Feld wird definiert zu v; = %Kijxj. Dies beschreibt einen Ubergang von diskreten
Gitterpunkten zu kontinuierlichen.
5 Freie Theorie

Um einen Bezug zur freien Theorie herstellen zu konnen, muss folgende Funktion in einer
Taylorreihe entwickelt werden:

1 1
Incoshz = ~a® — —a* + .. 5.1
ncoshz = a* — " + (5.1)

Damit schreibt sich das Funktional als:
1 2 1 4

Fiir ein freies skalares Feld gilt fiir die Lagrangedichte unter Einfluss eines externen
Feldes h:

L= A(V)® + A1 + Asss + hoh. (5.3)

Bis auf die Vorfaktoren entspricht das genau dem Funktional Z[H]. Das Ziel ist es £
durch kontinuierliche Felder ¢ zu beschreiben.

Z[H] ~ /ngexp {—/C[gb, H]} . (5.4)

Die Lagrangedichte ohne Wechselwirkungsfelder ist gegeben durch:

/Eo = Z%sz% — 2(Ky)*. (5.5)
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Als niitzliche Rechentechnik erweist hierbei der Wechsel in den Fourierraum.

1 )
b= ij exp(ikr)u (k) (5.6)

Kij = K(rs—r;) = % S explik(r: — ;)| K (k). (5.7)

Die k's entsprechen den reziproken Gittervektoren innerhalb der ersten Brilluinzone.
Damit ergibt sich fiir die Lagrangedichte:

/@ Z k) — 2K (K)[2] (k)b (—k). (5.8)

Nun werden die K (k) Terme bis zur zweiten Ordnung entwickelt. Dies ist zuldssig, da
die anderen Terme sowieso spéiter wegfallen. Damit folgt:
K(k) = Ko(1 — p*k?). (5.9)

Die Lagrangedichte lasst sich nun umschreiben zu:

= 37 Ko [(1 - 2K0) + (4(Ko — 1)) (k)i (—h). (5.10)

k

Fiir die Riicktransformation in den Ortsraum wird die Exponentialfunktion der Fourier-
reihe entwickelt:

= K(R)exp[ikR] = ZK zk;R) L (5.11)
R
Damit ergibt sich fiir den Gittervektor zweiter Ordnung

— Pk ~ ZK [1 — ~(kR) } (5.12)

Da die Wechselwirkung bislang nicht weiter spezifiziert wurde, beschrinken wir uns nur
auf die der néchsten Nachbarn. Der Spin habe v Nachbarn im Abstand a. Damit ergibt
sich der feste Abstand R = a. Kj;; ist definiert als 8J;;. Durch Koeffizientenvergleich
folgt:

= K(R)=18Jo (5.13)

und

1
Kop’k* = SK(R)(kR)® ~ Koa’k? (5.14)
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Damit ist p = a. Fiir ein bestimmtes K, verschwindet die Dichte bei k = 0:

1
ksTo

Ko =~BJo=~Jo (5.15)

1
ks

Dies ist der Punkt an dem die freie Theorie instabil wird. Tj ist aber genau die Tempe-
ratur, bei der der Phaseniibergang stattfindet. Hier entwickelt man die einzelnen Terme
um 7y herum:

1—-2Ky=¢€+... (5.17)
AKg—1=1+.. (5.18)
und
1

Mit den Definitionen ¢ = ptp und p? = p%e ergibt sich:

[ £0=5 X0+ wyoio(-b) (520)

Zuriick in den Ortsraum ergibt die Klein-Gordon Gleichung der freien Feldtheorie:

/ o= % / dz [(Ve)® + 126%] (5.21)

Damit ldsst sich ein s-dimensionales statistisches System auf ein d—dimensionales Pro-
blem reduzieren.

6 Berechnung von y

Als Beispiel wird zuletzt noch die Magnetische suszeptibilitit x berechnet. Nach Glei-
chung 4.4 benétigt man dazu die erste und zweite Ableitung des erzeugenden Funk-
tionals. Zuerst berechnen wir aber die Magnetisierung M, da sich diese aus der ersten
Ableitung nach H bei H=0 ergibt. Da die Ableitung proportional zu H ist verschwin-
det dies also an dieser Stelle. Durch einfaches Ableiten kann dies tiberpriift werden. Die
zweite Ableitung entspricht aber gerade dem der zwei-Punkt Green’schen Funktion, die
gegeben ist durch:

1 —1
=me e ~ € (6.1)

Die Magnetisierung ist Null unerhalb der kritischen Temperatur, was jedoch nicht ver-
wundert, da dies eine spontane Symmetriebrechung beschreiben wiirde. Die Selbstwech-
selwirkung kann allerdings erst bei einer ¢*-Theorie beschrieben werden.

Gy
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