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Dieser Seminarvortrag gibt eine Einführung in das Standardmodell der Kos-
mologie. Beginnend mit einer Wiederholung der grundlegenden Formeln zur Be-
schreibung der Entwicklung des Universums und der Thermodynamik wird ge-
prüft, ob die Annahme, dass das Universum als System im thermodynamischen
Gleichgewicht betrachtet werden kann, gerechtfertigt ist. Die Auswertung der
entwickelten Formeln für den Grenzfall ultrarelativistischer Teilchen liefert erste
Ergebnisse zur Beschreibung der Temperatur, der Teilchendichten und des Ska-
lenfaktors im frühen Universum. Aus der hergeleiteten Formel für die Entropie
können weitere Rückschlüsse über die Temperaturentwicklung gewonnen werden.
Die Beschreibung der Entkopplung von Teilchen gibt Aufschluss über die Ent-
wicklung der einzelnen Teilchensorten im Universum und ihrer Eigenschaften.
Abschließend wird die Boltzmann-Gleichung als Berechnungsinstrument thermo-
dynamischer Prozesse vorgestellt.

1 Grundlagen

Die Entwicklung des Universums wird mit
Hilfe der Friedmann-Gleichung

H2(t) +
k

R2
=

8πGρ

3
mit H(t) =

Ṙ(t)

R(t)

mit der Hubbelkonstante H, dem
Krümmungsparameter k, dem Skalen-

faktor R, der Gravitationskonstanten G
und der Energiedichte ρ beschrieben. Für
das frühe Universum, das in diesem Vortrag
betrachtet wird, kann der Krümmungsterm
vernachlässigt und die Friedmann-Gleichung
durch

H2(t) ≈ 8πGρ

3

dargestellt werden.
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Die Beschreibung des Universums mit
den Mitteln der Thermodynamik setzt vor-
aus, dass sich die einzelnen Teilchensorten
im thermodynamischen Gleichgewicht befin-
den. Dies kann durch den Vergleich zwischen
der Reaktionsrate Γ einer Teilchensorte und
der Expansionsrate des Universums H ab-
geschätzt werden. Für Γ � H kann ange-
nommen werden, dass eine Teilchensorte sich
im Gleichgewicht mit anderen Teilchen be-
findet.

2 Thermodynamische
Beschreibung

Die Ausdrücke für die Teilchendichte ni, die
Energiedichte ρi und den Druck pi einer Teil-
chensorte hängen von der Anzahl der Frei-
heitsgrade gi und der Verteilungsfunktion

fi(~p) =
1

e
Ei−µi
T ± 1

mit + für Fermionen und − für Bosonen
ab. Im homogenen und isotropen Universum
hängen diese Funktionen fi nur vom Betrag
des Impulses und nicht von seiner Richtung
und ebenfalls nicht vom Ort der Teilchen ab.
Desweiteren kann das chemische Potential
µ für das frühe Universum auf null gesetzt
werden, die Boltzmannkonstante wird wie
die Lichtgeschwindigkeit und das Planck-
sche Wirkungsquantum mit eins gleichge-
setzt. Die Teilchendichte ni, die Energiedich-
te ρi und der Druck pi können mit

ni =
gi

(2π)3

∫
fi(~p)d

3p

ρi =
gi

(2π)3

∫
Ei(~p)fi(~p)d

3p

pi =
gi

(2π)3

∫ |~p|2
3Ei(~p)

fi(~p)d
3p

berechnet werden. Eine analytische Be-
rechnung der Integrale ist für die bei-
den Grenzfälle einer nichtrelativistischen
und einer ultrarelativistischen Beschreibung
möglich. Für den nichtrelativistischen Fall
m� T lassen sich die Integrale zu

nnr = gi

(
mT

2π

) 3
2

e−
m
T

ρnr = m · nnr
pnr = T · nnr � ρnr

lösen. Dabei gibt es keine Unterschiede in der
Beschreibung für Bosonen und Fermionen.
Die mittlere Energie kann zu 〈E〉 = m+ 3

2
T

berechnet werden, was der thermischen
Energie eines punktförmigen Teilchens ent-
spricht. Es ist zu erkennen, dass die berech-
neten Größen für kleine Temperaturen T ex-
ponentiell unterdrückt werden. Die Energie-
dichte entspricht einer Massendichte und der
Druck ist zu vernachlässigen, es wird feste
Materie beschrieben. Für m� T muss zwi-
schen Bosonen und Fermionen unterschieden
werden. Für Bosonen ergeben sich die Aus-
drücke

nr =
ζ(3)

π2
giT

3

ρr =
π2

30
giT

4

pr =
ρr
3
.

Hier ist die Entwicklung der Energiedich-
te proportional zu T 4, was der Beschrei-
bung des Stefan-Boltzmann-Gesetzes für die
Energiedichte eines schwarzen Strahlers ent-
spricht. Die Berechnung für Fermionen

nr =
3

4

(
ζ(3)

π2
giT

3

)
ρr =

7

8

(
π2

30
giT

4

)
pr =

ρr
3
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Abbildung 1: Elementarteilchen des Stan-
dardmodells [1]

zeigt, dass der einzige Unterschied zu Boso-
nen in den Faktoren 3

4
bzw. 7

8
besteht.

Die Anzahl der Freiheitsgrade unterschei-
det sich für verschiedene Teilchensorten. Sie
ist abhängig von den Spinfreiheitsgraden,
der Farbladung und davon, ob ein Teil-
chen ein Antiteilchen hat. Für jedes der
sechs Quarks ergeben sich somit zwei Spin-
freiheitsgrade, drei Freiheitsgrade für die
möglichen Farbladungen und zwei weite-
re Freiheitsgrade, weil es zu jedem der
Quarks ein Antiquark gibt. Elektron, My-
on und Tauon haben keine Farbladung
und somit jeweils nur sechs Freiheitsgrade.
Die zugehörigen Neutrinos werden hier als
Majorana-Neutrinos, die ihre eigenen Anti-
teilchen sind, angenommen und haben somit
lediglich zwei Freiheitsgrade. Das masselose
Photon hat nur zwei Spinfreiheitsgrade.

Wenn nun eine Beschreibung mehrere
Teilchensorten statt der Beschreibung ein-
zelner Sorten stattfinden soll, kann zunächst
davon ausgegangen werden, dass der Bei-
trag der nichtrelativistischen Teilchen auf-

grund der exponentiellen Unterdrückung
vernachlässigt werden kann. Es kann also die
ultrarelativistische Beschreibung mit

ρr =
π2

30
g∗T

4 und pr =
ρr
3

gewählt werden. Dabei wird mit g∗ der resul-
tierende Freiheitsgrad beschrieben. Für eine
Energie, in der alle Teilchensorten relativi-
stisch sind, ergibt sich für diesen Freiheits-
grad

g∗(T = 1 TeV) = 28 +
7

8
· 90 = 106,75

und setzt sich aus 28 bosonischen und
90 fermionischen Freiheitsgraden zusammen,
wobei der Faktor 7

8
vom Unterschied der

Formeln zwischen Fermionen und Bosonen
herrührt. Im Fall, dass eine Teilchensorte aus
dem thermodynamischen Gleichgewicht aus-
gekoppelt, jedoch weiterhin relativistisch ist,
kann sie eine abweichende Temperatur besit-
zen. Die allgemeine Form für den Freiheits-
grad wird dann durch

g∗ =
∑

i=Bosonen

gi

(
Ti
T

)4

+
7

8

∑
j=Fermionen

gj

(
Tj
T

)4

berechnet.
Mithilfe der bis jetzt hergeleiteten Be-

ziehungen ist es möglich, den Hubblepa-
rameter zu einer bestimmten Temperatur
zu berechnen. Einsetzen in die vereinfachte
Friedmann-Gleichung liefert

H = 1,6
√
g∗
T 2

mPl

mit der Planckmasse mPl. Mit R(t) ∝
√
t

lässt sich außerdem eine Relation zwischen
Temperatur und Zeit nach dem Urknall her-
leiten,

t = 0,301
mPl√
g∗T 2

.
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3 Entropie

Nun ist das Ziel, einen Ausdruck für die
Entropie anzugeben und aus diesem weitere
Eigenschaften des thermodynamischen Sy-
stems abzuleiten. Beginnend mit der diffe-
rentiellen Definition der Entropie

dS(V,T ) =
1

T
[d(ρ(T )V ) + p(T )dV ]

=
∂S(V,T )

∂V
dV +

∂S(V,T )

∂T
dT

ist es möglich, die beiden partiellen Ablei-
tungen nach V und T zu identifizieren:

∂S(V,T )

∂V
=

1

T
(ρ(T ) + p(T ))

∂S(V,T )

∂T
=
V

T

dρ(T )

dT
.

Desweiteren ist es möglich

∂2S(V,T )

∂V ∂T
=
∂2S(V,T )

∂T∂V

zu fordern. Das Einsetzen der partiellen Ab-
leitungen in diese Gleichung liefert die Be-
ziehung

dp =
ρ+ p

T
dT,

welche in obiges Entropiedifferential einge-
setzt werden kann. Durch Integration lässt
sich damit mit

S(V,T ) =
V

T
(ρ+ p)

eine Formel für die Entropie herleiten. Wenn
die Beziehung zwischen dp und dT in den
ersten Hauptsatz der Thermodynamik

d [(ρ+ p)V ] = V dp

eingesetzt wird, ergibt sich der Ausdruck

d

[
V

T
(ρ+ p)

]
= 0.

Damit kann gefolgert werden, dass im lo-
kalen thermodynamischen Gleichgewicht die
Entropie pro mitbewegtem Volumenelement
erhalten ist. Die Entropiedichte s = S

V

für relativistische Teilchen lässt sich in
Abhängigkeit der Temperatur T und dem re-
sultierenden Freiheitsgrad der Entropie

gs∗ =
∑

i=Bosonen

gi

(
Ti
T

)3

+
7

8

∑
j=Fermionen

gj

(
Ti
T

)3

zu

s =
4

3

ρr
T

=
4

3

π2

30
gs∗T

3 =
2π2

45
gs∗T

3

bestimmen. Die Entropieerhaltung impli-
ziert s ∝ R−3 und damit lässt sich die An-
zahl der Teilchen in einem Volumenelement
durch

N ≡ R3n ≡ n

s

beschreiben. Aus S ∝ gs∗T
3R3 = const. folgt

außerdem

T ∝ (gs∗)
− 1

3 R−1.

Das heißt, dass die Temperatur der Teil-
chen im thermodynamischen Gleichgewicht
antiproportional zur Entwicklung des Ska-
lenfaktors verläuft, solange sich die resul-
tierende Anzahl der Freiheitsgrade nicht
verändert.Eine Veränderung findet statt,
falls eine Teilchensorte nichtrelativistisch
wird, oder die Temperatur einer Teilchensor-
te von der Photonentemperatur abweicht.

4 Entkopplung

Der Prozess, in dem eine Teilchensorte das
thermodynamische Gleichgewicht verlässt,
wird als Entkopplung bezeichnet. Die Tem-
peraturentwicklung findet dann unabhängig
von der des im Gleichgewicht befindli-
chen Systems statt. Für masselose Teilchen

4



verändert sich die Temperatur mit T ∝ R−2,
für massive Teilchen mit T ∝ R−2.
Als ein Beispiel für Entkopplung kann die
Neutrinoentkopplung beschrieben werden.
Neutrinos werden durch Reaktionen wie

ν̄e + νe → e+ + e−

im Gleichgewicht gehalten. Sie interagie-
ren über die schwache Wechselwirkung mit
den anderen Teilchen im Gleichgewicht. Der
Zeitpunkt der Entkopplung kann über das
Verhältnis der Reaktionsrate der Neutrinos
und der Expansionsrate des Universums be-
schrieben werden. Wenn dieses eins ist, kann
von einer Entkopplung ausgegangen werden.
Mit dem Wirkungsquerschnitt für die schwa-
che Wechselwirkung

σ ≈ G2
FT

2

folgt

Γ

H
∼ nσv

T 2/mPl

∼ G2
FT

5

T 2/mPl

∼
(

T

1 MeV

)3

.

Durch genauere Rechnungen lässt sich zei-
gen, dass die Entkopplungsprozesse der drei
Neutrinoarten bei Temperaturen knapp über
1 MeV stattfinden. Aufgrund der Formeln
für die Temperaturentwicklung der Teilchen
im Gleichgewicht

T ∝ (gs∗)
− 1

3 R−1

und entkoppelter, masseloser Teilchen

Tm=0 ∝ R−1

lässt sich erkennen, dass die Entkopplung
der Neutrinos nicht an ihrer Temperatur zu
erkennen ist, so lange gs∗ konstant bleibt.

Wenn die Neutrinos entkoppelt sind, be-
finden sich nur noch die Elektronen, ihre
Antiteilchen die Positronen und die Photo-
nen im thermodynamischen Gleichgewicht.

Elektronen und Positronen entkoppeln kurz
nach den Neutrinos bei Temperaturen um
1 MeV, wenn die Energie eines Photons nicht
mehr für die Paarbildung ausreicht. Der ef-
fektive Freiheitsgrad der Entropie gs∗ ändert
sich, während die Entropie im Volumenele-
ment, wie oben gezeigt, konstant bleibt. Es
findet ein Entropietransfer zu den Photo-
nen, den einzig im Gleichgewicht verbliebe-
nen Teilchen, statt. Dieser lässt sich bestim-
men, wenn die resultierenden Freiheitsgra-
de der Entropie vor und nach der Entkopp-
lung der e± betrachtet werden. Vor der Ent-
kopplung tragen Elektronen, Positronen und
Photonen zu diesem bei, so dass

(gs∗)>1MeV = 2 · 2 · 7

8
+ 2 =

11

2
,

nach der Entkopplung lediglich die Photonen

(gs∗)<1MeV = 2.

Wegen der Entropieerhaltung gilt(
gs∗ (RT )3

)
>1MeV

=
(
gs∗ (RT )3

)
<1MeV

und somit lässt sich

(RT )<1MeV =

(
11

4

) 1
3

(RT )>1MeV

∼ 1,4(RT )>1MeV

herleiten. Da die bereits entkoppelten Neu-
trinos nicht am Entropietransfer partizipie-
ren gilt nach Abschluss der Entkopplung der
Elektronen die Beziehung

Tν =

(
4

11

) 1
3

Tγ

zwischen den Temperaturen von Neutri-
nos ν und Photonen γ. Da der Pho-
tonenhintergrund im heutigen Universum
auf Tγ = 2,73 K bestimmt werden kann,
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Abbildung 2: Temperaturentwicklungen im
Zeitraum der e±-Entkopplung
[3]

ließe sich ein Neutrinohintergrund von
Tν = 1,95 K erwarten. Dieser ist jedoch nicht
experimentell bestimmt worden. Dies kann
zum einen daran liegen, dass niederenergeti-
sche Neutrinos nur extrem selten über die
schwache Wechselwirkung reagieren. Zum
anderen legen Experimente zur Neutrinoos-
zillation nahe, dass Neutrinos nicht masse-
los sind. Dies würde in einem schnelleren
Abfall der Temperatur seit der Entkopp-
lung, die in der Frühphase des Universums
stattfand, resultieren. Ein möglicher Neu-
trinohintergrund bestände aus nichtrelativi-
stischen Neutrinos mit deutlich geringerer
Temperatur.

Durch den Entropietransfer ist die Pho-
tonentemperatur nicht erhöht worden, son-
dern es wurde lediglich ihr lediglich ihr
Abfallen verlangsamt. Die Entwicklung der
beiden Temperaturen im Zeitraum der e±-
Entkopplung ist in Abbildung 2 aufgetragen.
Die Entwicklung der Teilchen im Thermody-
namischen Gleichgewicht kann mit Hilfe der
Entwicklung der effektiven Freiheitsgrade in
Abbildung 3 anschaulich gemacht werden.
Bei Temperaturen von 1 TeV sind alle Teil-

55 3. Thermal History

7
8 ⇥ 12 = 96.25. The Higgs boson and the gauge bosons W±, Z0 annihilate next. This happens

roughly at the same time. At T ⇠ 10 GeV, we have g? = 96.26 � (1 + 3 · 3) = 86.25. Next,

the bottom quarks annihilate (g? = 86.25 � 7
8 ⇥ 12 = 75.75), followed by the charm quarks

and the tau leptons (g? = 75.75 � 7
8 ⇥ (12 + 4) = 61.75). Before the strange quarks had

time to annihilate, something else happens: matter undergoes the QCD phase transition. At

T ⇠ 150 MeV, the quarks combine into baryons (protons, neutrons, ...) and mesons (pions, ...).

There are many di↵erent species of baryons and mesons, but all except the pions (⇡±, ⇡0) are

non-relativistic below the temperature of the QCD phase transition. Thus, the only particle

species left in large numbers are the pions, electrons, muons, neutrinos, and the photons. The

three pions (spin-0) correspond to g = 3 · 1 = 3 internal degrees of freedom. We therefore get

g? = 2 + 3 + 7
8 ⇥ (4 + 4 + 6) = 17.25. Next electrons and positrons annihilate. However, to

understand this process we first need to talk about entropy.

Figure 3.4: Evolution of relativistic degrees of freedom g?(T ) assuming the Standard Model particle content.

The dotted line stands for the number of e↵ective degrees of freedom in entropy g?S(T ).

3.2.3 Conservation of Entropy

To describe the evolution of the universe it is useful to track a conserved quantity. As we will

see, in cosmology entropy is more informative than energy. According to the second law of

thermodynamics, the total entropy of the universe only increases or stays constant. It is easy to

show that the entropy is conserved in equilibrium (see below). Since there are far more photons

than baryons in the universe, the entropy of the universe is dominated by the entropy of the

photon bath (at least as long as the universe is su�ciently uniform). Any entropy production

from non-equilibrium processes is therefore total insignificant relative to the total entropy. To

a good approximation we can therefore treat the expansion of the universe as adiabatic, so that

the total entropy stays constant even beyond equilibrium.

Abbildung 3: Entwicklung der effektiven
Freiheitsgrade [2]

chen relativistisch und im thermodynami-
schen Gleichgewicht, der effektive Freiheits-
grad beträgt, wie oben berechnet, 106,75.
Die Top-Quarks als schwerste Teilchen des
Standardmodells werden zuerst nichtrelati-
vistisch, weshalb die Anzahl der Freiheits-
grade sinkt. Die W±−, Z0− und Higgs-
Bosonen sind die nächsten Teilchen, die,
in etwa zum selben Zeitpunkt nichtrelati-
vistisch werden. In der Grafik ist zu er-
kennen, dass auch die Zeitpunkte, an de-
nen die Charm- und Bottom-Quarks so wie
das Tauon entkoppeln, angegeben sind. Für
die drei leichtesten Quarks ist dies nicht
der Fall, es ist jedoch ein starker Abfall
der Freiheitsgrade zu erkennen. Dies liegt
daran, dass die Quarks bei Temperaturen
um 150 MeV ihre asymptotische Freiheit ver-
lieren und hadronisieren. Da die Hadronen
mit Ausnahme der Pionen nichtrelativistisch
sind, kommt es zu einem starken Abfall der
Freiheitsgrade. Aufgrund der abweichenden
Temperatur der relativistischen Neutrinos
gegenüber der Photonentemperatur kommt
es nach der Entkopplung der e± zu einer Ab-
weichung zwischen den beiden Freiheitsgra-
den g∗ und gS∗ (gestrichelte Linie) in denen
das Verhältnis dieser Temperaturen zu ver-
schiedenen Potenzen eingehen.
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5 Die Boltzmann-Gleichung

Wenn eine genauere Beschreibung der
Entkopplungsprozesse erfolgen soll, ist es
zweckmäßig, die Boltzmann-Gleichung

L̂[f ] = C[f ]

anstatt der Näherung Γ < H zu verwen-
den. Der Liouville-Operator in der Gleichung
kann in der FRW-Metrik mit Homogenität
und Isotropie die Raumes durch

L̂[f(E,t)] = E
∂f

∂t
+ 3

Ṙ

R
|~p|2 ∂f

∂E

ausgedrückt werden. Er hängt also von der
Energie einer Teilchensorte, der Verteilungs-
funktion, dem Impuls und dem Skalenfaktor
ab. Für die Boltzmann-Gleichung folgt da-
mit

dn

dt
+ 3

Ṙ

R
n =

g

(2π)3

∫
C[f ]

d3p

E
.

Der Kollisionsterm auf der rechten Seite der
Gleichung kann für den Prozess ψ+a+ ...↔
i+j+... bei der Annahme, dass CP-Invarianz
herrscht und ein System ohne Bose-Einstein
Kondensation und Fermi-Entartung, also
ohne mehrfach besetzte Zustände, betrach-
tet wird, wie folgt beschrieben werden:

g

(2π)3

∫
C[f ]

d3pψ
Eψ

=

=−
∫
dΠψdΠa · · · dΠidΠj · · · (2π)4 |M |2 ·

· δ4(pψ + pa + · · · − pi − pj · · · )·
· [fa · · · fψ − fifj · · · ]

Dabei wird mit dΠi über alle Teilchensorten
im thermodynamischen Gleichgewicht inte-
griert. Das Matrixelement |M |2 beschreibt
die Übergangswahrscheinlichkeiten der Teil-
chen in den vorhandenen Reaktionen, die

Abbildung 4: Ausfrieren der massiven Teil-
chen. [3]

Terme fi beschreiben die Phasenraumdich-
ten der enthaltenen Teilchenarten und die
vierdimensionale Deltadistribution sorgt für
die Viererimpulserhaltung. Wenn nur der
Prozess ΨΨ̄ → XX̄, also die Annihilation
von Teilchen und Antiteilchen mit anschlie-
ßender Paarbildung, betrachtet wird, lässt
sich die Boltzmann-Gleichung vereinfachen
und es können weitere Schlüsse gezogen wer-
den. Mit den Skalierungen auf die dimensi-
onslosen Größen Y = n

s
und x = m

T
folgt für

die Boltzmann-Gleichung für die beschriebe-
ne Reaktion

dY

dx
=
−x〈σv〉s

H

(
Y 2 − Y 2

EQ

)
Die Änderung von Y , der Teilchenanzahl,

nach x, das mit sinkender Temperatur steigt,
hängt also vom Wirkungsquerschnitt der Re-
aktion σ, der Geschwindigkeit v, der Entro-
piedichte und dem Hubble-Parameter ab.
Der Faktor YEQ ist der Wert von Y für die
Teilchen im thermodynamischen Gleichge-
wicht. Wie in Abbildung 4 zu erkennen, sinkt
die Teilchenzahl im Gleichgewicht stark ab
(durchgezogene Linie). Wenn eine Teilchen-
sorte entkoppelt, verläuft Y wie in den ge-
strichelten Linien dargestellt. Der Zeitpunkt
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des Entkoppelns wird durch eine Erhöhung
des Wirkungsquerschnitts nach hinten ver-
schoben, was die Teilchenanzahl nach der
Entkopplung verringert.

6 Zentrale Ergebnisse

Als erstes zentrales Ergebnis kann fest-
gehalten werden, dass das Verhältnis aus
Reaktions- und Expansionsrate Aufschluss
darüber gibt, ob ein lokales thermodyna-
misches Gleichgewicht vorliegt. Desweite-
ren wurde gezeigt, dass nur relativistische
Teilchen als Teil des Gleichgewichts be-
trachtet werden müssen, da das Vorkom-
men von nichtrelativistischen Teilchen ex-
ponentiell unterdrückt wird. Eine Betrach-
tung des Universums als System im thermo-
dynamischen Gleichgewicht ist nur in den
ersten Minuten nach dem Urknall bei ent-
sprechend hohen Energien gerechtfertigt. Je-
doch bestimmen die Ereignisse in diesem
Zeitraum alle weiteren Entwicklungen im
Universum. Im lokalen Gleichgewicht ist die
Entropie pro mitbewegtem Volumenelement
erhalten, was beim Entkoppeln einer Teil-
chensorte Auswirkungen auf die Gleichge-
wichtstemperatur hat. Schließlich wurde ge-
zeigt, dass die Reaktionsrate einer Teilchen-
sorte die Häufigkeit dieser nach dem Entkop-
peln bestimmt.
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