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1 Uberblick

In diesem Vortrag geht es um die Darstellungstheorie der Lorentzgruppe. Sie ist ei-
ne Lie-Gruppe. Wesentliche Aussagen ergeben sich also schon aus der Betrachtung der
infinitesimalen Operatoren. Im Mittelpunkt steht die Klassifikation der endlichdimen-
sionalen, irreduziblen Darstellungen der eigentlichen und vollstdndigen Lorentzgruppe.

Im zweiten Kapitel werden die betrachteten Gruppen vorgestellt, physikalisch motiviert
und es wird eine Parametrisierung der eigentlichen Lorentzgruppe angegeben. Im drit-
ten Kapitel werden zunéchst einige Grundlagen der Darstellungstheorie wiederholt und
es werden die wichtigsten Sétze, die zur Untersuchung Liescher Gruppen bendétigt wer-
den, bereitgestellt. Nachdem aus der in Kapitel 2 angegebenen Parametrisierung die
Vertauschungsrelationen der infinitesimalen Operatoren der eigentlichen Lorentzgrup-
pe berechnet wurden, werden die endlichen, irreduziblen Darstellungen der eigentlichen
Lorentzgruppe klassifiziert. Es schlieit sich eine Untersuchung der Produkte dieser an.
Die Klassifikation der endlichen, irreduziblen Darstellungen der vollstdndigen Lorentz-
gruppe erfolgt dann unter Ausnutzung der Ergebnisse, die wir fiir die eigentliche Lor-
entzgruppe erhalten haben und aus der Tatsache, dass jedes Element der vollstédndigen
Lorentzgruppe aus Spiegelungsoperator und einer eigentlichen Lorentztransformation
zusammengesetzt werden kann.



2 Allgemeines zur Lorentzgruppe und ihren
Untergruppen

2.1 Die Lorentzgruppe

-1 0 0 O

) 0 1 00

Def 2.1.1. Sei G = 0 01 0
0 0 01

Dann bezeichnet man die Menge L := {A € R4 ATGA = G} als Lorentzgruppe.

Bem 2.1.2. Wie die Bezeichnung suggeriert, bildet L eine Gruppe bzgl. der iiblichen
Matrixmultiplikation. Auf natiirliche Weise, kann man L als Gruppe von linearen Ab-
bildungen R* — R* auffassen. L enthilt insbesondere die Raumspiegelung G und und

1 0 0 0

. o 0 -1 0 0
die Zeitspiegelung P = 0 0 -1 0
0 0 0 -1

Die Bedingung ATGA = G ist dquivalent zu (Az|GAy) = (z|Gy) ! und (-|G-) stellt ein
Minkowski-Skalarprodukt 2 fiir den R* dar.

Interpretation 2.1.3. In der relativistischen Physik beschreibt L die Raum-Zeit- Trans-
formationen. Die erste Koordinate wird dabei mit der Zeit identifiziert. Die anderen drei
mit den kartesischen Raumrichtungen. Dies motiviert die folgende Definition von Min-
kowski.

Def 2.1.4. Sei M ein Minkowski-Raum, sei x € M und bezeichne [-|-] das zugehorige
Minkowskiskalarprodukt:

[z]z] <0 & r zeitartig

[z]z] = 0Nz # 0 < x lichtartig

[z|z] > 00Uz =0 < x raumartig

Bem 2.1.5. Zeitartige Vektoren lassen sich an Hand ihrer ersten Koordinate in zukiinftig
und vergangen Kklassifizieren.

(.-} ist das iibliche Skalarprodukt auf dem R™
2im Anhang findet man die Definition eines Minkowskiraums und eines Minkowski-Skalarprodukts



2.2 Wichtige Untergruppen der Lorentzgruppe

Bem 2.2.1. Sei A € L Und sei Aj; der Eintrag oben links der Matrix A:
A >21UA; < ~1
det A=1Udet A= -1

Def 2.2.2. L' :=Ln {A € R4 Ay > 1} bildet eine Untergruppe der Lorentzgruppe
und wird als vollsténdige Lorentzgruppe bezeichnet.

Bem 2.2.3. Die Elemente der vollstindigen Lorentzgruppe bilden zukiinftige (vergan-
gene) Vektoren auf zukiinftige (vergangene) ab. Insbesondere enthilt die vollsténdige
Lorentzgruppe die Raumspiegelung P.

Def 2.2.4. Ll =L"n {A € RY4 | det A = 1} ist eine Untergruppe der Lorentzgruppe
und wird als eigentliche Lorentzgruppe bezeichnet.

Bem 2.2.5. Es gilt:
_ 7l 7 7 T
L=L,UPL, UGL, UPGL,
L'=rlupL!
Die zweite Gleichung wird spéter bei der Klassifikation der endlichen, irreduziblen Dar-
stellungen der volsténdigen Lorentzgruppe verwendet.

2.3 Definition einer Lie-Gruppe und Parametrisierung der
eigentlichen Lorentzgruppe

Def 2.3.1. 3 Eine topologische Gruppe G, heifit Liesche Gruppe, wenn man ihre
Elemente durch endlich viele Parameter beschreiben kann.

Satz 2.3.2. Lj_ ist eine Liesche Gruppe. Man kann sie durch 6 Parameter beschreiben.*
Auflerdem existiert eine Parametrisierung
p:0,7)* x[0,1)* — LE_ mit:

10 0 0

Dy :=p(z,0,0,0,0,0) = 8 (1) CO(;Z‘ sir?x = Drehung um z1-Achse
0 0 —sinz cosxzx
1 0 0 0

Dy :=p(0,2,0,0,0,0) = 8 COSJ: (1) B s(i)nx = Drehung um x2-Achse
0 cosz 0 sinz

3Diese Definition ist fiir unsere Zwecke ausreichend. Im Anhang befindet sich die mathematisch priziese
Definition.
4Das findet man direkt bei der Betrachtung der Definition.



1 0 0 0
0 cosx sinz O] .
D3 :=p(0,0,2,0,0,0) = 0 —sine cose 01 Drehung um x3-Achse
0 0 0 1
1 —x
1—z2 1—z2 00
—x 1 0 0
Ly :=p(0,0,2,0,0,0) = \/169:2 16902 L0 =Lorentzboost in z1-Richtung
0 0 01
L_ 0 = 0
1—z2 V1—z2
0 1 0 ol . . .
Ly :=p(0,0,0,0,2,0) = a 1 = Lorentzboost in x2-Richtung
2 0 2 O
11—z 11—z
0 0 0 1
1 —x
1—22 00 1—a2
0 1 0 0 . . .
L3 :=p(0,0,0,0,0,2) = 0 0 1 0 = Lorentzboost in z3-Richtung
—x 1
1—z2 00 1—x2

Interpretation 2.3.3. Der Lorentzboost L; beschreibt in der relativistischen Physik
die Raumzeittransfromation von einem Inertilasystem ) ; in ein Inertialsystem ), ,
dass sich mit der in ), gemessenen Geschwindigkeit v = ¢ -z in z1-Richtung bewegt.



3 Darstellungstheorie der eigentlichen und
vollstandigen Lorentzgruppe

3.1 Wichtige Definitionen der Darstellungstheorie

Def 3.1.1. Sei G eine Gruppe, V ein R/C-Vektorraum und GL(V'), die Gruppe der
Isomorphismen V — V:

Ein Gruppenhomorphismus D : G — GL(V) heifit Darstellung von G auf dem
Trigerraum V. dim(V) ist die Dimension der Darstellung.

Bem 3.1.2. Ordnet man jedem Element einer Gruppe die Identitdt zu, so erhélt man
eine Darstellung. Diese heifit Einsdarstellung.

Wir hatten die Lorentzgruppe als Gruppe von Matrizen eingefiithrt. Da man diese als
Isomorphismen R* — R* ansehen kann, ist auf triviale Weise eine Darstellung auf dem
R* erklirt. Diese heift Vektordarstellung.

Def 3.1.3. Sei G eine Gruppe und Dy, Do Darstellungen von G auf den Vektorrdumen
Vi und Vs
D1 Aquivalent zu Dy < 3 Isomorphismus T: Vi — Va: Da(g) = TD1(g9)T ! Vg€ G

Def 3.1.4. Sei G eine Gruppe und sei D eine Darstelung von G auf dem Vektorraum
V.

D irreduzibel < es gibt keinen nichtrivialen Untervektorraum von V', der invariant
unter D(g) Vg € G

3.2 Wichtige Satze und Definitionen zur Darstellungstheorie
Liescher Gruppen

Def 3.2.1. Sei GG, eine Liesche Gruppe, die mit n Parametern beschrieben werden kann.
Sei D eine Darstellung von G auf einem Vektorraum V. Da G, eine Liesche Gruppe
ist, kann man D als Abbildung R” — C**4 ansehen. Auerdem gelte D(0) = E 1

Man nennt g—{ghzo € C¥4, i ¢ {1,2,...,n} iter infinitesimaler Operator der Dar-
stellung D.

Satz 3.2.2. Seien D und Dy Darstellungen einer Liegruppe Gy, auf einem Vektorraum
%
Die infinitesimalen Operatoren von Dy und Dy stimmen iiberein = D1 = Doy

LE bezeichnet die Einheitsmatrix



Bem 3.2.3. Die infinitesimlaen Operatoren legen die Darstellungen also eindeutig fest.
Auflerdem gibt es ein Verfahren mit dem man aus den infinitesimalen Operatoren die
Darstellung berechnen kann.

Satz 3.2.4. Die zu einer Darstellung D einer Liegruppe G, gehdrenden infinitesimalen
Operatoren I; geniigen den Vertauschungrelationen:
Ll — I1I; = Zcijkfi-

(2
Die Konstanten Cj;;, sind dabei von der betrachteten Darstellung unabhéingig.

Satz 3.2.5. Esseien A1, Ao, ..., A, auf einem Vektorraum V erklirte lineare Operatoren.
Erfiillen diese die Vertauschungsrelationen

AjAr — AA; = 3 CipAr,

(2
denen auch die infinitesimalen Operatoren I; geniigen, so sind die Operatoren A; die
infinitesimalen Operatoren einer auf dem Raum V erkliarten Darstellung D der Gruppe
Gr.

Bem 3.2.6. Satz 3.2.5, Satz 3.2.2 und Bemerkung 3.2.3 kénnen dazu verwendet werden
um Darstellungen einer Liegruppe zu finden.?

3.3 Infinitesimale Operatoren der eigentlichen Lorentzgruppe

Satz 3.3.1. Der ite infinitesimale Operator der eigentlichen Lorentzgruppe
bzgl. der Parametrisierung p aus Satz 2.3.2 ist gegeben durch:

00 0 O
5 —=2op _doy [0 0 00
L= 9z 12=0 = "gz 12=0= [ g o (o 1
00 -1 0
L= (=€ —e3 3
I3 := %b:o = €12 — €21
0 -1 0 0
J, . 9D _dly _[-1 0 00
1= Gy 12=0 dz 12=0 0 0 0 0
0 0 00

. dL _
Jo 1= T2 |e=0 = —€02 — €20

25. Abschitt: Herleitung der endlichdimensionalen, irreduziblen Darstellungen der eigentlichen Lorent-

zgruppe.
3¢;; bezeichnet die Matrix, deren Eintriige iiberall Null sind auBer an der ijten und der jiten Stelle, wo
eine 1 steht.



J3 = dLs

= T2 =0 = —€03 — €30
Durch nachrechnen erhilt man die Vertauschungsrelationen *:
U, Ix] = —€jpd)
[Jjs Jk] = €jrdi

[, Ji] = =€y

Bem 3.3.2. Im folgenden werden Darstellungen auf C-Vektorrdumen untersucht. Die
folgenden Definitionen sind daher praktisch:

1
A = —§(Ik + iJk)

1 .
By, = _§<Ik —iJk)

Durch nachrechnen erhilt man die Vertauschungsrelationen:

[Aj, Ax] = €A
[Bj, Br| = €ju By
[Aj7 Bk] =0

Die Operatoren A; und By, definieren auf eindeutige Weise die Operatoren I und Jg.
Um Darstellungen zu finden (s. Bem. 3.2.6) kann man also Operatoren suchen, die die
Vertauschungsrelationen der Operatoren A; und By, erfiillen.

3.4 Klassifikation der endlichen, irreduziblen Darstellungen der
eigentlichen Lorentzgruppe

Bem 3.4.1. Um alle endlichdimensionalen Darstellungen der eigentlichen Lorentzgrup-
pe zu finden, muss man alle Operatoren finden, die den Vertauschungsrelationen aus
Satz 3.3.1 geniigen ° . Da wir endliche Darstellungen betrachten, werden die Operatoren
durch Matrizen représentiert. Operatoren, die die Vertauschungsrelationen erfiillen, sind
nach Satz 3.2.5 die infinitesimalen Operatoren einer Darstellung der eigentlichen Lorent-
zgruppe aus denen man nach Bemerkung 3.2.3 die Darstellungen berechnen kann. Gibt
es keinen nichttrivialen Untervektorraum, der unter allen infinitesimalen Operatoren in-
variant ist, dann definieren die infinitesimalen Operatoren eine irreduzible Darstellung.
Um die besagten Matrizen zu finden, werden wir folgenden Satz verwenden.

[, -] bezeichnet den gewshnlichen Kommutator von Matrizen
Sbzw. Operatoren die die Relationen aus Bemerkung 3.3.2 erfiillen



Satz 3.4.2. Es seien O1, O2 und O3 drei beliebige auf eienm Vektorraum V' definierte
Operatoren, die den Vertauschungsrelationen

[0, Oj] = €10k (3.1)
geniigen. Wir definieren: Og = O3, Oy = 101 — O2 und O_ = iO1 + O4. Dann gilt:
1. Unter den Eigenvektoren des Operators O gibt es einen Vektor e;, fiir den A e; =

0 gilt.

2. Fiir den zu e; gehorenden Eigenwert A gilt: A € —i - %

3. Der Vektor e; und die durch die Rekursionsformel

A_en =+/i(G+1) —m(m—Dem_1,(m=4,j—1,...,—j +1)

definierten weiteren Vektoren e;_1,e;_2...,e_; werden bei Anwendung von A, bzw.
Ay gemif

Arem = \/.7(.7 +1) = m(m + 1)emt1
Ay = —ime,,

transfomiert.

4. Fiir spétere Zwecke definieren wir: o), = VilG+1) —m(m—1)

Satz 3.4.3. Klassifikation der endlichen, irreduziblen Darstellungen der ei-
gentlichen Lorentzgruppe Sei 7 eine irreduzible Darstellung der eigentlichen Lor-
entzgruppe auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum. Dann gehort 7 zu einer
Aquivalenzklasse 7pg, (P,Q) € § x §).6

Bew 3.4.4. Man definiere Operatoren A und Bj analog zu Bemerkung 3.3.2 aus den
infinitesimalen Operatoren von 7. Diese erfiillen jeweils die Gleichung 3.1. Man definiere
die Operatoren A, , A_, Ay und B, B_, By wie im Satz 3.4.2.7

(1/2) = e € L mit Bye = —iQe, Q € §. Lg bezeichne den zugehérigen Eigenraum.
[A4;, Bj] =0 = L invariant unter A, A_, Ao.

AilLgs ALy, AolL, erfiillen Gleichung 3.1.

(1/2) = 3 epg € Lo mit By epg = —iP epg, P € %

SWas 1p¢ ist, wird im Beweis 3.4.4 klar. Hier: 0 € N
"Im folgenden bezeichent (i) den iten Teil von Satz 3.4.2

10



(3) = 3 Vektoren e,q, p = —P,—P +1, ..., P (das sind 2P+1 Vektoren) in Lg mit

Aoepg = —ipepq (3-2)

_ P
Avepq = api1€pt1Q

A_epq = azljep—lQ
Zu jedem dieser 2P+1 Vektoren kann man nach (3) durch Anwendung von B_ 2Q+1
weitere Vektoren e,q, ¢ = —Q, —Q + 1, ..., Q finden:

Boepq = —igepq (3.3)

_ @
Biepg = agiiepgrt

_ Q@
B_epq = af epg—1

Wendet man B¢~ 7 auf die Gleichungen 3.2 an, so erhélt man die Wirkweise der Opera-
toren Ay, A_, Ap auf die neuen Vektoren:

Apepg = —ipepq (3.4)
P
Ayepg = apyieprig

_ P
A_epg = Qp Ep—1q

Aus den Gleichungen 3.2, 3.3, 3.4 schliefit man: Die lineare Hiille der Vektoren

epgy p=—P,—P+1,...P,q=—-Q,—Q +1,...,Q, ist invariant unter A, A_, Ay, By,
B_, By, damit auch unter den A; und Bj; und damit auch unter den infinitesimalen
Operatoren von 7. Da 7 irreduzibel angenommen wurde, muss dann L = V gelten und
die Vektoren e,, definieren eine Basis von V. Diese Basis wird kanonische Basis ge-
nannt. In der kanonischen Basis sind die Matrizen der Operatoren Ay, A_, Ay, By, B_,
By durch die Gleichungen 3.2, 3.3, 3.4 gegeben und damit auch die der infinitesimalen
Operatoren.

7 kann man also eindeutig ein Zahlenpaar (P,Q) € % X % zuordnen. (P,Q) definiert eine
Aquivalenzklasse von Darstellungen 7pg, deren Elemente die Dimension (2P+1)(2Q+1)
haben. (P,Q) heiBt Gewicht der Darstellung. 7o ist die Einsdarstellung. ®

8Die Mehrdeutigkeit der Darstellungen kann in diesem Vortrag nicht behandelt werden. Dazu empfiehlt
sich das Buch , Die linearen Darstellungen der Lorentzgruppe’”von M. A. Neumark. Mit Hilfe der
universellen Uberlagerung SL(2,C) wird dort gezeigt: P4+Q = ganze Zahl = eindeutige Darstellung;
P+Q = halbganz = zweideutige Darstellung.

11



3.5 Produkte der endlichen, irreduziblen Darstellungen der
eigentlichen Lorentzgruppe

Satz 3.5.1. 9 Es gilt:

TPQ1 ® TPQy = Z TPQ (3.5)
|P1—P|<P<|Pi+Po|,|Q1—Q2|<Q<[Q1+Q2]

Seien also 71 und 79 Darstellungen auf den Tragerrdumen V7 bzw. V5. Und sei 71 € 7p,,
und 72 € Tp,q,. Durch Bildung des Kroneckerprodukts erhilt man die Darstellung 7 ®72
auf dem Tragerraum Vi ® Vo. Dieser Trigerraum ist dann innere direkte Summe von Vek-
torrdumen Vpg:

Vi®Ve = > Vpg. Vpg sind dann invariante Unterrdume
|P1—P2|<P<|P1+P2|Q1—Q2|<Q<|Q1+Q2|
von Vi ® Vs beziiglich 71 ® 1. Vpg ist Darstellungsraum fiir eine Darstelllung aus 7pg,

d.h. schrinkt man 7 ® 7 auf Vpg ein, so erhélt man eine Darstellung aus 7pg.
Die Vektoren der kanonische Basis auf dem Untervektorraum Vpg bezeichnen wir mit

P . N . .
equ. Fasst man all diese Basen zusammen, so erhélt man eine Basis von Vi ® V5.

Die Vektoren der kanonischen Basis von V7 bezeichnen wir mit upllq? ! und diejenigen von

. P . . PiQ1 P P P. . .
Vo mit vpquf. Dann bilden die Vektoren upllglvpfq% = upqufl ® Up;qQQQ eine Basis von

Vi ® Va. Es gilt:

eh? = Z (PLPap1p2| Pp)(Q1Q2142|Qq)u) & vl 28 (3.6)
P1+p2=p,q1+q2=¢q

up 2t = Z (PLPap1p2| Pp)(Q1Q2q142|Qq) el 2 (3.7)
P,Q,p1+p2=p,q1+q2=¢

(X1 Xoz129| X ) bezeichnen die Clebsch-Gordon-Koeffizienten.

Bem 3.5.2. Von einem Beweis dieses Satzes sehen wir hier ab. Wir betrachten statt-
dessen wichtige Folgerungen, die sich aus ihm ergeben.

Def 3.5.3. Sei 71 € 71, mit Trigerraum V1 und 75 € 7,1 mit Trégerraum V5. Ein Vektor
2 2

aus Vi heifit dann Spinor erster Art und einer aus V5 Spinor zweiter Art.!? Es ist
iiblich die kanonischen Basisvektoren solcher Darstellungen wie folgt zu bezeichnen:
€1y = €1 €L = €

2 2

e_19=e-1 €p_1 =€_j

1
2

°Im Anhang befinden sich die Definitionen des direkten Produkts und des Kroneckerprodukts von
Darstellungen. Um Satz 3.5.1 zu verstehen, muss man diese kennen.

0Dje Vektoren eines Darstellungsraum einer Darstellung aus (T%O)ml (7'0%)'”2 nennt man Spinoren vom
Rang mi + ma.

12



Satz 3.5.4. Invarianten Seien 7 und 75 Spinordarstellungen erster Art. Dann gelten:!!

1. Der Vektor w = ujv_1 —u_jv; € Vi ® V3 ist invariant, d.h. w = (11 ® 7)(g)w
Vg € G.

2. Die Abbildung [,]: V1 x V5 — C,
U = Crug + (—1u—1, 0 = p1v1 + p—1v—1 +— Cip—1 — (—1p1 ist invariant,

d.h. es gilt [a,0] = [11(9)T, T2(9)0] Vg € G, Vi € Vi, Vo € Va.

Bew 3.5.5. 1. Der Vektor ef) € V4 ® V, ist invariant, da er zur Einsdarstellung

gehort. Nutze Gleichung 3.6 mit den Clebsch-Gordon-Koeffizienten
—1)r1—=
(IL‘1:L‘1:L’2 — :L'2|00) = (Z)xﬁ

2. Zunéchst definiert man die folgenden Abbildungen:

T: Vi x Vo — V1 ® Vo

U= Y Gui, 0= Y v > Y Gipjuvg
i=1,—1 i=1,—1 i,j=1,—1
SSVieV, —-C
. PQ P
W=} wquequ - \/§w88
P,Q,p,q

S ist invariant, da w88 die Komponente des Vektors ist, der zur Einsdarstellung
gehort, d.h. es gilt: S(w) = S(r1 @ 2(g)w) Vw € V1@V, V g € G.

Fiir o € V1 und v € V5 zeigt man mit Hilfe von Gleichung 3.7:
[4,0] = S oT(a,o)
Durch nachrechnen zeigt man, dass fiir g € G gilt:
T(ri(g9)a, 72(9)0) = (11 ® 12)(9)T (4, 0)
Mit diesen beiden Gleichungen folgt die Aussage:
[11(9)a, 72(9)0] = ST (11(9)a, m2(9)0) = S(n @) (9)T(4,0)) = S(T'(4,0)) = [a,9],

Bem 3.5.6. Die Drehgruppe ist eine Untergruppe der eigentlichen Lorentzgruppe. Schrankt
man eine Darstellung der eigentlichen Lorentzgruppe auf die Drehgruppe ein, so erhélt
man eine Darstellung der Drehgruppe. Man kann zeigen: 7 € 7pg = 7Tpo @ ToQ =
T| Drehgruppe € Dp ® Dg. Wobei Dp die Aquivalenzklasse der Darstellungen der Dreh-
gruppe mit dem Gewicht P ist.

HBezeichnungen wie in Satz 3.5.1 und Definition 3.5.3. Ganz analog kann man den Satz fiir zwei belie-
bige Darstellungen der gleichen Aquivalenzklasse 7pg beweisen, da dann das Kroneckerprodukt der
Darstellung die Einsdarstellung enthélt.

13



3.6 Klassifikation der endlichen, irreduziblen Darstellungen der
vollstandigen Lorentzgruppe

Satz 3.6.1. Klassifikation der endlichen, irreduziblen Darstellungen der

vollstindigen Lorentzgruppe Sei 7 eine irreduzible Darstellung der vollstédndigen

Lorentzgruppe auf einem endlichdimensionalen C-Vektorraum. Dann gehort 7 entweder

zu einer Aquivalenzklasse 7pg, ((P,Q) € ¥ x % und P # Q), oder zu einer, die mit 75
(P € %), oder zu einer, die mit 7 (P € §) bezeichnet wird. 12

Bew 3.6.2. Sei 7 eine endliche, irreduzible Darstellung der vollstdndigen Lorentzgrup-
pe. Nach Bemerkung 2.2.5 enthélt die vollsténdige Lorentzgruppe im Gegensatz zur
eigentlichen Lorentzgruppe den Spiegelungsoperator P (es gilt P = P!, also auch
7(P) = 7(P~Y) = 7(P)71). Fiir den Beweis benstigen wir die Vertauschugsrelationen
zwischen den infinitesimalen Operatoren der eigentlichen Lorentzgruppe und 7(P):

Man rechnet nach, dass gilt:'3
PLj(x)P = Li(—x),i=1,2,3
Nun bildet man auf die Gleichung mit 7 ab:
P(PLi(x)P) = 7(P)7(Li(2))7(P) = 7(Li(~2))
Auf beiden Seiten stehen Abbildungen R — Operatoren. Differenzieren ergibt:
T(P)Jm(P) = —Jg (3.8)

Analog erhilt man die Vertauschungsrelationen fiir die infinitesimalen Operatoren Iy,
(k=1,2,3):
PDZ(JZ)P = Dl(IL’) = T(P)IkT(P) = [k (39)

Aus den Gleichungen 3.8, 3.9 folgt dann fiir die in Bemerkung 3.3.2 und in Satz 3.4.2
definierten Operatoren:

T(P)Ax7(P) = B (3.10)

T(P)Ap+7(P) = Bo+

7| 1 st eine Darstellung der eigentlichen Lorentzgruppe. Sie enthélt mindestens eine
+

irreduzible Darstellung 7* € TPQ.14 Den Tréagerraum dieser Darstellung bezeichnen wir

12Was 1pq, T;, Tp genau bezeichnen, wird im Beweis 3.6.2 erklart.

13Li, D; findet man in Satz 2.3.2

MDjes ist eine direkte Folgerung aus dem Beweis 3.4.4: Die Irreduzibilitiit der Darstellung 7 wird dort
erst zum Schluss ausgenutzt. Die Folgerungen des ersten Teils gelten deshalb auch fiir Darstellungen,
die nicht irreduzibel sind.
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mit V*. Er ist Teilraum des Trégerraums V' von 7. Nun bilden wir V* mit dem Operator
7(P) ab. Das Bild bezeichnen wir mit V**.

Wir berechnen nun, wie die Operatoren Ag+, Bo+ auf
Ugp = T(P)epq (3.11)

wirken, wobei e,, die kanonischen Basisvektoren von 7* sind und wir die Gleichungen
3.10 verwenden.

Agugp = Ag7(P)epg = T(P)Boepg = —iqm(P)epg = —iqugy (3.12)

Analog erhilt man (af;@ findet man in Satz 3.4.2):

Boug, = —ipug, (3.13)
Ayugp = anHuqu
Bug = a;};lquﬂ
A_ugp = O‘qQ“q—lp
B_ugp = afqu—l

Die Gleichungen 3.12 und 3.13 zeigen, dass V** invariant unter 7,; ist und dass V**
+

Trégerraum fiir eine Darstellung 7** € 7gp ist, wobei die ugy, die kanonische Basis bilden.

V* und V** sind invariant unter 7,1 . Wir zeigen nun, dass V*U V™ invariant beziiglich

aller Elemente der vollstdandigen Lot"entzgruppe ist:

Nach Bemerkung 2.2.5 gilt: A € LT\LL = JA* € LE_ mit A = PA*. D.h. das wir nur
zeigen miissen, dass V* U V** invariant unter 7(P) ist, was direkt aus ugy = 7(P)epq
folgt.

Da der Raum V* U V™ invariant unter der vollstdndigen Lorentzgruppe ist, fallt er mit
V' zusammen. Insbesondere enthilt die Menge der e,q, 1,4, eine Basis von V.

Wir betrchten die Fille P = @ und P # () getrennt:

1. P # @Q: D.h.t* und 7" sind nicht &quivalent und die Vektoren e,q, uq, sind
linear unabhéngig. Sie bilden die kanonische Basis von V. Die Darstellung 7
gehort in diesem Fall zu einer Aquivalenzklasse 2(2P + 1)(2Q + 1)-dimensionaler
Darstellungen, die mit 7pg = 7gp bezeichnet wird. Aus dem Beweis folgt: 7| Ll €

TPQ ® TQP-

15



2. P=Q: D.h. 7" und 7" sind Adquivalent. Man definiert zunéchst
2(2P +1)(2P + 1) Vektoren:

+
Vpg = Upq T €pq (3.14)

Wie die Operatoren Ao+ auf diese wirken, schlieft man aus den Gleichungen 3.2,
3.3, 3.4, 3.12 und 3.13 (aj, findet man in Satz 3.4.2):

+ o4
AOqu = —ipu,, (3.15)
+ _ P +
Atvpy = a1V,

+ _ .o+
Boqu iUy
Bivpg = @i 1Vpg i1

Aus Gleichung 3.11 folgt:
T(Pwi = +v (3.16)

Wir bezeichnen die lineare Hiille der Vektoren v, mit V* und die der v, mit
V. Die Gleichungen 3.15 und 3.16 zeigen, dass V* und V™ invariant unter den
Elementen der vollstdndigen Lorentzgruppe sind. Da 7 irreduzibel angenommen
wurde, folgt daraus:

(Vt=0nV - =V)u(Vt=VnV~ =0) (3.17)

7 ist also 2(2P + 1)-dimensional und die Gleichungen 3.15 zeigen, dass 7,1 €
+

Tpp ist. Aus Gleichung 3.17 folgt insbesondere, dass entweder u,; = —e,q, oder
Upg = €pq gilt. Wenn ersteres gilt, dann folgt mit Gleichung 3.11:

T(P)epg = —€qp (3.18)

Wenn zweiteres gilt:
T(P)epg = eqp (3.19)
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7 gehort also zu einer von zwei verschiedenen Aquivalenzklassen endlicher, irre-
duzibler Darstellungen der vollstdndigen Lorentzgruppe, die sich insbesondere da-
durch unterscheiden, dass P verschiedene Operatoren zugeordnet werden. Ist P
durch Gleichung 3.18 definiert, so wird die Aquivalenzklasse mit 7p und im ande-
ren Fall mit T;C bezeichnet.

Def 3.6.3. Sei 7 eine Darstellung und V' der zugehorige Tragerraum. Folgende Bezeich-
nungen sind gebrauchlich:

TE vevV
TS_ Skalar
7, | Pseudoskalar
Tf Vektor
2
7, | Pseudovektor
2
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4 Anhang

4.1 Minkowskiraum, Liegruppe, Kroneckerprodukt von
Darstellungen, direktes Produkt von Darstellungen

Def 4.1.1. Unter einem Minkowskiraum verstehen wir einen Vektorraum V der Di-
mension n > 2 zusammen mit einer nichtentarteten quadratischen Form g vom Index 1.
g heifit dann Minkowski-Skalarprodukt.

Def 4.1.2. Eine Liegruppe ist eine Gruppe G, die gleichzeitig die Struktur einer diffb.
Mannigfaltigkeit trigt und bei der die Gruppenverkniipfung und die Inversenbildung
differenzierbare Abbildungen sind.

Def 4.1.3. Seien D; und Dy Darstellungen einer Gruppe G und Vi bzw. Vs ihre
Trégerrdume. By = {u1,ug,...,un} und By = {v1,va,..., 0} seien Basen von V; und
V5. Das Kroneckerprodukt von Dy und Dy ist eine Darstellung von G iiber den Tensor-
raum V) ® Va. By ® Ba = {u1 ® v1,u1 @ U2, ey Ul @ Upyy ey Uy @ V1, Uy @ V2, .y Uy, @ Uy }
sei die den Basen B; und Bj zugeordnete Basis des Tensorraums. Dann definiert man
das Kroneckerprodukt von D; und Dy wie folgt:

Fasse D1, Dy und Dy ® D+ als matrixwertige Funktionen bzgl. By, By bzw. By ® By auf.
Dann definiert man: (D ® D2)(g) := D1(g) ® D2(g). Wobei auf der rechten Seite ® das
Kroneckerprodukt von Matrizen bezeichnet.

Def 4.1.4. Seien Dy und Dy Darstellungen einer Gruppe G und Vi bzw. V5 ihre
Tragerrdume. By = {uy,ug,...,un} und By = {v1,v9,...,0,,} seien Basen von V; und
V4. Das direkte Produkt von D; und Ds ist eine Darstellung von G iiber den Produk-
traum Vi x V,. By X By := {(u1,0), (ug,0), ..., (un,0), ..., (0,v1), (0, v2), ..., (0, v, ) } ist eine
Basis von V; x V5. Dann definiert man das direkte Produkt von D; und D> wie folgt:
Fasse D1, Dy und Dy x D+ als matrixwertige Funktionen bzgl. By, By bzw. By X By auf.

Dann definiert man: (D; x Ds)(g) := (Dlo(g) D20(9)>
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