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Kapitel 1

Woher kommen SU(2) und SO(3)?

Spricht man von Transformationen im IR?, so kann dies mathematisch allgemein in der Form

¥=R-i (1.1)

geschrieben werden. Diese Darstellung umfasst fiir eine dreidimensionale Matrix R somit
alle Rotationen, Speiegelungen und Skalierungen eines Vektors 7 in einen Vektor z’. Schliefit

man die Skalierungen aus, so muss fiir das Skalarprodukt eines solchen Vektors gelten:

#T¥ = #"RTRZ = i"i = i 17, (1.2)
Und somit muss folgen
det(RTR) = det(R)? = det(I) = 1 (1.3)
also
det(R) = +1. (1.4)

Beschrankt man sich hierbei nur auf +1, so definieren alle Matrizen R, die diese Bedingung
erfiillen, die Gruppe SO(3). Alle Eintrége dieser Matrizen sind dabei reell.
Dieses Vorgehen kann man in analoger Weise auch auf zweidimensionale Matrizen mit kom-

plexen Elementen anwenden. Sei U eine solche Matrix, dann definieren alle Matrizen U mit

UtU =1 & det(U) = %1 (1.5)

fiir +1 die Gruppe SU(2).
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Definiert man nun eine solche Matrix folgendermaflen

a b
U:= (c d) , (1.6)

so ergeben sich aus (1.5) folgende Gleichungen:

aa+ cc=bb+dd =1,ab+éd = 0. (1.7)

Aufgrund der Ahnlichkeit zum trigonometrischen Pythagoras definiert man:

a = cos(¢)e™
b = —sin(p)e™”
¢ = sin(¢)e”

(
d := cos(¢p)e ™

Il
|
=l

If
Sy

und erhélt somit die allgemeine Darstellung fiir Elemente der SU(2)

a b
U= (_b a) . (1.8)



Kapitel 2

Aufbau und Darstellungen der SO(3)

Da es sich bei der Gruppe SO(3) um eine Rotationsgruppe handelt, befasst sich dieses Kapitel

mit den verschiedenen Darstellungen der Gruppenelemente.

2.1 Rotationen um Koordinatenachsen

Betrachtet man einen Vektor der Léange [ in der x-y-Ebene, der um einen Winkel o von
der x-Achse ausgelenkt ist und dreht diesen um einen weiteren Winkel ¢, so gilt fiir die

Komponenten des resultierenden Vektors

' =lcos(a+ ¢) = lcos(a)cos(p) — lsin(a)sin(p) = zcos(¢) — ysin(e) (2.1)

Yy =lsin(a+ ¢) = lsin(a)cos(p) + lcos(a)sin(@) = xsin(¢) + ycos(o). (2.2)

Auf drei Dimensionen geréndert ergibt sich somit die Rotationsmatrix um die z-Achse

cos(p) —sin(¢) 0
R.(¢) = | sin(¢) cos(¢) O . (2.3)

0 0 1
Dies kann analog fiir die anderen Achsen durchgefiihrt werden. Eine Rotation im dreidimen-
sionalen Raum wird dann als Produkt der drei Rotationsmatrizen um die jeweiligen Achsen

beschrieben:

R(w,0,¢) = R.(¢)Ry(0) Rx(w). (2.4)
Da der Vektor aktiv beziiglich der Koordinatenachsen gedreht wird, nennt man diese Form

eine aktive Drehung.
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2.2 Rotationen mittels Eulerwinkeln

Méchte man zwei Koordinatensysteme ineinander {iberfithren und kennt lediglich die Aus-
richtung der Achsen der beiden Koordinatensysteme in einem Ubergeordneten Koordinaten-
system, dann ist die einfachste Weise dies zu tun die Verwendung von Eulerwinkeln. Dabei
wird ein sich in einem Koordinatensystem befindender Vektor nicht mehr direkt gedreht
sondern indirekt indem das ihn beschreibende Koordinatensystem gedreht wird; man nennt
die passive Drehung. Der Vektor selbst behélt seine Koordinaten im iibergeordneten Sys-
tem, wird aber beziiglich des Untersystems um den Winkel —¢ gedreht. Somit gilt fiir eine

Rotation um die z-Achse:

cos(¢) sin(p) 0
R.(¢) = | —sin() cos(¢) 0| (2:5)
0 0 1

Da das Koordinatensystem selbst gedreht wird, wird eine dreidimensionale Rotation meist

in der Form

R<w7 0, QS) = Rz”(¢>Rm’(0)Rz (w) (26>

dargestellt. Dabei 2’ und z” die Achsen der bereits rotierten Systeme.

Abbildung 2.1: Rotation mittels Eulerwinkeln

Abbildung 2.1 zeigt schematisch den Ablauf einer solchen Drehung. Um die z-Achse aus
ihrer urspriinglichen Lage zu bringen, kann nur die Rotation um die x’-Achse verwendet
werden. Der gesuchte Winkel 6 ist also der Winkel zwischen z und z”. Damit diese Drehung
aber zustande kommen kann, muss die x-Achse in eine Lage senkrecht zu der von z und
2" gebracht werden, welche die Achse 2’ sein soll, da um z rotiert wird. Der noch gesuchte

Winkel w ist somit der Winkel zwischen x und 2/, der Winkel ¢ der zwischen 2’ und z”.
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2.3 Rotation um eine beliebige Achse

Mochte man, anders als in 2.1, einen Vektor [ der Lénge [ nicht um die Koordinatenachsen
drehen sondern um eine beliebige gegebene Achse 77 der Léange 1, so zerlegt man [ zuerst in
eine Komponente lﬁ, die parallel zu 77 ist, und eine Komponente li, die senkrecht zu 77 steht.

Sei auBerdem der Winkel zwischen { und 7 gerade . Dann folgt mit diesem Ansatz:

L = I cos(a) =1-1cos(a) =7 -1
= I = (a-1)
= I = Il =1—a(@-I)

Somit muss die Rotation jetzt nur um I durchgefiihrt werden, da lﬂ von der Drehung
unberiihrt bleibt. Projiziert man die nun anstehende Drehung um 7 auf das Beispiel aus
Abschnitt 2.1, dann iibernimmt 77 die Rolle der z-Achse und I| kann als x-Achse betrachtet
werden. Die y-Achse kann durch das Kreuzprodukt der beiden Vektoren 7@ und [ bestimms

werden. Es gilt also

7 x 1] =1 sin(a) =1,
= konstruierte Achsen sind auf 1, normiert.

Somit folgt fiir den um den Winkel ¢ gedrehten Vektor

= U+ 11 cos(9) + (7 x I} sin(o)
= (i D)+ ([ i - 1)) cos(9) + (7 x I} sin()
) (

In Koordinatendarstellung bedeutet dies also

R(¢)ij = dijcos(9) + (1 — cos(9)) ni - ny + sin(¢)eijin;
= §;c08(9) + (1 — cos(¢)) n; - n; — sin(P)e;jxmny. (2.7)



Kapitel 3
Infinitesimale Drehungen

Bisher wurden keine beschrinkenden Angaben zu den Rotationswinkeln gemacht. Man kann
also davon ausgehen, dass auch sehr kleine Winkel benutzt werden konnen. Sind die Winkel
infinitesimal, so wird die Rotationsmatrix sich nur um einen infinitesimalen Beitrag von der

Identitatsmatrix unterscheiden:

R(6¢) = I + Q(5¢). (3.1)

Da es sich nach wie vor bei R um eine orthogonale Matrix handelt, kann man folgendermafien

linearisieren:

I=RTR=I+Q)"I+)=T+0)I+Q=T+0"+Q+QTQ~T+Q"+Q. (3.2)
Somit folgt fiir €2

Qf = Q. (3.3)

Die Matrix €2 ist also antisymmetrisch. Aulerdem ist ihre Hauptdiagonale 0. 2 hiangt also

nur noch von drei Parametern ab:

0 —¢5 ¢ 00 0 0 0 1 0 —1 0
QO = b3 0 —d =100 =1+ 0 0O0]+o3|1 0 0
—¢2 ¢ O 01 0 -1 0 0 0 0 0

= O1\1 + P2l\y + P33

= ¢-A. (3.4)



Somit kann A als Tensor 3. Stufe aufgefasst werden:

Az’jk = —€jk- (3-5>

Man bezeichnet Ay, Ay und Az als die drei Generatoren der SO(3). Damit folgt nun also fiir

kleine Drehungen

R=I1+Q=1I+¢-A, (3.6)

bzw. explizit fiir die Koordinaten eines Vektors mit Einstein’scher Summmenkonvention

Xr; = Rija:j = T; + ¢jAjik$k = T; — 6jik¢jxk =T — 6ijk¢kxj- (37)

Sei nun N eine natiirliche Zahl, die so grof§ gewahlt wird, dass gilt

?
7~ 50, (3.8)

dann folgt die Generatordarstellung der SO(3):



Kapitel 4

Die Algebra der SO(3)

Da die SO(3) die Kriterien einer Lie-Gruppe erfiillt, sollen an dieser Stelle noch die Kriterien
der zugehorigen Lie-Algebra untersucht werden. Dazu gehéren eine algebraische Verkniipfung
der Gruppenelemente sowie die Fxistenz eines Casimir-Operators, fiir den gemeinsam mit

der algebraischen Verkniipfung fiir alle Elemente der Gruppe gilt:

CoA,=0. (4.1)

Testet man die normale Matrix-Multiplikation als Elementeverkniipfung aus, so stellt man
fest, dass das Ergebnis einer solchen Matrix-Multiplikation nicht mehr Element der Gruppe
ist. Man findet z.B.

0
1

o o O
o o O

Es fallt allerdings auch auf, dass das Ergebnis schon ,,die Hélfte“ des Generators Ay ist. Man
erhélt also mit (3.3):

Ay = Ay Ay — Ay - Ay = [As, Ay, (4.3)

Allgemein findet man nach kurzer Rechnung

[A/u Al/] = e;w)\A)\- (44)

Als Gruppenverkniipfung kommt also der Kommutator zum Einsatz. Setzt man nun einen

quadratischen Term in den Kommutator ein, so erhélt man:



[AZ, Ay] = EuuA(AMA)\ — AAAM)
[Ai, A,,] = ewu(MA, — AN = —[AZ,A,,]
= [C,A)] = 0.

Der Casimir-Operator ist also die Quadratsumme iiber alle Generatoren.
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SO(3) in der Quantenmechanik

Betrachtet man den quantenmechanischen drehimpulsoperator, so beobachtet man, dass
dessen Komponenten nicht vertauschen. Es existiert jedoch ein Casimir-Operator, der als

Quadratesumme der Drehimpulskomponenten wie in Kapitel 4 geschrieben werden kann.

[J2, ;] = o. (5.2)
Damit folgt die Existenz einer gemeinsamen Basis von Casimir-Operator und Drehimpuls-

kompnenten. Auflerdem existiere damit ein Eigenvektor zu beiden Operatoren |j, m >. Somit

gilt

J3lj,m > = hm|j,m >

Definiert amn nun die Operatoren

Jo = Ji+ids (5.4)
J. = Ji—idy=(J)". (5.5)

Somit folgt
[Ji,J] = 2hJ; (5.6)

Jodo = 24 JZ—ilJ, D) = JE 4 J2 4 hJy=J — J2+ hls. (5.7)
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Und damit

T lgm > 17 = < Jy joml|Jy j,m >
= <j,m|J_J.|j,m >
= < j,m|JyJ_ —2hJ3|j,m >
= < j,m|J? — JZ— hJs|j,m >

= R[(G+1) —m(m+1)] (5.8)

bzw.

Jeljom>= h/j(G+1) —mmE1)jim+1>. (5.9)

Da die |7, m > eine Basis bilden, konnen aus den Wirkungen der Operatoren auf die Basis-

vektoren die Matrixelemente der Operatoren bestimmt werden.

< i\ m/| i m> = B35 + 1), mm (5.10)
< j',m'|J3\j,m > = hmdjjfémm/ (511)
<j m|Jelim > = m/i(G+1) —mim £ 1)8;;8pnttym (5.12)

Als Beispiel kann die Matrixdarstellung der Operatoren fiir j = % bestimmt werden:

J? = hzg ((1] 2) (5.13)
Jy = h% ((1) _01) (5.14)
() ) e
o= Y=g (] ) 510
= J, = %(J+—J_):h% (? _ol) (5.17)

Die Matrizen J; bis J3 sind bis auf ihren Vorfaktor %h dabei gerade die Generatoren der
SU(2), die Paulimatrizen.



Kapitel 6

Zusammenhang zwischen SU(2) und

SO(3)

In diesem letzten Abschnitt soll gezeigt werden, dass ein beliebiges Element aus SU(2) stets
nach SO(3) abbildet. Dazu sollen zunéchst einige Eigenschaften der Generatoren der SU(2)
gezeigt werden, mit deren Hilfe dann das zu zeigende bewiesen wird.

Seien o; die aus dem vorigen Kapitel bekannten Paulimatrizen und sei M := alsys + b;0;
eine beliebige Matrix aus der Gruppe SU(2) mit beliebigen komplexen Koeffizienten a, b;.

Fiir die Paulimatrizen gelten folgende Zusammenhénge

o = o (6.1)
Spo) = 0 (6.2)
0,05 = 5ijI2><2 + ieijko-k- (63)

Auflerdem folgt aus der Definition von M direkt

1
a = §Sp(M) (6.4)
1
bi = ESP(@M) (6.5)
und damit auch
M=M" & abclR (6.6)

Sp(M)=0 < a=0,b €. (6.7)
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Sei nun U € SU(2). Da definiert man die Matrizen A; := Uo;U" mit den Eigenschaften

Sp(A;) = Sp(Uo;U') = Sp(UtUc;) = Sp(o;) =0 (6.8)
Af = (Uo,UN" =Uc/U" =Uo,Ut = A;. (6.9)

1

Es gelten also die Eigenschaften (6.6) und (6.7). Damit kann A; geschrieben werden als

(6.5)
Ai = ¢i(U)o;

= ¢ﬂ(U) R

Somit folgt aus dem Matrixprodukt

=
== o(U) ist reelle 3 x 3 — Matrix. (6.11)

Uoio;UT = Uo,UtUo;U*
= ¢m( ok (U)o
= ri(U)u;(U)(Orilaxz + i€kim0m)
= (" (U)p(u))ijlaxa + i€rm®ni(U)di; (U)om (6.12)

= U((SijIQXQ +i€ijkak)U+
= Oijloxo + 1€ Ay
= Oijlaxo + iezjk¢mk(U)0'm- (6.13)

Mittels ,,Koeffizientenvergleich“ beziiglich I5«s und <0, erhéilt man schlieSlich

o (U)oU) = Isxs (6.14)

eum®ri (U)oU) = €ijudmi(U). (6.15)

Aus (6.14) folgt somit unmittelbar, dass ¢(U) € O(3) sein muss. Multipliziert man (6.15)
mit ¢, (U), dann ergibt sich

6k1m¢ki(U)¢lj(U)¢mn(U) = 6ijk¢mk(U)¢mn(U)
= 6ijk(¢T(U)¢(U))kn
= e€ijkdkn
= €ijn. (6.16)
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Wéhlt man schlielich {7, j,n} = {1,2,3}, so ergibt sich gerade

ekim®k1(U)d12(U)pmsz(U) = 1
o~ det(p(U)) = 1 (6.17)
= o(U) € SO(3). (6.18)
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