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1 Einleitung

1.1 Erste Erfahrungen mit Symmetrie

In der Schule wird Symmetrie schon in der ersten Klasse eingefiihrt. Man soll Aufgaben
16sen, wie beispielsweise einfache Formen an einer Achse zu spiegeln.

-

Abbildung 1: [Schroffenegger]|

1.2 Harmonischer Oszillator

In den Grundvorlesungen kann man durch Ausnutzen von Symmetrien, Aufgaben erleich-
tern. Die Eigenschwingungen des folgenden Systems aus vier gleichen Atomen gleicher
Masse M und Federn mit Federkonstante f zu bestimmen, fiihrt auf ein gekoppeltes Glei-
chungssystem mit 4 Gleichungen.

Abbildung 2: [Wagner|

Die Bewegungsgleichungen sind:

Miy = —fx1 + f(xa — 21); (1)
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Miqy = —f(z2 — 1) + f(73 — 22); (2)
Miy = —f(xs — x2) + f(x4 — 23); (3)
Mii‘4 = —f(iU4 — 1’3). (4)

Der Ansatz z;(t) = Aj - cos(wt), mit j =1,2,3,4. fiilhrt dazu, dass die Null-
stellen der Gleichung:

2f — mw? —f 0 0
_ _ 2 _
0 0 —f 2f — mw?

gefunden werden miissen.
Wird allerdings eine Symmetrieebene eingefiihrt, kann die Arbeit erleichtert werden.

& f

I
gy A o

]

]

Abbildung 3: [Wagner|

Es mag

ri(t) = —A_j-cos(wt), mit j=41,+2 (6)

eine Losung zu einer Frequenz w sein. Dann ist auch die gespiegelte Losung die Glei-
chungen mit der selben Frequenz w l6sen.

—z_j(t) =—A_;-cos(wt), mit j==£1 £2 (7)
Das ist nur moglich, wenn gilt:
T = A_;=-A; (,gerade®) (8)
oder
T = —1; A=A (,ungerade”). (9)
Die Koordinaten kénnen nun nach Schwingungstypen geordnet werden. Fiir die Schwin-

gungen in Antiphase gilt:

(zj —2y), J=12 (10)
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und fiir die Schwingungen in Phase:

1 .
.iju = —(.flfj —|—.17_j), ] = 1,2 (11)

V2

Vier gekoppelten Newton-Gleichungen werden so zu zwei entkoppelten Paaren:

T1g = %(_39519 — Tag); (12)
oy = (2 — 1) (13)
und
ru = () (14)
jQu = %(_QIQu + xlu)- (15)
Damit erhalt man 2 leicht 16sbare Determinanten:
3f — mw? —f o
det ' ¢ 2f — mw?| = 0; (16)
f—mw? - | _
det _f 2f —mw?| = 0. (17)
Mit den Lésungen:
AR AL &
g)1/2 — 9 M
=220
w2 Ty

Symmetrien in der Physik sind Transformationen. Das stimmt auch mit unserer All-
tagserfahrung iiberein, dass Naturgesetze invariant gegeniiber Verschiebung der Zeit und
des Ortes sind.

Ein Versuch, den ich heute durchfiihre, fiihrt zu dem gleichen Ergebnis wie ein Versuch,
den ich morgen durchfiihre. Genauso wie ich erwarten kann, dass ein Versuch in Miinster
genauso ablauft, wie der gleiche Versuch in Coesfeld.
Symmetrien kénnen in Gruppen beschrieben werden.

2 Gruppen

2.1 Gruppenaxiome

Eine Gruppe ist ein Paar (G, o), wobei G eine Menge ist und o eine Verkniipfung auf G,
die die folgenden Axiome erfiillt:
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Abgeschlossenheit:
acGANbeG=aobeG.

Assoziativitét:
a,b,ce G= (aob)oc=ao(boc).

Existenz eines neutralen Elements:
deeGVaeG:.:eoca=ao0e=a.

Existenz eines inversen Elements:
ace€G@=3JbeG :a0b=boa=c¢.

Die Verkniipfung o heifst Gruppenmultiplikation.

Die Ordnung einer Gruppe ist die Anzahl der Elemente.
Es gibt:

e endliche Gruppen

Beispiel: {1; —1;¢; —i}, Ordnung 4.
e unendliche Gruppen

Beispiel: Drehung eines Kreises um einen beliebigen Winkel.
e diskrete Gruppen

Beispiel: ganze Zahlen

e kontinuierliche Gruppen

Beispiel: Reelle Zahlen

2.2 Gruppentafel

Gegeben sei beispielsweise die Menge G = {1; —1;4; —i} und als Verkniipfung o die Mul-
tiplikation komplexer Zahlen. Die Ergebnisse der Verkniipfung kann in einer sog. Grup-
pentafel dargestellt werden.

o 1 -1 v =1
1 1 -1 v =1
—1] -1 1 — ?

l v —1 —1 1
-1 | —1 ? 1 -1

Die Ordnung der Gruppe ist hier 4. Da die Gruppentafel symmetrisch zur Diagonale ist,
ist die Gruppe vertauschbar. Sie heifit auch kommutative oder abel’sche Gruppe.
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2.3 Untergruppen

Eine Untergruppe ist ein Paar (U, o), das eine Gruppe bildet,
wobei U die Untermenge einer Gruppe G ist und die Verkniipfung o dieselbe ist wie in G.

o ‘ 1 -1
1 1 -1
-1 -1 1

Beispiel fiir die Gruppentafel der Untergruppe {1; —1}

Lagrange-Theorem: Der Quotient aus der Ordnung einer Gruppe und der Ordnung
einer ihrer Untergruppen ergibt eine natiirliche Zahl.

Folgerung:
Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist, haben nur zwei triviale Untergruppen. Sich
selbst und die Gruppe, die nur aus dem neutralen Element besteht.

2.4 Nicht-abel’sche Gruppen

Ein Beispiel dafiir ist die Gruppe der Drehungen und Spiegelungen eines gleichseitigen
Dreiecks.

Abbildung 4: [Wagner]

Wenn das Dreieck zuerst an der Achse o} gespiegelt und dann um 120° gedreht wird,

kommen die Eckpunkte woanders zu liegen, als wenn die Operationen in umgekehrter
Reihenfolge ausgefiihrt werden.
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C’30,(,1):

01(,1)6'3:

> I

—
[ 5]

Abbildung 5: [Wagner]

Die Ordnung der Gruppe ist 6. Nach dem Theorem von Lagrange sind Untergruppen
der Ordnung 2 und 3 moglich. Die Drehungen um 120° und um 240° zusammen mit dem
neutralen Element eine Untergruppe der Ordnung 3. Die Spiegelungen um die Achsen o
mit ¢ € 1,2, 3 bilden zusammen mit dem neutralen Element jeweils eine Untergruppe der

Ordnung 2.

2.5 Permutationsgruppen

Definition:
Eine Permutation ist die Anordnung von n unterscheidbaren Objekten, bei
denen jeweils 2 vertauscht werden.

Ist die Anzahl der Vertauschungen von je 2 Elementen gerade, so spricht man von einer

geraden Permutation. Im Beispiel mit dem Dreieck entspricht dieser Fall der Spiegelung

um eine der Achsen oV. Sie bilden die Untergruppe A,, (auch alternierende Gruppe).

Sind die Permutationen zyklisch, so bilden sie die Untergruppe C,,. Im Beispiel mit dem
Dreieck entspricht das einer Drehung.
Permutationen kénnen auf verschiedene Weisen geschrieben werden. Die Schreibweise

1 2 3 4
1 3 4 2
entspricht der Permutation 1 — 1,2 — 3,3 — 4, 4 — 2.

Permutationen sind i. d. R. nicht kommutativ, denn
1 2 3 . 12 3\ (1 23
2 31 132) \213
1 2 3 . 12 3\ (1 23
1 3 2 2 31/ 3 21
Permutationen konnen auch als Matrizen dargestellt werden. Die Permutation

1 2 3 4
1 3 4 2
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ist gleichbedeutend mit der Matrix

o O O
_ o O O
O O = O
O = O O

2.6 Gruppenhomomorphismus

Wird jedes Element a; einer Gruppe (A, o) einem Element b; einer anderen Gruppe (B, o)
zugeordnet, liegt ein Gruppenhomomorphismus vor.
Die Wirkungsweise der Verkniipfung bleibt erhalten.

Es gllt fir a; € A,f(a» = bl € B:
aias = as = biby = bg

Abbildung f : A — B heifst Homomorphismus. A und B konnen verschiedener Ordnung
sein. o und o’ kénnen verschiedene Verkniipfungen sein.

Beispiel:

Seien (A = {1;—1},-) und (B = Z, +) zwei Gruppen.

Die Abbildung f bilde alle geraden Zahlen auf 1 und alle ungeraden Zahlen

auf —1 ab. f ist ein Gruppenhomomorphismus.

2.7 Gruppenisomorphismus

Wirkt ein Homomorphismus in beide Richtungen (bijektiv), liegt ein Gruppenisomorphis-
mus vor.

Beispiel:
Permutationsgruppe S,, und Spiegelungen und Drehungen eines reguldren n-
Ecks.

Warum die Permutationsgruppe eine so wichtige Rolle spielt, erklirt Cayleys Theorem:
Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist zu einer Untergruppe der Permutationsgruppe
S, isomorph.

Beweisskizze:

eine Spalte der Gruppentafel gibt Ergebnis der Multiplikation aller Elemente der Gruppe
mit einem bestimmten Element an.

Jede Spalte ist eine Permutation der Gruppenelemente.

2.8 Darstellung

Realisierung: Konnen Elemente einer Gruppe und Gruppenoperationen kénnen in kon-
krete algebraische Struktur abgebildet werden, spricht man von einer Realisierung der
Gruppe.
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Darstellung: Geschieht die Realisierung durch Matrizen, liegt eine Darstellung vor.

Treue Darstellung: Von einer treuen Darstellung spricht man, wenn jedem Element
eine Matrix entspricht und umgekehrt.

Reduzible Darstellung: Eine reduzible Darstellung liegt vor, wenn die Matrixdarstel-
lung aus Matrixblocken in der Diagonale besteht.

D(g) = (Aég) B?g))

wobei A eine n X n-Matrix und B eine m x m-Matrix ist.
Die reduzible Darstellung zerfillt in unabhéngige Teile, die jeweils fiir sich eine Gruppe
darstellen.

Irreduzible Darstellung Eine Darstellung kann bis zur kleinstmoglichen Darstellung
reduziert werden, der sog. irreduziblen Darstellung.

2.9 Kontinuierliche Gruppen

Bei kontinuierlichen Gruppen kénnen die Gruppenelemente durch stetige Anderungen
ineinander iiberfiithrt werden.

Beispiel:

U(1)

Darstellung:

exp(i¢)

Realisierung durch reelle Parameter

Die Anzahl ist abhéngig von der jeweiligen Gruppe. Die Einschrankungen hingen von Art
der Gruppe ab.

Der Winkel ¢ € [0, 27) ist ein Beispiel fiir eine Parametrisierung. Er springt scheinbar am
Rand. Das Gruppenelement ist trotzdem stetig, weil die Winkelfunktion periodisch ist.

Durch das Einfiihren neuer Koordinaten kann eine Gruppe stetig dargestellt werden.

2.10 Lie-Gruppen

Eigenschaften:
Die Funktion, die im Parameterraum die Gruppenmultiplikation ausdriickt, ist beliebig
oft differenzierbar. Man spricht auch von analytisch.

Definition:
Eine Gruppe, deren Elemente durch N Parameter «, ..., ay parametrisiert
ist, deren Parameter folgende Eigenschaften hat, heifit Lie-Gruppe.
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1. Die Parameter aq, ..., ay sind kontinuierlich und variabel.

2. Die Parametrisierung ist wesentlich. Es ist also nicht moglich, die Gruppe
mit weniger Parametern zu parametrisieren.

3. Die Multiplikation ist analytisch. Fiir &, gﬁ mit g(y) = g(&)g(ﬁ): 5y =

=,

o(a, B), wobei ¢ eine analytische Funktion ist, also beliebig oft differen-
zierbar.

Beispiele fiir Lie-Gruppen:

GL(n,R)
Das ist die Gruppe der allgemeinen nicht-singuldren Transformationen im R".
x— x' = Ax.

SL(n,R)
Das ist die Untergruppe der GL(n,R) fiir die gilt: det A = 1.

SO(n)
Spezielle, orthonormale n x n-Matrizen R mit det R = 1 und RRT = 1. Das sind
Drehmatrizen im R".

SU(n)
Spezielle, unitire n x n-Matrizen R mit detU = 1 und UU™' = 1. Das sind Dreh-
matrizen im R".

Da viele Gruppen Elemente haben, die selbst Symmetriegruppen sind, betrachten wir
jetzt die Symmetrien.

3 Symmetrie

Definition:

Eine Symmetrie ist eine Transformation, die das Verhalten des physikalischen
Systems nicht dndert.

Man kann Symmetrien auch als Unbeobachtbarkeit erkldren. Wenn ich von dem Aus-
gang eines Experiments nicht auf den Ort oder die Zeit schliefen kann, wo oder wann es
ausgefiihrt wird,liegt eine Symmetrie vor.

Abbildung 6: Da hat doch schon wieder einer das Bild verkehrt 'rum aufgehéingt. [Genz|
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Symmetrieformen kénnen unterschieden werden nach kontinuierlich und diskret.

Ein Beispiel fiir eine kontinuierliche Symmetrie ist eine Drehung eines Kreises

um einen beliebigen Winkel.

Bei den diskreten Symmetrien kann man unterscheiden zwischen solchen, die
in kontinuierliche Symmetrien iiberfiihrt werden konnen, wie beispielsweise die

Drehung eines n-Ecks um

wie Spiegelungen.

3.1 Noether-Theorem
Das Noether-Theorem besagt:

und Symmetrien, die in jedem Fall diskret sind

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems existiert
eine Erhaltungsgréfe und umgekehrt.

Was dieser Satz besagt, soll hier an einem Beispiel unter Verwendung des Lagrange-

Formalismus’ nachvollzogen werden.

In der klassischen Mechanik:

e wird die unabhéngige Koordinate ausgedriickt durch: ¢.

e der dynamischen Zustand beschrieben durch: ¢;(t), ¢;(t).
e lautet die Lagrangefunktion: L (¢;(t), ¢;(t),t).
to
e gilt das Hamilton’sche Prinzip: S =8 [ L (¢;(t), ¢:(t),t) =0
t1
: e - : . ddL _ 9L _
e erhilt man schlieflich die Lagrange-Gleichungen: qoq  og

Man betrachte folgende Transformation:

o — 2 = 2" + e (2, 0i(2), ¥ (2));

Vi — P = Vi + €y (2, 95(w), Yy 5()) .

Damit kann man die Erhaltungsgrofe bestimmen:

Ji=
jk ad}i,j

oL ,
Z a (%,j&k - ¢j) — La;
aJ
- ori 0

= 2/ JdPr = 0.
ot Jy,
———

Q
= () = const.
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3.2 Beispiel zum Noether-Theorem

Angewendet auf ein Teilchensystem mit N miteinander wechselwirkenden Teilchen lautet

die Lagrange-Funktion:

L= gmid+ V(I7 — i),
i
die unter folgenden Transformationen invariant ist:
t—>t =t
i — T =T; + €d;
a = 0;
¢ = d.

Bestimmung der Erhaltungsgrofe:

Da @ beliebig sein kann, folgt daraus, dass <Zl mi;

) = const.

Da L invariant ist gegeniiber Verschiebungen im Raum, folgt daraus, dass der Gesam-

timpuls des Systems erhalten ist.

3.3 Aufstellung von Symmetrien und den zugehorigen Erhaltungs-

grofsen

Symmetrie Erhaltungs- Bedeutung

grofie

Translationsinvarianz Impuls Homogenitdt des Raumes

Rotationsinvarianz Drehimpuls Isotropie des Raumes

Zeitinvarianz Energie Homogenitéit der Zeit

Eichtransformationsinvarianz | Ladungsdichte Gesamtladungsdichte eines abge-
schlossenen Systems ist konstant.

SU(2) des starken Isospins Baryonenzahl Baryonenzahl in einem abgeschlos-
senen System ist konstant.

SU(2) des schwachen Isospins | Leptonenzahl Leptonenzahl in einem abgeschlos-
senen System ist konstant.

C, Ladungskonjugation Das Verhalten eines Systems dndert
sich nicht, wenn alle Ladungen um-
gekehrt werden.
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Symmetrie Bedeutung

P, Raumliche Spiegelung Das Verhalten eines Systems dndert sich nicht, wenn
es raumlich gespiegelt wird (Schwache Wechselwirkung
verletzt diese Symmetrie.)

T, Zeitumkehr Das Verhalten eines Systems dndert sich nicht, wenn die
Zeit riickwérts ablauft.
CpPT Das Verhalten eines Systems dndert sich nicht, wenn Zeit

und Raum gespiegelt werden.

4 Zusammenfassung

Die Ausnutzung von Symmetrien macht manche Rechnungen leichter. In der Phasik ver-
steht man unter Symmetrien Transformationen. Man kann sie in Gruppen beschreiben.
Die Gruppentheorie untersucht algebraische Strukturen von Gruppen und ist definiert
durch die Gruppenaxiome. Die Gruppentafel gibt einen Uberblick iiber die Verkniipfun-
gen. Ist eine Gruppe kommutativ, so heifit sie abel’sch. Das Lagrange-Theorem gibt Aus-
kunft dariiber, ob aufer den trivialen Untergruppen noch weitere Untergruppen vorliegen
konnen. Als wichtige Gruppentype wurde die Permutationsgruppe und die Lie-Gruppen
vorgestellt. Auf die Lie-Gruppen wird im Verlauf des Seminars noch genauer eingegangen.
Das Noether-Theorem besagt, dass zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eine Erhaltungs-
grofe existiert und umgekehrt.

Literatur

[Das] "Ashok Das, Thomas Ferbel, Kern- und Teilchenphysik: Finfihrung, Probleme,
Ubungen, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, 1995.

[Fliekbach| Thorsten Fliekbach, Mechanik: Lehrbuch zur Theoretischen Physik I, Spek-
trum Akademischer Verlag, Heidelberg, 2009.

[Fischer| Gerd Fischer, Lineare Algebra, Vieweg, Wiesbaden, 1981.

[Genz| Henning Genz, Roger Decker, Symmetrie und Symmetriebrechung in der Physik,
Vieweg, Braunschweig, 1991.

[Lang] Christian B. Lang, Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spek-
trum Akademischer Verlag, Heidelberg, 2005.

[Schroffenegger| http://www.schroffenegger.at/openschoolbook /wiki_book
/images/thumb/3/33/Symmetriel.png/820px-Symmetriel.png
Nachgesehen am 17. Mai 2013.

[Wagner| Max Wagner, Gruppentheoretische Methoden in der Physik: Ein Lehr- und
Nachschlagewerk, Vieweg, Braunschweig, 1998.

|Wikipedia| http://de.wikipedia.org/wiki/Permutation

12 Michele Pinkernell



	Einleitung
	Erste Erfahrungen mit Symmetrie
	Harmonischer Oszillator

	Gruppen
	Gruppenaxiome
	Gruppentafel
	Untergruppen
	Nicht-abel'sche Gruppen
	Permutationsgruppen
	Gruppenhomomorphismus
	Gruppenisomorphismus
	Darstellung
	Kontinuierliche Gruppen
	Lie-Gruppen

	Symmetrie
	Noether-Theorem
	Beispiel zum Noether-Theorem
	Aufstellung von Symmetrien und den zugehörigen Erhaltungsgrößen

	Zusammenfassung
	Literatur

