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1 Einleitung

In der Quantenmechanik lassen sich verschiedenste Systeme iiber den zu-
gehorigen Hamiltonoperator charakterisieren, dessen zugehérige Eigenlosun-
gen durch die Schrédingergleichung bestimmt werden. Die Schrodingerglei-
chung kann allerdings nur fiir wenige Hamiltonoperatoren analytisch exakt
gelost werden. Daher wurden verschiedene Methoden entwickelt, um néhe-
rungsweise Losungen der Schrodingergleichung bestimmen zu kénnen:

— Variationsrechnung (Annahme einer parametrisierten Wellenfunktion;
Bestimmung der Parameter fiir minimale Energie)

— Storungsrechnung (Bekannte, exakte Losung zu einem #dhnlichen Ha-
miltonoperator; Bestimmung der Abweichung der Energie)

— nummerische Berechnung (meist iterative Bestimmung von Eigenlésun-
gen)

In der Quantenfeldtheorie (QFT) geht der Hamiltonoperator iiber in die La-
grangedichte, welche die Art der auftretenden Wechselwirkungen beschreibt.
Die Menge der Lagrangedichten, fiir die eine exakte Losung analytisch be-
stimmt werden kann, ist jedoch sehr klein. Daher sind Néherungsverfahren
in der QFT essentiell - insbesondere Stérungsrechnung und nummerische
Verfahren. Die in der Storungsrechnung auftretenden Korrekturen verschie-
dener Ordnung der N&herung lassen sich dabei in sogenannten Feynman-
Diagrammen darstellen. In der Pfadintegral-Darstellung der Storungstheorie
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lassen sich ferner sogenannte Feynman-Regeln zur praktikablen Berechnung
der Feynman-Diagramme vergleichsweise einfach und anschaulich ableiten.
Da Feynman-Diagramme fiir stérungstheoretische Rechnungen in der QFT
sehr bedeutsam sind, soll in diesem Vortrag die Pfadintegral-Darstellung der
Storungstheorie eingefiihrt und bis zur Darstellung in Feynman-Diagrammen
entwickelt werden. Die Feynman-Regeln selbst sind aus Zeitgriinden nicht
enthalten, lassen sich mit den im Folgenden hergeleiteten Zusammenhéngen
aber einfach formulieren.

2 klassisches Beispiel: anharmonischer Oszil-
lator

Zunéchst soll ein klassisches Beispiel mithilfe des euklidischen Propagators
storungstheoretisch behandelt werden. Durch die Ahnlichkeit zwischen eu-
klidischem Propagator und Pfadintegral kann die Rechnung anschlieend
weitgehend auf die Pfadintegraldarstellung der Stérungstheorie iibertragen
werden.

Hierfiir sei an den euklidischer Propagator Kg und die euklidische Wirkung
Sg erinnert:

Kg (0, 40,0 =(0le~*"|0) (1)
= / Dq exp[—5k(g. ¢)] (2)
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sswd = (2) +vi ®)

Dabei ist 7 die sogenannte imaginére Zeit und € R. Berechnet werden soll
die Energiekorrektur erster Ordnung Stérungstheorie £ auf die Grundzu-
standsenergie des harmonischen Oszillators Fy durch ein quartische Stérung
des Ostzillatorpotentials:

1 A
Vilg) = §mwzq2 + 5947 AER (4)
Der Vorfaktor des Storungsterms wurde dabei so gewéhlt, dass dieser sich im
Laufe der Rechnung genau herauskiirzen wird. Zur Berechnung der Grundzu-
standsenergie aus dem euklidischen Propagator kann folgender Zusammen-

hang verwendet werden:

Ey = lim %IHKE(O,B;O,O) (5)
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Die Giiltigkeit von (5) folgt aus der exponentiellen Dampfung aller Terme
aus (1) mit zunehmender Energie. Im Grenzfall fiir grofie 5 trdgt nur noch
der Grundzustand bei, da dessen Energie minimal ist.

Um hieriiber eine Energiekorrektur des Grundzustands zu bestimmen geniigt
es also den euklidischen Propagator auszuwerten. Setzt man dazu (3) mit (4)
in (2) ein, so ergibt sich fiir den euklidischen Propagator des anharmonischen
Oszillators Kg mit Sg der euklidischen Wirkung des ungestorten harmoni-

schen Oszillators:
Ay
KE = Dq exp —SE70 — dTEq

é/quxp [—(aq® + bg")] ,
. 2 N A )\
wobei aq” =Sgp und b= E/dT

Zur Auswertung dieses Integrals kann der quartische Term des Exponenten
iiber Differentioperatoren dargestellt werden. Diese Darstellungsweise wird
in der Pfadintegraldarstellung der QFT héufig benutzt und sei daher kurz
erldutert:

o2 _poA 2
eaxebmzeam

Dabei wurde zweimal die Reihendarstellung der Exponentialfunktion be-
nutzt. Um diese Darstellungsweise verwenden zu konnen, muss ein Term
linear in ¢ in die Exponentialfunktion des euklidischen Propagator des un-
gestorten Problems K§ eingefiihrt werden. Dieser Term [ d7.Jg entspricht
—cz aus (6) und wird im Rahmen der QFT meist als Quellterm bezeichnet.
Nach dem Ausfithren der Differentialoperatoren wird er analog zu (6) gleich
Null gesetzt. Damit ergibt sich:

KplJ) = /quxp {—SEO—F/dTJq}

~ Cexp B / drdr' J(F)G(r — T')J(T')} (1)



G(t — 7') bezeichnet hier die Green “sche Funktion, wihrend C' eine Kon-
stante bezeichnet, die das unendlich-dimensionale Pfadintegral umfasst. Die
Giiltigkeit der Darstellung des euklidischen Propagators geméf (7) wurde
fiir ein analoges Problem im Rahmen des vorangegangenen Vortrags iiber das
skalare Feld ohne Wechselwirkung gezeigt. Insbesondere kann die Funktional-
ableitung von K2[J] nach J in dieser Darstellung leicht ausgefiihrt werden.
Nun l&sst sich der euklidische Propagator K des anharmonischen Oszillators
iiber den euklidischen Propagator des harmonischen Oszillators K o[J] mit
Hilfe der Differentialoperatordarstellung der quartischen Stérung schreiben:

Kg = exp [—%/df (%)1 KplJ]
K = (1 - %/df (%(T))j KY[J] ]

O % / dr (6J(§T))4% ( / dr'dr" J ()G (1 —7")J (T”)>2

Dabei wurde die Exponentialfunktion der Funktionalableitung bis zur ersten
Ordnung entwickelt, sodass der euklidische Propagator KS) in erster Ord-
nung Storungstheorie berechnet wird. Der Term Oter Ordnung liefert mit
J = 0 direkt einen konstanten Beitrag C'. Fiir den Term erster Ordnung
wird auch der ungestorte Propagator als Reihe entwickelt. Durch die 4-fache
Funktionalableitung nach J liefern hier alle Summanden mit Potenzen von
J kleiner als 4 keinen Beitrag. Durch das Nullsetzen des Quellterms J nach
Ausfithrung der Funktionalableitungen liefern auch alle Terme der Ordnung
grofer 4 in J den Beitrag Null. Einen Beitrag ungleich Null liefert also nur
der Term Nullter Ordnung sowie ein Term der Reihendarstellung des un-
gestorten Propagators fiir die erste Ordnung der Stérungsrechnung.

Werden auflerdem die Grenzen des Integrals iiber die imaginére Zeit 7 ein-
gesetzt, so ergibt sich:

e’ =1+z+ O(z?)

J=0

(8)

J=0

B -1
KS) :O_/\%/o drG* (T —7) G(r—1) = e
AB
= C(l - ?)Q”rn—g(,u?) 1. Ordnung
AP
= Cow | s ¥

Erneut wurde die Reihendarstellung der Exponentialfunktion bis zu Termen
erster Ordnung verwendet. Um aus (9) die erste Ordnung der Korrektur der
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Grundzustandsenergie abzuleiten, kann nun (5) verwendet werden:

-1
E(()l) = lim Fln KS)

B—o0
~ im —InC n A
" Booo Ié] 32m2w?
A
= Fy+ o2 (10)

Zur Identifizierung des ersten Terms aus (10) betrachte man den Fall A =
0, fiir den sich die Grundzustandsenergie Fy des harmonischen Oszillators
ergeben muss.

3 skalares Feld mit Wechselwirkung

Ausgehend von dieser Voriiberlegung erfolgt nun der Ubertrag auf die Storungs-
theorie in der QFT. Dazu wird die Lagrangedichte £ des skalaren Felds mit
d*-Wechselwirkung betrachtet. Mit £, der Lagrangedichte des skalaren Felds
ohne Wechselwirkung und Zy[J] dem zugehorigen Pfadintegral gilt:

)\ 4
?

Zo[J] = C" exp [—5 /dxdx’J(x)AF(x — ') J(2") (11)

Hierbei bezeichnet Ap(z — 2’) den Feynman-Propagator. A\, C”, C' und C
seien Konstanten. In analoger Weise zum zuvor betrachteten euklidischen
Propagator des anharmonischen Oszillators lisst sich das Pfadintegral Z[.J]
des skalaren Felds mit Wechselwirkung tiber Zy[J] darstellen.

200 = ¢’ / D exp 2 / d:cﬁ]

= / D® exp —@ / dx%fb‘l} exp [@ / dxﬁo]

~o fowes i fary (575) | oo s ]
—z’/dm% (%)1 Zol]




Die Konstante C' wird dann so gew#hlt, dass Z[J = 0] = 1,d.h. C = Z71[J =
0]. Damit ergibt sich insgesamt:

exp [—z’ [ da (5J§x)>41 ZolJ]
exp {—z’fdx% (#‘()ﬂ Zo[J]

Im Folgenden wird das Pfadintegral Z[.J] des skalaren Feldes mit Wechsel-
wirkung betrachtet. Daher wird die gesamte Normierung in der Konstante
C definiert, d.h. C” = 1 gesetzt. Die Schreibweise C' wird beibehalten, um
uniibersichtliche Ausdriicke zu vermeiden (siehe (12)).

Z1J) = (12)

J=0

4 2-Punkt-Funktion in 1. Ordnung

Nun soll aus dem Pfadintegral Z|[.J] die 2-Punkt-Funktion in erster Ordnung
Storungstheorie berechnet werden. Dazu wird ein weiterer Zusammenhang
genutzt, der bereits im vorangegangenen Vortrag hergeleitet wurde, namlich:

" o"
(n) = (=
G (@1, 22, .., Tn) <z> 0J(21)0 (w2) - -+ 0. ()

Z1J] (13)

J=0

Zur Berechnung muss dann die Entwicklung des Pfadintegrals Z[J] in erster

Ordnung verwendet werden:
A 5\
1—i— d
"l / <5J(x)> !

Die 2-Punkt-Funktion in erster Ordnung ergibt sich dann aus (13), (14) und
dem Pfadintegral des skalaren Felds ohne Wechselwirkung.

ZWJ =C Zo[J] (14)

GOy ay) = — 0
() = Sreysim 2
— 52 A 5 \*
=C T (m) [1_% / ((U(a:)) dz| ZolJ] »

Die Funktionalableitungen lassen sich in der Exponentialfunktionsdarstel-
lung fiir Zy[J] aus (11) mit vergleichsweise geringem Aufwand berechnen.
Insbesondere ldsst sich der Term aus der Oten Ordnung der Entwicklung fiir
Z[J] direkt ablesen.



2 iy -2\ 5 \*
G (zy,15) =C ZAF(II_m)_WZZ/(c;J(m)) dx Zy[J]

§

Zur Berechnung des zweiten Term wird wie zuvor die Exponentialfunkti-
on aus (11) als Reihe dargestellt. Da nach dem Ableiten J gleich Null ge-
setzt wird, liefert erneut nur der Summand sechster Ordnung in J einen
Beitrag. In diesem treten drei Feynman-Propagatoren Ap auf, sodass zwei
Félle unterschieden werden miissen. Einerseits kénnen beide Funktionala-
bleitungen % auf den selben Term J(z)Ap(x — 2')J(2’) wirken. Daraus
resultiert ein Feynman-Propagator, dessen Argument durch x;, x5 bestimmt
ist: Ap(z1 — z2). Andererseits konnen die Ableitungen auf zwei verschiede-
ne Terme wirken, was zwei Feynman-Propagatoren Ap(x; — z), Ap(z — x2)
liefert. Die jeweils verbleibenden Feynman-Propagatoren ergeben sich als
Ap(z—1z) = Ap(0). Diese werden als Loop oder Vakuumschleifen bezeichnet
und beschreiben eine Selbstwechselwirkung des Feldes. Durch kombinatori-
sche Uberlegungen lisst sich zeigen, dass der erste Fall 6-4 -3 -2 = 144-fach
auftritt, der zweite Fall 6-4 -4 -3 -2 = 576-fach. Insgesamt ergibt sich somit:

G(2)<I'1,ZL’2) =C ZAF<I'1 - IL‘Q) — é /d!L‘ AF(ZL'l - ZE)AF(O)AF(ZL‘ - 1'2)
S——— 2 ,

N
=a ~~

:=b

A
o /dm Ap(zy — 29)A%(0)

g
=C

Nun muss der Vorfaktor C' = Z[J = 0] entsprechend der Entwicklung in ers-
ter Ordnung betrachtet werden. Dazu wird die darin auftretende Exponen-
tialfunktion der Funktionalableitungen (vgl. (12)) in erster Ordnung entwi-
ckelt. Die nullte Ordnung liefert direkt einen konstanten Beitrag 1, wiahrend
fiir die erste Ordnung widerum Z; als Reihe dargestellt wird. Analog zur
gerade durchgefiihrten Betrachtung liefert daraus nur der Term quartisch in
J einen Beitrag. Somit ergibt sich:

\ —1
C = (1 — % / dx A%(O)) Taylorentwicklung
P\
=1-— % dx AZ(0)
14 ¢
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Hierbei wurde die Taylorentwicklung zu 1/(1—zx) in erster Ordnung um x = 0
verwendet.

G(2)(x1,x2) =(a—b—rc)(1+ 2)

be 2
=a—b-—ctc————
a a
=a—b+0O(\)
) A
= zAF(:cl — :1:2) — 5 /d:c AF(SUl - SU)AF(O)AF(SC - $2) (15)

Da sowohl b, als auch ¢ linear in \ sind, a allerdings nicht, liefern die beiden
Briiche in erster Ordnung keinen Beitrag. Insbesondere kiirzt sich der Term
¢ genau heraus, sodass nur ein einfacher Loop auftritt, kein quadratischer.
Auch in hoheren Ordnungen wird sich dies in der Weise reproduzieren, dass
Loops (also Selbstwechselwirkungen des Feldes) maximal in der Ordnung der
Entwicklung auftreten.

5 Feynman-Diagramme

Die beiden verbleibenden Terme der 2-Punkt-Funktion a und b kénnen in
Form zweier Feynman-Diagramme veranschaulicht werden (sieche Abb. 1).

; @
X1 Xy X1 X2

X

Abbildung 1: Feynman-Diagramme der 2-Punkt-Funktion in 1. Ordnung
Storungstheorie; links: erster Term aus (15) (a, 0. Ordnung), rechts: zwei-
ter Term (b, 1. Ordnung)

Auch Terme der Entwicklung in hoherer Ordnung und anderer n-Punkt-
Funktionen lassen sich wie zuvor fiir die 2-Punkt-Funktion durchgefiihrt be-
rechnen. Die einzelnen Terme lassen sich ebenfalls als Feynman-Diagramme
darstellen. Die n-Punkt-Funktion (in der angegebenen Ordnung) ist dann
die Summe der einzelnen Feynman-Diagramme. Die maximal in einem dieser
Diagramme auftretende Potenz der Selbstwechselwirkung (Anzahl der ver-
bundenen Loops) entspricht der Ordnung der Entwicklung.



Es sei ohne Rechnung der entsprechende Ausdruck der 4-Punkt-Funktion
angegeben:

GW (1, 9, w3, 24) = —<AF(x1 — 29)Ap(z3 — x4) + Ap(z1 — 23)Ap (22 — 24)

Tog—x4)) — i;/dl‘(AF(l‘l —x9)Ap(x — x3)Ap(x — x4)

( )JAR(

+ AF(-%'I — $3)AF<1‘ — .%'2)AF(:C — x4) + AF(«Tl — x4)AF(x — $2)AF(x — 1’3)
( )JAR(
)JAR(

i / drAp(z — 31)Ap(s — 29)Ap(z — 23)Ap(z — 24) (16)

Die zugehorigen Feynman-Diagramme sind in Abb. 2 gezeigt.

X, X, X, X3 X, X4
+ +
X3 Xy X, Xy X3 X3
X : X X : X X : X
+ 1 X 2 + 1 X 3 + 1 X 4
X3 X4 X2 X4 X2 X3
X, X, X, X3 X, Xy
+ X + X + X

X3 i X4 X, i X4 X : X3
X, X Xy
———
X3 X
Abbildung 2: Feynman-Diagramme der 4-Punkt-Funktion in 1. Ordnung
Storungstheorie; vergleiche Terme aus (15)



6 Zusammenfassung

— Terme hoherer Ordnung in Exponentialfunktionen kénnen iiber einen
Quellterm durch Anwenden von Differentialoperatoren dargestellt wer-
den. Insbesondere kénnen Terme hoherer Ordnung in der Lagrange-
dichte somit durch das wiederholte Anwenden des selben Operators
erzeugt werden. Diese Methode vereinfacht die weitere Rechnung oft
deutlich und wird in der QFT héaufig benutzt.

— Die direkte Berechnung des Pfadintegrals in der Stérungstheorie ist be-
reits fiir verhdltnisméBig einfache Fille (2-Punkt-Funktion, erste Ord-
nung) aufwendig, liefert aber mit Hilfe von Feynman-Diagrammen sehr
anschaulich darstellbare Ergebnisse

— Mit der Impulserhaltung lassen sich die Feynman-Regeln in Pfadintegral-
Darstellung sehr anschaulich ableiten. Mit diesen wird die Berechnung
der n-Punkt-Funktionen deutlich vereinfacht und praktikabel. n-Punkt-
Funktionen werden iiblicherweise iiber diese Regeln berechnet.
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