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1 Einleitung

In vielen Problemstellungen der Physik trifft man immer wieder auf soge-
nannte Doppelmuldenpotentiale, zu sehen in Abbildung 1. Klassisch gibt es

V(]

x2a*/8

Abbildung 1: Doppelmuldenpotential der Form V (z) = % (22 — a?)’

zwei mogliche Grundzustdande zu E = 0, die entweder zum Aufenthalt des



Teilchens bei x = a oder zu x = —a korrespondieren. Ganz entscheidend hier-
bei ist die Feststellung: Hilt sich das im Grundzustand befindliche Teilchen
zu einem bestimmten Zeitpunkt bei z.B. x = a auf, so wird man es dort auch
noch in ferner Zukunft vorfinden, bliebe das System isoliert. Grundlegend
anders ist die Beobachtung bei Teilchen in der Quantenmechanik. Statt bis
in alle Ewigkeit in einer der Mulden bei +a zu verbleiben, besteht fiir das
Teilchen jetzt die Mo6glichkeit dem zu entkommen und den Potentialwall zu
durchtunneln. Die Wahrscheinlichkeit mit der so ein Tunnelprozess stattfin-
det ist u.a. stark abhingig von der Kopplungskonstanten \p die die Hohe
des Walls bestimmt. Fiir grofe Ap kann man die beiden Potentialmulden als
entkoppelt ansehen, bei der jede die gleichen diskreten Grundzustandsener-
gieeigenwerte Ey mit zugehorigen Wellenfunktionen Wy(x) besitzt. Fiir den
Grundzustand mit £y << V(0) kann man so z.B. das Potential bis zum
quadratischen Glied um = = +a taylorentwickeln und die Grundzustands-
gesamtwellenfunktion als Linearkombinationen der Wellenfunktionen beider
harmonischen Oszillatorpotentiale als allgemeine Losung angeben. Dabei gibt
es zwei Moglichkeiten: eine symmetrische und eine antisymmetrische Grund-
zustandsgesamtwellenfunktion.

1
— (Yo(z) + Yo(—2
75 (¥ola) + Bo(~2)
1
2) Us(z) = — (Vo(z) — Po(—2
2) Wale) = (Fola) — Wo(~2)
Man kann leicht nachrechnen, dass die Energieerwartungswerte zu H = H, +
H_ identisch sind.

(3) <‘I’1’H|‘I’1> =FEo = <‘I’2’H|‘I’2>

Damit reprisentieren Wy(z) und Wo(z) die zwei niedrigsten Gesamtwellen-
funktionen bei gleichen Energieeigenwerten, wodurch der Grundzustands-
energieeigenwert entartet. Abbildung 2 und 3 zeigt dies noch einmal anschau-
lich. Man kann nun versuchen mit Hilfe der Stérungstheorie diese Aufspal-
tung zu berechnen, wird hier allerdings recht schnell eines besseren belehrt.
Da die Aufspaltung nur sehr klein ist entzieht sie sich der Stérungstheorie
und man muss andere Methoden um Rat fragen. Eine Moglichkeit bietet die
WKB-Néherung der wir uns hier nicht weiter widmen. Stattdessen geht es
in dieser Arbeit darum dem Problem mit Hilfe des Pfadintegralformalismus
Zu entgegnen.

Wie aus den vergangenen Seminaren bekannt sein sollte, lisst sich die Uber-
gangsamplitude eines Teilchens, welches sich zu Beginn (¢;) am Ort z; und
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- ‘ - Abbildung 3: oben: Grundzustands-
wellenfunktion der Doppelmulde fiir

Abbildung 2: Grundzustandswellen- hinreichend grofe A — unten: Wel-

funktion der einzelnen Mulden lenfunktion des ersten angeregten Zu-
b) ¥ stands

nach der Zeit T' =ty — t; am Ort x¢ befindet, mit dem Pfadintegral als

T, T 1_
4 K: x 7t I’i?ti = Ty —|Tqy, ——= = (X eiﬁHT €T;) = Dxeﬁs[r]
P 79 2 f

darstellen. Dabei wurde 0.B.d.A. ¢ty = % und t; = —% symmetrisch um den
Nullpunkt gewéhlt. S [z(t)] ist die klassische Wirkung eines Pfades x(t).

T T
2

Slz] = /_QT dt (%mx“‘ - V(:c)) = /_T dt <%mx'2 - % (a2 — a2)2>

2 Voriiberlegungen

2.1 Wick-Rotation

Betrachtet man die Energiebillanz des Teilchens in der Doppelmulde

(5) E— %mi’Q LV (@),

so fallt auf, dass nichttriviale klassische Losungen fiir £ = 0 nicht existieren,
denn 42 > 0. Diese Erkenntnis ist nichts neues und wurde auch schon in der
Einleitung erwédhnt. Aus der Forderung der Existenz des Tunnelns, lassen
sich nichttriviale Losungen konstruieren, indem man interpretatorisch dem
Teilchen die Bewegung in imagindrer Zeit 7 gestattet, also ¢ — —i7. Es
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wird sich spéter herausstellen, dass die Bewegung in imaginérer Zeit nur fiir
einen kurzen Augenblick (engl. for an instant) der Fall ist, daher auch der
Name Instanonen. Quantenmechanisch hat das Teilchen also die M&glichkeit
spontan in imagindrer Zeit zu leben. Mathematisch wird dadurch

6) E=—ymi®+V(2)

und fiir £ = 0 existieren nichttriviale Losungen. Die klassische Wirkung
S [x(t)] geht damit in

T

(7) S |[z] :i/Q dr (%m%v@)) = iSg [7]

T
2

{iber, mit der jetzt euklidischen Wirkung Sg [z] in imaginiirer Zeit. Die Uber-
gangsamplitude K &ndert sich damit einhergehend zu

8) Kg :/Dxe_fliSEm.

In imaginérer Zeit bewegt sich das Teilchen also so, als wiirde es sich in einem
invertierten Potential befinden. Diese Drehung der Zeit in der komplexen
Zahlenebene um —7 bezeichnet man auch als Wick-Rotation.

2.2 Sattelpunktmethode
Um

N N—-1
m 2 1
(9) KE = /D,I e—%SE[x} — < . ) / I I dﬂf] e—ﬁSE[ac}
2miho e

zu berechnen, muss man formal allerdings wieder auf die urspriingliche Form

(10) Sglz] = /_ dr (%mi2+%(9€2—a2)2>

N— 2 2 2
o S () )

Jj=0

N

= s

von Sg [x] zuriickgreifen, mit xy = xy und xy = ;. Dieses Integral ist
analytisch nicht 16sbar. Um dennoch fiir dieses Funktional-Integral eine gute



Néherungslosung zu erhalten, betrachten wir zuerst einmal das Integral der
Form

(12) I :/ dze /@ mit f(z) — +oo fiir x — £00

mit e hinreichend klein (vgl. ). Hat f(x) nun mindestens ein Minimum im
Punkt zq, so lisst sich das Integral durch

(13) I~ / " e (o o) o))
approximieren, also der Entwicklung von f(x) bis zur quadratischen Ordnung.
Als Gauf-Integral ldsst sich dieses dann vollstdndig analytisch berechnen.
Im Falle mehrerer Minima x; ...x, wird I als Summe aller um alle Minima
entwickelten Integrale genéhert, also

(14) I~L+-+ 1,

Die Tatsache, dass es sich in unserem Fall um ein Funktional handelt &ndert
nichts an der Vorgehensweise. Die Minima von Sg [z] berechnen sich wie
iiblich mittels nullsetzen der ersten Ableitung und Uberpriifung durch die
zweite Ableitung.

Vs >>)

1 S~ S (G
o "o (e e
o = [ase -7 (m(—a—) () + V' (al))

(18) = —mi(r) + V' (z(7)) = 0

Wie nicht anders zu erwarten, ist dies gerade die klassische euklidische Be-
wegungsgleichung, denn der klassische (euklidische) Pfad ist nunmal jener
der minimalen Wirkung. Bevor wir uns aber auf die Suche nach Lésungen
der Bewegungsgleichung machen, entwickeln wir noch formal Sg [z] um den
klassischen Pfad zy (7).

(19) Sglx] = Sg[r(T //dTldTgy 1)

Q)Qf)\/

(52813 [l‘kl(T)]

(51]1{1(7'1)5%‘1(1(7'2)

20) =Sl + L / ry(r) (=g + V" (i) ) ()

y(72)

Dabei ist y = x — xy ein Variationspfad mit den Randbedingungen y (—%) =

v(3) =0



2.3 Variablentransformation

Zunéchst ersetzt man nun die Dz-Integration durch eine iiber Dy. Da xy; fest
vorgegeben ist, ist die zugehorige Determinante der Jakobi-Matrix DetJ = 1
und K wird damit zu

(21) Kp= e*%SE[wkl] /Dy 6_2%" dey(T)(—m%—&-v”(zm(r)))y(r)

(22) < maa_;+v (xkl(T))> y(7)

formal HU der Schrédinger-Gleichung entspricht, existiert auf Grund der
Hermitizitdt des Operators ein vollstdndiges System von (normierten) Ei-
genfunktionen y,, mit zugehorigen Eigenwerten \,, die zudem die Orthogo-
nalititsrelation

(23) / AT () (7) = G

erfiillen. Die Vollstandigkeit impliziert die Moglichkeit der Entwicklung des
Variationspfades y(7) nach den Eigenfunktionen y, mit den zugehérigen Ko-
effizienten c,,

(24) lim y(r chyn

N—oo

Setzt man obige Entwicklung in Gleichung (21) ein, so geht die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit K unter Ausnutzung der Orthogonalitédtsrelation iiber
in
(25) lim KE — e—%SE[xkl /Dye oh ZN 2>\nc

N—oo
Da die Abhéngigkeit des Variationspfades nun in den ¢, steckt, fiihrt man

eine Variablentransformation Dy — Dec durch. Das Integralmaf Dc ist dabei
durch

N
2

(26) Dc = <2mh5> Det J' H de, = A- H dey,

n=0




gegeben. Die Determinante der Jakobimatrix DetJ’ ist zwar nicht bekannt,
da es sich aber um eine lineare Transformation handelt ist diese konstant
und kann in eine noch zu bestimmende Konstante A hineingezogen werden.
Das verbleibende Integral ist Gaufsscher Art und kann leicht gelost werden.
Kg nimmt damit die Form

e 27Th A
(27) Kp=A-e il I / : /dCO JRECY
n=1 n

—A. ef%S'E[CL‘kI] 1 /dCO e*%cg
))

\/Det’#h (—mg—; + V" (Ikl

an. Det’ soll dabei andeuten, dass die sogenannte Nullmode nicht enthalten
ist, denn fiir die klassische Bewegungsgleichung gilt

(28) —m.l.’kl(T) + V/ ((L’kl(T)) = O

und damit
(29) (—m% + V” (fEkl(T))) Ztk](T) = 0.

T (7) ist also eine (nicht normierte) Eigenfunktion zu obigem Operator mit
Eigenwert \g = 0. Als direkte Folge erfihrt das ¢y Integral keine Damp-
fung. Bei genauerer Untersuchung stellt man allerdings fest, dass die Ur-
sache hierfiir bei der zuvor angewandten N&herungsmethode (Sattelpunkt-
methode) liegt. Wir erinnern uns die Funktion f(z) um das Minimum z,
entwickelt zu haben. Ist die Funktion allerdings z.B. rotationssymmetrisch,
so besitzt diese kein ausgezeichnetes Minimum. Vielmehr liegt das Minimum
auf einem ganzen Kreisring. Eine solche Symmetrie fiihrt bei der Anwen-
dung der Sattelpunktmethode immer zu Null-Eigenwerten (Nullmoden) der
Hesse-Matrix. Im Falle des Funktionals Sg [z] liegt eine solche Symmetrie in
Form der Zeitranslationsinvarianz der Bewegungsgleichung vor, denn nicht
nur zy(7) ist Minimum von Sg [z] sondern auch zy (7 + 7.). Es liegt also
nahe ¢y als Funktion von 7. aufzufassen und die cy-Integration in eine iiber
T, zu transformieren. Bevor wir uns dem Problem widmen kommen wir aber
noch einmal auf die Losung der klassischen Bewegungsgleichung zuriick.



2.4 Losung der klassischen Bewegungsgleichung

Um Losungen fiir £ = 0 zu finden betrachten wir die euklidische Energiebi-
lanz

1
(30) E = ——mxkl + V ZEkl =0

/2V / )\2
(31) — T = mkl

Dies ist eine DGL erster Ordnung und sie ldsst sich durch Separation der
Variablen sowie unter Beriicksichtigung der Randbedingungen

i o) = o

recht einfach 16sen. Tatséchlich gibt es sogar eine ganze Fiille von Lsungs-
funktionen. Die hierfiir interessanten Losungen sind zum einen natiirlich die
triviale Losung

(32) Tkl — :|:CL,
nicht-triviale Losungen sind allerdings von besonderem Interesse

2 2
Apa

m .

(33) xq = fatanh (2 (1 — TC)) mit w =

Anschaulich rollt das Teilchen hiernach in imaginirer Zeit durch das Tal des
invertierten Potentials bei x = 0 um dann bei x = 4a zum liegen zu kom-
men. Dementsprechend befindet sich das Teilchen zum gréften Teil bei +a,
also im Grundzustand, bis auf einen kurzen Augenblick (zeitlich lokalisiert)
wahrend es zwischen +a interpoliert. Daher werden diese Losungen auch
Instanton/Anti-Instanton bezeichnet. Abbildung 4 zeigt eine Anti-Instanton-
Instanton Konfiguration graphisch.

2.5 Transformation der Nullmode

Wie wir im vorletzten Kapitel bereits festgestellt haben, liegt der Divergenz
des Integrals in (27) eine Symmetrie zugrunde, die auf die Invarianz der
Bewegungsgleichung gegeniiber Zeittranslation zuriickzufiihren ist. Da diese
Divergenz allerdings keine Echte darstellt, sondern infolge der Sattelpunkt-
naherung auftritt, bietet sich eine Variablentransformation der cy-Integration
auf die Zeitkoordinate 7. (Zentrum des Instantons) an, die fiir die Divergenz



x(t)
— . ta -
-atanh(o/2(t-t) / a tanh(o/2(t-t2))
N /

Abbildung 4: Losung der Bewegungsgleichung (o tanh(7 — 7)) fiir ein Teil-
chen minimaler Energie, das die Randbedingungen x(—7/2) = z(T/2) = a
erfiillt (Anti-Instanton-Instanton)

verantwortlich ist. Um die Determinante der Jakobi-Matrix zu ermitteln, ru-
fen wir uns noch einmal die Proportionalitidt von z), zur Eigenfunktion mit
Eigenwert 0 in Erinnerung.

(34) da(r) x polr)  — _ / W2 (r)dr = N? / i2,(7) dr

_1 L
2, (A3 ° 2 w2
- Ny = | za®y/ L = | Zwa?
3 m 3

Da nun die Entwicklung der Trajektorie z(7) um den klassischen Pfad zy (7 —
7.) fiir beliebige Zeittranslationen 7. moglich ist, gilt fiir den Variationspfad:

yr—1) =x(r) —an(r— 1) & x(t) =T — 1) +y(T — 7¢)
(35) (1) =xa(r — 7)) + ]\}1_21(1)0 Z CnYn (T — Te)

x(7) bleibt hierbei unabhéngig von 7.
Aus (35) folgt daher direkt:

N-2

dQ?(T) R . ] an ‘
36) 3 = 0= —iutr ) + Jim 3 ({E2nlr =) il =)
(87) 1(‘>—1'NZQdC’”L<—>—'(—)
= NNyO T Te _NL)H;O — chyn T Te CnYn\T Te



Multiplikation mit yo(7 — 7.) und Integration iiber 7 liefert:

1 d
(38) — Co—hm ch/ynT—TcyoT—Tc)d

Vernachléssigt man die hinteren Terme, so ergibt sich in fiihrender Ordnung
fiir die Transformation der cy-Integration in eine {iber 7.

T
00 1 3
(39) /_OO dCo NN /ngc.

Als Zwischenstand fiir die Ubergangsamplitude K halten wir damit fest:

(40) KE:< ale” fHT|a>

— A. e #SElx] 1 _ ch
T

\/Det’%lr (—mZs + V" (zw)) -7

Fir die Wirkung der klassischen euklidischen Bewegungsgleichung erhilt
man:

1 2
(41) Sg(zw] = /dT (2mxkl + V(2 ) /mxkl dr = = gmwa2

2.6 Losung der Determinante

Als allgemeine Losung hilft uns Gleichung (40) noch nicht wirklich weiter.
Offensichtlich steckt die eigentliche Arbeit in der Losung der Determinante.
Genauergesagt ist siémtliche Vorarbeit bis hier fiir eine Vielzahl von Proble-
men so giiltig. Um nun konkret zu werden widmen wir uns zuerst folgendem
Ausdruck:

Det (gi7 (—mie + V" (@) =A) 12,0, =)
(42) A<)‘) = 52 = goo 0
Det (35 (s - ma?) — ) TLg0% =)
Mit der Erkenntnis Ag = 0 sieht man sofort ein, dass A(A = 0) = 0 gelten
muss. Leitet man diesen Ausdruck aber nach A ab, so lisst sich leicht zeigen,
dass an der Stelle Null

OA(N) =, A Det’m( my + V" (a:kl))

oA =0 = [, A Det st (—m% + mw?)

(43) —
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gilt. Dieser Zusammenhang wird sich spéter noch als recht niitzlich erweisen.
Zunichst aber betrachten wir nochmal den schrédingerartigen Operator (22)
diesmal aber im Limes grofer Zeiten, d.h. wir suchen Losungen der Eigen-
wertgleichung

(44)  lim 1 (— (9_ + Vv’ (:L‘kl(T))) fi2(m, A) = Af1a(T, N)

T—=+oo 2TH mn oT2

2

1 0
(45) = s <—mw + /\?Da2> J12(7,A) = Af12(7, ).

Die Indizes (1,2) sollen andeuten, dass wir uns fiir zwei linear unabhéngige
Losungen interessieren. Mit Hilfe der e-Funktion als iibliche Losung dieser
einfachen DGL, lassen sich durch geschickte Linearkombinationen asympto-
tische Losungen bilden, die zueinander linear unabhéngig sind

etk fiir lim,_

A (N)e ™ + Bi(N)etr™ Aiir lim, o

Ay (N)e*™ 4+ By(N)e ™7 fiir lim, o
(47) fo(r,\) = {e-i-gw) 2(A)

(46) fi(T,A) = {

fir lim,_,_

" )\2 2
L2 — 2mhA 2 und Ww2=Y (£a) _ Apa
m m m

Zur Uberpriifung der linearen Unabhiingigkeit bietet sich die Wronski Deter-
minante an:

mit

0 0
(48) W (fi(m, A), fa(7, A)) = fla_f - a—”f_lfz

Mit ihr ldsst sich unter anderem auch durch Auswertung in beiden Limes
T — Fo0

(49) Bl()\) - B2(>\) = A(/\)

zeigen. Zudem miissen beide Funktionen die Randbedingungen bei A = 0
= k = iw erfiillen. Da die Eigenfunktion zum Eigenwert A\ = 0 bereits
bekannt ist, muss offensichtlich gelten:

(60) lim  fia(m,A=0) o< yo(7)

T—+o00

(1) lim  y(r)=N % (1 — tanh (g(T — TC))> = 2awN e™7

T—7F00
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Wahlt man nun

(52) Ai(A=0)=A(A=0)=1
(53) Bi(A=0)=By(A=0)=0
so ergibt sich der Zusammenhang
1
2awNy0(T>'

Als néchstes geht man wieder von Gleichung (45) aus. Separat stellt man
diese fiir fi(7, A1) und fa(7, A9) auf und multipliziert anschliefend von links
mit der jeweils anderen Losungsfunktion, also:

(54) lim f172(7', A= 0) = eTWT =
T—F00

2

(55) fa(7, A2) <—m% + mWQ) Ji(T, A1) = 21hAq fi(7, A1) fa(T, Ag)

2

(56) fi(T, A1) (—m% + mWQ) fa(7, A2) = 2wRAs f1(7, A1) fa(T, A2)
Subtraktion (55)-(56) liefert:

657) 5 (R 222 O )

= %i()\l — )\2) f1<7'> Al)f2(7—> )‘2)

Setzt man noch A\, = 0, leitet nach A\; ab und setzt auch A\; = 0, so folgt:

82 an(Ta O) 8f1 (T, )\1)
2mh 27h 1 )
(58) = A ORm0) = SR d)

Zum Schluss integriert man beide Seiten von —Z bis £ (7" — oo) iiber 7 und
erhdlt damit den Zusammenhang

.0 Af2(7,0)  9fi(r. M) o0
(59) ,\13%08_)\1 (fl(T’ A or or fa(m, 0)> =

031 ()\1) | . 2mh
N T m (2awN)*

Jetzt kann man sich die schon zuvor abgeleite Gleichheit in 49 zunutze ma-
chen.

= —2w

O\ M=0 o\ M= (2awN)2

(60) —
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Erstaunlicherweise ist die linke Seite aber nichts anderes als die zu interes-
sierende Grofe, wie schon in (43) gezeigt.

Det’ﬁ (—mad—fz + V” (:L‘kl)> omh

6l) = 5 =
(61 Detst- (—m&5 + mw?) 2mw (2awN)?

Damit lasst sich dann auch die vollstindige Losung des Ein-Instanton (a —
—a) angeben.

(62) Kg= <—a|e_%HT|a>

—A. 1 e*%SE[IkI} . L/2 dr.
\/Det’ﬁ (—maa—; + V” (ZL’kl)) NN —%

4ma2 3
=A. mh e_flﬁrSE[‘”kﬂ/ dr,
m_ (0% 2 r
Det?ﬂ'h ( or2 +w ) 3
T
mw _ wr dma3w3 12 2
= —e 2z . e_EEm“)G‘Q ch
7h 7h -z
mw _ wr
=,/—e
7h

Im vorletzten Schritt wurde noch die Lésung des einfachen harmonischen
Ostzillators ausgenutzt.

Nl

vl
Iy
—
S
o,
3

3 Instantonlosungen

3.1 Berechnung der Ubergangsamplitude

Die zuvor berechnete Ubergangsamplitude beriicksichtigt allerdings nur den
einmaligen Ubergang. Praktisch sind aber auch mehrfache Ubergiinge mog-
lich. Tunnelt namlich das Teilchen von a nach —a, so diirfte nichts dagegen-
sprechen, wenn es nach einer kleinen Totzeit wieder zuriicktunneln wiirde
und im Anschluss wieder nach —a. Dies muss man bei der Rate beriick-
sichtigen und in der Tat sind auch hohere Ubergangsordnungen beteiligt,
5,7,9,11,.... Entscheidend sind dabei nur die Randbedingungen. Ein Teil-
chen mit den Randbedingungen a — a wiirde ja klassisch fiir immer bei a
verbleiben. Quantenmechanisch sind jetzt auch die Ubergiinge a — —a — a
usw. also alle geradzahligen Ubergangsmaoglichkeiten beteiligt. Dies liegt un-
ter anderem daran, dass die Zeiten bis ein Ubergang auftritt in der Praxis
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sehr klein gegeniiber den Beobachtungszeiten sind. Fiir das obige Beispiel
(Abbildung 4) der quadratischen Ubergangsrate, mit den Randbedingungen
a — a, ergibt sich damit

KJQE _ <a|e L (T Tp2)| _a> <_a|€—%H(%+7—c2)|a>

MW _w(T__
— Y 5 (5 ) 5 (5 47e2) / dTCQ/ dr,
Th T T
2 2

mit 7., << 7,.
Allgemein kann ein n-Instanton auch geschrieben werden als:

(63) Kp = @6_§- "/ dre, - - / dre, chl

mh T T _T
2 2 2
mw _wr T"
— — e 2 . JE—
wh n!
L T T
mit —5 <7 < T <0 <7, <3

(7 a -
7T'/2 Tel Te2 Tes Ted Tes o7 o

Abbildung 5: Multi-Instanton Konfiguration (—a — —a)

3.2 Berechnung der Energieaufspaltung

Wie zuvor bereits erwéhnt, kann abhédngig von den Randbedingungen entwe-
der nur eine gerade oder ungerade Anzahl an Instantoniibergéingen stattfin-
den. Erlaubte Uberginge tragen allerdings simtlich zur Gesamtiibergangsra-
te bei, so dass sich diese bei einer Randbedingung a — a zu

hHT mw T
(64) <a e | E \/ — ¢
= ”_h e cosh(RT)
m

14




ergibt. Analog erhélt man fiir den Fall a — —a:

(65) <—a|e_%HT|a> = ,/m—;;e_% sinh(RT)
7r

Um nun die Energieaufspaltung zu berechnen schiebt man vor den Ket-
Vektor eine vollstdndige Eins ein und berticksichtigt nur die ersten beiden
Terme. Dies ist legitim, da die gegeniiber den beiden niedrigsten Zustdnden
verhéltnisméafig weit hoher liegenden Energieniveaus in Kombination mit der
Limesbildung (lims_,,) die e-Funktion wesentlich stéirker abfallen lassen, so
dass alle diese Terme vernachlissigbar sind.

(66) lim <ia|e—%HT|a> =Y e+ T (+an) (nfa)
n=0

T—o00

1 /mw 6_(%_R)T + 6_(%+R)T fir (a — a)
T2 \/% e (5-R)T _ o~ (54R)T) g (0 — —a)
~ e 10T (£4)0) (0]a) + e #5T (£all) (1]a)
= 1T g (da) i (a) + e 7T oy (+a) i (a)

Da der Grundzustand symmetrisch und der erste angeregte Zustand anti-
symmetrisch ist, lassen sich durch Vergleich der Exponenten die Energien
der niedrigsten beiden Zustédnde direkt ablesen. Man erhélt:

(67) Eo = h(g —R)

(68) Ey=h (g + R)
Die Aufspaltung gegeniiber dem Grundzustand des einfachen harmonischen

Ostzillators betragt demnach AR und die Energiedifferenz der beiden Zustén-
de:

dma2w3 12 o
e k3

(69) AE =FE; — Ey=2hR =2h-
7h

4 Uberblick

Zusammenfassend kann man also festhalten: Instantonen sind zeitlich loka-
lisierte Losungen der klassischen euklidischen Bewegungsgleichung. Ein Teil-
chen im Grundzustand des Doppelmuldenpotentials befindet sich nur bis auf
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einen kurzen Augenblick dort (except for an instant). Daher der Name In-
stanton.

Der Pfadintegralformalismus eignet sich besonders gut um solch kleine Ener-
gieaufspaltungen, die der Storungstheorie verborgen bleiben, in guter Na-
herung zu berechnen. Als Vergleich bietet sich die N&herungslosung mittels
WKB-Methode an.

2

4 12
AFp; = —Vma?hw3 e n3Mme

NG

4e - 12 2
ABwkp = —Vma2hwd e n3m

T

Hier zeigt sich nur eine kleine Abweichung durch den Vorfaktor \/L% ~ 0,56
gegeniiber £ = 0,86. Als Haken wiirde man hier nur die unter Umsténden
sehr kompliziert (d.h. ungewohnt) werdenden Rechnungen beméingeln. Als
Alternativldsungsverfahren steht es jedem aber selber frei, ob er obige Rech-
nungen weiterhin im oo—dimensionalen Hilbertraum durchfiihren oder auf

diese recht elegante Methode zuriickgreifen mochte.
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