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Teil 1

Thermodynamik

1 Grundbegriffe

1.1 Thermodynamische Systeme

makroskopische Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden

Kontakte mit der Umgebung;:

1. Warmeaustauschkontakt = thermischer Kontakt
2. Arbeitsaustauschkontakt

3. Teilchenaustauschkontakt

isolierte Systeme : kein Kontakt
geschlossene Systeme :  kein Teilchenaustausch
offene Systeme : beliebige Kontakte

homogene-heterogene Systeme

Nebenbedingungen: kontrollierbare Einschrankungen des Systems

1.2 Zustande

Zustandsgroflen: messbare, makroskopische Gréflen
b, ‘/7 U7 T7 Sa N7 H: M7

Zustand: Satz von Werten fiir die Zustandsgréfien
thermodynamisches Gleichgewicht, Gleichgewichtszusténde:

keine Anderung der ZustandsgroBen bei konstanten Nebenbedingungen
extensiv: mengenproportional (Vin,U,...)

intensiv: mengenunabhingig (p,T,p,...)

1.3 Temperatur

thermisches Gleichgewicht: Stabilitdt unter thermischen Kontakten



Nullter Hauptsatz:

Wenn zwei Systeme A und B mit einem dritten System C' jeweils im thermischen Gleich-
gewicht stehen, dann sind auch A und B untereinander im thermischen Gleichgewicht.

+ Anordnungsaxiom + Transitivitdtsaxiom
— Temperatur 7'

vorldufige Festlegung der Skala durch ,ideales Gas®: pV =nRT

1.4 Zustandsgleichungen

Relationen zwischen messbaren Zustandsgrofien

1.4.1 Gase

f(p,V,T)=0, Fliche im Zustandsraum

1.4.2 Ideales Gas

pV =nRT
1.4.3 van der Waals-Gleichung
V2

<p + a”—g) (V = nb) = nRT

1.4.4 Magnete

duBeres Magnetfeld H, Magnetisierung M, m = M -V

a) Paramagnet

CH
M = M,f , M, = Séttigungsmagnetisierung
MyT
z. B. 1
f(z) =tanhz , f(z) = coth3z — 1 Langevin — Funktion
x
grofe T"
C .
M =~ TH ,  Curie — Gesetz



b) Ferromagnet

M = Myf (M(ZT(HJr)\M)) . Toc=AC

T > Te: eine Losung fiir M, stetig
T < T: spontane Magnetisierung bei H = 0
grofle T', kleine H

C
M =~ T TCH ,  Curie-Weif3-Gesetz
oM
Xm = E magnetische Suszeptibilitit

1.5 Rechenregeln fiir partielle Ableitungen

e
2‘ (5).(2). (%),
3‘ () = () (%),
4‘ (). (3).+ (), (),

Postulat: physikalische Grofie ,, Warme“, die bei thermischem Kontakt ausgetauscht wird.

Wiérmemenge AQ
Wiérme ist keine ZustandsgroBe: 0Q) (statt d@)

_ (%@ _ (%@
=), o= (@),

Wairmekapazitat

spezifische Wirme

Molwéarme



1.7 Thermodynamische Prozesse

Zustandsédnderungen:

quasistatisch, reversibel, irreversibel, adiabatisch, isotherm

2 Der erste Hauptsatz

2.1 Arbeit

AA: dem System zugefithrte Arbeit

reversible Arbeit : 0A = > Fidg;
Volumenarbeit : 0A = —pdV
Magnetisierungsarbeit : 0A = puoHdm
chemische Energie : 07 = > idN;

2.2 Differenzialformen

w= Z a;(x)dx;

i

w exakt (bzw. ,total“, vollstindig®) < w = df

Gleichwertig sind (auf einfach zusammenhédngenden Mannigfaltigkeiten):

1. w ist exakt
8aj . 8(11-

B
3. [ 3" a;dz; ist wegunabhiingig
A

0 A ist 1.a. nicht exakt.

Integrierender Faktor h: h(x) - w = df



2.3 Erster Hauptsatz

1. Hauptsatz der Thermodynamik

Es existiert eine Zustandsfunktion ,,innere Energie® U,
dU = 0A+0Q + 67
U ist extensiv.

Folgerungen fiir Gas:

oU
Cv= (a—T)V

r-cv=[(), ) (57),

2.4 Anwendung auf das ideale Gas

2.4.1 Versuch von Gay-Lussac

Experimentell:

2.4.2 Warmekapazititen

Cp - O\/ =nR
experimentell: Cy, = const. fiir ideale Gase

=  U(T)=CyT+U,

2.4.3 Adiabaten

0Q=0, dU=—pdV
T -V~ = const.
p- V7 = const.

c
y=2>1
Co

2.5 Schwarzer Strahler

Adiabaten:

4
eV'3 = const.



3 Der zweite Hauptsatz

3.1 Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Satz von Thomson

Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die nichts anderes bewirkt, als einem
Wirmereservoir Wérme zu entziehen und vollstédndig in Arbeit umzuwandeln.

Satz von Clausius

Es gibt keine periodisch arbeitende Maschine, die nichts anderes bewirkt, als einem kélte-
ren Warmereservoir Warme zu entziehen und diese einem heifleren Warmereservoir zu-
zufiihren.

Die Sétze sind dquivalent.

3.2 Universalitiat des reversiblen Wirkungsgrades

Warmekraftmaschine: Kreisprozess, arbeitet mit zwei Warmereservoirs bei 77 und T,
Warmeaustausch AQq, AQ)», leistet Arbeit —AA = AQ 1 + AQ».

Wirkungsgrad:
—-AA

TTAQ T

(—AQ»)
AQr

1-— 0<n<l1

Carnotscher Satz

Der Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine kann nicht gréfler sein als derjenige einer
reversibel arbeitenden Warmekraftmaschine.

Korollar: Alle reversibel arbeitenden Wirmekraftmaschinen besitzen den gleichen univer-
sellen Wirkungsgrad 7., der nur von 7T}, T; abhéngt.

3.3 Carnot-Prozess

Kreisprozess mit idealem Gas als Arbeitssubstanz, reversibel:
isotherme Entspannung, adiabatische Entspannung,

isotherme Kompression, adiabatische Kompression



3.4 Thermodynamische Temperaturskala
T:
Ne=1-— f = Definition von f
absolute Skala: Tripelpunkt von Wasser bei 273,16 K

— absolute thermodynamische Temperatur

(0° C = 273,15 K)

3.5 Entropie

Carnot-Prozess:
Al N AQ
Ty T

=0
Clausiussche Ungleichung:

o
]{ ?Q < 0 fiir beliebige Kreisprozesse

)
]{ ?Q =0 fiir reversible Kreisprozesse

Folgerung: Fiir reversible Prozesse ist ‘%Q exakt.

. 6Qrev

ds
T

Entropie:

xT

S(z) = / "

Z0

1. S ist extensiv.
y
5
2. [%2 < S(y) - S(x)
3. thermisch isolierte Systeme: .S kann niemals abnehmen.

Der zweite Hauptsatz zeichnet eine Zeitrichtung aus.

3.6 Die Grundrelation der Thermodynamik

allgemein : TdS > dU — 6A — 67
reversibel : TdS =dU — 6A — 67
p—V — Systeme : TdS = dU + pdV — udN

geschlossene p — V-Systeme: T'dS = dU + pdV



Konsequenzen:

1. Energiegleichung
oUu op
— ) =T7(=) —-»p
ov ), or ).,

= U(T, V') berechenbar durch Integration von

Ip
AU =CydTl'+ |T | = | —p|dV
ar+[7(37), -7
wenn Cy (T, V) und die Zustandsgleichung gegeben sind.

2. T'dS-Gleichungen

op
TdS = T+T (2=
dS = CydT + (aT)VdV

= Aus Cy(T,V) und der Zustandsgleichung ist S(7T, V') berechenbar.

oV
TdS = C,dT — T (6_T)p dp

3.7 Ideales Gas

(GU) =0 folgt aus dem 2. Hauptsatz .
T

oV
T
U(T) = / Cv(THdT + U(Ty)
To
TC T 1%
S(T,V):/ V(, >dT’+ann—+S(TO,%,n)
T Vo
To

Falls Cy = const., (,,klassisches ideales Gas®)
U - CvT

T V
S = OV IHTO +nRIn (—V> + NSo(T(), %)

nvo

3.8 Mischentropie

\% %
Smisch = kN1 In — + kNoIn — > 0
h 1nV1+ 2HV2

bei verschiedenartigen Gasen



4 Thermodynamische Potentiale

4.1 Thermodynamische Potentiale
Innere Energie: U(S,V,N)

dU = TdS — pdV + pdN
ov_, oU

s~ v P an

natiirliche Variablen: S, V, N
Freie Energie: F(T,V,N)=U-TS

dF = —SdT — pdV + pudN

oF o o8 _  OF
or — 7 av_ P aN T
Enthalpie: H(S,p,N)=U+pV

dH =TdS + Vdp + pdN
Freie Enthalpie: G(T,p,N)=U—-TS +pV
dG = =SdT + Vdp + pdN
GroBkanonisches Potential:  J(T,V,u) =U — TS — uN
dJ = —SdT — pdV — Ndpu

Entropie: S(U,V,N)

_ ! p H
dS = =dU + =dV — =dN

1



V T
U G
S p
H
F
m T
U G
S H = jioH (Magnetfeld)
H

4.2 Physikalische Bedeutung
4.2.1 Freie Energie

—AA < -AF fiir T, N = const.

—AF ist die maximale Arbeit, die das System bei isothermer Zustandsénderung abgeben
kann.

Im Gleichgewicht nimmt F(7,V, N) fiir T, V, N = const. ein Minimum an.

4.3 Extremaleigenschaften

S(U,V,N) maximal fiir thermisch abgeschlossenes System
F(T,V,N) minimal fiir 7,V,N = const.
G(T,p,N) minimal fiir T,p, N = const.
U(S,V,N) minimal fiir S,V,N = const.
H(S,p,N) minimal fiir S,p, N = const.

J(T,V,n) minimal fiir 7T,V,u = const.

10



4.4 Gleichgewichtsbedingungen

Das System bestehe aus K Teilsystemen, die Kontakt miteinander haben. Im Gleichge-
wicht ist
=T, pi=p, ppi=p, t=1... K

4.5 Gibbs-Duhem-Relation
G =) N,
j

— J = Z Fiq; , speziell : J=—-pV

4.6 Maxwell-Relationen

QO Q

~/~
Q’J‘@
<|®
~ ~—
: = B
2
I |

2T gz ge
'u¥/
=

VR
Q
SIS
~_
©n S
= =
Il I
7 N N N

Beziehungen zwischen Antwortkoeffizienten

oS oS
)
o e L (Y e L (Y
7 v \op o ST v Uop s

e () s ()
“wv\er), - T pl\ar),

pBKT .
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5 Phasengleichgewichte

5.1 Koexistenz von Phasen

Phasen: Zustandsformen einer Substanz

Phasenkoexistenz: inhomogener Gleichgewichtszustand aus mehreren Phasen

5.2 Gibbssche Phasenregel

f=24+a-—m Freiheitsgrade
fiir
7 = Anzahl der Phasen
a = Anzahl der Teilchensorten
Beispiel: Wasser, a=1, f=3-7

reine Phasen: f=2
Koexistenzkurven: f =1
Tripelpunkt: f=0

5.3 Maxwell-Konstruktion bei der van der Waals-Gleichung

T
T

Va
G1(T,p) =Go(T,p) = p(Vo—V)= /p av = gleiche Fliachen

141

12



5.4 Dampfdruck-Formel

Koexistenz von Gas und Fliissigkeit: — p(T)

Clausius-Clapeyron:

L
dT N T(Ug — Ul)
. V
[ = latente Wérme, v = — = Molvolumen
n

6 Der dritte Hauptsatz

Die Entropie eines Systems am absoluten Nullpunkt der Temperatur ist eine universelle
Konstante, die zu Null gewéhlt werden kann.

(Nernst, 1906)

Konsequenzen:
Cy,Cp,a,8 — 0 fir T — 0

13



Teil 11

Statistische Mechanik

1 Klassische Statistische Mechanik

1.1 Das Grundproblem der Statistischen Mechanik

Mikrozustand: (¢,p) = (@1, 1y, qn,PN) €T

Phasenraum: I'={(q,p)} =RY

Hamilton-Funktion: H(p,q)

Mittelung iiber eine grofie Zahl von Mikrozustéinden

—  Makrozustand = thermodynamischer Gleichgewichtszustand

Wahrscheinlichkeitsdichte p(q,p)

(A) = / p(q.p) Alg,p) d*Nqgd*™p

T
Statistische Gesamtheit = Ensemble = Wahrscheinlichkeitsverteilung
Grundproblem: Wie ist p(g, p) zu wihlen?

Ziele:
e Berechnung thermodynamischer Potentiale

e Begriindung der Hauptsétze

1.2 Informations-Entropie
1.2.1 Ein Ma# fiir fehlende Information

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung: p;, ¢=1,...,n

Informations-Entropie (Shannon)

I'=—k ipi In p;
i=1

14



1.2.2 Maximierung der Informations-Entropie

Problem: {pi} unbekannt,
<A,/>EZpiAm~:a,,, v=1,....,r<n, bekannt.

Gesucht: Die Verteilung {p;}, die am wenigsten zusétzliche Information enthélt.

Prinzip: Maximiere I({p;}) unter den Nebenbedingungen

Zpizl, (A)) =a, .

Losung;:

Di T~ GXp < Z A Auz)
wobei

Z = Zexp (— Z )\uAm)
und die )\, sind festgelegt durch

0
o\,

Lo = K (Z M\a, +In Z> .

nZ(M,...,\) .

a, = —

Es ist

1.2.3 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen

I:= k/d:cp()lz(—x)

mit einer ,a priori Verteilung pu(z)“.

Maximierung:

p(x) :%exp( Z/\A >
Z = [dx exp (—ZAVA,,(x)>

9,
o\

Tax = k (Z M\a, +1In Z)

a, = —

15



1.3 Die Postulate der klassischen Statistischen Mechanik

1. Postulat: Gleichen Volumina des Phasenraumes wird gleiche
»a priori Wahrscheinlichkeit® zugeordnet.

2. Postulat: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p iiber I' wird so gewéhlt,
dass sie die verfiigbare Information reproduziert
und maximale Informations-Entropie besitzt.

Entropie: S := max (/)

1.4 Klassische Gesamtheiten

1.4.1 Verfiigbare Information

Eine Situation, in der nur Erhaltungsgrofien bekannt sind, heiffit thermodynamisches
Gleichgewicht.

p (q,p) hangt von den verfiigharen Informationen ab.

Fiir das thermodynamische Gleichgewicht ist p (g, p) zeitunabhéngig.

Relevante Erhaltungsgrofien:

Hamilton-Funktion H
Teilchenzahl N

1.4.2 Drei Gesamtheiten

Mikro-Nebenbedingungen: A(p,q) =a
Makro-Nebenbedingungen: (A) =a

Gesamtheit Mikro-NB Makro-NB

mikrokanonisch | H = E, N isoliertes System,
theoretische Fragen

kanonisch N (H)=U im Wérmebad,
praktische Rechnungen

groflkanonisch (H) =U, (N) = N | mit Teilchenaustausch,
praktische Rechnungen

Aquivalenz fir N — oo

16



1.4.3 Zeitentwicklung

@:@ Z dp 87‘(_ dp OH
a ot Oqri Opri  Opri Oqui
_9p
Ot

ik
+{p. H}
dp
dt
p verhélt sich wie die Dichte einer inkompressiblen Fliissigkeit.

Liouvillescher Satz: 0

Héngt p nur von H(p, q) ab, so ist es zeitlich konstant:

o0 _

=0
ot

= Die Zeitunabhéngigkeit von Gleichgewichts-Gesamtheiten ist vertréglich mit der Dy-
namik.

Irreversibilitdt «— Verlust von Information iiber p.

1.5 Mikrokanonische Gesamtheit

1.5.1 Entropie und Temperatur

H(p,q) = F N fest

—_ .

mit
QE) :/5(H(p, q) — E)dpdq

= Inhalt der Energieschale
QE)=—3o(F), mit O(F) = /dpdq

Physikalische Groflen:
innere Energie U=(H)=E
Entropie S =kInQ(FE)

Entropie ist extensiv.

1 0
Temperatur: T 8= 3E InQ(FE)

17



1.5.2 Reversible Prozesse

Parameter a: H(p,q,a), 2z.B. a=V firein Gas.

Dann ist

0ln O0ln
o F 5,

— BdU — BF,da

dInQ(E,a)) = da

mit F, = <%—7:>

= TdS = dU — F,da = dU — A

Dies ist die Grundrelation der Thermodynamik.

Wiérme: 0Q :=dU — 0A

1.6 Ideales Gas

N

1 ")
H = o Zpi + Hwand

=1

S* = kInQ*(E) = Nk {an—i— 5l

3N 2

1 05 3

= = = Nk=FE~!

T O0F 2
= U= gNkT

0S* ,
Druck: p=T o7 = pV = NKT: Zustandsgleichung
R —23 170 —1
k= N kp=1,38-10""JK*, Boltzmann-Konstante
A
Gibbs-Korrektur:
1 *
Q(E,N) = NN Q(E,N) , h = Planck-Konstante
V3, 4dmmE 5
E,N)=Nk{ln—+ =1 =
S(E,N) {nN+2n3Nh2+2}
%4 5
—Nk{lnN)\3 +§}
mit A= h
2rmkT

18



1.7 Kanonische Gesamtheit

1.7.1 Kanonische Wahrscheinlichkeitsdichte

(H)=U, N fest: System mit Energie-Fluktuationen
1
_ —BH(p,q)
p p7 q - €
)

mit  Z(0) = / e PP dpdg . kanonische Zustandssumme

1
Erwartungswerte: (A) = —/dp dq A(p, q) e P14

Z()
: . 0
innere Energie: U=(H) = ~5 In Z(3)
Entropie: S=—k(lnp) =kpU +klnZ

1.7.2 Bezug zur Thermodynamik
dS = kB(dU — F,da) = kB(dU — 6A)
1
6 - k'_T )

F=U-TS=—-kT'lhZ

1.7.3 Aquivalenz der mikrokanonischen und kanonischen Gesamtheit

AE 1

AE)?* = kT?*Cy = o

(AE) v T
F:FMK+O(IHN)

1.7.5 Ideales Gas

20= 1 (3)
3

Vo5
U= NKT S_Nk{lnw+§}

19



1.7.6 Maxwell-Boltzmann-Verteilung

1.7.7 Gleichverteilungssatz

Fiir eine Variable ¢, die quadratisch in ‘H vorkommt:

1
(Hq) = SkT
2
=9
speziell: <p_z> = §k;T fiir Gase
2m 2

pi 1 L
H=> 2+ V(G —g
Approximation: mittleres Hart-Kern-Potential, Volumen vy, Tiefe —u.

vV 1 3. 2mmkT
F——k;TN{ln (N—év()) —ﬁu+§ln 2 —i—l}

an? , uNV 1
— (p_‘_W) (V—nb)anT, mit a = — TI,2 ) bZEUONA

1.7.9 Ferromagnet in der Molekularfeld-Approximation

3-dimensionales Ising-Modell: s(Z) =+£1, € Gitter

H = —JZZS(:E)S(&?—I—@)—MOZHMos(f)

xT

H = dufleres Magnetfeld
Z(8,H) =2 e
{s(@)}

1 1 0
M = M, N;@(f» = N om M20.H)
T




= (s(2)) -
Hyra = —(6J5 + poMoH) Z s(7)

z

mit s

Z faktorisiert jetzt:
Z =Y e Mura — {2cosh[B(6.]5 + poMoH)|}Y

{s(@)}
. ) _ 1 0
Konsistenzbedingung: Mys = GN BV n
Ho

(H + AM)) ., Zustandsgleichung aus 1.4.2

C
M = Mjtanh
= o tan <M0T

it C=—— .
mi T M2

6.J
kritische Temperatur: T = AC' = s

Mit unserer Konvention

G(T,H) = —kTn Z(B, H)

Bemerkung: 0A = poHdm gilt

fiir magnetische Systeme.

1.8 Groflikanonische Gesamtheit
vorgegeben: (H) =U, (N) =N

Wahrscheinlichkeitsdichten
o B(H(p,g,N)—pN)

[1]] —

pn(p;q) =
fir N =0,1,2,3,...
SEANED P hgji N7 / d*p d*Nq e PHPeN)
N=0 )
= 2NZ(B,N)
N=0
mit der Fugazitit 2z = e# .
Teilchenzahl: N =+ 1058, )
ellcnenzant: = —-——1nz= ,
B ou

grofkanonisches Potential: J=U — TS — uN = —kTInZ

21



fir Gase:  J(T,V,u) = —pV

Schwankungen der Teilchenzahl:

— N AN 1
(AN) v N VN
Fiir grofe N ist die groBkanonische Gesamtheit dquivalent zur kanonischen Gesamtheit.

Ideales Gas:

2 Quanten-statistische Mechanik

2.1 Statistischer Operator

Wiederholung Quantenmechanik

statistischer Operator p = Z [9;)p; (5
J

(A) =5Sp (pA)

2.2 Grundlagen der Quanten-statistischen Mechanik

Statistische Gesamtheit = Statistischer Operator p
Informations-Entropie:  I(p) = —k({lnp) = —kSp (plnp)

1. Postulat: Allen Zustianden einer Orthonormal-Basis wird
gleiche ,,a priori Wahrscheinlichkeit® zugeordnet.

2. Postulat: Der Statistische Operator p wird so gewéhlt,

dass er die verfiighare Information reproduziert
und maximale Informations-Entropie besitzt.

2.2.1 Kanonische Gesamtheit

p=— e, ZZSP(G‘QH)ZZn:e_ﬁE”
U——ian(ﬁ) F=—-kTlnhZz
=35 . F=

22



2.2.2 Grof3kanonische Gesamtheit

Teilchenzahl-Operator N

2.3 Quantenstatistik

Betrachte identische Teilchen ohne Wechselwirkung.
Bosonen: |4) ist symmetrisch unter Vertauschung der Teilchen.
Fermionen: [¢) ist antisymmetrisch.

Besetzungszahlen: n, , an =N

FE = aner

Bosonen: n, € {0,1,2,...}, Fermionen: n, € {0,1}

2.3.1 Bose-Einstein-Verteilung

2B =) eXp{—ﬁz ne (6, — M)}

{nr}

- TT0 - exn{te
In=(5, 1) Zln 1 —exp{—B(e, — )}

mittlere Besetzungszahl:
() 10 1
ng) =———1In=.
Y B
Bose-Einstein-Verteilung;:
1

) = e — )} — 1

23



2.3.2 Fermi-Dirac-Verteilung

mE(B, 1) = > In(1 +exp{—H(& — n)})

1
" exp{Ble — )} 1

(ng.)

Schwankungen: (Ang)? = (ng) (1 £ (ng)), +/— fiir Bose/Fermi

2.3.3 Klassischer Grenzfall

(n,) <1 furaller.
a) T fest, N geniigend klein (verdiinntes Gas)
b) N fest, T geniigend gro83
1

— Z(B,N)= ﬁZ (3, 1)Y  fiir nichtwechselwirkende Teilchen.

Dies ist die korrigierte Boltzmann-Zahlung.

2.4 Dritter Hauptsatz

S— klngy firT —0, go= Entartung des Grundzustandes

2.5 Ideales Bose-Gas
2.5.1 Nichtrelativistische Teilchen

1 -
Hamilton-Operator fiir 1 Teilchen:  h; = Q—Pf + Vivand
m

Volumen:  Kubus mit Inhalt V = L? | ¢(Wand) =0 .

— — i
Impuls-Eigenwerte: p=hk, k= T UV, mit 7= (v1,vo,13),
h2 7T2 2
Energie-Eigenwerte: ¢; = — — /> = — k2
S om I~ 2m

L\3
Fiir groBe V: Z N (%) /d3k N % dk k2

v, € N .



2
mit 2z = e’ | xzzﬁh—kz, A:m/i.
2m 2mm

Betrachte verdiinnte Gase mit 2z <1 :

ln:—K(z—i— Z + )
DY 44/2
— vV 22
N:E(z%—mjt. ) U=2kT'In=
. - 1 N
Zustandsgleichung: pV:NkT{l_EV)\ +.. }

— Vv 5 1 N
Entropie: :Nk{l 2 s }
ntropie: S nN)\3+2 3BV +

klassische Ergebnisse 4+ Quantenkorrekturen

Bose-Kondensation:

Fiir zunehmende Dichte, 2z — 1,

— Vs 1 vV /3 1%
N FZW:_C<_):2’612_
n=1

A3 7\2 A3
1 1 .
(ng) = e el w wird grof} .
N 2 m kT)3/?
Phaseniibergang bei v 2,612 % .

2.5.2 Photonen

p=hk, e=c|pl=nhck|, 2Polarisationen
0

=0
mz— . Q/dk: E?In (1 — e~ Phek)
272
0
B 2 Vv
4503 R3 3B3
V=kTIhZ = ™y
= n - =
P 453 K3

U=23pV , Energiedichte == =aT" mit a=

<= =
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Dies ist das Stefan-Boltzmann-Gesetz.
1

Spektralverteilung: (n;) = o
e Wi

mit e=hw, w=ck.

B 3
Plancksches Strahlungsgesetz:  u(w) = —— Mw—l :
T2C° ekT —

(VRIS
NS

Entropie: S =

2.5.3 Phononen

Schwingungen eines Kristallgitters, Eigenfrequenzen ws=ck,, s=1,...

¢ = Schallgeschwindigkeit.

1
Energie:  €,(ws) = hws (n + 5) , n=0,1,2,...

_ﬁh Ws'”/s"!‘l
{ns}

InZ = —ﬁh%Zws — Zln (1 — e Phes)

1 1
U= Zhws{§+ efhws — 1}

Einstein-Modell: nur eine Frequenz wg , 3N-fach entartet.

N\ 1/3
Debye-Modell:  gp(w) = % w?  fir w<wp= (67rzc3v) :
g On/T 4
3T x* e’ )
C\/ZBN}{?@—D /dl’m, mit @D:k’th.
0
a) T > @D
1 /Op\2
OV—?)Nk{l—%(T) +..}

Gesetz von Dulong-Petit plus Quantenkorrekturen.

b) T < Op
12 T3
Cy ~ =7n*Nk —
e T ey
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2.6 Ideales Fermi-Gas

Beispiel: Elektronen in Metallen.

h? 7 n?
Energie-Eigenwerte: ey = A
& B T om I2 2m

2 Spin-Orientierungen

Dichte der Zustédnde: 2 - v k*dk = g(e) de

272
V(2m)3/?
—o M
9(c) 4m2h?
n= — /de g B(E*M))
0
N = i 1

!“9 exp {Ble — @)} 1

€

U:!““@wMMewm+1

1, fir e<p
0, fiir e>p

Fir T'=0: [eXp{ﬁ(e—u)}Jrl]‘l:{

h? N\ 2/3
Fermi-Kante: ep = pu = _< 2 >

2m

€
Fiir tiefe Temperaturen 7' << Ty := EF
2

U= U, + % gler) (KT)? +

elektronische Warmekapazitét: C‘(,e )~ ~T

mit der Sommerfeld-Konstanten

gesamte Warmekapazitiat: Cy = C’ (Phonon) + C (€)
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A Mathematische Erginzungen

A.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei z reelle Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsverteilung u(z).

1. u(x) >0
2. /da: u(z) =1
3. (f(a))= / dr f(z) u(z)

4. 7=(x), o2=(2?) — (z)?.

Die Fouriertransformierte

u(k) = /dwem u(z) , u(z) = Z_/dk e (k)
T
erfiillt
a0)=1, a(0)=—iz, @ (0)=—{?)
Fiir -
(k) =e "2
ist

die Gauf3-Verteilung mit o2 = o2

A.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Sei u,(x,), n =1,2,3,... eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir unabhéngige
Zufallsvariablen x,,, und sei

1. o2 £02n >b>0 fiir alle n,

2. |un(k)| <ae™ ™ a<1, ¢>0, firkeR .

Die zweite Bedingung bedeutet, dass u,(x) hinreichend glatt ist bei x = 0.
N

Sei yy = > x,, die summierte Zufallsvariable mit der Verteilung
n=1
Un(yn) = /d:r;l Loodzry (H un(q;n)> 5<yN _ an> .
—00 n=1 n=1
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Dann gilt o,
Un(y) = (2m0?)"% exp {—M} (1+ Ry)

202
mit
N N
@N:Z@, 022202>Nb
n=1 n=1
und
lim N2 Ry =0 firallee>0.
Beweisprinzip:
ooE.dA 7,=0
U d .d Az, dk eFy—2n)
n(y) = /Scl :CN<Hux)7T/

- Al
= — [ dke™ | | @, (k
— [ dke Hu()

— 00

1
(k) =1 — 5031& + O(K?)

O(k) = [ (k) =1 %0%2 + O(NE)

2
+ sorgfiltige Abschétzung der Restterme.

~ exp {_"2’“2} (1+ O(NE))

Literatur:

A.J. Chintschin, Mathematische Grundlagen der Statistischen Mechanik, BI, Mannheim,
(Der Beweis bei Chintschin kommt mit schwécheren Annahmen aus.)

W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its Applications, Vol. 1, John Wiley
& Sons, New York, 1968

A.3 Strukturfunktion

Ein Gesamtsystem sei aus vielen Teilsystemen zusammengesetzt. Die Wechselwirkungs-
energie sei vernachléssigbar:

H(p, q) = ZHi(piaQi) .

Strukturfunktionen:

0i(E,) = / dps dg; 6(Hu(pir 1) — E)
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O(E) = / dpdq §(H(p, q) — E)

:/dEl...dENdpdq(ﬂ5(Hi - Ei))‘S(ZEi _E>

=1

:/dE1 ...dEy (1]_1 Qi(Ez')>5<E - ZE)

Wir setzen voraus, dass die Energie der Teilsysteme nach unten beschréankt ist, und dass
die Zustandssummen

Zi(B) = / dE; Qi(E;) e PP

fiir alle B > 0 existieren, wie es fiir realistische Systeme zutrifft. Es ist

29 = [ dB a(E)e =[] 2(9)

Fiir beliebiges a > 0 definieren wir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen

UiE.0) = 5 B e
U(E,q) = % QE) e .

Dann gilt offenbar

N
U(E, q) :/dE1 ...dEy (H Ui(El-,a))(S(E - ZE) .

i=1 i

Nach dem zentralen Grenzwertsatz verhélt sich U folgendermaflen

(E

U(E, ) = (2r0%(a) " exp {— b;(a))

2_02 } + O(N~1H9) (1)

)
mit

E(a)iZEi(a) . Ei(a) :/dEEUi(E,a)

02(a)£203(a) : oi(a) :/dE (E—Ei(a)*Ui(E,a) .

Daraus folgt fiir die Strukturfunktion
QE) = Z(a)e*E(2ro*(a)) "2 exp {—

fiir beliebige a > 0, wobei o?(a) = O(N).
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Fiir realistische Systeme steigen €2;(E), Q(E) gegen Unendlich mit wachsendem E — oo,
und E;(a), E(a) fallen gegen Null mit wachsendem o — oo.

Die inverse Temperatur [ ist geméf (2) fiir groBe N

ﬂ(E)—a%an(E)—a— ! E

und fiir die Wahl a = 3(E) folgt daraus E = F(j3) und
Z(8) = Q(E) e 7P (2m0*(8))/2 + O(N ') .
Wegen o%(3) = O(N) ist dann

InZ(B)=mQF)—FE+O(InN) .

A.4 Thermischer Kontakt

Fiir zwei makroskopische Systeme mit thermischem Kontakt ist die Strukturfunktion des
Gesamtsystems

QS(E) :/dEl Ql<E1) QQ(E - E1> .
Fiir ; und € verwenden wir (2), wobei a so gewihlt wird, dass E(a) + Ey(a) = E:
O (E1)Q(E — En) (3)

(B, — Ey(2))?
20%(a)

~ (@) Za(o) *F(2n0 (@) e { - brow,

wobel ] . 1

) oia) | a3a)

ist der Integrand fiir grole Ni, Ny eine sehr schmale Gauf3-

N1 No
N1+N2

Verteilung, und es ist

Wegen o%(a) ~

Qs(E) = U(E1(a) (B — Ey(a)) (2mo§(a)?

InQs(E) = (E(a)) +InQ(E — E(a)) + O(In N) .

Fiir die inversen Temperaturen gilt

B1(Er (@) = Bo(E — Er (@) = Bs(E) = a

bis auf Terme O(N™1).
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A.5 Systeme im Wiarmebad

Gesamtsystem = System 1 + Warmebad; das Warmebad bestehe aus N Teilsystemen
von der Grofle des Systems 1.

H(p) Q) = Hl(plqu) + Hw(puan) .

Das Gesamtsystem sei isoliert und habe Energie E. Dann ist geméafl Vorlesung

p1(p1,q1) = ﬁﬁw(E —Hi(p1,q1)) -

Q(E) = Z(8) e’F(2m0®) 7112,
(E—E - Ew(ﬁ))z}

2
20,

Qu(E — Ey) = Z(B) ®EED (2702 )12 exp {—

w

wobel

o' =oi+to,, E=E(B)=E.B)+E(p),
und folglich

O(E—Ey) 15) -5, <1+%>1/2€Xp{_(El —Fl(ﬁ))Z} ’

QE) Zi( 207,

wobei Terme O(N 1) vernachlissigt wurden. Es ist 02, ~ N, wihrend o2, E1(3), By nicht

von N abhéngen, so dass

QW(E-E) 1

A e PP 1+ O(NY) (4)
und somit fiir grofe NV
1
— —BH1(p1,q1)
p1(p1, q1) Zl(ﬁ)e

A.6 Schirfe der kanonischen Verteilung

Geméf Vorlesung ist die kanonische Verteilung der Energie

U(E,B3) = % QE)e PP,

Fiir o = ( folgt aus (1) fiir groBe N, dass U(F, 3) eine GauB3-Verteilung in £ mit Breite
o(B) ~ N

ist, so dass fiir AE = o(f3)

AFE
= N2
E

gilt.
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Thermodynamik

dU = 6A +6Q

irreversible Prozesse

T
TdS > 0Q — f% <0 — Wirkungsgrad n < 1 — %
1

AU =TdS — pdV + pdN

’ S,UF H,G,J ‘ — Extremaleigenschaften
G =uN,J=—pV S =max fir Q=0
l F =min fiir T = const., V = const.
G =min fiir T = const., p = const.

partielle Ableitungen

|

Gleichgewichtsbedingungen

vV F T 1. Abl.
Uu X G I
S H p

messbare Grofien

2. Abl. = Antwortkoeffizienten

Maxwell-Relationen,

z. B ﬁ—@
9V oT
Cp k7
Cv ks

— Verhalten der Antwortkoeffizienten bei 7' = 0

Materialeigenschaften l

, ou
idealesGas, | =— | =0 SN Anwendungen
ov ),




Statistische Mechanik

Gesamtheit, Ensemble = Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zusténde
klassisch:  p(q,p), quantenmechanisch: statistischer Operator p
mikrokanonisch: H =FE fest, N fest

kanonisch: (H) =U, N fest

grofkanonisch: (H) =U, (N) =N
1

[ 1
kT

1
kanonische Gesamtheit: p = - e bzw. p= - e P mit g =

Z(0) z/e_’gH d*p g, bzw. Z(B) = Sp (e PH) = Ze—ﬁEn

n

U= —%an(ﬁ)

F=U-TS=—-kTlnzZ, S=-k(lnp)

e AH=N) P = L st

—
—

(1] —

groffkanonische Gesamtheit: py =

[1]

(B,m) =) N Z(B,N)

— 1 _
N:—anE, J=U-TS —uN =—kTIn=
B ou
1 VN % _
klassisches ideales Gas: Zy = NI (F) , InzZ= e B pV = NKT

Quantenstatistik: Besetzungszahlen n,. , Z n.=N, FE= Z Ny.€,
T

r

Bosonen: n, € {0,1,2,...}, Fermionen: n, € {0,1}

Bose-Einstein-Verteilung: In= = — Z In(1 —exp{—pB(e, — p)})
(ni) = lexp{B(ex — p)} — 1]

Fermi-Dirac-Verteilung: InZ = Z In(1+exp{—0(e, — p)})

(ni) = [exp {Blex — p)} + 1]

U 1 4U
otonen: , U v al*, p 3u, 3T



