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Aufgabe 1: Ising-Modell fiir Ferromagnete (miindlich)

Ein einfaches Modell fiir Strukturbildungsprozesse in Ferromagneten stellt das ,Ising-Modell“ dar,
bei dem nur benachbarte Spins miteinander wechselwirken und das in einer und in zwei Dimensio-

nen exakt 16sbar ist. Wir wollen hier speziell das eindimensionale Modell betrachten.

Fiir ein eindimensionales System aus N Spins mit periodischen Randbedingungen laute der Ha-

miltonoperator
N

H==) (J88it1+hs) | (1)

i=1
wobei die Konstanten J und h die Wechselwirkung der Spins bzw. den Einfluss eines dufleren

Magnetfeldes bestimmen. Eine Basis des Hilbertraumes sei durch
[s1...sn) mit S;|s1...sn) =8i|s1...5N) (2)

gegeben, wobei jeweils nur die Eigenwerte s; = =1 auftreten. Aufgrund der Periodizitdt gilt

§N+1 = §1.

a) [1P.] Geben Sie die kanonische Zustandssumme an.

b) [2P.] Nach geeigneter Sortierung besteht die Zustandssumme aus einer Summe von Produk-

. SitSita
A (JS’S’“H" 2 ) haben. Welche Werte kénnen diese Faktoren

annehmen? Zeigen Sie fiir N = 2, dass sich die Zustandssumme berechnen lisst als

B(J+h) -BJ
B N i (e e
Z(B) =Sp (P ) mit P = ( oBI GBI )

ten, deren Faktoren die Form e

3)

Dieser Zusammenhang gilt auch fiir N > 2. Kénnen Sie das zeigen?
Hinweis: Die Spur eine Matrix ergibt sich als die Summe der Diagonalelemente.

c) [3P.] Sie haben auf Zettel 5 gezeigt, dass die Spur nicht von der gewéhlten Basis abhingt
und sich in der Eigenbasis besonders einfach berechnen ldsst. Bestimmen Sie die Eigenwerte

der Matrix P und verwenden Sie diese, um den Ausdruck Sp (PY) zu berechnen. Wie lautet
die Zustandssumme im thermodynamischen Limes, d.h. fiir N > 17

Hinweis: Die Bestimmung der Eigenvektoren ist zur Berechnung der Spur nicht notwendig.

Kontrolle: Bestenfalls sollten Sie im thermodynamischen Limes

N
Z(B) = NP’ (cosh (Bh) + \/sinh? (Bh) + e—4ﬁJ) (4)

erhalten.

d) [1P.] Berechnen im thermodynamischen Limes Sie die freie Energie F(4, h) und die Magne-

tisierung m = %<Zfi1 $i) = %g—g. Finden Sie eine kritische Temperatur, unterhalb derer

selbst ohne dufleres Feld (d.h. h = 0) eine nicht-verschwindende Magnetisierung auftritt?



Aufgabe 2: Zustandsgleichung realer Gase (schriftlich)

Bei idealen Gasen werden keine realistischen Wechselwirkungen der Gasteilchen beriicksichtigt. Das

fithrt dazu, dass real auftretende Phidnomene, wie z.B. Phaseniibergéinge, von dieser Idealisierung

nicht erfasst werden. Im Folgenden werden, ausgehend von den mikroskopischen Hamiltongleichun-

gen, einige Figenschaften realer Gase untersucht.

Reale Gase lassen sich untersuchen, wenn die Wechselwirkungen Vi2(g;, g;) sdmtlicher Teilchen

berticksichtigt werden.

2)

[2P.] Geben Sie die Hamiltonfunktion fiir ein solches Gas an. Zeigen Sie, dass sich die freie

Energie eines N-teiligen Gases ergibt als

1 3 3 -8 X Vi2(g:,q5)
F(T):Fid—kBTln W dql qu e i<i —1)+1 ) (5)

Dabei stellt Fiq die freie Energie des idealen Gases dar.

[2P.] Bei einem ausreichend verdiinnten Gas muss zu einem festen Zeitpunkt nur die Wech-
selwirkung zweier Teilchen betrachtet werden. Fiir hinreichend grofle N kann man deshalb

mit kombinatorischen Argumenten

=B > Vi2(q:,q5) N2
/d‘a’q1 . ../d3qN (e i<i v 1) ~ T/dgq1 . ../d3qN (e‘ﬁvm(‘h"h) - 1) <1
(6)
setzen. Zeigen Sie, dass sich mit geeignetem Vi5(r) fiir die freie Energie dann
2

N 1 _Via(m)
F=Fa+RkT—B(T) mit B(T)= / dr (1_6 By ) -

ergibt und geben Sie die Zustandsgleichung des Gases an.
Hinweis: Wegen [d®q; ... [d®qy (...) < 1 kénnen Sie den Logarithmus entwickeln.

[3P.] Bisher haben wir die Wechselwirkung Vi5(7) nicht niher spezifiziert. Wir wollen nun
zwei verschiedene Wechselwirkungen betrachten. Berechnen Sie die Zustandsgleichung explizit

fiir

(1) Vig(r)=-%,n>3 und
00 r<To

(2) Via(r)=< -w ro<r<m
0 ry <7

Vergleichen Sie mit dem van der Waals-Gas.

Hinweis: Nutzen Sie im Falle des stiickweise konstanten Potentials nach der Integration

Vo
KpT

< 1, um den Ausdruck zu vereinfachen.

[3P.] Der Joule-Thomson Effekt bewirkt bei Druckdnderung eine Temperaturinderung des
Gases, die gegeben ist durch

(), 23,
op)yv ¢ orj,

Bei realen Gasen wechselt diese Funktion am sogenannten Inversionspunkt ihr Vorzeichen.

(®)

Wie man leicht abliest ist dieser gegeben durch

)5

Zeigen Sie, dass im Falle eines van der Waals-Gases fiir die Inversionstemperatur in Abhén-

gikeit des Druckes gilt:

2 2
9—2‘ (2 +/1— 3b2p/a) . (10)
Diskutieren Sie das Ergebnis und machen Sie sich mdgliche technische Anwendungen des
Joule-Thomson-Effektes klar.
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