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Aufgabe 1: Berechnungen von Summen im k-Raum (schriftlich)

Betrachten Sie ein Feld in einer Box mit parallelen Wandfliachen im Abstand L, das an den Wénden

verschwindet und dessen Dynamik durch lineare Gleichungen beschrieben sei.

a) [1P.] Warum werden Felder iiblicherweise als Superposition von (Raum)-Wellen dargestellt?
Welche Wellenvektoren k € R? sind zulissig? Wie viele verschiedene Moden k miissen be-
trachtet werden?

b) [2P.] Zeigen Sie zunichst fiir das eindimensionale Problem mit k& € R, dass die Summe
> (k) (1)
k
fiir differentierbare Funktionen f(k) und L > 1 durch das Integral

L
S 0 2)

angenéhert werden kann. Welche Anforderungen sind an f bzw. L zu stellen, damit die Ab-

weichungen von Summation und Integration gering sind?

c) [1P.] Zeigen Sie, dass in sich fiir k € R mit V := L? analog

V 3
S - o / Pk f(k) (3)

ergibt. Welchen Zusammenhang erhélt man, falls f(k) = f(|k|) gilt?

d) [1P.] Ebene Wellen stellen Losungen des Einteilchen-Problems der (stationédren) Schrodinger-
gleichung dar und besitzen eine Energie von
h%k?
E(k) = . (4)

2m

Nehmen Sie in der Losung von Teil ¢) die Substitution k% = 2mE /A? vor und fiihren Sie an
geeigneter Stelle die Funktion h(E) = f ( 2m/(h2E)) ein.

e) [2P.] Im Falle von Fermionen kann jede Mode k nur einfach besetzt werden. In der Vorlesung
haben Sie gesehen, dass fiir T — 0 sémtliche Moden mit F(k) < u = Ep besetzt sind. In
diesem Falle gilt also h(E) = O(Er — E).

Begriinden Sie, warum sich die mittlere Teilchenzahl N ergibt als
N= > 1. (5)
E(k:)k<EF

Nutzen Sie Ihre Ergebnisse aus der ersten Aufgabenteilen zur Berechnung der Fermi-Energie
als Funktion von N und V.



Aufgabe 2: Wirmekapazitit vom Fermi-Gas fiir kleine Temperaturen (miindlich)

In Metallen kénnen neben den Gitteratome auch die Elektronen, die fermionischen Charakter
haben, Energie aufnehmen und damit zur Warmekapazitéit beitragen. Die Wéarmekapazitit eines

solchen ,, Fermi-Gases* wollen wir nun untersuchen.

a) [2P.] Begriinden Sie mit Hilfe des Ubergang von Summen im k-Raum zu Integralen, der in
Aufgabe 1 untersucht worden ist, dass sich die innere Energie eines Elektronengases berechnen

lasst als

v - A/ AT ®

Wie ist die Konstante A zu wéihlen?

b) [1P.] Berechnen Sie die innere Energie U fiir 5 = 0.

c) [4P.] Berechnen Sie U fur kleine T' nidherungsweise. Betrachten Sie dabei Terme bis zur
Ordnung 7°3.
Hinweis: Zeigen Sie zuniichst, dass sich der in Gleichung (6) gegebene Ausdruck iiberfithren

lasst in das Integral

1
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A / dE %Egﬁ (7)

Warum durften wir in dem hier betrachteten Fall die Integration auf das Intervall [—oo, o0]
ausdehnen? Fiithren Sie dann eine Substitution z = 8 (E — ) durch und entwickeln Sie den
ersten Teil des Integrals um = = 0. Sie kénnen dann
x? 1 72
J 5o (®)
— 00
verwenden.
d) [1P.] Berechnen Sie die Warmekapazitét fiir kleine 7. Wie unterscheidet sich diese z.B. von

der eines idealen Gases? Wie lidsst sich das unterschiedliche Verhalten verstehen?

Aufgabe 3: [2P.] Mechanische Energie vom Fermi-Gas (miindlich)

Zeigen Sie, dass fiir Fermi-Gase, die in einer quadratischen Box mit dem Volumen V = L3 einge-

schlossen sind, der Zusammenhang
pV=BU 9)

gilt, wobei p, V und U den Druck, das Volumen und die innere Energie darstellen und B eine
Konstante ist. Welchen Wert erhalten Sie fiir B?

Hinweis: Betrachten Sie fiir die Berechnung des Drucks das grofikanonische Potential

J(T,V, 1) —kaZm( ~BEk)-1) 4 1) (10)

und gehen Sie — wir in Aufgabe 1 beschrieben — von der Summation zur Integration iiber. U haben

Sie in Aufgabe 2a) schon untersucht.

Aufgabe 4: [1P.] Potentialtopf: Zusammenhang zwischen Energie und Volumen (miindlich)

Zeigen Sie, dass fiir Teilchen in einer quadratischen Box mit dem Volumen V', deren Energie durch

(4) gegeben ist, der Zusammenhang

d _ 2E(k)
ER =257 (11)

gilt.



