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Aufgabe 1:

Betrachten Sie die eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem
Doppel-d-Potential:

V(g) = —Vod(qg+ q0) — Voo(q — qo); Vo > 0.

Abbildung 1:

a) [2P.] Integrieren Sie die zeitunabhéngige Schrodingergleichung iiber ein Intervall
Fqo — € < q < Fqo+ ¢ und zeigen Sie, dass die erste Ableitung der Energieeigenfunk-
tion 1 (q) an der Stelle ¢ = Fqp einen endlichen Sprung besitzt.

Nehmen Sie an, dass die Wellenfunktion in der Umgebung von ¢ = Fqq stetig ist.
Benutzen Sie auch die Eigenschaft

/ F(@)5(a — ao)dg = flao), falls go € (a,b).

b) [3P.] Losen sie die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir die gesamte g-Achse.

Hinweis: Formulieren Sie zunéchst passende Losungsansitze der Wellenfunktion
¥(q) fiir die Bereiche —0o < ¢ < —qo, —qo < ¢ < qo sowie gy < ¢ < +00. Betrachten
Sie unbedingt den Fall von geraden und ungeraden Funktionen ¢(q). Nutzen Sie auch
die Normierungsbedingung aus.



c) [2P.] Berechnen Sie die Eigenenergien der gebundenen Zusténde (E < 0).

Hinweis: Nutzen Sie die Unstettigkeitsspriinge der ersten Ableitung bei ¢ = Fqq
aus.

d) [1P.] Diskutieren Sie graphisch die Anzahl der gebundenen Zusténde in Abhéngigkeit
von V4.

Aufgabe 2:

a) [2P.] Wie lautet die Hamiltonfunktion H(p,q) des harmonischen Oszillators? Wie
lautet der Energiesatz? Welche Bahnkurven gibt es im Phasenraum?

b) [1P.] Wie lautet der Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Os-
zillators? Fiihren Sie die neue Variable £ so ein, dass der Hamiltonoperator die Form

w2,
H—T(—d—£2+£)

einnimmt.

c) [1P.] Zeigen Sie, dass der Energieerwartungswert

E=(&)[H|¥(E)) =0

ist.

d) [2P.] Der Vernichtungsoperator ist durch
1 (ﬁ
V2108
definiert. Wie lautet der dazu gehorige adjugierte Operator b'? Berechnen Sie explizit
den Kommutator

b= +¢)

[b, b'] = bb' — bTh.

e) [1P.] Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator H die Form

1
— i Z
H = hw (b'b+ )

besitzt.



f) [1P.] Beweisen Sie, dass der Operator b'b selbstadjugiert ist.

g) [1P.] Wie kénnen Sie die Grundzustandswellenfunktion |0) explizit berechnen?
Normieren Sie diese Funktion:

hoo [t
00 =\ [ dgll =1

Hinweis:

/_ o dée 8 = /r.

[e.e]

h) [2P.] Skizzieren Sie qualitativ die Eigenfunktionen ¢o(€), ¢1(€), w2(§), w3(§).

i) [2P.] Berechnen Sie die Erwartungswerte von 2 und p? fiir den Eigenzustand
©o bzw. 1. Bestimmen Sie die Unschérfe /(0]22]0) (0[p]0) bzw./(1]z2[1) (1|p?[1).

Aufgabe 3:

a) [1P.] Wie lautet der Hamilton-Operator eines freien Teilchens der Masse m im
dreidimensionalen Raum?

b) [2P.] Wie ist der Drehimpulsoperator definiert? Berechnen Sie explizit den Kom-
mutator [L,, L,]. Was kénnen Sie iiber die Kommutatoren [L;, L*] aussagen?

¢) [1P.] Formulieren Sie den Hamilton-Operator unter Beniitzung des Drehimpuls-
operators L in Kugelkoordinaten (r, 0, ¢).

d) [1P.] Betrachten Sie jetzt ein Teilchen, das in einer Kugel mit Radius R einge-
schlossen ist. Welche Bedingung muss die Wellenfunktion ¢ (r, 6, ¢) bei r = R erfiillen?

e) [2P.] Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung kann mit einem Separationsan-
satz

P(r,0,0) = R(r)Y (0,¢)
gelost werden. Wodurch sind die Funktionen Y (0, ) festgelegt?

f) [2P.] Zeigen Sie, dass der radiale Anteil R(r) der Wellenfunktion der Eigenwert-
gleichung
B d | R

[_ 2m r2 drr dr 2mr? }R(r) = ER(r)



genigt.

g) [2P.] Welche Gleichung erhalten Sie mit dem Ansatz

h) [3P.] Betrachten Sie nun Zusténde mit Drehimpulsquantenzahl [ = 0, die der
Gleichung
2 _
—h ﬁu(r) = E(r)u(r)
geniigen. Bestimmen Sie die Energieeigenwerte und die dazugehorigen radialen An-
teile der Wellenfunktion R(r).



